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Resumo

Sistemas dindmicos impulsivos sao caracterizados por trajetérias continuas entre impulsos,
isto €, deslocamentos instantdneos entre pontos distintos. Foi provado em [3] que um tal
sistema induz um semifluxo com descontinuidades, o qual chamamos semifluxo impulsivo.
E natural que esse semifluxo, por conta da descontinuidade, perca propriedades em
relacio a um semifluxo continuo. Este trabalho expoe os principais resultados de [1],
que garantem, sob hipdteses adequadas, a existéncia de probabilidades invariantes pelo
semifluxo impulsivo e a invariancia positiva pelo mesmo de seu conjunto nao-errante menos
os pontos de descontinuidade.

Palavras-chave: Sistemas dindmicos impulsivos, Probabilidades invariantes, Conjunto
nao-errante






Abstract

Impulsive dynamical systems are given by trajectories that are continuous between impulses,
that being instantaneous motion from one point to another. It has been proved in [3] that
such a system induces a discontinuous semiflow, which we call impulsive semiflow. It is
reasonable that this semiflow, on account of its discontinuity, lacks properties compared to
a continuous semiflow. This work presents the main results from [1], which ensure, under
suitable assumptions, the existence of probability measures which are invariant by the
impulsive semiflow and the forward invariance by this semiflow of its non-wandering set
except the discontinuity points.

Keywords: Impulsive dynamical systems, Invariant probability measures, Non-wandering
set
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1 Introducao

A evolugdo no tempo de diversos fendmenos estudados pelas ciéncias apresenta em
determinados instantes mudancas abruptas de estado, onde a duracao das perturbacgoes
é nula ou desprezivel comparada a duragao do fenémeno. A essas mudancas abruptas é
dado o nome de impulsos e estes podem ser observados em fendmenos da fisica, biologia,
economia, teoria de controle e ciéncia da informagao, veja [11] e [16]. O conceito fisico
hipotético das pontes de Einstein-Rosen, ou buracos de minhoca, por exemplo admite a
existéncia de trajetérias com impulsos, visto que as tais pontes permitem o deslocamento
instantaneo entre dois pontos distintos do espago, veja [18].

Fenomenos que apresentam carater impulsivo podem ser modelados pelas equagoes
diferenciais impulsivas, que sdo a combinacao de equacoes diferenciais, que descrevem o
periodo de variagdo continua de estado, com condi¢des que descrevem o efeito impulsivo.
Para ilustrar este comportamento, destacamos aqui um sistema de equacoes diferenciais
impulsivo apresentado em [8] que modela a interagao entre duas espécies, predador e presa,
que habitam um mesmo ambiente. O modelo descreve um processo no qual a populacao de
presa, ao atingir determinado limiar, tem uma parcela retirada do ambiente e desencadeia
a introdugdo de um acréscimo na populagao predadora (o que representa um decréscimo e
um acréscimo abruptos nas populagoes de presa e predador respectivamente). A dindmica
populacional desse processo é governada pelas conhecidas equagoes predador-presa (ou de
Lotka-Volterra) acompanhadas das condigoes de impulso:

T=x(r —anxr—a ,
. (1 11 12) } se x4 h,
= y(—r2 + ag1x — axny), (1.1)
Az = —px,} '
se x = h.

Ay = qy,

definidas em R x Ry, onde z(t) e y(t) sdo as densidades populacionais de presa e predador
respectivamente; r; e ro sdo as taxas de nascimento de presa e predador respectivamente;
a;j, com ¢ # j, mede a interacao entre as duas espécies e a;; € o coeficiente de autoinibigao
de cada espécie. Quanto aos demais parametros, p € (0,1) e h,q > 0. O retrato de fase do
sistema com e sem efeito impulsivo pode ser observado na Figura 1 . Note que no sistema
impulsivo, a evolugao temporal do par (z(t),y(t)) sofre uma transformagao abrupta ao
atingir a reta x = 0, 8.

A importancia dos fendmenos impulsivos e das equacoes diferenciais impulsivas
motivou o estudo dos sistemas dindmicos impulsivos, drea recente de pesquisa em sistemas
dindmicos e objeto principal deste trabalho.

Um sistema dindmico impulsivo é determinado pela quadrupla (X, ¢, D, I), onde X
é um espaco, aqui considerado métrico e compacto; ¢ um semifluxo continuo nele definido;
D um subconjunto fechado de X, que chamaremos conjunto impulsivo; e I uma aplicacao
continua de D em X, que chamaremos impulso. Essa quadrupla define um semifluxo
impulsivo da seguinte maneira: suas trajetérias, chamadas impulsivas, coincidem com as do
semifluxo continuo ¢ do ponto de partida até que estas eventualmente atinjam o conjunto
impulsivo. A partir de entao, para as trajetérias impulsivas que atingiram D, a evolucao

1 Fonte: [8].
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Figura 1 — (a) Retrato de fase do sistema predador-presa sem impulso (b) Retrato de fase
do sistema impulsivo (1.1)

temporal se d4 através de ¢ desde [(D) até um possivel retorno a D. Assim o processo
se repete recursivamente, com as trajetorias impulsivas coincidindo com as de ¢ entre
sucessivas partidas de I(D) e chegadas a D.

E natural questionar quais caracteristicas do sistema original sdo preservadas pelo
sistema impulsivo. Propriedades como minimalidade, recorréncia, periodicidade de orbitas,
semicontinuidade e estabilidade de sistemas dindmicos impulsivos foram estudadas em [5],
[6], [9] e [10]. A adaptagdo de resultados classicos da teoria de sistemas dindmicos, como o
Teorema de Poincaré-Bendixson, para sistemas impulsivos também foi estudada, veja [4].

No que se refere a existéncia de medidas invariantes, como o semifluxo impul-
sivo geralmente nao ¢ continuo, ndo podemos concluir imediatamente pelo Teorema de
Bogoliouboff-Kryloff que existem probabilidades por ele invariantes. O principal objetivo
desta dissertagao ¢ justamente provar, sob condicoes adequadas, a existéncia de tais pro-
babilidades. Isso serd feito fundamentalmente com base em [1] e a maioria dos resultados
aqui provados provém do mesmo trabalho.

A estratégia usada em [1] foi definir uma relacdo de equivaléncia em X que
identificasse elementos do conjunto impulsivo com sua imagem pela funcao impulso e, no
espaco quociente por ela definido, construir um semifluxo continuo. Provando ser o espaco
quociente métrico e compacto, concluiu-se pelo Teorema de Bogoliouboff-Kryloff que o
semifluxo obtido admite probabilidades invariantes. Por fim exibiu-se uma bijecao entre
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o espaco dessas probabilidades e o espaco das probabilidades invariantes pelo semifluxo
impulsivo. Pode-se entao concluir que a nao vacuidade do primeiro espago implica a nao
vacuidade do segundo.

Para poder enunciar o principal resultado apresentado nesta dissertacao, precisamos
abordar a fung¢ao 7p, definida no conjunto nao-errante do semifluxo impulsivo. Sua defini¢ao
precisa sera dada no Capitulo 2. Esta funcao se anula em pontos do nao-errante pertencentes
a D e, para cada um dos demais pontos do nao-errante, é igual ao tempo de primeiro
encontro da ¢-trajetéria com D.

O préximo teorema, central neste trabalho, garante a existéncia de medidas invari-
antes pelo semifluxo impulsivo desde que 7p seja continua e (€2, N D) C Q, \ D, onde
2y € o conjunto nao-errante do semifluxo impulsivo.

Teorema 1. Seja 1) o semifluzo induzido por um sistema dindmico impulsivo (X, p, D, I).
Se tp for continua e I(Qy N D) C Qy \ D, entao ¢ possui alguma medida de probabilidade
invariante. Além disso, qualquer probabilidade 1-invariante p tem seu suporte contido em
Qy e satisfaz p(D) = 0.

Descrevemos a seguir a estrutura do texto. Comegaremos, no Capitulo 2, por
definir objetos fundamentais para este trabalho, como conjunto nao-errante, probabilidades
invariantes e sistemas impulsivos, além de provar algumas de suas propriedades. Em
seguida, no Capitulo 3, provaremos alguns resultados referentes a dinamica do conjunto
nao-errante, o que nos permitira provar que €\ D é positivamente invariante pelo semifluxo
impulsivo se 1(€2, N D) C Q4 \ D, segundo resultado principal de [1]. Como corolario
deste, teremos a existéncia de probabilidades v-invariantes sob uma hipétese diferente
daquelas do Teorema I. No Capitulo 4, descreveremos o espaco quociente e algumas de
suas carateristicas topologicas. Mostraremos que é possivel construir neste espaco, a partir
da projecao do semifluxo impulsivo, um semifluxo continuo. Para demonstrar o Teorema I,
precisaremos de certos resultados, como a mensurabilidade de alguns objetos estudados,
que serao provados no Capitulo 5. Por fim, no Capitulo 6, exibiremos alguns exemplos de
sistemas dindmicos impulsivos para os quais verificaremos as hipoteses do Teorema 1.
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2 Preliminares

2.1 Conjuntos Nao-Errantes

Para definir um sistema dindmico impulsivo é necessario, dentre outros elementos,
um semifluxo continuo. Além disso, todos os resultados principais de [1] envolvem o
conceito de conjunto nao-errante em suas hipoteses e teses. Nesta se¢ao definiremos um
semifluxo e seu respectivo conjunto nao-errante, além de apresentar algumas de suas
propriedades.

Defini¢ao 2.1. Dado um espagco métrico X, chamamos p: X x R{ — X um semifluzo
se para todo x € X e todos s,t € Ry temos

'L) QDO(ZU) =T

ii) () = Pi(ps(T)),

onde @i(x) = @(x,t). Dizemos que ¢ é um semifluxo continuo se ¢ for continuo com
respeito as duas varidveis x e t.

Dado x € X, chamaremos de ¢-trajetéria de x a aplicacio ¢*: R{ — X definida
por ¢*(t) = ¢(x,t) e de p-6rbita de x o conjunto {¢(z); t > 0}. Um conjunto A C X
é dito positivamente invariante por ¢ se ¢, (A) C A para todo t > 0.

Definicao 2.2. Dizemos que x € X é um ponto ndo-errante com respeito ao semifluxo
@ se, para todo U C X wizinhanca de x e todo S > 0, existe t > S tal que o; *(U)NU # 0.
Definimos conjunto nao-errante de ¢ como

Q, = {z € X; z é nao-errante com respeito a ¢}

Defini¢ao 2.3. Chamamos de conjunto w-limite de um semifluzo ¢ em X, ou w(p), o
conjunto dos pontos q € X para os quais existe algum x € X e (t,)neny C R, com t,, — 00,
tais que @, (t,) — q quando n — co.

Como ja mencionamos, o conjunto nao-errante desempenha um papel importante
neste trabalho. Sendo assim, listamos algumas de suas propriedades no proximo lema.

Lema 2.4. Seja ¢ um semifluxo em X. Valem as sequintes afirmacoes:

1. Q, ¢é fechado;
2. W(QO) - Q<P7'
3. se X for compacto, entao S, € nao vazio e compacto;

4. se @ for continuo, entao S, € positivamente invariante.
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Demonstracao.

1. Se z € Q, dados U C X vizinhanga de x e S > 0, existe y € Q, NU. Como y é
nio-errante e U é vizinhanca de y, existe ¢t > S tal que o, '(U) N U # () e, portanto,
x € (.

2. Se y € w(z) para algum = € X, existe sequéncia crescente (t,),eny C R{, com
t, — o0, tal que nh_}r{)lo o, () =y. Logo, dados U C X vizinhanga de y e S > 0,
podemos tomar n; e ny em N tais que t,, —t,, > S e ¢, (7), ¢4, (v) € U, ou seja,
@1, () € @5}2,% (U)NU. Segue que y € Q.

3. O conjunto w(y) é nao vazio se X for compacto. Isso ocorre, pois, dada uma sequéncia
de pontos de uma orbita de ¢, a compacidade de X implica que ha subsequéncia
convergindo para algum ponto de X. Decorre do item (2) que €, é ndo vazio. Além
disso, se X for compacto, decorre do item (1) que €2, é compacto.

4. Sejam z € Q, e y = ¢(x), onde t > 0. Considere U C X vizinhanca de y e S > 0.
Pela continuidade de ¢, ¢; '(U) é vizinhanga de z. Como x € €, existe s > S tal

que ¢, (0, 1(U)) Ny '(U) # 0. Logo

0 # @iles (0 H(U) N H(U)] C @elos (07 H(U)] N il H(U)]
C @ el (UNINU = o (U)NU.

Segue que y € Q.

2.2 Probabilidade Invariantes

Nesta secao revisaremos alguns conceitos de Teoria da Medida necessarios para
abordar os resultados de [1]. Concluiremos a se¢ao com a prova do conhecido Teorema
de Bogoliouboff-Kryloff para semifluxos, resultado que usaremos no Capitulo 5 para
demonstrar o Teorema I.

Comecamos por lembrar que uma aplicacao entre dois espacgos de medida é dita
mensuravel se a pré-imagem de qualquer conjunto mensuravel for mensuravel. Em
particular, se os espacos em questao forem topoldgicos munidos da o-dlgebra de Borel, a
aplicacao é mensuravel se a pré-imagem de qualquer conjunto de Borel for um conjunto
de Borel. Dizemos que uma aplicagao invertivel é bimensuravel se tanto esta aplicacao
quanto sua inversa sao mensuraveis.

Segue pelo Teorema de Tonelli-Cavalieri (veja [7, Capitulo 8, Segao 8.2, Teo-
rema 8.2.1(a)]) que a mensurabilidade de um semifluxo ¢ : X x Rf — X implica a
mensurabilidade de ¢; para todo ¢ > 0.

Definicao 2.5. Uma probabilidade p definida na o-dlgebra de Borel de um espago topoldgico
X € dita invariante por um semifluxo p em X (ou @-invariante) se ¢ for mensurdvel

e
(s (A)) = u(A)
para todo conjunto de Borel A C X e todot > 0. Denotamos por M(X) o conjunto de

todas as probabilidades borelianas em X e por My,(X) o conjunto das probabilidades de
M(X) invariantes por ¢.
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Como X é um espac¢o métrico compacto, M(X) é compacto na topologia fraca™
por [19, Chapter 6, Section 6.1, Theorem 6.5].

Definicao 2.6. Dada uma aplicacio mensurdvel f : X — 'Y entre dois espacos topoldgicos,
chamamos de medida imagem de f a aplicagdo

fot M(X) = M(Y)
[ fatts

onde f.pu € definida por f.u(B) = u(f~Y(B)) para todo boreliano B C'Y .

Note que, dada p € M(X), temos 1 € M, (X) se, e somente se, ().t = f para
todo ¢t > 0.

Defini¢ao 2.7. Chamamos de suporte de uma medida p € M(X), ou Supp(u), o
conjunto de todos os pontos v € X tais que p(U) > 0 para todo U C X wvizinhanga de x.

Definicao 2.8. Sejam X um espaco de medida, H : X — X uma transformacao mensu-

ravel e . uma probabilidade H-invariante em X . Dizemos que p é ergodica se para todo
B € X mensurdvel tal que H™*(B) = B, u(B) € {0,1}.

O seguinte resultado é bem conhecido para transformacoes continuas em espacos
métricos compactos. Para deixar esta apresentacao mais completa, no caso de semifluxo
continuo apresentaremos a sua demonstracao.

Teorema 2.9 (Bogoliouboft-Kryloff). Se X ¢é um espaco métrico compacto e ¢ um
semifluzo continuo em X, entao existe alguma probabilidade em X invariante por .

Demonstracao. Como X é um espacgo métrico compacto, pelo Teorema de Riesz-Markov
(veja [14, Apéndice A, Segao A.3, Teorema A.3.13]) podemos definir medidas finitas em X
por suas respectivas integrais de fungoes continuas. Dados entao x € X e t > 0 definimos

,ut,z por 1
t
/fd,um = ;/ f(¢-(2))dr para todo f € C°(X,R).
0

Primeiramente, note que p , ¢ uma probabilidade. De fato,
1 st
Mt,x(X) = / 1d,ut,x == ;/ 1dr = 1.
0

Em seguida, afirmamos que existe uma sequéncia (t)rey C R, com ¢ — oo
quando k — oo, tal que o limite pu = klim I, o existe e ¢ uma probabilidade em X.
— 00

Com efeito, pela compacidade de M(X) toda sequéncia neste conjunto possui alguma
subsequéncia convergente para um elemento do mesmo. Mostraremos que p é invariante
por .

Uma medida v € M(X) ¢é invariante por uma transformagao continua F em
X se, e somente se, [ fo Fdv = [ fdv para toda f € C°(X,R) (veja [19, Chapter 6,
Section 6.2, Theorem 6.8]). Para provar que p é invariante por ¢, mostramos entao que
| [ fopid— [ fdu| = 0 para toda f € C°(X,R) e todo ¢t > 0. De fato, dados f € C°(X,R)
et >0,
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’/fosotdu /fd/w’ = hm ’/fosotdutkz _/fd,utk,x

= Jim / f 0 @il (w))dr — / f(pr(@))dr
= tim | [* four @i — [ o (e)ar

—00 T 0 0

1| [tett tk
=l [ S [ S
= Jim o | [ per@Nar - [ for@Nar - [ fera)ar
=l | e dT‘/ et
<t ([ s+ [ sotone)
sklggoﬂfu-wnfn-t):
Onde || f|| = sg)r;lf!- -

2.3 Sistemas Dinamicos Impulsivos

O conceito de sistema dindmico impulsivo, central neste trabalho, sera introduzido
nesta secao. Apresentaremos os ingredientes que, além de um semifluxo continuo, sao
necessarios para definir um sistema dindmico impulsivo. Sao estes a fung¢ao impulso, o
conjunto, a trajetoria e os tempos impulsivos, conceitos presentes na maior parte deste
texto. Definido um sistema dindmico impulsivo, provaremos que todo tal sistema induz
um semifluxo, que chamaremos semifluxo impulsivo. Terminaremos a secao tratando da
funcao 7p.

Seja X um espaco métrico compacto. Dado um semifluxo continuo ¢ : X x Ry — X,
um conjunto fechado D C X e uma func¢do continua I : D — X, definimos a funcao
primeiro tempo impulsivo 7 : X — [0, co] por

(2.1)

(2) inf{t > 0; ¢(x) € D}, se ¢i(x) € D para algum t > 0;
T (x) =
! 0, caso contrario.

Note que esta fungdo corresponde ao tempo necessario para que a ¢-trajetéria de x atinja
o conjunto D. Ressaltamos que neste trabalho, a hipétese de que 7 (z) > 0 inclui o caso
() = 00.

Observe que dado x € X, se 71(x) > 0 o valor de 7y é decrescente ao longo da
p-trajetoria de = até atingir D. Mais precisamente, para t € (0, 7(x)), 11 (oi(z)) = 71 () —1.
Além disso, é bastante intuitivo que, se um ponto esta fora de D, seja necessario um tempo
positivo para sua trajetoria alcancar este conjunto. Isso é o que provaremos a seguir.

Lema 2.10. Se x ¢ D, entdo 1 (z) > 0.
Demonstragio. Dado z € X, se 7 (z) = 0 existe uma sequéncia (¢, ),ey C RT com ¢, — 0

tal que ¢y, (z) € D. Como D é fechado e ¢, () — ¢o(x) = z pela continuidade de ¢,
temos que x € D. O
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Outra propriedade importante da funcdo impulso é sua semicontinuidade inferior
em X \ D. Sua demonstracao, devido a Ciesielski (veja [5, Theorem 3.5]), sera feita a
seguir.

Proposicao 2.11. A fung¢ao 7 € semicontinua inferiormente no conjunto X \ D.

Demonstragio. Sejam x € X \ D e 1(x) = ¢, ¢ > 0. Por definigao, 7 ¢é semicontinua
inferiormente se, e somente se, para toda sequéncia y, — x com 71(y,) — t, temos
t > c. Suponhamos por absurdo que existe uma sequéncia p, — x com 7y(p,) — t < c.
Pela continuidade de ¢, temos que ¢(pn, 71(pn)) — ¢(x,t). Mas ©(p,, 71(py)) € D para
todo n € N e, portanto, ¢(z,t) € D ji que D é fechado. Segue da defini¢do de 71 que
71(x) <t < e O que é uma contradigao. O

Suponhamos que 11 (x) > 0 para todo = € D. Segue, pelo Lema 2.10, que 71(x) > 0
para todo x € X. Dado entao z € X definimos sua trajetdria impulsiva v, da seguinte
maneira. Se 7 (z) = 00, pomos v, (t) = ¢;(z) para todo t > 0. Se 7 (x) < 0o pomos

v:(t) = () para todo t € [0,7(x))

Ve (T1(2)) = 1(Pr2) (2))-

Tomando 1 =1(¢s, (z)(x)), se 71 (x1) =00, pomos V4 (t) = Yi—r () (x1) para todo t > 7 (z).
Se 71(x1) < oo, pomos

Y2 (t) = Yi—r (z1)(x1) para todo t € (mi(x), m1(x) + 11(21))

Ve (T1(2) + T1(21)) = L(Pr (@1) (71))-

Tomando xy = (¢, (z,)(21)), repetimos o processo acima a partir de x5 e assim sucessiva-
mente.

Pondo xy==x, definimos, para cada n € N, a fun¢ao n-ésimo tempo impulsivo
To: X—R§ por

n—1

() = > 71 ().

k=0

Esta corresponde ao tempo necessario para que a trajetéria impulsiva de x atinja o conjunto
D pela n-ésima vez. Ressaltamos que para n = 1 ela coincide com a fun¢do primeiro tempo
impulsivo definida anteriormente. Como por hipdtese 7 é estritamente positiva em X,
segue que a sequéncia dos tempos impulsivos (7, (x))nen é crescente.

Por fim, definimos o comprimento temporal da trajetéria de z € X como

T(x) = sup{m,(x)}.

neN

Ressaltamos o seguinte fato que segue imediatamente dessa defini¢ao:

Observagao 2.12. Dado z € X et € [0,T(z)), existe n € N tal que 7,,_1(z) <t < 7,,().
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V() = Prry(a) ()

[L’3:’7$(7'3(13))

Figura 2L trajetoria impulsiva

Podemos agora concluir a definicao de trajetéria impulsiva 7,, sendo esta a aplicagao
v ¢ [0,T(z)) — X que satisfaz a constru¢ao acima. Isto é, dado ¢t € [0,T(z)), se
t € [Tu(2), Tat1(2)]

(X, t —Tp(x)),  se T(z) <t < Ty ();
Vo (t) =
Tpt1, se t = Tp1(x).

Em geral, dado x € X, é possivel ter tanto T'(z) = oo quanto T'(x) < co. Neste
trabalho, estudaremos apenas o primeiro caso, que implica que as trajetorias impulsivas
dos pontos de X estao definidas para todo t > 0. Observamos que a hipétese de que o
comprimento temporal é infinito para todos os pontos de X é razoavel, visto que ela é
garantida, por exemplo, se a condigao I(D) N D = () for satisfeita, como provaremos a
seguir.

Lema 2.13. Se I(D)N D =), entdo T'(x) = oo para todo © € X .

Demonstragio. Supondo que I(D) N D = (), deve haver algum « > 0 tal que 71(z) > «
para todo x € I(D). Caso contrario, haveria uma sequéncia (z,),eny C 1(D) tal que
71(z,) — 0. Mas, pela compacidade de D e continuidade de I, I(D) é compacto, logo
(n)nen possuiria uma subsequéncia (x,, )reny convergindo para xy € I(D). Como, pela
Proposicao 2.11, 71 é semicontinua inferiormente em X \ D e por hipé6tese (D) C X \ D,
teriamos liggolf T1(xp, ) > T1(20). Logo 71 (o) = 0, 0 que é uma contradicao ja que 7 (z) > 0
para todo z € X \ D. Segue que T'(z) = oo para todo = € X. O

1 Adaptada de [3]
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Podemos finalmente definir um sistema dinamico impulsivo.

Definicao 2.14. Sejam X wum espaco métrico compacto, ¢ um semifluxo continuo em
X, D C X fechado, I : D — X continua e 11 : X — [0, 00| definida pela equagiao (2.1).
Dizemos que (X, @, D,I) é um sistema dindmico impulsivo se

T1(z) >0 para todo v € D e T(xr)=o00 para todo = € X.

Chamamos D o conjunto impulsivo e I a fungcdo impulso do sistema.

Vale ressaltar que a hipdtese de que o espaco X é compacto nao é necessaria para
definir um sistema dindmico impulsivo. No entanto, ela foi aqui acrescentada para garantir,
pelo Lema 2.4, que o conjunto nao-errante de qualquer semifluxo em X seja nao vazio.

Observe também que a hipdétese de que 71 ndo se anula no conjunto impulsivo
implica que este nao pode conter pontos fixos por ¢ e que a p-trajetéria de qualquer ponto
em D nao pode nele permanecer durante um intervalo de tempo (0,0), para qualquer
0 > 0, pois em ambos casos teriamos 7; nulo. A hipétese implica também que D tem
interior vazio. De fato, dado x € D e U C X vizinhanga de x, podemos tomar ¢ > 0 tao
pequeno que t < 7i(x) e que, pela continuidade de ¢, ¢;(x) € U. Da desigualdade segue
que @y(x) ¢ D. Logo U ¢ D.

O seguinte resultado, devido a Bonotto (veja [3, Proposition 2.1]), nos permitira,
sempre que for dado um sistema dindmico impulsivo, falar em seu semifluxo impulsivo.

Proposicao 2.15. Todo sistema dindmico impulsivo (X, ¢, D, 1I) induz um semifluzo,
sendo este definido por

V: X xRy — X
(x,t) — 7.(t),
onde v, € a trajetoria impulsiva determinada por (X, @, D, 1).

Demonstragio. Dadosx € X et € Ry ponhamos t,, = 7,,(x) e x,, = Y, (t,) paran € {0}UN.
Seja ¢ : X x R{ — X definida por 1 (z,t) = v.(t). Logo, paran € {0} UN

nvt_tna 2fn§t<tn 3
U t) = {W b o (22)

T, set= tn+1.

Note que ¥(z,0) = @(x,0) = x. Nos resta agora provar que, dado s > 0, tem-se
w((x,t),s) =(x,t+s).
Afirmamos que 71 (¢(x,,t —t,)) = t,.1 — t. De fato,
P(P(Tn,t —tn) tnp1 — ) = Q(Tn, tnr — tn) = ©(P(T,10), tng1 — tn) = P(T,t041) € D.
Além disso, para 0 < A < t,.1 —t, temos t, <t < A+t < t,.1, logo
o(p(xn, t —1t,),\) = p(zp,t+ A —t,) =v(x,\+1) & D.
O que prova a afirmacao.

Se 0 < s <ty —t, segue que Y(p(Tn,t —t,),s) = p(o(zn, t —t,),s). Logo,

w(w<x>t)7 3) = w<90<xmt - tn)? 5) = @(@(mmt - tn)a 3) = @(wmt—k S — tn) = ?/J(%t + 5)'



24 Capitulo 2. Preliminares

Se por outro lado s > t,.1 — t, ou seja, t + s > t,.1, existe £ € N tal que
tn+k S t+ s < tn+k+1. LOgO

Y(x,t+8) = @(Tpip, t + 85— tark)

Tomando y = ¢(x,,t —t,) e pondo

Yo=9y n=vuy,nW) y=9vymn), -, =0y "%®y)),
segue que Y| = Tpi1, Yo = Tpio, - , Yp = Tpip para todo k € N. Como ja foi provado,
k—1
71(y) = t,o1 — t. Pondo agora 71(y) = my e my, = Z 71(y;), temos que
i=0

j—

i
M —my; =y 7T(y) - Zﬁ(yz‘) = 11(Yj) = T1(Tn1j) = tnajrr — tary

=0 1=

—_

Como t, 1 <t+s < tpigs1, temos que g —t < s < tpigs1 —t. Mas

k k
tnpk —t =D (tngi — tngic1) + (fngr — ) = > _(m; —m_1) +my = my,
=2 i=2
e
k+1 k+1
tnpksr —t = > (bni — tpic1) + (tngr — ) = Y (my — my_1) +my = M4
i=2 1=2

Logo my, < s < my41 e portanto ¢ (y, s) = ¢(yx, s — my). Como

k k

§—my=5—(mp —my) —my =5 — Z(mz —Mmi1) —my =8 — Z(tn—O—i —tnyio1) — M
=2 =2

=S5—= (tn+k — tn—i—l) —mp =S— (tn-i-k - tn+1) - (tn+1 - t) =t+ S — tnyk,

temos entao que ©(yg, s — mg) = P(Yg, t + § — tyar). Além disso, y = p(z,,t — t,,), logo

¢(¢($,t), 8) = ¢(<P($m t— tn), S) = w(y, S) = go(yk, S — mk)
= p(Tpik, S+t — toyr) = Y(, + ).

O

Ao semifluxo 1 definido na Proposicao 2.15 chamamos de semifluxo impulsivo.
O mesmo ¢é o objeto principal de estudo desta dissertacao. Ressaltamos que este em
geral nao é continuo. Mais precisamente, fixado x € X a transformagao ¥*(t) = ¢(z,t) é
continua exceto possivelmente nos tempos impulsivos, uma vez que entre dois tais tempos
consecutivos as Y-trajetérias coincidem com alguma @-trajetoria. Se t for tempo impulsivo
no entanto, digamos t = 7,,(x), temos que

Pt = &) =9 (m(7) = &) = @(@n1,Tn(2) = € = Ta1 () = P(Tn1, () = Tna (7))

quando € — 0F. Mas ¥*(t) = ¢ (7,(x)) = I(@(xp—1, Tn(x) — Tm_1(x))). Logo 1 é continua
com respeito a variavel temporal somente quando I = Idx. O que é esperado, ja que neste
caso Y = .
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Concluimos esta se¢ao definindo a funcao 7p : €2y, — [0, 00], dada por

(2) T1(x), sex € Qy\D;
Tp(z) =
P 0, sex € QyND.

Note que a continuidade de 7p, hipotese sob a qual trabalharemos intimeras vezes,
implica que nenhuma @-trajetéria contida em (2, atravessa D. Mais precisamente, dado
x €y N D, existe € > 0 tal que () ¢ 1y, para t < €, 0 que provaremos agora.

Lema 2.16. Se mp for continua, entao para cada x € Qy, N D existe € > 0 tal que
wi(x) ¢ Qy para todo t € (0,¢).

Demonstra¢ao. Suponhamos por absurdo que, para algum x € €2, N D, nao existe tal €.

Se 11(z) = oo, entao 71 (y:(z)) = oo para todo t > 0. Logo

p(pi(2)) = 1u(pr(2)) = 00

quando t — 0, enquanto 7p(yo(z)) = 7p(z) = 0. O que é uma contradicdo com a
continuidade de 7p.

Seja agora 71 (z) < 0o. Para todo d > 0, podemos tomar ¢ > 0 tal que ¢;(z) € Qy e,
pela continuidade de 7p e de ¢, tal que 7p(ps(z)) +t < . Como 7 é estritamente positiva,
podemos entao tomar ¢ > 0 tal que ¢¢(z) € Qy e Tp(pe(x))+t < 71 (x). Logo vi(x) € Qy\ D
e, portanto, 7p(p(z)) = 11 (pi(x)). Segue que 71 (pi(x)) < T (x) —t = 71 (pe(z)). O que é
uma contradigao. O]

Voltaremos a tratar de 7p no Capitulo 4, onde supondo-a continua provaremos
resultados que nos auxiliarao a demonstrar os principais teoremas deste trabalho.
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3 Dinamica no Conjunto Nao-Errante

Provamos na Secao 2.1 que o conjunto nao-errante de um semifluxo é positivamente
invariante desde que o 1ultimo seja continuo. Essa propriedade, porém, pode ser perdida na
auséncia da continuidade. O Teorema II, que provaremos neste capitulo, garante, mesmo
nao sendo continuo o semifluxo impulsivo v, a invaridncia positiva de €, \ D desde que
I(2y N D) C Qy \ D. Iniciamos por demonstrar dois resultados a respeito de conjuntos
nao-errantes que além de seu interesse intrinseco serao ferramentas importantes para a
prova dos teoremas principais. O primeiro afirma que o suporte de uma medida invariante
por um semifluxo esta necessariamente contido em seu conjunto nao-errante. O segundo
afirma que, satisfeitas as hipoteses do Teorema I, a p-trajetéria de qualquer ponto em
Qy \ D permanece em €, até seu primeiro tempo impulsivo. Como corolario do Teorema II,
provaremos ao final deste capitulo a existéncia de uma probabilidade invariante pelo
semifluxo impulsivo em seu conjunto néo-errante sob a hipdtese de que Q, N D = ().

Lema 3.1. O suporte de uma probabilidade invariante por um semifluro estd contido em
seu conjunto nao-errante.

Demonstracao. Sejam ¢ um semifluxo em X, €24 o seu conjunto nao-errante e ;1 uma
probabilidade invariante por ¢.

Caso 24 = X, a afirmacao segue imediatamente.

Caso Q4 # X, seja z € X \ Q4. Pela defini¢do de conjunto nao-errante, existe
V C X vizinhanca de x e S > 0 tais que

;' (V)NV =0, paratodot>S. (3.1)
Afirmamos que, para quaisquer dois nimeros naturais m e n com m > n, temos
ns(V) N s (V) = 0. (32)

De fato, se z € ¢,5(V) N, 5(V), entdo ¢ns(z) € V e Pim—n)s(Pns(2)) = dms(z) € V.
Logo gb(:i_n)S(V) NV # 0, o que é uma contradi¢gdo com a equacao (3.1), pois m > n e
portanto (m —n)S > S.

Provemos agora que (V) = 0 e, portanto, que x ¢ Supp(u). Note que, se u(V') > 0,
pela invariancia de p

w(d,5(V)) = u(V) >0 paratodon € N.
Pela equagdo (3.2) segue que

n(U dus(V) = 2 pl(n5(V)) = oo,

neN neN

o que é uma contradi¢ao, pois p ¢ uma probabilidade. O

Lema 3.2. Seja ¢ o semifluzo impulsivo de um sistema dinamico impulsivo (X, e, D, I).
Entao i(x) € Qy para todo x € Q0 \ D e todo 0 <t < 7y(x).
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Demonstragio. Seja x € €, \ D. Pela continuidade de ¢ e por €y, ser fechado, basta provar
que p(z) € Qy para todo 0 < t < 7(x). Tomemos entdo ¢t € (0,71(x)) e seja U C X uma
vizinhanga de ¢;(z). Provemos que, dado S > 0, existe s > S tal que ¢; {(U) N U # 0.

Como ¢; é continua, V = ;' (U) é uma vizinhanca de z. Pela semicontinuidade
inferior de 71|x\p garantida pela Proposicao 2.11, podemos tomar W C X \ D vizinhanca
de x tal que 71(y) seja arbitrariamente préximo ou maior que 71(x), para todo y € W. Por
ser 71(x) > t, podemos entao escolher W tal que 7 (y) > t para todo y € W. Segue que
Ys(y) = ps(y) para todo y € W e todo s < t. Logo ¥ (VNW) = ¢, (VNW). Como z € €y,
e VNW é uma vizinhanga de x, dado S > 0, existe s > S tal que ¥,/ (VNW)N(VNW) # 0.
Logo

0# (T (VAW)NV NW)
- ¢t(@/’s VW) ng(V )
W (VW) N (VO W)
wv NI NV N W)
o)

O que implica que p(x) € Qw. O

Estamos aptos agora a provar o segundo resultado principal desta dissertacao:

Teorema I1. Seja 1) o semifluzo induzido por um sistema dinamico impulsivo (X, @, D, T).
Se I1(QyN D) C Qy\ D, entio (2 \ D) C Qy \ D para todo t > 0.

Demonstragio. Seja x € Qy \ D. Para todo t € [0, 71(x)), pi(x) ¢ D pela definicao de 7 e
pi(z) € Qy pelo Lema 3.2. Segue que ¢ (z) = ¢(x) € 2y \ D para todo t € [0, 7 (z)).

Se 71(x) = oo, temos que Y (x) € Qy \ D para todo t > 0 e a prova estd concluida.

Se por outro lado 7 (x) < oo, ainda pelo Lema 3.2, ¢, ()(z) € €y e, pela defini¢ao
de 71, segue que ¢, ()(x) € Qy N D. Como por hipétese (2, N D) C Qy \ D, temos

1/}71(1)(3:) = I((pTl(ax)('r)) € [<Q¢ n D) - Q¢ \ D.
Logo ¢(z) € Qy \ D para todo t € [0, 7y (x)].

Como ;- (zy(x) € 2\ D, usando o mesmo argumento temos que ¥ (Y, () (7)) € Qw\D
para todo t > 0 se 71 (1), (2)(x)) = 00 e para todo t € [0, 71 (Vr, 2)(x))] s€ T1 (V7 () (x)) <
Procedendo entdao indutivamente, concluimos que ¢ (z) € Q \ D para todo t > 0. D

Corolario II1. Seja ¢ o semifluzo induzido por um sistema dindamico impulsivo (X, p, D, I).
Se QN D =10, entdo ¢ possui alguma medida de probabilidade invariante em .

Demonstragiao. Se QuND = 0, entdo Ly \ D = Qy e [(Q,ND) =0 C Q\ D. Segue, pelo
Teorema II, que ¢;(€2y) = ¢:(2y \ D) C Q \ D =, para todo t > 0. Se d é uma métrica
em X, como £, e D sao compactos disjuntos, d(€2, D) > 0. Logo todas as 1-trajetorias de
1 estao afastadas de D e, portanto, 1) = ¢ em €1,;,. Segue que ¥ ¢ um semifluxo continuo
no compacto €2y e, pelo Teorema 2.9, possui medida invariante. O

Note que o Corolario III ja garante a existéncia de probabilidades invariantes pelo
semifluxo impulsivo, o que é o principal objetivo deste trabalho. No entanto, o Teorema I
garante a mesma existéncia sob hip6teses mais naturais que €, 1D = (), como provaremos
no Capituo 5
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4 Dinamica no Espaco Quociente

Neste capitulo daremos passos importantes na dire¢ao de provar a existéncia de
probabilidades invariantes por semifluxos impulsivos. Como um semifluxo impulsivo 1)
nao é continuo em X, ndo podemos usar o Teorema 2.9. Sendo assim, lan¢aremos méao
da seguinte estratégia: definindo uma relacao de equivaléncia em X e denotando por 7 a
projecao de X sobre o espaco das classes de equivaléncia, vamos exibir, sob as hipoteses do
Teorema I, uma certa semiconjugacao entre o sistema impulsivo e um semifluxo continuo
zﬂ no espaco quociente m(£,). A partir dela construiremos uma bije¢do entre o espago das
medidas invariantes por ¢ em X e o das medidas invariantes por 1 em 7(§2y). Mostraremos
que 7(§2y) é um espaco métrico compacto, logo M;(m(€2)) # 0 pelo Teorema 2.9. Como
existe bijegio entre M ;(m(§2y)) e My (X), concluiremos que o tiltimo tampouco é vazio. A
primeira parte dessa estratégia se consolida no préximo teorema. Recordamos do Capitulo 2
que a funcao 7p definida em €2, é igual a zero em D e coincide com 7 nos demais pontos.
Indicaremos por i : £, \ D — X a aplicagao de inclusao.

Teorema IV. Seja v o semifluzo induzido por um sistema dinamico impulsivo (X, @, D I).
Se Tp € continua e 1(Qy, N D) C Q, \ D, entdo existe um espago métrico compacto X,
um semifluzo continuo ¥ em X e uma aplicacio h : Qu\ D — X continua invertivel e
bimensurdavel tal que

@Zt oh=nho T/)t|Qw\D

pra todo t > 0. Além disso, temos que (ioh™'). : My(X X) — My (X) é uma bijecio.

Sua demonstragao, no entanto, sera deixada para o Capitulo 5, onde antes sera
provada a mesnurabilidade de ¢ e a existéncia da bijecao entre M (m(€2,)) e My (X).
Munidos do Teorema IV, poderemos finalmente provar o Teorema I.

Nossos principais objetivos neste capitulo sdo provar que m(£2,) é um espago métrico
compacto e provar que, satisfeitas as hipéteses do Teorema I, mjg \p ¢ uma bijecao continua
bimensuravel sobre 7(£),) e existe nesse espaco um semifluxo continuo 1/; tal que v e
Ui]a,\p sd0 semiconjugados por essa bijecao para todo ¢ > 0.

Comecaremos por definir alguns conceitos relacionados a topologia quociente.

Definicao 4.1. Sejam A e B espagos topoldgicos e p : A — B uma aplicagdo sobrejetiva. A
aplicacao p é chamada aplicagd@o quociente quando U C B € aberto em B se e somente
se p~Y(U) € aberto em A. Em particular, toda aplicag¢io quociente é continua.

Definicao 4.2. Sejam A um espaco topolégico, B um conjunto e p : A — B uma aplica¢ao
sobrejetiva. Chamamos de topologia quociente induzida por p a unica topologia em B
para a qual p € uma aplicacao quociente.

Definigao 4.3. Sejam A um espago topologico, A* uma particio de A e p: A — A* uma
aplicagao sobrejetiva que leva cada ponto de A no elemento de A* que o contém. Chamamos
de espago quociente de A o espaco A* munido da topologia quociente induzida por p.
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Dado um sistema dindmico impulsivo (X, ¢, D, I), seja ~ a relagao de equivaléncia
dada por
v~y = v=y, y=I(), v=1I(y) ou I(z)=1I(y).
Usaremos 7 para denotar a classe de equivaléncia de x € X.

Seja X/~ o conjunto das classes de equivaléncia de ~ em X. A aplicacdo
m: X — X/~ que associa a cada elemento € X sua classe de equivaléncia & € X/~
é sobrejetiva, logo induz uma topologia quociente em X/~. Como o mesmo conjunto é
particdo de X, X/~ com esta topologia é espaco quociente de X. Vale ressaltar que para
esta topologia 7 é aplicagao quociente.

Estaremos particularmente interessados no espaco quociente 7(£2y) C X/~. Para
provar que o mesmo com a topologia quociente é métrico, exibiremos uma métrica nele e
mostraremos que esta gera a topologia quociente. Precisaremos do seguinte resultado:

Lema 4.4. As classes de equivaléncia de ~ sao compactas em X.

Demonstracao. Dado x € X, note que

7= {{x,](fb)}UI1({m})ull({](x)})’ sex € D:

{z} U I t({z}), caso contrario.

Como X é um espago métrico, todo conjunto unitario é fechado. Pela continuidade de
I, temos entdao que I~ '({z}) e I"'({I(x)}) sdo fechados. Logo ¥ é uma uniao finita de
conjuntos fechados e portanto é um conjunto fechado em X. Segue pela compacidade de X
que T ¢ compacto. Observe que as classes sao compactas também em (2, pela compacidade
do nao-errante. [

Seja d métrica em . Definimos entao a seguinte fungao em m(£2y) X m(€2y):
d(z,9) = d(z,9) = inf{d(a',y/); o' €z, y €7},
para Z,y € m(€),). Veremos nos préximos dois lemas que essa fungao ¢ uma métrica em

7(§2,) e gera a topologia quociente neste espaco. Seguira imediatamente que 7(£2,) é
espago métrico compacto.

Lema 4.5. A fungio d é uma métrica em (€.

Demonstragcao. Mostraremos que d(i:, g) > 0 para T # § e que d satisfaz a desigualdade
triangular. As demais condi¢Oes para ser métrica sao de verificacdo imediata.

Dados Z,§ € 7(Qy), com & # §, temos que d(Z,7) = d(Z,7). Mas & e § sio
compactos em {2, pelo Lema 4.4 e disjuntos por serem classes de equivaléncia distintas.
Logo d(z,g) > 0.

Sejam agora 7,7, Z € m(€2y). Como d é métrica em €,
d(z,2) = inf{d(«',2); 2’ €z, 2 €z}
<inf{d(z',y")+d(y,7); '€z o ey, 2 €z}
=inf{d(«',y'); 2" €z, ¢ egt+inf{dy,2); v ey, ez}
= d(&,9) +d(7, 2).

Logo d é uma métrica. O]
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Lema 4.6. A métrica d gera a topologia quociente em ().

Demonstragio. Mostraremos que a colecao de bolas By(Z,d), com & € m(€2y) e 6 > 0 ¢é
uma base para a topologia quociente em 7(€2,). Para isso, primeiro vamos provar que
tais bolas s@o abertas na topologia quociente, ou seja, dada Bj(Z,d) sua pré-imagem por
7 é aberta em Q. Seja entdo y € 7~ (By(%,)). Temos que d(y,%) = d(4,%) < 8. Logo
existem yy € § e xy € T tais que d(yo,zo) =9 —¢, onde 0 < e < 4.

Afirmamos que By(y,e) C 7 1(Bj(%,)). Com efeito, se z € By(y, €) entdo

d(2,) < d(z,9) +d(5,7) = d(2,§) + d(7,7) < d(z,y) + d(yo,20) < e+ (0 — ) =4,
ou seja, m(z) = Z € By(%,0). Logo z € m*(B4(%,0)), o que prova a afirmagao. Segue
que 7 1(Bj(%,9)) é aberto em Q e por conseguinte que Bj(Z,d) é aberta na topologia
quociente.

Dado U C 7(€2y) aberto na topologia quociente e Z € U, mostraremos agora que
existe uma bola B; tal que & € B; C U. Como 7 é uma aplicagdo quociente, 7 (U) é

aberto e portanto Q, \ 77 1(U) é fechado em Q. Logo, por a classe & ser compacta em
Qy, existe A > 0 tal que d(z,Q, \ 7 5(U)) = . Segue que

U Ba(a', \/2) € 7L (U).

' €T

Afirmamos que Bj(Z,A/2) C U. Com efeito, dado § € By(Z,\/2), temos que
d(7, %) = d(ij, #) < A\/2 e portanto existem o € § e xy € & tais que d(yo, To) < A/2. Segue
que

yo € |J Ba(z',\/2) Cc 7 H(U).

z'ex
Logo
j=m(yo) € n(r~'(U)) =U.
Concluimos que Bj(Z,A/2) C U. Isso termina a demonstragao. O

Lema 4.7. O conjunto m(§),) munido da topologia quociente € um espago métrico compacto.

Demonstragio. A compacidade de 7(£2,) segue da compacidade de €2, e da continuidade
de 7. Pelo Lema 4.6, a topologia quociente é uma topologia métrica. O

Alcangado nosso primeiro objetivo, queremos agora provar, quando satisfeitas as
hipéteses do Teorema I, a existéncia de um semifluxo continuo ¢ em m(§2y,) tal que ¢t
Ui]o,\p sejam semiconjugados por 7|q,\p para todo ¢ > 0. Nosso candidato ¢ a aplicacao
(,t) = m(Y(x,t)) com z € Qy \ D, ou seja, a projegdo sobre o espaco quociente do
semifluxo impulsivo restrito a €2, \ D. Os proximos lemas nos auxiliardo a provar que esta
aplicacdo ¢ de fato um semifluxo continuo em 7 (€2y). Para isso, definimos a transformagcao
n-ésimo impulso /, : X — X dada por I,(x) = v, ()(x), ou na notagao usada na
Secao 2.3, I,,(x) = z,, e pomos [ = Idx.

Lema 4.8. Se 7p é continua e I(2y, N D) C Q, \ D, entdo para todo n € N a aplicagio
I,, € continua em Qy \ D.
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Demonstragio. Dado © € Qg \ D, como €, \ D é aberto, existe uma vizinhanga de
x contida em 2, \ D onde, portanto, 7p coincide com 7. Logo, se y — x, pela con-
tinuidade de 7p, 7p(y) — 7p(z) e portanto 71(y) — 71(x). Logo, quando y — =z, te-
mos pela continuidade de ¢ que ¢(y,71(y)) = ¢(x, 71 (x)) e pela continuidade de I que
I{o(y,m1(y))) = L(p(x,7(x))). Esta portanto provada a continuidade do primeiro impulso
1.

Provemos agora para os sucessivos impulsos. Afirmamos que I(z) € Qg \ D.
De fato, como = € Qu \ D, p(z,7(z)) € Qy pelo Lema 3.2 e o(x,71(x)) € D pela
defini¢ao de 7. Logo Ii(z) = I(p(z, 71 (x))) € I(2y N D) C Q, \ D. Pela continuidade
de I, para y suficientemente préximo de z também temos I1(y) € €, \ D. Logo, se
y — x, pela continuidade de 7p, que coincide com 7 em Qy \ D, 71([1(y)) = Li(11(x)).
Pelas continuidades de ¢ e I, I(p(I1(y), 1(11(y)))) — I(e(li(x),m(I1(x)))), ou seja,

Note que novamente temos que Ir(x) € Q, \ D e I(y) € Q, \ D para y suficien-

temente proximo de x. Procedendo entao de forma indutiva, concluimos que, para todo
neN, I,(y) — I,(z) quando y — =. O

Lema 4.9. Se 1p € continua e I(2y, N D) C Qy \ D, entdo para todo n € N a fungdo 7, é
continua em 2y \ D.

Demonstragio. Seja m € N. Dado x € €, \ D, lembre que existe uma vizinhanca de z
contida em €\ D onde, portanto, 7p coincide com 71 e que I,,,(z) € Qp\D e I, (y) € Qy\ D
para y suficientemente préximo de zx.

Se y — z, temos pelo Lema 4.8 que I,,(y) — I,(x), logo, pela continuidade de 7
em Qy \ D, 71 (Ln(y)) = 71 (Ln(x)).
Logo, dado n € N, temos que

|
—

n

) = X ),

0

[
Il

ou seja, 7,(y) = Tn(x) quando y — x. O

Lema 4.10. Suponha que Tp € continua e 1(QyND) C Qy\ D. Dado x € Q,\ D et >0,
se t # T,(x) para todo n € N, entao ¢, é continua em x.

Demonstragio. Dado x € Q4 \ D, se t < 7(x), pela continuidade de 7p, que coincide com
71 em Qy \ D, podemos tomar V' C €, \ D vizinhanga de z tal que t < 71 (y) para todo
y € V. Logo ¥y = ¢, em V e o resultado segue da continuidade de .

Se t > 7 (z), existe ng € N tal que 7,,,(z) <t < Tpy+1(2). Pelas continuidades de
Tno € Tng41 €m €y \ D, garantidas pelo Lema 4.9, podemos tomar W C €, \ D vizinhanca
de z tal que 7,,(y) < t < Tny+1(y) para todo y € W. Lembre que, dado z € X e s > 0,
se Th(2) < s < Tpy1(2) entao Py(2) = @(z,, s — 70(2)) (veja a equagao (2.2)). Logo
Vi(y) = ©(Yng,t — Tao(y)) para todo y € W.

Note que se y — z, entao y,, — T, pelo Lema 4.8 e t — 7,,(y) — t — 7, (z) pelo
Lema 4.9. Logo, pela continuidade de ¢, ©(Yny, t — Tng+1(¥)) = ©(Tng, t — Trg+1(2)), isto &,
Yi(y) — () quando y — x. O
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Lema 4.11. Suponha que Tp € continua e I(Sy N D) C Qyu \ D. Entdo 7o ¥q,\p €
continua para todo t > 0.

Demonstragdo. Dado z € Qy \ D, pelo Lema 4.10, temos que 7 o ¢|q,\p é continua para
todo t > 0 que nao seja tempo impulsivo. Resta-nos entao provar a continuidade quando ¢
¢ tempo impulsivo.

Suponhamos entao que existe n € N tal que ¢t = 7,(z). Considerando uma sequéncia
(Yr )ken que converge para x quando k — oo, sabemos pelo Lema 4.9 que 7,,(yx) — 7o (2)
quando k£ — oo. Passando a uma subsequéncia se necessario, podemos supor sem perda
de generalidade que, para todo k € N, ocorre apenas um dos trés casos: 7,(yx) = T.(x),
To(Yr) > Tn(x) € To(yx) < Tn(x). Demonstremos a continuidade para cada um deles:

e 7,(yx) = Tn(x) para todo k € N:

Se yr, — = e Ty (yr) = To(2), temos que Yy (Yr) = U, (y) (Uk) = In(Yr), € pelo Lema 4.8,
I,(yx) = I,(z) = ¥y(x) quando k — oo.

o 7,(yr) > T,(x) para todo k € N:

Se yx — x, In_1(yx) — In_1(z) pelo Lema 4.8 e 7,,_1(yx) — 7n—1(z) pelo Lema 4.9.

Logo, ¥i(yx) = ©(Ln—1(yx), t — Tn_1(yx)) = ©(Ln_1(x),t — 7,—1(x)) pela continuidade
de p, e moy(yx) = mo p(I_1(x),t — 7,_1(x)) pela continuidade de 7. Mas, como

t—To1(x) = () — Tt () = (11 (),

temos que
p(In-1(2),t = Tn-1(2)) = p(In-1(x), 71 (In-1(x)))
~ (o(Lha (), T (In-a (7))
= h(z).
Logo mop(l,_1(x),t —7,_1(x)) = ot (x) e portanto 7oy (yx) — mo(x) quando
k — oo.

o 7,(yx) < Tn(x) para todo k € N:

Se yp — x, In(yx) = I,(z) pelo Lema 4.8 e 7,,(yx) — 7n(x) pelo Lema 4.9. Por ser ¢

continua, temos o (Ln(yk), £ = Ta(yr)) = $(In(2),t = 7 (), ou seja, 1y (yr) = 1i(2).
Logo, pela continuidade de 7, m o ¢ (yx) — 7 o ¥y (x) quando k — oo.

]

Na proposicao a seguir provaremos finalmente que nosso candidato é um semifluxo
continuo em 7(§2y) e que mgq ,\p tem as propriedades que buscavamos.

Proposigao 4.12. Suponha que tp € continua e I(2, N D) C Qy \ D. Entao

1. ma,\p € uma bijecio bimensurdvel continua sobre m(§y);

2. existe um semifluzo continuo v : w(Qy) x RE — 7(Qy,) tal que para todo t > 0

Pro Ti,\D = T © Ytla,\p- (4.1)
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Demonstracao.

1. Como por hipétese I(€2, N D) C Qy \ D, temos que 7(I(2, N D)) C 7(2y \ D) e,
como 7(I(2y N D)) = w(2y N D), vale 7(Qy, N D) C 7(£2y \ D). Logo

m(Qy) = 7(2 N D)UQy \ D) =7(Qy N D)UT(Qy \ D) =7(2y \ D),

e portanto mq,\p € sobrejetiva. Além disso, dados z,y € {1y, \ D, I nao estéd definida
nenhum desses pontos, logo, pela forma como foi definida a relacao de equivaléncia
~, temos que x ~ y se, e somente se, r =y, 0 que prova a injetividade de T|Q,\D- A
continuidade decorre de 7 ser aplicagdo quociente.

Para provar a bimensurabilidade note que, como 7o\ p injetiva, a pré-imagem de qual-
quer ponto é também um ponto, logo {v € 7(Qy); 7 '({v}) é ndo enumeravel} = 0,
e por [15, Main Theorem] a imagem por 7 de qualquer conjunto boreliano é também
um conjunto boreliano.

2. Como por hipdtese 1(2, N D) C 2y \ D, pelo Teorema II temos que €2, \ D é
positivamente invariante pelo semifluxo impulsivo ¢). Pomos entao

(1) = m(Y(x, 1)),

onde T ¢ a classe de equivaléncia de z, para x € Q, \ D, e t > 0. Lembre que
() = m(Qy \ D), por isso podemos nos restringir a tomar os representantes de
classe em €2 \ D.

Afirmamos que ¢ : 7(Qy) x Ry — 7(Qy) estd bem definida. De fato, sejam
(%,1),(7,5) € 7(Qy) x RY tais que (Z,t) = (7,s). Temos que t = s e z ~ .
Como z,y € Qy \ D, vale z ~ y se, e somente se, x = y. Logo (z,t) = (y,s) e

(@, 1) = m(W(x, 1) = 7(¥(y, 8)) = (7, 9).
Note que para todo t > 0 vale

Yy 0 Mo, \D = T © Yya,\D;

pois, dado z € 2\ D,
deom(x) = h(F,1) = w(W(x, 1)) = 1oy ().

Observe que ¥ é um semifluxo, pois

&(&(ja t)» 5) = &(W(w(.ﬂi, t))> S) = W(¢(¢($’t>7 S)) = W(¢(x7t+ 3)) = 7;(57775"{' S)'

Nos resta provar a continuidade de ¢. Para tanto tomamos para cada & € m(£2y) a
aplicagdo ¢ : R — 7(£2,) definida por

W(t) = (faﬂ'

!
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Basta entdo provar que, dado & € 7(£y), Y% é continua para todo t > 0 e, dado
t >0, ¢, ¢ continua para todo & € ().

Provemos primeiramente a continuidade de ¢)*. Tomemos t, > 0 que néo seja um
tempo impulsivo para z. Se tg < 71(z), seja V' uma vizinhanga de ¢y tal que t < 71 ()
para todo t € V. Temos portanto que

() = m(p(z,1)).

para todo t € V. Se ty > 7i(x), existe n € N tal que 7,(z) < tg < T,11(x). Seja
V' C (1n(2), Tni1(x)) uma vizinhanga de ty. Temos entao que, para todo t € V|

() = 7(p(@n, t = 7a(2)),

lembrando que x, = 1 (x,7,(z)). Em ambos casos a continuidade de ¥% em t, é
consequéncia das continuidades de 7 e .

Se tomarmos agora ty tempo impulsivo de z, digamos ty = 7,11(z), temos que

lim ¢*(¢) = lim 7(¢¥(x,t)) = Hm 7(o(zn, t — T0(2))) = 7(p(20, to — Tn(2))).

t%t& t%ta t%ta
Mas
SO(fEmtO - Tn(x)) = @(xm Tn+1($) - Tn(x)) = (T, Tl(xn»'
Logo

T(o(@n, T1(20)))
T(I(o(2n, 1())))
m(1h(x, to)) = 7 (to),

(@ (2n, to = Ta(2)))

donde lim % (t) = ¥%(ty). O que prova a continuidade & esquerda de /% em t,. A

t—t

0

continuidade & direita, segue do fato de que, por defini¢do, o semifluxo v é continuo
a direita. Isso conclui a prova da continuidade de ¥* em t.

Finalmente, provemos a continuidade de 1@, para t > 0. Temos por hipétese que 7p
é continua e I(Qy N D) C Qy\ D, logo, pelo Lema 4.11, 7 0 1yq,\p é continua. Dado
entao U C 7(fy,) aberto, (mo1,) 1 (U) é aberto em Q,,\ D e, por conseguinte, em €.
Pela equacio (4.1), segue que (¢ o 7)1 (U) é aberto em Qy, ou seja, T H(U)) é

aberto em €2,. Mas 7 é uma aplicacdo quociente, logo 7 (ap; H(U)) é aberto se, e
somente se, 1; '(U) é aberto. Isso conclui a demonstracao.

]

Observagao 4.13. Como sob as hipdteses da Proposi¢do 4.12 o conjunto €2y \ D é
positivamente invariante por 1 pelo Teorema II, segue da equagao (4.1) que

Py 0 Tla, o = T o Yo\ = Tla,\D © Vila,\D-

Logo 7[o,\p ¢ de fato uma semiconjugacdo para todo ¢ > 0.
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5 Existéncia de Probabilidades Invariantes

Neste capitulo concluiremos o principal resultado de [1] apresentado nesta disser-
tagdo: provaremos a existéncia de probabilidades invariantes pelo semifluxo impulsivo
desde que 7p seja continua e I(2, N D) C Qy \ D. Para tanto, daremos os passos que nos
faltaram para completar nossa estratégia: mostrar que existe bijecao entre M (m(§2y))
e My (X), o que nos permitira demonstrar o Teorema IV e com ele finalmente provar o
Teorema I. Para realizar essa tarefa precisaremos antes de alguns resultados. Provaremos a
mensurabilidade de v e que, sob hipoteses adequadas, o conjunto impulsivo D tem medida
nula para probabilidades 1/-invariantes.

Para que existam probabilidades 1-invariantes, pela definicdo de medida invariante,
precisamos primeiramente que v seja mensuravel. Isso sera provado na préxima proposicao,
mas antes precisaremos demonstrar que 7,, é mensuravel para todo n € N. Lembramos que
se as fungoes-coordenada de uma aplicacao forem mensuraveis, segue que esta aplicagao é
mensuravel. Para a prova deste fato o leitor pode consultar, por exemplo, [2, Section 22,
Remark 2]. Usaremos esse resultado algumas vezes nas demonstragoes a seguir.

Lema 5.1. A fungdo 7, é mensurdvel para todo n € N.

Demonstracao. Provemos primeiramente a mensurabilidade de 71. Para tanto, é suficiente
mostrar que 71 '((0,¢)) é mensurdvel para todo t > 0. Se 7y : X x Rf — X é a projecdo
na coordenada espacial, dado t > 0

7 ((0,0) = mx({(z,s); ws(x) €D, s<t}) (5.1)

Com efeito, se xo €71 ((0,1)), temos que (xg, 71 (20)) €{ (7, 8); @s(z) € D, s <t} logo
roEmx({(z,5); ps(x)€D, s <t}). Se por outro lado xg € 7x({(z,s); ¢s(x) €D, s < t}),
existe so <t tal que @, (z9) € D, logo 71(z9) < 8o < t e consequentemente g € 77 '((0,1)).

Denotando a uniao de d-bolas centradas em D por Ds = U B(z,0), temos

(@5 o) €D s <) ={(r.5) @) € ) Dyor 5<1)
= {(z, 5); xEsos‘l(nﬁNDl/n), s <t}
—{(ws); we ﬂst%Dm, senp 02
= N1z, s); frnee s (D), s <t}

neN
Segue das equagoes (5.1) e (5.2) que
7 ((0,0) = mx(({(z,5); @ €9, (Diym), s <t})

neN

= ﬂ mx({(z,s); =€ ¢;1(D1/n)7 s < t}).

neN

Mas
mx({(z,5); @€, (Dim), s <t}) = e (Dim).

s<t
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Logo, como Dy, é aberto e ¢ continua, o conjunto mx ({(z,s); x € ¢; (Di/m), s<t})
é boreliano para todo n € N. Segue que 75 '((0,)) ¢ intersecdo enumerdvel de borelianos e
portanto mensuravel. Isso conclui a prova da mensurabilidade de 7.

Para provar a mensurabilidade de 7,,, com n > 2, lembre que dado z € X

n—1

Ta(z) = 3 11(Ik(2)).

k=0
Note que se I for mensuravel para todo 0 < k < n — 1, segue a mensurabilidade de 7,.

Afirmamos que I é mensurdvel para todo k € {0} UN. Para provar esta afirmacao
definimos, para k € {0}UN, a fungao wy : X — X xR dada por wy(z) = (Ix(x), 71 (I1(x))).
Observe que se [ for mensuravel, entao wy ¢ mensuravel.

Recorrendo a um argumento indutivo, comecemos por provar que I; ¢ mensuravel.
De fato,

Ii(z) = Yn@)(x) = I{p(z, 71 (x))) = I o pow(x).
Mas Iy é mensuravel por ser a identidade em X, logo wy é mensuravel. Como I e ¢ sao
continuas, segue que [; é mensuravel.

Agora suponhamos que [I,,, seja mensuravel para algum m > 2. Segue que w,, ¢
mensuravel. Mas

L1 () = r 1 (@) (2) = (oI (2), 1 (I () = 1 © @ 0 wpn ().

Logo Ip,+1 é mensuravel. Isso conclui a prova da mensurabilidade de I, para todo k € {0}UN.
Segue que 7, é mensuravel para todo n € N. O

Observacao 5.2. Vale ressaltar um resultado que provamos na demonstragao do Lema 5.1:
I,, é mensuravel para todo n € N.

Proposicao 5.3. Se v é o semifluxo impulsivo induzido por um sistema dinamico impulsivo
(X, ¢, D, 1), entao 1 é mensurdvel.

Demonstracao. Iniciamos esta prova por definir os seguintes conjuntos:
So={(z,t) e X xRJ; 0<t<m(x)}
e, para cada n € N,

Sp={(x,t) € X xR; 7u(z) <t < Tpyr(x)}
T, ={(z,t) € X xRS; 7.(x) =t}

Afirmamos que estes s@o borelianos e, para prova-lo, definimos para cada n € N a aplicacao
fo: X XRI = Rf xRy
(z,t) = (t, Ta(2)).

Esta é mensuravel para todo n € N, uma vez que suas fungoes-coordenada sao mensuraveis.

Note que

it (u,v) eRE xRE; u<v}) ={(z,t) € X xRS; t<7(x)} =S
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Como {(u,v) € Rf x R{; u < v} é aberto em Rj x R} e f; é mensurével, segue que Sy
¢é boreliano.

Além disso, observe que
fo'{(u,v) € Ry xRY; u=v}) ={(z,t) € X xRy t=mu(2)} =T
Como {(u,v) € Rf x Ry; u = v} é fechado em R{ x R{, segue da mensurabilidade de

fn que T, é boreliano.

Para provar que S,, é boreliano, definimos para cada n € N a aplicagao

gn: X X Ry =RI x Ry x Ry

(z,t) = (10 (), t, Ty (),
que por sua vez também é mensuravel. Note que
. {(u,v,w) € (RE?; u<v<w)) ={(z,t) € X xR{; 7(z) <t < Tuy1(2)} = Sn.

Como {(u,v,w) € Ry x R x R}; u < v < w} éaberto em Rf x Ry x R{, segue pela
mensurabilidade de g, que S,, é boreliano. Isso conclui a prova da afirmacao.

Mostremos agora que, dado A C X boreliano, a pré-imagem t¢)~!(A) é um boreliano.
Para isso, note primeiramente que, dado (z,t) € Rj x X, o ponto (z,t) pertence a um, e
somente um, dos conjuntos Sy, S, e T},, com n > 1. Em outras palavras, o espaco Rg x X
pode ser escrito como a unidao disjunta dos conjuntos Sy, S, e T,. Logo, dado A C X
boreliano, 11 (A) pode ser escrito como uniao disjunta de conjuntos dos tipos

A NSy, vTHA)NS, e vTHA)NT,, n>1.

Afirmamos que cada um destes conjuntos é boreliano.

De fato, para todo (z,t) € Sy temos que t < 71(z), logo ¥y (x) = @i(x). Ou seja, o
semifluxo 1 restrito a Sy coincide com . Segue que ¥=1(A) NSy = p~1(A) NSy, que é
mensuravel.

Para provar que 1)~*(A) NS, é boreliano, definimos a aplicacio

M X X Ry =X x R§
(z,t) = (L (2),t — 7 (2)).

Temos que [, é mensuravel pela Observacao 5.2. Além disso, se TRt ¢ a projecdo na
coordenada temporal, temos (z,t) — t — 7,(z) = Tt (z,t) — Tp(mx(z, 1)), que é uma
aplicacao mensuravel. Portanto 7, é mensuravel. Note que para todo (z,t) € S, tem-se
() = p(In(x),t — Ta(2)). Logo

PHA) NS, = {(,1) € Sy @(In(x),t — (7)) € A}
= {($7t) € Sy; Sﬁ(nn(%t)) € A}
= 5w (o7 (A)).

Segue que ¥ ~1(A) NS, é boreliano.
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Para provar que ¢~!(A) NT,, é boreliano, observe para todo (z,t) € T),, tem-se
Ue(2) = tr, () (x) = In(x). Logo
VI A)NT, = {(z,t) € T,; U(x) € A}
={(z,t) € T,;; I.(x)e€ A}
={(z,t) € Ty Ln(mx(x,t)) € A}
=T, N7y (I, '(A)).

Da mensurabilidade de 7x e I,,, temos que ¥~ *(A) NT, é boreliano. Concluimos aqui a
prova da nossa ultima afirmacao.

Segue que 11 (A) pode ser escrito como uniao enumerdvel de borelianos e, portanto,
¢é boreliano. O

Provaremos em breve que se 7p for continua, o conjunto impulsivo D tem medida
nula para qualquer probabilidade invariante pelo semifluxo impulsivo. No préximo lema,
veremos que o mesmo ocorre se abandonarmos a hipotese de que 7p é continua, mas
supusermos que [(D) N D = (.

Lema 5.4. Se I(D) N D =, entao u(D) =0 para toda pu probabilidade v-invariante.

Demonstracio. Dado t > 0 temos que v, é mensuravel pela Proposi¢ao 5.3 e u é finita
e Y-invariante. Logo, se u(D) > 0, o Teorema de Recorréncia de Poincaré fornece que
para p-quase todo z € D existem infinitos n € N tais que ¥,,(z) € D. No entanto, pela
forma como definimos as trajetorias impulsivas, para tempos positivos estas s6 podem
intersectar D em tempos impulsivos, tempos nos quais elas intersectam I(D) também. Mas

por hipdtese (D) N D = (), logo as y-trajetérias ndo intersectam D em tempos positivos.
O que é uma contradicao. ]

O tltimo lema nao serd usado para provar nenhum outro resultado deste trabalho.
No entanto, achamos interessante apresenta-lo, pois ele ilustra como certas hipdteses na
funcao impulso tornam o conjunto D negligenciavel sob o ponto de vista de medidas
invariantes. Ja o proximo sera utilizado na demonstracao do Teorema I.

Lema 5.5. Se 1p é continua, entio p(D) = 0 para toda p probabilidade 1p-invariante.

Demonstra¢ao. Suponhamos por absurdo que (D) > 0. Como pelo Lema 3.1 o suporte
de p esté contido em 2y, temos que p(X \ Q) = 0. Logo

p((X\Qy) N D) < p(X\ Qy) =0,
o que implica que

u(Qy N D) = p(Q, N D) + u((X \ Q) N D) = u(D) > 0. (5.3)

Definimos, para cada n € N,
D, ={ze€QyND; 7(x)>1/n}.
Como por hipotese 71 é estritamente positiva, temos que

Q,ND=J D,.

neN
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Afirmamos que, para cada n € N, existe 0 < g, < 1/n tal que
Yi(Dy) Ny = 0 para todo 0 < t < &,. (5.4)

Para provar esta afirmacao, suponhamos por absurdo que exista ny € N para o qual nao
haja 0 < €,, < 1/ng satisfazendo (5.4). Isso implica que existem sequéncias (z)gen C Dp,
e (tx)ren C (0,1/ng), com t — 0, tais que 9y, (xx) € €y para todo k € N. Por serem D
e {1, compactos, Qy N D é compacto. Como (zy)keny C Dy, C 2y N D, passando a uma
subsequéncia, se necessario, temos que (xy)reny converge para um ponto zo € Qy N D.
Como 0 < ty < 1/ng < 7 (xy), temos iy, (1) = ¢4, (x) para todo k € N. Logo, pela
continuidade de ¢, quando k — o0,

Vi (k) = o, (T1) = pol(T0) = To,

e pela continuidade de 7p,

Tp (Y, (z1)) = Tp(20) = 0. (5.5)

Sendo a ultima igualdade decorrente de z pertencer a D. Como (zx)ren C Dy, devemos
ter ¢y (zx) ¢ D para todo t € (0,1/ng). Logo ¢y, (x) € Qy \ D para todo k € N, uma vez
que (tg)ken C (0,1/n). Como 7p = 71 em £y, \ D, segue que

7o (Y, (21)) = 71 (Y, (21)-
Além disso, por ser 7 (zg) > 1/ng > ti, temos
(U (k) = T1(n, (2)) = T (x) — te > 1/n0 — Ly,
donde
Tp (Y, (z1)) > 1/ng — ti, para todo k € N.

Fazendo k — oo temos que 7p(zg) > 1/ng, 0 que é uma contradigao com (5.5). Isto conclui
da prova da nossa afirmacao.

Por ser X espago métrico compacto, existe base enumeravel para sua topologia, e
como g é uma medida boreliana, segue por [2, Chapter IV, Section 29, Theorem 29.12]
que p é regular. Dado entao n € N,

wu(Dy) = sup{u(K); K C D, compacto e boreliano}.

Logo, para cada n € N, existe K,, C D,, tal que

p(&y N D)
w(Dy) < p(Ky) + BT
Consequentemente
w2y N D w2y N D
WD) <Y u(D) < Y (mm ¥ (;)) = 3 ) + PP
neN neN neN

Como ¢, < 1/n < 7i(z) para todo = € K, 1., coincide com ¢, e portanto é
continua em K,. Logo 1., (K,) é compacto e, por conseguinte, boreliano. Temos que

Z p(Ky) < Z M(¢;L1(¢sn(Kn))> = Z (e, (Kn)),

neN neN neN



42 Capitulo 5. FEzisténcia de Probabilidades Invariantes

onde a desigualdade decorre de K,, C ¥_'(¢.,(K,)) e a igualdade decorre da ¢-invariancia
de p. Como 9, (K,,) C X \ £y por (5.4), temos que p(., (K,)) = 0 para todo n € N pelo
Lema 3.1. Concluimos entao de (5.6) que

Q,ND
12y N D) < M(w2)’
o que contradiz (5.3). Segue que p(D) = 0. O

Demonstraremos a seguir algumas propriedades de medidas imagem que serao tuteis
em breve.

Lema 5.6. Sejam X, Y e Z espacos de medida. Valem as sequintes afirmagoes:
1. Se f: X =Y eg:Y — Z sao fungcoes mensurdveis, entdao
(go f)s=gso fu
2. Se f: X =Y é invertivel e bimensurdvel, entao f. é invertivel e

(f) 7 = (1)

3. Se f: X =Y é mensurdvel e ¢ e ¢ sao semifluros em X eY respectivamente tais
que

oo f=fops paratodot >0,
entao

e My(X) = fop € My(Y).

4. Se f: X =Y € bimensurdvel e p e ¢ sao semifluros em X e Y respectivamente

tais que
oo f=fop, paratodot >0,
entao
p € My(X) ergédica = fopu € My(Y') ergodica
e
v e My(Y) ergédica = (f ') € My(X) ergédica.
Demonstracao.

1. Seja u € M(X) e E C Z mensuravel. Temos que

(go [lu(E) = p((go f)"HE)) = u(f (g7 (E))) = fulg ' (E)) = fu 0 gupu(E)
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2. Como f: X - Y e f1:Y — X sdo mensurdveis, pela afirmacao (1),

Foo(f7e=(fo [, = (Idy)..

Analogamente, (f~!), 0 f. = (f'o f). = (Idx).. Concluimos que f, ¢ invertivel e

(f)= = (s

3. Seja u € M, (X). Logo, dado t > 0, u(¢; ' (A)) = u(A) para todo A C X mensurével.
Dado entao B C Y mensuravel, temos

ferld  (B)) = u(f~ o ¢ {(B)) = ullp; ' o f7)(B)) = u(f~(B)) = fup(B).
Logo fip € My(Y).
4. Sejat >0 e B C Y mensurdvel tal que ¢; '(B) = B. Logo

f7HB) = [7H e (B) = ¢, ' (f1(B)).
Se u € M,(X) é ergddica, entao u(f~1(B)) € {0,1}. Logo

fen(B) = p(f~(B)) € {0,1}

e portanto f,u é ergddica. Dada v € My(Y') ergddica, usando um argumento analogo
concluimos que (f~1),v é também ergédica.

]

Provaremos agora a existéncia de uma bijegao entre os espagos My (m(€2y)) e

My (X). Seja ¢ o semifluxo impulsivo de um sistema dindmico impulsivo (X, ¢, D, I) para
o qual 7p é continua e I(2y, N D) C Q, \ D e sejam

h:Qw\D—)ﬂ'(Qd,)

x— (1) (5.7)

a bijecao continua bimensurével e ¢ o semifluxo continuo em 7(§2y) dados pela Proposi-
¢ao 4.12. Lembramos que i é a aplicacao de inclusao i : , \ D — X.

Lema 5.7. A aplicagio (i o h™'), : My(n(Qy)) = My(X) estd bem definida e é uma
bijecdo.

Demonstragio. Mostraremos primeiro que se v€ M, (m(€y)) entdo (i o h™").ve My(X).
Pelo Teorema 11, temos que 9,(€2y \ D) C Qy \ D para todo ¢t > 0. Podemos entao definir
E:Q\DxR{ — Qp\ D por &(x) = y(x). Como 1y estd definido em X e & estd
definido em Q,, \ D, temos que

Yyoi=1i0& para todot > 0. (5.8)
Dado ¢ > 0, lembrando que h = mq,\p, temos que

Yroh=mo Vila,\p pela equacio (4.1)
=mo& pela definigao de &
= T, \p & pois § é transformacao de 2, \ D em Qy \ D
— h o £t'
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Logo,
& oh ™t =h"toq, paratodot > 0. (5.9)

Como ™' : w(Qy) = Q \ D é mensurdvel e vale (5.9), pelo item (3) do Lema 5.6
segue que

Vv E M@(?T(Qw)) - (h_l)*l/ S Mg(Qw \ D)

Como i : Qp \ D — X é mensuravel e vale (5.8), pelo item (3) do Lema 5.6 segue
que

(R 1) € Me(Q\ D) = i, o (h7).v € My(X).

Logo, pelo item (1) do Lema 5.6, (io h™!),v =i, o (A1), € My(X). Portanto (i o h™ 1),
estd bem definida.

Provemos agora que (i o h™1), é bijetiva. Como (ioh™!), =i,0(h7 1), e (A7), é
invertivel pelo item (2) do Lema 5.6, basta provar que i, é invertivel. Note que ¢ possui
inversa a esquerda por ser injetiva, logo, pelo item (1) do Lema 5.6, i, também possui
inversa a esquerda e é, portanto, injetiva.

Nos resta provar que i, é sobrejetiva. Dada 1 € My (X), seja v a restricao de p
aos borelianos de €, \ D. Como Supp(p) C €2 pelo Lema 3.1 e (D) = 0 pelo Lema 5.5,
v é uma probabilidade em €, \ D. Dado A C Q, \ D boreliano, pela ¢-invaridncia de p e
por ser ((€2y \ D) = 1, temos

v(& 1 (A)) = p(wy H(A) N (Qu\ D) = (¥ 1 (A)) = u(A) = n(An (Q\ D)) = v(A).
Logo v € M¢(§2, \ D). Além disso, dado A C X boreliano,
iw(A) =v(i”'(A)) = (AN (Q \ D)) = u(AN (2 \ D)) = u(A).

Portanto i,v = u. Segue que 1, é sobrejetiva. ]

Uma propriedade interessante da bijegao (ioh™1), é que ela e sua inversa preservam
ergodicidade de medidas.

Proposigao 5.8. As aplicagoes (ioh™'), e ((i o h™1) 1), preservam ergodicidade.

Demonstragio. Como ¢ e h sdo bimensurdveis e satisfazem as equagoes (5.8) e (5.9)
respectivamente, temos pelo Lema 5.6, que ambas aplicagoes, bem como suas respectivas
inversas, preservam ergodicidade. Segue que (ioh™ 1), e ((ioh™1)™1), preservam ergodicidade.

]
Estamos finalmente aptos a provar o Teorema IV.

Demonstracio. (Teorema TV) Tomando X = 7(€,), temos pelo Lema 4.7 que X é um
espaco métrico compacto. Tomando 1) tal como na Proposicao 4.12, tem-se que ¢ é um
semifluxo continuo em X pelo item (2) da mesma proposicdo. Tomando h como em (5.7),
h é uma bijecao continua e bimensurével de €, \ D em X pelo item (1) da Proposicdo 4.12.
Vale que @Z;t oh = hoyq,\p para todo ¢ > 0 pelo item (2) da mesma proposi¢ao. Além
disso, (ioh™1), : ./\/lw(f() — My (X) é uma bijecao pelo Lema 5.7. O
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O Teorema I resulta em parte do Teorema IV. Provemo-lo.

Demonstragao. (Teorema I) Se 1) é o semifluxo induzido por um sistema dinamico impulsivo
(X, ¢, D, I) com 7p continua e I(€2, N D) C Qy \ D, pelo Teorema IV existe um espago
métrico compacto X, um semifluxo continuo ) em X e uma bijecdo entre M¢( ) e
My (X). Pelo Teorema 2.9 M5 (X X) # (. Consequentemente M (X) # (). Tsso prova a
existéncia de uma medida invariante pelo fluxo impulsivo.

Dada pr € My(X), o Lema 3.1 garante que o seu suporte esta contido no conjunto
nao-errante {1, enquanto pelo Lema 5.5 temos que p(D) = 0. Isso conclui a prova do
Teorema I. O
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6 Exemplos

Tendo concluido a exposicao de toda a teoria que este trabalho visava apresentar,
discutiremos neste capitulo alguns exemplos de sistemas dindmicos impulsivos. O primeiro
satisfara as hipoteses do Teorema I e portanto para ele havera medida invariante pelo
semifluxo impulsivo. O segundo nao satisfara tais hipoteses e, como mostraremos, nao
possuira medida invariante pelo semifluxo impulsivo. No terceiro exemplo, exibiremos
um sistema dindmico impulsivo semelhante ao sistema de Lotka-Volterra apresentado na
introducao, também satisfazendo as hipoteses do Teorema 1.

Exemplo 6.1. Seja X o anel
X ={(rcosf,rsenf) € R* 1<r<2 6cl0,2n)}
Definimos
p: X xR = X

como o semifluxo gerado pelo campo vetorial em X dado em coordenadas polares por

=0
0 =1.

As p-6rbitas sdo portanto circulos de raio entre 1 e 2 centrados na origem e com orientacao
no sentido anti-horario. Tomamos entao o seguinte conjunto impulsivo

D={(r0)eX; 1<r<2}

e definimos a fungao impulso I : D — X por

I(r,0) = (—; - ;7‘, O> .

Note que X é um espago métrico compacto, o semifluxo ¢ é continuo, o conjunto
D é fechado e a aplicagdo I é continua. Para que (X, ¢, D, I) seja um sistema dindmico
impulsivo, segundo a Definigdo 2.14, é necessario ainda que tenhamos 7;(x) > 0 para todo
x €D eT(r) =00 para todo = € X.

Observe que 71(z) = 27 para todo z € D. Além disso,
ID)ND={(r,0) e X; =3/2<r<-1}n{(r,0)eX; 1<r<2}=10,

logo, pelo Lema 2.13, segue que T'(x) = oo para todo x € X. Portanto (X, ¢, D, I) é de
fato um sistema dindmico impulsivo.

Seja 1 seu semifluxo impulsivo. Afirmamos que
Qy = {(cosb,senf); m™<6<2r}.

Com efeito, sejam r(z) o raio do ponto = € X e, para n € N, r,(x) o raio de sua

¢-6rbita no intervalo de tempo 7,(z) < t < 7,11(x). Note que r,(z) = 257+ + Téf) e
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portanto nh_)rrolo rn(x) = 1. Para provar que {(cos#,senf); = <6 <2z} C Q,, tomemos

zo = (cosbp,senby) € {(cosh,senf); m <6 < 27m}. Sejam U C X uma e-bola centrada
em zg e S > 0. Dado y € U, como T(y) = oo, podemos tomar ny € N tal que 7,,(y) > S
e, como 7}1_{20 ro(y) = 1, tal que r,,(y) € (1,1 + ). Como

V) (y) € I(D) C {(rcosm,rsenn); r >0},
temos que Y, (Vr, () (y)) € {(rcosby,msenby); r > 0}. Logo

Voo (Vray () (Y)) = (1o (y) €08 b0, 7 (y) sen ) € U.

Segue que xg € (1.

Para provar que €2, C {(cosf,senf); 7 <6 < 27}, suponhamos por absurdo que
existe zg € Qy \ {(cosb,senf); 7 <0 <27}, Se r(zg) > 1, podemos tomar U C X uma
e-bola centrada em x( tal que r(x¢) — e > 1, logo r(z) > r(zg) —e > 1 para todo z € U.
Como o raio das ¥-6rbitas tende a 1, existe S > 0 tal que (¢4 (x)) < r(z9) — & para todo
t > S, logo ¢y(x) ¢ U para todo t > S e consequentemente xy ¢ €2,. Se por outro lado
zo = (cos by, senby) com Oy € (0, 7), também temos que xq ¢ €2,. Com efeito, uma vez que
as -trajetorias atingem D, elas nao mais passam pelo semiplano superior. Logo nenhum
ponto neste semiplano pode pertencer a €.

Note que Q \ D = {(cosf,senf); 7 <8 < 2r}, logo
1(Qy N D) = I({(1,0)}) = {(=1,0)} CQ\ D.

Além disso, mp : 2y — [0,00] é dada para 6 € [m,27] por Tp(cosf,senf) = 2w — 6, que
¢ continua em 2. Sao portanto satisfeitas as hipéteses do Teorema I. Logo o semifluxo
impulsivo ¢ tem alguma probabilidade invariante.

Exemplo 6.2. Seja novamente X o anel
X ={(rcosf,rsenf) € R* 1<r<2 6cl02n)}

mas agora definindo ¢ : X x Rf — X como o semifluxo gerado pelo campo vetorial em X
dado em coordenadas polares por

r=1-—r

0 =1

{r’(t) =1—7r(t)
r(0) = ||

Dado z € X, a solucao de

é dada por r(t) = 1+ (Jz| — 1)e™" e portanto as p-érbitas sdo curvas que espiralam em
sentido antihordrio convergindo para o circulo unitério centrado na origem S*. Tomamos
agora o conjunto impulsivo D = {(1,0)} e a fungao impulso I : D — X definida por
I((1,0)) = (2,0).

Temos mais uma vez que X é espaco métrico compacto, ¢ é continuo, D é fechado
e I é continua. Note que (1,0) é o tnico ponto de D e 71((1,0)) = 27. Além disso, como
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I(D)ND ={(2,0)} n{(1,0)} = 0, pelo Lema 2.13, T'(z) = oo para todo = € X. Segue
que (X, ¢, D, I) é um sistema dindmico impulsivo.

Seja 1) seu semifluxo impulsivo. Note que as trajetérias de 1 coincidem com as de
¢ com excecao daquelas que partem de S'. Estas percorrem S! no sentido antihorario
desde seu ponto de partida até atingirem D = {(1,0)}. A partir de entdo, espiralam de
I(D) ={(2,0)} para S*. Afirmamos que

0, = S".

De fato, como as 1-6rbitas convergem para S', nao pode haver pontos em 2, com raio
maior que 1, logo ©,, C S*. Por outro lado, também por as ¢-6rbitas convergirem para S?,
dada uma vizinhanca de qualquer ponto neste circulo, todos os pontos desta vizinhanca
retornam infinitas vezes para a mesma em tempos que vao para infinito. Logo S* C €,

Temos entdo que 2\ D = S\ {(1,0)}. Note que este conjunto nao é positivamente
invariante por 1, uma vez que todas suas -trajetérias atingem D e portanto todas as sua
Y-trajetorias deixam ST\ {(1,0)} pela agao do impulso. Segue pelo Teorema II, que nio
vale a inclusao I(Q, N D) C Qy \ D. Além disso, 7p : {2, — [0, 00], que para 6 € (0,27] é
dada por 7p(cos#,senf) = 2r — 6, nao é continua em €, pois %i_r)% Tp(cosf,sen ) = 2w

enquanto 7p(1,0) = 0. Concluimos entdao que nenhuma das hipoteses do Teorema I é
satisfeita por (X, ¢, D, I).

Afirmamos que 1 nao possui probabilidade invariante. Se existisse tal medida pu,
pelo Lema 3.1, teriamos

1 = u(Supp(p)) = u(Qy) = u(¥sr (U)),
o que é uma contradicio j& que 15, (€,) é vazio.

Exemplo 6.3. Neste exemplo mostraremos que o sistema (1.1), sujeito a algumas altera-
¢oes, configura um sistema dindmico impulsivo tal como definimos e, mais ainda, satisfaz
as hipéteses do Teorema I, admitindo portanto alguma probabilidade invariante pelo
semifluxo impulsivo.

Considere o seguinte sistema de Lotka-Volterra

{J'E::U(Q—:U—y) (6.1)

y=y(-1+2x—y)

definido em R{ x Rf. Como o campo (6.1) é C* em R2, as solugoes do sistema existem,
sao unicas e C* em R? (veja [17, Capitulo VI, Segao 1, Teorema 1]).

Seja ¢ o semifluxo continuo gerado por (6.1). Lembre que definimos sistemas
dindmicos impulsivos em espagos compactos. Pomos entao X = [0, 2] x [0, 1] e definimos
@ como a restricao de ¢ a X. Afirmamos que ¢ é um semifluxo. Com efeito, & = 0 em
{0} x [0,1], y =0em [0,2] x {0}, y =2 —2<0em [0,2] x {1} ez = —2y < 0 em
{2} x [0,1]. Logo o campo na fronteira de X ndo aponta para fora de X.

Definimos o conjunto impulsivo D como o segmento de reta x = 0.9 em X e a funcao
impulso por I(x,y) = (z — 0.4, y). Note que aqui o sistema difere do (1.1) apresentado na
introducao, pois agdo do impulso nao altera a coordenada ¥y, que representa a populacao
de predadores. Em outras palavras cada ponto do segmento de reta x = 0.9 é levado pela
funcao impulso no ponto do segmento x = 0.5 com mesma coordenada y.
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Figura 3 — Campo vetorial do sistema (6.1) restrito a X

Observe que & = 0.9(1.1 — y) é estritamente positivo em D = {0.9} x [0, 1]. Como
o campo é continuo, segue que para cada z € D existe U C X vizinhanca de z onde
£ > 0, o que implica que a p-trajetéria de z nao retorna a D dentro de U. Logo, pelo
Lema 2.10, 7(z) > 0 para todo z € D. Além disso, como o conjunto impulsivo e sua
imagem sdo segmentos de reta paralelos, segue que I(D) N D = () e pelo Lema 2.13, temos
que T'(z) = oo para todo z € X. Portanto (X, ¢, D,I) é de fato um sistema dindmico
impulsivo.

Provemos agora que esse sistema satisfaz as hipéteses do Teorema I, comegando
por mostrar que I(£2, N D) C Q, \ D.

Afirmamos que €2, = ([0.5,0.9] x {0}) U{(1.5,0.5)}. De fato, o sistema (6.1) possui
um Unico no assintoticamente estével em X, o ponto (1.5,0.5). Logo todas as -trajetorias
que nao atingem D convergem para o ponto (1.5,0.5). As i-trajetérias que atingem D ficam
confinadas no retangulo R delimitado por I(D) e D, pois & = 0.5(1.5 — y) ¢ estritamente
positivo em (D), logo em todas as arestas com exce¢ao de D o campo nao aponta para
fora deste retangulo e em D as 1-trajetorias sao transportadas pela acdo do impulso para
I(D). Além disso, note que se y > 0 temos y = y(—1 +z —y) < 0 se, e somente se,
(—1+ 2z —y) <0, condi¢do que ¢é satisfeita para todo ponto em R\ ([0.5,0.9] x {0}). Logo
as 1-trajetorias em R, e portanto todas aquelas de X que atingirem D, convergem para a
6rbita periddica [0.5,0.9] x {0}. Isso conclui a prova da nossa afirmacao.

Como I(Q2, N D) = 1({(0.9,0)}) = {(0.5,0)} C Qy \ D, a primeira hipétese do
Teorema I esta provada.
Provemos agora a continuidade de 7p. Note que, dado (z,y) € [0.5,0.9) x {0},

7p(x,y) coincide com 7i(x,y), que é o tempo levado pela p—trajetéria de (z,y) para
percorrer o segmento [z,0.9) x {0} com velocidade (&,0) em cada ponto dada pelo



o1

sistema (6.1). Além disso, como (0.9,0) € D, temos que 75(0.9,0) = 0. Logo

mo(z,y) = /:79 u(;iﬁu)

para todo (z,y) € [0.5,0.9] x {0}. O ponto (1.5,0.5), por sua vez, é estaciondrio e portanto
sua p-Orbita nao intersecta D, logo 7p(1.5,0.5) = 11(1.5,0.5) = co. Segue que

o(z,y) = /xO’g U(;lﬁU)’ se (z,y) € [0,5;0,9] x {0};

00, se (z,y) € {(1,5;0,5)}.

du

0,9
Como / ﬁ é continua em [0.5,0.9], concluimos que 7p é continua.
z UlZ—U

Provadas as duas hipdteses acima, segue pelo Teorema I que existe probabilidade
invariante pelo semifluxo impulsivo . Pelo mesmo teorema, qualquer tal probabilidade
tem suporte contido em ([0.5,0.9] x {0}) U {(1.5,0.5)} e atribui medida nula ao conjunto
{0.9} x [0, 1].
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