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Resumo da Dissertacao apresentada a IM-UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtencgao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

DESIGUALDADES DE IMERSAO OTIMAS E APLICACOES A DINAMICA
GLOBAL DE ALGUNS MODELOS DISPERSIVOS

Abdon Moutinho

Maio/2020

Orientador: Adan José Corcho Fernandez

Programa: Pés-Graduagao em Matematica (Mestrado)

Resumo. Nesse trabalho nds utilizaremos as técnicas introduzidas em [27] para

encontrar restricoes na massa do dado inicial do Problema de Cauchy (Problema
de Valor Inicial) associado & equagao Nao-Linear de Schrodinger com Derivada e
a equagao de Korteweg-de Vries Quintica (modelo de massa critica por invariancia
de escala do modelo) de modo que seja possivel provar boa colocag¢ao global em
ambos modelos quando sdao considerados dados iniciais no espaco de Sobolev H!,
definidos no toro T (ou seja, quando sdo consideradas soluges periddicas). Para
obtermos os resultados principais, usaremos técnicas da Teoria do Transporte de
Massa provenientes em [I] e [5], as quais serdo tteis para obter desigualdades do
tipo Gagliardo-Nirenberg. Outro elemento crucial na obtencdo dos resultados seréd

o entendimendo de transformagoes de tipo calibre, definidas e estudadas em [14].

Palavras Chave: Problema de Valor Inicial, Boa Colocagao Glo-

bal, Equacao Nao-Linear de Schrodinger com derivada, Equacoes de
Korteweg-de Vries com massa critica, Teoria do Transporte de Massa,

Transformacoes de Calibre, Desigualdades de Gagliardo-Nirenberg.



Abstract. In this work we will use the techniques introduced in [27] to search res-

trictions in the mass of initial data of Cauchy Initial Value Problem(IVP) associated
to the Derivative Nonlinear Schrodinger Equation and to Fifth Order Korteweg-de
Vries Equation (critical mass model and scale invariance model of the model) such
that is possible to have Global Well-posedness of both models when initial data are
considered in Sobolev space H*, defined in Torus T (that is, when periodic solutions
are considered). To obtain these main results, we will use techniques of Mass Trans-
portation Theory from [I] and [5], which are useful to obtain inequalities of type
Gagliardo-Nirenberg. Another crucial element in the achievement of the results will

be the understanding of the Gauge Transformations, defined and worked in [14].

Key words: Initial Value Problem, Global Well-posedness, Derivative

Nonlinear Schrodinger equation, Critical Mass Korteweg-de Vries equa-
tions, Mass Transportation Theory, Gauge Transformations, Gagliardo-

Nirenberg Inequalities.
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Introducao

Neste trabalho serda estudado a existéncia de solugdes globais para dois modelos
dispersivos nao lineares unidimensionais, onde o operador de propagacao livre é do
tipo Schrodinger. Em ambos modelos as solugoes globais serao obtidas sob algumas
restricoes da massa inicial, a qual é conservada por ambos modelos ao longo do
tempo. Consideremos inicialmente o Problema de Valor Inicial (PVI) associado
a equacao de Schrodinger Nao-Linear com Derivada posta na reta, e cujo modelo

matematico é definido por:

i0wu(t, z) + O%u(t, z) = i, (|ul*u)(t, x), (t,x) € R x R,
u(0, ) = ug(x).

(L1)

O dado inicial ug serd considerado no espaco de Sobolev H'(R), cuja definigdo
precisa pode ser vista em [9]. A solugao u da equagao (L.1)) satisfaz as seguintes leis
de conservacao que serao retomadas no Capitulo 3: A conservagao da massa dada
por

()l 2@y = luoll 2y - (1)
a conservacao da energia dada por

Ep(u(t) = [ (ue® + 5 T u(t) Put)iz(t) + (o)) de = Ep(uo),  (2)

e, por ultimo o momento dado por

%MW:MAM@WMméAWWWwJMW. (3)

Para entender a dindmica das solugoes do modelo (I.1)) com dados iniciais em espagos
de Sobolev H*(M), onde M = R ou M = T é crucial entender as propriedades,

nesses espacos funcionais, do fluxo gerado pela equacao linear, dada por:

i0wu(t, x) + %u(t, z) = 0,
u(0,x) = ug(x)

(1.2)
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nos espagos H*(R), que serdo bem explicados no Capitulo 1. Seja ug € S(R) o
espaco de Schwartz, cujas propriedades serao apresentadas no Capitulo 1, existe
uma unica solugao suave da equacao (L.2)) que serd denotada por S(t)(ug)(z) para

todo ¢ real. Nao ¢ dificil verificar que o operador S(t) é linear em S(R) e que para

qualquer real s ||.S(t)(uo)| ws(r) - Por argumento de densidade de S(R)

Hs(R) — [[wol
em H*(R), verifica-se que S(t) tem tnica extensao linear, continua e isométrica em
H*(R) para todo s real, portanto, usaremos a partir de agora a extensao de S(t) no

lugar de S(t) para todo t € R.

Primeiramente, a solucio integral de definida w € C((=T,T),H") para

dado inicial ug deve ser solu¢ao em todo t € (—=7,T) de

u(t, x) = S(t)(uo)(x) + /Ot S(t = 5) (10, (Jul*u)(s))(x) ds. (4)

Diremos que a equagao ¢ localmente bem posta em H'(R) se verifica as seguintes

propriedades:

e Para qualquer dado inicial uy em H'(R), existe uma tnica solugao u(t,z) €
C((=T,T),H'(R)) da equacao integral (4)) para um determinado valor T' > 0.

e Existe dependéncia continua das solugoes, que significa que se vy esta muito
proximo de ug em H'(R), entdo a solugao v da equacio ([.1)) com dado inicial
vy se mantém proxima de v em C'((=T,T), H'(R)).

Além disso, dizemos que o modelo de equagao dispersiva ([I.1)) é globalmente bem
posto para dados iniciais ug € X C H'(R), se valem as mesmas propriedades das
solucoes de uma equacgao localmente bem posta para qualquer intervalo de tempo
[0,T]. A prova da equagao ser localmente bem posta em H!(R) é encontrado no
artigo [25].

Nota-se também que a transformacao escalar de u(t, ) definida como

ug(t, ) = Bru(B%, Br) (5)

também resolve a equacao ([I.1) para qualquer solugao u(t, x). Utilizando a identidade

||D;U6(0)||L2(R) = p HDZUOHLQ(R) (6)

verificada no artigo [25] com D? o operador diferencial que satisfaz para qualquer
f € H*(R) a identidade Eg\f(x) — Cf(z)|x|* para certa constante C' > 0, mais
detalhes podem ser vistos no Capitulo 1 de [I6]. A identidade (6) implica que a
tinica norma H*(R) conservada pela transformagiao escalar é a norma em L*(R).

Essa invariancia da norma L?(R) implica que o tempo de existéncia nao depende da
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massa da solucao, caso contrario todas as solucoes seriam globais. Essa observacao
nos motiva a estudar o conceito de massa critica que corresponde ao maximo valor
que [[uol| ;2 () Pode tomar para que u(t, ) seja solucdo global na varidvel ¢ € R. De
maneira analoga, para o seguinte Problema de Valor Inicial no dominio periédico T
dado por

Vi(t, ) + Vaa (8, ) + S0t (¢, 2) =0, (t,z) ER X T

v(0,z) = vo(x).

(IL.1)

O dado inicial vy serd considerado em H!(T). A solugdo desse problema satisfaz as

seguintes leis de conservagao: A lei da massa dada por

2 2
[o@) |22y = lvoll 2y = Mo, (7)

e a lei da energia dada por

1 1
5 Ll wlPdy =2 [ o(ty)l°dy = Eo. (®)

Essas duas leis de conservacdo serao retomadas no Capitulo 5. Essa equacgao é
denotada por Equacdo Generalizada de Korteweg-de Vries com k = 5. A definigao
de solucao da equacao é analoga a da equagao ([.1) e é bem explicada no
Capitulo 7 do livro [16]. As definigdes da solucao do problema (II.1)) ser localmente
ou globalmente bem posta é andloga as defini¢bes para o problema por isso
serao omitidas. Também verifica-se que se v(t, z) é solugao de , a transformacao
escalar de v dada por

Ve (t, ) = a%v(oﬁt, ax) 9)

também é solugao de (II.1)). Por observagoes feitas no Capitulo 7 do livro [16],
também verifica-se que a tinica norma em H*(T) preservada por essa transformagao
é a norma em L?(R). De maneira analoga ao problema e uma vez que a equagao
¢ focalizante, a invariancia da norma ||-|| 2.y pela transformagdo escalar mo-
tiva o estudo de massa critica para dados iniciais vy € H'(T), enquanto que para
modelos de equacao de Korteweg-de Vries Quintica desfocalizante a lei da Energia
implica que todas solucoes desse modelos para qualquer dado inicial em H! sao
globais. O modelo aparece no estudo da propagac¢ao de ondas circularmente
polarizadas de Alfvén em plasma magnetizado com campo magnético constante na
area de Fisica de Plasma. Essas e mais informagoes sobre aplicacoes fisicas podem
ser encontrados em [20] e [2I]. O modelo ¢ derivado do estudo de ondas longas
nao lineares dispersivas em superficies rasas, mais detalhes podem ser encontrados
em [15].

O primeiro objetivo deste trabalho é encontrar restricdes de massa para dados
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em H! que garantam que as respectivas solucoes locais possam ser estendidas glo-

balmente nos problemas e . A ideia da prova do resultado relacionado ao

problema consiste em utilizar as leis de conservagao da solugdo u(t,x) dessa

equagao e a desigualdade 6tima de Gagliardo-Nirenberg provada em [I] para estimar

a expressao

@
Hu(t)Hiﬁ(R).

Caso u nao fosse solugao globalmente bem posta teriamos que ocorreria a alterna-

() (10)

tiva de blow-up, que consiste em existir 7' > 0, tal que [luz(¢)]| o) tende a +oo
quando ¢ tende a T. E isso implicaria que f(t) seria uniformemente limitada em
cima e embaixo para todo t suficientemente proximo de 1" por constantes positivas.
Combinando essa estimativa com a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg obtemos
que f(t) deveria satisfazer uma desigualdade polinomial o que concluiria que seria
impossivel existir blow-up e logo para certos valores de |[|ugl| L2(R) terifamos que a
equagao seria globalmente bom posta. Esse raciocinio é bem explicado em [27].

Usando mesmo argumento na equagao podemos obter outras estimativas
de massa critica e empregando a técnica das Transformagoes de Calibre trabalhadas
em [14], encontradas no Capitulo 2, melhoramos a primeira restrigio de massa para
essa equacao e usando as leis de conservacao de obtemos mais uma restricao
melhorada de massa critica.

O trabalho sera estruturado da seguinte forma: Os capitulos 1 e 2 sao dedica-
dos a estabelecer resultados basicos de Anélise que servirdo de base para obter os
resultados principais. O Capitulo 3 é dedicado ao estudo da existéncia de solugoes
globais para a equagao ([.1]) na reta, ja o Capitulo 4 é dedicado ao mesmo problema,
s6 que no contexto de um dominio periddico. Finalmente, no Capitulo 5, serdo

apresentados os resultados correspondentes a equacao (I1.1)).
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Resultados de Teoria de Medida e Analise

Funcional

Nessa secao, introduziremos alguns resultados de Teoria da Medida e Anélise Fun-
cional que servirao de base tedrica para demonstrar os resultados principais e suas

aplicacgoes.

Definicao 1.1.1. Seja X um conjunto qualquer e V C P(X), entao (X,V) é uma

sigma-dlgebra se e so se satisfaz as condigoes abaixo:

1. 0 eV,

2. Se (Ai)ieN C V, entao OLj Az eV,
i=1
3. Se AeV, entio X \ A€ V.
Agora, daremos a no¢ao de medida definidas em sigma-algebras.

Defini¢ao 1.1.2. Se (X,V) é uma sigma-dlgebra, entio uma fungdo p:V — Ry U

+0oo U0 é uma medida se satisfaz as sequintes condigoes:
1. pu(0) =0,
2. Se A, B €V sao disjuntos, entiao (AU B) = u(A) + u(B),

3. Se (Bi)ien CV, Bix1 C B; para qualquer i, B; L 0 e pu(B;) < 400 para algum

indice j, entdo lim;_,., u(B;) = 0.

Agora consideraremos (X, V, i), um conjunto X com sigma-algebra V e medida

p. Como exemplos de conjuntos com medida, considere os seguintes espagos:

e (R™",B), onde a sigma-dlgebra em R™ é gerada pelos conjuntos abertos de R™.

Chamaremos essa sigma-algebra de Borel em R".
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e Se M? é uma variedade contida em R™, entdo temos a sigma-algebra induzida
(M,B) gerada por abertos em R™. Um exemplo desse caso é o circulo T! que
¢ equivalente a [0, 1]/{1 0} contida em R.

Defini¢ao 1.1.3. Seja V sigma-dlgebra de X. Uma funcao f : (X,V) — R™ é

mensurdvel se para qualquer aberto K C R™, entio f~*{K} pertence a V.

Se V é uma sigma-algebra de um conjunto X, para cada S € VV, um exemplo trivial

de funcao mensuréavel é a fungao simples dada por:

1 sex €S,
xs(z) = (1.1)
0 caso contrario.

Agora, tomando com base a defini¢ao de integral de func¢ées mensuraveis, usaremos
a medida de Lebesgue A para R e a sigma-dlgebra de Lebesgue L e introduzire-
mos outros conceitos importantes. Para uma introducao a integral de Lebesgue

recomendamos [10].

Definicao 1.1.4. Seja f: (R, L, \) — C, f € absolutamente continua se para cada
€ > 0 e cada intervalo compacto [A, B], existe o > 0 tal que se unido disjunta de
intervalos @ [a;, b;] C [A, B] com Y1 |bi — a;| < o, entdo

S f(b) = flag)| < e

Teorema 1.1.1. Se f : R — C ¢é absolutamente continua, entdo existe unica funcao

mensurdvel g : R — C tal que para qualquer x,z € R

[ awar = f) - fla) (12)
Demonstragao. Ver [10]. O

Um resultado importante relacionado a isso é o teorema da Diferenciacao de

Riemann-Lebesgue, o qual enunciamos a seguir:

Teorema 1.1.2. Se f € absolutamente continua com [ g(y)d\ = f(z) — f(z) para
todo x, z, entdo vale:
flx+h) - fx)

Ilgr(l) Y = g(x) ¢.t.p. (1.3)

Demonstragao. Ver [10]. O

E fécil verificar que se f, g sdo funcdes absolutamente continuas, entao f(z)g(x)

também é e

(fg) (z) = f(2)g(x) + f(2)g (z) q.t.p. em = € R.
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Também provaremos o seguinte resultado necessario na demonstrac¢ao de um resul-

tado no capitulo de transformagoes calibradas.

Teorema 1.1.3. Se f € C*®(R), f tem derivada limitada e g é absolutamente

continua, entao f o g(x) também é absolutamente continua e
(fog)(z) = f(g(x)g (),
se x pertence a um conjunto mensuravel H com A(R\ H) = 0.

Il l9(@) = g(y)| para qualquer o, y
em R, segue diretamente da definicao que g absolutamente continua implica em fog

Demonstra¢ao. Como |fog(x)— fog(y)| < ’

absolutamente continua.

Como g é continua e f é suave tem-se

lim (“" — f'(g(x)), (1.4)

g(z+h)—g(x)
h

onde decorre a demonstracao do teorema. O

logo podemos concluir que ¢’ (x) = limy,_,o para quase todo z € R, de

Além desse resultado sera 1util a Desigualdade de Holder, que diz o seguinte:

Teorema 1.1.4. Se (X, V, u) € um espago com medida p na sigma-dlgebra V', entdo

se f, g sao fungoes mensurdveis em X tais que 1/p+1/q=1, p,q > 1, vale:

p 7 \7 ¢\
[ f@g@)dp < ([ 1@)Pdu) ([ 15@) ). (15)
Demonstrag¢ao. Ver Capitulo 4, Se¢ao 4.2 do livro [10]. ]

Continuamos a seguir com alguns resultados basicos de Analise Funcional.

Teorema 1.1.5. SeT : U — V é um operador linear limitado entre dois espagos de

Banach, entio o operador dual T* : V' — U’ ¢ limitado e, além disso, ||T|| = ||T||.
Demonstrag¢ao. Ver Capitulo 2, Se¢ao 2.1 do livro [3]. ]

Definicdo 1.1.5. Sejam X wm espaco de Banach e X' seu dual, dado pelo conjunto
aplicacoes lineares continuas em X. A menor topologia em X no qual para cada

z € X o funcional linear x : X' — C € continuo € a topologia fraca estrela de X .

Teorema 1.1.6 (Banach-Alaoglu). Seja X wm espaco de Banach e X' seu dual,

entdo o fecho da bola unitdrio em X ¢é compacto na topologia fraca estrela.

Demonstracao. Ver Capitulo 6 do livro [3]. O



1.2 Teoria das distribuicoes

Antes de apresentar a teoria dos espacos de Sobolev, necessitaremos primeiros apre-
sentar o conceitos de distribuicao, pois em grande parte do estudo de problemas de
equagoes diferenciais parciais sao estudados solucoes fracas das equacao, as quais
resolvem o modelo de equagao no sentido distribucional.

Primeiro, definiremos o que é o espago de fungoes teste que suportam o conceito

de distribuicao.

Definicao 1.2.1. Seja Q um aberto contido em R™. Denotamos por D(Q2) o espago
topolégico gerado por C§°(2) com a topologia definida da sequinte forma: dada
on € CF(Q), on LAON ¢ tais que existe compacto K1 C Q com U2, supp ¢; = K

e para quaisquer compacto K C Q e derivada 0% com |a] > 0, temos que
limy, o0 [|0%(¢ — ¢n>HL°°(K) =0.

Denotaremos por D(£2) o espago das fungoes testes. Agora, com essa defini¢ao,

poderemos definir o espaco das distribuigoes.

Definicao 1.2.2. Sejam Q2 algum aberto limitado de R™ e T': C§°(2) — C operador
linear em C$°(Q). Dizemos que T € D'(Q) se e s6 se T é continuo em D(L), isto

é: se ¢, b, ¢, entao lim, o T(p,) = T(¢p). Além disso, para uma sequéncia

(T))ien € D'(Q) e T € D'(Q) diremos que T; L@, se, e somente se, para

qualquer ¢ € D(Q2) vale lim; o, T;(¢) = T(¢).

Para cada funcdo mensuravel f, definimos T como operador linear em C§°(€2)
igual a T¢(¢) = [q f(2)¢(z) dz apenas quando [, f(x)¢(x) dx for bem definido para
qualquer ¢ € C§°(£2). A partir de agora, afirmaremos que um conjunto de fungoes
qualquer S de €2 tomando valores em C esta contido em D'(Q), se para qualquer f €
S, entdo T(f) € D'(Q). Em particular, é ficil verificar que os espacos LP(Q2) C D'(Q)
para 1 < p < oo usando desigualdade de Holder e para p = oo segue diretamente
da definicao do espago D(£2). Em particular, usando a desigualdade de Holder,
também verifica-se que se g, e, g, entdo para qualquer ¢ € D(Q), vale que
lim,, o0 Ty, (¢) = T,(4), ou seja a inclusdo é continua em D'(€2).

Além disso, em D'(Q), pode-se definir a nocdo de derivadas nesse espaco usando

ideias oriundas da integracao por partes, como vemos a seguir.

Definicdo 1.2.3. Se T € D'(Q), entio 0°T ¢ definido como a aplicacio linear
pertencente a D' (), definida por

O°T(¢) = (-1)T(9°9), (1.6)
para cada ¢ € D(QY). Chamaremos esse tipo de derivagao de derivada distribucional.
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O termo (—1)!* vem do fato de que [, f(2)0%g(x) dx = (=1)l* [, g(2)0“f(z) dx
quando f e g estdo em D(Q), logo por isso fica claro que a defini¢io acima estende
o conceito de derivada num espago maior que o das fungoes suaves e de suporte
compacto.

Note que se T € D'(2), nem sempre existe funcdo mensuravel em algum LP(w)
com f:Q — Ccom T =T}. Por exemplo, utilizando a distribui¢ao delta de Dirac
9 definido por §(¢) = ¢(0), ndo existiria f satisfazendo:

/Qf(x)(ﬁ(x) dx = ¢(0) para qualquer ¢ € D(Q). (1.7)

O que implica que o espago das distribui¢oes é maior que qualquer espago LP((2)
para qualquer p > 1.
Além disso, também existe o espaco de distribui¢oes temperadas definidas em

espagos de Schwartz, os quais serdo definidos agora.

Defini¢ao 1.2.4. S(R") corresponde ao conjunto de funcgoes f € C* (]R",C) tais

que

k k? kn
[0k 0 ()] oy < 20 (1.8)
para qualquer k € NU{0} e para todo i € [n] k; € NU{0}. Dizemos que g, S(R™) p
quando:
Jim Hlfvl’“aﬁ O (g - gn)HLm(Rn) =0 (1.9)

para qualquer k € NU {0} e para todo 1 < i < n natural e k; € NU{0}.
Agora, definiremos o espago das distribui¢oes temperadas.

Definigao 1.2.5. Um operador linear T : S(R™) — C € dito uma distribuicdo
temperada se para toda f, SEY, f, tem-se que lim,,_,o. T(f,) = T(f). O espago das

distribuicoes temperadas é denotado por S’ (RY).

1.3 Espacos de Sobolev

Nessa secao, apresentaremos as propriedades dos espagos de Sobolev.

Definicao 1.3.1. Dadosp > 1, k € N e Q um aberto de R, denotamos por WkP(Q)
o subconjunto de LP(Q) tal que para qualquer multi-indice m = (ky,..., k,) € N*
com X" ki < k, se f € WFP(Q), entdo a derivada distribucional D™ f € D' ()
possui um representante h € LP(Q). Isto €, T, = D™ f € D'(Q).

O espaco W*P(Q) é de Banach para 1 < p < oo com a norma 1 flle, =
Y giml=k} D™ fll 1oy (ver Teorema 2 em [9]) e Hilbert para p = 2. Em particu-

lar, para p = 2 e 2 = R"”, temos a seguinte defini¢ao:

>



Definicao 1.3.2. Dado s € R, o espaco de Sobolev de ordem s é definido por
He={f € S (R") : F(N°F)(&) = (1 +[¢])2f(€) € L*(R")}.
Além disso, para cada f € H® tem-se que ||f|]§2 = Jan |F(2)P(1 + |2[2)* dz.
Usando a norma ||-[|, ,, néo ¢ diffcil ver que H* ¢ um espago de Hilbert.
Nao é dificil verificar que quando s ¢é inteiro maior ou igual a zero, temos que

H® = W*2?(R"). Agora, enunciaremos desigualdades e resultados importantes em
espacos H*(R™).

Teorema 1.3.1. Se s > 4 e f € H*(R"), entdo f € C(R™) 0 qual € o espago das
fungoes continuas g(x) que vao para zero quando |x| — oo. Em particular vale a

sequinte desigualdade:

[l e < Crs 112 (1.10)

Demonstragao. Ver Teorema 3.2 em [16]. O

Teorema 1.3.2. Ses > 2

5, entdo H® € uma dlgebra e se f,g € H®, entdo

1f9llso < s llflls2 191l

Demonstragao. Ver Teorema 3.4 em [16]. O

Teorema 1.3.3. Se s € (0

)
para p = nQ_"QS ou s = n(% — %) Em particular para qualquer f € H® com s € (0, 3),

), entao H® estd continuamente mergulhada em LP(R™)

vale:
1l Lo eny < el fllso- (1.11)

Demonstragao. Ver Teorema 3.3 em [16]. O
Combinando os Teoremas e |1.3.3] verifica-se por dualidade que:

Teorema 1.3.4. Se s € (0, ) e existe ¢, constante para qualquer f € LP(R") com

p= nz_’és, tal que:
Cn,s ||f||LP(]R”) 2 Hfos,Z' (1.12)

Em particular LP(R™) estd mergulhado continuamente em H ™.

Introduziremos por tultimo a Desigualdade de Interpolagao de Young que sera

utilizada como ferramenta nesse texto.

Teorema 1.3.5. Sejam f € LP(R™) e g € LY(R"), tais que 1 < p,q < 0o com
%—i—% > 1. Para

frg(x) = /]R f(x—y)g(y) dy (1.13)
temos que para % = ;1) + % — 1, vale
1 gl < (1 fllze llgllze - (1.14)
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1.4 Breve introducao a Teoria de Transporte de

Massa

Nessa secao, apresentaremos uma introducao basica a teoria de Transporte de
Massa e suas aplicacoes. O foco dessa secdo é apresentar resultados necessérios
para verificar uma desigualdade do tipo Gagliardo-Niremberg que sera de bastante

utilidade para deduzir os resultados principais.

1.4.1 Motivacao

A ideia dessa teoria foi criada para estudar o seguinte problema: Ha& uma quanti-
dade de “sacos de areia” ou “particulas” X C (R?, py) que precisa ser transportada
para (R? p1), com p; e py duas medidas probabilisticas em R? e bem definidas em
conjuntos borelianos. Se deseja minimizar o “custo” de transporte de particulas de

uma regiao a outra.
Definicao 1.4.1. A funcdo ¢ : R? x R — R serd chamada de funcdo custo.

Intuitivamente, o valor ¢(x,y) representa o custo pontual de levar uma particula
da coordenada inicial x em (RY, py) para uma coordenada y em (R? p;). Agora
enunciaremos a definicao formal do que seria o “transporte de particulas” conforme

a intuicao descrita acima.

Definigao 1.4.2. Seja T (po, p1) o conjunto de fun¢des mensurdveis T : (R?, py) —
(R%, p1), com po{TY(B)} = p1{B} para qualquer B boreliano. Denotaremos isso

por Typo = p1.

Assim, a motivacao da Teoria de Transporte de Massa corresponde a achar o
transporte com o menor custo que leva “particulas” de uma regiao a outra. Esse
problema tem aplicagdes importante nas areas de Economia, ()ptica, Metereologia,
Kinetic Theory e no estudo de Equacoes Parciais Diferenciais. Informagdes mais
detalhadas sobre o assunto podem ser encontradas em [26].

De uma forma geral, isso corresponde a achar um 7T o que resolve o seguinte

problema de Monge:
inf /d c(x, Tx)dpo(z). (1.15)
R

TeT (po,p1)
Nao é dificil verificar que existem casos em que T (pg, p1) é vazio e o problema
nao faz sentido.
O problema de Monge para ¢(z,y) = |z — y| e qualquer dimensao d do espago

euclideano foi resolvido por Evans e Gangbo em 1999 em [8] supondo que dpy(x) =



po(z)dz, dpi(x) = pi(x)dx e que as fungbes pg,p1 sao lipschitzianas e de suporte
compacto.

Os resultados de [§], resultados obtidos por Caffarelli-Feldman-McCann [7] e
Trudinger-Wang[22]. Também Caffarelli[o], McCann[I2] e Gangbo [13] resolveram o
problema de Monge para c(x,y) = h(x — y) com h fungdo convexa. O caso em que
c(z,y) = I(|x — y|) com [ estritamente concava também foi provado em [12] e [13].

Com todas as informacoes reunidas, nao é dificil verificar o resultado a seguir.

Teorema 1.4.1. Seja T : RY — RY uma aplicagio boreliana. T € T (py, p1) se, e

somente se, para qualquer G € L*(R?, py), vale:

[, 6Ty dps(a) = [ Gy)dmy). (1.16)

O problema de Monge pode ser modificado em outro problema de minimizagao
que sobe certas condigoes é equivalente a ele. Essa nova questdao corresponde ao

problema de Kantorivich.

Defini¢ao 1.4.3. Denotamos por I'(pg, p1) o conjunto de medidas p em R x R9,

tais que
o 1{B xR} = po{B},
o u{R?x A} = p{A}.

Assim, o problema de Kantorovich corresponde a analisar

inf /]Rdx]Rd c(x,y) dy(z). (1.17)

Y€ (po.p1)

Teorema 1.4.2. Se a funcdo de custo ¢ : R? x RY — R for ndo-negativa continua

e po, p1 forem medidas nao-atomicas, entao

inf /Rded c(z,y)dy(x) = inf /Rd c(x, Tx)dpo(z). (1.18)

v€T(po,p1) TET (po,p1)

Ou seja, os problemas de minimizacao de Monge e Kantorivich sao equivalentes.

Demonstracao. Ver demonstragao em [26] e [11]. O

1.4.2 Resultados da Teoria de Transporte de Massa

A partir dessa subsecdo a funcio custo ¢ : R? x R? — R dependera de uma funcio

h:R? — [0,00), a qual satisfard as trés seguintes hipéteses:

(H1) e(x,y) = h(z —y),



(H2) Timyj o0 & = 400,

(H3) h € C*(R?) é convexa.

Definigao 1.4.4. se u,v: R — RU {—0c0}, nds definimos:
o v%(x) = infyeqa c(z,y) —v(y),

o uc(y) = infyepa c(z,y) — u(z).
Definicao 1.4.5. Seja X C RY um conjunto convexo. Para cada funcio f : X — R,

a func¢ao

[i(x) = SUp T -y = f(y) (1.19)

¢ a Transformada de Legendre de f.

Definicao 1.4.6. Se e o sao medidas sobre mesma sigma-dlgebra V de X, se

B eV eo{B} =0 implicar que p{B} = 0, denotaremos u << o.
Nessas novas condigoes podemos enunciar dois importantes resultados.

Lema 1.4.3. Assuma que valem as hipdteses (H1),(H2) e (H3) e considere uma
medida p1o << dx, (To)up0 = p. Entdo existe uma fung¢do semicontinua superior-
mente vy : R — RU {oc}, To(z) = z — Vh*(Vug(x)), onde h* é a transformada

de Legrende de h e uy = v§. Assumindo vy = —oo fora do suporte de j1, entao Tp
mInImiza

inf / c(x, Tx)dpo(x). 1.20

it [ el Ta)dm(@) (1.20)

Além disso, vale a igualdade:

inf / ) dy(z) =  inf / T dyo (). 1.21
i e €@ dy(@) = ot e(@, Tr)dpo(x) (1.21)
Demonstragao. Ver [11]. O

Teorema 1.4.4. Assuma que valem (H1),(H2) e (H3) e que h é uma funcao radial.

Assuma também que pg << dz. Se

inf / \Tz)dpo(x) < +00, 1.22
e Tyt < oo (122)

entao existe minimizador Ty do problema de Monge e ele € unico. Além disso, vale

inf /Rdx]Rd c(x,y)dy(x) = inf /]Rd c(x, Tx)dpo(z). (1.23)

€L (po,11) TET (Hosp1)

Mais ainda, se também tivermos p; << dx, entao Ty também é funcao invertivel

em R? exceto num conjunto de medida nula.
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Demonstragao. Ver [11]. O

Agora, apresentaremos uma distancia que definird uma topologia sobre o espago

de medidas probabilisticas em R¢.

Definicao 1.4.7. Sejam po e 1y duas medidas probabilisticas em RY,

=

WP(IUOa :ul) = (% inf’YGF(Nowl){fRded ’x - y’pd’y(ag y)}) .

Observagao. No caso em que fig € 11 sdo medidas nao-atomicas, entao W, (o, p1) =
. 1

(Zlg lnfTGT(#o#l) Jra |33 - T.T’d/,bo(ﬂf))p.
Agora, introduzimos a nocao de métrica no espaco de medidas probabilisticas

que sera util para definicao de topologia e geodésicas nesse espaco.
Teorema 1.4.5. Seja 1 < p < 400, W,(,) € uma métrica em
PP = PRY) N {1 fpa |o? du(z) < +o}.
P(RY) ¢ definido como o espaco das medidas probabilisticas em R?.
Demonstracao. Ver [19], [26] e [I1]. O

Agora apresentaremos a definicio de curva e geodésica no espago (P? Ws), W,

é chamado de Distancia de Wasserstein.

Defini¢ao 1.4.8. Uma curva vy : [0,1] — (P?,Ws) € dita geodésica se para qualquer
t € (0,1), vale
Wa(v0, ve) + Wa(ve, 11) = Walyo, 7). (1.24)

Enunciaremos agora o resultado principal que caracteriza todas as geodésicas em
P2,
Teorema 1.4.6. Qualquer geodésica v : [0,1] — P? em (P? W3) € da forma
((1 — t)]I + thﬁ)#uo

para unica ¢ : R — R convexa, a menos de constante, e uma unica g € P2. 1 é o

operador identidade.
Demonstracao. Ver [26] e [19]. O

Seja a A : R — R uma fungao convexa. Definimos U(p) := [ga A(p(z)) dx, com
[z p(7) dx = p,{ B} para qualquer B boreliano em R? uma g, medida absolutamente

continua e probabilistica em R

Defini¢ao 1.4.9. Dizemos que U(p) é um deslocamento convexo se g(t) = U(p;) €
convexa em t com py = ((1 —t)I+tV@)upo para certa fungao convexa ¢, ou melhor,

se U(py) € fungdo conveza na varidvel t para qualquer geodésica p; em P?.
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Usando essa tltima definicao, chegamos ao ultimo resultado.

Teorema 1.4.7. Sejam p, p densidades de probabilidade em R® e para p, a geodésica
que liga p ap, isto € p, = (I(1 —t) + Vot)up com ¢ fungdo convexa existente pelo

Teorema de Brenier. Se:
o \TA(NY) é fungdo conveza em X, ndo-decrescente em X\ € (0, +00),
e A(0)=0.

Entao, U(py) = [ga A(pe(x)) dx é uma fungao convexa para t € [0, 1].

Demonstracao. Ver [26], [19] e [L1]. O

1.5 Algumas Desigualdades do tipo Gagliardo-
Nirenberg

1.5.1 Aspecto Variacional

Nessa subsecao sera analisado um problema de cédlculo variacional cuja solucao esta
diretamente ligada a uma constante 6tima da seguinte desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg na reta:

8 1
[0l oy < K N0l| 2y (102l 2 gy - (1.25)
Definigdo 1.5.1. Para cada u € H'(R), E(u) = 3 [ |u.|* do + | g Ju|* dz.

O problema consiste resolver o seguinte problema de minimizacao
inf { E(u) : ull, =1}. (1.26)

Supondo a existéncia de um minimizante u,, de FE, terlamos o fato de que u.
seria ponto critico de £ no espago das fungoes em H'(R) com norma [-||, unitaria.

Notamos que, us, deve resolver a equagao de Euler-Lagrange associada:
—u 4 |u|" % — NuP"u = 0, (1.27)

com A associado a relagdo de |ull, = 1.
A partir de agora usaremos o minimizante u., e o funcional E para construir a

desigualdade de Gagliardo-Nirenberg abordada nessa se¢ao. Note que

2
0o

< : (1.28)
2lull,  gllell;
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para qualquer v € H'(R) nao nulo. Reescalando a desigualdade em ((1.28)), trocando

u(z) por u(Az), obtemos

2 q
-1-2 e |l 1-1 Hqu

202" T alul

E(us) < A

(1.29)

para qualquer A > 0 e u nao nulo. Fazendo o teste da derivada em (|1.29), nao é

dificil verificar que o minimo do lado direito dessa desigualdade ocorre quando:

1+ 2A 15
= |:(1—Z)B:| Onde, (130)
p
ey Ml (1.31)
2l T gl

Substituindo esse novo valor de A em ([1.29)), pode-se verificar a seguinte desigualdade
de Gagliardo-Nirenberg;:
242p— 2(p—aq) a(2+p)

K b,q),2t2p=g p(2+q p(2+q
S 5 (1.32)

lull, <1

1.5.2 Relacgao entre Teoria do Transporte de Massa e Desi-

gualdades

Aplicaremos os resultados e propriedades da Teoria de Transporte de Massa para
estimar as constantes 6timas de certas desigualdades do tipo Gagliardo-Nirenberg.

Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em [IJ.

Teorema 1.5.1. Uma p densidade de probabilidade com suporte compacto em R"
e HY (p) = [z F(p(z))dx um deslocamento convezo, com F diferencidvel. Se p :

[0,1] — P? é uma geodésica, entio vale:

HE (pr) = H () 2 [ po(@)V(F (o)(@))(T = D(@)do. (133

Demonstragao. A demonstragao estd formalmente feita em [2]. Em [I] hd um esbogo

da ideia da demonstra¢ao usando integragao por partes. O]

Usando a notacdo Pr(x) = zF () — F(z), o resultado acima implica a

seguinte desigualdade

~ HF () < —HF+Pr () — /R oV (F (po))T(x) da (1.34)

Considerando ¢ : R® — R uma fungao estritamente convexa que satisfaz ¢(0) = 0

e lim; o0 % = o0o. E, assim, pela simples definicao de transformada de Legendre
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de ¢, temos outra nova informacao
= V(F (po))T(x) < e(T(2)) + ¢ (=VF (po)). (1.35)
Unindo as duas tltimas desigualdades verifica-se que

— H (pr) < —H" (o) + [ poc’ (= F (po)) do+ [ po(a)e(Ta) o (1.36)
Para simplificar a notagao, denotaremos

HE (p) == H(p) + Jen c(y)p(y) dy

para qualquer densidade de probabilidade p em R™. Assim, utilizando o Teorema

1.4.1, a ultima desigualdade ¢é equivalente a
~H ) < —H )+ [ (CVE o) (7

Nota-se que é um fato conhecido que se ug, p1 sao duas medidas borelianas absolu-
tamente continuas e probabilisticas em R", entao existe transformacido mensuravel
T tal que Tyupp = p1. Portanto, esse fato implica que a desigualdade (1.36]) pode

valer para quaisquer pg, p; densidades de probabilidade, logo vale que
sup —HY (p) < inf —H"* "7 (p) + [ pe'(=VF () da (1.38)
p R™

Além disso, para T = L e py = p; ocorre igualdade em (1.33)), ver [1], e a igualdade em
ocorre se, e somente se, V(F'(pg) + ¢(x)) = 0, por defini¢do de transformada
de Legendre de ¢ dado por ¢*. Logo, existe a possibilidade de obtermos a seguinte
identidade

sup —HY (p) = ir;f —HEPr(p) + | pc*(=VF (p)) da. (1.39)
D R”

Para finalizar esse topico precisamos do seguinte resultado.

Teorema 1.5.2. Sejamn > 1 e F : [0,00) = R com F € C[0,00) N C?%(0,0) tal

que (0,00) > & — 2" F(x™") é uma fungdo conveza e decrescente. Sendo
Pp(z) = 2F (z) — F(z)

ec: R" — R" fungio estritamente convera com ¢(0) = 0 e limm_mo% = 0,

entao valem (1.37) e (1.38), de modo que a densidade de probablidade que satisfaz
a igualdade em (1.38)) deve satisfazer V(F'(po) + ¢) = 0.

Combinando o teorema com a densidade de fungoes suaves e regulares em densi-

dade de probabilidades de R™ em espacos L? com ¢ > 1 é obtido o seguinte resultado.
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Teorema 1.5.3. Se ¢;(x) = % e ¢:[0,00) = [0,00) € uma func¢ao suave injetiva

e com ¢ (x) # 0 se x # 0, entio vale a sequinte igqualdade:

su —H (p) = inf —HE PR (p(u(z
{p(x)zo:ugnuzu o (P) {u(@): |$(u) ]| ,1=1} (@)

R
Além disso, o p que resolve essa igualdade acima satisfaz p(x) = ¢(u)(z) e

KN

V((F(@() (@) + ) = 0. (141)

Demonstracao. Veja [1] e [2]. O

Antes de enunciar o resultado final dessa subsecao, precisamos de duas afirmagoes

provadas em [1]

Teorema 1.5.4. Sejam p,q € R, tais que 1 < p < q. Seja H : [0,00) — R uma

fungdo de classe C* em (0,00) satisfazendo H(uP) = @, onde u € uma fungdo

radial e ndo-negativa solugio de —u" +u?' — XuP~' =0 para um \ > 0. Entdo, H

resolve a sequinte equacdo diferencial ordindria

2 2p—2+gq p— ” 2 -1 ptq—2 2 2p—2 ’ 1
(PP o™ () + [(1 4+ 2P =)= 3= Bl () = L
q q p 229

Corolério 1.5.5. Se ¢ =1+ %, entdo a fungdo

H(w) = ww;_é +a (1.43)

resolve a equagao diferencial ordindria (1.42)) e a respectiva func¢ao u radial e positiva

do Teorema satisfaz

(p—2)? 1—* 2
uw) = [ | F el 4 )7 (140

. , ~ 1" _ .
Com f3 escolhido de modo que u é solucio de —u + ud~! — \uP~! = 0.
Uma consequéncia desse ultimo teorema é o seguinte resultado

Teorema 1.5.6. Sen=1c¢l<g=1+ g < p, entao para

'@\H
Wl

é(x) = 2P, F(z) = zpw (1.45)
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a expressao (1.39)) fica para essas escolhas de F e ¢ igual a

2)
sup —Hl:(p) = inf Ap+2) /|u )| dz
p@)>0:llpl =1} 2 {u@) lllull1=1} (p — 2)?
2)
+(p+/ \Vu(z)]>de. (1.46)
2(p
Demonstracgao. Pelo Corolarlo _ presente também no artigo [1], temos que

H(uP) = (2(1—|—§))( )2 +a = |2| para o u(z) da forma (1.44]) com norma ||ul|,;, =1
e para « constante associada a ((1.44]) a ser escolhida depois. Para p(z) = |u(x)[?,

verifica-se que p(z) é densidade de probabilidade em R. Além disso, como explicado
pouco antes a igualdade em ((1.38)) ocorre se p(x) = |u(x)|P e se

: =

F (g(u)(a) =7~ (1.47)
para alguma constante . Assim, substituindo ﬂ por H(u?) na igualdade (1
obtemos uma nova expressao para o valor de F' (|u( )|P). Combinando essa ultlma
informagao com ¢ em ([1.39)), obtemos ({1.46]).
Além disso, pode-se calcular explicitamente o termo u(x), usando que F(x), para
v = uP, deve satisfazer
F(v) P (-t s (1.48)
V) = ————UP v —a)v+0. :
(p—2)?
Esse termo foi encontrado integrando em z o novo valor achado de F'(|ul?)(z).
Como «,y foram escolhidos como quaisquer constantes para achar antiderivadas,
assim como § ver ([I]), temos podemos escolher « =, § = 0 e v = u? em (|1.46)),

segue que

_ M T2 Tz
u(z) = [4(p+2)] (> + )75, (1.49)

Com K em funcdo de o e p. E por observagoes anteriores, como o infimo do lado
direito de estd associado ao inverso da menor constante C' da Desigualdade
de Gagliardo-Nirenberg |||, < C 17]35°7 IV R]|%, descrito numa secdo anterior,
basta substituir o valor de u(x) achado no lado direito de para achar a
constante 6tima desse tipo de Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg. O

Em particular achamos a melhor constante Kgy de ((1.25)).
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1.5.3 Outra Desigualdade Otima do tipo Gagliardo-
Nirenberg

Nessa subse¢ao, estudaremos a seguinte desigualdade na reta, provada no artigo [5],

1 2
vl oy < Crllullzz IVyllZs (1.50)

com o objetivo de achar a menor constante C; para a qual a desigualdade acima
vale. Por densidade de S(R) em H'(R), podemos apenas analisar a desigualdade
no espaco de Schwartz. Nesses casos, por y(x) ser continua, existe zy tal que
ly(z0)| = supgeg |y(x)|. Por invaridncia da Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg
por translacao e multiplicacao por escalar positivo, podemos assumir xo = 0 e que
ly(0)] = 1.

Portanto, nessa nova situagao de y(z), obtemos que

[ @) de < [ Jy)P da. (1.51)

Definimos agora
f(s)=(s*— %)% para0 < s <1, (1.52)

de modo que para 0 < s < 1

df , . 1(25* —6s°)
Consideremos agora a fungao auxiliar
:/uf(s)ds, 0<u<l. (1.54)
0
Assim, pelas definicoes de f e de F', obtemos que
ly(z1
Fytel) = Flotel =1 [ 1s)ds (1.55)
< ly(z1)] = ly(z2)ll (1.56)
< ly(z1) — y(a2)]- (1.57)

Note também que F'([y(-)))(z) = f(|ly(x)|)(sign(y(z)))y (z). E pela desigualdade

de Holder, temos

L Aly@Dly @l dz < ([ (Fly@D)?dn)t([ ' @Pde)s  (1.58)

= (lyllz> = llyllze)? |}y (1.59)

2’
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Além disso, também temos uma cota inferior para [ f(|y(z)|)|y (z)| dz, pois

[ ity @lde> [~ [+ [ Jsign(y <|y< Dy () dz (1.60)

_ /*‘” / dF |f‘/ (1.61)
— 2F([y(0)]) = 2F(1). (1.62)

Assim, combinando as ultimas duas desigualdades, obtemos que

2F(1) < (lyll3 - I1§)? [}y (1.63)

5"

Definicao 1.5.2. Denotaremos V (y) = Hy”g Logo, a desigualdade (1.63) € equiva-

lyll3 "
lente a
1 1 ’
Vi< 2F( s =Rl o, (1.64)
Usando que 0 <V < 1 e desigualdade entre as médias aritmética e geométrica
obtemos (V(1 — V))i < % além disso a igualdade s6 ocorre se V' = 5. Com relacao

a F(1), temos entao

Em particular, a desigualdade ([1.64]) implica em

191 < () I o (1.65)

que é equivalente a Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg enunciada nessa segao.

Note que se as desigualdades (1.60)), (1.63)), (1.64) fossem igualdades e V(y) = 3

obteriamos igualdade em (|1.65)). Ou seja, a melhor constante da Desigualdade de

1 1
4F(1))3‘
Nao é dificil verificar que as condi¢oes para ocorrer igualdade em ((1.65]) sao:

Gagliardo-Nirenberg seria (

° V(y) =3

27

o |y (2)] = c(f(Jy|(x)) para haver igualdade na desigualdade de Holder entre 3/
e f(lyl) com ¢ >0,

o [y| = sign(y)y se x < 0e |y | = (—sign(y))y se x > 0 para que 2F(1) =

Fy(@)Dly ()] da.
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E facil verificar que as duas condi¢des serem simultaneamente veridicas se e s6 se

valer

y () = cf(Jy(2)]) sex <0, (1.66)
y (z) = —cf(Jy(x)]) se x > 0. (1.67)

Dado que y € H', a condicio acima de 3 implica que y(z) > 0 q.t.p., caso contrario
existiria um intervalo da forma [a,+00] ou [—o0,b] no qual |y(z)| > € para algum

¢ > 0 o qual contradiria y € L*(R). Agora note que

Iyl = 3+ 516 1S — 2 13] = [ w(e)® — y()? + 5 [69(2)° — 29(2)?] do. (168)

Suponha agora [0, 7] seja o maior intervalo contendo 0 em que y(z) = 1. Note

que ([1.66]) e (1.67) mais f ser maior igual a 0 e y(x) > 0 implicam que y(z) é
monotonamente decrescente em R, e y(x) é monotonamente crescente em R_. Logo,
o conjunto onde y(z) = 1 deveria ser um intervalo compacto por |y(z)| — 0 quando

|z| — oco. Nesse contexto, terfamos as seguintes igualdades, para h(z) = y(z)® —
y(@)* + 5[6y(x)° — 2y(x)?], dadas por
1 T o —+o00
[ v@) = y@? + 6y(@)° — 2@ de = [ h@)do+ [ h@)de+ [ @) do
R o —00 T
o +o0o
=(r—02-[[ +[ Ifue)

+y) f(y(@)2f (y(x)) do
(1.69)

usando a definicao de f e de sua derivada. Mas também podemos concluir que

Flota)de = [ £+ o) o) dy

= /10 i(f(y) +yf (y)dy) =0

(NI

[ Pw@) + v f o)
T (1.70)

por y(x) ser estritamente decrescente e com derivada continua em R, . Por analogia,

verifica-se que [ h(z)dx = 0 e os termos do lado direito e esquerdo de ((1.69)) sao

nulos por causa da hipdtese de valer condicao V = % Em particular todas essas

ultimas computacoes implicam que se y(x) = 1 apenas em z = 0 e y satisfazer

condigoes (|1.66)) e ((1.67]), entao esse y(z) satisfaz igualdade em (|1.50)) a desigualdade

de Gagliardo-Nirenberg com a constante 6tima.
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Defini¢ao 1.5.3. y;(z) = u € definida como fungao inversa de:

a::/ulMds, (1.71)

para 0 < u < 1.

A partir de agora, denotaremos y»(z) = y1(|cz|), nao é dificil verificar que essa
nova func¢do yo(z) satisfaz as mesmas condi¢oes enunciadas antes para V, ,
e yo(x) = 1 se, e somente se, x = 0. Se y35 e y5 fossem integraveis em
R, poderiamos repetir as contas feitas em y(x) para ver a igualdade V (y,) = % e
assim existiria uma funcao que satisfaz a igualdade na desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg, assim a constante dessa desigualdade seria 6tima.

Portanto, estudaremos agora a integrabilidade das poténcias citadas de yq(z),

lembrando que esse ¢ é a mesma constante positiva que aparece em y(x).

> 2 gy — & 8
| willeal)?do = = [ (@) da (1.72)
! 2gp = L [0 2%
E/R(yl(x)) dr = 0/1 wio-du, (1.73)
1 /0 sdx 1/t 1
- B _ = 19 _ ,4\—%
c/1 wo du c/o w(l—u)"2du < +00. (1.74)

Logo y,(x)? é integravel e de maneira andloga é ficil ver que yy(x)?

¢ integravel e
pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg dessa subse¢io, verifica-se que y§ também
é integravel na reta. Em particular, sabe-se que y»(x) é par e positiva, logo dilatando
essa fungao e multiplicando por escalar verificamos que existe fungao par e positiva

que maximimiza em H!(R) o seguinte operador

_ IVl

HO =" 7

(1.75)

Sendo esse maximo uma fungdo par e positiva g(x) que é ponto critico de H em

H!, resolvendo a equagdo de Euler-Lagrange oriunda de dH(g)(¢) = 0 para todo

¢ € S(R). Verifica-se que g pode ser transformada utilizando dilatagao, translacao
e . . . 1 1

e multiplica¢do por escalar na fungao positiva e radial m(x) = (3)isechz(2x) e logo

a melhor constante pode ser achada aplicando m(z) em H(-).
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Capitulo 2

Transformacoes de Calibre

2.1 Primeira Transformacao de Calibre

A Transformacao de Calibre que aqui estudaremos foi pela primeira vez apresen-
tada por Hideo Takaoka para estudar um modelo unidimensional de equacao nao
linear com derivada de Schrodinger no artigo [25]. Os operadores serdo definidos em
espagos da forma C([—T,T]; H*(T)) e seguiremos de perto as ideias trabalhadas no
artigo [14].

Defini¢ao 2.1.1. Se u € L*(T), definimos

1 2T rx 9 1 9
@) = o= [ [ ) = o= luffa dy do. (21)
Observagio. B facil verificar que J(u)(x) é periédica por |u(y)[* — M;& ter média

Zero.

Com essa primeira definicao, podemos definir agora a primeira transformacao de

calibre.

Defini¢ao 2.1.2. Se f € L*(T), definimos
9(f) (@) = e 7D@ f(z). (2.2)

'LL22
Seja @ L*(T) — R tal que para cada u € L*(T), p(u) = %% Assim, se

u e C([-T,T]; L*(T)) e u tem norma L*(T) conservada no tempo t, entio a trans-

formacdo de calibre de u é

Gu)(t, x) = g(u(t))(x = 2p(u)t). (2.3)

Agora, provaremos o resultado que garante ser possivel estender esse operador

como homeomorfismo em C([—T7, 7], H*(T)) para qualquer s > 0.
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Lema 2.1.1. Se s > 0, entdo a transformacao
G:C([-T,T]; H*(T)) — C([-T.T]; H*(T)) (2.4)
¢ um homeomorfismo. Além disso, para qualquer r > 0, existe ¢ > 0, tal que, para

u,v € By, = {u € C([=T,T); H(T)) : sup [[u(t)|

[t|I<T

H3(T) <7, pu) = :u} (2.5)
temos, para qualquer > 0 que

|G (u)(t) = G(v) ()]

Ho) S € [u(t) —v(t)]| Hs(T) * (2.6)

Além disso, a aplicacdo inversa G—' satisfaz as mesmas condicoes de G.
Antes de provar o Lema [2.1.1] precisamos dos seguintes resultados:

Lema 2.1.2 (Desigualdade Multiplicativa de Sobolev). Vale a desigualdade
19l oy < C ISl e 191 2o (2.7)

o> 1
para 3 =
% + € caso contrario.

Demonstracao. Note que

19l ey = [ 1] Fla =3 dyP+|af)d (28)

Para qualquer r» > 0, existe C' > 0, tal que

(1+ |z < CEHE 4 01 + |2 — y|?)?,

(I+|z—y[?)"
logo vale
. ) 1 + |y|2)oc+r
2 < C/ / o d 2 (
19 oy =€ [ 1| Flz=5)g(y) dyl 0+ o —yP)r
—l—C/\/fx— y)dyl*(1 + |z — y|*)*dz. (2.9)
Pela desigualdade de interpolacao de Young, temos que
o2 < (| LG gl )+ CU e Il 210
(1 +[2?)7" |,
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Usando desigualdade de Hoélder, obtemos também que

f L 7’ (0%
‘m_’(x|)2) <1 g [ (1 ) 70F| (2.11)
Lt
191120 < CLIFI g - (2.12)
0

O caso em que a > =, H*(R) é algebra e a proposigao segue diretamente. No

outro caso, tomamos r = £ + ¢ — a e (2.11)), (2.12)) combinados com (2.10)) implica

(2.7) para a < %, 0 que encerra a demonstracao.

Observagao. O Lema vale para T no lugar de R e a demonstracao é analoga.

Lema 2.1.3. Para qualquer s > 0 existe ¢ > 0, tal que para f, g,h € H*(T), temos

que

H(ei“(f) — i(9) hHH < ceM s +ellalltrs

If =gl

e (213)

| F s + N9l e i

Demonstragao. Provaremos a desigualdade primeiro no espago
Sper = {f € O(R*,C)| f(t,2 +27) = f(t,), SuP(y)ep2 [t 01205 f (¢, 2)| < o0}

e usaremos depois o argumento de densidade em H*(T).

Usando uma desigualdade multiplicativa de Sobolev da forma:

19l e < Clf e gl gz (2.14)

para

a, se o > %,
b= ) ) (2.15)
5 T € qualquer € > 0 e C' depende de e.

Primeiro, temos por simples contas que

(eiJ(f) _ o9 Yh = hi(J( i ; Z ))k—l—j' (2.16)

Usamos o fato de H(T) ser algebra se 8 > 3. Aplicando a desigualdade (2.14) em

[2.16)) e sendo s* = sup{s, % + €}, com % > ¢ > 0 a ser escolhido depois, obtemos

' ' | k—1
Hh(e”(f) _ e”(g))HHs < |l s 1T(f) — Z p Z 1J(f
(cHJ(g>|H;)’“‘1"- (2.17)
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Notando também que

& l Cc > 1 — —1—19
Podemos concluir que
[P — TN < Bl 17(F) = T ()] D +elI@ o 9 9)

Usando a defini¢ao de H S/(T) e o fato de J(h) ter valor médio zero para qualquer
h € L*(T) temos que

1T = T@I%0 = 32 1T = J(@)()P(1+ n])> . (2.20)

n€eZ\0

Agora, para f,g € Sper, temos que f € H'(T), logo nesse caso terfamos que
J(f), J(g) € HY(T), logo vale

~

0u(T(f) = T(9))(x) = 3 2min(J(f)(n) — T(g)(n))e*™™* q.t.p. (2.21)

nel

Logo, segue que

2= YA ()n) = J{g) )P+ > 2l (2:22)

ne”

10:(J () = J(9))|

Assim, fica facil verificar que existem constantes positivas fixas ki, ko para quaisquer
f,g € H*(T) com

k[[0:(T(F) = T g < 1) = T o < F2[10(T(F) = T (@)l o -

Mas 0, J(f)(x) = (|f(z)]* — |flLQ) q.t.p. Assim, segue

172 — lgl7
10:0) = Ty < 1 = 9P, + | Lzl (223
™ Hslfl
J4 que, para qualquer constante m > 0, ||m|| ., =m, segue de (2.23) que
2 L 11z = ol
10:(7 (1) = Tl g < [[IFP =19 o, + T2 (2.24)

Agora, terminaremos a demonstra¢ao do Lema [2.1.3| resolvendo trés casos e es-
colheremos € < 2s, se s > 0 para poder usar desigualdades de Sobolev em um dos

trés casos.

1. s=0.

Nesse caso,usando Desigualdade de Minkowski, desigualdade de Hoélder para
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p = 2 e definicdo de operador J, obtém-se que

i) _ e“(g)HLoo < |[J(f) = J(9)]| s

<20 f 2 + gl p2) [1f = gll 2 -
Com isso, é obtida pela desigualdade

o) _ gil(9)

o S 20 Mz + gl o) 1F = gll g2 1Al 2 - (2.25)

Finalmente a densidade de S, em L*(T) implicard o resultado do Lema

nesse caso.

. s> % + €. Nessa condigao, tem-se que H*(T) é uma algebra, assim vale

(1@ = [g()P|

=@ :v—g@D+g@Mﬂ@—g@MH
< |f@) (@) = g@))| . + |9@)(F(2) — g(@)],
< (£

H*(T)

e T ||g| s

Combinando essa ultima desigualdade com

2 2
LAz = gl | < I = gll s LAl g =+ g1l gre)

e a desigualdade (2.24)), obtemos o Lema no segundo caso usando densi-

dade de Spe, em H®.

. s < % + €. Primeiro, note que, para p = (1—;), e quaisquer funcoes u,v € Spey:

lullvlll -3+ < Clllulvll|» pela desigualdade (1.12).
< C'Jull g2y [|v]] 12 por Holder.

< Cllullys

.

Em particular, para u(z) = |f(z)| e v(z) = | f(z)| — |g(x)|, repetindo o argu-

mento acima e usando que ||f(z)| — |g(x)|| < |f(z) — g(z)], obtemos

I @If @ = g@)DI - gee < C UMl (2.26)

Trocando, f por g na equagao (2.26) e usando a equagdo a mesma, obtemos

(11 @P = 1g@)P|,-gc <CUFlls +lallzs) 1f —gllys - (227)

Usando as desigualdades (2.27)), (2.24) e a equivaléncia de
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concluimos a veracidade

10:(J(f) = Tl ;- com [[J(f) — J(g)]
do Lema [2.1.3 nesse caso.

’
Hs?

Assim, todos os casos foram feitos e, logo, por ([2.24]), segue que existe C' > 0, com

102(J(f) = T o < CCUIF

If — g

e - (2.28)

e+ 9lgs)

Isso ultimo combinado com a equivaléncia da norma da derivada da diferenca em

’ !
H* ! com a norma da diferenca em H* finalizam a demonstraciao do lema. O]
Agora, podemos demonstrar o Lema [2.1.1], e consideramos u,v € B, ,.

Prova do Lema[2.1.1 Primeiro, note que, usando o lema multiplicativo de Sobolev
e o raciocinio da demonstracao do Lema es = sup{s, % + €} para mesmo € do
Lema temos que

ult,2) (3 L@

G (0] = :
keN : Hs
H5(w(®) (@),
< Cllully. X e
neN :
< C'|uf e eCHJ(U(t))HHS/

< C |[ul| . e IO Frs

Em particular, isso implica que o mapa G é bem definido. Usando a desigualdade

triangular, obtemos

G (u(t) = Gu(t))]

e < H(e—iJ(u(t)) _ e—iJ(v(t)))(t)‘

e = e 0]+ 160 0

Hs -

Usando o Lema e o fato de |[v(t)]| s , [|u(t)]| s < 7, para qualquer ¢t € [-T,T7,

obtemos que

s < (207‘262”2 T er2e” 4 1) [(uw—v)(t)]

1G(u(t)) — G(u(t))|

e - (2.29)
Assim, provamos que G ¢é Lipschitz em B, , e ¢é facil ver que
G (w(t))(x) = e trans2uev®) trang) , v(t, 1). (2.30)

Com transy, v(t, r) = v(t, z+h), assim provar que G~' é bem definido e Lipschitz em
B, ¢é totalmente andlogo. Assim, terminamos a demonstragdo do Lema [2.1.1] [
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2.2 Segunda Transformacao de Calibre

Agora, estudaremos a variante da transformacao de calibre dada para qualquer 8 > 0
por:
G(u)(x) = e o lutw)l? dy, (2.31)

Essa nova transformacao sera usada para a demonstracao do resultado final deste
trabalho. O  sera escolhido de forma conveniente.
Ambas transformacoes de calibre apresentadas serao uteis no estudo a ser reali-

zado no modelo:

(b, ) + U (£, ) + (uP) (¢, 2) =0, (¢,2) € R x T,
u(0,z) = up(z)e H'(T).

O seguinte resultado, referente a segunda transformacao, sera importante.

Lema 2.2.1. Seja T =[0,1]/{1 =0}. Seue H(T!) e
F(u)(y) = e~ Jo 1)l dy, (2.32)
Entao, F(u(y)) € H(T), mais ainda vale:
F(u),(z) = —iﬂ\u(x)]ze_wfoz Wy g ¢ p. (2.33)

Demonstragdo. Temos que a func¢io g(x) = ¢ é suave e tem derivada limitada em
R. Além disso, a fungdo h(z) = B [y |u(y)|* dy estd em H'(T), pois u € H'(T) C
C([T]) c C([0,1]), logo u* € L(]0, 1]).

Assim, h(z) é fungao absolutamente continua e, por isso, h,(z) = Slu(z)|?

q.t.p.
Por outro lado, dado que u € C([0,1]) e [0,1] é intervalo compacto, segue que
heh, € L*(T). Isso mais o fato de que para qualquer ¢ € C§°([0,1]), termos
v(x)¢(x) absolutamente continua se v for absolutamente continua, segue que usando

a versdo continua da fungao h(x), que:

[ hew)ol) + (56 () dy = v(DR(1) — o(OR(O) = 0. (234)

Portanto, isso conclui que h € H'(T) e usando a informagio que g(x) é suave

com derivada limitada, por um resultado do capitulo de preliminares, segue que

F(u)(z) = g(=h)(x) € HY(T) e que derivada de F(u)(x) é dada por O

Usando o Teorema [1.1.3 para f(z) = e* e para g(z) = [ |u(y)|*dy com

u € L*(R) obtemos o seguinte resultado:
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Lema 2.2.2. Se u € L*(R), entdo e Jo )2 dy h(zx) satisfaz
ho(2) = —iBlu(z)|2e [ WO dy. (2.35)

Em particular, h pertence a H'(R).

Todos esses resultados das transformacoes de calibre serao usados nas demons-

tragoes dos resultados dos préximos capitulos.
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Capitulo 3

Solucao (Global para a equacao
nao-linear de Schrodinger com

derivada em R

3.1 Solucoes globais com restricao da massa

Primeiramente, iremos abordar a primeira aplicacdo da Transformacao de Calibre
na equacao nao-linear de Schrodinger com derivada (NLSD) escrito no artigo [27]
de Yifei Wu. E apresentada uma restricao de massa que permite provar a massa

critica para existéncia global da solugao em C(R, H*(R)), da seguinte equacio:

(3.0)

i0pu(t, ) + O%u(t, x) = i0,(|ul*u)(t,z) (t,z) € R x R,
uw(0,7) = up(z)€ H'(R).

O resultado principal deste capitulo é o seguinte:

Teorema 3.1.1. Se uyg € H'(R) ¢ ||u0||2LQ(R) < 4w, entdo o problema de Cauchy
[B.0) ¢ globalmente bem posto em H'(R).

Formalmente, verifica-se que a solugdo em H' dessa equacao de (NLSD) satisfaz

as seguintes leis de conservagao: a Massa de u
2 2
M (u(t)) = [lu(®)|lz> = lluollz = Mo, (3.1)
a Energia de u

Ep(u(t) = [ () + 5 T ) Putym(e) + S lu(0)) dz = Bp(u),  (32)
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e o Momento de u
Im/ Uz (t)u(t) de + = / lu(t)|* dov = Pp(up). (3.3)

Usando a variante da Transformacio de Calibre v(t,z) = ¢ ffoom(t’ywdyu(t,x),

verifica-se que para qualquer p > 0, [[v(t)[| gy = [w(t)|| 1o (g)» em particular massa
de v(t) é conservada e igual a Mj.

Além disso, o fato de u(t, z) ser absolutamente continua em x por u(t) € H'(R)
e usando o Teorema [1.1.2| encontrado no capitulo de preliminares, vale que o pro-
duto (h(t)u(t))(x) é uma fungio absolutamente continua e (h(t)u(t)), = hy(t)u(t) +

v(t)h,(t), agora, para v(t, ), temos primeiramente que
0a(t,2) = (tg(t,2) = iBlu(t, @) Pult, x))e o O, (3.4)
Assim, tem-se que
loe(®)1I72 = lua(®)l72 + 8% ()l + 26 Im/R Jul*uti () da. (3.5)

~ . . . 2
Usando a equacdo acima e substituindo ||u,(t)||7: pelos termos da con-
servacao da energia Fp aparecera um coeﬁciente nao necessariamente nulo vezes
Im [ |ul*utiz(t) dz. Mas, escolhendo 8 = 2, ndo haverd o termo Im [ |ul*ut,(t) dz

na nova identidade, e ela sera

o (81172 — 116 lo(®)llze = E(v(t)) = E(v(0)). (3.6)

Também usando a igualdade (3.4)), verifica-se uma nova lei de conservagao para v,

o “momento”, dado por
P(u(t)) = —Im/ wou(t) de + - Hv( )L, = P(u(0)). (3.7)

Agora fazendo o uso das desigualdades de Minkowski e Gagliardo-Nirenberg
6 4 2
gl zom) < 72 lgllze gzl
obtemos para u(t,x) e v(t,z):
3 3
luz(@)llz2 < ozl + 7 [0@)]1s
3
< M@l e + o 0@z oz ()1l 2
3 2
< (1 5 Mo) JJo(8)1[72 -
Em particular, usando a conservagao da massa, obtemos que se |[u(t,)|;;: tende para
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400 para certa sequéncia t,, indo a T' ou a +o00, sem perder generalidades, temos
que o mesmo ocorre em |[v(t,)|| ;1. Assim, pela alternativa de blow-up, temos que
u é globalmente bem posta com solugdo em C(R, H'(R)) se ||v,(t)|| 2 for limitado
por uma constante positiva para qualquer ¢ do dominio de v.

A vpartir de agora, supondo por contradigdo que wu(f,x) nado pertence a
C(R, H'(R)) para certo uy com |jugll3» < 47 e pelas observacoes feitas e por u
e v terem mesmo dominio, basta estudar se v(t,z) € C(R, H*(R)).

Seja (=T}, +1T5) o intervalo maximal em que v € C((—Ty,+7;), H (R)). Entao,
existe uma sequéncia ¢, convergindo a Ty e lim, o ||vz(tn)| 2 = +00, noO caso
da sequéncia ir a —7T} a demonstracao da contradicao é totalmente analoga e sera

omitida. Para essa sequéncia seja:

et
L ETRTEN (38)

Assim, temos que da energia em ({3.6]), pode-se obter a igualdade:
lo(t)I7e = 162 ([lva(ta) 72 — E(0(0))). (3.9)

Relembraremos também o primeiro tipo de desigualdade de Gagliardo-Nirenberg

citado na secao de preliminares:
8 1
12/l Loy < Can 12l Laey ez - (3.10)

Assim, com todas as conclusoes obtidas e ferramentas enunciadas, podemos entao

provar o seguinte resultado

Lema 3.1.2. Eziste uma sequéncia €, — 0 quando n — oo tal que
_9
20058 + €, < frn </ M. (3.11)

Demonstracao. Pela desigualdade de Holder segue que

lo(ta)lza < lo(ta)llzs llo(t)lz: |

portanto, obtemos que f, < ||v(t,)]|7. = My. Além disso, usando a desigualdade de
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Gagliardo-Nirenberg (3.10) e equagao (3.9), obtemos que:

Con llv(ta)ll 7o
vz (£n) I 22
Con llv(ta)ll7e
(55 vt 76 + E(u(0)))s
Con llv(tn)llze

ta)ll2e + 16E(v(0)))5
1

(1 + 162000 3

6
o)l

fo 2

(l[v

- 2CG

—~

Zlo

Mas, pela conservacao da energia em ([3.9) e a hipétese de lim,,_, ||v(t,)]| 2 = +o0,

temos que o ((tv()H)G) vai a zero quando n vai a infinito. Isso implica imediatamente
n)llz6

_9
que: f, > 2Cqy + €. O]

Agora definiremos ¢(t,z) = e“v(t,xz), é facil verificar que por v(t,z) e e™*

serem fungdes absolutamente continuas em x que ¢(t,x) também é uma funcdo

absolutamente continua em z e vale:
bu(t, ) = ““(iav(t, z) + va(t, ) q.t.p. (3.12)
Assim, segue a seguinte identidade
1626172 = llo(®)][72 + 2 Im/R@vx(t,l’) dz +o® |[u(t)] 72 (3.13)

Dado que [¢(t, z)| = |v(t, )], segue entdo [[¢()[| » = [[o(t)] L, para qualquer p >0,

logo vale:
E(é(t)) = E(w(t)) + 20 Tm /]R oa(t, ) da + o o (t)]|2 . (3.14)
Note que
B((tn) = I (ta)l3s = 15 000
> g 1015 101 — = ol
= (e ol I Nt 72° — <) (i)l

16
18 o 1
= (€t = 1) o)l

Em particular a estimativa em E(¢(t,)) e a identidade (3.13)) implicam que para
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qualquer o > 0 vale a desigualdade:

1 o 1
— Can fu") () 7s Sy Mo+ gE(v(O)).
(3.15)

Agora temos todas as ferramentas e hipoteses necessarias para demonstrar o teorema

— Im/ (tn, z)vg(t,, x) dx < (1

principal do capitulo.

Demonstrac¢ao do Teorema[3.1.1. Usando a desigualdade (3.15)) e a conservagao do

momento em v (3.7)), obtemos para qualquer a > 0 a desigualdade:
1 1 2FE(v(0
ol < G — 407 ot o + 020y + 229D 4 ypiugo)). (3.16)

Se (£ —Caon /i) [v(t.)]|Ss < My para infinitos indices n, escolhendo o = 1, teremos

para esses infinitos indices que
Hv(tn)H; < 2My + 2E(v(0)) + 4P (v(0)). (3.17)

Por outro lado, |[v.(t,)]|;2 — 400 e a conservagdo da energia E(v), implica que

lim,, o [|U(£5)]| ;6 = +00 € 0 Lema|3.1.2implica que limnﬁoo lv(t)]| 4+ = +00, 0 que
implica ser impossivel existir infinitos indices n com 7 < 4O 3 f4.

Portanto, resta verificar o caso em que (15 — Confn Hlwt)Ss > My

para n suficientemente grande. Nesse caso tome para cada indice n, «, =

\/Mo_l(% — O f) |Jv(ta)||Ss e & facil ver que oy, > 1 nessa situacdo. Assim,

usando a desigualdade (|3.16]), obtemos

ot 3 < Mg y/(1 = 16CGE 179) [o(ta) |6 + 2E(w(0)) + 4P(0(0)).  (3.18)

Dividindo a desigualdade acima por ||v(t,)||3s e usando as propriedades de f,,, ob-

temos

2E(v(0)) + 4P(v(0))
v (ta)ll7e

tende para zero quando n vai a +oo e

fo < Mgy1— 16058 4 + (3.19)

2E(v(0))+4P(v(0))
lo(tn) B

1
Mg /75 — Can fr* é uniformemente limitado por cima pelo Lema [3.1.2, Assim,

Note que o termo

multiplicando a desigualdade ([3.19) por f? e elevando em seguida ao quadrado,
obtemos

fa < Mof = 16CaN Mo + O([[u(ta) [ 6); (3.20)
O que finaliza a demonstracao. O]
Consideremos o polinémio p(z) = z® — 22My + 16C; P My. Se p(x) > 0 para

todo x € [0,+oc], entdo, dado que f, > 0, terfamos que desigualdade (3.20) nao
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poderia ocorrer para n suficientemente grande, e, assim, deveria ocorrer de v(t, )
ser globalmente bem posta e logo u(t, z) também.
Note que em p(x), existe ponto critico zo de p(z) em (0 + 00| e lim, o, p(z) =

400. Em particular, temos que p'(z) = 2(3z — 2M,), assim é facil verificar que

p(r) <0sel<x<z)= %, com isso, segue que xy é minimo global de p(x) em
0, +o0].
Portanto, a desigualdade em ({3.20) é falsa em [0, +oc] para n suficientemente

2My

grande se e 56 se p(#3°) > 0, assim, fica claro que isso é equivalente a :

My < 63/3C5% = 4. (3.21)

Logo, se ||u0||2Lg(R) < 4r, entao é impossivel que ||v,(t,)]|;2 exploda para alguma
sequéncia (t,) e, como visto antes, isso implica que nao existe sequéncia (¢,) com
lim,, o0 ||z (t)]] = +00. Logo, u € C(R, H'(R)), o que encerra a demonstragio do

Teorema [B3.1.1]
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Capitulo 4

Solucao (zlobal na equacao
nao-linear de Schrodinger com

derivada em T

Nesse capitulo repetiremos o raciocinio do capitulo anterior para obter o mesmo
resultado de massa critica na mesma equacao s6 que agora no espaco T X R em vez
do espaco R x R, seguindo as ideias de [23].

4.1 Solucoes periddicas globais

Denotaremos por T;, = R/LZ ~ [0, L) e provaremos o resultado a seguir.

Teorema 4.1.1. Considere o Problema de Valor Inicial

{i@tu(t, 2) + Q2u(t, z) = i0,(|ul2u)(t, o), (¢, ) € Ts, X R,
u(0,2) = ug(x)e HY(TL)

Se ||uol|3> < 4m, entdo existe solugio global u € C(R, H'(T)).

Para esse modelo da equagao de Schrodinger, formalmente, pode-se verificar as

seguintes identidades:

e Conservacao da Massa

lu(®) 72 = lluollz2 = Mo. (4.1)

e Conservacao do Momento
__ Ly 4
Hu) = Im/uux(t) d:t+—/ lu(t)|* d. (4.2)
T 2 Jr,
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e Conservacao da Energia

3 1
B(w) = lu (O} + 5 Im [ wwwm(t) do+ 5 Ju()fs = Bo. - (43)
L

Antes de provar o Teorema {.1.1} consideremos f € H*(T.) e § > 0 pequeno sufici-

ente e, entdo, definiremos a seguinte fun¢ao

Osex < —0oux>L+04,
f(z) se z € [0, L],

f(O)(sz;é) se —0 >z <0,
fO)EE=2 se L>< x> L+34.

Uma vez que f é funcdo periédica e continua em [0, L], podemos substituir f por

uma translacao dela trans, f de modo que vale
ransy f > —7 -

: . 7l : :
Assim, utilizando f(0) < HHL%, sem perder generalidades, obtemos as seguintes

desigualdades:
1 zseryy < Il oy - (4.5)
20
fillzaey < (1+ =T 1 N zazy) - (4.6)
df: |I° dr |I? 2
|9 <|E it o @7
L2(R) L2(R) 0Lz

Logo aplicando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (1.25) em f; e utilizando as
desigualdades (4.5)), (4.6]) e (4.7, obtemos

20

2 2 1 8
1 llzogr,) < Can(+ =202 (1 fallzer,) + St LA = AN s (4.8)

Usaremos a primeira versao das transformacgoes de calibre em u(t, z) dada por
Pt L rx 2 1
o(t,z) = e 1 Jo Jy luty)P—£ Mo Wby (4 7).
Como as leis de conservagao sdo as mesmas do capitulo 3 por serem associadas ao
mesmo modelo de equacao, serd escolhido 8 = %. Essa escolha sera feita para que
na nova energia conservada s aparecam a norma da derivada de v em L? e outras

normas LP.

Calculando a derivada v,(t) explicitamente usando que u(t) € H'(Ty), e usando
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as leis de conservagoes dadas em (4.2)) e (4.3)), verifica-se que

1 3 M,
Ev(v(t) = s (®)ll72 = 35 10@)700m) + 7 10010 = Ea(0(0)), (4.9)
1
P®) =Im [ ot de = 7 0@ fugr,y = AE0).  (410)
L
Utilizando a defini¢ao de v(t, z), pode-se verificar que [|v(t)| o1,y = W)l por,)

para qualquer p > 0. E por analogia ao raciocinio do capitulo 3, verifica-se que
leea ]z < (@)l

Analogamente ao capitulo 3, provaremos o Teorema [4.1.1] por argumento de
contradi¢ao, assumindo que existe um intervalo maximal (=7, 7*) e uma sequéncia
(t,) convergindo a T*, sem perder generalidades, com lim, . ||v,(t,)||;2 = +o0.
Pelas observacoes feitas anteriormente, verifica-se que se a alternativa do Blow-up
acima for impossivel, entdo existe tnica solugao u € C(R, H'(Ty)).

_ )l 4

De maneira andloga ao capitulo 3 para f, = ORI verifica-se
n)ll 6

[v(tn)ll7 4
lo(tn)ll76

Lema 4.1.2. Sejam L,6 > 0 e seja f, =

. Entao, existe uma sequéncia

e, — 0 de modo que vale a desigualdade
_9 1
2051+ 2) + e, < f < M.

Agora, repetindo o raciocinio do capitulo 3, para cada indice n da sequéncia (t,),
construiremos fungoes ¢, (r) = e*"“v(t,,z). Os o, > 0 serao definidos mais tarde

com ¢, satisfazendo a igualdade:
1(@n)allze = lloa(t)lIZ2 + 20 Im/R@vx(tm z)dz + o, [[o(ta)|72 - (4.11)

A identidade (1) com Ey(v(tn)) = Ex(¢n) = [0x(t)[I72 = [[(én)e72 implica

__ El(qbn) 1 (679
Im 2(t,) de = — + E + — M. 4.12
T, VU ( ) X 9 ) 9 ) 1<U) 9 0 ( )

Finalmente, com a conserva¢do do momento P;(v), obtemos

1 El(d)n) 1 (7%
Pi(v) + 7 loa)llpacr,) = = 20, | 20, Er(v) + Mo (4.13)
tn)|? 418 p .
Agora para 7, = (6; — 24h) H:Etn;”‘iz ew, = 1= — (14 2) OGN [, verificamos

que

2
En(60) + O ) ot = N(6)al + 75 ol -

2 _ .
U+ 22 nllze lonll s (414)

36



Notemos que a desigualdade E(¢,) + (7, + wn) [|9nllSs > 0 é equivalente a

20

2
I6nllzs < (1 + 57)4(|l(¢n)xl|i2 tT 16nllz6) lénll 55 (4.15)

o que é verdade pela versao de um tipo de Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg em

(4.8). Ou seja, tem-se
= Er(¢n) < (7 +wn) l19nll7s (4.16)

Logo, usando (4.16)) e (4.13)) temos que

L
— ||V
4

6
(Yn + WN) ||v(tn>||L6
200, ’

1 M,
()l < =Pa0) + 5 —Ea(v) + o5 + (4.17)

2au,

Agora, notando também que pela conservagdo da energia em (4.9) e dado que

lim,, o0 ||0(t)]| ;2 = 400, segue que lim,_, ||v(t,)| ;6 = +00. Usando o Lema
relacionado a f,, verifica-se que lim,, o ||v(t,)|| 74 = +00. Usando os limites

[o(tn)ll 4
o)l g

dessas normas e o Lema {4.1.2, verifica-se que lim,, = 0, o que implica

lim, oo 7, = 0.
A partir daqui serd estudado apenas a desigualdade (4.17)) e provaremos que a
contradi¢cao proposta no inicio do capitulo nao podera ocorrer. Com esse objetivo

estudamos 2 casos:

1. (7n +wp) < 0 para infinitos indices n. Nesse caso, basta escolher «,, = 1 para

qualquer indice n, pois assim teriamos
[o(t)||14 < —4Pi(v) + 2B, (v) + 2M. (4.18)

Isso implicaria existir uma constante C' > 0 com |[v(t,)||;« < C para infinitos

n, o que é absurdo por contradizer lim,, . ||[v(t,)]| 4+ = +00.

2. (Yn + wy) > 0 para n suficientemente grande. Nesse caso, podemos tomar
= | (Mg (yn+wn))? |v(ta)]36] +1, onde |-] é a funcdo parte inteira. Assim
an > 1, ap > (Mg (yatwa))? [(tn) s € an > (Mg (qutwn))? [[ot)[I7s+1.

Portanto, temos da desigualdade (4.17)) e da defini¢ao de f,,, que

—Pl(’U) + Ei(v) + Mo 1
ol e
n)llpe

NI

i £ < (4.19)

Lembrando que w,, = 1—16 -1+ %)_40@1\§ —1 e que lim,, o 7, = 0, decorrem
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de (4.19) as seguintes desigualdades

fu < O(lut)lI5) + M (16) + o(1) (4.20)
72 < O(lo(t)IIZ?) + M (£16w)? + (1), (4.21)
8 < (Mo)F = 16My(1 + 258 + o(1). (1.22)

Assim, se tivermos f5 — (Mp)f2 + 16Mo(1 + 2)*Csp > 0 para n sufici-
entemente grande o segundo caso ficaria imposswel e, consequentemente, u
estaria bem definida globalmente. Para isso, basta verificar que o polinomio
p(z) = 2° — Moz® + 16Mo(1 + 2)~*Cgy ¢ positivo em [0,400). Como
lim, 400 p(z) = +00, € p (z) = z(3z — 2My) < 0 para z € [0, 2}0] ¢ 280
¢ 0 tinico ponto critico de p(x) em (0, +00), verifica-se que o minimo de p(x) é

atingido em 24 2Mo)

Logo se p( > 0, entao o caso 2 nao poderia ocorrer, em
particular, nao é dificil Ver1ﬁcar que p(QMO) > 0 se e sése My < 4m(1+ %)_2
Como isso pode ser feito para qualquer o > 0, conclui-se que se My < 4,

entao é impossivel o segundo caso ocorrer.

Portanto, se |[ug||32 = My < 47, entio a solucio local u resolve o modelo de equagio
da Schrodinger (4.0), o que encerra a demonstracdo do Teorema [4.1.1]
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Capitulo 5

Sobre a existéncia de solucoes
globais para a equacao de
Korteweg- de Vries L?-critica em
T.

5.1 Primeira restricao de massa

Apresentaremos a prova da existéncia de solugao global do seguinte modelo da
equacao de Korteweg-de-Vries nao-linear quando hé certa cota superior para norma
L*(T) do dado inicial ug(z).

{ut(t, ) + Upe (£, 2) + (u9)a(t, ) = 0, (t,7) ER x T, 50

u(0,2) = ug(x),ug € H(T).

Teorema 5.1.1. Para a equacio (5.0), se |uoll7> < 9*2/3”, entao a solugdo local u
em C(R, H'(T)) do Problema de Cauchy (5.0) pode ser globalmente estendida em

tempo.

Se a solugao de (p.0) estiver em C([—T,T|, H'(T)), é um fato conhecido que ela

satisfaz as seguintes leis de conservagao. A conservagao da Massa que é dada por
2 2
[ L2y = lluollzze) = Mo, (5.1)
e a conservacao da Energia dada por
1 9 1 p
5 L lutt )Py = o [ Ju(t)° dy = Bo. (5.2)
2Jr 6 Jt

Ambas as leis de conservagao (5.1)) e (5.2]) serdo utilizadas no argumento de con-
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tradicao da prova do Teorema [5.1.1] para obter uma desigualdade polinomial com
coeficientes constantes dependendo apenas de My e Ey. Essa desigualdade polino-
mial s6 seria valida para certa restricdo no valor de My, além disso ambas as leis
de conservacdo serdo usadas também em estimativas de [|u()|»y) para valores es-
pecificos de p > 1. O mesmo método serd usado nas subsecoes subsequentes. O
objetivo desse capitulo é estimar uma cota superior m para massa M, tal que se
My < m e uy € H'(T), entdo a equacio KdV Quintica possui solugao global
pertencente a C'(R, H'(T)).

Para provar a existéncia da solucao global usaremos o resultado conhecido da
alternativa de blow-up, o qual afirma que a equacao KdV Quintica nao possui
solugdo global bem posta se e somente se existe 7 > 0 ou T < 0 com [[u(t)|| g1 ()
tendendo a +o00 se t — T*. Assim, tomaremos uma cota superior m para My no
decorrer da demonstracao que implicara a impossibilidade de ocorrer a alternativa
de blow-up e, por argumento de contradicdo, isso implicard que para My < m, a
equacao tera solucao global.

Consideramos v(t,z) = G (u(t))(z) = e~/ @@)y(t, ), usando a regra da ca-

deia e produto na derivacao, temos que, em quase todo x € T, vale

vt 7) = o~ (o (£ 2) — i(ult, ) — g‘ﬁm(t, ). (5.3)

Nao ¢ dificil verificar que |v,(z,t)| > |ug(t, )|, pois u(t,z) € R e ~/@®)@) ter

moédulo igual a 1. Logo, ja que ||u(t)||;2 = |v(t)|l2 = [Juoll = MO%, entdo, se

valesse a alternativa de blow-up em u no instante 7™, também iria valer para v no
instante 7. Ou seja, [|vy(t)||;2 — 00 e [|ug(t)|| ;2 — 00 se t — T™.

Verifica-se também que |u(t,z)| = |v(t,z)|, portanto para qualquer p > 0 e

qualquer t do dominio de u, segue

[0 oery = 1wl Loy (5:4)

Multiplicando v, (t, ) por v,(t,z), integrando em z, usando as conservagoes da
energia (5.2)) e da massa (5.1]), obtemos a nova lei de conservacao em v:

3

4 M, M
o0l 2ace) = 5 1Ol + =2 No(®lfs = 2B + 15 = Bafo). (5.5)

Além disso, usando o raciocinio do artigo [27], definiremos a nova lei de con-

servagao em v, o0 Momento, que pode ser obtido utilizando a defini¢do de v(t,z) e a

identidade ({5.3)), obtemos

- M?
tn [ 0 )olt. ) dy = o) ey — .
m [ 0 gelt v dy = o) s — (5.6)
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Semelhante ao raciocinio do artigo [27], usaremos a seguinte desigualdade de

Gagliardo-Nirenberg:

ol oe) < Can(L+ 203l Bar + 2 WO % @l 6.7

Agora se u nao fosse solucao global, por causa da alternativa blow-up existi-
ria t, — T%, |T*| < o0 e ||vz(tn)|l2 — o0, |lus(tn)]| ;2 — oo. A partir de agora,

consideramos essa situacao e para essa sequéncia t,, considere

ol
TN 58)

Primeiro, provaremos o seguinte lema

Lema 5.1.2. Para n suficientemente grande, existem constantes positivas cq, Co,
dependendo de Ey, tal que:
&1 S fn S Ca. (59)

Demonstracdo. Por Holder, para p = 2, temos que
/T\v(tn,y)l‘?’lv(tn,y)\l dy < |[v(tn)ll 2 l0(t) 126 - (5.10)

Assim, isso implica que f, < |[v(t,)]l ;2 = MO : obtemos cy = MO Note que elevando
a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg ((5.7) a 5 e invertendo a nova desigualdade,

obtemos

v(t) ||+ 4 3 20, 2 1 2
fo = M > Cat(L+ =) valta)llfe + < o) 7075 ota)l3s . (5.11)
v(t,) 5 0
n)ll L6

Usando a conservacao da energia Fy(v) em (5.5)), podemos substituir ||v,(t,)||%. por

outro termo e assim, obter a nova desigualdade

a2 b1 2) (Ea(o)+ 5 o) s — 2 o)t 2 Roltl2) % o) e
(5.12)
Portanto, temos
20, 3 Eo(w) + 4 ol 8 — 22 ot ls + 2 o(ta) 2 s
fuz Cahl4 2y (P 5 )4 (5.13)
5 ot I

A conservacao da energia (5.2) de u e o fato de |Ju,(t,)]|;2 tende a 400 quando n
tende a infinito e as normas L? de u(t) e v(t) serem iguais para qualquer p > 0,

obtemos que
lim ||v(t,)] 6 = oo. (5.14)

n—oo
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A desigualdade (5.9) e a igualdade (5.14) implicam que

4 2

6 — U 6 —
n folta)llze T Mol s
A Desigualdade (5.13)) e o fato de Fy(v) e My serem constantes implicam que

fn > C{;J%(o(l) + ;l). (5.16)

Portanto, para qualquer ¢ > 0, existe N(¢), tal que se n > N(e), entdo vale a
seguinte desigualdade

£> c;]%(;l o). (5.17)

9
Logo, podemos tomar ¢; = Cp ﬁ,(%) por exemplo, que teremos ¢; < f,, < g para n

suficientemente grande. Assim, encerramos a prova. n

Em particular esse lema implica que [[v(t,)]|;. tende a oo quando n — oo.

Repetiremos o raciocinio do artigo [27], denotaremos
bn(x) = " 0(t,, x), (5.18)

tal que as constantes «,, € R vao ser determinadas mais tarde. Note que, usando a

regra do produto em funcoes de H'(T), temos que

1(én)allze = o lo(ta)llze + va(t) 72 + ian/Tvch(tmw) — 0 0(ty, ¥) dw. (5.19)

Uma vez que [|¢, ||, = [|v(t,)],» para qualquer p > 0, segue, entao

Ex(8a) = Bafv) = (@)l = Nealta) 2 = i [ 5k, 2)0utn, )

(5.20)
_U(tmx)@(tmx) de — O‘i Hv(tn)Hi? :
Em particular, obtém-se para o, > 0 e usando que My = |[v(t)||3» a seguinte
igualdade
Es(oy, E n
- ;Eﬁi ) + 204271 + %MO = Im/Tsz(tn,:L’)v(tn,x) dx. (5.21)

Logo, usando (5.21) com a equagdo do momento (5.6)), obtemos, para qualquer

oy, > 0: ,
M, Ea(dn) | Ex(v) | an
Hv(tn)Hiﬁl - 27_‘(_) - — 201 + 2% + ?MO (522)

Antes de provar o teorema principal, provaremos o seguinte lema

Lema 5.1.3. Para o v(t,,x) € H'(T) descrito antes, e a € R, se ¢(z) = " ““v(t,, x)
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e Ey o funcional definido antes para qualquer h € H'(T), dado por:

4 M,

2 6 0 4

hallzeemy = 5 Mollze + = IRl = E2(R). (5.23)
Entao, existem reais Vs Wry dependendo apenas das normas

[0l g2 s lo @)l s 1o ()l s, com

Ey(¢) = —(yn + wn) [[0(ta) |75 - (5.24)
. . 2)|v(tall? Mol|v(tn]|} —4 18 p—
Mais precisamente, , = 5Hv(tn)llj‘§; - wlTv(tn)IIGLL: ew,=3— (1+2)CeN f .

Demonstrag¢ao. Nao é dificil verificar para os valores dados de 7, w, que (5.24]) é

equivalente a

Ex() + (yn + wa) [[0(ta)llze = o ot 72 + s (ta) 72

+ ia/ g (b, T)0(tn, ) — Vg (b, 2)0(ty, x) dz
T

2 20 4 s e
+5 lo(ta)llzs — (1 + =) Can' f” o)z

2 20\ 4 15,
= ||¢zll7 + 5 o]z — (1 + =) Con i l9]76 > 0. (5.25)

_ ||”(tn)||i4 _ ||¢||i4 : _ . , .

Lembrando que f, = oEnls = Tolte’ verifica-se que a desigualdade (5.25)) é equi
valente a 05 5

Con(l+ 3)4 Il (lellzz + 5 161174) > N6l s - (5.26)

Pode-se verificar que a desigualdade acima é equivalente a versao (5.7) da desigual-

dade de Gagliardo-Nirenberg, o que conclui a demonstragao do lema. O]

Agora, com todas essas conclusoes obtidas, poderemos demonstrar o resultado

principal dessa se¢ao

Demonstragao do Teorema[5.1.1 Seja ¢n(x) = e“"*v(t,,x), Fa(p,) satisfaz
condigao ([5.24)) e o real a, serd determinado mais tarde. Utilizando que
Mg _E2(¢n>

Ey(v)  ay
t)|F, — =2 = = Mo, 5.27

segue do Lema que

Mg _ (ot wi) [o(ta)llzs | Ea(v) Lo

4
ot e — o = +

M. 2
20, 20, 9 0 (5.28)

Assim, reduziremos o Teorema [5.1.1] em analisar dois casos: v, + w, < 0 para

infinitos naturais n ou 7, + w, > 0 para n suficientemente grande, e verificar a
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impossibilidade deles ocorrerem.

1. v, +w, <0 para infinitos naturais n.
Nesse caso para os indices n em que o primeiro caso ocorre, verifica-se que

[o(tn)||7s < E;T(:) + %= My para qualquer a,, > 0. Escolhendo v, = 1 em todos

indices desse caso, por exemplo, verifica-se que

EQ(U) MO Mg
2 + 2 + 2

lo(tn)l[74 < (5.29)

Assim, terfamos que em todos os indices do primeiro caso que |[v(t,)]| 4 seria
limitado por uma constante C' > 0, o que contradiz lim,,_, ||v(t,)]| 2 = +00.

Logo, o primeiro caso é impossivel.

2. Yp + wy, > 0 para n suficientemente grande.

Para cada n natural denotaremos, sendo |-| fungao parte inteira, que

1 i
M, 2(%1 +wn)2 Hv(tn)Hiﬁ

a, = 27| 5
m

|+ 2m. (5.30)

Pode-se verificar sem dificuldades que 2 < ay, < (M 2 (yn+wn)? [[0(tn)|[56) +
1
271 € > (Mg 2 (yn + wn)? [v(ta)||36). Assim, usando a desigualdade (5.28),

obtemos
1 , M2  E,(v
ot s < 243 ()3 ot + 0 + 2O gy (i)

Logo, dividindo a desigualdade (5.31) por ||v(t,)|[3s, obtemos

Mg Bav) 4o

1
fo < Mg (7 +Wn)% + 2 P (5.32)
[o(tn)ll L
v(tn 2 v(ln 1 3 .
Utilizando que v, = 2llvitnllps _ Molelt ”L4, fn < Mg e lim, o ||v(th)]| L6 = 00,

sllon)llSs  llvEa)lCe

segue que lim, .o 7, = 0. Multiplicando a desigualdade (5.32)) por f2 e, em
seguida, elevando ela ao quadrado e usando que Ey(v), My sdo constantes e

w, é uniformemente limitado para qualquer n, obtemos
fr < Mo frwn + o(1). (5.33)

Usando a defini¢ao de w,, obtemos para qualquer € > 0, existe N(e) tal que

se n > N(e), entao, deveriamos ter:

4 26
1o - fﬁl(Mog) + Mo(1+ g)_40c_111\;; <e (5.34)
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A contradicao do segundo caso ocorreria se, pelo fato de f,, > ¢; > 0, houvesse
a seguinte desigualdade polinomial para qualquer x > 0

AM 25
p(z) = 2* - (TO) P Mo(1+ ) ek > 0, (5.35)

O qual ocorre apenas se o ponto critico z de p(x) em [0, co| satisfazer p(zq) >
0. Realizando o teste da derivada em x, verifica-se que zy = % e p(xg) >0
ocorre apenas se My < 22(1 + 2)72CR.. Utilizando que K = (27)"93% na

Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg ([1.25)) e o fato de ¢ poder ser qualquer

9v37
24 -

numero positivo, obtemos que o segundo caso é falso se My <

Portanto, se My < 9‘2/2”, a equacao KdV nao-linear do Teorema [5.1.1| tem solucao

em C(R, H(T)). O

5.2 Segunda restricao de massa

Teorema 5.2.1. Para a equagdo (5.0]) se HUOHiQ(T) <z

o, entao existe solugdo global
u e C(R, HY(T)).

Nessa sec¢ao, aplicaremos uma variante da segunda transformacao calibrada dada
para cada u € H'(T)
F(u)(y) = e 0o 0P, (5.36)

Se u(t,z) é solucao integral da equacao (5.0)), para v(t,z) = u(t,x)F(u(t))(z),
verifica-se que v(t,x) satisfaz as seguintes conserva¢oes no tempo: a conservagao

da Massa
Mo = [[o(®) 1720y = 1(0)[1 72z (5.37)

e a conservacao da Energia
1
E(v) = [[oa()][72¢r) — (3+5) lo(®)]ls - (5.38)

Além disso, de maneira completamente analoga ao raciocinio na se¢ao 5.1, verifica-se

que em quase todo instante ¢t do dominio de u vale

Im /T To(t, 2)u(t, ) do = B lu(t)]|%s . (5.39)

Note que, para cada t do dominio de u, verifica-se pelas observagoes feitas no capitulo
2 que v (t,z) = (uy(t,x) — i6|u(t,x)|2)e_iﬁfo @Pdy ¢ ¢ p. em 2. Logo, se u nio
tivesse solugao em C(R; H!(T)), entdo existiria 7* > 0 sem perder generalidades e

sequéncia t,, convergindo a T com ||u,(t,)| ;- tendendo a +oo quando n — oo. Isso
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implica também que ||v,(t,)||;- ird para infinito quando n — oo, pois u tem imagem
real.

Seja f, = Hv?";”é“, ¢ obvio que f, ainda satisfaz o lema (5.1.2) isso mais a

conservagao da energia de v (5.38)) e o fato de [Jv,(t,)]| 2 ir a mais infinito implica

em |[v(t,)||;s € ||v(tn)] 1« irem para infinito quando n — oo.
Agora para cada t,, seja ¢,(z) = e“®v(t,, ), a, a ser determinado depois,

verifica-se de maneira andloga usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg

26 2 2 1 8
[0l s (ry < Can(1+ g)g(l\vx!!izmr) +5 ol )™ ol (5.40)
obtemos a desigualdade
2|\ 6nll; 20, 4\
E(dn) + —— e ( + %) léall7e — (1 +5)7'Cen 2 0. (5.41)
Logo, temos que para
2
= 2l (5.42)
8 [[o(ta)ll7e
1 26
o = (5 + 59 = (1+ 2) Cai 1 (543
vale a desigualdade
E(¢n) = —(wn + ) o(t)s (5.44)

E uma vez que

10 T 2 2
— o, @), + lva(tn, 2)I172

2 [o(tn, 2)l[f2 = 200 [ Tr(tn, 2)o(t, 2) da
T

(5.45)

verifica-se, usando a equagao ([5.19)), a definicao do funcional energia ((5.38) e (5.39))
que
B, Blo(t)
2a, 2au,
Se (Yn + wy) < 0 para infinitos indices n, entao teriamos pela desigualdade ((5.44)) e

para o, = 1 em infinitos indices n que ||[v(t,)||;« < C para algum C > 0 fixo, o que

Qp
Mo = Bllu(t) 4. (5.46)

contradiz lim, o |[v(t,)]| 2 = +00.
Logo, semelhante a demonstracao na secao 5.1, resta achar uma cota para M,
que impossibilite a ocorréncia do caso de (v, + w,) > 0 para n suficientemente

grande. Nessa nova situacao, teremos

6
(Yn + wn) Hv(tn)HLG + E(v) i MOO‘n‘

)3 <
Blloa)llzs < 2, S, 5

(5.47)
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c w -3 vt 6
Agora, tomando an —_ L(MO( n“r'Yn;)ﬁ 2“ (t )||L6J _|_ 17 notando que 777, — 0(1) e

que ||v(t,)]| ;6 tende a infinito, verifica-se que dividindo a desigualdade ([5.47) por

B llv(t,)|3s e substituindo o valor de a,, obtém-se que

M, F;
452) o5t T o(1). (5.48)

Multiplicando a desigualdade (5.48) por f? e, em seguida, elevando ao quadrado,

obtemos

1 20

=) - (L + 2+

f4(( + 0% Mo DCGR +o(1). (5.49)

TP 432

Semelhante ao método usado por Yifei Wu em [27], colocaremos uma cota superior
para M, tal que seja impossivel a desigualdade (5.49)) ocorrer para n suficientemente

grande. Para isso, seja

1

p(r) = 2 — 2 ((5 + F) Mo + >

5

M+ a+ :

432 5 Mo+

+ 0K, (5:50)
Nao é dificil verificar que se p(x) > 0 para qualquer = > 0, entdao a desigualdade
fica impossivel para n suficientemente grande. Portanto, se o minimo de p(x)
em [0, +o0] for positivo, entao falha para n suficientemente grande. Isso so6
ocorre quando o termo zy € [0, +00] com p'(x0) = 0 satisfazer p(z¢) > 0. Usando
que C’{;ﬁ, = f/g,verlﬁca se que p (xo) =0 e p(zg) > 0 é equivalente a:

2
M, < g (5.51)

Portanto, obtemos o resultado do Teorema [5.2.1f o que encerra essa secao.

5.3 Solucoes globais com média nula

Teorema 5.3.1. Se ug € HY(T) e |lugl|7. < 2", entio a equacdio (5.0) possui
solugdo global em C(R, H*(T)).

Estudaremos a equagao (5.0) com dado inicial com média nula dada por
Jp uo(y) dy = 0. Utilizaremos as leis de conservacao (5.1)) e (5.2)) seguindo o mesmo
raciocinio da secao 5.1. Utilizando integracao por partes e a defini¢ao de u;, verifica-

se que

Lema 5.3.2. Se ug(x) € H'(T) tem média zero, entio q.t.p. t mno dominio de u,

entao u(t) também tem média zero.
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Demonstrac¢ao. Sabemos que se ug € H*(T) para s > 0 suficientemente grande e ug

o fotnin [ue

/T ~ Uz (8, ) — (W) (t,y) dy = 0

tem média nula, entao vale

pelo teorema fundamental do calculo.

Esse fato combinado com o Teorema da Dependéncia Continua das solugoes de ((5.0)

implica no resultado do lema. [

Em particular, temos agora a nova lei de conservacao no caso de média de uyg

igual a zero.

/Tu(t, z)dr =0 t—q.t.p. (5.52)

Veremos T equivalente a [0,1]/{1 = 0}. Agora, para qualquer valor de
[wol| p2ry = Mo > 0, existe solugao local da equagao u em C([-T,TT; H(T)) para
determinado T' > 0. Para cada t € [T, T], temos que u(t) € H(T;R) C C(T;R).
Em particular podemos substituir u(t) pela fun¢ao continua u;(t) de modo que
u(t,z) = uy(t,z) q.t.p. em T. Com isso, a partir de agora para cada t € [T, T],
assumiremos a partir de agora u(t) € C(T;R).

Pelo teorema do valor médio para integrais e fol u(t,y)dy = 0, temos que existe

z € [0,1] com u(t,z) = 0. Agora, definiremos a seguinte fungdo em R dada por

0, se x <0,
v(t,x) = Sult,z + z), se = € [0, 1], (5.53)
0,sex>0.

Nio ¢é dificil verificar que v tem derivada em L*(R) q.t.p., por v € H*([0,1]) dada
por:
0,sex <0,
Ve (t, ) = Qug(t, z + ), se x € [0,1], (5.54)
0,sex>0.

Por u(t,x) = [y u.(t,y) dy e u(t,1) = u(t,0) considerando a versdo continua de wu,
segue que

o(t, z) = / ot y) dy. (5.55)

Logo, pelo mesmo raciocinio de wu(t) € H'(T) mais v(t)(xz) ser absolutamente

continua, verifica-se que v(t)(z) € H'(R), logo vale a seguinte desigualdade de
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Gagliardo-Nirenberg

SO < 2P [t (5.56)

N

Para  a solugdo forte de Q,,+Q° = Q dado por Q = 31 (sech 2x)
pode-se ver que [ Q(z)? dx = Y27,

. Usando céalculo,

Pela definigao de v(t, x), ndo ¢é dificil verificar que

1
—3 lo(6) (@) 7o) + 102 () 1722y = 2E0 (5.57)

()72 = I[u(®)|72(r) = Mo. (5.58)

Assim, substituindo as equagoes (5.57)), (5.58)) em ({5.56|), obtemos

1 M, )
“(1— —2 [ (¢, 2)? dx < 2E,. 5.59
(1= ) [ valt 0" do < 2B (5.59)

Em particular, se My < [|Q[|72 e como [[u(t)[|,2 = [[ua(t)]| ;2 por (:54), (E-59)
implica ||uy(t)||;» uniformemente limitado para qualquer ¢ do dominio de u, logo a

alternativa do blow-up nunca ird ocorrer nesse caso. Ou, seja obtemos o resultado

do Teorema [(.3.11

5.4 Terceira restricao de massa

Analisando a equacao , encontraremos uma nova massa critica encontrada
M > 0, a qual implica a existéncia global de u(t,z) em H'(T) se ||u0||3:2(1r) < M.
Semelhante a demonstracdo da primeira secdo do Capitulo 5, os valores para
||u0||iQ(T) = My > 0 serdo determinados mais tarde e também serd utilizado a
alternativa blow-up, que implicard existir um 7 > 0 e uma sequéncia t,, conver-
gindo a T*, com lim,, . ||uz(t,)]| L2(1) = 00, para u solucdo da equagdo acima com
dado inicial wuyg.

Repetindo o raciocinio e os resultados construidos na primeira secao do Capitulo

N . tn)||% -
5, temos para a sequéncia u(t,) determinada antes, e sendo f, = HZEt ;::9%4, entao
n )l 6
existem constantes positivas cy, ¢y, com
o1 < fo < co (5.60)

Novamente consideraremos as seguintes desigualdades de Gagliardo-Niremberg para
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cada funcao u(t) em T da solugao da equagao (5.0))

25 4 2 1 16
lu()lls < Kea (1 + g)?’(llum(t)llé ts lu()7)3 Nu@)l (5.61)

4
6 2 4
lu@lze = —5 luw@ll7: u@)llz. - (5.62)
Logo por termos a seguinte conservacao de energia
6 2
[u()llze = 3 [Jua(t)]lL. — 6o, (5.63)

e para cada t, da sequéncia associado ao blow-up, usando translacao e o fato de
u(t,) ser periddica de periodo 1, podemos assumir pela Desigualdade de Holder e
teorema do valor médio que [u(t,, 1)| = |u(t,, 0)| < |lu(tn)|34 = M. Assim podemos
considerar:

u(ty, 1)((1+§)71)7 sex € [1,1+4],

V(tn, z) = Qu(ty, ), se x € [0,1], (5.64)

u(tn, 0)(%52), se x € [—4,0].

Assim, a derivada de v(t,) na variavel = serd dada q.t.p. pela funcao

u(ty, 1)(5), se z € [1,1+ 4],
(V)a(tn, ) = § uu(tn, ), se z € [0, 1], (5.65)
u(tn,O)(%), se x € [—0,0].

Portanto, podemos obter que

20
lo(ta)lize = lult)liz: + 5 lu(ta)lI72 (5.66)

2
o (ta) [ z2ry < e (ta) 72 + 5 lu(t)lI7a (5.67)
lu)ll e < o)l s - (5.68)

Usando a equacao (5.63)) e a desigualdade ([5.62)) e as observagoes acima para v(t,,),

obtemos, entao a desigualdade

4 2 26
3 s (ta) |72 — 6B < ;(Hux(tn)Hiz t5 lu(t) 1 74) (Mo + gMo)Z- (5.69)

25
5

ser obtido para qualquer § > 0. E pelas propriedades de f, as quais implicam
< n
2

O que ¢ falso para t, suficientemente grande, se (Mp)?*(1 + 2)?% < 3 e isso pode

[t () |52 >> |Jutn)||74, verifica-se que se My
u em C(R, H(T)).

, entao existem solugao globais
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