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Resumo

Apresentamos diferentes tipos de cotas inferiores para a distancia minima dos Cédigos
Algébricos Geométricos (cotas bésicas, cotas piso, cotas mistas e cotas ordem) sobre cor-
pos de funcoes em uma variavel sobre um corpo finito [F; mediante teoremas unificadores.
Fornecemos a cota mista d4gz+ e reformulamos algumas cotas ordem usando a ferramenta
de semigrupos. Estabelecemos uma hierarquia nos tipos de cotas apresentadas, determi-

nando que as cotas ordem sao as mais Otimas.

Palavras-Chaves: c6digos AG, distancia minima, espacos de Riemann-Roch, semi-
grupos.
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Abstract

We present different types of lower bounds for the minimum distance of the Geometric
Algebraic Codes (basic bounds, floor bounds, mixed bounds and order bounds) on func-
tion fields in one variable on finite fields IF, through unifying theorems. We provide the
mixed bound d pz+ and reformulated some the order bounds using the semigroup tool.
We have established a hierarchy in the types of bounds presented, determining that the
order bound are the most optimal.

Keys-words: AG codes, minimum distance, Riemann-Roch spaces, semigroups.
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Introducao

A partir da Era da Informacao, que se inicia na década de oitenta, os computadores
evoluiram sendo capazes de desenvolver tarefas mais sofisticadas, dentre elas a transmissao
de dados. No processo de transmissao de informagao é comum que os dados enviados por
um remetente sejam diferentes dos dados recebidos pelo receptor. Isso se deve princi-
palmente ao meio ou canal pelo qual a informacgao é enviada, pois nela existem fatores
que fazem com que a informacao seja modificada ou perdida, como por exemplo as inter-
feréncias eletromagnéticas que estao no ambiente. Assim, surgiu a necessidade de resolver
o problema de recuperar a mensagem original enviada. Ja na década de 1940 Richard W.
Hamming, C. E. Shannon e Marcel J. E. Golay desenvolviam métodos para resolver este
problema, surgindo assim os Cddigos Corretores de Erros. Em 1977, o matemético russo
V. D. Goppa construiu cédigos fazendo o uso de curvas algébricas sobre corpos finitos [7].
Estes cédigos atualmente sao chamados Cédigos Algébricos Geométricos (ou simplesmente
Cédigos AG) e podem ser estudados a partir de duas abordagens, do ponto de vista de
cédigos lineares sobre corpos finitos, ou do ponto de vista de cédigos diferenciais. Os
cédigos tem trés pardmetros: o comprimento (n), a dimensao (k) e um parametro cha-
mado distancia minima (d), a qual cumpre um papel importante pois quanto maior é o
valor deste parametro, mais erros podem ser detectados e corrigidos. Atualmente, para
os Codigos AG, em geral é complicado determinar o valor da distdncia minima, mesmo
usando ferramentas computacionais, e este problema tem sido objeto de estudo nas iltimas
décadas (ver [1], [2], [4], [8], [9], [11]), muitos dois quais desenvolveram métodos para es-
timar, mediante cotas inferiores, o valor deste parametro.

Neste trabalho fazemos um estudo dos Cddigos AG, desenvolvemos as cotas bésicas, as
cotas piso, as cotas mistas e as cotas ordem para a distancia minima destes. Entre as cotas
estudadas estao as cotas béasicas desenvolvidas por V. D. Goppa (dgop) [7] e Garcia e Lax
(dppr) (6], validas para cédigos do tipo Cr(D, G) e Cq(D, G); as cotas piso desenvolvidas
por Maharaj, Matthews e Pirsic (dararp) [11], Lundell e McCullough (dras) [9], Giineri,
Stichtenoth e Tagkmn (dgsr) [8, Teorema 2.4] e Duursma e Park (dapz) [4, Teorema 2.4];
as cotas mistas desenvolvidas por Garcia, Kim e Lax (dgkr) [b], Giineri, Stichtenoth e
Tagkin (dgsr2) [8, Teorema 2.12] e fornecemos a cota mista dypz+ (Teorema 4.30). Fi-
nalmente estéo as cotas ordem desenvolvidas por Beelen (dp) [1], Duursma e Park (dapz
e dpp) [4, Teoremas 6.5 e Proposicao 4.5] e Duursma e Kirov (dpx) [2]. Todas estas cotas
foram desenvolvidas independentemente e seria interessante termos critérios comparativos
para estabelecer qual das cotas é a mais geral ou qual cota poderia determinar uma me-
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lhor estimativa da distdncia minima de um Cddigo Algébrico Geométrico. Este trabalho
de unificacao das cotas é feito por Duursma, Kirov e Park em [3], onde sdo fornecidos
teoremas que nos permitem comparar estas cotas.

Num primeiro momento usamos os espacos de Riemann-Roch como ferramenta princi-
pal para desenvolver todas as cotas mencionadas anteriormente com excepcao das cotas
dpp e dpg. O fato que as cotas dgst, dgsT2 € dp sejam umas das melhores de seu tipo
(piso, mista e ordem respeitivamente) mas nao sejam comparaveis em geral (ver [3, Tabela
1]) nos faz fornecer a cota d4pz+ (Teorema 4.30) e provamos que a cota dggrs é um caso
particular desta cota (Coroldrio 4.32). Ao mesmo tempo estabelecemos que a cota dgsr
¢ um caso particular da cota dapz (Corolario 4.24) e que a cota dp é um caso particular
da cota dgpy (Corolario 4.40). Como as cotas dapz, dapz+ € dapz’, as quais sdo obti-
das originalmente seguindo o método AB de van Lint e Wilson [15] para cédigos ciclicos,
seguem a relagdo dapz < dapz+ < dapz (Teoremas 4.15, 4.30 e 4.37), estabelecemos
uma hierarquia entre as cotas piso, as cotas mistas e as cotas ordem, sendo estas ultimas
as melhores. Para exemplificar as cotas obtidas apresentamos exemplos de Cédigos AG
sobre o corpo de fungoes de Suzuki Fg(z,y)|Fg definido pela equagao

4y =222 + 2).

Na segunda parte desenvolvemos uma ferramenta utilizando semigrupos de divisores livres
de pontos de base, os quais sdo, junto ao teorema principal (Teorema 6.1), as pecas chaves
para reformular a cota ordem dpp (Corolario 7.2) e a cota dpx (Teorema 7.1) e poder
comparé-las com as demais cotas. O resultado deste trabalho é apresentado no diagrama

a seguir.

dgop —— dppr

!

dyvivp drm dgst ———— daBz
|
dekr dgsro ————— dAfzz+
\ dg —— dapy dpp dpk

No diagrama cada seta do tipo dx — dy indica que a cota dy melhora a cota dx,
isto pode acontecer por dois motivos: porque adicionamos hipéteses para melhoré-la ou
porque a cota dx é um caso particular da cota dy.
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Nas duas primeiras secoes introduzimos as ferramentas necessarias para definir um
Cédigo Algébrico Geométrico. Mais precisamente, na primeira se¢ao introduzimos o con-
ceito geral de Cddigos Corretores de Erros, vemos quais sao os parametros de um cédigo
e como estes se relacionam. Definimos também os cédigos lineares e seu dual.

A segunda secao é dedicada ao estudo de corpo de fungoes. Nesta estudamos os concei-
tos de Anéis de Valorizagao, Lugares e Valorizagoes Discretas, e vemos que estes conceitos
coincidem no estudo de corpo de fungoes. Também estudamos os conceitos de divisores e
diferenciais de Weil, os quais s@o a base para a definicdo dos Cédigos AG. Apresentamos
teoremas fundamentais, como o teorema de Riemann-Roch e o teorema da Dualidade,
e fornecemos também resultados que nos ajudam a desenvolver este trabalho, entre eles
estao os resultados relacionados a Lacunas de Weierstrass.

Na sec¢ao 3 definimos os Cédigos AG usando as ferramentas desenvolvidas nas segbes
1 e 2. Definimos os cédigos lineares do tipo Cr(D,G) e cédigos diferencias Cq(D,G),
e vemos a relagao existente entre eles. Fornecemos relagao entre os parametros destes
cédigos. Finalizamos esta secdo com o conceito de codigos equivalentes.

Na quarta secao apresentamos os diferentes tipos de cotas para a distdncia minima de
um Cédigo Algébrico Geométrico, entre elas estao as cotas béasicas, as cotas piso, as cotas
mistas e as cotas ordem. Vemos também a relacao entre elas e damos exemplos de como
estas funcionam sobre o corpo de funcoes de Suzuki em Fg.

Nas segoes 5 e 6 desenvolvemos novas ferramentas para o estudo de cotas. Aqui intro-
duzimos o conceito de semigrupos livres de pontos de base e apresentamos cotas inferiores
para a distancia minima em fungdo destes semigrupos. Além disso, apresentamos o teo-
rema principal deste trabalho (Teorema 6.1), o qual fornece uma maneira de determinar
estimativas para a distancia minima.

Na ultima sec@o retomamos o estudo das cotas ordem e reformulamos algumas cotas
deste tipo fazendo uso do teorema principal e as ferramentas novas estudadas. Ao final
do trabalho anexamos um apéndice onde colocamos algoritmos para calcular as diferentes
cotas apresentadas.
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1 Cbdigos Corretores de Erros

Nesta secao introduzimos o conceito de Cédigo Corretores de Erros, estudamos suas pro-
priedades e a relagao existente entre seus parametros no caso de que este seja linear.
Desenvolvemos o contetido necessario para estudar, em uma secao posterior, uma sub-
familia destes, os chamados cédigos AG.

Comegamos definindo os conceitos basicos de um cédigo.

Definigao 1.1. Seja A um conjunto finito nao vazio (o qual serd chamado alfabeto) e n
um nimero natural. Um subconjunto C C A™ € chamado um cddigo de comprimento n e
os elementos de C sdo chamados palavras do codigo.

Denotamos por S a cardinalidade do conjunto A e dizemos que o cédigo C é um cédigo

S-ario de comprimento n. Definimos a seguir a distancia entre dois elementos de A".

Definigao 1.2 (Distancia de Hamming). Dados x = (z1,...,2y) €y = (Y1,...,Yn) dois
elementos de A", definimos a distancia entre estes dois elementos como

d(z,y) == {i:xi # yi}l

E f4cil observar que a distancia definida é uma métrica no conjunto A™. Agora defina-

mos o conceito mais importante para nosso trabalho, a distdncia minima de um cédigo.
Definicao 1.3. Seja C C A™ um cédigo, definimos a distancia minima do cédigo C por
d(C) := min{d(z,y) : x,y €C, = # y}.

Vamos distinguir trés pardmetros importantes num cédigo C: o comprimento do cédigo
(n), o nimero de palavras (M) e a distancia minima (d). Para enfatizar isso, diremos que
C é um [n, M, d] cédigo.

A teoria de codigos corretores de erros foi desenvolvida para resolver problemas na
transmissao de dados, pois muitas vezes a mensagem recebida ¢é diferente daquela que foi
enviada e isto pode ocorrer devido a erros humanos (como erros de digitacao) ou erros de
natureza externa chamados comumente de ruido (como ondas eletromagnéticas). Assim,
os que trabalham nesta teoria desenvolvem métodos que permitam detectar e corrigir estes
erros. A ideia béasica desta teoria é codificar a mensagem inicial adicionando informacao
redundante, de forma que, ao receber a mensagem modificada pelo ruido, seja possivel

recuperar a mensagem original.



Exemplo 1.4. Suponhamos que ao apertar as teclas <, T, — e | de um computador, este
envie a sequinte informacdo bindria a sua memoria:

=00 += 01 — = 10 L= 1

Para ter a sequranca de que a informacdo chegue ao receptor de forma correta, podemos
codificar nossa informacdo mediante redundancia definindo o cédigo

C = {000000,010101, 101010, 111111}
o qual significa que ao apertar as teclas serdo enviadas as sequintes informacades:
+ = 000000 1T = 010101 — = 101010 = 111111

Assim, neste caso, se houver problemas ao transmitir a informacdo e chega-se & memoria
do computador a palavra 100000, esta procuraria a palavra mais proxima, que neste caso

€ 000000 correspondente a tecla <, e a corrigiria.

O seguinte resultado mostra a importancia da distancia minima de um cddigo para

corrigir erros.

Teorema 1.5. Seja C um codigo com distancia minima d e seja

d—1
K= |—]1.
2
Entao, é possivel detectar até d — 1 erros e corrigir até Kk erros.

Demonstragao. Seja x uma palavra de C transmitida e suponhamos que foi recebida
a palavra y com t < d — 1 erros cometidos durante a transmissao. Portanto temos que
d(z,y) =t < d—1 < d, o qual significa que y ¢ C pois d é a distancia minima. Assim o
erro pode ser detectado.
Por outro lado, supondo que ¢t < &, seque que d(z,y) =t < k. Se existe 2’ € C tal que
d(y,x’) =t < k entao
d(z,z") < d(z,y) +d(y,2") <2k < d.

Isto implica que 2’ = x é a tnica palavra de C tal que d(z,y) < k, ou seja, z é a palavra

mais préxima de y e é possivel corrigir y por x. O

Fixando como alfabeto o corpo finito Iy, onde ¢ é a poténcia de um ndimero primo,

temos as seguintes defini¢oes.



Definicao 1.6. Seja C C Fy um cddigo. O cédigo C € denominado linear se C € um
subespago vetorial de Fy sobre .

Neste caso dizemos que C é um [n, k, d] c6digo, onde n é o comprimento, d é a distancia
minima e k ¢ a dimensao de C como subespago vetorial de Fy sobre F.

Observagao 1.7. A dimensao do codigo linear estd relacionado com o numero de palavras
deste, pois se a dimensdo € k entdo o nimero de palavras do cddigo é ¢*, onde q € a
cardinalidade do alfabeto F,.

Definicao 1.8. Seja C C Fy um cddigo linear e seja ¢ = (c1,...,¢,) € C, entdo
wt(c) :=d(c,0) = [{i: ¢; # 0}
€ chamado peso da palavra c.

Com a definicao do peso de uma palavra podemos provar que a distancia minima de
um cédigo linear C satisfaz

d(C) = min{wt(c) : 0 # ¢ € C},

pois basta observar que os conjuntos {d(z,y) : x,y € C,x # y} e {wt(c) : 0 # ¢ € C} sdo
iguais uma vez que o cédigo é linear.

Definigao 1.9. O produto interno canonico em Fy € definido por

n

(a, b) = Z akbk,

k=1
onde a = (a1,...,a,) €b=(b1,...,by) estao em Fy.
Definigao 1.10. Se C C Fy € um cddigo linear, entao o espago vetorial
ct = {r € Fy : (z,y) = 0 para todo y € C}
€ chamado o dual de C.

Da slgebra linear sabemos que C* é um subespaco vetorial de [y, portanto Ct é também
um codigo linear.

Definigao 1.11. Os cddigos C1 e C2 em Fy sao chamados equivalentes se existe um vetor
a=(ai,...,an) € (Fy)" tal que C3 = a.C1, ou seja,

Co = {(arc1,...,ancy) : (c1,...,¢n) € C1}.



E facil observar que dois cédigos equivalentes tem sempre os mesmos parametros. A
seguinte proposicao relaciona os parametros de um cédigo linear.

Proposicao 1.12 (Cota de Singleton). Para um [n, k,d] cddigo linear C C Fy temos
k+d<n-+1.
Demonstragao. Seja o subespago E de Fy sobre F, dado por
E={(ai,...,a,) € Fy : a; = 0 para i > d}.
Temos que dim F = d — 1. Além disso, se a € F entao wt(a) < d— 1, portanto ENC = ().

Assim k+ (d—1) =dimC+dimE =dim(C+ E) <n,logo k+d <n+1. O

Do Exemplo 1.4 e do Teorema 1.5, é claro que quanto maior sejam o comprimento do
codigo, o nimero de palavras dele e a distancia minima, mais efetivo vai ser o cédigo. Mas
pela cota de Singleton temos que

k+d<n+1,

ou seja, os parametros k e d estdo controlados por n. A questdo de achar valores satis-
fatérios (dependendo do problema) para estes parametros é conhecida como o problema
principal da teoria de cédigos.

2 Corpos de funcgoes

Nesta secao vamos fornecer as ferramentas algébricas necessarias para a construcao dos
c6digos algébricos geométricos. Mais detalhes podem ser encontrados em [12], [13] e [14].

Seja K um corpo.

Definicao 2.1. Um corpo de func¢ées F|K em uma varidvel sobre K é uma extensao de

corpos F D K tal que F' € uma extensao finita de K(x), para algum x € F transcendente
sobre K.

Definigao 2.2. Seja F|K um corpo de fungoes. Definimos o corpo de constantes de F|K
como
K :={z € F: 2z ¢ algébrico sobre K}.

Notemos que K é o fecho algébrico de K sobre F. Além disso, é importante ver que
F|K é também um corpo de funcoes.



2.1 Anéis de valorizagao, lugares e valorizagoes discretas

A seguir, definimos os conceitos de anel de valorizagao, lugar e valorizacao discreta, e
veremos como estes conceitos sao equivalentes.

Definicao 2.3. Um anel de valorizagao de um corpo de fungoes F|K é um anel O C F
com as sequintes propriedades:

i) KCOGF, e

ii) para todo z € F temos que z € O ou z~1 € O.

Vejamos como se comportam os anéis de valorizacao de corpos de fungoes.
Proposicao 2.4. Seja O um anel de valorizagao do corpo de funcgoes F|K, entdo:

i) O é um anel local.

ii) Seja 0 #x € F e P o tnico ideal mazrimal de O, entio x € P < 271 ¢ O.

Teorema 2.5. Seja O um anel de valorizagdo do corpo de fungées F|K e seja P seu
unico ideal maximal, entdo:

i) P € um ideal principal.

ii) Se P = (t) entdo cada 0 # z € F tem uma unica representacao da forma z = t"u
para algum n € Z e u € O*. Aqui O* € o conjunto das unidades do anel O et é
dito o elemento uniformizante local em P.

i) O é um dominio de ideais principais. Mais precisamente, se P = (t) e {0} #I1 C O
¢ um ideal, entdao I = (t") para algum n € N.

Um anel de valorizagao que satisfaz as propriedades do Teorema 2.5 é chamado um anel
de valorizacao discreta. Em particular, todo anel de valorizacao de um corpo de fungoes
é um anel de valorizacao discreta.

Outros dois conceitos importantes sao os lugares de um corpo de fungoes e as valo-
rizacoes discretas.

Definicao 2.6. Seja F|K um corpo de fun¢oes. Um lugar P de F|K é um ideal maximal
de algum anel de valorizag¢io de F|K e denotamos por

Pp:={P:P éum lugar de F|K}

o conjunto de todos os lugares de F|K.



Observagao 2.7. Se P é um lugar de F|K entao ele determina completamente o seu anel
de valorizacdo correspondente, de fato, Op = {z € F : z=1 ¢ P}. Aqui Op é chamado
anel de valoriza¢do do lugar P. Com isto vemos que os conceitos de anel de valorizagdo
e lugar sao equivalentes.

Definicao 2.8. Uma valorizacao discreta de F|K é uma fungdo v : F — ZU{oco} com as
sequintes propriedades:

i) v(r) =00 < x=0.

i) v(zy) = v(z) + v(y) para todo x,y € F.
iii) v(z +y) > min{v(z),v(y)} para todo z, y € F.
w) Existe um elemento z € F tal que v(z) = 1.

v) v(a) =0 para todo 0 # a € K.

Neste contexto o simbolo oo € um elemento satisfazendo co + 00 =00+ n =n+ 00 = ©
e 0o > m para todo n, m € Z.

Vejamos agora como cada elemento de Pr define uma valorizagao discreta de F|K, de
fato, para cada lugar P € Pp definimos a fungao

vp: F — ZU{oo}

dada por vp(0) = oo e para cada 0 # z € F temos que, pelo Teorema 2.5, ele pode ser
escrito de forma tnica como z = t"u, onde P = (t), u € OF e n € Z. Assim definimos
vp(z) = n.

Teorema 2.9. Seja F|K um corpo de fungées e P € Pr um lugar, entio a func¢ao vp
define uma valorizagao discreta de F|K. Além disso temos

Op={z€ F:vp(z) >0},
s ={z€ F:vp(z) =0},
P={z¢e F:vup(z) >0}

Por outro lado, suponha que v seja uma valorizagao discreta de F|K. Entdao o conjunto
P:={ze F:v(z) >0} éum lugar de F|K ¢ Op ={z € F : v(z) > 0} € o seu anel de
valorizacao correspondente.



Deste modo vimos que os conceitos de anel de valorizagao num corpo de funcoes, um
lugar e uma valorizacao discreta sao conceitos equivalentes.

Definigao 2.10. Seja z € F e P € Pp. Dizemos que P é um zero de z se vp(z) > 0, e
P é um polo de z se vp(z) < 0.

A préoxima proposicao mostra que todo corpo de funcdes tem pelo menos um lugar.

Proposicao 2.11. Seja F|K um corpo de fungoes. Um elemento de F transcendente
sobre K tem pelo menos um zero e um polo, em particular Pr # ().

Seja P um lugar de F'|K e Op seu anel de valorizagao correspondente. Notemos primeiro
que o quociente Op/P é um corpo, pois P é um ideal maximal, e contém o corpo K. Para
cada z € Op definamos z(P) := z + P € Op/P e para cada © € Op, z(P) := co. Deste
modo construimos uma aplicagao x — z(P) de F' em Op/P U {co}.

Definicao 2.12. Seja P um lugar do corpo de fungoes F|K,

i) Fp := Op/P € o corpo de classes residuais de P. A aplica¢io x — x(P) de F' em
FpU{oo} € chamada aplicacao de classes residuais com respeito a P.

ii) degP := [Fp : K| é chamado o grau de P. Um lugar com grau 1 € chamado um
lugar racional.

Observagao 2.13. Note que se deg P =1 entdo Fp = K.
O seguinte resultado diz que todo lugar de um corpo de fungdes tem grau finito.
Proposicao 2.14. Se P ¢é um lugar do corpo de funcoes F|K e 0 # x € P, entao

degP < [F : K(z)] < 0.

2.2 Divisores

Na secdo anterior dissemos que F|K também é um corpo de fungoes, onde K é o corpo de
constantes do corpo de fungoes F|K. De agora em diante assumiremos que K = K, isto
é, o corpo K serd algebricamente fechado sobre o corpo F.

Definicao 2.15. O grupo dos divisores de F|K ¢é definido como o grupo abeliano livre
gerado pelos lugares de F|K. FEste grupo é denotado por Div(F) e seus elementos sdo
chamados divisores. Em outras palavras um divisor € uma soma formal

D= Y vp(D)P

PePr
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com vp(D) € Z e vp(D) = 0 para quase todo P.
Definimos o suporte do divisor D como

supp D := {P € Pp : vp(D) # 0}.
Podemos definir um ordem parcial no grupo Div(F') da seguinte maneira:
Dy < Dy < vp(Dy) < vp(D2) para todo P € Pp.

Se D1 < Dy e D1 # D5 escrevemos Dy < Ds. Além disso, um divisor D serd chamado de
efetivo se D > 0.

Definicao 2.16. Definimos o grau de um divisor D como

deg D = Z vp(D)deg P.
PePp

Note que o grau de todo divisor é um ntmero inteiro pela Proposicao 2.14. Agora, pela
Proposicao 2.11 temos que a seguinte definicao tem sentido.

Definigao 2.17. Seja 0 # x € F e denotemos por Z (resp. N) ao conjunto dos zeros
(resp. polos) de x em Pp, entao definimos os divisores

(@)=Y vp(@)P,  (2)ooi=— Y vp(x)P e (z):=(2)0— ().

pez PeN

Claramente temos que (z)o > 0, (z)oo >0 e (z) = Z vp(z)P.
PePp

Observagao 2.18. E importante notar que para todo elemento 0 # x € F temos
re K& (x)=0.
Isto € porque estamos supondo que K € algebricamente fechado em F.

Os seguintes conceitos desempenham um papel importante no desenvolvimento deste
trabalho.

Definicao 2.19. Sejam A e B elementos de Div(F'). Dizemos que o divisor A é equiva-
lente ao divisor B, e denotamos A ~ B, se existe 0 # x € F tal que

A =B+ ().



E facil verificar que esta relagdo é uma relacdo de equivaléncia em Div(F'). Agora
definimos o espaco de Riemann-Roch de um divisor.

Definicao 2.20. Sejam A um divisor, definimos o espaco de Riemann-Roch associado ao
divisor A como
L(A):={ze€F:(x)+A>0}U{0}.

Proposicao 2.21. Para cada divisor A € Div(F), o espag¢o de Riemann-Roch associado
ao divisor A € um espaco vetorial finito dimensional sobre K.

Vejamos agora algumas das propriedades deste espaco.
Proposicao 2.22. Seja A um divisor, entao
i) L(A) # {0} se e somente se existe um divisor A" > 0 tal que A ~ A’.
i) L(0) = K.
iii) Se A <0 temos que L(A) = {0}.
i) Se A" é um divisor tal que A’ ~ A entao L(A’) = L(A).
Proposicao 2.23. Sejam A e B elementos de Div(F) tais que A < B, entdo
i) L(A) C L(B) e dim(L(B)/L(A)) < deg B — deg A.
i1) Se deg A = deg B entio A = B.

Definigao 2.24. Para A € Div(F), o inteiro £(A) := dim L(A) é chamada a dimensao
do divisor A.

Proposicao 2.25. Sejam 0 #z € F e A € Div(F), entdo
i) deg(x) = 0.
ii) Se A" € um divisor tal que A ~ A’ temos ((A) = L(A") e deg A = deg A'.
iii) Se deg A < 0 entao ((A) = 0.
O seguinte resultado é fundamental para definir o género de um corpo de fungoes.
Proposicao 2.26. Existe uma constante v € Z nao negativa tal que
deg A — ((A) <~

para todo A € Div(F).



Definigao 2.27. O género de um corpo de fungoes F|K € definido por
g :=max{degA —l(A)+1: A€ Div(F)}.
Teorema 2.28. Seja F|K um corpo de fungoes de género g, entao
i) Para todo divisor A € Div(F) temos ((A) > degA+1—g.

ii) Exziste um inteiro ¢, que depende somente do corpo de fungées F|K, tal que ¢(A) =
deg A+ 1 — g para todo divisor A com degA > c.

O seguinte resultado sera usado nas préximas secoes.

Proposigao 2.29. Sejam A, B, E € Div(F) tal que A< B, 0< E e supp EN supp (B —
A) =0, entdo a aplicagdo

L(A+E)  L(B+E)
@ : —
L(A) L(B)
dada por p(x + L(A)) =z + L(B) é uma aplica¢ao linear injetiva.

Demonstragdo. Primeiro vejamos que ¢ esta bem definida. Note que L(A) C L(A +
E), L(B) C L(B+E)e L(A+ E) C L(B+ E). Sejam z,y € L(A+ FE) tais que
x+ L(A) =y+ L(A), entdo z —y € L(A) C L(B), portanto ¢(x + L(A)) = ¢(y + L(A)).
Por outro lado, é claro que ¢ é uma aplicagao linear. Para demonstrar a injetividade
basta ver que Ker(p) = {[0]}. Seja z € L(A + FE) tal que = + L(A) € Ker(yp), entao
o(x + L(A)) = x4+ L(B) = L(B), assim € L(B). Como z € L(A+ E) e A < B segue
que x € L(B + E), logo temos

(x)+B+E>B—-A e (x)+B+FE>E.

Mas como supp E Nsupp (B — A) = ) temos que () + B+ E > B — A+ FE, ou seja
(x) + A > 0. Portanto = € L(A). O

Proposicao 2.30. Sejam A, B € Div(F) e P um lugar racional tais que L(A—P) # L(A)
e L(B — P) # L(B), entdo

L(A+B—P)+#L(A+B).

Demonstragdo. Se A é um divisor e P é um lugar racional tais que L(A — P) # L(A)
entao existe z; € L(A) satisfazendo

(z1)>—-A e (21)?—-A+P
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Disto segue que
vp(z1) > —vp(A) e wp(z1) < —vp(4) +1,

e portanto vp(z1) = —vp(A). Analogamente para o divisor B, temos que existe um
z9 € L(B) com vp(z2) = —vp(B).

Por outro lado, como z; € L(A) e z9 € L(B) segue que 2122 € L(A+ B). Supondo que
2129 € L(A+ B — P) temos que —vp(A) —vp(B) > —vp(A) — vp(B) + 1, contradigao;
portanto 2122 € L(A + B — P) o que implica L(A+ B) # L(A+ B — P). O

2.3 Diferenciais de Weil e Teorema de Riemann-Roch

Nesta seciao F|K denota um corpo de fungoes com género g e K = K.
Definigcao 2.31. Para um divisor A, o inteiro
i(A) :=l(A) —degA+g—1
€ chamado indice de especialidade do divisor A.
Note que, pelo Teorema 2.28, i(A) é sempre um inteiro nao negativo.

Definicao 2.32. Um adele é um elemento a = (ap)pepy do produto direto [[pcp, F tal
que ap € Op para quase todo P € Pr. O conjunto de todos os adeles do corpo de fungoes
F|K serd denotado como Afp.

O conjunto Ap vem ser um espago vetorial sobre K. Além disso, podemos identificar
F com um subconjunto de Ap, de fato, somente basta identificar cada x € F' com o adele
(x)pep,. Esta identificacdo tem sentido pois todo elemento de F' tem um ndmero finito
de polos pela Proposicao 2.11. Assim podemos estender naturalmente a valorizacdo vp
definindo

vp(a) == vp(ap)

onde ap é a P-componente de o € Ap.

Definicao 2.33. Para A € Div(F') definimos
Ap(A) :={a € Ap : vp(a) +vp(A) > 0 para todo P € Pr}.

Claramente o conjunto Ap(A) é um K-subespaco vetorial de Ap.

11



Definicao 2.34. Uma diferencial de Weil de F|K é um mapa K-linear w : Ap — K
que se anula em Ap(A) + F para algum divisor A € Div(F). O conjunto de todas as
diferenciais de Weil de F|K serd denotado por Q. Para A € Div(F) definimos

Qp(A) :={w € QF : w se anula em Ap(A) + F}.

Pode-se mostrar que Qp é um K-espaco vetorial e Qp(A) é um K-subespago vetorial
de Qp. Além disso temos que dimp Qp = 1.

Proposicao 2.35. Para A € Div(F) temos dim Qp(A) = i(A).

Lema 2.36. Seja 0 # w € Qp. FExiste um unico divisor W tal que w se anula em
Ap(W)+ F, e se w se anula em Ap(A) + F para A € Div(F), entao A < W.

A seguinte definicdo mostra como relacionar o conceito de divisor com as diferenciais

de Weil.
Definicao 2.37. Seja F|K um corpo de fungoes, entdo
i) O divisor (w) de um diferencial de Weilw # 0 € o unico divisor de F|K satisfazendo:

a) w se anula em Ap((w))+ F, e
b) sew se anula em Ap(A)+ F entao A < (w).

it) Para 0 # w € Qp e P € Pp, definimos vp(w) := vp((w)).

it1) Um divisor W € chamado de divisor candnico de F|K se W = (w) para algum
w € QF

Observagao 2.38. A ezisténcia e unicidade do divisor (w) para 0 # w € Qp segue do
Lema 2.56.

Observagao 2.39. Da Defini¢dio 2.34 seque que Qp(A) ={w € Qp : w =0 ou (w) > A}.
Também podemos observar que dim Qp(0) = g.

Proposicao 2.40. Dado F|K um corpo de fung¢oes, entdo
i) Para 0 #x € F e 0# w € Qp temos (zw) = (z) + (w).
i1) Qualquer dois divisores candnicos de F|K sdo equivalentes.

Os seguintes teoremas sao resultados centrais na teoria de corpos de fungoes.
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Teorema 2.41 (Teorema da Dualidade). Sejam A um divisor arbitrdrio e W um divisor

canonico de F|K, entao

i(A) = (W — A).

Teorema 2.42 (Teorema de Riemann-Roch). Seja W um divisor canénico de F|K. Entdo
para qualquer divisor A € Div(F) temos

U(A) =degA+1—g+ LW —A).
Como consequéncia do Teorema 2.42 temos os seguintes resultados.
Corolario 2.43. Para qualquer divisor canénico W temos
degW =2g—-2 e ((W)=g.
Corolario 2.44. Se A é um divisor tal que deg A > 2g — 1, entdo
U(A) =degA+1—g.
Definicao 2.45. Seja P € Pp.

i) Parax € F sejaip(x) € Ap o adele cuja P-componente € x e as demais componentes
sao zero.

it) Para uma diferencial de Weil w € Qp definimos a componente local wp : F — K
por wp(x) = w(ip(z)).

Claramente wp é um mapa K-linear.

Observagao 2.46. Seja P um lugar racional e n uma diferencial de Weil tal que vp(n) >
—1, entao

np(1) =0« vp(n) = 0.
2.4 Lacunas

Nesta secao vamos introduzir o conceito de lacunas, estudaremos suas propriedades e
veremos que esta ¢ uma ferramenta 1til para nosso trabalho. Para mais detalhes ver [12].

Proposicao 2.47. Seja A € Div(F) e P um lugar racional, entdo
LA+nP)=LA4+(n—1)P)& LW —-A—nP)# LW —-A—(n—1)P),

onde W ¢ um divisor canonico e n um numero inteiro.
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Definigao 2.48. Seja P um lugar racional e B um divisor. Dizemos que o nimero natural
n € uma B-lacuna em P se ndo existe x € F tal que

() + B)oo = nP.

Na definicao de acima, quando B = 0 as B-lacunas sao chamadas simplesmente de
lacunas de Weierstrass.

Definicao 2.49. Seja P um lugar racional e B um divisor. Dizemos que o numero n é
uma ordem em P para B se existe w € Qp(B) tal que vp((w) — B) = n.

Proposicao 2.50. Seja P um lugar racional e B um divisor, entdo as segquintes pro-

posicoes sdo equivalentes:
i) n € uma ordem em P para B.
ii) Ezistem w € Qp e um divisor E > 0 tal que (w) — B ~nP + E.

O seguinte teorema estabelece uma relagao entre os conceitos de lacuna e ordem. Antes
um resultado prévio.

Lema 2.51. Sejam P um lugar racional e B um divisor, entdo n é uma B-lacuna em P
se e somente se L((n —1)P + B) = L(nP + B).

Teorema 2.52. Sejam P um lugar racional e B um divisor, entdo n € uma B-lacuna em
P se e somente se (n — 1) é uma ordem em P para B.

3 Cobdigos Algébricos Geométricos

Passaremos agora a construcao dos Cdédigos Algébricos Geométricos, os quais sdo uma
subfamilia dos Cédigos Corretores de Erros. Estes sao obtidos usando a ferramenta desen-
volvida na se¢do anterior, os corpos de fungoes. Para esta construcao fixamos a seguinte
notacao que sera valida para o resto de nosso trabalho:

e F|F, representa um corpo de funcoes de género g com corpo de constantes F,.

e D é o divisor definido por D := P;+- - -+ P,, onde os P; sao lugares racionais distintos
em F|F,.

e (G um divisor tal que supp D Nsupp G = 0.

e K representa um divisor canodnico.
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Fixada a notagao, observe que para um x € L(G) e para P € supp D temos vp(z) > 0
pois (z)+G > 0 e supp DNsupp G = 0, logo x € Op e z(P) € Op/P = F, pois deg P = 1.
Deste modo, a seguinte definicao tem sentido.

Definigao 3.1. O cddigo algébrico geométrico Cr(D,G) associado aos divisores D e G é
definido como
Cr(D,G) = {(x(P),...,z(P)) :x € L(G)} C Fy.

O seguinte resultado dd o valor do parametro k£ e uma estimativa para a distancia
minima d a qual serd de importancia mais adiante.

Teorema 3.2. O cddigo Cr(D,G) € um [n,k,d] cddigo com pardametros
kE=¢G)—¢G—-D) e d>n-—degQG.
Demonstracao. Definindo o mapa
evp : L(G) — Fy

dada por evp(z) = (z(P1),...,z(F,)), temos que ela é uma aplicagao linear e sua imagem
é Cr(D,G), assim ela é um c6digo linear. Além disso

Ker(evp) = {x € L(G) : vp,(x) >0 parai=1,...,n} = L(G — D),

portanto k = dim(Cr(D,G)) = ¢(G) — ¢(G — D).
Supondo que Cr(D,G) # 0, seja x € L(G) tal que wt(evp(x)) = d, entdo exatamente
n —d lugares P;,...,P; , em supp D sao zeros de z, logo

0#£z€L(G— (P, ++P, )

e segue que 0 < deg(G— (P, +---+ P _,)) =degG —n+d. O

Outro cédigo AG pode ser associado aos divisores D e G usando componentes locais
de diferenciais de Weil.

Definigao 3.3. Definimos o cédigo algébrico geométrico Cq(D,G) associados aos diviso-
res D e G como

Ca(D,G) :=={(np,(1),...,np,(1)) : n € Qr(G — D)} CFy.

Da mesma maneira que para o cédigo Cr(D, ), o seguinte resultado apresenta esti-
mativas para seus parametros.
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Teorema 3.4. O cddigo Co(D,G) é um [n,k,d] cddigo com pardmetros
kE=i(G-D)—i(G) e d>degG—(2g9—2).
Demonstracao. Consideramos a aplicacao linear
op : Qp(G — D) — Fy

dada por p(w) = (wp,(1),...,wp,(1)). A imagem de dita aplicacdo é Cq(D, ), assim
ela é um cédigo linear. Da Observagao 2.46 temos Ker(op) = Qp(G) e, portanto, k =
i(G—D)—i(G). Por outro lado, seja pp(w) € Cq(D, G) uma palavra tal que wt(op(w)) =

m > 0, entdao wp, (1) = 0 para certos indices i = i1, ..., ip—m, l0go
n—m
weQp(G— (D= ) Py))
j=1

da Observagao 2.46. Como Qp(A) # 0, onde A = G — (D — Y U2" B;;), temos que
deg A < 2g — 2 do Corolério 2.44, logo

2g—2>degG— (n—(n—m)) =degG —m,

mas como m é arbitrério segue que d > deg G — (29 — 2). O

Podemos relacionar os cédigos CL(D,G) e Cqo(D, G) mediante o seguinte teorema.

Teorema 3.5. Sejam Cr(D,G) e Cq(D,G) os cédigos AG associados aos divisores D e
G, entao
Ca(D,G) = Cr(D, G)L

Demonstragao. Ver [14, Teorema 2.2.8]. O

Outra relacao entre estes dois cédigos vem no seguinte resultado que nos diz que os
cédigos obtidos via diferenciais de Weil sao, de fato, cédigos do tipo Cr(D,.).

Proposicao 3.6. Existe uma diferencial de Weil n com vp,(n) = —1 e np,(1) = 1 para
todoi=1,...,n tal que

Co(D,G) = CL(D.D — G + ().
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Demonstragao. Ver [14, Proposigao 2.2.10]. O

Agora vejamos outro resultado que relaciona divisores equivalentes e cédigos equiva-
lentes.

Proposicao 3.7. Seja D um divisor,

i) Se G1 e G sao divisores equivalentes tal que supp G1Nsupp D = supp Go N supp D =
0, entio os cddigos Cr(D,G1) e CL(D,G2) sio equivalentes. O mesmo acontece
com codigos do tipo Co(D,G).

ii) Se um cddigo C C Fy € equivalente a CL(D,G) (resp. Cq(D,G)), entdo existe um
divisor G' equivalente a G tal que suppG' N suppD = 0 e C = Cp(D,G’) (resp.
Cq(D,G")).

Demonstragdo. i) Como G; ~ G entao existe 0 # z € F tal que G2 = G1 — (2) e
vp(z) = 0 para P € supp D. Assim definindo a := (2(P1),...,2(F,)) € (F;)" a aplicacio
x — xz de L(G1) a L(G2) é bijegao, logo CL(D,G2) = a.Cr(D,G1). Analogamente para
o caso Cq(D,G).

ii) Seja C = a.C(D,G) com a = (a1,...,a,) € (F;)", escolha z € F tal que z(P;) = a;
parai=1,...,n e defina G’ :== G — (2), entao C = C(D, G). Analogamente para o caso
Ca(D,G). ]

Uma vez que temos claros os conceitos descritos acima, podemos comecar com o objetivo
do trabalho de estudar cotas inferiores para a distdncia minima de cédigos AG.

4 Cotas inferiores para distancias minimas

Desta secao em diante estudaremos as diferentes cotas inferiores para a distancia minima
de um cédigo AG e como podemos melhori-la, melhorando a eficiéncia do nosso cédigo
bem como o nimero de erros que pode ser corrigidos. Além disso, veremos como algumas
das diferentes cotas apresentadas neste trabalho podem ser comparadas.

4.1 Cotas basicas

As duas primeiras cotas que apresentamos sao as cotas bdsicas dos Cédigos AG. Uma
delas ja foi vista na secao anterior, a chamada cota de Goppa, e a outra é uma melhora
da cota de Goppa assumindo uma condicao adicional.
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A cota de Goppa (dgop) para nosso parametro d sao justamente as cotas
d(CL(D,G)) 2 deg(D - G) e d(Ca(D,G)) = deg(G - K)
dadas no Teorema 3.2 e no Teorema 3.4 respectivamente.

Observagao 4.1. E importante notar que um codigo algébrico geométrico C pode ser
representado de duas formas, como CrL(D,G1) ou Cq(D,G2). Suponhamos que estas
sejam suas representagoes, isto €, C = Cr(D,G1) = Cq(D,G2). Pela Proposi¢io 3.6,
Ca(D,Gy) = CL(D,D—Gy+K), onde K € um divisor canénico satisfazendo as condigoes
de dita Proposi¢ao. Pela Proposicao 3.7 seque que D—G1 ~ Go—K, fazendo C' ~ D—Gp ~
Gy — K temos

4(C) = d(CL(D, G1)) = d(Ca(D, Ga)) > degC,

ou seja, a cota de Goppa somente depende do grau do divisor C (chamado de suporte

minimo), independentemente da escolha da representacao do cddigo C.

Observagao 4.2. Para casos posteriores, quando trabalhamos com o cédigo Cr(D,Q)
nosso divisor C representard o divisor D—G, e quando trabalhamos com o cédigo Cq(D, Q)
nosso divisor C' representard o divisor G — K.

Como dito anteriormente temos que a Cota de Goppa se reduz ao seguinte enunciado:
seja C um c6digo AG (independentemente da sua representagao) e C' seu suporte minimo,

entao
d(C) > degC.

No seguinte resultado, veremos que adicionando uma hipétese podemos melhorar essa

cota.

Definigao 4.3. Dizemos que um divisor A tem um ponto de base P, onde P é um lugar

racional, se L(A) = L(A — P).
Vejamos a Cota Ponto de Base para cédigos AG do tipo CL(D,G).
Teorema 4.4. Se o divisor C' tem um ponto de base P e P & supp D, entao
d(CL(D,G)) = degC + 1.

Demonstracao. Primeiro vamos provar a seguinte afirmagcao:
Existe uma palavra ¢ € Cr(D,G) com wt(c) = deg C = w se e somente se C' ~ P, + P;, +
-+ + P;, para w lugares racionais distintos F;,,...,FP;, € supp D.

18



Seja ¢ € Cr(D,G) com peso w, sem perda de generalidade podemos supor que ¢ =
(x(P1),...,x(Py)) com z(FP;) # 0 para 1 <i < w e x(F;) =0 paraw+1<i<mn, onde
x € L(G). Como z(P;) =0 para w+ 1 <i <n temos vp,(x) > 1paraw+1<i<mn, e
como z € L(G) e supp D Nsupp G = ) segue que

(@) > Pys1+ -+ P, —G
> Pyiit- -+ P+ C—D
>C—-—P—P,—---—P,.

Mas deg (z) = deg(C — P, — P, —---— P,) =0, assim (x) =C — P, — P, —--- — Py, ou
seja, C ~ P+ ---+ P,,.
Por outro lado, se C' ~ P;, + P;, +--- + P;,, entao existe 0 # x € F' tal que

(x):C_Pil_Pi _"‘_Pi
=D-G-Py,—P,—--—PF
:P1+"‘+]3i\1+"‘+]/Di:+“'+Pn—G7

onde se conclui que z € L(G), z(P;;) # 0 para 1 < j < w e z(P) = 0 para os demais luga-
res racionais no supp D. Logo ¢ = (z(Py),...,xz(P,)) € Cr(D,G) é tal que wt(c) = degC'.
Voltando & demostracao da proposigao, supondo que existe uma palavra ¢ € Cr(D, G)
com peso wt(c) = degC' = w, entao existem Pj,,...,P;, € suppD e 0 # z € F tais que
C+(z)=P,+---+ P, >0,0ousejaze L(C)=L(C—P), logo C+(z) =P, +P, +
-+++ P, > P com P ¢ supp D, que é uma contradigdo, assim d(Cr(D,G)) > degC ou
d(CL(D,G)) = degC' + 1. O

Esta cota também pode ser aplicada para um cédigo do tipo Cq(D, G), mas para provar
isto precisamos de um resultado prévio.

Lema 4.5. Dado um divisor G ~ K + C e um lugar racional P, existem divisores A e
B tais que G ~ A+ B+ P, L(A+ P) = L(A) e L(B + P) = L(B) se e somente se
L(C)=L(C - P).

Demonstragdo. Pela Proposicao 2.47 temos que L(K—A) # L(K—A—P)e L(K—B) #
L(K —B—P), e pela Proposigao 2.30 segue que L(K —A+K—B) # L(K—A+K—-B—-P).
Agora, como G~ A+B+PeG~K+Ctemosque K—-C+P~K—-A+K-—-Be
portanto L(K — C + P) # L(K — C). Usando novamente a Proposigao 2.47 concluimos
que L(C) = L(C — P).

Por outro lado, fazendo A = C —Pe B =K temos que G ~ K+ C = A+ B+ Pe
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L(A+ P) = L(C) = L(C — P) = L(A). Para mostrar que L(B + P) = L(B) observa-

mos que deg (K + P) =2g — 1, com isso /(K + P) =deg(K +P)+1—g =g = {(K).

Logo como L(K) C L(K+ P) segue que L(K) = L(K+P), ouseja, L(B) = L(B+P). O
Vejamos agora a Cota Ponto de Base para cédigos AG do tipo Cq(D, G).

Teorema 4.6. Se o divisor C' tem um ponto de base P com P & supp D, entao
d(Ca(D,G)) = degC + 1.

Demonstragao. Suponha que d(Cq(D,G)) = degC = w, logo existe n € Qp(G — D) e,
sem perda de generalidade, podemos supor que vp,(n) = —1 parai=1,...,wevp(n) >0
parai=w + 1,...,n pela Observagao 2.46. Assim temos

(M) =G —(Pr+-+ Pu).
Além disso, 29 — 2 = deg (n) > deg G — w = 2g — 2, disto segue que
K=n)=G—(PL+---+ Py).

Por outro lado, do Lema 4.5 temos que L(A + P) = L(A), logo pelo Teorema 2.52 e pela
Proposicao 2.50 existe um divisor £ > 0 com P ¢ supp F tal que K — A ~ E, portanto

K+ (P4 +P,)=G
~A+B+P
~K—-E+B+P,

e assim
E+ (P +---+P,)~B+P.

Segue que existe 0 # x € F' tal que

E+((Pi+---+P,)—P=DB+ (v)

(B+ (7))o = P,

isto é, 1 é uma B-lacuna em P, o qual é uma contradicdo pois temos por hipdtese
L(B + P) = L(B) do Lema 4.5. Concluimos d(Cq(D,G)) > degC + 1. O
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A Cota Ponto de Base pode ser enunciada da seguinte maneira: seja C um c6digo
AG (independentemente da sua representacao) determinado pelo divisor D e seja C' seu
suporte minimo. Se C' tem um ponto de base P, onde P é um lugar racional tal que
P ¢ supp D, entao

d(C) > degC + 1.

Assim obtemos uma melhora de uma unidade para a Cota de Goppa assumindo uma
condic¢ao adicional que é a do divisor C' tendo um ponto de base.

Observagao 4.7. Para exemplificar estas cotas e as demais que serao desenvolvidas,
trabalharemos um caso especifico. Consideremos o corpo de funcoes de Suzuki Fy(z,y)|F,
definido pela equacdo

y! +y =292+ z),

onde q = 2q8 eqo=2% s> 1. Este corpo de funcées tem ¢> + 1 lugares racionais e
seu género estd dado por qo(q — 1). Vamos trabalhar o caso qy = 2, ou seja no corpo de
fungées de Suzuki sobre o corpo Fg denotado por Fg(x,y)|Fs. Para os cdlculos usamos os
algoritmos desenvolvidos na plataforma Magma Calculator ([10]), que se encontram no
Apéndice.

Exemplo 4.8. De acordo com a Observagao 4.7, seja P um lugar racional do corpo
de funcdes de Suzuki e D a soma dos demais lugares racionais. Assim temos que 8 =
0(46P — K) # £(45P — K) =7 e (45P — K) = £(44P — K) = 7 onde K ¢é um divisor
canonico, portanto P € ponto de base do divisor 45P — K mas nao € ponto de base do
divisor 46P — K. Logo, considerando o cddigo Cq(D,G) para G = 46P e¢ G = 45P
obtemos as estimativas para a distancia minima, mostrada na Tabela 1, fazendo uso do
Algoritmo A.

Cédigo n k d(;op dBpT
Cq(D,G =45P) | 64 | 32 19 20
Co(D,G =46P) | 64 | 31 | 20 -

Tabela 1: Cotas basicas

No seguinte diagrama podemos ver a relagao entre as cotas estudadas até o momento:

dgop ——— dppr
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4.2 Cotas piso

De agora em diante trabalharemos cotas para os cédigos AG do tipo Cq(D,G). Entre
a classificacao das cotas inferiores para Cédigos AG estao as cotas piso, as quais serao
estudadas nesta se¢ao, assim como sua conexao com as cotas bdasicas. Veremos as cotas
piso dararp [11], drar 9], dast [8, Teorema 2.4] e dapz [4, Teorema 2.4].

Um dos objetivos deste trabalho é unificar estas cotas mediante teoremas e ver a relacao
existente entre elas. Para isto vamos desenvolver primeiro a cota denominada dapz dada
por Duursma e Park [4, Teorema 2.4], e logo veremos como as demais cotas piso sdo casos
particulares desta ultima.

Lema 4.9. Sejam G um divisor e n uma diferencial de Weil distinta de zero com divisor
(n) =G — D'+ E, tal que D', E > 0 e supp E N supp D' = (). Para divisores A, B e Z,
tais que G=A+B+ 7,7 >0 e suppZ N supp D’ =0, temos:

degD' > 0(A) — ((A— D') + £(B) — (B — D").

Demonstracao. Definindo a aplicacao linear

L) _ LA+E)

. o -
P LA—D) AL E_Dpy (edavorelet LA-D)=u+ LA+ E-D),

temos que, da Proposicao 2.29, ¢ estd bem definida e é injetiva. Disto segue que

V(A —U(A-D")<UA+E)—UA+E-D". (1)
De maneira analoga obtemos

(B)—¢B-D)<UB+2)-{B+2Z-D") (2)

definindo a aplicagao linear

L(B) L(B+ Z)

(0 (B - D)) — LB+ Z_D) dada por ¢(z + L(B— D))=z + L(B+ Z — D).

Por outro lado

i(A+E—-D')—i(A+E)=l(A+E—-D')—deg(A+ E—D')+g—1
—V(A+E)+deg(A+FE)—g+1
=lA+FE—-D)—l(A+E)+degD'.
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Deste modo
deg D' = ((A+E)— t(A+ E— D) +i(A+E— D) —i(A+E).
Por hipétese temos (n) =G — D'+ E=A+ B+ Z — D'+ E, entdo

degD' =U(A+E)—l(A+ E—D')+i(A+E—D')—i(A+E)
=lA+E)—lA+E-D)Y+i((n)—B—-2Z2)
—i(()) ~B~Z+D
=UA+E)— U A+E-DY+{B+2Z)—{(B+2Z-D")
>U(A) —l(A-D)+4B)—4B-D" de (1) e (2).

O

Definicao 4.10. Dizemos que uma palavra ¢ = (np,(1),...,np,(1)) € Co(D,G) tem
suporte D', onde 0 < D' < D, se np(1) # 0 para P € suppD’ e np(1) = 0 para P €
supp (D — D").

Observagao 4.11. Pela Observagio 2.46 temos que vp(n) = —1 para P € suppD’ e
vp(n) >0 para P € supp (D — D").

Observagao 4.12. Note que se uma palavra ¢ € Cq(D, G) tem suporte D', entio wt(c) =
degD'.

Lema 4.13. Uma palavra 0 # ¢ € Cqo(D,G) tem suporte D' somente se existe uma
diferencial de Weil nao nula n € Qp(G — D’).

Demonstragao. Se existe 0 # ¢ € Cq(D, G) com suporte D' podemos supor que D' =
P, + P, + --- + P; sem perda de generalidade, entao exite uma diferencial de Weil 7 €
Qp(G — D) distinto de zero tal que np(l) # 0 para P € suppD’ e np(l) = 0 para
P € supp (D — D'), logo

() >G—Pi—- Py,

mas pela Observagao 4.11 temos que vp(n) > 0 para P € supp (D — D'), o que implica

() >G—Pi— Py
=G-D.

Assim concluimos que n € Qp(G — D’). O
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Observagao 4.14. Note que para cada palavra 0 # ¢ € Cq(D,G) com suporte D' existe
n € Qp(G — D') diferencial de Weil diferente de zero, mas {0} # Qp(G — D') = Qp(K +
C—-D")=L(D'—C), logo existe um divisor Ey > 0 tal que D' ~ C + Ej.

Teorema 4.15 (Cota dapyz). Seja G = K+C = A+B+Z, onde A, B e Z sao divisores
tais que Z >0 e supp D N supp Z = 0, entdo

d(Ca(D,G)) > €(A) — (A — C) + (B) — (B - C).

Demonstragdo. Seja 0 # ¢ = (np,(1),...,np,(1)) uma palavra arbitraria do cédigo
Cq(D, @) com suporte D', entdo, pelo Lema 4.13, n € Qp(G — D’). Assim (n) > G — D/,
e existe um divisor £ > 0 tal que (n) = G — D' + E com supp D’ Nsupp £ = () pela
Observacgao 4.11. Também notemos que D' ~ C + E; com E; > 0 pela Observacgao 4.14.
Além disso supp D’ Nsupp Z = () pois supp D Nsupp Z = @ por hipétese. Logo, pelo Lema
4.9 segue que

deg D' > ¢(A) — (A —D')+¢B) —4(B - D" (3)
{(A)—U(A— D'+ E1)+¢B)— 4B - D'+ Ey)
l

—U(A—C)+B) - (B - ).

AV

=

Finalmente, como a palavra c¢ foi escolhida arbitrariamente concluimos que

d(Co(D, Q) > £(A) — (A — C) + £(B) — {(B — O).

O
Note que a cota inferior do Teorema 4.15,
d>0(A)—Ul(A-C)+¢B)—¢B-C), (4)
pode ser escrita em duas formas diferentes:
U(A)—U(A-C)+UB)—¢B—-C)=1i(A)+degA—g+1—-i(A-C)
—deg(A-C)+g—1+4B)—- 4B -C)
=degC+i(A)—i(A—C)+{B)—¥B-0C)
=degC+i(K+C—-B—-2)—i(K—-B—-2)
+/{(B)— 4B -C)
=degC+ B+ 2Z—-C)— 4B+ Z)+{B)
—{(B—-C). (5)
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U(A)—U(A-C)+4B)—U¢(B-C)=degC+{(B+Z—-C)— B+ Z)+{B)

—¢B-0C)

=degC+i(B+Z—-C)+deg(B+Z—-C)
—g+1—-UB+2Z)+{B)—-1i(B-C)
—deg(B-C)+g—1

=degC+i(B+Z—-C)+degZ —U(B+Z%)
+{(B) —i(B—-C)

=degC +degZ +i(K —A) —i(K —A—Z2)
— B+ Z)+{(B)

=degC +degZ 4+ (A) —L(A+ Z) + ¢(B)
— B+ 7). (6)

Esta tltima forma de expressar (4) tem como consequéncia as demais cotas tipo piso.

Observagao 4.16. E facil observar que na equagao (5) ao fazer Z = 0 obtemos a Cota
de Goppa (dgop).

Agora introduziremos os conceitos e resultados basicos para obter a cota piso dysprp.

Definigao 4.17. Dados os divisores A e B, definimos o mdximo divisor comum entre A
e B como sendo o divisor

mdc(A, B) = Z min{vp(A), vp(B)}P.
PePr

Proposicao 4.18. Sejam A e B divisores, entdo
L(A)N L(B) = L(mdc(A, B)).

Demonstragdo. Seja x € L(A) N L(B) e seja P € Pp, entao temos que vp(x) +
vp(A) > 0 e vp(x) + vp(B) > 0, portanto vp(z) + min{vp(A),vp(B)} > 0, logo = €
L(mdc(A, B)). Por outro lado note que L(mdc(A, B)) C L(A) e L(mdc(A, B)) C L(B),
logo L(mdc(A, B)) C L(A) N L(B). O

Proposicao 4.19. Seja A um divisor com £(A) > 0. Suponha que A" é um divisor de grau
minimo tal que L(A) = L(A’), entaio A > A’. Consequentemente, A’ é o inico divisor
com esta propriedade.
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Demonstragio. Temos que L(A) = L(A) N L(A") = L(mdc(A, A")), logo pela mi-
nimalidade do grau de A’ segue que deg A’ < degmdc(A, A’). Mas por outro lado
mdc(A, A") < A, logo deg A’ = degmdc(A, A’), o que implica A" = mdc(A, A") < A.
Suponhamos que existem A’ e A” divisores com grau minimo tal que L(A4) = L(4’) =
L(A"). Logo temos que L(A") = L(A”), pela minimalidade dos graus obtemos A’ < A” e
A" < A’ pelo anterior demonstrado, assim A’ = A”. O

Assim, o seguinte conceito fica bem definido.

Defini¢ao 4.20. Dado um divisor A com I(A) > 0, o piso de A é o nico divisor A’
de grau minimo tal que L(A) = L(A’). Denotaremos o piso de A por |A]. Além disso,
chamamos parte fiza do divisor A ao divisor E4 = A — | A].

Agora vejamos as demais cotas piso.

Corolério 4.21 (Cota dypyp). Seja G =K+ C=A+B+Z com Z >0 e suppD N
suppZ =0 tal que H=A+Z =B+ Z e |H| = A= B, entao

d(Ca(D,H + [H])) = degC + deg El.

Demonstragao. Note que das hipdteses temos que Z = H — |H| e U(A) =U(A+ Z) =
UB)=U(B+Z) pois L(H) = L(|H]). Logo do Teorema 4.15 e da equacao (6) temos que

d(Ca(D,H + |H])) > degC +deg(H — |H])
= degC + deg Ey.

O
A seguinte cota, dada por Lundell e McCullough [9], é uma generalizagdo da cota piso
dyvp € a sua vez é também uma generalizagao da cota bésica dgpr.

Corolario 4.22 (Cota dryr). Seja G = K+C = A+B+Z com Z > 0 tal que L(A+Z) =
L(A), L(B+ Z) = L(B) e supp D Nsupp Z = 0. Entao

d(Ca(D,G)) > degC + deg Z.

Demonstragdo. Do Teorema 4.15 e da equagcao (6), como L(A+Z) = L(A) e L(B+Z) =
L(B) segue imediatamente

d(Ca(D,G)) > degC + deg Z.
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Observagao 4.23. Note que fazendo A= B = |H| e Z = H — | H| obtemos a cota piso
dyvp. Além disso, fazendo Z = P, onde P é um lugar racional, obtemos a cota dgpr
pelo Lema 4.5.

A cota dada por Giineri, Stichtenoth e Tagkin [8, Teorema 2.4] ¢ uma generalizacao da
cota drps. Apresentamos esta cota em sua forma original no seguinte resultado.

Corolario 4.24 (Cota dgsr). Sejam A, B, C, Z € Div(F) satisfazendo as sequintes

condicies:
i) (supp AU supp B U supp C U supp Z) N supp D = (),
i) L(A)=L(A—Z) e L(B)=L(B+Z), e
i) L(C) = L(B).
Se G = A+ B, entdo
d(Ca(D,G)) > degC + degZ + i(A) — i(G — C).

Demonstracdo. Podemos supor que C < B + Z pois caso a desigualdade nio fosse
satisfeita poderfamos considerar o divisor mde(C, B + Z) que satisfaz supp mdc(C, B +
Z) Nsupp D = 0, L(mdc(C’ B+Z7))=L(B) e mdc(C,B+ Z) < B+ Z. Assim, existe um
7 >0 tal que C + Z = B + Z. Escrevendo

G=A+B=(A-7Z)+C+Z=A+B+2Z

onde A=A—-Z B=CeZ= Z temos que Z > 0 e supp D Nsupp Z = () por hipdtese.
Logo pelo Teorema 4.15 e a equagao (6) temos
d(Cq(D,G)) > degC +deg Z + ((A) — £(A
=degC +degZ + ((A) — (A
= degC +deg Z + U(A—Z) —
= degC + deg Z + L(A) — ¢(G - O)
—degC+deg(Z+A—G+C)+i(A) —i(G-0C)
=degC +degZ +i(A) —i(G—-C
O

Observagao 4.25. Fazendo Z > 0 e B = C temos que G — C = G — B = A, portanto
obtemos a cota dppy.



Na cota dggr devemos procurar valores 6timos para os divisores para poder garantir
uma melhora na diferenga i(A) —i(G — C), porém, as vezes isto niao é uma tarefa facil. No
seguinte resultado notamos que fazendo Z = 0 nossa melhora s6 vai depender da escolha
de dois parametros, os divisores B e C.

Corolério 4.26. Seja G=K+C=A+B ¢ B=C + Z tal que L(B)=L(C) e Z>0.
Para D com supp D N supp Z = ) temos

d(Cqo(D,G)) > degC + (B — C) — £(C — C).

Demonstragao. Com a decomposicao G = A+C+Z=A+B +Z,onde A=A, B=C
e Z = Z temos que Z > 0 e supp D Nsupp Z = 0, logo pelo Teorema 4.15 e a equagao (5)
temos

O
O ultimo teorema desta se¢do formula a cota dggr em fungdo de um sé parametro.

Teorema 4.27 (Formulagao de dgsr mediante um parametro). Seja G = K + C. Para
um divisor B tal que supp D N supp (B — | B|) =0, temos
d(Cq(D,G)) > degC +4(B—-C)—4(|B] —C).
Demonstra¢io. Tomando A = G — B, B=B,C = |B] e Z=B- | B] temos que
G=A+B,B=C+Z,Z>0,suppDnNsuppZ =0 e L(B) = L(C), logo pelo Corolario
4.26 segue que
d(Cqo(D,G)) >degC+¢(B—-C)—¢(|B|—C).
O
Exemplo 4.28. Com a mesma notacao na Observacdo 4.7, sejam P e @Q dois lugares
racionais do corpo de fungoes de Suzuki. Tomamos, para cada codigo, as sequintes decom-
posicoes dependendo da cota indicada:
Ca(D,G =32P+Q):
dip: A=18P, B=13P e Z=P+Q
dagst: A=19P+Q,B=13P,C=13P eZ=P+Q
dapz: A=13P,B=13P e Z=6P+Q
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e
Ca(D,G = 24P + 6Q):

dry @ A=16P, B=10P +2Q e Z = 2Q
dgst: A=16P+2Q, B=8P +4Q,C =8P ¢ Z =2Q
dapz : A=16P, B=8P ¢ Z = 6Q.

Assim, fazendo uso do Algoritmo B, obtemos os valores das cotas e as melhoras mostradas
na Tabela 2.

Cédigo n k dLM dGST dABZ
Co(D,G=32P+Q) |63 43| 9 9 10
Co(D,G =24P +6Q) | 63 | 46 | 6 7 7

Tabela 2: Cotas piso

Até agora, as cotas estudadas estao relacionadas da seguinte maneira:

dgop —— dBpT

!

dyvivp drm dgsT ———— daBz

4.3 Cotas mistas

Nesta segdo vamos apresentar as cotas mistas dgxr, [5] e dgsre [8], e fornecemos também
a cota d4pz+. Estudaremos a relagdo entre elas e, por sua vez, a relagado com as cotas es-
tudadas anteriormente. Primeiro apresentamos a cota d 4gz+ que apresenta uma melhora
da cota dapz.

Lema 4.29. Sejam os divisores C, A e A’ tais que A’ < A e:
i) LA —C)#L(A"—C —P) e L(A") = L(A’ — P) para algum lugar P, e
ii) L(A—C) # L(A—C —Q), para todo lugar @ com A’ < A—Q < A.

Entao L(A — C) # L(A — D') para qualquer divisor D' ~ C + E tal que P ¢ supp D' e
D', E>0.
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Demonstragdo. Seja D' um divisor tal que D' ~ C + E com P & suppD’ e D', E > 0.
Caso 1: Se supp ENsupp (A — A') # 0
Pela hipétese existe @@ € supp E Nsupp (A — A’). Como @ € suppE e E > 0 temos
0 < Q < E. Por outro lado, como @ € supp(A—A')e A— A" >0temos 0 < Q < A— A’
o que implica A’ < A —Q < A. Assim, pela segunda condigdo L(A—C) # L(A—C — Q).
Mas como temos Q < F e D' ~ C + E segue que

LA-D)=2L(A-C-E)CL(A-C-Q) g L(A- Q).

Caso 2: Se supp ENsupp (A — A") =10
Definindo a aplicacao
LA -0O) R L(A-C)
P LA—-C-E) LA-C-E)

dada por p(x + L(A' — C — E)) =2+ L(A— C — E), temos que estd bem definida e é
injetiva pela Proposicao 2.29, logo

VA -C)— A -C—-E)<{(A-C)—UA-C-E),
mas como D’ ~ C + E segue que
VA —C)— A —D)<U(A-C)—4(A-D"). (7)
Pela primeira condi¢ao L(A" — C) # L(A’— C — P) e L(A") = L(A’ — P), portanto
(A —C—P)< (A -C) (8)
e L(A'— D"y =L(A"— D' — P), de fato, seja € L(A’ — D’) entao
(x)+ A" > D,
mas como D’ > 0 temos que x € L(A") = L(A" — P), e como P ¢ supp D’ segue que
(x)+A">D' +P
Deste modo temos L(A" — D) = L(A" — D’ — P) e portanto
V(A" —D"Y=+0A -D - P). 9)
Além disso observe que

A-P-D~A-P-C-E<A-P-C,
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logo
(A —P-D)<UA -P-0C), (10)

Assim de (7), (8), (9) e (10) segue que
A—-C)—UA-D")>0A -C)—¢A -D"
SUA —C—P)— A —P-D)
> 0.

O]

Teorema 4.30 (Cotadspz+). SejaG = K+C = A+B+Z com Z > 0 e supp DNsupp Z =
0. Defina 6(A) € {0, 1} como 1 se existe um divisor A’ < A tal que:

i) supp (A —A') C supp Z,
ii) existe um lugar P € suppZ com L(A'—C) # L(A'—C—P) e L(A') = L(A'—P), e
i11) para todo lugar Q € supp Z temos L(A —C) # L(A—C — Q),
e como 0 caso contrdrio. Entao
d(Ca(D,G)) > L(A) —l(A-C)+4(B)—4(B—-C)+6(A)+46(B).

Demonstragdo. Dada uma palavra 0 # ¢ € Cq(D, G) com suporte D’ existe um divisor
E > 0 tal que D’ ~ C + E pela Observacao 4.14. Além disso concluimos que

deg D' > ¢(A) —4(A—D")+¢(B) —4(B - D)

pela equagao (3). Se ndo existe A que satisfaz as condigoes descritas entao 6(A) = 0. Por
outro lado, se existe tal A’ temos um lugar P € supp Z com L(A"' — C) # L(A' — C — P)
e L(A") = L(A’ — P). Além disso, para um lugar @Q tal que A’ < A — Q < A temos
0<Q<A-A" ouseja, Q € supp (A—A") C supp Z, portanto L(A—C) # L(A—C - Q).
Também note que como supp D' Nsupp Z = () e P € supp Z entdao P & supp D’. Assim, do
Lema 4.29 temos L(A —C) # L(A— D’), o que implica 1 = 6(A) < (A—-C)—¢(A-D'),
ou seja, ((A) —U(A—C)+6(A) <l(A)—L(A-D").

De maneira andloga obtemos ¢(B) — {(B — C) + §(B) < I(B) — ¢(B — D’), portanto

deg D' > U(A) — (A —C)+6(A) +4(B) — (B — C) + §(B).
Mas como a palavra c foi escolhida arbitrariamente temos que

d(Ca(D,G)) > ((A) — (A — C) + £(B) — {(B — C) + 6(A) + 5(B).
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Observacao 4.31. Notemos que a cota dypz+ € uma melhora de até duas unidades com
respeito a cota dagy.

Os autores Giineri, Stichtenoth e Tagkin [8, Teorema 2.12] também fornecem a cota
dasT2 que é uma melhora da cota dpjs que, por sua vez, é uma generalizacao da cota
dokr dada por Garcia, Kim e Lax [5] que serd apresentada mais tarde.

Coroldrio 4.32 (Cota dgsr2). Seja G = K+C' e suponha que existem divisores A B, 7 €

Div(F) satisfazendo as sequintes condigoes:
i) (supp AU supp B U supp Z) N supp D = 0,
it) supp(A—B) C suppZ,
i) Z >0, L(A)=L(A—Z) e L(B) = L(B+ Z + Q) para todo Q € suppZ, e
iv) B+ Z+ P < A para algum P € supp Z.
Se G = A+ B, entdo temos
d(Ca(D,Q)) > degC + deg Z + 1.

Demonstracdo. Fazendo A=A—-7Z, B=B, A =B+PeZ=ZtemosG=K~+C =
A+ B = A+ B+ Z. Vejamos que sdo satisfeitas as condi¢des do Teorema 4.30, de fato,
temos A/ =B+ P=B+P<A—-7Z=A. Além disso A— A'=A—- B —Z — P, como
supp (A — B) Csupp Z e P € supp Z temos supp (A — A’) C supp Z = supp Z.

Por outro lado temos que L(A) = L(A — P), pois L(A) = L(A—Z) C L(A— P) C L(A).
Além disso, por hip6tese temos L(A + Z) = L(A).
Sabemos também que

(A —C)=¢B+P-C)=UK—-A—-Z+P)=i(A+Z—-P)=i(A-P)
=/V(A—P)—degA+degP+g—1

(A —C—-P)=UB-C)=UK-A-2Z)=i(A+2) =i(A)
=U(A) —degA+g—1,
logo como L(A) = L(A — P) temos L(A" — C) # L(A' — C — P).

Note que L(B) C L(B+ P) C L(B+ Z + Q) = L(B) para todo @ € supp Z, disto segue
que L(B + P) = L(B), ou seja, L(A’ — P) = L(A").
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Observamos também que para todo Q € supp Z temos L(B+Z2) C L(B+Z+Q) = L(B) C
L(B+ Z),logo L(B+ Z) = L(B) e L(B+ Z) = L(B + Z + Q) para todo Q € supp Z.
Além disso

(A-C)=UK-B-2Z)=i(B+Z)=4B+Z)—deg(B+2Z)+g—1

(A-C-Q)=UK-B-Z-Q)=iB+Z+Q)
(B+Z+Q)—deg(B+7Z)—degQ+g—1,
mas como L(B + Z) = L(B + Z + Q) segue que L(A — C) # L(A — C — Q) para todo

Q € supp Z.
Logo dado uma palavra 0 # ¢ € Cq(D, G) com suporte D', do Lema 4.13 e a Observagao

4.14 existe um divisor £ > 0 tal que D’ ~ C + E e por hipétese supp D’ Nsupp Z = 0.
Além disso tinhamos que L(A+ Z) = L(A) e L(B+ Z) = L(B), logo

degD' > ((A) —(A—C)+¢B)—{B-C)+1 do Teorema 4.30
=degC +degZ + l(A) —(A+ Z)+{(B)— 4B+ Z)+1 daequagao (6)
=degC +deg Z + 1.
Como c foi uma palavra escolhida arbitrariamente temos
d(Co(D,G)) > degC + deg Z + 1.
O

Assim obtemos, adicionando hipdteses a mais, uma melhora de uma unidade para a
cota drps. A seguir, apresentamos a cota dgir.

Corolério 4.33 (Cota dgxiyr). Seja H um divisor e P um lugar racional tal que, para
certos inteiros o, B, t com 8> a+t et > 1, temos

L(H+aP+tP)=L(H+aP —P) e L(H+pBP)=L(H+BP—tP).
Se (supp H U {P}) N supp D =0, entdo para G =2H + (a+  — 1)P temos
d(Ca(D,G)) > degC +t+ 1.

Demonstragdo. Fazendo A = P+ H, B = (a—1)P + H e Z = tP temos que todas
as hipdteses do Corolario 4.32 sao satisfeitas, logo

d(Ca(D,G)) > degC +t + 1.
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Exemplo 4.34. Com a mesma notacao na Observacao 4.7, sejam P e Q dois lugares
racionais do corpo de de funcgoes de Suzuki. Tomamos, para cada codigo, as seguintes
decomposicoes dependendo da cota indicada:

Ca(D,G = 32P + Q):
doste: A=19P+Q,B=13P e Z=P+Q
dapzr: A=13P, B=13P ¢ Z =6P +Q
€
Co(D,G = 27P):
dgsro: A=27TP,B=0e¢Z =P
dapz+: A=13P, B=13P, Z =6P, A’ =9P ¢ B' = 11P.

Assim, fazendo uso do Algoritmo C, obtemos os valores das cotas e suas melhoras mos-
tradas na Tabela 3.

Cédigo n k dGST2 dA32+
Co(D,G=32P+Q) | 63|43 | 10 10
Co(D,G=27P) |64|50| 3 4

Tabela 3: Cotas mistas

Como as cotas dgst, dgsre nao sdo compardveis em geral (ver [3, Tabela 1]), o for-
necimento da cota d g+ estabelece uma hierarquia das cotas mistas sobre as cotas piso.
Isto pode-se ver no seguinte diagrama onde resumimos a relacao entre as cotas estudadas
neste trabalho até o momento.

dgop ——— dBpr

!

dyivp drm dgstT ————— daBz
dekr dgsta —————— dapz+

4.4 As Cotas ordem dgp e dapz

Nesta secao daremos inicio ao estudo das cotas ordem. Para comecar, somente apresen-
taremos duas cotas, as quais sao obtidas usando as ferramentas fornecidas até agora. As
demais cotas ordem serao apresentadas nas seguintes secoes fazendo uso de novas ferra-
mentas.
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Definicao 4.35. Sejam C um divisor e P um lugar racional (ambos fixos), para um
divisor A definimos o conjunto A'(A) como

Observacgao 4.36. Note que o conjunto A'(A) € sempre finito, de fato, sd basta observar
que i & A'(A) para i > deg A — deg C.
Agora apresentamos a cota ordem dada por Duursma e Park [4, Teorema 6.5].

Teorema 4.37 (Cotadapy). SejaG = K+C = A+B+Z com Z > 0 e supp ZNsupp D =
(. Para um lugar racional P tal que P & supp D temos

d(Ca(D,G)) = min{dapz + [A'(A)] +|A'(B)], d(Ca(D,G + P))}.

Demonstragao. Seja 0 # ¢ € Cq(D,G) uma palavra com suporte D', pela Observagao
4.14 existe um divisor F > 0 tal que D' ~ C + E. Seguindo a demonstra¢ao do Teorema
4.15 obtemos

deg D' > ((A) — (A - D")+¢(B) — (B - D).

Caso 1: Se P € supp FE
Seja A; € A'(A), logo L(A;) = L(A; — P) e L(A; — C) # L(A; — C — P). Note que
L(A; — D') = L(A; — D' — P), de fato, seja z € L(A; — D'), entdo temos

() +A; > D',
mas como P & supp D' e x € L(A; — P), pois L(A; — D’) C L(A;) = L(A; — P), segue que
(r) +A; > D'+ P,
ou seja L(A; — D) = L(A; — D' — P). Por outro lado como L(A; — C) # L(A; — C — P),
temos que /(A; — C — P)+1=/{(A; — C), assim
V(A;—C)—4(A; —D')=0(A; —C —P)—{(A; — D — P) + 1. (11)
Notemos também que para qualquer divisor A; podemos definir a aplicacao linear

. L(A-C-P) L(A; - C)
Y LA —C—-E—-P) LA —-C—E)

dada por ¢(x + L(A; —C — E — P)) =z + L(A; — C — E) a qual esta bem definida e é

injetiva pela Proposicao 2.29, logo temos

0(A; —C —P)—U(A; —C —FE —P) < l(A;— C) — l(4A; — C — E)
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o qual é o mesmo que
U(A; —C —P)—U(A; =D — P)</(U(A;—C)—L(A; — D) (12)
pois temos que D' ~ C + E. Pelo terceiro item da Proposicao 2.25 temos

U(A=C)—U(A=D') = [(t(Ai— C) — L(A; — D)) — ({(A; — C = P) — {(A; — D' — P))],

i>0

onde A; = A —iP, e pelas equagoes (11) e (12) segue que
U(A=C)—l(A-D") > |A'(A)].

Analogamente temos que
(B —C)— (B - D)= |N(B).

Portanto

deg D' > 0(A) — (A — CO) + |A'(A)| + 4(B) — ¢(B - C) + |A(B)|
= dapz +|A'(A)| +|A'(B)],
e como a palavra c é arbitraria segue que
d(Ca(D,G)) = dapz + |A'(A)| + |A'(B)].

Caso 2: Se P € supp FE
Para este caso conclui-se d(Cq(D,G)) = d(Cq(D,G + P)). Assim temos

d(Ca(D,G)) > min{dapz +|A'(A)| + |A(B)], d(Ca(D,G + P))}.
O

Observagao 4.38. Adicionando hipdteses a mais no Teorema 4.30 obtemos dagz+ <

Exemplo 4.39. Com a mesma notacao na Observacao 4.7, vamos calcular a cota dapz
para o cédigo Cqo(D,G = 27TP + Q) para certa decomposi¢iao de G. Sejam P e Q lugares
racionais distintos do corpo de funcoes de Suzuki. Para calcular a cota dapy tomamos a
decomposicao A = 13P, B =13P e Z = P+ Q, e fazendo uso do Algoritmo B obtemos

36



dapz = 4. Para calcular a cota dapy devemos calcular primeiro os conjuntos A'(A) e
A'(B). Tomando Q como um lugar racional tal que Q & supp D obtemos que

Portanto temos
dapz = min{d + 2 + 2, d(Cq(D,27P + 2Q))} = min{8, d(Cq(D,27P +2Q))}, (13)

mas nds nao conhecemos o valor de d(Cq(D,27P+2Q)), e também € importante dizer que
€ complicado achar seu valor mediante métodos computacionais, mas podemos fazer uma
estimativa desta. Para o cddigo Cq(D,27P + 2Q), tomamos a decomposi¢io A = 13P,
B =13P e Z = P+2Q. Para esta decomposicdo temos que dapz = 6 e tomando P como
lugar racional tal que P & supp D obtemos

A'(A)={A-2P} e A'(B) = {B - 2P},

logo
d(Ca(D,2TP +2Q)) > dapy = min{8, d(Ca(D,28P +2Q)}. (14)

Finalmente estimamos o valor de d(Cq(D,28P + 2Q)), para isto consideramos a decom-
posicio A = 13P, B=13P e Z = 2P + 2Q obtendo dapz = 8, assim

d(Ca(D,28P 4 2Q)) > 8. (15)

Logo de (13), (14) e (15) temos que para o cédigo Cq(D,27P + Q) a cota dapz € 8 para
a decomposicao dada.

A seguinte cota é dada por Beelen [1] e pode ser vista como um caso particular da cota

Corolério 4.40 (Cota dp). Seja G = K +C = A+ B. Para um lugar racional P tal que
P ¢ supp D temos

d(Ca(D, G)) = min{dgop + |A'(A)| + |A"(B)], d(Ca(D, G + P))}.

Demonstragao. Considerando Z = 0, temos que dapz = daop pela Observacao 4.16.
Logo pelo Teorema 4.37 segue que

d(Cq(D,G)) > min{dgop + |A'(A)] + |A'(B)], d(Cq(D,G + P))}.

Agora vejamos que a cota dax, é um caso particular da cota dp.
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Corolario 4.41. Seja H um divisor e P um lugar racional tal que, para inteiros o, 3, t
comfB>a+tet>1, temos

L(H+aP+tP)=L(H+aP —P) e L(H+BP)=L(H+ 3P —tP).
Se (supp HU{P}) N suppD =0, entao para G =2H + (a+ 5 — 1) P temos
d(Ca(D,G)) > degC +t + 1.

Demonstragao. Para 0 < ¢ <t fixo, sejam A = H+aP+iP—Pe B=H+3P. Assim
temos que G +iP = A + B, logo pelo Corolério 4.40 segue que

d(Cq(D,G +iP)) > min{deg C +i + |A'(A)| + |A"(B)|, d(Ca(D,G + iP + P))}.
Vejamos que os divisores
H+aP+iP,H+aP+ (i+1)P,..., H+aP+ (t—1)P e H+ 8P
estdo em A’(B), de fato, para j com i < j <t—1e i # t temos que H + aP + jP =
B—(f—a—j)Ponde f—a—j>0pois j <t—1. Por outro lado
L(H+aP—-P)CLH+aP)CLH+aP+P)C---C L(H+ aP +1tP),
logo da hipétese L(H + aP — P) = L(H + aP + tP) segue que L(H + aP + jP) =
L(H+aP+jP—P)parai <j<t—1.
De modo anélogo temos que L(H + P + (i — j)P) = L(H + P+ (i —j — 1)P) para j
tal que 7 < j <t —1, mas
H+pP+(i—j))P=G—-H+(i+1—a—j)P,
assim L(G—H+ (i—j—a)P)=L(G—H+ (i+1—a—j)P) e da Proposigao 2.47 segue

que
LIK—-G+H-(i—j—a)P)#L(K—G+H—(i+1—a—j)P)

ou equivalentemente
L(H+aP+jP—C)# L(H+aP+ jP—-C - P),

onde C é o suporte minimo do cédigo Cq(D, G + iP). Além disso é facil ver que H + 3P
estd em A’(B), pois a demonstragao é totalmente andloga. Portanto |A'(B)| >t —i+ 1,
assim
d(Cq(D,G +iP)) > min{deg C + i + |A'(A)| + |A"(B)|, d(Ca(D,G +iP + P))}
> min{degC +t+ 1, d(Cq(D,G +iP + P))}.
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para todo i tal que 0 <7 < t. Logo

d(Ca(D,G)) > min{degC +t+1, d(Cqo(D,G + P))}
> min{degC +t+ 1, d(Cq(D,G + 2P))}

> min{degC +t+ 1, d(Cq(D,G +tP + P))}
>degC+t+1,

pois d(Cq(D,G+tP+ P)) > deg C+t+1 pela cota de Goppa para Cq(D,G+tP+P). O
No seguinte diagrama resumimos a relacao entre as cotas estudadas neste trabalho até
0 momento.

dgop ——— dppr

!

dyvmp drv dgsT ———— daBz
dakr dgsTa ——————— dapz+

T !

dB I dABZ’

Do diagrama vemos que existe uma hierarquia entre as cotas bdsicas, as cotas piso, as
cotas mistas e as cotas ordem, sendo estas ultimas as mais étimas até agora.

5 Semigrupos livres de pontos de base

Nesta secao introduzimos novas ferramentas para desenvolver as cotas ordem. Sendo
Pic(F) = Div(F)/ ~, onde ~ é a relacao de equivaléncia da Defini¢ao 2.19, definimos o
conjunto I' = {A € Pic(F) : L(A) # 0} e observamos que tem estrutura de semigrupo, de
fato, se A e B sdo elementos de I, entdo existe um divisor efetivo IV representante de B,
logo 0 # L(A) C L(A+ N) = L(A+ B), portanto A+ B € I'. Agora, pela Proposigao
2.30, podemos definir o seguinte semigrupo:

Definigao 5.1. Seja P um lugar racional, definimos o semigrupo I'p como

I'p={AecT:L(A) # L(A— P)}.
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Note que o semigrupo I'p é composto por todos os elementos A € I que ndo tem como
ponto de base ao lugar racional P, ou, em outras palavras, os elementos A € I" que estao
livres de ter a P como ponto de base. Este conceito pode ser generalizado, tomando um
conjunto finito S de lugares racionais podemos definir I's = [\pcgI'p, € por convencao
denotamos I'y =TI

Definicao 5.2. Para um elemento C € Pic(F) e para conjuntos finitos de lugares racio-
nais S e S’ definimos

[(C;8,8)={A:AeTg e A—CeTlg},
v(C; S, S") = min{deg A: A € T'(C; S, 5")}.

Os seguintes resultados sao fundamentais, pois expressaremos as cotas ordem em fungao
de semigrupos.

Lema 5.3. Dado um conjunto finito S de lugares racionais e um divisor D = Py+---+ P,
tal que P; & S parai=1,...,n, temos

d(Cq(D,G)) > ~(G — K; S,0).
Além disso, para um lugar racional P & supp D temos
min wt (Cq (D, G)\Cao(D,G + P)) > ~v(G — K; S, P).
Demonstragao. Ver [4, Lemas 4.2 e 4.3]. O

Proposigao 5.4. Sejam S e S' conjuntos finitos de pontos racionais e seja C € Pic(F).
Para um lugar racional P tal que P &€ S’,

D(C:S,5') = T(C5 8,5 U{P}) UT(C + P; S, ).

Demonstragdo. Seja A € T'(C;S,5"), logo A eTgse A—C € I's;. Para P ¢ S’ hd
duas possibilidades, se L(A — C) # L(A — C — P) entao A — C € T'gyqpy, portanto
A € T(C; 8,58 U{P}). Por outro lado se L(A —C) = L(A—C — P) e S' = () segue
imediatamente que A € T'(C + P;S,5"), e se S’ # () temos que para qualquer N € S’
tem-se L(A—C — N) # L(A—C) pois A— C € I'gs, logo

LA-C-P-N)CLA-C-N)CLA-C)=L(A-C—P),

assim L(A—C —P—N) # L(A—C — P) para todo N € S, portanto A € T'(C + P; S, S").
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Por outro lado, é evidente que I'(C; S, 8" U {P}) C I'(C; S5,5"). Como P ¢ S entao
P €Ty, de fato, se S’ = () é trivial, se P ¢ I'ss e S’ # () entao existe um lugar racional
N € 5’ tal que é ponto de base de P, isto ¢ F, = L(0) = L(P) = L(P — N). Isto s6
acontece se P = N € S’. Logo segue que P € I's,. Agora, se A € T'(C + P;S,5) temos
A—C — P € I'g, logo pela propriedade de semigrupo segue que A — C € I'g/, assim
Ael(C;8, 5. O
Teorema 5.5. Seja C € Pic(F) e sejam S, S', T e T' conjuntos finitos de lugares
racionais tais que T e T' sao disjuntos e TUT' = S’, entao
N(C;8,T') = | T(C + X 8,9,
AEA
onde A € o semigrupo gerado pelos lugares em T (incluindo o divisor zero).
Demonstragao. Se T = () é trivial. Primeiro provaremos o teorema para o caso T’ = { P}.
Seja j > 0 arbitrario, entao temos que
[(C;8, 1) = | J D(C+iP;S,T"U{P})UT(C +jP+ P;S,T"), (16)
0<i<j
de fato, como P ¢ T e pela Proposicao 5.4 temos
L(C;8,T")=T(C; S, T"U{P}))UT(C + P;S,T"),
mas podemos fazer o mesmo com o segundo membro, assim teriamos
[(C+ P;8,T)=T(C+ P;S,T"U{P})UT(C +2P;S,T").
Fazendo o mesmo procedimento até o término j temos
L(C;8,T) = | J T(C+iP;S,T"U{P}) UT(C + jP + P; S, T").
0<i<j
Por um lado note que
Urc+ipr; S, 7"u{P}) CT(C; 8, T).
0<i

Agora, se A € T'(C;S,T") podemos escolher um j > 0 tal que deg A — deg C' < j, assim
deg(A—C —jP — P) <0 e portanto A € T'(C + jP + P;S,T'), logo de (16) temos que
AeT(C+iP;S,T'U{P}) para algum i com 0 < i < j, o que implica que

0(C;8,T') = | JT(C +iP; S, T' U{P}).

0<s
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Para o caso geral suponhamos que T' = {1}, Ty, ..., Ty}, logo terfamos

Ure+xs9) = - |JT(C+aTi+ - +imTn; S, T U{T,...,Tin})
AEA 0<iy 0<im

= U rC+uTi+ - +imaTn ;8T U{Ty,..., T 1})

Ogil Ogimfl

= |J N(C+aT; 8,7 u{Ti})

0<4,

=T(C;S,T).

6 Teorema Principal

Na secao anterior vimos que a distancia minima do cédigo Cq(D,G) estd limitada infe-
riormente pelo valor v(G — K;S,0). Em geral, a distancia minima de um c6digo poderd
ser limitada inferiormente por valores da forma (C; S, S’) (serd visto na seguinte segio);
portanto, para obter cotas inferiores para a distancia minima basta obter cotas inferiores
para v(C;S,S’). Nesta se¢gdo abordaremos este problema, dando um teorema que nos
permita estimar cotas inferiores para v(C; S, S’).

Teorema 6.1. Dado um divisor C, conjuntos finitos de lugares racionais S e S’ e uma
sequéncia de divisores {Ag, A1, ..., Ap} tal que A; = A;_1 + P; parai=1,...,n onde os
P; sao pontos racionais. Definimos os conjuntos A, A, I, 1" C {1,2,...,n} como seque

A:{iZAiEFpieAi—CQFPi}, I:{i:PiES},

A’:{z’:AingieAi—Ceri}, I/I{i:PiES/}.

Entao v(C; S,8") > |ANI'|+|A'NI|—|A'. Em particular, v(C;S,S") > |A] para A C I’
e AN C1.
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Demonstragao. Seja D um divisor arbitrario de I', entao
degD > ((A,) —¥t(A,— D)

> U(An) = (An — D) — (£(Ao) — £(Ao — D))

(£(An) — £(Ao)) — (£(An — D) — £(Ao — D))

= ) (((A) = €(Ais1)) = Y (€(Ai = D) — £(Ai1 — D))

i=1 i=1

= > [(6(As) = L(A; = P,)) = (£(A; — D) = £(A; — D — )]

i=1
= |{7,A1 GFPi eA; — D QFPiH — |{l DA §Zl“pi eA;— D G]‘_‘Pi}" (17)
Tomando D € T'(C; S, S’) com grau minimo temos

Aﬂ[’g{i:AierieAi—Dngi}

{z‘:AﬁZFpieAZ-—DEFpi}gA’\I,
de fato, se i € I' segue que P; € S’ e portanto D € T'(C;S,S") C T'(C;S, P;); logo
D —C eTp,. Assim se i € AN I’ implica que
iEAﬂI’jD—CEFPZ.,AZ‘EPPieAi—CQFPi
iAiGFpieAi—DQFpi
:ie{i:AiEFpieAi—Dngi}.
Disto segue que
Aﬂ[’g{i:AiEFpieAi—DQFpi},

e portanto
IANT|<|{i: A €Tp e A;—D&Tp} (18)

Por outro lado suponhamos primeiro que D e D — C' tenham um ponto de base P em
comum, isto é

L(D-P)=L(D) e L{D-C-P)=LD-0). (19)
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Notemos que se P € S entdao D € I's C I'p, logo L(D — P) # L(D) o qual é uma
contradigdo com (19); portanto P ¢ S. Se P € S entao D € I'(C; S,S5") CT'(C; S, P), o
que implica L(D — C — P) # L(D — C), contradi¢do com (19); portanto P ¢ S’, obtendo
assim que P ¢ SUS’. Além disso, note que D € T'(0; S, S) trivialmente, logo como P ¢ S
e pela Proposigao 5.4 temos que D € I'(P; S, S), é dizer D — P € I's. Analogamente se
demonstra que D —C — P € I'g/, portanto terfamos D — P € T'(C, S, S’) o qual contradisse
a minimalidade do grau do D, isto implica que D e D — C' nao podem ter um mesmo
ponto de base, o que é o mesmo dizer que se D ¢ I'p entdao D — C' € I'p para todo ponto
racional P. Agora, tomando i € {i: A; ¢I'p e A; — D € I'p } temos

AigTlpeAi—Del'p = A ¢l'p, Ai—Del'peD¢Ip
=A¢I'p, Ai—Del'p, DE€l'p e D—-C eT'p,
= A ¢l'p, Ai—Cel'peP ¢S
=ie A\l
Assim temos
{i:A; €Tp eA;—Delp} CA\I,

e portanto
|{Z c A & I'p e A;—De Fpi}| < ‘A/\I’ = |AI| - ‘A/ ﬂ[‘. (20)

Logo, de (17), (18) e (20) obtemos
Y(C;8,8) > |ANT |+ |A'nI|—|A.
Claramente se A C I’ e A’ C I implica que

7(C; 8,8 > |Al

Considerando as notagoes da Observacao 4.7, temos os seguintes exemplos:

Exemplo 6.2. Tomando dois lugares racionais diferentes P e QQ no corpo de fungoes de
Suzuki, definimos o divisor C = —3P + 6Q. Além disso definimos nossa sequéncia de
divisores A; = iP e tomamos S = S = {P}. Note que ao dar a sequencia de divisores
{A;} estamos dando também os lugares racionais P;, neste caso P; = P para todo i. Logo,
é facil ver que A CI' e A’ C I sem calcular ainda os conjuntos A e A, portanto temos
~(C; P, P) > |Al. Ao calcular o conjunto A, com o Algoritmo D, obtemos

A ={0,8,12,13,16,24}.
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Assim temos que v(C; P, P) > 6. Se trabalhamos com a sequéncia A; = iP + 3Q estamos
nas mesmas condicdes anteriores, logo calculando o conjunto A temos

A =1{0,8,11,12,13,16,24},
portanto temos y(C; P, P) > 7, obtendo assim uma melhora de uma unidade.

Exemplo 6.3. Definindo o divisor C = 2P +2Q) e aplicando o teorema com as sequéncias

de divisores indicadas obtemos os sequintes resultados:

A;=iP: A =1{0,8,10,13,16,21,29} A ={14,15,27}
Ai=iP+2Q: A=1{0,8,13,16,19,21,29} A ={2,14,15}.

Em ambos casos obtemos v(C; P, P) > 7. Note que os divisores i P para i € {0,8,10,13} e
o0s divisores iP+2Q parai € {16,19,21,29} contribuem ao conjunto A, portanto tomando
a sequéncia

0, P, ..., 14P, 15P, 15P + Q, 15P + 2Q, 16P + 2Q, ..., 28P + 2Q, 29P + 20
e definindo S = {P, Q} e S = {P} temos que v(C;S,S’) > 8.

Os exemplos anteriores podem ser verificados usando o Algoritmo D. Este algoritmo
calcula a cota inferior para vy(C; S;S’) dada pelo Teorema 6.1.

Vejamos agora como formulamos a cota d4pz em funcao de semigrupos.

Definigao 6.4. Sejam C um divisor e P um lugar racional (ambos fixos), para um divisor
A definimos o conjunto

A(A) I:{Ai:A—ipiiZO,AiEFP eA,-—C'%FP}.

Coroldrio 6.5 (Cota dapz). SejaG=K+C =A+ B+ Z tal que Z >0 e P um lugar
racional com P € supp Z, entdo

1(Cs supp Z, P) > [A(A)] + |A(B)]. (21)

Demonstragdo. Aplicamos o Teorema 6.1 tomando uma sequéncia de divisores {4}
que contenham aos divisores da forma B—iP, B—(i—1)P, ..., B e aos divisores da forma
B+Z+P,..., B+ Z+ jP com i e j suficientemente grandes. O
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Para recuperar a forma da cota dapz como no Teorema 4.37, notemos que para A; =
A — iP temos

U(A) = (A=) =) [((A;) = £(A; = P)) = (£(Ai = C) — £(A; = C — P))]

i>0
= |A(A)] - [A(A4)].

Analogamente, para o divisor B temos {(B) — {(B — C) = |A(B)| — |A'(B)], logo (21) é
equivalente com

(G — K;supp Z, P) > dapz + |A'(A)| + |A'(B)|. (22)

Também note que Cq(D,G + P) C Cq(D,G). Seja ¢ € Cq(D,G) tal que wt(c) =
d(Cq(D,G)). No caso exista uma palavra ¢; € Cq(D,G + P) tal que wt(ci1) = wit(c)
temos que
Por outro lado, se nao existir tal palavra e supondo que supp ZNsupp D = 0 e P € supp Z
segue que

d(Cq(D,G)) = minwt (Cq(D,G)\Co(D,G + P)) > ~(G — K;supp Z, P)
> dapz + |A'(A)] + A" (B)],

pelo Lema 5.3 e a desigualdade (22). Isto implica que

d(Ca(D,G)) = min{dapz + |A'(A)| +[A'(B)], d(Ca(D,G + P))}.

7 Voltando as cotas ordem

Nesta 1ltima se¢ao vamos apresentar cotas ordem em forma de semigrupos. Estas cotas
sao dadas em funcao das ferramentas desenvolvidas nas duas se¢Oes anteriores. A razao
pela qual vamos mostrar estas cotas em uma forma diferente é com o objetivo de poder
compara-las. Para olhar tais cotas na sua forma original ver [2] e [4].

Pelo Lema 5.3, temos que para estimar uma cota inferior para a distancia minima do
c6digo Cq (D, G) basta estimar uma cota inferior para v(C'; S, ) com supp DNS = (). Para
comecar, na secao anterior vimos a cota d4pz na forma de semigrupos, agora veremos a
cota dada por Duursma e Park [4, Proposigao 4.5] e a cota dada por Duursma e Kirov [2],
e veremos a relagao entre elas.
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Teorema 7.1 (Cota dpg). Seja C um divisor e sejam S’ e S conjuntos finitos de lugares
ractonais, entao temos

Y(C; S, 0) = miny(C + \; S, ")
AEN/
onde N é o semigrupo gerado pelos elementos de S’.

Demonstracao. Pelo Teorema 5.5 temos
T(C;8,0) = [ T(C+X8,9,
AeN

onde A’ é o semigrupo gerado pelos lugares em S’. Logo segue que

v(C;8,0) = min{degA:Ae U F(C—FA;S,S’)}

AEN

= min{degA: AeT(C+);S,5)}
AeN

_ : . /
= /r\rél/g’y(C +A;5,8).

O

Dado um cédigo Cq(D,G) e conjuntos finitos de lugares racionais S e S’ tal que
supp D NS = (), podemos determinar uma cota inferior para cada valor v(C + \; S, 5"),
com A fixo, usando o Teorema 6.1 tomando qualquer sequencia de divisores Ay,..., A,.
Vamos denotar esta cota por ypx (C + A; S, S"). Portanto, pelo Teorema 7.1 e o Lema 5.3,
determinamos uma cota inferior para a distdncia minima do cédigo Cq(D,G) que estéd
dada por

d(Ca(D,G)) = minypr(C'+A; S, 5),

a qual chamamos cota dpg correspondente aos conjuntos S e S’. Note que o conjunto
finito S tem s6 uma restricao, supp D NS = (.

A cota ordem dpp, dada por Duursma e Park [4, Proposicao 4.5], é um caso particular
da cota dpg.

Corolério 7.2 (Cota dpp). Com as hipdteses do Teorema 7.1 temos

. > 1 .
v(C; S, 0) > min (gleagw(c + A5 8, Q)) :

onde N é o semigrupo gerado pelos elementos de S’.
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Demonstracdo. Note que para todo A € A’

T(C+X8,8) =[] T(C+XS,Q),
Qes’

assim temos I'(C + \; 5,5") C T'(C + \; S,Q) para todo Q € S, logo v(C + X; S,5") >
v(C + \; S, Q) para todo @ € S, portanto

YC+ X 8,8 > maxy(C + X 5,Q).
e !’

Disto e do Teorema 7.1 segue que

AeN

v(C; S, 0) = miny(C + X; S, 8") > min (maXV(C +A; S, Q)) :
XEA! Qes’
O

Da mesma maneira que para a cota dpg, dado um cédigo Cq(D,G) e um conjunto
finito de lugares racionais S tal que supp D NS = () e, a diferenga da cota dpg, vamos
tomar S’ com um s6 elemento, é dizer, S’ = {P} onde P é um lugar racional. Podemos
determinar uma cota inferior para v(C + iP; S, P), com i fixo tal que ¢ > 0, usando
o Teorema 6.1 com qualquer sequencia de divisores Ay,...,A,. Denotaremos esta cota
inferior por ypp(C +iP; S, P). Assim, pelo Corolario 7.2 e o Lema 5.3, obtemos uma cota
inferior para a distancia minima do cédigo Cq (D, G) que esta dada por

d(Ca(D,G)) > win (gggg’mzv(C + A S, Q)> = rinzl(r]l{”YDP(C +1iP; S, P)},

a qual chamamos cota dpp correspondente aos conjuntos S e S' = {P}.

Observagao 7.3. A cota dagz € um caso particular da cota dpp, pois neste caso to-
mamos S = suppZ e S = {P}, onde A, B e Z sao divisores tais que Z > 0 e
K+C=A+B+ Z e P ¢ um lugar racional tal que P € supp Z. Assim temos

v(C +iP;supp Z, P) > |A(A)| + |A(B)]

para todo i > 0. Esta ultima desigualdade obtém-se fazendo uso do Teorema 6.1 tomando
uma sequéncia de divisores {A;} que contenham aos divisores da forma B —iP, B — (i —
1)P, ..., B e aos divisores da forma B+Z+P,..., B+Z+jP comi e j suficientemente
grandes.

48



Observagao 7.4. De forma andloga, a cota dg € também um caso particular da cota
dpp. Ela toma uma sequéncia de divisores no formato Ay = B+ kP, onde k € Z, e os
conjuntos S = S" = {P}.

Assim, todas as cotas estudadas neste trabalho e as relacgoes existentes entre elas podem
ser representadas no seguinte diagrama:

dgop — dBprT

!

dyvivp drnm dgst ———— daBz
|
dakr dgsTo —————— dAfZ+
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Apéndice

Neste trabalho sao calculadas as cotas apresentadas em um exemplo explicito mediante
algoritmos desenvolvidos no programa ”Magma Calculator”. O cédigo usado foi o cédigo
gerado para o corpo de funcoes de Suzuki sobre o corpo Fg. Todos os algoritmos comegaram
com as seguintes linhas:

p:=2;

n:=3;

F<a>:=GF(p~n); //corpo finito com p°n elementos
PS<x,y,z>:=ProjectiveSpace(F,2); //espago projetivo
W:=z"9%y-z"7*x"3+z"2*%y~8-x"10; //curva Suzuki homogeneizada
Cl:=Curve(PS,W); //curva homogeneizada no espago projetivo
Pl:=Places(C1,1); //lugares racionais da curva C1
K:=CanonicalDivisor(Cl); //definig¢8o do divisor candnico
D:=[P1[i]:i in [3..#P1]]; //definig&o do divisor D

Cada algoritmo deve ser complementado com as seguintes linhas dependendo de cada
caso a ser usado. Em alguns casos, de acordo com a defini¢do dos divisores, algumas linhas
devem ser modificadas.

A Algoritmo para Cotas Basicas

G:=a*P1[1]+bxP1[2];

C:=G-K;

//Cota GOP

"d_GOP: ", Degree(C);

//Cota BPT

if (Dimension(C-1%P1[1]) eq Dimension(C)) or

(Dimension(C-1%P1[2]) eq Dimension(C)) then
"d_BPT: ", Degree(C) +1;

else
"d_BPT: Os divisores dados n&o satisfazem as condigdes para esta
cota";

end if;\\
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B Algoritmo para Cotas Piso

//Cota LM

//definig8o dos divisores

A:=alxP1[1]+b1*P1[2];

B:=a2*P1[1]+b2*P1[2];

Z:=a3*P1[1]+b3*P1[2];

//

G:=A+B+Z;

if (Dimension(A+Z) eq Dimension(A)) and

(Dimension(B+Z) eq Dimension(B)) then
"d_LM: ", Degree(G-K) + Degree(Z);

else
"d_LM: Os divisores dados ndo satisfazem as condig¢bes para esta
cota";

end if;

//Cota GST

//definigdo dos divisores

AA:=a1%P1[1]+b1%P1[2];

BB:=a2*P1[1]+b2%P1[2];

CC:=a3*P1[1]+b3*P1[2];

ZZ:=a4%P1[1]+b4*P1[2];

//

GG:=AA+BB;

if (Dimension(AA-ZZ) eq Dimension(AA)) and

(Dimension(BB+ZZ) eq Dimension(BB)) and

(Dimension(BB) eq Dimension(CC)) then
"d_GST: ", Degree(GG-K) + Degree(ZZ) + Dimension(K-AA)
- Dimension(K-GG+CC) ;

else
"d_GST: Os divisores dados n&o satisfazem as condigdes para esta
cota";

end if;

//Cota ABZ

//definig8o dos divisores

AAA:=al1*P1[1]+b1xP1[2];
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BBB:=a2*P1[1]+b2*P1[2];

Z77:=a3%P1[1]+b3*P1[2];

//

GGG :=AAA+BBB+ZZZ;

CCC:=GGG-K;

"d_ABZ: ", Dimension(AAA)-Dimension(AAA-CCC)+Dimension(BBB)
-Dimension (BBB-CCC) ;\\

C Algoritmo para Cotas Mistas

//Cota GST2
//definig3o dos divisores
A:=al*P1[1]+b1xP1[2];
B:=a2*P1[1]+b2*P1[2];
Z:=a3%P1[1]+b3%P1[2];
//
G:=A+B;
if (Support(A-B) subset Support(Z)) and
(Id(DivisorGroup(C1)) 1t Z) and
(Dimension(A-Z) eq Dimension(A)) and
(Dimension(B+Z+1%P1[1]) eq Dimension(B)) and
(Dimension (B+Z+1%P1[2]) eq Dimension(B)) and
((B+Z+1*P1[1] 1t A) or (B+Z+1%P1[2] 1t A)) then
"d_GST2: ", Degree(G-K)+Degree(Z)+1;
else
"d_GST2: Os divisores dados ndo satisfazem as condigdes para esta
cota";
end if;
//Cota ABZ+
//definig8o dos divisores
AA:=al*P1[1]+b1%P1[2];
BB:=a2*P1[1]+b2*P1[2];
ZZ:=a3*%P1[1]+b3*P1[2];
A_:=a4*P1[1]+b4*P1[2];
B_:=ab*P1[1]+b5%P1[2];

52



GG:=AA+BB+ZZ;

CC:=GG-K;

if (Dimension(AA-CC) ne Dimension(AA-CC-1%P1[1])) and
(Dimension(AA-CC) ne Dimension(AA-CC-1*P1[2])) and
(Support (AA-A_) subset Support(ZZ)) and
(((Dimension(A_-CC) ne Dimension(A_-CC-1%*P1[1])) and
(Dimension(A_) eq Dimension(A_-1*P1[1]))) or
((Dimension(A_-CC) ne Dimension(A_-CC-1*P1[2])) and
(Dimension(A_) eq Dimension(A_-1%P1[2])))) then

i:=true;
else

i:=false;
end if;

if (Dimension(BB-CC) ne Dimension(BB-CC-1*P1[1])) and
(Dimension(BB-CC) ne Dimension(BB-CC-1*P1[2])) and
(Support (BB-B_) subset Support(ZZ)) and
(((Dimension(B_-CC) ne Dimension(B_-CC-1*P1[1])) and
(Dimension(B_) eq Dimension(B_-1*P1[1]))) or
((Dimension(B_-CC) ne Dimension(B_-CC-1*P1[2])) and
(Dimension(B_) eq Dimension(B_-1%P1[2])))) then

j:i=true;
else

j:=false;
end if;

if (i eq false) and (j eq false) then
"d_ABZ+: ", Dimension(AA)-Dimension(AA-CC)+Dimension(BB)
-Dimension (BB-CC) ;

elif ((i eq false) and (j eq true)) or
((i eq true) and (j eq false)) then
"d_ABZ+: ", Dimension(AA)-Dimension(AA-CC)+Dimension(BB)
-Dimension(BB-CC)+1;

else
"d_ABZ+: ", Dimension(AA)-Dimension(AA-CC)+Dimension(BB)
-Dimension(BB-CC)+2;

end if;
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D Algoritmo para o Teorema Principal

//Célculo de cotas para gamma(C;S,S’)
A:=[DivisorGroup(C1)|];
P:=[DivisorGroup(C1)|]1;

//pontos racionais

for i in [1..100] do

P[i]:=P1[1];

end for;

C:=a*P1[1]+bxP1[2]; //divisor C
AA:=cxP1[1]+d*P1[2]; //divisor inicial
A[1] :=AA+P[1];

//definig8o dos demais divisores
for i in [2..#P] do
A[i]:=A[i-1]+P[i];

end for;

//conjunto S

S:=[DivisorGroup(C1) [P1[1]];

//conjunto S’

8S:=[DivisorGroup(C1) |P1[1]1];

//conjunto Delta

D:={i: i in [1..#P]|(Dimension(A[i]) ne Dimension(A[i]-P[i]))
and (Dimension(A[i]-C) eq Dimension(A[i]-C-P[i]))};

"Delta: ",D;

//conjunto Delta’

E:={i: i in [1..#P]|(Dimension(A[i]) eq Dimension(A[i]-P[i]))
and (Dimension(A[i]-C) ne Dimension(A[i]-C-P[i]))};

"Delta’: ",E;

//conjunto I

I:={i:i in [1..#P]|P[i] in S};

//conjunto I’

J:={i:i in [1..#P]|P[i] in SS};

"gamma (C;S,S’) >=", #(D meet J)+#(E meet I)-#(E);
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