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Resumo da Dissertacao apresentada a IM/UFRJ como parte dos requisitos necessarios

para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

BOA COLOCACAO E CONTROLE PARA O SISTEMA DE GEAR-GRIMSHAW

Miguel Dario Soto Vieira

Agosto/2018

Orientador: Ademir Fernando Pazoto D.Sc.

Programa: Matematica

Neste trabalho, mostramos a propriedade de controle exato local na fronteira para
um sistema nao linear de duas equagoes de Korteweg-de Vries acopladas que modelam as
interagoes de ondas de gravidade nao lineares (veja [14]). Seguindo o método apresentado
em [16], que combina a anélise do sistema linear e o Teorema do ponto fixo de Banach, o
problema de controlabilidade é reduzido a provar uma propriedade de continuacao tnica
das autofuncoes do operador diferencial correspondente. Além disso, mostramos que em
alguns casos é possivel obter a controlabilidade do sistema usando apenas dois controles.

Isso pode ser feito dependendo do dominio espacial e do tempo de controle.
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Abstract of Dissertation presented to IM/UFRJ as a partial fulfillment of the requirements
for the degree of Master of Science (M.Sc.)

BOA COLOCACAO E CONTROLE PARA O SISTEMA DE GEAR-GRIMSHAW

Miguel Dario Soto Vieira

August /2018

Advisor: Ademir Fernando Pazoto D.Sc.
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In this work, we show the exact local property of boundary control of a non-linear
system of two coupled Korteweg-de Vries equations that model the interactions of non-
linear gravity waves (see [14]). Following the method in [16], which combines the analysis
of the linearized system and Banach’s fixed point theorem, the controllability problem
is reduced to prove a unique continuation property of the eigenfunctions of the corre-
sponding differential operator. Also, we prove that in some cases it is possible to get the
controllablity of the system by using only two controls. This can be done depending on

both the spatial domain and the control time.
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Capitulo 1
Introducao

Em [14], Gear e Grimshaw obtiveram um modelo para descrever a interagao entre duas
ondas gravitacionais internas e longas em um fluido estratificado. Trata-se de um sistema
que tem a estrutura de um par de equagoes de Korteweg de Vries (KdV) acopladas com
efeitos dispersivos e nao lineares, que tem sido objeto de pesquisa intensiva nos ultimos

alos.

Neste trabalho, estamos interessados no estudo do sistema de Gear-Grimshaw

U + Uy + Uy + A3Vzge + a100, + az(uv), = 0, em (0,7) x (0, L),
bivy + 10, + VU, + bol3Usry + Vage + baaouu, + boay(uv), =0, em (0,7") x (0, L),
u(0,7) = u’(x), v(0,z) = v°(x), em (0, L),

(1.1)

satisfazendo as seguintes condigoes de fronteira

{ w(t,0) =0, u(t,L)=hi(t), us(t,L)=hs(t), em (0,T), 12)

v(t,0) =0 v(t,L) = q1(t), v.(t,L)=ga(t), em (0,7),
onde ay,as, as, by, b, 7 € R. Ao longo do trabalho, por questoes técnicas assumiremos que
1—a§b2>06b1:b2>0.

As fungoes hy, g1, ha, go sd0 os controles e (u’,1°) é o dado inicial.

Nosso objetivo é verificar se é possivel forcar as solucoes desses sistemas a terem
certas propriedades desejadas, escolhendo controle apropriados. Mais precisamente,

consideraremos o seguinte problema cldssico que surge na teoria de controle:



O problema de controle exato: Dado T > 0, L > 0 e (u° %), (u',0!) em
(L?(0,L))?, pode-se encontrar controles apropriados hy, gy, ho, g em certos espagos

funcionais, tal que a solucao correspondente (u,v) de (1.1)-(1.2) satisfaz
uw(T,) =u, o(T.)=0o" (1.3)

Se a resposta para o problema acima for positiva, dizemos que o sistema é

exatamente controlavel.

O problema de controlabilidade que abordamos aqui tem sido intensamente estudado
no contexto das equacoes de onda e calor, porém hé menos resultados para a equagao tipo
KdV com condigbes na fronteira como em (1.1). Em [16], Rosier mostrou que a equagao

escalar linear

Uy + Uggy + Uy = 0, em (0,7) x (0, L),
u(t,0) = u(t,L) =0, u.(t,L) = h(t), em (0,7), (1.4)
u(0,z) = u’(z), em (0, L),

é exatamente controldvel por meio de um tnico controle h € L?(0,T), exceto quando L

pertence a um conjunto enumeravel de comprimentos criticos da forma

2
A= {gx/k2+kl+l2,k,leN}.

Esse resultado foi provado fazendo uso do método de HUM (Hilbert Uniqueness Method)
introduzido por J-L Lions (Veja o Apéndice) e um principio de continuagao tnica para
as autofuncoes do operador diferencial. Por um argumento de linearizacao tem-se um

resultado de controlabilidade local para a equagao semilinear escalar

Up + Upgy + Uy + Uty = 0, em (0,7) x (0, L),
u(t,0) =u(t,L) =0, u.(t,L) = h(t), em (0,7), (1.5)
u(0,z) = u’(x), em (0, L),

também provado em [18].

Até onde sabemos, os primeiros resultados de controlabilidade para o sistema (1.1)
foram obtidos em [28], considerando um dominio periddico e r = 0. Neste caso, uma
diagonalizagao dos termos principais permite desacoplar o sistema linear correspondente
em duas equacoes KdV e usar os resultados anteriores disponiveis na literatura. No que
diz respeito a um intervalo limitado (0, L), mais tarde, Micu et al., em [29], provaram

o seguinte resultado relativo a propriedade de controlabilidade exata na fronteira, que



constitui a parte central desse trabalho:

Teorema 1.1. Sejam L > 0 e T > 0. Entado, existe uma constante 6 > 0, tal que para

quaisquer dados inicial e final (u°,0%), (ut,v') € (L*(0, L))?, satisfazendo

| (u°,v <6 e |[(utv <4

0)||(L2(0,L))2 1)H(L2(0,L))2 =9

existem quatro controles hy, g1 € HY(0,T) € hy, g € L*(0,T), tal que a solugdo
(u,v) € C0.T]; (I2(0, L))?) N I2(0,T; (HY(0, 1))?) N H'(0,T; (H->(0, L))?)
de (1.1)-(1.2) verifica (1.3).

A prova do Teorema 1.1 combina a andlise do sistema linearizado e o Teorema
do ponto fixo de Banach. Para analisar o sistema linearizado, os autores utilizaram
o método HUM (veja o Apéndice) e os argumentos apresentados por Rosier em [16].
Nesse caso, mostrar a propriedade de controlabilidade exata é equivalente a mostrar
uma desigualdade de observabilidade para as solugoes do sistema adjunto. O problema é
entao reduzido a provar uma propriedade de continuagao tnica para as autofuncgoes do

operador diferencial associado a variavel espacial.

Uma melhora do Teorema 1.1 foi feita por Cerpa et al., em [30]. Os autores consi-
deraram o sistema (1.1)-(1.2) com apenas dois controle atuando sobre as condigoes de

fronteira, isto é,

{ w(t,0) =0, u(t,L)=0, uy(t,L)=hy(t), em (0,T), 16)

v(t,0) =0 v(t,L) =0, v,(t,L) = go(t), em (0,7).

Neste caso, a andlise do sistema linear é muito mais complicado, portanto os autores
utilizaram uma abordagem direita baseada na técnica de multiplicadores que da a desi-
gualdade de observabilidade para pequenos valores do comprimento L e grande de tempo

de controle T'.

Teorema 1.2. Sejan L, T > 0 satisfazendo

max {b, c} {rL2 N L3 }< )
min {b(1 — &), (1 — L)} |3en?  3Tm ’

onde

. \/—(1 —b) + /(1 — )2 + 4a2b?
€ = 2b .

Entao, emiste uma constante 6 > 0, tal que para qualquer dados iniciais e finais



(u®, %), (ul,v') € (L*(0, L))? verificando

H(uo,v , <0 e H(ul,v )

°) H (L2(0,L)) ) H (L2(0,L))? ’

existem dois controles h,g € L*(0,T), con hy = g1 = 0 tal que a solugdo
(u,v) € C([0,T]; (L*(0, L))?) N L2(0, T (H(0, L))?),

de (1.1)-(1.6) satisfaz (1.3).

A andlise que descrevemos acima, foi organizada da seguinte forma: No Capitulo 2 da-
mos algumas defini¢oes e teoremas que serao utilizadas ao longo do trabalho. No Capitulo
3 fazemos um estudo do sistema linear homogéneo, do sistema linear nao homogéneo e
do sistema adjunto, obtendo a boa colocacao e alguns resultados adicionais. No Capitulo
4 estudamos a controlabilidade do sistema linear, provando uma desigualdade de obser-
vabilidade fazendo uso de um principio de continuagao tnica. Finalmente, no Capitulo 5
provamos os resultados principais do trabalho, ou seja, a controlabilidade local do sistema

nao linear.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Espaco das Distribuicoes

Definicao 2.1. Seja ¢ : Q@ C R* — R, wma funcao continua, onde ) é um aberto.
Definimos suporte de ¢ como o fecho em ) do conjunto dos pontos de €2 onde ¢ nao se

anula. Vamos denotar o suporte de @ por supp(p). Logo, temos

supp(p) = {z € Q;p(z) # 0}.

Definicao 2.2. Representa-se por C3°(Q) o espaco vetorial das fungoes de classe
C> em (), que possuem suporte compacto em ).
Dizemos que uma sequéncia de funcoes (on)nen em C§(S) converge para ¢ em

Cie(2), quando forem satisfeitas as sequintes condigoes:

i) Existe um subconjunto compacto K C Q, tal que supp(v,) C K, ¥Yn €
N, e supp(p) C K;

i) qu(f) — oU) | uniformemente, para todo j € N, quando n — oc.

Definicao 2.3. O espaco vetorial C3°(Q2), munido da nogao de convergéncia acima, serd
denotado por D(S) e denominado espago das funcgoes testes. Denomina-se distribui¢ao
sobre 2 a toda forma linear T : D(2) — R, continua com respeito a topologia de D(2),

isto €, se (p,) € uma sequéncia em D(S) convergindo para ¢ em D(Q), entao
(T, pn) = (T, ), quando n — oo,

onde (T, @) representa o valor da distribuicao T na funcgao teste ¢.

Exemplo: Seja ¢ definida como

2 se 0<z<«1

0 se ©>1



esta fungao estd em D(R™) e notamos que ¢(0) =1 e ¢(z) =0 Vo > 1.

Definicao 2.4. O conjunto das distribuicoes escalares sobre ) € um espago vetorial real,
denotado por D'(QY), denominado espago das distribui¢oes escalares sobre Q.

Dizemos que uma sequéncia de distribuicoes escalares (T,,) converge para a distribuicdo
T em D'(Q), quando

(Th,0) = (T,p) em R, Yo € D), quando n — oo.

Com esta nogao de convergéncia, D'(2) € um espago vetorial topoldgico.

Definicao 2.5. Dada uma distribuicio T € D'(2) e um multi-indice a« = (o, ..., ) €
N denominamos derivada distribucional de ordem |o| € N de T, como sendo a distri-
buicao DT : D() — R, dada por

<DaT7 90> = (_1)|a‘<T’ Da90>7 Vp € D(Q)a

glal
onde || =01+ -+ a, e D* =

2.2 Espacos de Sobolev

Definigao 2.6. Seja Q) C R", aberto. Denotamos por LP(Q2), com 1 < p < 00, 0 espago
vetorial das (classes de) fungoes mensurdveis u : Q — R, tais que |ulP € integrdvel a

Lebesgque em €Y, que, munido da norma

umumn=([gw@w¢0 |

No caso p = 0o, denotamos por L>®(Q2), o espaco vetorial das (classes de) fung¢oes men-

¢ um espaco de Banach.

surdveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em €2, isto é, existe uma constante C' > 0,
tal que

lu(x)| < C, quase sempre em Q,

que, munido da norma

||| Lo () = sup ess|u(x)],
z€e

¢ um espago de Banach. Em particular, se p = 2, temos que L*(Q2) € um espaco de Hilbert

cuja norma e produto interno serao denotados, respectivamente, por

\MW@Z(AW@WW)%GW@mm:AM@Wﬂw-

6



Dizemos que uma sequéncia (@,) em LP(2) converge para ¢ em LP(S2) se ||pn—@|| o) —

0, quando n — oo, para 1 < p < 0.

Definicao 2.7. Se p e q sao indices conjugados, isto é, se ]lj + % =1, entao temos que o
dual topoldgico de LP(Q2), denotado por [LP(QQ)]', € o espago L1(12).
Além disso, se 1 < p < oo, entdo LP(S)) € separdvel e se 1 < p < 0o, LP(Q)) € reflexivo.

Teorema 2.8. D(Q) € denso em LP(Q) para 1 < p < 0.

Demonstragao. ver [2]. |
Lema 2.9. (Desigualdade de Hélder) Sejam 1 < p,q < oo, tais que %—l— % =1, fe
LP(Q) e g € LYQ). Entao, fg € L'(Q) e

/Q F@)g(@)] dz < | llzoen 9l o

Demonstracao. Ver [2]. |

Lema 2.10. (Desigualdade de Hoélder generalizada) Sejam r > 2 py,....p, > 1,
tais que pil—i-, ...,—i—p% =lefrelP(Q)1<k<r.
Entao, fi...f, € L'(Q) e

/ ool de <\ fillzrv@y- ([ ol oo )
Q

Demonstragao. Ver [1]. |

Definicao 2.11. Sejam m € N*, e 1 < p < 0o. Definimos o espaco de Sobolev de ordem
m, denotado por W™P(Q)), como sendo o espaco vetorial das (classes de) fungoes em
LP(Q2), para as quais suas derivadas de ordem |a|, no sentido das distribuicées, pertencem

a LP(Q), para todo 0 < |a| < m, ou seja,
WmP(Q) = {u € LP(Q); D € LP(Q),V 0 < |a| < m},
onde D*u denota a derivada fraca ou distribucional. O espago W™P(Q) munido da norma
5
lullwmo@y = | D 1Dl | + se 1<p<oo,
la|<m

¢ um espaco de Banach e, quando p = 0o, definindo a norma

lullwmesiy =Y 1Dl =),

0<|al<m

7



temos que W™>(Q) é um espago de Banach.
Temos ainda que W™P(Q) é um espago separdvel se 1 < p < 0o, e reflexivo se 1 < p < 0.
Em particular, se p =2, o espago W™2(Q) é um espago de Hilbert, separdvel e reflexivo,

que € denotado por
H™(Q) = {u € L*(Q); D*u € L*(Q),V |a| < m},

cuja norma e produto interno serao denotados, respectivamente, por

lullme@ = | Y IDuleq) | € (wt)amoy = Y (DU, D) 2q.

la|<m laj<m
Com a estrutura topoldgica acima, temos H™(Q) — L*(Q).

Definicao 2.12. Definimos o espago Wy""(Q) como sendo o fecho de D(2) em W™P(Q).
O dual topoldgico do espago WP () € representado por W~—™1(2), se 1 < p < 0o com p
e q indices conjugados. Se ¢ € W™™9(Q), entio p|p) pertence a D'(§2). No caso p = 2,
W 2(Q) € denotado por HI'(Q), cujo dual é H-™(R).

2.3 Espacos LP(0,T; X)

Definicao 2.13. Sejam X espago de Banach e T > 0. Denotamos por LP(0,T;X), 1 <
p < 00, 0 espago vetorial das (classes de) fungoesu : (0,T) — X, fortemente mensurdveis,

tais que a fungdao t — ||u(t)||% € integrdvel a Lebesque em (0,T), que, munido da norma

T , .
lull o ozex) = ( / Hunxdx) ,

¢ um espaco de Banach. No caso p=2 e X um espaco de Hilbert, o espago L*(0,T; X)

¢, também, um espaco de Hilbert, cujo produto interno é dado por

<UaU>L2(O,T;X):/O (u(t),v(t))x dt.

Se p = 00, denotamos por L>=(0,T;X), o espaco vetorial das (classes de) fungoes u :
(0,T) — X, fortemente mensurdveis, tais que a fungdo t — ||u(t)||x pertenca a L>(0,T),

que, munido com a norma

[ullzeeo.rix) = sup essfju(t)]x,
te(0,T)

¢ um espacgo de Banach.



Além disso, quando X é reflexivo e separavel e 1 < p < oo, temos que LP(0,7T; X) é
um espaco reflexivo e separavel, cujo dual topoldgico se identifica ao espago de Banach

L9(0,7T; X’), onde p e ¢ sao indices conjugados e X’ é o dual de X.

Teorema 2.14. (Aubin-Lions) Sejam By, B e B, espacos de Banach tais que
BO e B — Bl,

onde By e By sdo reflexivos, < denota imersao continua e <., imersao compacta. De-
fina W ={u € LP(0,T; By);u' € LU0, T;By)}, onde 1 < p,q< oo e T < oo, munido da
norma

lullw = llullzrorsm0) + 14| Lao,r:8,)-
Entao W é um espago de Banach e W —. L*(0,T; B).
Demonstracao. Ver [8]. |

Observacao. 2.15. Note que, pelo Teorema de Aubin-Lions, temos o sequinte resultado:
Se (Un)nen € uma sequéncia limitada em L*(0,T; By) e (u),)nen € uma sequéncia limitada
em L*(0,T; By), entdo (up)nen € limitada em W, donde existe uma subsequéncia (up, )ken

de (un)nen, tal que u,, — u, forte em L*(0,T; B), quando k — oo.

2.4 Alguns Resultados Importantes

Teorema 2.16. (Ponto Fixo de Banach) Sejam E um espago de Banach e F C E
um subespaco fechado de E. Se f : I — F ¢ uma contragao, entao existe um unico
z € F, tal que f(z) = 2.

Demonstragao. Ver [10]. |

Teorema 2.17. Seja X um espa¢o normado e B1(0) C X, a bola fechada unitdria.

Entao, By(0) é compacta se, e somente se, X possui dimensao finita.
Demonstracao. Ver [2]. |

Teorema 2.18. (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Sejam (f,) uma sequéncia
de fungoes mensurdveis de 2 em X, f:Q — X eg e LY(Q). Se

|fu(2)] < g(x), quase sempre em ,¥n € N

lim f,(x) = f(x), quase sempre em £,
n—oo

entao,

n—0o0

lim an(x)dx:/gf(x)dx



Demonstracao. Ver [4]. |
Lema 2.19. (Desigualdade de Young) Sejam a,b >0 e p,q > 0, tais que %—i—% =1.
Entao,

a? bl

ab < — + —.

p q
Demonstracao. Ver [3]. [
Lema 2.20. (Desigualdade de Gronwall)

i) Seja G(-) fungdo nao negativa e absolutamente continua sobre [0,T], que satisfaz para

quase todo t a desigualdade diferencial
G'(t) < @(t)G(t) + ¢(1),

onde ¢ e ¢ sao fungoes integrdveis nao negativas sobre [0,T). Entao

t
G(t) < elo #(9)ds {G(O) +/ gzﬁ(s)ds}
0
para todo 0 <t <T.
i) Em particular, se G' < G, sobre [0,T] e G(0) = 0, entdo G =0 sobre [0,T].

Demonstragao. Ver [7]. |

2.5 Teoria de Semigrupos

Definicao 2.21. Seja X um espago de Banach. Uma aplicagao S : RT — L(X) € um

semigrupo de operadores lineares limitados de X, se
i) S(0) =1, onde I é a aplicacao identidade do espago X;

i3) S(t+s) = S(t)S(s), Vt,s € RT.

Dizemos que S € de classe Cy, ou fortemente continuo, se

iii) lim ||(S(t) = Dallx =0, Vo€ X,
t—

Dizemos que S € uniformemente continuo se

w) i t)—1I||=0.
i) lim [|S(t) — 1] = 0

10



Teorema 2.22. Se (S(t))i>0 € um semigrupo de classe Cy, entdo ezistem constantes
w>0eM>1, tais que

S@)|| < Me**, Vt > 0.

Demonstragao. Ver [9]. |

Corolario 2.23. Seja (S(t))i>0 um semigrupo de classe Cy. Entdo, para cada v € X, a

aplicagao
t— S(t)x
¢ continua. Equivalentemente, para cada x € X,

lim S(t)z = S(s)x, Vt,s € RT.

t—s
Demonstracao. Ver [9]. |
Definicao 2.24. Se ||S(t)|| <1, Vt >0, dizemos que S é um semigrupo de contragoes.

Definicao 2.25. O operador A definido por

D(A) = {x € X; lim % exz'ste}

h—0t+
(&
Ar = lim ST
h—0t h

é chamado gerador infinitesimal do semigrupo S.
Observagao. 2.26. Note que A é um operador linear e D(A) € um subespago de X.

Teorema 2.27. Seja (S(t))i>0 um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal.

Entao,
i) Parax € X,

1 t+h
lim — S(s)xds = S(t)x;

h—0 h +

1) Para x € X,

1i1) Para todo x € D(A), S(t)z € D(A) e %S(zﬁ)x = AS(t)x = S(t)Ax;
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t t
iw) Para todo x € D(A), S(t)x — S(s)x = / AS(T)zdr = / S(r)Az dr.
0 0
Demonstragao. Ver [9)]. |

Corolario 2.28. Se A ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, entdo A

¢ fechado e D(A) = X.
Demonstragao. Ver [9)]. |

Proposicao 2.29. Um operador fechado com dominio denso € o gerador infinitesimal de,

no mdzrimo, um semigrupo de classe Cy.
Demonstracao. Ver [5]. |

Defini¢ao 2.30. Sejam X espaco de Banach, X* o dual de X e {(-,-) a dualidade entre
X e X*. Para cada v € X, defina

J(x) = {z" € X (z,2") = ||all% = l|l="[I%-}-

Note que, pelo Teorema de Hahn-Banach, J(x) # (), Vo € X.

Defini¢ao 2.31. Uma aplicacao dualidade é uma aplicagio j : X — X*, tal que j(x) €
J(x), Yz € X, ou seja, (z,j(x)) = |lz]* = [lj(2)[*.

Definigao 2.32. Dizemos que o operador linear A : D(A) C X — X ¢ dissipativo se,

para alguma aplicacao dualidade 7,
Re(Ax,j(x)) <0, Vo € D(A).

Se, além disso, existir X > 0, tal que Im(A\ — A) = X, entdo dizemos que A é m-

dissipativo.

Observagao. 2.33. Se X € um espago de Hilbert, entdo dizemos que A: D(A) C X — X

¢ dissipativo se
Re(Ax,z) <0, Vo € D(A).

Notagao: Dizemos que A € G(M,w), quando A é o gerador infinitesimal de um semi-

grupo de classe Cy, S, que satisfaz
[S(H)]| < Me®t, ¥t > 0.

Teorema 2.34. (Lumer - Phillips)

A€ G(1,0) se, e somente se, A € m-dissipativo e possui dominio denso em X.
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Demonstragao. Ver em [9]. |

Proposicao 2.35. Seja A um operador de X espaco de Banach densamente definido,

entio A € fechado se, e somente se, A* € densamente definido e A** = A
Demonstracao. Ver [6]. |

Proposicao 2.36. Seja A: D(A) C X — X um operador linear de X, espago de Banach.

Se D(A) = X, A e A* sao dissipativos e A € fechado, entio A € G(1,0).

Demonstragao. Ver [9)]. |

2.6 Problema de Cauchy Abstrato

Sejam X espago de Banach, A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal de um semigrupo
de classe Cy, (S(t))i>0, € f € L'(0,T;X).
Dado uy € D(A), o problema de Cauchy Abstrato consiste em determinar uma fungdo

u(t), tal que

du
d_(t(;) — Au(t), t>0, (2.1)
u(0) = .

Definicao 2.37. Dizemos que u é solugao cldssica (ou forte) de (2.1) em [0, +00), se u
satisfaz (2.1) e u € C(R*; D(A)) N CHRT; X).

Teorema 2.38. Se A € G(M,w) e uy € D(A), o problema (2.1) possui uma unica

solucao cldssica.
Demonstracao. Ver [5]. |

Considere, agora, o sequinte problema

du
— () = Au(t) + f(t,u(t)), t>0, (2.2)
u(0) = up € X.

Definigao 2.39. Uma fun¢io u : [0,+00) — X € uma solu¢ao cldssica de (2.2) em
0, +00) se u satisfaz (2.2) em [0,+00) € se u € C(R; D(A)) N CY(R'; X). Uma fungao
u € C([0,T); X), dada por

u(t) = S(t)uo + / S(t— 8) (s, uls)) ds,

¢ chamada de mild solution ou solugdo generalizada de (2.2) em [0,T].

Note que se f =0, entao u(t) = S(t)ug, ug € X, € a mild solution de (2.1).
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Teorema 2.40. Seja f : [0,+00) x X — X uma fun¢io continua em t. Suponha que,

para cada T > 0, existe uma constante L = L(T), tal que

1F(t2) = f(E )l < Lz =y,

Ve,y € X e Vt € [0,7]. Entao, para cada ug € X, (2.2) possui uma inica mild solution
ue C([0,7]; X). Além disso, a aplica¢ao ug — u € continua de X em C([0,7]; X).

Demonstracao. Ver [5]. |
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Capitulo 3

O sistema linear

3.1 O sistema linear homogéneo.

Nesta secao, estudamos a existéncia de solucoes do sistema linear homogéneo correspon-

dente a (1)

Ut + Uggy + AVgzz = 0,

cvy + 1y + batypr + Vpre = 0,
u(t,0) = u(t, L) = u,(t, L) = 0,
v(t,0) =v(t,L) = v,(t, L) =0,

onde a, b, c,r sao reais positivos, tais que

L u(0,2) = u’(z), v(0,2) = v°(x),

em (0,7)
em (0,7)
em (0,7),
em (0,7),
em (0, L)

1—a’b>0eb=c.

Sejam X = (L*(0, L))? munido do seguinte produto interno

L L
< (u,v), (¢, 9) >—/0 usod:v+/0 vodx

e A o operador definido por

(A:D(A) c X — X

_axxac _aaa;xqj U
A(u,v) = )

ba r 1

\

D(A) = {(u,v) € (H*(0, L))* : u(0) = v(0) = u(L) = v(L) =

V(u,v) € D(A).

X X

(3.2)

(3.3)

Com a notagao introduzida acima, o sistema (3.1) pode ser escrito como um problema de

Cauchy abstrato em X:

{ (u,v); = A(u, v),

(u,v)(0) = (u°,v

0)'

(3.4)

Com o objetivo de definir o operador adjunto A* de A, realizamos alguns calculos
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(formais). Multiplicamos a primeira equacao de (3.1) por ¢, a segunda por ¢ e integramos

por partes. Utilizando as condicoes de contorno obtemos as seguintes identidades:

L L
/ _<uxmx + avmzx)wdl‘ :/ (ua:x + (wm)@mdl’ - Qp(ux:v + avxw)oL
0 0

!
:/ —(Uy + avy)Ppadr + @i (uy + avx)g
0

L
:/ (u+ av)ppzde,
0
L
1
/ _(ivm + b_aua:acac + _vac:cx)gbdx
0 c c c
L L 1 1
— /0 gvgbxdx — gzﬁ(rv)g + /0 (b?aum + va)qﬁxdx — gzﬁ(b?aum + Evrz)oL
L Ly 1 b 1
= / ngbmdx — / (—aum + —v;)Pppdx + gbz(—aum + —vm)OL
0 € 0 C c c c

L b 1
o € c c

Assim, podemos concluir que

;

A* DAY C X — X
D(A") = {(p,0) € (H*(0, L))* : 9(0) = ¢(0) = (L) = $(L) = ¢2(0) = ¢(0) = 0}
a:m;ac b?aa:m;ac ¥

A(p,0) = , V(p,¢) € D(AY).

\
(3.5)
Estamos interessados nas seguintes propriedades dos operadores A e A*:

Proposicao 3.1. O operador A e seu adjunto A* sao dissipativos.

Demonstracao. Sejam (u,v) € D(A). Entao,

L L
/ _(u:cxx + av:cxw)u - / (u:cx + avxw)uxdx - u(u:cx + avxw)é
0 0

1 L L
:—/ (ui)xda:—l—/ AUy AT
2o 0

L
=— —u;(0) +/ AV Uy dx.
0
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Por outro lado,

L
1
/ —(tvx + —Upz + QUyyy )vd
0 c c

Ly | 1
S / —(vz)xda: + / (—Vgz + QUge )V dT — V(=Vpy + aum)|§
0 C 0 € c

L L
= / ~(v3) dx + a/ Ugp Uy AT
o € 0

1 L
_2_61;5(0) + a/o Uy VpdT.

Das identidades acima, deduzimos que

L L r 1
< A(u, U>7 (U; U) >:/ (_Ux:m: — CLU:)::m)UdSL' + / <__U:E — —Uggx — aumz)vdx
0 0 ¢ ¢
= _ux<0) - _Ux<o) +a VzzUzdT + @ Uy U T
2 2c 0 0
= — 5uz(0) = -v3(0) — aus (0)v:(0)
1
—_ 2—C(cufc(o) + 2acu, (0)v,(0) 4 v7(0))
1
— — L (e () + Ve 0% + (1 - 0] <0

Assim, A ¢é dissipativo. Para provar que A* é dissipativo procedemos de forma anéloga
obtendo

< (u,v), A*(u,v) >= —% [(\/l_mm(L) + Vabu, (L)) + (1 — a%)vi(L)} <0.

O que mostra a dissipatividade de A*. [ |
As Proposigoes 3.1 e 2.36 nos dao o seguinte resultado da boa colocacao:

Teorema 3.2. Se (u°,v°) € (L*(0,L))%, ewxiste uma tnica solugio fraca (u,v) =
S()(u,v°) de (3.1), tal que

(u,v) € C(0, T (L3(0, L)) 1 HY(0, T (H2(0, 1))?).
Além disso, se (u®,v°) € D(A), entdo (3.1) tem uma tnica solugao cldssica (u,v), tal que
(u,v) € C([0, T); D(A)) (1 CL(0, T (12(0, 1))?).

Um resultado de regularidade adicional para as solugoes fracas de (3.1) é dado pelo

seguinte teorema:
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Teorema 3.3. Sejam (u’,v°) € (L*(0,L))* e (u,v) = S(t)(u’, %) a solugio fraca de
(3.1). Entao (u,v) € L*(0,T, (H'(0,L))?)

e existe ¢y, constante positiva, tal que

1, 0) | 2oz a1 0,0992) < €0 1075 00| 20,02 (3.6)

Além disso, existem constantes positivas ¢i e co, tais que

Hum<'70)77}:1:('70)“?L2(0,T)) < cr|(u?, 0 ” (L2(0,1))2" (3.7)

2 1 2 2
H (uO, UO) H(LQ(O,L))Q < T H (u7 U) HLQ(O,T;(LQ(O,L))Q) + 02Hu$(~, 0)7 U:E('a O) H(LQ(O,T))Q‘ (38>

Demonstracao. Fazendo uso de um argumento de densidade, podemos considerar
(u®,v%) € D(A). Seja g € C>=((0,T) x (0,L)). Considerando os multiplicadores qu e

qu e procedemos como a demonstracao da Proposicao 3.1 temos:

T L
:/ / qu(Us + Ugzy + AUy )ddt

L T
:/ u q\gdaz—/ / u(qu) dxdt—i—/ qU(Ugy + AV, ) |5 dt
0
/ / qu) ¢ (Ugz + AU, )ddt
:/ u q|0dzv—/ / u(qu) dxdt—/ / qu)z (Ugy + avg,)dxdt. (3.9)

Analogamente,

—/ / qu(cvy + 1y + batyyy + Vs )ddt
0o Jo

L T L T L
:/ cqvﬂ%d:c—/ / (qv)tcvdxdt—/ / (qu) rodxdt
0 o Jo o Jo

_ /0 ! /0 L(qv)x(vm + abugg, )dxdt. (3.10)

Tomando g = x obtemos as seguintes identidades:

T L
:/ / Tu(Up + Uy + AUy )dzdt

1 T L
:5/ TU |de —/ / u(u + av)gpdrdt — / / Uz (u + av) g drdt
0o Jo
T L
:—/ zu?|} dx —/ / uz(u + av) dedt — / / Uz (U + av) g drdt (3.11)
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= / / v(cvy + 10z + Vpgr + AUy, )dxdt

g/ v \de—/ / —vzd:r;dt—/ / (v + abu) g dxdt

— / / 20, (v + abu) g dxdt
o Jo

¢ (L r [T L T L

:—/ xv2\OT——/ / vzdxdt—/ / 20,(V + abu) g dxdt

2 Jo 2Jo Jo o Jo
T L

+/ / vz (v + abu) dxdt. (3.12)
o Jo

Multiplicando (3.11) por b e somando com (3.12), segue que

//xu d:z:—l—/ / bu(u + av) dxdt—/ / bruy(u + av) g drdt+
—/ / x112|0Td:E——/ / erdmdt—i—/ / vz (v + abu)dxdt

2Jo Jo 2Jo Jo o Jo

T L

—/ / v, (v + abu) g dxdt

1 Ve r [T L 3 [T (L
:_/ z(bu? + cv?) Ode——/ / Udedt+—/ /(bu + 2abu,v, + v2)dxdt
2 Jo 2Jo Jo 2Jo Jo

T
/ z(bu2 + 2abu,v, + v2)|§dt.
0

N —

Como u,(L) = v, (L) = 0, obtemos a estimativa

/ / (bu? + 2abu,v, + v2)dzdt = / / vidxdt — —/ z(bu® + cv?)| dx

1 (L
Si / / v2dxdt + - / x(b(uo)2 + c(vO)Q)dx
2 )0 Jo 2 Jo
r [T L [(F
§—/ vidxdt + —/ (b(u®)? + c(v*)?)dx
2Jo Jo 2 Jo

Escolhendo € > 0, tal que v a?b < € < 1, o integrando que estd a esquerda da desigualdade

acima pode ser estimado da seguinte forma:

a’b
buZ + 2abu + rv, +v2 > b(1 — e)ul + v (1——)
€

Como consequéncia,

/oT /OL(b(l — A + (1 — ﬁ))mdt = g /OT /oL vidudt + g /oL(b(UO)2 el

€
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isto é, existe uma constante positiva cg, tal que

2 2 2
(v, Um)H(L2((o,T)x(o,L)))2 < CO(||U||(L2((0,T)x(o,L)))2 + ||(u07UO)H(LQ((O,T)X(O,L)))?)'
Como o semigrupo gerado pelo gerador A é continuo, podemos concluir que existe uma
constante ¢y > 0, satisfazendo
2 2
[ (ua, UI)H(LQ((O,T)X(O,L)))Z < ¢o || (o, UO)H(LQ(O,L))Q :

Assim, temos que

2 2
| (u, U)“L?((O,T);(HI(O,L))? < co || (uo, UO)H(LQ(O,L)P :
Agora, para provar (3.7) tomamos ¢ = 1 em (3.9) e (3.10):

0— % /0 R (T.2) - 2(0,2))dr /0 ' /0 " (s + v, (3.13)

1 L T L
0= 3 / (cv*(T, z) — cv*(0,))dx — / / (Uzz + Voz)Vpdrdt. (3.14)
0 o Jo

Multiplicando (3.13) por b e somando com (3.14), obtemos

b L T L
0 =3 / (u*(T, z) — u*(0,z))dr — / / (bt + abvL, )u drdt+
0 0o Jo

Cc

L T L
5 / (v* (T, x) — v*(0,z))dx — / / (Vga + @by )V dxdt
0 o Jo

b

:5/0 (u2<T, x) — u2(0,x))dx + g/o (UZ(T, ) — UZ(O,I))dx—i—

by Ly
(zuz(t,0) + abuyv, + =v;(t,0))dt,
D) 2
isto é,

l_)/o (u*(T, ) — u*(0,z))dx +/0 (v*(T,z) — v*(0,z))dx =

C

b b 1
/ (Cu2(t,0) + 2% 0,0, + —02(t, 0))dt.
0 € c c
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Consequentemente,

b ab 1 b [* L
/ (=u2(t,0) + 2—uuv, + —v2(t,0))dt S—/ u?(0, 1) + / v?(0,2))dzx
0 c c cJo 0

Cc

= || (u’, UO)H?L?(M))Z '

Se € é uma constante, tal que v a?b < e < 1, entao

va 2b

€

a’b

> — 626’2135(75, 0) - _Qvg(tJ O)
€

2abug (t,0)v,(t,0) =2(Vbeuy(t, 0))( vy (t,0))

Logo,
T a’b
/ (buZ(t,0) — e*bul(t, 0) + vi(t,0) — —-vi(t, 0))dt
0 €
T a’b
| oo+ a- G ona
€
° T
ZCO/ (uZ(t,0) + vi(t,0))dt
0
2>Co ” (Uz(t, 0)7 Uz (ta 0)) ||?L2(O,T))2 )

donde obtemos o resultado desejado.
Para mostrar (3.8) tomamos ¢ =7 — ¢ em (3.9) e (3.10), de onde obtemos
1 (T L L
0 :—/ / (bu® + v*)dzdt — / (b(u°)? + (v°)H)dx
T Jy Jo 0
T
+ / (T — 1) (b (£, 0) + v2(¢, 0) + 2abva (¢, 0)ua (£, 0))dt,
0

o que implica que existe ¢y > 0, tal que

1

2 2 2
”(UO: UO)”(Lz(O,L))z < T | (u, U)HL?(O,T,(L?(O,L))?) + calus (-, 0), va (-, O)H(L2(0,T))2'
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3.2 O sistema linear nao homogéneo

Agora, estudaremos o sistema nao homogéneo correspondente a (3.1)

(U + Upgy + QVpgz = 0, em (0,7) L),
vy + 10y + batgyy + Vpge = 0, em (0,7) x (0, L),
u(t,0) =0, u(t,L) = hy, uy(t,L) =he, em (0,7), (3.15)
v(t,0) =0, v(t,L) = q1, vu(t, L) =g2, em (0,7,

L u(0,2) = u’(z), v(0,2) =), em (0, L),

assumindo que hy, g1 € HL(0,T) e ho,go € L?(0,T). Nessas condigoes, o resultado a

seguir assegura a existéncia das solugoes classicas para (3.15).

Teorema 3.4. Seja (u°,v°) € D(A) e
hi,g; € C310,T] = {z € C*[0,T] : 2(0) = 2(T) =0} ,i = 1,2.
Entao, o sistema (3.15) tem uma unica solugao (cldssica)
(u,v) € C([0,T]; D(A)) N C*([0, TT; (L*(0, L))?) (3.16)
e existe uma constante positiva C, tal que

2
[ (w, U)|||0([o 20,02 + 1w O 2077, 01.0,2))2)
2

< (] ” u’, 0’ || (L2(0,1))2 + Z(HhiH?{l(Of) + ||9i||§11(o,T))] (3.17)
i=1

Demonstragao. Como em [16], considere fungoes ¢;,n; € C*([0, L]), tais que

Assim, a solucao (u,v) de (3.15) pode ser escrita como

(uv U) = S<t> (UO, UO) + (907 ¢)7

onde (S(t))i>0 ¢ 0 semigrupo associado no problema homogéneo (3.1) dado pelo Teorema
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(3.2) e (¢, 1) é a solucao do problema

/

Pt + gz + Wugy = F, em (0,7) x (0, L),
i+ 1p + 00 Prze + Ve = G, em (0,T) x (0, L),
o(t,0) = p(t, L) = ¢.(t, L) =0, em (0,7), (3.18)
U(t,0) =(t, L) = ¢,(t,L) =0, em (0,T),
| ¢(0,2) = 0, 1(0,) =0, em (0, L),
onde
F(x,t) = @1 + Prze + @uza,  Gl@,) = Py + 100 + Ve + Praa
e , 7;5 sao dadas por
2 2
Bla,t) =Y ¢il@)gi(t),  v(x.t) =D mi(x)hi(t).
i=1 i=1

Como F,G € CY([0,T7]; (L*(0, L))?), segue da teoria de semigrupos que (3.18) tem uma
unica solugao
(¢, ¥) € C([0,T]; D(A)) N ([0, TT; (L*(0, L))?).

Assim, para cada (u°,v°) € D(A) e h;, g; € CZ temos a solugao de (3.15) com a propriedade
(3.16).

Para obter a estimativa (3.17), note inicialmente que

2 2 2
||(U»U)||c([o,T];(L2(o,L))2) < HS(t)(uO, UO)HC([O,T];(LQ(O,L))Z) + (e, ¢)||C([07T];(L2(0,L))2)
2 2
SC(”(UO, UO)||(L2(0’L))2 + ”(Fa G)HL2((0,T);(L2(O,L))2))7

onde C' é uma constante positiva. Como

2
2 2 2
I G20y 22 00,00)2) < CZ(HhiHHl(O,T) + 119ill5: 0,7))-

i=1
onde C' > 0, deduzimos que
, 2
2 2 2
|| (U, U)HC([O,T};([?(O,L)P) S C(H (U’O? UO) H(L2(O,L))2 + Z(Hh’LHHl(O,T) + ||g’5||H1(07T))) (319>
i=1
Para obter uma estimativa na norma de L?*(0,7;(H'(0,L))?) inicialmente usamos

(3.6):

2 0 ..0\|[2 2
”(u?U)HLQ([O,T};(Hl(O,L))Q) < HS(t)(u v )Hm((o,:r) (H'(0,L))2) + H(%W“LQ([O,T];(HI(O,L))?)

)

2 2
SO(H (uoa UO) H(L2(O7L))2 + ||(907 w)||L2((O,T);(H1(O,L))2)>'
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Por outro lado, utilizando os multiplicadores x¢ e 21 e procedendo como na demonstragao

do teorema (3.3), temos que a solucao de (3.18) satisfaz a identidade

T L 1 L r T L
/ / z(bF o + G)drdt == / z(bp?* (T, x) + cp*(T, z))dx + = / / VAdadt
0 0 2 0 2 0 0
3 T L
+3 / / (b2 + 2abpyipy + 2 dxdt.
0 0

Tomando e, tal que a?b < € < 1, temos a seguinte estimativa

/ / (b2 + Y2)dxdt = ——/ x(b?* (T, x) + cip? (Tx))dx——/ / VAdadt
/ / 2abp, b drdt + / / (bFp + Gop)dxdt
L

—/(b(p (T,x) + c*(T,z))dx + = //dedt

T5 //2ab|90m¢z|dxdt+L/ /(b|F<P‘+|G1/J|)dxdt
Sg/(bw (T,z) + cp*(T, x))dx + //¢2

/ / Egox + ep?)dxdt

- 5/ / (V*F? + ¢* + G + *)dxdt.
0 0

l\D

Logo,

1——//gpxd1’dt+ 1—6/ / Yidrdt

gg /0 (b* (T, x) + cp*(T, z))dx + 5/0 /0 (V*F? + G* + ¢* + ¢*)dxdt.

Assim, temos

||(90x,¢x)||L2 (0,T3(L2(0,L))2 <C(||( (T )»@Z’(T))Hzm (0,L))2
+I(F, Q)| or5z20,L)2) T 1@, W”L? 0.T5(12(0,1))2))>

2
2 2 2
I, ) z2 0z oy < C D Ihilltnomy + 19:l70m),

=1
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de onde se conclui que

2
H(U,U)HL2«LTxfﬂ(&L)V)

2
2
< O[H(uov UO)H(Lz(O,L)p + Z(HhZ'H?{l(O,T) + ||gi||§{1(0,T)>]' (320>
1=1

Portanto, de (3.19) e (3.20) obtemos (3.17). |

Agora vamos mostrar dois resultados de existéncia e regularidade da solucao fraca de
(3.15).

Teorema 3.5. Eziste uma unica aplicacao linear e continua
W :(L*(0, L)) x (Hy(0,7))* x (L*(0,7))* = C([0,T); (L*(0,L))*) N L*(0, T; (H'(0, L))?),
tal que, para qualquer (u®,v°) € D(A) e hy, ha, g1, 92 € C3([0,T7),

\Ij((u v ) (hl,gl,hQ,QQ)) = (U,’U),
onde (u,v) é a Unica solugdo cldssica de (3.15).
Observagao. 3.6. Se (u°,v%) € (L*(0,L))?, (u,v) € a solugdo fraca de (3.15).

Demonstragdo. Sejam (u®,v%) € D(A) e hy,g1,ha, 92 € CZ([0,T]). Pelo Teorema 3.4
existe uma tnica solugao (u,v) € C([0,T]; D(A)) N C*([0,T]; (L*(0,L))?) de (3.15), e
portanto, temos que (u,v) € C([0,T]; (L*(0, L))?) N L*(0,T; (H*(0, L))?). Definindo

A

U : D(A) x C2[0,T] x CZ[0, T — C([0, T]; (L*(0, L))*) N L*(0,T; (H'(0, L))?)

por

~

q’((u v ) (h1,91,h2, 92)) = (u,v),

com (u,v) dada pelo Teorema 3.4, obtemos por (3.17) que ¥ ¢ uma aplicacdo linear e
continua. Como D(A) é denso em (L%*(0,L))?, (C2([0,T7))* é denso em (Hj(0,7))?

(C2([0,T1))? também é denso em (L2(0, L)%, podemos estender ¥ continuamente a uma
aplicacao linear e continua ¥, definida em (L?(0,L))* x (H3(0,T))? x (L*(0,T))>. |
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3.3 O sistema adjunto

Esta segao é dedicada ao estudo das propriedades do sistema adjunto associado a (3.1)

(

Pt — Pz — Wape = 0, em ( x (0,
Py — Ty — baPuos — Yuoa = 0, em ( x (0,
p(t,0) = p(t, L) = ¢,(t,0) =0,  em (

(

(

¢<t7 0) = ¢(t’ L) = ¢m(ta O) =0, €m
\ QO(O,ZL’) = QOO(I), 1/)(0,5(3) = ¢O(x)7 em

)
)
), (3.21)
)
)

que é equivalente a

{ () = A*(p. ),
(0, ¥)(0) = (%, ¢7),
onde A* é dada por (3.5).

Observe que a mudanga de varidvel © — L — x reduze o sistema (3.21) ao sistema
(3.1). Assim sendo, as propriedades das solugoes de (3.21) sdo similares as deduzidas no
Teorema 3.3 para as solugoes do sistema linear (3.1).

Permitam-nos também observar que o sistema retrégrado

(

Pr + Przz + Az = 0, em (0,T) x (0, L),
Py + 1y + baprrr + Vige = 0, em (0,7) x (0, L),
©(t,0) = @(t, L) = ¢.(t,0) = 0, em (0,7, (3.22)
U(t,0) =¥t L) = ¢,(t,0) =0,  em (0,7),
L (T, 2) = p*(z), Y(T,z) =¢'(x), em (0,L),

é bem posto para qualquer (o', ') € (L*(0,L))* e a mudanca de variavel t — T — ¢
transforma o sistema (3.22) em (3.21). Logo, os resultados dos Teoremas 3.7 e 3.8 podem
ser obtidos para o sistema (3.22) também.

Mais precisamente, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.7. Sejam (p°,1°) € (L*(0,L))*. Existe uma tnica solugio (p,) de (3.21),
tal que
(,9) € C([0,T]; (L*(0, L))*) N L*(0, T (H'(0,T7))%)

que satisfaz as sequintes estimativas
(¢, ¢)||c([o,T];(L2(o,L))2) + [, ¢)||L2(0,T,(H1(0,L))2) < ¢o ||(900, wO)H(Lg(OJJ))z ) (3.23)

2
||90x('7 L), %(7 L)H?L?(O,T))2 S €1 H (9007 1/)0) ||(L2(0,L))2’ (324)
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2 1
H(SOOJ/}O)H(Lz(&L 2 = T ||(90 w)HLQ(OT (L2(0,L))?) +C2H§0x( ) )7wm('7L>H?L2(O,T))27 (3'25>

onde cgy, c1,Cy sao constantes positivas.

Além disso, temos a seguinte estimativa para a segunda derivada da solucao na fron-

teira.

Teorema 3.8. Sejam (¢°,¢°) € (L?(0,L))? e (p,) a solugdo correspondente de (3.21).
Entao,
H(gom(,L),wm( ’ ))H 1(0,7))2 < C H 90 ¢0 || (L2(0,1)) (326>

onde C € uma constante positiva.

Demonstragao. Seja (%, ¢°) € D(A*), entao a solugao (p,v) € C([0,T]; D(A*)) e por-
tanto (@u. (-, L), ¥ (-, L)) € C([0,T)). Sejam hy, g, € CZ([0

do seguinte sistema

T)) e (u,v) a solucao cléssica

\_/

(
Ut + Upge + Ve = 07 )

= B

o~ o~ o~ o~ o~

@D

\_/

vy + 10p + baUgzy + Vpze = 0,
u(t,0) =0, u(t,L) = hy, us(t,L) =0, e
v(t,0) =0, v(t,L) = g1, v.(t, L) =0, e
u(0,2) =0, v(0,z) =0,

o oo oo
h*ﬂ’ﬂ’ﬂ*ﬂ

Y

) X
) X
), (3.27)
)
)-

]
2 B

Multiplicando a primeira equacao de (3.27) por ¢, a segunda por 1 e integrando por

partes obtemos

/0 u(T)p(T)dx + / w(t)pus ()t + a / o(t, L)gan(t, L)dt =

0 0

C/OL'U(T)w(T)dx + ab /OT w(t, L)y, (t, L)dt + /OT'U(t, L)ty (t, L)dt =

T /L
/ / (v + 1,0 4+ abhyrrtt + Aty v)dadt. (3.29)
0o Jo
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Multiplicando (3.28) por b e somando com (3.29), segue que
| @uyer) + oo = = [t LGute, 1) + abofe. 1)
e (t, L) (abu(t, L) + v(t, L))dt (3.30)

__ /0 (@aalt, L) (bha (t) + abgy (1))

152 (t, L) (abhy (t) + g1 (t)]dt.

Assim, usando (3.17) e (3.23) obtemos a seguinte estimativa

1}wﬂwﬂ+mwwmm

< [ e+ [ oo

< O(|u(T, ‘)”L? 0,L) (T, ')HL? o)t [o(T, ’)HL2(0 L) [4(T, ')HLQ(O,L)
< C||(u, U)Hc([OT J(L2(0,L))2 H(SO @Z’)”C ([0,T7;(L2(0,L))2)
<OH 90 ¢0 ||(L2(0L (||h1||H10T)+||gl||H1(0T))

onde C' s6 depende de hy, g;. Entao, por (3.30) temos que a aplicagdo
v:(HY0,T))” —» R

T
hlagl / 909636 t L hldt+/ ¢x:1: t L gldt
0

satisfaz

Y

S 0 .0 S
‘7<h17gl)’ < C H(SD Jﬂ )”(LQ(O,L)) H(hlagl) (HL(0,T))?

de onde se obtém (3.26). |
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Capitulo 4
Controlabilidade do sistema linear

Esta secao ¢ dedicada a analise da propriedade de controlabilidade exata para o sistema
linear correspondente a (1.1) com controles na fronteira (1.2). Mais precisamente, dado
T > 0e (u°2°),(ul,0') € (L?(0,L))? estudaremos a existéncia de quatro controles

hi,g1 € HY(0,T) e hg, g2 € L*(0,T), tal que a solugao (u,v) do sistema

Ut + Uggy + AVgpy = 07 em (O,T) X O, L),
vy + 10y + batyyy + Vpge = 0, em (0,7) x (0, L), (4.1)
u(0,z) = u’(z), v(0,z) = v°(x), em (0,L),

—~

com condigoes na fronteira

u(t,0) =0, u(t,L) = ha(t), wa(t,L) = he, em (0,7) )
v(t,0) =0, v(t,L)=gi1(t), ve(t,L)=ga, em (0,7T), .
satisfaz
u<T’ ) = Ul, U(Tv ) = v ) LZ(O’ L) (43>

Definicao 4.1. Sejam T > 0 e L > 0. O sistema (4.1) é exatamente controldvel em
tempo T, se para quaisquer dados inicias e finais (u®,0%), (u',v') € (L*(0,L))? existem
quatro controles hy, g1 € H3(0,T) e hy, go € L*(0,T), tal que a solucio (u,v) de (4.1) com
condi¢oes (4.2) satisfaz (4.3).

Observacao. 4.2. Sem perda de generalidade, podemos estudar a propriedade de con-
trolabilidade ezata somente para o caso u® = v° = 0. De fato, sejam (u°, %), (ut,v!) €
(L*(0,L))* e sejam hy,g1 € H}(0,T) e hy,go € (L*(0,T))* os controles que levem a
solugdo (u,v) de (4.1) do dado inicial nulo ao dado final (u',v') — S(T)(u®,v°). Dai
seque que esses controles também levam a solugio (u,v) —S(-)(u®,v°) de (4.1) de (u°,v°)

ao dado final (u',v!).

0

A partir de agora consideraremos somente o caso u’ = v° = 0 e daremos uma condicao
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equivalente para a propriedade de controlabilidade exata.

Lema 4.3. Seja (u',v') € (L*(0,L))%. FEntao, existem controles hi,g; € Hi(0,T) e
ha, go € (L*(0,T))?, tal que a solucdo (u,v) de (4.1)-(4.2) satisfaz (4.3), se e somente se,

/0 (b () (z) + e () () e = / bha(t) (a8, L) + ath(t, L)) dt

+/0 g2(t)(abp,(t, L) + (t, L))dt (4.4)

- <bh1 (t)v Qomc(tﬂ L) + a’wmr(tv L))H&XH*1
- <gl(t)v abgOME(t? L) + 1/J9333<t7 L>>H(%><H*1 )

para qualquer (', 9') € (L*(0,L))?, sendo (p,v) a solugao do problema retrégrado (3.22).

Demonstragdo. Sejam (u',v') € D(A), (', 9') € D(A*), hi,g91,he,g90 € C2([0,T]) e

(u,v) asolucao de (4.1)-(4.2). Multiplicando a equacao (4.1) pela solugao (¢, ) de (3.22)
obtemos

T L
:/ / O(Ut + Uggy + QVyry )ddt
o Jo
L T L T
:/ gpu|0Tda:—/ / ugotd:pdt—/ 0 (t, )u,(t, x) Odt+/ et T)u(t, ) |5 dt
0

/ / gpxmud:tdt—/ 0o (t, v)av,(t, )|, dt—l—/ gam(t,x)av(t,x)|0Ldt
0

—/ / AP prvdrdt, (4.5)
0o Jo

T (L
= / / Y(cvy + 10y + abgpy + Vae)dadt
o Jo

L T L T T L
= / el de — / / cotpdxdt + / ro|5dt — / / rodedt
0 o Jo 0 o Jo
T T T L
—/ W, (t, x)abu,(t, x) OLdt+/ Oua(t, )abu(t, x) gdt—/ / Uypzpudrdt
0
/ WV (t, )vg(t, )5 dt—l—/ Voo (t, )0 (t, ) |5 dt —/ / Yyprvdadt.  (4.6)
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Multiplicando (4.5) por b e somando (4.6), segue que

/0 (bo(t, z)u(t, z) + cb(t, z)v(t, z))|§dx :/0 bug (t, 1) (0o (t, ©) + a,(t, x))|§dt

[ vt 2)(abpu(t,3) + Gt 2)) Lt

but, 2)(t) (paa(t, 2) + atiya (t, 2) L dt
0(t,2) (8) (abaa(t, @) + ua b, 7)) L,

|
S, ST,

isto ¢,
/0 (b (@u(T, ) + e (2o, ) = /O " bhalt) (22 (1) + a0, L)
+ /0 : 9o (t) (abpy (t, L) + 1, (t, L))dt
_ /0 b () (aa(t, L) + atun(t, D))t
_ /O o1 (8) (@bt L) + (b, L))

Portanto, por um argumento de densidade temos a seguinte identidade:

/0 (b (@)u(T, 7) + v’ (2)0(T, 2))dar /O bha(t)(palt, L) + ath(t, L))dt

N /0 go(t)(abgu(t, L) + (t, L))dt
- <bh1 (t)’ Soz:t(ta L) + G?/Jm(ta L)>H&><H—1

—{g1(1), abpua(t, L) + Yaa(t, L)) g g1 -

Assim, se o sistema é exatamente controlavel obtemos (4.4). Por outro lado, a identidade

acima e (4.4) implicam que

L
/ b (@) (u(T, ) — u'(2)) + et (2) (v(T, ) — v'(x))]dz = 0.
0
Como temos a identidade acima para qualquer (o', ') € (L*(0, L))?, o sistema é exata-
mente controldvel com os controles hy, g; € Hg(0,T) e hy, go € L*(0,T). |

Para o estudo da propriedade de controlabilidade, um resultado de observabilidade
que provaremos a seguir terd um papel fundamental. Inicialmente, provaremos dois lemas

que serao de muita utilidade na prova de este resultado.
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Lema 4.4. Se (A, (w, 2)) € solu¢do do sequinte sistema

AW — Wepy — AZppy = 0, em (0,L),
CAZ — T2y — bOWypy — Zpgs = 0, em (0, L), (47)
w(0) = w(L) = w,(0) = w,(L) = wye (L) =0, .
2(0) = 2(L) = 2,(0) = 2z,(L) = 242 (L) =0,
entao w =z = 0.
Demonstracao. Se A = 0, entao
Wagr + Zppe = 0, em (0, L),
rZp + baWypy + Zyze = 0, em (0, L), (4.8)
w(0) = w(L) = w,(0) = w,(L) = wee (L) =0, '
2(0) = 2(L) = 2,(0) = z,(L) = 242 (L) = 0.
Tomando z, =  obtemos que ( satisfaz o problema
(a/2b — 1)<:E1' - TC == 0, emn (0, L), (4 9)
¢(0) = ¢(L) =0, '

para o qual a unica solucao é ¢ = 0, implicando w = z = 0.

Agora, tomemos A # 0. Vamos introduzir as fungdes complexas dadas por

W(E) = /OLw@)emfdx e (€)= /OLz@)emfdx

que sdo inteiras. Assim, multiplicando a primeira e segunda equacao de (4.7) por €™ e

integrando por partes, obtemos

{ (A —i&)w(g) —if2(€) = a +ab, (4.10)

(A =183 4+ iré)z(€) — 1ab&3w(€) = aba + B,
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onde @ = —w,;(0) e f = —2,,(0) s@o valores complexos. De fato, observe que

/ L) :emfzm|£ — / i€z, dx
0 0
. L B
— 2aa(0) — i+ [ (s
. 0 L .
= — 2,.(0) + (i§)2€1$5z|64 — / (i€)3e™ zda
L ’
— 2 (0) — (ig)? / 7 5 (1) dx
0
= — 222(0) — (25)32(5)

Analogamente, obtemos os demais termos em (4.10). Observe que «,  sdo unicamente

determinados por w e Z, e consequentemente, por w e z. Portanto, provaremos que
a=0=0sw=2=0.
Eliminando @ de (4.10), obtemos a seguinte igualdade
(A =€) (A — i€ +iré) + a’b€®)2 = [iab&*(a + af) + (N — i&)(aba + B).  (4.11)
Definindo os polinémios

Py(€) = (a®h — 1)E0 + &t —id(1 4+ )& +irAé + N2e
Q&) = iab&3(a + aB) + (A — i&3)(aba + B)

de (4.11) temos que

PA(§)2(8) = Qa(8).

Como Z é uma funcao inteira, todas as raizes de P, também devem ser raizes de . Além

disso, os polinomios satisfazem as seguintes propriedades:
(
(
5
(
(

Como o grau do polinomio P, é maior que o grau do polinomio @)y, concluimos que 2

1) O polindémio Py é de grau 6, pois 1 — a?b > 0.
2) Nao existe raiz de P, de multiplicidade 6, pois o polinémio nao contém termo de grau

3) O polinémio @, é de grau 3.
4) Nao existe raiz de @, de grau 3, pois o polinémio nao contem termo de grau 2.

¢ uma funcao inteira se Qy = 0, o que é equivalente a ter a« = = 0 e implica que

z=w=0. [

Mostraremos a seguir um principio de continuacao unica.
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Lema 4.5. Seja (w°,2°) € (L*(0,L))%. Se (w, z) € solucdo de

(Wi — Wepe — AZaae = 0, em (
Czp — T2y — baWypy — Zyze = 0, em (

§ w(t,0) =w(t, L) =w,(t,0)=0, em
2(t,0) = z(t, L) = 2,(¢,0) = 0, em (

(

w(0,2) = w, 2(0,z) = 2°, em

)
)
), (4.12)
)
)

e satisfaz
We(+, L) = 2,(+, L) = wga(+, L) = 240(+, L) = 0, (4.13)

entdo w' = 2% = 0.

Demonstragao. A regularidade adicional dada pelo Teorema 3.7 permite reduzir (4.12) e
(4.13) a um principio de continuagao tnica para as autofungdes do sistema estaciondrio
associado. Este argumento foi usado em [19] e [16].

Seja Nr o espaco de dados iniciais (w°,2°) € (L?*(0,L))?, tal que a correspondente
solugdo de (4.12), satisfaz wy(+, L) = z,(-, L) =0 em L*(0,T) € wee(-, L) = 242(-,L) = 0
em H-1(0,T).

O espaco Nt satisfaz as seguintes propriedades:
(1) dimNr < 0.
0 .0

Com efeito, seja B a bola unitdria em Np e seja (w),z)) uma sequéncia em B,

n»n

isto &, [[(wp, zp)ll(r20.0y2 = 1. Sejam (wy,2,) as solugdes de (4.12) com dados inici-
ais (w?, z2) que satisfazem (4.13). Temos pelo Teorema 3.7 que (w,, 2,) é limitada em

(L?(0,T; H*(0,L)))?, e utilizando as equagoes em (4.12) temos que ((wy)y, (2,)¢) ¢ limi-
tada em (L?(0,7; H2(0,L)))?. Como H'(0,L) C L*0,L) C H2(0,L) sendo a pri-
meira imersdo compacta, temos que (w,,z,) é relativamente compacta, isto ¢, existe
uma subsequéncia, que vamos denotar pelos mesmos indices, convergindo para (w, z)
em (L*(0,T;(L?(0,L))?). De (3.25) e da convergéncia acima temos que (w2, z9) é uma
sequéncia de Cauchy em (L?(0,L))* e portanto convergente, logo (w?,z2) converge a

(w® 2%) € (L*(0,L))* Além disso, (w,z) € C([0,T];(L*(0,L))?) ¢ a solugao fraca de
(3.21) e

De fato, se (w, 2) € C([0,T}; (L*(0, L))?) é a solugao de (3.21) com dados iniciais (w°, 2°) €
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(L?(0, L))?, entao

1(, 2) = (w, 2) || 20, 75(22(0,L))2)
S H( Aaé) - (wn7 Zn)HLZ(O,T;(L2(O,L))2) + “(wna Zn) - (UJ, Z)HLQ(O,T§(L2(07L))2)

< C H(wov ZO) - (w27 Zg)H(LQ(QjL))Q + ||(wn’ Zn) - (w7 Z)||L2(O7T;(L2(O,L))2) :

Como a expressao de acima converge a zero quando n tende a infinito, obtemos o resultado
desejado.
Agora vamos mostrar que (w, z) satisfaz (4.13). Com efeito, de (3.24) e (3.26) temos

que

(W) (-, L) = we(-, L) e (2n)2(-, L) = 2.(-, L) € L*(0,T)
(Wn)aa( L) = Wez(-, L) € (2n)ea( L) = 2ea(+, L) € H*(0,T),

e como (wy, 2z,) pertecem a N, obtemos que w, (-, L) = z(+, L) = W (-, L) = 2z (-, L) = 0.
Assim, a bola unitaria é relativamente compacta, o que garante que Ny tem dimensao
finita.
(2) Nr C D(A").

Primeiro observe-se que 77 < 7' implica Ny C Np,. Por outro lado, como Ny é um
espaco de dimensao finita e como a aplicacao T — dimNp € N é nao crescente existem
Ty,e >0 tal que T3 <11 + € e Ny, = Ny, portanto

JVT1 :Nt, YVt € [Tl,T1+€].

Vamos mostrar que Ny C D(A*). Sejay € N, e seja (S*(t))¢>0 0 semigrupo gerado pelo

operador A*. Assim,

* t _
y € D(A*) < hm% existe em (L2(0, L))2.

t—0

Inicialmente, temos que
S*(t)y —
Sy =Y ¢ N,

Como y € Ny, e S*(1)S*(t)y = S*(7 + t)y, para 0 < t < € temos que S*(t)y € Np, .
Assim, S*(t)y € Np, para todo t € (0,¢€). Por outro lado, pela teoria da extrapolagao (ver
[20]) deduzimos que existe um espago de Banach Y, tal que (L?(0,L))? C Y e

S*<)y € C([O,T],Y),
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donde

hmsuw—y
t—0 t

existe em Y. Como Ny, C (L*(0,L))> C Y e, dim(Ny,) < oo as normas induzidas por
(L?(0,L))* e Y sao equivalentes. Portanto,

i 20y —y
t—0 t

existe em (L?(0, L))?. Logo, y € D(A*).
(3) Segue da propriedade (1) que se Ny # (0,0), entdo A* : Ny — Np tem pelo menos

um autovalor (Np é a complexificacdo de Nr), ou seja,
dXeCe(w,z2) € Np, tal que (w,z) # 0 e A" (w, 2) = ANw, 2). (4.14)

Note que (4.14) nos diz que existe uma solugao nao trivial do sistema (4.7). Porem, pelo
Lema 4.4 temos que (4.7) s6 possui a solugao trivial, ou seja, que Ny = {(0,0)}, o que

implica que w° = 20 = 0. |
Para concluir nossa anélise, provaremos o seguinte resultado:

Teorema 4.6. Para quaisquer L > 0 e T > 0 existe uma constante positiva C' =
C(L,T) >0, tal que a desigualdade

C H ’LU Z H (L2(0,L)) ”wx( 7L) + azﬂﬁ('>L)”iQ 0,T) + ||awa('a L) + Zx(>L)||iQ (0,T)
+ [ waa (-, L) + azga () )HH o) T labwes (-, L) + 220 (-, )HH 1(0,T)
(4.15)
se verifica para qualquer (w', z') € (L*(0,L))?, donde (w,z) € a solugao de (3.22) com

dado inicial (w', 2%).

Demonstragao. A mudanga de variavel t — T — ¢ transforma o sistema (3.22) em (3.21),

e a desigualdade (4.15) é equivalente a

O, 2) [ 2oy < lwals L) + aza(e, D)l 7ago ) + labwa(, L) + 2( L) |F20.m)
+ e (, L) + azea (-, )HH vor) T labwgy (-, L) + 2o (-, )HH 1(0,T) >
(4.16)

para qualquer (w';z") € (L?(0, L))?, onde (w, z) é a solugao do (3.21) com dado inicial

(w?, 2%). Agora, suponha que (4.16) nao se verifica. Neste caso, existe uma sequéncia
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(w8, 20zt C (L0, L))?, tal que

n»n

It 2Dl iy =L > 1,

hmmq\u(wnm, L)+ alen)es D)oy + lab(wn)al, L)+ (el D)oy ) = 0
s (| (W0 )+ £) + 0o s D) 0

+[Jab(wn)ze (5 L) + (20)aa (- )HH OT)) 0,

4.17)
onde (wy, 2,) é solugao de (3.21) com dados iniciais (w?, 22). Como 1—a?b > 0, de (4.17)
deduzimos que
lim (w,),(-, L) =0 , lim (2,)o(-, L) =0 em L*(0,7), (4.18)
n—00 n—00
lim (wp)ee(, L) =0, lim (2,)e(-, L) =0 em H™ (0, 7). (4.19)
n—oo n—o0

Procedendo como na demonstragao do Lema 4.5 temos que (w?,zY) possui uma sub-
sequéncia que converge a (w’,2%) € (L*(0,L))? e por (4.17) ||(w® 2°)[|(12(.pye = 1. Por
outro lado, a solugao correspondente (w, z) de (3.21) pertence ao subespaco Nr, definido

0

no Lema 4.5. Assim, w® = 2% = 0, o0 que é uma contradigao. Logo, a desigualdade (4.16)

se verifica. [
O seguinte teorema resolve nosso problema de controle (4.1)-(4.3):

Teorema 4.7. Sejam T >0 e L > 0. O sistema (4.1)-(4.2) é exatamente controldvel no
tempo T'.

Demonstragao. Vamos definir o seguinte funcional

J(w', 2") Z%(Hb(wm(wL)Jrazm(, L)1) + labtwas (- L) + Zaa (- L)1 0.1)

1
§(||b(wm(~, L) + az(., L)H?ﬁ(o;r) + [|abwy (-, L) + za(-, L)Hi?(mL))

L
—/ [bu' (z)w! (z) + cv' (z)2* (2)]dz, (4.20)
0
onde (w',z') € (L?(0,L))? e (w,z) é a solugao do sistema com retrégrado (3.22) com
dado inicial (w?, z1).

Seja (w', 2') € (L*(0, L)? um minimizante de J. Pela diferenciabilidade de J obtemos

que (4.4) é satisfeita com hy, g, € H}(0,T) sendo as tinicas solugoes de

T
(bg, (t, L) + aZe(t, L), 90>H—1(0,T)xH3(0,T) - /0 (h)e(t)pe(t)dt, Y € Hy(0,T)

T
<abwwx(t7 L) + é/xx(zz L)> 90>H—1(0,T)><H&(0,T) = / (gl)t(t)¢t(t)dt’ Vg@ € H(%(Oa T)
0
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e ha(t) = bib,(t, L) +a2,(t, L), go(t) = abiw,(t, L)+ 2,(¢, L). Observe que hy, go € L*(0,T).
Para ver que J possui minimo, observe que ele é continuo, convexo e coercivo. A coerci-

vidade ¢é obtida pela desigualdade de observabilidade provada no Teorema 4.6. [ |
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Capitulo 5

Controlabilidade do sistema nao

linear

5.1 Quatro controles

Agora vamos estudar a controlabilidade do sistema nao linear (1.1). Note que a solugao

de (1.1) pode ser escrita como

(u,v) = S(t)(u’,0°) + (¢, ¥) + (,€),

onde {S(t)},5, ¢ o semigrupo associado a parte linear do sistema (1.1) e (o, %),(n, ()

satisfazem
(1 + Pz + Q30w = f1, em (0,7 x (0, L),
b1ty + 1 + 02030000 + Yoz = fo, em (0,7) x (0, L),
p(t,0) =0, ¢(t, L) =0, @u(t,L) =0 em (0,T), (5.1)
P(t,0) =0, (t,L) =0, (t,L) =0 em (0,7),
L »(0,2) =0, ¥(0,z) =0, em (0, L),
e
(1t + Nz + 03Caaa = 0, em (0,T) x (0, L),
b1 + 7C + 0203N40e + Cuzz = 0, em (0,7) x (0, L),
n(t,0) =0, n(t,L) =hy n.(t,L) =hy, em (0,7, (5.2)
C(t,O) =0, C(t, L) =0 Cz(ta L) = g2, e (OvT)7
\ U(Oa [L’) =0, C(Oa :L‘) =0, em (07 L)>
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respectivamente, com f; = —(ut, + a10v, + as(uv),) e fo = —(vv, + beasuu, + boay (uv),).

Para simplificar a notagao, consideramos os seguintes espagos:

X = L*(0,T; (H'(0,L))*) n C([0,T]; (L*(0, L))?)
Y = L*0,T; (L*0, L))
Z = L*0,T; (H'(0,L))%).

O seguinte resultado é necessario para o estudo das solugoes de (5.1).

Teorema 5.1. Se u,v € L*(0,T; H'(0, L)), entdo ut,, vu,, uv,, vu, € L'(0,T; L*(0, L)),
a aplicag¢ao
T L2(0, 75 (H'(0, L)*) — L0, T3 (L*(0, L))"),

dada por

T (u,v) = (utly, VU, UVL, VU,
¢ continua, e existe uma constante C' > 0, tal que
| (kg VU, Uy, VUL) HLl(O,T;(LQ(O,L))‘l) < Cl[(u, v) HL?(O,T;(Hl(o,L)2)]- (5.3)
Além disso, para qualquer (f1, fo) € L*(0,T,(L?(0, L))?) existe uma tinica solugdo
(9, ) € L*(0, T (H'(0, L)) 1 ([0, T); (13(0, L?)

e a aplicagio X : (f1, f2) € LY(0,T,(L*(0,L))*) — (p,v) € L*0,T,(H'(0,L)*) N
C([0, TT; (L*(0, L)?)

€ continua.

Demonstragdo. Sejam (u,v), (z,w) € L*(0,T; (H'(0,L)?) e C; a constante de imersao de
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Sobolev H(0, L) < L>(0, L). Aplicando a desigualdade triangular e de Holder, obtemos

[ (W, VU2, WV, VUz) — (220, WWa, 2We, W22 ) || L1 0.1, 120,001y <
T
A[Wu—@%MmMyHVWm—%mem+H@—WWApmm+wafﬂ%Nmmm
+ [l(u — Z)UIHLQ(O,L) + [|2(ve = wx)“L?(o,L) + (v - w)“x”L?(O,L) + [lw(us — ZI)HLQ(O,L)]dt
T
< /0 [llu — Z||Loo(0,L) ||Ua:||L2(o,L) + ||Z||L°°(D,L) s — Zx”Lz(o,L) + Jlv — w“Loo(o,L) ||Uz||L2(o,L)
F Wl pooo,0) 1v2 = wall 20,2y + 1w = 2l 1o (o,2) Ve ll 120,y + 121 e 0,1 100 — wall 220,
v — w”Loo(o,L) HurHL2(O,L) + ||wHL°°(0,L) e — Za:”L?(o,L)]dt
T
< Cl/o [[lu — ZHHl(O,L) HuHHl(o,L) + HZHHI(O,L) [Ju— ZHHl(O,L) + |l — w”Hl(o,L) ”UHHl(o,L)

+ HwHHl(O,L) v — wHHl(o,L) + fu— ZHHl(o,L) HvHHl(O,L) + HZHHl(O,L) v — wHHl(O,L)

+ [lv = w||H1(07L) ||“||H1(0,L) + ||w||H1(0,L) Ju— Z||H1(O7L)]dt

< Cilllu = 2l z (Jullz + 121l 2) + llv = wllz (ol + lwllz) + llw = 2l 2 (lvllz + wll2)
[ —wll 5 (ullz + llzll2)]-

Tomando (z,w) = (0,0) temos que (ut, vv,, uv,,vu,) € LY0,T,(L*(0,L))*). Além
disso, para a continuidade da aplicagdo T, tomamos (z,w) — (u,v) em Z.

Por outro lado, temos que

Hl[o,t]S(t = 8)(fi(s,°), f: H (L2(0,1))2 = H fi(s,-), fa(s, ))H € L'(0,7T),

(L2(0,1))?)

onde 1y 4 denota a fungéo caracteristica do intervalo [0, 1]. Segue do Teorema de Lebesgue

que a solugao (¢, ¥)(t fo (t — 8)(f1, f2)(t, ) pertence a C([0,T7], (L*(0, L))?). Além
disso, para cada t € [0, T] temos

t
(@, )& ) r20.00)2 < /0 [(f1s f2) (80 )M r2g0.0p)2as < N1 )l pror 20,002 -
Assim, a aplicagdo linear 3 : L'(0,T; (L?(0, L))?) — C([0,T7]; (L*(0, L))?) é continua.
Para mostrar a continuidade da aplicacao

¥ LY0,T; (L*(0,L))*) — L*(0,T; (H'(0, L)?), ¢é suficiente provar que

302 > 0:Y(f, 9) € C([0, T]: (L*(0, L))%),
(¢, ¢)x||L2(0,T;(L2(0,L))2) < Go||(f, g)||L1(O,T;(L2(O,L))2) :

Isso pode ser feito usando integragao por partes e os multiplicador xp e £ com os mesmoss
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calculos do Teorema 3.3. Nesse caso, obtemos
T /L a2b
| [ o= ia - D <

//¢dmdt+ // (frp + favp)dzdt <

2L
_H(flvf?)”Ll 0T(L2(0L))2)+?/0 1CFus P 20,2 100, ) (220,12 dE <

rT 2L
- H(flafZ)HLl .rz2.)?) T 3 G f)ll oz 0.0 1@ e oz 0.0y <

1
g(TT +2L) [|(f1, f2)||L1(0,T;(L2(0,L))2) ’

de onde segue o resultado desejado. |

Agora, vamos definir os seguintes operadores

O, : L'(0,T; (L*(0,L))*) — C([0,T]; (L*(0, L))*) N L*(0, T; (H*(0, L))?)
O1(f1, f2) = (¢, 9)

onde (p,1) é a tnica solugao de (5.1) com termos nao homogéneos (fi, fo), e

O 1 (Hy(0,7))* x (L*(0,T))* — C((0, T} (L*(0, L))*) N L*(0, T, (H'(0, L))?)
@2((h1791)7 (h2>g2)) = (77’ C)a

onde (1, ¢) é a tinica solugao de (5.2) com termos de fronteira ndo homogéneos hy, g1, ha, go.
Da Proposicao 5.1 e do Teorema 3.7 segue que O; e O, sao continuos, lineares e bem
definidos. Por outro lado, a existéncia e unicidade das solugoes do sistema nao linear
(1.1) -(1.2) pode ser provada facilmente se os dados iniciais e as condigoes de fronteira

sao suficientemente pequenos.

Teorema 5.2. Existe 6 > 0, tal que, para quaisquer dados iniciais e de fronteira satisfa-

zendo
H(UO, UO) H(LZ(O,L))2 S 5a ||(h1,91)||(H5(07T))2 3 ||(h2792)||(L2(O,T))2 S 5a

o sistema (1.1)-(1.2) tem uma dnica solugao

(u,v) € C([0, T]; (L*(0, L))*) N L*(0, T (H'(0, L))*) N H'(0, T3 (H (0, L))?).

Demonstracao. Para esta demonstracao vamos usar um argumento de ponto fixo. Pri-
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meiro, vamos definir a seguinte funcgao

G : L*(0,T;(H'(0,L))%) — L*(0,T; (H'(0, L))*) N C([0, TT; (L*(0, L))?)
Gu,v) = S(-)(u’,0%) 4+ O1(f1, f2) + Oa2((h1, 1), (h2, g2))

onde

f1 = —(uug + ajvv, + ag(uv),),

f2 = —(vvg + baazuu, + byay (uv),)

e O e Oy foram definidos acima. Observe que G é continua, por isso provaremos que

existe 0 > 0 tal que, se

00 a0z <0 10 90) oy 12 92 gooimyye <

a funcao G tem um ponto fixo. Para isto, é suficiente mostrar que existe R > 0, tal que

as seguintes propriedades sao satisfeitas:
i) G(B(0,R)) € B(0, R) C L*(0,T; (H'(0,L))*),

ii) Existe uma constante ¢ € (0, 1), tal que

onde B(0, R) é a bola fechada de raio R em L*(0,T : (H*(0,L))?).

Como 0O, e O, sao continuas, existem constastes positivas K7, K», ¢g, tais que

HS(')(uOvUO)Hx < o ||u0’U0H(L2(O,L))2
1©1(f1, ) llx < K l|(fr, f2)lly
1©2((h1, 91), (h2, 92))|lx < K2 |[((h1,91), (h2792))H(Hé(O,T))QX(LQ(O,T))? :

Assim, por (5.3),

HG(U,U)” < ¢ H(UO7UO>H(L2(O7L))2 + Kl H(f17f2)”Y

+ Ko [[((h1, 91), (has 92Dl 113 0.0y)2x (120,12
< cd + KO (u,v)||% + K20 < 6(co + Ky) + CK R

Logo, R e 0 devem ser escolhidos de forma que

§(co + Ky) + CK 1 R* < R.
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Por outro lado, como
G(u,v) = G(,9) = ©1((f1, f2) — (1, f2))
obtemos que
1G(u,v) = G, 0| x < KiCll(u,0) = (@,9)[x < 20K1R |[(u,0) = (@,0)] -

Assim, G' é uma contracao se

2CK R < 1.
Portanto, tomando § como segue
B R
2(co + Ky)’
temos o resultado desejado. |

Agora vamos mostrar nosso teorema principal.

Teorema 5.3. Seja L > 0 e T > 0. Entao, existe uma constante § > 0, tal que, para
quaisquer dados inicial e final (u°,v°), (u!,v') € (L?(0, L))?, satisfazendo

)

||(an“ 1)H(L2(O,L))2 =

0)||(L2(0,L))2§(S e (v

existem quatro controles hy, g1 € HL(0,T) e hy,go € L*(0,T), tal que a solugdo
(u,) € C(0, T]: (L2(0, L))?) 1 L2(0, T: (H(0, L)) 1 H'(0, T (H-2(0, L))?)
de (1.1)-(1.2) verificam (1.3).

Demonstracao. Para provar este resultado vamos usar um argumento de ponto fixo similar

ao que foi usado no teorema anterior. Primeiro vamos definir

T (L2(0,L))% = (HL0,T))? x (L*(0,T))?,

F<u17 Ul) = (Ulv T1, V2, TQ)

onde vy, 71 € H}(0,T) e vy, 5 € L*(0,T) sao os controles dados pelo Teorema 4.7, que
levam a solugdao de (4.1)-(4.2) do dado inicial (0,0) ao dado final (u',v'). Mais preci-
samente, se (0!, 2Y) € (L%*(0,L))? é o minimizador do funcional J definido no Teorema

4.7 e (1, 2) é a solugao do sistema retrogrado (3.22) com dado inicial (@', 2'), entao
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vy, 71 € HY(0,T) e vy, 75 € L*(0,T) vem dados por

(b (t, L) + aZuu(t, L), 0) = / T(vl)t(t)ét(t)dt, V0 € H2(0,T),

(@bt (£, L) + 20t L), 0) = / ()06, 6 € HI0.T),

a(t) = b (t, L) + aZy(t, L),
Ty = abw,(t, L) + 2.(¢t, L).

Como J(w!, 2') < J(0,0) = 0, temos da desigualdade de observabilidade (4.15) que T" é
continua.

Agora vamos definir um novo operador dado por

F: L*(0, T (H'(0,L))*) — L*(0, T; (H'(0, L))*) n C([0, T]; (L*(0, L))?)
F(u,v) = S() (", 0") + 02 0 T((ur, v1) = S(T) (", 0") + O1(=fr, = f2)(T, ) + ©:1((f1, fo)-

Observe que se (u,v) é um ponto fixo do operador F, entao (u,v) é solucao de (1.1)-(1.2)
e satisfaz (1.3), isto é, o sistema é controlavel por (u',v!). Como o operador F' é continuo,

provaremos que existe § > 0 suficientemente pequeno, tal que se

H(uoa UO) H(L?(O,L))2 < 67 ||(U1, vl)H(LZ(O’L))Q < 5’

o operador F' tem um ponto fixo. Para isto, é suficente mostrar que existe R > 0, tal que

as seguintes propriedades sao satisfeitas:
i) F(B(0, R)) < B0, R) € L0, T: (H'(0, L))2),

ii) Existe uma constante ¢ € (0, 1), tal que

||F(U,U) - F(ﬂﬂ»HX < CH(U’U) - (av@)HY7 V(“?”)’ (Ale}) S E(Ov R)?

onde B(0, R) é a bola fechada de raio R em L2(0,T; (H'(0,L))?).

Como O, O, e I sao continuas, existem constaste positivas K, K1, Ky tais que

10:(f1; f)llx < K [[(fs F2)lly s
1©2((h1, g1), (h2, g2)) || x < K2 [|((h1, 91), (h27gZ))H(Hé(O,T))Qx(LQ(O,T))? J

HF(ul,v < KH(ul,vl)H(

1
)”(H&(O,T))QX(LQ(O,T))Q L2(0,L))2 "
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Assim, temos que se (u,v) € B(0,R) C L*(0,T : (H'(0,L))?), entdo

HG(U, U)H < ¢ H(UO,UO)H(LQ(OL»Q + KK2 H(u17vl) - S(T)<u07 UO) + @1<_f17 _f2)(T7 ')H(LQ(O,L))Q

+ K1 ||((f1, f)lly
< o0 4 2K Ky + KK KoC ||(u, 0)]% + CKy || (u, 0)||%
< 0+ 2K3K0 + (KKs + 1)K, CR?.

Logo, escolhemos 0 e R satisfazendo
§(co + 2K Ky) + CK R*(kK, + 1) < R.
Por outro lado, como

F(u,v) = F(i,9) = 01((f1, f2) = (f1. f2)) + ©2 0 T((f1. fo) — (f1. f2))

obtemos que

|F(u,v) = F(0,0)||x < KiC||(u,v) = (@,9)|| % + K1 K2 KC || (u,v) — (4,9) %
< 20K\ R(1 4+ KK>) |[(u,v) — (4,0)||

e I’ é uma contracao se
Agora, tomando ¢ como segue
R
- 2(60 + KQ),

temos que I’ tem um ponto fixo e portanto o resultado esta provado. [ |

5.2 Dois controles

Nesta secao vamos provar que quando apenas dois controles atuam na fronteira do inter-
valo, a controlabilidade exata vai ser obtida para valores pequenos de comprimento L e
valores grandes de tempo T

Vamos considerar o sistema (1.1) tomando hy, g; = 0, isto é,

( Wy + Uty + Uppy + A3Vgpe + Q100 + as(uv), =0, em (0,7) x (0, L),
bivy + v, + VU, + boa3Usry + Vage + boasuu, + boay(uv), =0, em (0,7) x (0, L),
w(t,0) =0, u(t,L) =0, u.(t,L)= ho(t), em (0,7),

v(t,0) =0 v(t,L) =0, v,(t,L) = ga(t), em (0,7),

L u(0,2) = u’(z), v(0,z)=1"), em (0, L).

(5.4)

46



Neste caso, temos que a Proposicao 3.1 e os Teoremas 3.2 e 3.3 continuam validos.
A desigualdade de observabilidade provada no Lema 4.4 vai ter a seguinte forma, com

restricoes de comprimento L e tempo T' que serao dadas mais adiante.

Teorema 5.4. Erxistem L > 0 e T > 0 e uma constante C = C(L,T) > 0, tal que a
desigualdade

1@ )| 2oz < C a0, 0 (5 00| 20,2 (5.5)

se verifica para qualquer (u°,v°) € (L*(0,L))?, onde (u,v) € solugdo de (3.21) com dado

inicial (u®,v?).

Observacao. 5.5. Se usarmos a técnica usada para demonstrar o Teorema 4.6 obtemos

o mesmo sistema do Lema /4.4 com as sequintes condi¢oes de fronteira:

w(0) =w(L) = w,(0) = w, (L) =0 (5.6)
2(0) = 2(L) = 2,(0) = 2,(L) = 0 .
Porém, o principio de continuagdo inica nao se verifica. De fato, as fungoes w = —a(l —

cos(z)) e z = (1 — cos(x)) satisfazem o problema quando L = 2m,A =0 er =1 — a?b,

mas nao sao nulas.

Demonstracao. Fazendo uso da prova de Teorema 3.3 e de suas estimativas, obtemos que

/ / (1—eHuz+(1— dxdt < - // vidrdt + = /(b(u0)2+c(vo)2)dx.

Logo,

// u? 4 v?)dxdt
_mm{bl_€2> ( // vidrdt + = / (b(u0)2+c(v0)2)dm>. (5.7)

Além disso, do Teorema 3.3 também obtemos a identidade

L L L L
b/ u?(s, z)dx + c/ v? (s, x)dx — b/ u?(0, r)dx — c/ v?(0,2)dx =
0 0 0 0

T
— / [buZ(s,0) + 2abv, (s, 0)uy (s, 0) + v2(s, 0)]dr,
0

onde s € [0,T]. Tomando € € (vVa?b, 1), obtemos

2

2abv,(s,0)us(s,0) = 2(%\/%%(3, 0))(eVbug(s,0)) > —be*u?(s,0) — a—bv2(s, 0),

e v
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implicando que

L L L L
b/ u?(s, z)dx + c/ v (s, 2)dr < b/ u*(0, x)dzx + c/ v*(0, z)dz. (5.8)
0 0 0 0

Portanto, de (5.7) e (5.8), temos a seguinte estimativa

/ / u? +v?)dedt < ¢ (/ (bu(0, z) + cv%(),x))dx) : (5.9)

onde ¢y = mm{b . 52 o )} (T + %) Agora, das estimativas obtidas no Teorema 3.3,

temos que

/0 (bu?(0, ) + cv*(0, x))dx
_ %/T /L(bu2 + v?)dxdt + % /T(T — t)(bu2(t,0) + 2abug(t, 0)v,.(t,0) + v2(t,0))dt

max {b, c} r
S—F [ (u, U)HiQ(O,T;(L?(O,L))?) + Cl/ (u3(t,0) + v3(t,0))dt,
0

onde ¢; = max {b(l +¢e?), (1 + %} Pela desigualdade de Poincaré, e por (5.9),

/0 (bu?(0,z) + cv*(0, x))dx

< %ﬂ;}[ﬂ ||(u,£,Uz)||§2(O’T;(L2(07L))2) + ¢ /OT( 2(t,0) + v2(t,0))dt
< %ﬂ’;}pco /OL(bu2(0,x) +cv*(0,2))dx + ¢ || (ua(t, 0), va (£, 0) |20 72
Assim,
16,0 | g < € N2tz 0), 0 0)) | oy -
onde C' = < <1 - —Corgig{b’C})_l : .

Observe que a prova exige certas restrigoes sobre o comprimento e o tempo, isto €,

maz {b, c} {T’L2 L3 } 1

+
min {b(1 — €2),(1 — 52} |3em? ~ 3T7

Portanto, para tomar a constante sem depender de ¢ minimizamos a parte esquerda da

desigualdade acima com respeito a € sobre (a?b,1). Nesse caso, obtemos que € pode ser

. (1-0)+/(1-b)?+4a2?
trocado por € = \/ \/%

Nesse caso, provamos o resultado de controlabilidade com apenas dois controles atu-
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ando nas seguintes condigoes:

Teorema 5.6. Sejam ay,as,as,c,b,r constantes reais satisfazendo b,c > 0 e a3b < 1.

Suponha que L,T" satisfazem

maz {b, ¢} )}{TLQ LD }<1’

min {b(l —é2),(1— %’ 3er?2  3Tw

onde

. \/—(1 —b) 4+ /(1 — )2 + 4a2b?
€ = o .

Entao, existe uma constante 6 > 0, tal que para qualquer dados iniciais e finais
(u®,00), (ul,v') € (L*(0, L))? verificando
H(uo,v

<d e |[(u'v <4

gl (L2(0,L))? ol (£2(0,0))2 =

existem dois controles h,g € L*(0,T), tal que a solucdo

(u,v) € C([0,T]; (L*(0, L))*) N L*(0, T3 (H'(0, L))?)

de
( Uy + Uy + Ugay + A3Vgee + 100, + ag(uv), = 0, em (0,T) x (0, L),
vy + TV, + VU 4 Da3Uzry + Vage + baguu, + bay(uv), =0, em (0,7) x (0, L),
u(t,0) =0, wu(t,L) =0, wu.(t,L)=h(t), em (0,7,
v(t,0) =0 v(t,L) =0, wv.(t,L)=g(t), em (0,7T),
L u(0,2) =u’(z), v(0,2)=1"x), em (0, L),
(5.10)
satisfaz

u(T, ) =u'(),v(T,) =v'().
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Apeéendice A

Controlabilidade para EDPs -
Principais Métodos Utilizados

Estamos interessados em obter controlabilidade e estabilizacao para sistemas dispersivos
governados por EDPs. Vamos comecar tratando de dois importantes problemas relativos
a controlabilidade sao eles: a controlabilidade interna e controlabilidade na fronteira para
EDPs.

Os varios conceitos de controlabilidade, que concordam em dimensao finita, mas nao
de um modo geral para as EDPs, sao introduzidas e caracterizadas por uma abordagem de
dualidade cléssica (ver por exemplo [22, 23]). Nesta abordagem a controlabilidade exata
de um sistema é provada ser equivalente a prova de uma desigualdade de observabilidade
para o sistema adjunto. Tal fato é baseado no método HUM — Hilbert Uniqueness Method
devido a J.-L. Lions (para mais detalhes ver [23-25]). Os métodos de controlabilidade
dados aqui podem ser vistos como extensoes naturais do critério de Kalman para sistemas
de dimensao finita como mostrado em [21].

Quanto a questao da estabilizacao, vamos introduzir conceitos de estabilidade em di-
mensao infinita. Para isso, mostraremos alguns métodos que comprovam a estabilizacao
exponencial para EDPs. A estabilizacdo de uma EDP est4 relacionada fortemente com a
controlabilidade anteriormente definida. Uma atencao especial é dada a EDPs com um ge-
rador infinitesimal anti-adjunto (skew-adjoint) para quem os conceitos de controlabilidade
e estabilidade, considerados aqui, concordem.

Precisamos inicialmente introduzir algumas notagoes. Vamos denotar por P (D) o ope-
rador diferencial com P € C[r,&,...,&,] e D = (—i0;, —i0y,, ..., —i0y,). Por exemplo,
se considerarmos P = —72 +|£|? teremos o operador da equacdo da onda P (D) = 9?2 — A.
De agora em diante, {2 C R™ serda um subconjunto aberto suficientemente suave, cuja

fronteira 0€) é denotada por I'.
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Problema de Controlabilidade Interna

Dados um subconjunto w C €2 com fronteira suave I' e um conjunto de condicoes de

contorno, que escreveremos como B (D) z = 0, vamos considerar o problema de controle

P(D)z=X,f (>0,z€Q,
B(D)z=0 t>0,zxel, (A1)
2(0,2) =z () x €.

Aqui, f = f(t,x) é o controle interno, z = z (t,z) é a fun¢ao procurada que satisfaz
o sistema acima e X representa uma funcao caracteristica. Sejam H e U dois espacos
funcionais normados, dados zy e z; em H, buscamos um controle f € L? (0, T;U) tal que

a solucao z do sistema (A.1) satisfaz z (T, z) = 2z (x).

Problema de Controlabilidade na Fronteira

Dados um subconjunto v C I" e dois conjuntos de condicoes de contorno, que escreveremos

como By (D) z = &, f, B2 (D) z = 0, vamos considerar o problema de controle

P(D)z=0 t>0,z€Q,

D)z =4 t
Bl( )Z wf >0,l‘€’)/, (AQ)
By (D) z = z ey,

2(0,z) =2 (z) x€

Aqui, f = f(t,x) é o controle de fronteira, z = z (¢, x) é a funcdo procurada que satisfaz
o sistema acima e X é uma funcao caracteristica. Dados zy e z; em H, buscamos um

controle f € L? (0,T;U) tal que a solucio z do sistema (A.2) satisfaz z (T, z) = 2 (z).

Controlabilidade e Observabilidade

Conceitos de Controlabilidade

Dados zg € H, u € L*(0,T;U), consideremos a solu¢ao z : [0,7] — H do seguinte
problema de Cauchy

{Z—Az+Bw (A.3)

2 (0) = 2.
Relembremos que para qualquer zy € D (A) e u € W' (0, T;U), o problema de Cauchy
(A.3) admite uma tinica soluao z € C' ([0,7];D (A)) N C' (0, T; H) dada pela férmula de
Duhamel .
z(t) = S(t)zo—i-/ S (t—s)Bu(s)ds, Vt € [0,T].
0
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Parazg € Heu € L' (0,T;U), a férmula anterior define uma solugao suave (mild solution)
de (A.3).

Definicao A.1. Dizemos que o sistema (A.3) é exatamente controldvel no tempo T se
para qualquer 29, zr € H, existe u € L?(0,T;U) tal que a solugdo do sistema (A.3)

satisfaz z (T') = zr.

Definigao A.2. Dizemos que o sistema (A.3) € nulamente controldvel no tempo T se
para qualquer zo € H, existe u € L* (0, T;U) tal que a solugdo do sistema (A.3) satisfaz
z2(T)=0.

Introduziremos agora o seguinte operador Ly : L? (0,T;U) — H definido por
T
Lru = / S(T —t) Bu(s)ds.
0

Assim, as seguintes defini¢oes de controlabilidade, acima mencionadas, sao equivalentes

a

Controlabilidade Exata em T' < Im L1 = H; (A.4)
Controlabilidade Nula em T' < S (T) H C Im L. (A.5)

Em dimensao finita, i.é., quando A € R™*" e B € R™™ os dois conceitos sao equiva-
lentes, e a equivaléncia é uma condicao puramente algébrica, a famosa condicao das filas
de Kalman: rank (B,AB,...,A"'B) = n. Como uma consequéncia, o tempo T nao
desempenha nenhum papel, para mais detalhes podemos citar [21, 26].

Para EDPs as situagoes sao mais complicadas do que para dimensao finita. Por exem-
plo:

— nao existe nenhuma condicao algébrica para a controlabilidade;

— o controle no tempo desempenha um papel para a EDPs hiperbdlicas;

— a reciproca abaixo nao é natural em geral

Controlabilidade Exata = Controlabilidade a Zero.

Métodos para Controlabilidade

As provas dos resultados aqui citadas sao classicas, e eles podem ser encontrados, por
exemplo em [21, 23, 26, 27]. Tais provas sao baseadas no método H.U.M. devido a J.-L.
Lions (ver [23]). Um primeiro resultado que garante a controlabilidade pode ser dado da
seguinte maneira:

Resultado A: Diremos que o sitema (A.3) é exatamente controlavel no tempo 7" > 0
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se, e somente se, existe alguma constante ¢ > 0 tal que

T
| 1B Ol e = clwlly o < . (A.6)
0

A desigualdade (A.6) é chamada de desigualdade de observabilidade. Tal desigualdade
significa que a aplicacao
T :yo— B*S*(+) yo,

é limitada e inversivel, ou seja, temos a chamada propriedade de observabilidade, isto
quer dizer que ¢é possivel recuperar completamente as informacgoes sobre o estado inicial
Yo, sobre uma medida em [0, 7|, na saida dos dados B* [S* () yo].

Um outro resultado relacionada com uma desigualdade de observabilidade, porém em
um sentido mais fraco, e assim serd chamada de desigualdade de observabilidade fraca,
nos garantird a controlabilidade nula do sistema (A.3) e pode ser formulado como segue.
Resultado B: O sistema (A.3) é controlavel a zero ou nulamente controlavel no

tempo T > 0 se, e somente se, existe alguma constante ¢ > 0 tal que
g 2 2
| 18" @l dt = 5" (@)l Yon € B (A7)
0

A desigualdade (A.7) tem um sentido fraco pelo fato de que a mesma nos da so-
mente que as informagoes de S* (T') yp podem ser recuperadas, ndo podendo recuperar

informacoes sobre o estado inicial do sistema .

O método HUM. O método HUM. desenvolvido por J.-L. Lions é uma ferramenta de
suma importancia para o estudo de controlabilidade de sistemas governados por EDPs.

Se considerarmos um problema de valor inicial e de contorno

2= Az + Bu,
2 (0) =0,

e seu problema adjunto, obtido tomando a distribuigdo do operador adjunto 9, — A, a

saber, —0; — A*:
A
T Yy Y,
y(T) =yr,

podemos assumir a seguinte Identidade Chave: (2 (t),yr)y = fOT (u, B*y), dt e garantir a
equivaléncia entre desigualdade de observabilidade e controlabilidade do sistema ¥. Além
disso, podemos concluir que:

— A equacao de evolucao no problema adjunto y = —A*y difere de um operador adjunto
y = A*y por um sinal de menos. Uma simples tranformacao ¢t — T — t faz com que a

solugoes do operador adjunto sejam solucoes do problema adjunto;
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— O método prova que o operador A : zp — u nos dar um controle;
— Em geral, nao precisamos explicitar B e B*. Os ingredientes importantes para o

método sao: a identidade chave e a desigualdade de observabilidade.
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