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Resumo

Nesta dissertacao de mestrado estudamos o conceito de transitividade e outras formas
de mistura. Primeiramente estudamos istas propriedades no intervalo para depois estender
a reta. Mostraremos que os pontos criticos e valores criticos ilimitadas de um mapa
transitivo sao ilimitados. Além disso mostramos sob hipdteses adicionais estas condicoes
também sao suficientes.

Palavras Chaves: Transitividade; mixing; pontos criticos, expansora.
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Introducao

O estudo de sistemas dinamicos tem sido desenvolvido nos ltimos anos, dado suas aplicago-
es em diversas areas. Um dos méritos é a possibilidade de analisar sistemas com certas
complexidades. O conceito de complexidade pode ser dado de diversas maneiras, como
entropia positiva, medidas invariantes absolutamente continuas, expoentes de Lyapunov
positivos, entre outros.

Do ponto de vista topoldgico, podemos considerar um sistema como complexo, se ele
mistura a topologia do estado. Ou seja, se dados dois abertos nao vazios, algum iterado
do primeiro intersecta o segundo. Tal propriedade é dita transitividade (topoldgica) e é o
principal objeto de estudo desta dissertacao.

Em espacos métricos compactos sem pontos isolados, esta propriedade é equivalente a
existéncia de uma 6rbita densa. De fato, obtemos a existéncia de um conjunto residual de
orbitas densas. Além disso, a existéncia de diversos exemplos vindos da teoria hiperbdlica
e a robustez destes aumenta a importancia e riqueza do estudo de sistemas transitivos,
como em Pujals [10].

Comecamos o estudo da transitividade em espagos métricos gerais e também apresen-
tamos outras propriedades mais fortes de mistura: weak mixing, mixing, transitividade
total e exatidao. Em particular, adicionando a densidade de érbitas periddicas, obtemos
o chamado caos no sentido de Devaney [3]. Também, obtemos um exemplo bdsico, porém
muito instrutivo, chamado a tenda. Esta é uma dinamica transitiva do intervalo [0,1] onde
o mecanismo usado para obter a transitividade é a expansao. Este exemplo serd motivador

de diversas perguntas em cendrios mais gerais.

Continuamos entao a analisar mais propriedades de mapas transitivos no intervalo
[0,1]. Um fato interessante é que a densidade de dérbitas periddicas decorre da transiti-
vidade, o que é falso em geral, por exemplo para rotagoes irracionais no circulo. Assim,
como mencionado anteriormente, obtemos o caos de Devaney. Outro fato interessante é
que no intervalo as propriedades de mistura mais forte, citadas anteriormente, sao equi-
valentes. Finalmente, mostramos que todo mapa transitivo tem uma estrutura interna:
ou ela é totalmente transitiva (i.e. todo iterado é transitivo) ou ela permuta dois inter-
valos que cobrem o intervalo, e o segundo iterado é totalmente transitivo em cada um deles.

Em seguida, nos voltamos ao tema central desta dissertagao, que é o estudo de mapas
na reta, do ponto de vista da transitividade. A perda de compacidade muda as teses de
alguns resultados, como veremos a seguir. Porém, antes disso, analisamos os resultados



UFRJ. IM 2

sobre mapas transitivos do intervalo que permanecem verdadeiros na reta. Para este fim,
precisamos adaptar as provas mencionados anteriormente. Em seguida, apresentamos re-
sultados devido a Nagar e Sesha [8],[9] sobre propriedades necessarias de mapas transitivos
da reta: o conjunto de pontos criticos e valores criticos devem ser ilimitados. Como eles
sao sobrejetivos, isto da uma idéia de como devem ser tais mapas. Também estudamos
resultados andlogos para mapas de [0, 00).

Finalmente, observamos através de exemplos que a expansao nao ¢ suficiente para ob-
ter a transitividade de mapas na reta. Assim, apresentamos resultados mais gerais, com
condicoes suficientes para que um mapa expansor por partes seja transitivo.

Teorema A Seja (R, f) um sistema dinamico tal que satisfaz:

a) O conjunto dos pontos criticos Crit(f) é contavel e nao limitado, isto é, Crit(f) =
{zn < @p+1 : n € Z} é nado limitado superiormente e inferiormente. Além disso
N :=sup{zp4+1 — x, : n € Z} é finito.

b) O conjunto dos valores criticos satisfaz

f(xon) > xon +2n e f(xan41) < Topy1 — 21 paran € Z.

c) A funcao f é A-expansora com A > 2.

Entao ([0,00), f) é topologicamente mixing.
e

Teorema B Seja (R, f) um sistema dinamico tal que satisfaz:
a) f(x) = —z para z <0.

b) O conjunto dos pontos criticos Crit(f) é contavel e nao limitado, isto é, Crit(f) =
{zn, < Tp41:n > 1} é ndo limitado. E n := sup{z,41 — z, : n > 1} é finito e
Tro + 1):E2

(
<
= 2

c) O conjunto dos valores criticos satisfaz

2n

—— paran > 1.
x2n+]—

f(xont1) < —zont1 —2n e f(xo,) >

d) A fungao f é M-expansora com A\ > 2.

Entao (R, f) é transitiva.

Se permitimos que o dominio a reta menos um ponto, podemos obter mapas transiti-
vos a partir da propriedade de alterndncia. Um exemplo importante é o mapa de Boole e
apresentamos resultados devido a Munoz [7] , sobre a transitividade de tais mapas, nova-
mente, a propriedade de expansao é explorada.

Terminamos a dissertagdo com problemas relacionadas ao estudo feito. Serd possivel
reobter a transitividade a partir de uma dindmica simbdlica com infinitos simbolos? Sobre
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uma topologia razoavel, é possivel obter transitividade robusta? Ou mesmo estabilidade
topolégica? Os mapas considerados no teorema sao metricamente transitivos, isto é, todo
conjunto invariante, ou seu complementar, tem medida de Lebesgue nula? Finalmente, é
possivel relaxar as hipéteses do teorema de forma a aumentar a gama de exemplos?



Capitulo 1

Notacoes e Conceitos Basicos

Neste capitulo introduzimos conceitos basicos que serao necessarios para a leitura esta
dissertagao.

Nesta dissertacao, X sempre denotara um espago métrico e d a sua métrica. Se Y é um
subconjunto de X consideramos Y com a métrica induzida de X. Neste caso Int(Y),Y,0Y
denotarao respectivamente o interior, o fecho e a fronteira de Y. Sex € X ee > 0
denotamos a bola aberta de centro x e raio € como B(z,¢) e a bola fechada de centro x e
raio € como B(x,€).

1.1 Sistemas Dinamicos

Definicao 1.1.1. e Um sistema dindmico é um par (X, f) onde X é um espago
métrico, chamado espago de estados, e f : X — X wum aplicacdo continua. A
evolucdo do sistema esta dado pela iteragcdo sucessiva de f,

fr=fofo-of.
-

n—vezes

Por convencio fO € a funcio identidade. Se pensamos m como waridvel tempo,
tomamos como posi¢ao inicial x, o ponto f™(x) representa a nova posi¢ao no tempo
n.

o A orbita de um ponto x € X por f € o conjunto formado por seus iterados, isto €,
Orb(z, f) = {f"(x) | n € N} = {, f(2), f*(2),...}.

e Se existe n € N comn > 1 tal que f™(x) = x dizemos que x € um ponto periddico
e o periodo € menor k € N com k > 1 tal que f*(z) = z. Quando k=1, f(z) = =,
dizemos que x© é um ponto firo.

e Um conjunto invariante (ou f-invariante) Y é um subconjunto de X ndo vazio
tal que f(Y) CY e € fortemente invariante se f(Y) =Y.

e Seja (X, f) um sistema dinamico. Se Y € um conjunto invariante de X denotamos
f v a restricio de f aY, isto é, f |y:' Y — Y. Assim o (Y,f |y) € um sis-
tema dinamico que € chamado um subsistema do sistema (X, f). Chamamos de
subdindmica d dinamica do sistema dinamico (Y, f |y).
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Ja tendo definido os objetos de estudo definidos nos podemos perguntar sobre a
evolugao do sistema. Para o sistema dindmico (X, f) nos podemos perguntar se exis-
tem pontos periddicos, se existe uma oérbita tal que se acumula em X ou dito de outro
jeito existe um ponto com Orbita densa em X. Agora veremos dois exemplos onde a
dinamica esta completamente determinada.

Exemplo 1.1.2. Seja X um espa¢o métrico completo e (X, f) um sistema dinamico tal
que f € uma contragdo. Isto € que existe A € [0,1) tal que d(f(z), f(y)) < Ad(z,y) para
todo z,y € X.

Se tomamos g € X e consideramos a sequéncia (f"(xo))n>0 temos que é uma sequéncia
de Cauchy. Primeiro observamos que

d(f" (o), £ (x0)) < Ad(f™(xo0), f*H(w0)) < -+ < A"d(f(x0), 7o)

Assim para n,n + k temos

d(f"*(x0), f(0)) < (o), fHF o)) + -+ A (o), 7 (0))
< (WET L A d(f (20), 20)
< Y AT(f(w0), o)
=0
< (@), ).

Como 0 < X\ < 1 temos que limy, o0 d(f"*(x0),d(f(20)) = 0 para qualquer k € N. Logo
(f"(x0))n>0 € uma sequéncia de Cauchy.

Como X € um espago completo entdo existe p € X tal que (f"(x0))n>0 converge a p. Pela
continuidade da f notamos que

o) = £ (lim f"(x0)) = lim f™+(a0) = p.

n—oo n—oo

Logo p € um ponto fizo para f. Tal p € inico ponto fixo para f. Se (X, f) tivesse outro

ponto fizo q, f(q) = q. Teriamos d(p,q) = d(f(p), f(q)) < Ad(p,q). Assim (1-A)d(p,q) <
0 logo d(p,q) =0 e p=q pois 1 — X > 0.

No exemplo anterior notamos que ele tem um tnico ponto fixo, é mas que isso o Unico
ponto periddico é seu ponto fixo, e que toda orbita converge para ele. Isto motiva a
seguinte definicao

Definigao 1.1.3. Se (X, f) um sistema dinamico. Dizemos que um ponto peri dicop € X
de periodo j € um ponto atrator se existe uma vizinhanca U de p tal que

lim f/"(z) = p para todo x € U.

n—oo

Damos mas um exemplo onde a dinamica esta totalmente determinada.

Exemplo 1.1.4. Seja o sistema dinamico (R, f) definido por f(x) = 2z(1 —x). Notamos
que o grdfico de f € uma pardbola invertida com mdrimo em T = % e valor mdrimo
% =f (%) Também resolvendo x = f(x) = 2x(1 — x) encontramos os pontos fixos de f,

os quais sdo f(0)=0c¢ f(3) = 3.
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Se x < 0 notamos que f(z) = 2x(1 —z) < . Assim temos f"(x) < -+ < f(z) < =.
Logo f"(x) — —o0 quando n — oo. Porque, caso contrario temos que f™(x) — p quando
n — 00, teriamos que p € um ponto fixo

) = £ (lim (@) = Tim " (@) =p (L.1)
n—oo n—oo
o qual € um absurdo pois p < 0 e os pontos fizro de f sdo 0 e % Se x > 1 temos que

f(z) <0 e pelo feito anteriormente f™(x) — —oo quando n — co.
Se 0 <z < 3 temos que x < 2z(1 —z) = f(z) < 1. Assim deduzimos que (f™(z))n>0
é uma sequéncia convergente pois é uma sequéncia crescente e limitada, x < f(x) < --- <
f(z) < % Logo eziste p > 0 tal que f™(x) — p quando n — oco. Por (1.1) sabemos que p
€ um ponto fixo logo p = %
1 1

Se 5 < x <1 temos que 0 < 2z(1 — ) = f(z) < 5. Logo pelo feito no paragrafo

~ 1
anterior temos que f"(x) — 5 quando n — oo.

id

N |—

Figura 1.1: Gréfico de f(z) = 2z(1 — x) mostrando o comportamento assintotistico de
suas Orbitas

% sed<x <1
lim f"(x)=4¢ 0 sex=0,1

n—oo
—o00 sex<0oux>1.

No exemplo anterior notamos que tem dois pontos fixos, t = 0 e x = %, com r = %
sendo um ponto atrator. Tambem notamos que z = 0 nao pode ser um ponto atrator.

1.2 Mais Exemplos de Sistemas Dinadmicos

Nesta secao apresentamos alguns exemplos de sistemas dindmicos aos quais ilustraram as
definigoes e conceitos mais para frente.

Exemplo 1.2.1. A tenda. Seja o intervalo [0,1] com a métrica usual. Consideremos a
fungao f :]0,1] — [0,1] dada por f(x) = 1— |1 — 2x| a qual vemos que é continua. O
sistema dinamico ([0, 1], f) € chamado a tenda.
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1

D[

Figura 1.2: Mapa Tenda f(z) =1 — |1 — 2z

Exemplo 1.2.2. Rotacoes do circulo. Definimos em R a seguinte relacdo de equi-
valéncia

x ~ Yy se, e somente se, xt —y € Z.

Seja R/Z o quociente de R por esta relagao. Munido com a topologia quociente. Podemos
identificar R/Z com S' = {z € C: |z| = 1} por meio da funcdo
®:R/Z — S [z] > 2™

Notamos que ® esta bem definida, jd que se x,x1 € [z] entio x —x1 = k com k € Z
assim ®(z) = 2™ = 2r(T1tk)i — p2maiig2rki — 2701 — §(z1). Nao € dificil ver que ®
¢ um homeomorfismo. Como R/Z € grupo abeliano com a operagao [z] + [y] = [z + y] se
seque que ® € um homomorfismo de grupos ji que ®([x] + [y]) = ®([x + y]) = > @tV =
2wt e2mi — (2] d([y]).

De fato a topologia quociente de R/Z € equivalente a topologia gerada pela métrica
d([z],[y]) =z —y mod Z.

Pode-se verificar facilmente que d é uma métrica em S', transformando-a em wm espaco
métrico compacto. Geometricamente, em S', a métrica induzida entre dois pontos no
circulo € menor comprimento de arco entre eles.

Agora para 0 € R definimos a rotacao angulo 6 por

Ry :R/Z - R/Z ; [x] — Rp([z]) = [z + 0]

s

Notamos que Ry é continua, de fato é uma isometria. O sistema dindmico (S, Ry) é
chamado rotagdo de angulo 6. Por comodidade escreveremos os elementos de S* como x
e as rotagoes como Rg(x) = x + 6 mod 1.

Exemplo 1.2.3. O shift. Seja X o espaco das sequéncias formada por zero e um, isto €,
¥ = {0, 11N = {(2n)n>1]|zi = 0 ou 1 para todo i > 0}.

Escrevemos os elementos de ¥ por t = (tn)n>0. Em ¥ consideramos a sequinte métrica
o |50 — tul
d(s,t) = Z;)n2n onde s = (sp)n>0 ;t = (tn)n>0 € 2.
—

Notamos que d esta bem definida jd que d(s,t), para todo s,t € ¥, estd limitada pela série
Yoto 2% = 2. Pode-se ver que d é de fato uma métrica. Além disso temos o sequinte
lema.
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Figura 1.3: Rotagao, Rp(z) = = + 6 mod 1.

Lema 1.2.4. Sejam t,s € ¥ e N € N. Set; =s; parai=0,1...,N entdo d(t,s) < ZLN

Reciprocamente se d(t,s) < QLN entdo t; = s; parai=0,1...,N.
Demonstragao. Se t; = s; para ¢ =0,1..., N temos que
(o] o (o] [o¢]
|tn, — Snl [t — snl 1 1 1 1
dits) =3 o= D TS D i onr X gn — v
n=0 n=N+1 n=N+1 n=0
Se d(t,s) < 2%\, entao t; = s; para i = 0,1..., N porque se tivéramos t; # s; para algum

j, 0 <j <N, temos que d(t,s) > 2% > 2%\, o qual é absurdo pois d(t, s) < QLN Logot; = s;
parai=20,1..., N. O

Agora consideramos a fungdo o : ¥ — X; (tn)n>0 — 0((tn)n>0) = (tnt1)n>0- Esta
fungdo esquece o primeiro termo da sequéncia (tp)n>0. Também notamos que o é uma
funcao sobrejetiva e a preimagem de cada ponto em X tem 2 elementos.

Proposigao 1.2.5. ¢ ¢é continua.

Demonstragao. Dado € > 0 e s € 3. Sejan € N tal que 2% < €. Tomando § := #
Temos que se t € X tal que d(t, s) < Qn% implica t; = s; parai =0,1...,n+1, pelo Lema

1.2.4. Logo d(o(t),0(s)) < 5= < €. Portanto o é continua. O

O sistema dinamico (X,0) € chamado o shift.

1.3 w-limite

Estamos interessados em saber o comportamento assintético das érbitas de um sistema
dindmico. Para este fim estudamos o conjunto w-limite de um ponto. Ele guarda o com-
portamento assintotistico da orbita do ponto. Isto é, nos diz que acontece com um ponto
quando fazemos tender as iteracoes ate infinito, esta nao tem que convergir necessaria-

mente.
Definicao 1.3.1. Seja (X, f) um sistema dindmico.

o Seja (zy)n>0 uma sequéncia em X. Dizemos que a € X € um valor de aderéncia

para (Tn)n>0 quando alguma subsequéncia de (Ty)pn>0 converge para a.
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e Dado x € X o conjunto w(z, f) formado pelos valores de aderéncia da orbita de x e
€ chamado w-limite de x pela f, simbolicamente

w(z, f) :=={y € X | I(nk)r>0 crescente tal que klim ™ (x) =y}
- —00

Observagao 1.3.2. Se X ¢é um espago compacto entao w(z, f) € nao vazio para todo
reX.

Seguimos mostrando algumas propriedades do conjunto w-limite

Lema 1.3.3. Seja (X, f) um sistema dinamico, com X compacto, v € X en € N, com
n > 1. Entao

i) w(z, f) ¢ um conjunto fechado e fortemente invariante,

i) w(f"(z), f) = w(z, f),

iii) w(f"(z), f) = f"(w(z, f)),

iv) w(z, f) = UiZg w(f' (@), f*),

v) Se w(z, f) € infinito, entdo w(fi(x), f*) € infinito para todo i € N.

Demonstragdo. Os itens i) a iv) podem ser provadas a partir da definigdo e da observagao
que se y € w(z, f) entdo existe (ng)r>0, sequéncia de nimeros naturais crescente, tal
que f™(z) converge a y quando k tende a co. Por compacidade, passando a uma sub-
sequéncia de ser necessério, temos que f"~!(z) converge a z para algum z € X. Logo

por continuidade temos que f(z) = y. A parte v) se segue-se de iii) e iv). O

Lema 1.3.4. Seja (X, f) um sistema dindmico e x € X. Se w(x, f) € um conjunto finito
entao € uma orbita periodica.

Demonstragao. Se w(z, f) tem um sé elemento temos que este é um ponto fixo por-
que w(zx, f) é fortemente invariante lema 1.3.3. Suponhamos que o cardinal de w(z, f)
¢ maior ou igual que 2. Seja F' um subconjunto préprio nao vazio w(z, f). Se definimos
F':=w(z, f)\ F temos que F, F’ sdo subconjuntos finitos, fechados, de X entao existem
subconjuntos abertos U,U’ de X tal que F C U,F' C U e UNU’ = () (isto porque X
ao ser um espac¢o métrico é um espago normal). Como w(z, f) = F U F’ existe N € N
tal que se n > N temos que f"(z) € U U U’ assim existe uma sequéncia crescente de
niimeros naturais (ny)x>o tal que para todo k € N, f(z) € U e f"*(z) € U’. Por
compacidade, passando a uma subsequéncia se é necessario, temos que exite a € X tal
que f™(xr) — a quando k — 0o, logo a € w(x, f)NU = F e por a continuidade da f,
fla) € w(z, f)NF'. Assim f(F)NF' # 0 e w(x, f) ndo contém subconjuntos préprios
invariantes. Isto implica que f age como uma permutagao ciclica em w(x, f) e portanto
w(zx, f) é uma orbita periddica. O

1.4 Conjugagoes e Semi-conjugacoes

Um fato importante em sistemas dinamicos é saber quando a estrutura das orbitas é
essencialmente a mesma. O conceito que reflete é a conjugacao topoldgica.
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Definicao 1.4.1. Sejam (X, f) e (Y,g) dois sistemas dinamicos dizemos que f e g sdo
topologicamente conjugados se existe h : X — Y homeomorfismo tal que ho f = goh.
O homeomorfismo h € chamado conjugac¢ao topoldgica.

Figura 1.4: Conjugagao entre (X, f) e (Y, g).

E natural pensar que as propriedades preservadas pela h sejam as propriedades dinamicas
do sistema. Um exemplo de uma propriedade dinamica é a existéncia de pontos peridédicos.
Se temos dois sistemas dinamicos (X, f) e (Y, g) que sao topologicamente conjugados, seja
h : X — Y a conjugagao. Se p é um ponto fixo para f, f(p) = p, entdo h(p) é um ponto
fixo para g. Ja que h(p) = h(f(p)) = g(h(p)). Da mesma forma se ¢ é um ponto periédico
para f entao h(q) é um ponto periédico para g com o mesmo periodo de ¢q. Logo temos
uma correspondéncia bijetiva entre os pontos periddicos de f e os pontos periddicos de g.
Por isto juntando com o w-limite é natural pensar que o w-limite de um ponto em X é
enviado no w-limite de sua imagem. Assim continuamos com a seguinte proposicao.

Proposicao 1.4.2. Sejam (X, f) e (Y, g) dois sistemas dinamicos topologicamente conju-
gados. Seja h: X =Y a conjugagao. Entao h(w(x, f)) = w(h(x),g) para todo x € X.

Demonstragdo. Vamos mostrar que h(w(z, f)) € w(h(z),g). Seja h(z) € h(w(z, f)).
Como z € w(z, f) existe uma sequéncia de nimeros naturais crescente {ny}r>1 tal que
f™(x) = z quando k — oo, por continuidade da h temos que h(z) € w(h(z),g) j& que
g™ (h(z)) = h(f™(z)) = h(z) quando k — oco. Usando o mesmo argumento para h~*
temos A~ (w(y, g)) € w(h~Y(y), f) para todo y € Y. Logo para y = h(z) e aplicando h
temos a outra contenenca. O

Um argumento permite decidir se dois sistemas dinamicos nao sao conjugados rapida-
mente é a cardinalidade de seus pontos periédicos para um periodo fixo. Por exemplo, os
exemplos 1.1.2 e 1.1.4 nao sao topologicamente conjugados pois a cardinalidade de seus
pontos fixos sao diferentes.

Outro exemplo de propriedade dinamica é que exista x € X tal que w(z, f) = X
(ser transitivo uma propriedade dinadmica que sera estudada no seguente capitulo). Se
(X, f) e (Y,g) dois sistemas dinamicos topologicamente conjugados, com h : X — Y a
conjugagao entre f e g. Pela proposicao 1.4.2 notamos que esta propriedade é preservada
pela conjugacao pois se w(zx, f) = X implica Y = h(X) = h(w(z, f)) = w(h(x), g).

Algumas vezes saber se dois conjuntos sao homeomorfos nao é uma pergunta ficil de
responder. Entao perguntar se dois sistemas dinamicos topologicamente conjugados pode
ser uma pergunta mais dificil de responder. Mas saber que tem-se uma fungao continua
sobrejetora que satisfaz o diagrama da figura 1.4. Sabendo informacao da dinamica de
(X, f) pode dar informacao sobre a dinamica de (Y, g).
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Definicao 1.4.3. Sejam (X, f) e (Y,g) dois sistemas dinamicos dizemos que f e g sdo
topologicamente semi-conjugados se exite h: X —'Y funcdo continua sobrejetora tal
que ho f =goh. A funcdo h é chamada semi-conjugacao.

Em este caso se temos um ponto periédico x € X de f de periodo n entdao sabemos que
h(p) é um ponto periddico para g e n é u miltiplo do periodo de h(p). Também notamos
que se o sistema dinamico (X, f) é transitivo entdo o sistemas dinamico (Y, g) também é
transitivo. E temos uma proposicao parecida proposicao.

Proposicao 1.4.4. Sejam (X, f) e (Y, g) dois sistemas dinamicos topologicamente semi-
conjugados. Seja h: X =Y a semi-conjuga¢ao. Entao h(w(zx, f)) C w(h(z),g) para todo
re X.

A demostracdo é a mesma que da proposicao 1.4.2. Agora damos um exemplo de uma
semi-conjugacao.

Exemplo 1.4.5. Eziste uma semi-conjugacdo entre os sistemas dindamicos mapa shift e
mapa tenda.

Sejam Ip = [0, 3] e I = [5,1] subintervalos de [0,1]. Notamos que para qualquer subinter-
valo J contido em [0, 1] entdo f=1(J) sdo dois subintervalos Jo, Jy de [0, 1] tal que Jo C Iy
e J1 C I1 e de comprimento a metade do comprimento de J.

1

0 Jo % J1 1
Figura 1.5: pre=imagem do intervalo J pela tenda

Para tg,t1,...,tp, €N comt; =0 o0ul parai=0,1,...,n. Notamos

Itot1~~tn = Ito N f_l(Itl) n---N f_n(Itn)

Damos conta que Iy, ..., € um intervalo pois

Ligty ot = Tt OV 7 (T1y0,)

e tem comprimento de 2~ "tV . Também notamos que

Ftgty o) € fL) N FFHI)) N0 F 1)) € Teyteta,

Seja a fungio h: ¥ — [0,1] da sequinte forma para t = (t,)n>0 € X

h(t) = () Trots-tn-
n=0
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Notamos que h esta bem definida jd que € uma interseccao de intervalos encaizados fecha-
dos cujo comprimento converge a 0.
Primeiro verificamos que hoo = foh. Sejat = (tp)n>0 € X temos que

o (o] o
f (ﬂ Itot1~-~tn> C () fTuotrt) € ) Trntatn- (1.2)
n=0 n=0 n=1

Em (1.2) temos a igualdade jd que em nas interseg¢oes temos um so ponto. Assim

hoo(t) =h((tns1)nz0) = [ | Intyt, = f (ﬂ Itotl...tn> = foh(t).
n=1 n=0

Vamos mostrar que h € sobrejetiva. Para x € [0, 1] construimos uma sequéncia (zp)n>0

de zero e um da sequinte forma

. 0 se f*(z)€ly
" se f*(z) € 1.

Notamos que x € Iy, para todo n € N. Logo h((xyp))n > 0) = z.

Agora mostraremos que h € continua. Dadot € ¥ e e > 0 existe n € N tal que 2%

Seja § = 2% Se d(t,s) < d entao temos que t; = s; parai=0,1,...,n, Lema 1.2.4. Logo
h(t),h(s) € Loty .t , assim |h(t) — h(s)| < 5irr <e.

Portanto h ¢ uma semi-conjugacao.



Capitulo 2

Transitividade e outras formas de
Mistura

Neste capitulo comecamos estudando o conceito de transitividade o qual diz que existe um
ponto cujo w-limite é todo o espago, ou seja existe um ponto com orbita densa. Mostramos
que num sistema dinamico onde o espago é de Baire, separavel e sem pontos isolados entao
ter uma orbita densa pode ser caracterizada de forma topoldgica. Uma consequéncia
importante da transitividade é que o sistema dinamico seréa irredutivel no sentido que nao
pode ser decomposta em duas subdinamicas, isto é, que nao existem dois subconjuntos
nao vazios, disjuntos, fechados invariantes e cuja uniao seja todo o espago. Também
estudamos outras formas de mistura mais fortes como sistemas topologicamente mixing,
weakly mixing e exatos e mostramos as respectivas implicagoes. Depois vemos a defini¢ao
de Caos de Davaney. Na secao final vemos um teorema que descreve a estrutura dos mapas
transitivos em espagos compactos localmente conexos.

2.1 Sistemas Transitivos

Vimos que num sistema dinamico (X, f). Se X é compacto entao w(z, f) # () para todo
z € X. Um caso particular importante é quando existe g em X tal que sua orbita é
densa em todo o espago, isto é, w(xg, f) = X. Alguns autores tomam esta como a de-
finicao de transitividade. Mostramos que transitividade pode ser caracterizada de maneira
topoldgica quando X é um espaco de Baire, separavel e nao tem pontos isolados.

Definigao 2.1.1. Seja (X, f) um sistema dinamico. Dizemos que ele é/tem:

(TT) Topologicamente transitivo se para todo par de subconjuntos abertos nao vazios
U,V de X existe um numero natural n tal que f"(U)NV # 0 (ou equivalentemente

unf(v) #0).
(OD) Orbita densa existe xg € X tal que sua orbita é densa em X.
No seguinte teorema mostra a equivaléncia destas definigoes sobre certas condigoes.
Teorema 2.1.2. Seja (X, f) um sistema dinamico.

a) Se X é um espago de Baire separdvel entiao (TT) implica (OD).

13
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b) Se X ndo tem pontos isolados entao (OD) implica (TT).

Demonstragdo. a) Pela hipétese (1T'1") dados U,V subconjuntos abertos nao vazios de X
existe n € N tal que V.N f7"(U) # 0. Logo, U2 ,f "(U) é denso em X pois intersecta
a todos os abertos nao vazios de X. Como X é separavel (lembremos que num espago
métrico ser separavel e segundo contével sdo equivalentes) logo, existe uma base numerével
para sua topologia, seja Uy, Uy, ... esta base, pela observacao feita anteriormente temos
que Up>0f " (Ug) é um conjunto aberto e denso para todo k € N. Agora como X é um

= U rmw

k>1n>1

espaco de Baire temos que

é denso em X. Para x € G temos que para todo k € N existe n € N tal que f"(z) € Uy.
Logo a orbita de x é densa em X porque esta intersecta a Uy para todo k € N e {Uy}r>1
que é uma base para a topologia de X.

b) Por hipétese sabemos que existe x € X no qual sua orbita é densa em X. Se w-
limite é finito entdo pelo lema 1.3.4 temos que X = w(x, f) = {z, f(x),..., fP"1(z)} onde
p € o periodo de z, entao X ¢ finito e teria pontos isolados, isto porque X é um espaco
métrico, o qual é uma contradicao. Logo temos que X é um conjunto infinito e sem pontos
isolados.

Para U,V subconjuntos abertos nao vazios de X entao existe n € N tal que f"(x) € U
pela hipétese (OD). O conjunto V' \ {z, f(z),..., f"(x)} é aberto e nao é vazio porque
X nao tem pontos isolados ja que se V' \ {z, f(z),..., f"(x)} for vazio entao temos que
V' é um conjunto finito aberto logo como X é um espaco métrico terfamos que X tem
pontos isolados. Assim existe m € N tal que f(z) € V\ {z, f(z),..., f"(x)} logo m > n
e f(x) = fMm"(f"(z)) € f"™({U)NV e por tanto f satisfaz-se (I'T). O

Observagao 2.1.3. e Se X ¢ um espaco compacto entao ele jd € um espaco de Baire
separdvel. Entdao a fim que as duas defini¢oes (TT) e (OD) sejam equivalentes basta
que X seja um espag¢o compacto sem pontos isolados.

e Se X ¢é um conjunto compacto sem pontos isolados. Pela parte a) notamos que
a existéncia de um ponto com orbita demsa tmplica que o conjunto de pontos com
a propriedade de ter orbita densa € um residual, isto €, intersecdo enumerdvel de
abertos densos. Em particular denso.

Definicao 2.1.4. Seja (X, f) um sistema dindmico.

e Dizemos que (X, f) é um sistema dinamico estandar quando X é um espaco com-
pacto sem pontos isolados.

e Dizemos que (X, f) € totalmente transitiva se (X, f™) € topologicamente transitiva
para todo n € N.

Agora mostraremos alguns exemplos de mapas topologicamente transitivos e total-
mente transitivos.

Exemplo 2.1.5 (As rotagoes com angulo irracional sdo topologicamente transitivas). Seja
6 € R\ Q. Consideramos a rotacdo com dangulo 6, (S*, Ry).
Para x € S' a orbita de x é um conjunto infinito. De fato, se a orbita de x fosse
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um conjunto finito. Entdo seu w-limite € a mesma orbita e pelo lema 1.8.4 € uma orbita
periddica, logo existe k € N tal que x = ng(x) = x+k6 mod 1 o que implica que 0 = 7t € Q,
para algum m € Z, o qual é um absurdo pois 0 € R\ Q.

Como S é um espaco compacto entio a orbita de x tem um valor de aderéncia. Passando
a uma subsequéncia, se for necessdrio, (RE(z))k>0 € convergente. Dadoe > 0 existe N € N
tal que se m,n > N entdo |Ry'(x) — Ry (x)| < e. Assim temos que

0< ]RgN(x) - R(ng)N(x)\ < e para j € N.

Como o0s pontos x, Rév(a:), RgN(a:), ... 8ao uma particao do circulo em intervalos de com-
primento menor a € e o € € arbitrdrio entio a orbita de x é densa em S'. Portanto
(S, Ry) com 0 irracional é topologicamente transitivo. Além disso notamos que é total-

mente transitiva ja que Ry = R,g e nf € irracional para todo n € N.

Exemplo 2.1.6 (O shift é topologicamente transitivo). Para facilitar a compressao escre-
vemos um ponto t = (tp)n>0 € X como t = tot1ty---. Consideremos o ponto s* construido
da seguinte forma primeiro escrevemos 0,1 depois todas as combinagdes possiveis de zero
e um de dois digitos, 00,01,10,11, depois todas as combinagdes possiveis de zero e um de
trés digitos, 000,001,010,011,100,101,110,111 e assim continuamos. Logo,

s* = 01 0001101100001 - - .

A orbita de s* € densa jd que para um t € ¥ paran € N existe um m € N suficientemente
grande t e o™ (s) tem as mesmos n primeiros termos iguais. Pelo lema 1.2.4 temos que
d(t,0™(s)) < 5. Portanto o € topologicamente transitivo.

Exemplo 2.1.7 (A tenda é topologicamente transitivo). Pelo anterior exemplo temos que
w(s*,0) = X. Pelo Exemplo 1.4.5 temos que

[0,1] = (%) = h(w(s",0)) € w(h(s"), f)
logo w(h(s*), f) = [0,1]. Portanto o mapa tenda é transitivo.

O exemplo 1.1.2 nao é topologicamente transitivo pois w(z, f) = {p} € X para todo
rze X.

O exemplo 1.1.4 também nao tem uma orbita densa pois w(z, f) C {0, %} para todo
x € R. Também nao é topologicamente transitivo porque se tomamos (a,b) C (—00,0) e
(¢,d) C (0,1) notamos que f™(a,b) N (¢,d) = () para todo n € N.

Agora mostraremos que as condigoes no Teorema 2.1.2 sdo necessarias.

Em a) consideremos a tenda restringindo a seus pontos periédicos. Um fato que mostra-
remos mais para frente, proposicao 3.5.2, é que na tenda os pontos periddicos sao densos
em [0,1]. Notamos que f(Per(f)) = Per(f). Como a tenda é topologicamente transi-
tivo entdo o sistema dinamico (Per(f), f |per()) é topologicamente transitivo. Dados U, V
abertos nao vazios em Per(f) sao da forma U = UyNPer(f) eV = ViNPer(f) onde Uy, V4
sao abertos nao vazios em [0, 1]. Logo, para Uy, Vi existe n € N tal que Uy N f~™(Vy) # 0
que é aberto. Assim

Unf(V)=UinPer(f)n f"(VinPer(f)) =Uin f7"(Vi) N Per(f) #0
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porque Per(f) é denso. Portanto (Per(f), f |per(s)) é topologicamente transitivo mas ndo
tem uma orbita densa pois todo ponto é periédico.
Em b) consideremos o seguinte sistema dinamico.

1 1 1
X:{O}U{n}n21 ef:X%X;f<n> :m,f(O):()

onde X tem a métrica usual da reta. Notamos que f é continua ja que os pontos em
X \ {0} sdo isolados. Em 0, f é continua pois toda sequéncia que convergente a 0 tem
suas imagens convergindo a 0 = f(0). Notamos que o sistema dinamico (X, f) tem uma
orbita densa pois w(1, f) = X. Mais (X, f) nao é topologicamente transitivo pois para os
abertos {1} e {3}, sdo abertos porque sdo pontos isolados, temos que f"({3}) N {1} =0
para todo n € N.

Quando temos um sistema dinamico estandar topologicamente transitivo temos dois
consequéncias sobre sua dinamica. A primeira é que a dinadmica nao pode ter pontos
periédicos atratores e a segunda é a dindmica nao pode-se quebrar o dividir em duas
subdinamicas. A seguir a proposi¢ées que mostram esto.

Proposicao 2.1.8. Seja (X, f) um sistema dindamico estandar topologicamente transitivo.
Entao (X, f) nao tem pontos periddicos atratores.

Demonstracao. Se existisse p ponto periddico atrator de f com periodo m. Temos que
existe U vizinhanga de p tal que f™"(z) — p quando n — oo para todo = € U. Notamos
que w(z, f) = Orb(p, f) para todo = € U, ji que pela continuidade de f* temos que
Pk (z) — f%(p) quando n — oo. Logo (X, f) ndo é topologicamente transitivo pois U
é um aberto nao vazio tal que nao intersecta o conjunto dos pontos com orbita densa o
qual é denso observacao 2.1.3. 0

Proposicao 2.1.9. Seja (X, f) um sistema dindmico topologicamente transitivo. Se F é
um subconjunto nao vazio, fechado, invariante de X. Entdo Int(F) =0 ou F = X.

Demonstragcao. Vamos a fazer a prova por contradi¢do. Seja F' un subconjunto préprio
de X nao vazio, fechado, invariante. Entao temos Int(F) e F° sao abertos diferentes de
vazio. Assim temos que f"(Int(F)) N F¢ = () para todo n € N o qual é um absurdo pois
(X, f) é topologicamente transitivo. O

Corolério 2.1.10. Seja (X, f) um sistema dindmico topologicamente transitivo. Entdo
nao existem subconjuntos A, B nao vazios, fechados, invariantes tal que sua unido seja X .

Agora fechamos esta secdo com algumas propriedades dos mapas transitivos.

Proposicao 2.1.11. Seja (X, f) um sistema dinamico estandar topoldgico transitivo.
Entao f € sobrejetiva.

Demonstragao. Dado y € X. Pela observacao 2.1.3 existe z € X tal que a orbita de
x é densa em X. Logo existe (ny)r>0 sequéncia crescente de nimeros naturais tal que
f™(x) — y quando k — oco. Tomando o conjunto {f™~!(x)}r>¢ pela compacidade de
X tem uma subsequencia convergente, assim temos que f*~!(z) — z quando j — oo.
Assim pela continuidade de f temos que f"*i (z) — f(z) =y quando j — oco. Portanto f
é sobrejetiva. O
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Proposicao 2.1.12. Seja (X, f) um sistema dindmico estandar topologicamente transi-
tivo. Para U subconjunto de X com interior nao vazio entao sua imagem um € um ponto.

Demonstracao. Vamos fazer esta prova por contradi¢do. Seja U subconjunto de X com
interior nao vazio tal que sua imagem é um sé ponto, f(U) = {y}. Pela observagao 2.1.3
temos que o conjunto com orbita densa é denso. Seja x € Int(U), tal que la orbita de z é
densa em X. Pelo lema 1.2.4 sabemos que f(z) =y também tem orbita densa em X logo
exite n € N, n > 1 tal que f*(y) € Int(U), assim f"*'(y) = y o qual é uma contradicio
porque y tem orbita densa em X que ¢ infinito pois X nao tem pontos isolados. O

2.2 Sistemas Minimais

Um ponto cuja orbita é densa no espaco é chamado um ponto transitivo. Como vimos na
secao anterior s6 basta com a existéncia de um ponto para que o mapa seja transitivo e
que o conjunto de pontos transitivos seja denso no espago. Quando num sistema acontece
que todos seus pontos sao pontos transitivos o sistema sera chamado sistema minimal.

Definigao 2.2.1. Seja (X, f) um sistema dinamico topologicamente transitivo € dito mi-
nimal quando para todo x em X sua orbita € densa e x tal € dito ponto transitivo.
Simbolicamente

w(x, f) = X para todo v € X

Um fato que acontece com os sistemas minimais é que os unicos conjuntos fechados e
invariantes sao vazio e todo espago.

Proposicao 2.2.2. Seja (X, f) um sistema dinamico minimal. Entao se F € fechado
invariante F =0 ou F = X.

Demonstragao. Seja F' um subconjunto nao vazio, fechado, invariante de X. Existe x € F'
tal que Orb(zx, f) C F pois F ¢é invariante. Também temos que Orb(z, f) C F pois F é
fechado. Como (X, f) é minimal temos que X = Orb(z, f) C F. Portanto X = F. O

Nesta secao veremos algo interessante que acontece com os sistemas que sao transitivos
é que o conjunto dos pontos que nao sao transitivos é vazio ou é denso no espaco.

Um exemplo de um sistema dindmico minimal sao as rotagoes no circulo com angulo
irracional (exemplo 1.2.2). J4 que em ele notamos que = pode ser arbitrario.
Um exemplo de um sistema dinamico que nao seja minimal, mais se transitivo, é qualquer
sistema dindmico com pontos periédicos. O shift (exemplo 1.2.3) ndo é minimal j& que
tem pontos periddicos pois seja p = (pn)n>0 tal que p, = 0 para todo n € N temos que

o(p) = p.

Definigao 2.2.3. Seja (X, f) um sistema dinamico. Dizemos que x € X é um ponto
transitivo se sua orbita € densa no espago. Isto é, w(x, f) = X. Escrevemos o conjunto
de todos os pontos transitivos por TR(f).

Se (X, f) é um sistema dinamico, com X compacto, topologicamente transitivo entao
TR(f) é nao vazio. Pela observagdo 2.1.3 ele denso em X. Um fato interessante que
acontece com os sistemas dinamico é que o conjunto X \ TR(f) é denso ou é vazio, se
X \TR(f) é vazio implica que é sistema ¢ minimal.
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Teorema 2.2.4. Seja (X, f) um sistema dinamico, com X compacto. Entao X \ TR(f)
é vazio, o sistema € minimal, ou X \ TR(f) é denso.

Demonstragdo. Vamos mostrar que dado qualquer aberto de X o conjunto X \ TR(f) o
intersecta. Para isto mostraremos que dado k € N, ¢ > 0 e a € X para bola B(a,¢) existe
xz € X e uma sequéncia de nimeros naturais (ny)r>o tais que

d(a, f*(2)) < 3 e da, " (2) =

E pela compacidade de X a sequéncia (f"*(z)

para todo j =1,2,... k. (2.1)

DO | ™

~—

k>0 tem uma subsequéncia convergente.
Seja (f™i(x));>0 esta subsequéncia e zy o ponto para o qual converge. Pela equagao (2.1)
temos que

d(a,zp) < g e d(a, f/(z0)) > % para todo j =1,2,....

Logo zo € B(a,e) N X \ TR(f) porque a orbita de f(xo) nao intersecta B(a, 5). O que
termina a prova.

Agora vamos mostrar que dado k € N, € > 0 e a € X para bola B(a,¢) existe z € X e
uma sequéncia de nimeros naturais (ny)r>0 que satisfazem (2.1).

Primeiro vamos sair dos casos triviais. Se o sistema (X, f) nado é topologicamente
transitivo entdo X \ TR(f) = X e satisfaz-se trivialmente o teorema. Se (X, f) é minimal
entdo X \ TR(f) = 0 e o teorema satisfaz-se.

Supomos que o sistema (X, f) é topologicamente transitivo. Como f nao é minimal
existe y € X tal que w(y, f) esta estritamente contido em X, dito de outro jeito y €
X \TR(f). Notamos que f"(y) € X \ TR(f) porque w(y, f) = w(f™(y), f) (lema 1.2.4-
i7)). Se a orbita de y intersecta a bola B(a, ) nao ha nada a provar porque existiria n € N
tal que f"(y) € B(a,e) N X \ TR(f).

Agora suponhamos que a orbita de y nao intersecta B(a,¢), d(a, f*(y)) > € para todo
n € N. Como X é compacto e é f continua entao f é uniformemente continua, o mesmo
acontece para f". Logo para § > 0 existe > 0 tal que se

d(zx,z) < & implica d(f'(x), f(2)) < % Vi=1,2...,kVz,z€ X. (2.2)

Como (X, f) é topologicamente transitivo implica que TR(f) é denso, observagao 2.1.3.
Logo existe x € B(a,e) NTR(f). Como a orbita de x é densa em X para B(y,d) existe
n € N tal que f™(z) € B(y, d) logo usando (2.2), em particular para y, temos que

A (). @) < 5 Vi=12,.k
Pela desigualdade triangular temos
e < d(a, fi(y)) < dla, (@) + A @), Fy)) < dla, ) +

Assim temos

d(a, f*(x)) > = para todo j =1,2,...,k.

| ™

Agora tomando jo = min{i € N | d(a, f/(z)) > § para j =i+1,i+2...,n+k}. Notamos
que 0 < jo < ne fi(x) € B(a, 5). Agora variando o k temos construida a sequéncia que
satisfaz (2.1). O
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Fechamos esta segao mostrando que para todo sistema dinamico contem um subsistema
minimal.

Proposicao 2.2.5. Todo sistema dinamico (X, f), com X compacto, tem um subsistema
minimal (Y, f |y).

Demonstragao. Seja F a colecao de todos os subconjuntos de X fechados e invariantes
diferentes de vazio. Este é parcialmente ordenado com o ordem inclusao de conjuntos.
Notamos que F é nao vazio pois X € F. Seja {Y,}aes uma cadeia em F entdao Y =
NacsYa ¢ fechado e invariante e uma cota inferior de {Yy}aes em (F,C). Notamos
que Y ¢é nao vazio ja que Y é uma intersecao de fechados encaixados em um conjunto
compacto. Logo pelo lema de Zorn existe Yy fechado invariante que é minimal em (F, C).
O sistema dinamico (Yp.f |y,) ja que para y € Yy temos que w(y, f) C Yy pois Yy é
invariante e fechado. Como Yy é compacto pois é um subconjunto fechado de um conjunto
compacto. Logo w(y, f) é ndo vazio, observagao 1.3.2. Pela minimelidade de Y temos que
w(yv ! ) = Yo. O

2.3 Sistemas Mixing e Weakly Mixing

Nesta secao estudamos dois conceitos mais fortes que o topologicamente transitiva que sao
topologicamente mixing e topologicamente weakly mixing. Mostramos que topologica-
mente mixing implica topologicamente weakly mixing e este a sua vez implica totalmente
transitivo.

Para k € N, k > 1 denotamos a fungao produto de f k-vezes como

ka = f X oo X f : Xk %Xk; (xl,...xk) — ka($1,...$k> = (f(.l‘l),,f(fﬂk))

k—vezes
onde consideramos X* com a topologia produto.
Definigao 2.3.1. Seja (X, f) um sistema dindamico.

e Dizemos que (X, f) é topologicamente weakly mizing se (X2, f*2) é topologica-
mente transitiva.

e Dizemos que (X, f) € topologicamente mixing se para qualquer U,V subconjuntos
abertos nao vazios de X, existe N € N tal que f*(U)NV # 0 para todo n > N.

Proposicao 2.3.2. Seja (X, f) um sistema dinamico topologicamente mixing entio f é
topologicamente weakly mizing.

Demonstracao. Dados W, W' abertos de X x X. Existem U, V, U’, V' abertos de X tal que
UxV,U' x V' estao contidos em W ,W' respetivamente. Como f é topologicamente mixing
existe N € N tal que se n > N entao f"(U)NU' # Qe f*(V)NV' % @ logo fH(W)NW' £ ().
Portanto o sistema dindmico (X, f) é topologicamente weakly mixing. O

Proposicao 2.3.3. Se o sistema dindmico (X, f) é topologicamente weakly mizing entdo
(XE, k) ¢ topologicamente transitiva para todo k € N com k > 1.
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Demonstragao. Para subconjuntos abertos U,V de X definimos
NU,V):={neN:UNf™V)#0}.

Sejam Uy, Us, Vi, Vo subconjuntos abertos nio vazios de X como (X2, f*?) é topologica-
mente transitiva entao existe n € N tal que (Uy x Vi) N (f x f)"(Us x Vo) # (. Assim
temos Uy N f~™(Ua) # 0 e Vi N f7"(Va) # 0. Logo para qualquer Uy, Us subconjuntos
abertos nao vazios de X temos que N(Uy, Us) # 0.

Agora mostraremos que existem U,V abertos tal que

N(U,V) C N(Uy,Uz) N N(V1, Va).
Sejam U :=U; N f7"(Ug) e V:=Vi N f7"(Va) se m € N(U, V) temos
Uin V) nf" U0 f7(Ve)) = U0 f7(U) 0 f7(Vin f77(V2)) # 0.

Assim temos que Uy N f7™(Vi) # 0 e Ua N f7™(Va) # () sempre que m € N(Uy,Usz) N
N(V1,V3). Agora por indu¢ao podemos provar que para Uy, ..., Ug, Vi, ..., Vi abertos
nao vazios existem U, V abertos nao vazios tal que

N(U,V) C N(U., Vi) N ...0 N(U, Vi)
portanto (X*, f**) é topologicamente transitiva. O

Proposicao 2.3.4. Seja (X, f) um sistema dinamico topologicamente weakly mizing entao
€ totalmente transitivo.

Demonstragao. Vamos provar que (X, f) é totalmente transitiva utilizando a proposigao
2.3.3. Entao vamos provar que (X, f™) é topologicamente weakly mixing para n € N fixo,
logo (X, f™) é topologicamente transitiva.

Dados U, U’, V, V' subconjuntos abertos nao vazios de X. Definimos

W=Ux f7HU) x - x [0 x V x f7HV) x - x f707D(1)

W =Ux---xUxV'x---xV".

n—uvezes n—uvezes

Os conjuntos W, W’ sdo abertos nio vazios em X2?". Como (X, f) é topologicamente
weakly mixing, pela proposicao 2.3.3, temos que (X2", f*?") é topologicamente transitivo,
assim temos que existe k € N tal que (f*2")~*(W)N W' # (). Isto implica que

FERONU #Be fSEDV)NV # B parai=0,1,...,n

temos que deve existir p € N tal que k+7 = np para algum i = 0, 1,...,n. Assim para este
i temos ((f™)*2)P(U x V)N (U’ x V') # 0 e portanto (X, f™ é topologicamente weakly
mixing. O

Exemplo 2.3.5 (O shift é mixing). Vamos ver que para t,s € ¥ e e,n > 0 existe n € N

tal que o™(B(t,e)) N B(s,n) # 0. Eziste m € N tal que 5% < e. Logo se construimos

r € ¥ do sequinte jeito r = toty -+ - t;mSos1 - -+, assim pelo lema 1.2.4 temos que r € B(t,¢)
e o™t (r) € B(s,n). Portanto o™ 1 (B(t,c)) N B(s,n) # 0.
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Exemplo 2.3.6 (As rotagoes do circulo nao sdo mixing). Para § € R\ Q. Sabemos que
(S, Rp) € transitivo vamos supor que é (S, Rg) mizing e chegaremos a uma contradicdo.
Tomando como U = (z,y) o segmento de x a y com comprimento menor a % eV =1(0,2)
o segmento de 0 a z com comprimento menor a i temos que existe N € N tal que se
n > N entio Ry(U) NV # (0. Se consideramos W = U2 Ry (U). Notamos que W é
Ry (U)-invariante pois

Ry(W) = Ry ( U R:}(U)) - U mocw
n=N n=N-+1

e ¢ um intervalo de comprimento menor ou igual % porque Ry € uma isometria e Ry (U)N
V # 0 paran > N, ou seja um conjunto prdéprio invariante com interior ndo vazio o qual
¢ uma contradicdo pois (S, Ry) € transitivo.

Figura 2.1: Ry nao é mixing.

2.4 Sistemas Exatos

Definigao 2.4.1. Dizemos que o sistema dinamico (X, f) € exato quando para todo sub-
conjunto U de X aberto e nao vazio existe n € N, n > 1 tal que f*(U) = X

Claramente vemos que se (X, f) é um sistema dindmico exato entao (X, f) é topologi-
camente mixing.

Exemplo 2.4.2 (A tenda é exata). Para k € N escrevemos os intervalos

Iy = [2{%,[;1} paral=0,1,...,28 -1
Vamos provar por inducao sobre k € N
f*(Ix) =[0,1] paral=0,1,...2" — 1.
Para k=1 € claro que f(Ip1) =1[0,1] e f(I1,1) = [0,1]. Agora suponha que é valido
fj(IlJ) =1[0,1] para j =1,2,....k paral =0,1,...28 — 1.

Vamos ver que para j =k + 1 também se-satisfaz

fk+1(Il,k+1) = [0,1] para 1 =01,2,..., ok+1 _ {1
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Temos que I 11 esta contido em Iny ou I1. Se I 11 esta contido em I entdo | €
{0,1,...,2F =1}, assim F(Ligs+1) = L. Se I py1 esta contido em Iy 1 entdo | € {2k 2k 4
1, 26 — 13, assim f(I k1) = Iy x para algum ' € {0,1,...,28 —1}. Nos dois casos
anteriores temos que f(Ijg+1) = Iy i para algum " € {0,1,.. ., ok — 1}, logo aplicando a

hipdtese de inducdo temos

P ) = P Tipsr)) = e e) = 0,1].

Dado U aberto de [0, 1] temos que existe I; , que estd contido em U para k suficientemente
grande e para algum 1 =0,1,...,2¥ — 1. Assim

FRU) 2 fH (L) = [0,1].
Portanto (X, f) é exato.

Exemplo de f transitiva e f? nao é transitiva rotacdo irracional é um exemplo de
totalmente transitivo.

2.5 Caos de Devaney

Em 1989 Devaney em [3] deu uma defini¢ao caos, quando um sistema é cadtico. Um sistema
é cadtico se satisfaz trés condigbes:i) o sistema dinamico é topologicamente transitivo
transitivo, i) o conjunto de pontos periédicos é denso no espaco e iii) o sistema dinamico
é sensivel nas condigoes iniciais. No comeco se achava que as condigoes eram independentes
mas apos se mostro que i) e i) implicam ii).

Definigao 2.5.1. Dizemos que o sistema dinamico (X, f) € sensivel as condi¢oes ini-
ctais se existe § > 0 tal que para todo r em X e para toda U vizinhanca de x tem-se que
existey em U en € N tal que d(f™(z), f"(y)) > 6.

As condigoes i) e ii) sdo preservadas por conjugacoes mas a iii) nao é preservada
por conjugacao ((1,00), f) definido por f(z) = 2z é sensivel. ((0,00),g) definida por
g(x) = log2 + x nao é sensivel, traslacao. ((1,00),f) e ((0,00),g) sdo conjugados h :
(1,00) — (0,00) definida por h(x) = logx definicao de caos de Devaney.

Definicao 2.5.2. Dizemos que (X, f) um sistema dindmico é cadtica se satisfaz a se-
guintes condigcoes

i) (X, f) € topologicamente transitiva.
ii) O conjunto de pontos periddicos de f € denso em X.
iii) (X, f) € sensivel a condigdes iniciais.

No comeco se acreditava que as trés condicoes eram independentes mas depois descobre-
se que 1),i1) implicam 7).

Teorema 2.5.3. Seja (X, f) um sistema dinamico topologicamente transitiva e com o0s

pontos periddicos densos. Entao (X, f) € sensivel nas condigoes iniciais.
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Demonstragdo. Primeiro vamos a mostrar o seguinte fato.

FATO: existe dp > 0 tal que para todo z € X, existe um ponto periédico ¢ € X cuja
orbita esta uma distancia de x maior ou igual a dy/2.
Facamos isto por contradi¢do suponha que para todo 6 > 0 existe um zy € X tal que
para qualquer ponto periédico ¢ tem-se que a distancia de xy a orbita de ¢ é menor que
d/2. Sejam ¢ e g2 pontos periddicos com 6rbitas disjuntas. Seja dy > 0 a distancia entre
essas duas 6rbitas. Como a distancia de zy a orbita de ¢; e g2 é menor que dyp/2 sejam
m,n € N, com m,n > 1, tais que a distancia de = a f™(q1) e f™(g2) é menor que Jp/2
entao teriamos

o < A0 (a0), 7(2) < (P (@), 2) + (e, (@) < 2+ 2 = o,

o qual é uma contradicao, ficando desta forma provado o fato.

Agora vamos mostrar que f é sensivel as condigoes iniciais, com constante § := g /8.
Seja x € X arbitrario e seja W uma vizinhanca qualquer de z. Se U = W N B(z, ) onde
B(xz,d) é a bola aberta de centro x e raio §, pela densidade dos pontos periédicos de f
existe p € U ponto periédico, digamos de periodo n; pelo fato provado acima, para esse
ponto x tomado, existe um ponto peridédico ¢ € X cuja orbita esta a uma distancia de x
maior ou igual a ad. Seja

V = mizof’i(B(fi(‘J)v 9))-

Temos que V é um aberto e g esta nele. Pela transitividade de f, existem y € U e k € N,
com n > 1, tal que f*(y) € V. Seja j a parte inteira de k/n + 1, isto é, %4— 1=j+ccom
c €[0,1). Entao k+n = nj + nc, que implica 0 < nj — k < n, e portanto 1 < nj —k < n.
Disso concluimos que f™(y) = f=*(f*(y)) € f9=k(V), pois f=*(V). Agora,

n

FrRVY S (9RO TB((9),9)) =

1=0

fRE RGBT ) )0 () TR B(F (). 9))
i=0
i#£nj—k
e esta tiltima expressdo esta contida em B(f™ (), ). Portanto f™(y) € B(f™~*(q), ).
Como p tem periodo n, temos que f™(p) = p. Usando a desigualdade triangular,

d(z, [ (q)) < d(a,p) + dp, [ (y)) + A (y), 77" (a)),

de onde obtemos

d(f" (p), f™ (y)) = dlp, ™ () = d(w, 7" (q)—d(@, p)=d(f" (y), 7" (@) > 4666 = 26.

Assim,
26 < d(f™ (p), ™ (y)) < d(f™ (p), f™ () + d(f™ (), ™ (y))-

Temos portanto que d(f™ (p), f™(z)) > § ou d(f™ (z), f*(y)) > J, e isso mostra que f é
sensivel as condicOes iniciais. O

Agora vejamos que o shift é cadtico.
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Exemplo 2.5.4 (O shift é caético). Pelo exemplo 2.1.6 temos que i) é satisfeita. Para
mostrar i) seja t = (tn)nen. Vamos ver que dado € > 0 existe p € ¥ ponto periddico tal
1

que d(t,p) < e. Tomando QLN < ¢ pelo lema 1.2.4 temos que se d(t,s) < 55 entdo t; = s;

para i =0,1,..., N. Assim basta considerar

P =Dpop1--PNPOP1" " PNPOP1" "DPN -

o qual é um ponto periddico de periodo N + 1. Para mostrar iii) notamos que se t,s € 3
comt # s entao existe n € N tal que t, # s, assim d(c"(t),0"(s)) > 1. Logo na defini¢ao
de sensivel as condicdes iniciais basta tomar § = 1.

Uma observagao do anterior exemplo é que a tenda também tem pontos periddicos
densos pois é semi-conjugado ao shift. Logo

[0,1] = h(X) = h(Per(c)) C h(Per(o)) C Per(f).

Um exemplo de uma fun¢do que nao é cadtica sao as rotacées com angulo irracional
pois o conjunto de pontos periédicos é vazio.

2.6 Teorema da Descomposicao de um Mapa Transitivo.

Nesta se¢ao mostraremos um resultado de Alseda , del Rio, Rodriguez [1]. para mapas
transitivos sobre espagos métricos localmente conexos e compactos. Esta é uma genera-
lizagao de resultado de Bargue e Martin [2] para mapas transitivos sobre o intervalo e
complementa o teorema de descomposicao de Block para grafos.

Teorema 2.6.1. Seja (X, f) um sistema dindmico topologicamente transitivo e X local-
mente conero. Entao tem-se algum dos sequintes casos.

a) (X, f) € totalmente transitivo ou

b) Eziste k € N, com k > 1 e Xo,X1,...,Xk_1 subconjuntos fechados conexos de X
com interior nao vazio tal que X = U?:_ol Xi, Int(X;) N X5 = 0 para i # j e

f(Xi) =X

i1 mod (k)" Além disso f* |x, € transitiva para todo i =0,1,2,..., k—1.

Demonstragdo. Notamos que temos a condi¢do b) quando (X, f) nao é totalmente transi-
tiva porque (X%, f*) nio é topologicamente transitiva (os subconjuntos préprios X; com
i =1,2,...,k s@o fechados, invariantes e tem interior ndo vazio). Para mostrar o teorema
vamos assumir que (X, f) nao é totalmente transitiva e provaremos que obrigatoriamente
se deve satisfazer b).

Se (X, f) é topologicamente transitiva entao existe x € X tal que w(z, f) = X. Como
(X, f) nao é totalmente transitiva seja s € N o menor niimero natural positivo tal que
(X, f*) nao é topologicamente transitiva, notamos que s > 2.

Definimos os conjuntos B; = w(f*(z), f*) parai=0,1,...,s — 1. Agora vejamos algumas
propriedades que satisfazem:

(b.1) Os conjuntos B; sao fechados e f*(B;) = B; parai=0,1,...,s — 1.

(b.2) X =5 Bi
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(b.3) f(Bi) = Biti(mod s) Parai=0,1,...,s — 1.
(b.4) Se Int(B;) N B; # 0 para alguns i,j € {0,1,...,s — 1} entao B; C B;.

(b.5) Para cadai=0,1,...,s — 1 temos que
f_l(Int(Bi—i—l(mod s))) - Int(B’L) € f(aBl) - aBi-&-l(mod s)*

(b.6) Cada B; tem interior nao vazio.
(b.7) Se i # j entao B; # B;.
(b.8) Int(B;) N Bj # 0 se, e somente se, i = j.

As propriedades (b.1),(b.2) e (b.3) se seguem das partes i),7v) e i) do lema 1.2.4 pela
definicao de B;.

Agora vamos provar (b.4). Se Int(B;) N Bj # () para alguns i,j € {0,1,...,s — 1}
entdo f*I*J(z) € B; para algum | € N com | > 1. Como B;j = w(f*!(z), f*) temos que
(b.4) se satisfaz pela f*-invariancia de B;, veja (b.1).

Para provar (b.5), como f é uma funcao continua sé basta provar que

f_l(lnt(Bi—i—l(mod s))) C B;

porque o interior de um conjunto é o maior conjunto aberto que esta contido nele. A prova
deste fato sera feita por contradigdo. Suponhamos que existe f(z) € Int(B;ii(mod s)) €
z & B;. Por (b.2) existe j € {0,1,...,5 — 1}, com j # 1, tal que z € B; (em particular
mostra que B; € B; ). Assim por (b.3)

f(Z) € f(B]) N Int(B’H—l(mod s)) = Bj+1(mod s) N Int(Bi+1(mod s))

Por (b.4) temos que Bj{1(mod s) € Bit1(mod s) € Por (b.3) aplicando 57! temos

Bj = fs_l(BjJrl(mod s)) - fs_l(Bi+l(mod s)) = Bi;

o qual é uma contradigao.

Agora para provar que f(0B;) estd contido em 0B;ii(mod 5)- Se€ja T € OB; entdo
existem sequéncias (zy)p>0 em B; e (Yn)n>0 em Bf tal que z, — z, y, — z quando
n — oo. Pela continuidade de f notamos que (f(zy))n>0 é uma sequéncia em B;y; tal
que f(zp) — f(x) quando n — co. Como a sequéncia (y,)n>0 esta em Bf temos que a
sequeéncia (f(yn))n>0 esta em Bf | jd que f(Bf) esta contido em f(B;)¢ = By, | porque a
f ¢é sobrejetiva. Assim temos duas sequéncias (f(25))n>0 em Biy1 e (f(yn))n>0 em Bf
tais que f(x,) — f(x), f(yn) — f(x) quando n — oo 0 que mostra a afirmagao.

Temos que (b.6) se segue de (b.5), (b.2) e de que X, por ser um espago métrico com-
pleto, satisfaz o Teorema de Baire. De fato por (b.2) temos que X é uniao de conjuntos
fechados. Se tivéssemos que Int(B;) = () para todo i = 0,1,...,s — 1 entdo pelo teorema
de Baire terifamos que X tem interior vazio, o qual é impossivel. Logo temos que existe
i€{0,1,...,s— 1} tal que o interior de B; é nao vazio e isto combinado com (b.5) temos

(b.6).
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Para mostrar (b.7), o fazemos por contradigdo. Suponhamos que existem i < j tais
que B; = Bj. Entao f7YB;) = B; = B;. Como 0 < j —i < s temos que f/=¢ ¢
transitiva pela minimalidade de s. Como B; é um conjunto fechado, invariante para
f7=% e com interior ndo vazio, usando a transitividade de /=% temos que B; = X. Assim
w(fi(x), f) = B; = X logo (X, f*) é topologicamente transitiva o qual é uma contradico.

Por fim, para mostrar (b.8) notamos que se Int(B;) N B; # 0 por (b.4) temos que
B; C B;. Como Int(B;) # 0 por (b.6) assim § # Int(B;) C B; e por (b.4) B; C B;.
Portanto B; = Bj e fica provado (b.8).

Apesar dos B;’s formarem uma decomposicao dindmica natural, estes poderiam néo
ser conexos. A ideia entao é considerar as componentes conexas destes. Porém, para obter
a ciclicidade precisamos mostrar que o nimero de componentes conexas de cada B; é o
mesmo. A seguir iremos explicitar estas componentes conexas.

Sabemos que os conjuntos B;, para i =0,1,...s — 1, s&o compactos, com interior nao
vazio e invariantes para f*, isto por (b.1) e (b.6). Para i = 0,1,...s — 1 os conjuntos
B, sao localmente conexos, porque ser localmente conexo é preservado para subespacos,
entao suas componentes conexas sao abertas e por ser este compacto temos que suas
componentes conexas sao finitas. Sejam A;1, ..., A; ;) as componentes conexas de B;
com i = 0,1,...,s — 1. Como (B, f* |p,) é topologicamente transitiva temos que f*
permuta os conjuntos A; 1, ..., 4; ;) de forma ciclica. De fato, cada componente conexa
é aberta entao deve ter um ponto transitivo e este deve percorrer todas as componentes.
Logo, temos que f*(A;1) = Aj1+1(mod n@i))- A igualdade segue porque (B;f® |p,) ao ser
topologicamente transitiva é sobrejetiva.

O teorema segue entdao dos proximos trés lemas.

Lema 2.6.2. Cada componente conexa A;,, tem interior nao vazio.

Prova do lema 2.6.2. Agora vamos mostrar que cada A; ,, tem interior nao vazio. A ideia
é similar a prova de (b.6). Como B; é completo ele satisfaz o teorema de Baire entao como
na prova de (b.6) vai ser suficiente provar que

f_S(Int(Ai,m—H(mod n(z)))) - Ai,m

paratodoi=0,1,...,s—1em=0,1,...,n(i) — 1. Da mesma forma que em (b.5) vamos
fazer a prova por contradicio. Seja z € X tal que f°(2) € Int(A; ;nt1(mod n(i))) € 2 & Aim-
Se z € Bj para algum j € {0,1,...,s — 1} com j # ¢ de (b.1) temos

f°(2) € Bi N Int(Aims1(mod n(i))) € Bj N Int(Bi),
o qual é uma contradigao por (b.8). O

Lema 2.6.3. Existe n tal que para todo i = 0,...,s — 1 temos n(i) = n. Em particular
a quantidade total de componentes conexas é k = ns. Assim, se denotamos por {Xi}i-:Ol

essas componentes, temos que elas sGdo compactas com interior ndo vazio e sdo permutadas
por .

Prova do lema 2.6.3. Por (b.2) temos que z € B; entdo existe um numero natural [ €
{0,1,...,n(7)} com [ # m tal que z € A;; logo f*(2) € Aj ;41 = f*(4iy). Assim [+ 1 =
m + 1(modn(i)) entdo [ = m o qual é uma contradicao.
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Usando (b.3) e o fato que A; ,,, sejam as componentes conexas de B; temos que existe
uma fungao sobrejetiva

¢i:{0,1,...,n(i) =1} = {0,1,...,n(i+ 1(mod s)) — 1}

tal que f(Aim) € Aifi(mod s),¢:(m), @& sobrejetividade de f nos diz que B; tem um nu-
mero maior ou igual de componentes conexas que o numero de componentes conexas que
Bit1 seguindo este argumento temos que n(0) > n(1) > --- > n(s — 1) > n(0) donde

n(0) =n(l) =--- = n(s — 1). Seja n = n(0) logo, todas as ¢; sao bijetivas e f(A; ) =
Aif1(mod s),6;(m) Para m € {0,1,...,n —1}. Além disso, f*(Aim) = Ajmti(mod n) DaT2
i€{0,1,...,s—1}em€{0,1,...,n — 1}. Consideremos o conjunto

{Aim:1=0,1,...,s—1lem=0,1,...,n—1}

que tem cardinalidade k = ns por (b.8) e podemos escrever ele como {X; : i =0,1,...,k—
1} tal que X; C Bi(mod s) € f(XZ) = Xi+1(mod k)-

Lembre que os conjuntos X; sao conexos, interior nao vazio e fechados, pois sao compo-
nentes conexas entao sao fechados. De (b.8) se segue que Int(X;) N X; = 0 para i # j e
de (b.2)

s—1 n—1
X = UB_U UAlm_UX
=0 m=0
O
Lema 2.6.4. O sistema (X;, f¥|x,) é topologicamente transitivo.
Prova do Lema 2.6.4. Primeiro fixemos ¢, com i = 0,1, ...,k — 1, mostraremos que existe

r* € X; tal que X; esta contido em w(x*, f¥). Como X; estd contido em Bi(mod s)s
Int(X;) # 0 e (B, f° |B,) é topologicamente transitiva entao existe z* € Int(X;) N
Orb(fimed 5)(g*), £5). Entao

e X; C Bz’(mod s) — w(fi(mOd S)(‘r)’ f?) = w(z”, fs).

Para z € X; entao existe uma subsequéncia (f";'s(x*))nzo em X; tal que f75%(z*) — 2
quando j — co. Como k é miltiplo de s notamos

fn S( ) € fn S( ) = Xi—i—n;s(mod k) - B(i—&-n;-s(mod k))(mod s) — Bi(mod s)

para todo j > 0. Como B; contém finitos subconjuntos X; compactos e disjuntos dois a
dois logo existe uma subsequéncia (f"°(z*)),>0 em X; de (f” *(2*))n>0. Para mostrar que
a sequéncia (f™%(z*)),>0 estd contida em Orb(x*, f¥) s6 basta ver que njs = 0(mod k).
Como

fnjs(x*> e Xin Xi-i—njs(mod k) € Xi, Xi—i—njs(mod k) - Bi(mod s)»

temos que X; = Xi iy, s(mod k) Sempre que i =i+ n;s(mod k) logo 0 = n;s(mod k). O

A prova do teorema estda completa pois
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Figura 2.2: Sistema dinamico (X, f) transitivo

Como exemplo da parte a) do teorema 2.6.1 é a tenda exemplo tenda a qual provamos
que é exata exemplo 2.4.2. Logo, é totalmente transitiva. Como exemplo da parte b) do
teorema 2.6.1 consideramos seguinte exemplo no intervalo [—1,1]

Exemplo 2.6.5. Seja ([—1,1], f) um sistema dinamico definido

f(x):{11+2x| se —1<z<0 (2.3)

—x se 0<x<1

para mostrar que f € transitiva de modo mais simples precisamos calcular f? e suas
graficos, que sequem a continuacdo

fQ(x):{—l—i-H—i—Qx] se —1<x<0 (2.4)

1+[1-22] se 0<z<1

-1
Figura 2.3: Mapa f transitivo e f2 ndo é transitivo

Vejamos que f € transitiva. Notamos que x = 0 € seu unico ponto fizo e que

f(10,1]) = [=1,0] e f([-1,0]) = [0,1].

Além disso, vemos que ([0, 1], f> l0,1] € 0 exemplo a tenda que € transitiva. Logo, existe

zo € [0,1] tal que w(xo, %) = [0, 1], assim para todo € >0 ey € [0,1] existe k € N tal que

| (20) —yl < e
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Vejamos que w(f (o), f2) = [~1,0]. Parae >0 e z € [-1,0], por w(zo, f2) = [0, 1], existe
1 €N tal que | — 2z — f?(z0)| < & assim
|z = P (@) = |z = (= fH (o) = | = 2 = f*(z0)| <=
Logo temos que f ¢é transitiva pelo lema 1.2.4-1v) pois
w(wo, f) = w(wo, ) Uw(f(wo), f7) = [0,1] U [~1,0] = [-1,1].

Vemos que f nao totalmente transitiva pois vendo o grdfico de f? vemos que os intervalo
[—1,0] e [0,1] sdo f?-invariantes.



Capitulo 3

Transitividade no Intervalo [0,1] e
suas consequéncias

Vimos no exemplo 2.6.5 um mapa transitivo f no intervalo tal que f2 néo era transitivo.
Porém f? tinha dois subintervalos invariantes cada um contendo uma espécie de tenda, e
portanto f nao é totalmente transitivo. Mostraremos que esta propriedade nao é especial
deste exemplo, e sim de qualquer mapa transitivo no intervalo.

Depois mostraremos que as propriedades de mistura mixing, weakly mixing e total-
mente transitiva sdo equivalentes no intervalo [0, 1]. E mostraremos com um exemplo que
0s mapas mixinig e exatos nao sao equivalentes. Para ter a equivaléncia precisaremos da
hipdtese de que os pontos 0 e 1 sejam pontos acessiveis.

Vimos que existem mapas transitivos sem érbitas periddicas, a saber a rotagao irraci-
onal. Mostraremos abaixo que isto néao pode ocorrer no intervalo. De fato, se um mapa
no intervalo for transitivo, o conjunto de 6rbitas periédicas deve ser denso. Em particular,
como vimos antes o teorema 2.5.3, ele deve ser sensivel as condicoes iniciais.

Uma observacao que notamos é que basta considerar as funges no intervalo [0, 1], ja
que para f : [a,b] — [a,b] sempre existe g : [0,1] — [0, 1] conjugada a f. Seja h : [0,1] —
[a,b]; h(x) = a + (b — a)x sabemos que h é um homeomorfismo entre [a,b] e [0, 1] temos
que si definimos ¢ := ho f o h™! que é conjugada a f.

3.1 Resultados Previos

Nesta se¢ao notamos que qualquer sistema dinamico de ([0, 1], f) tem pelo menos um ponto
fixo. Para isto lembramos o teorema do valor intermediario.

Teorema 3.1.1 (Teorema do valor intermedidrio). Se f : [a,b] = R é uma fungao conti-
nua. Se eziste d € R tal que f(a) < d < f(b), ou f(b) < d < f(a). Entao existe ¢ € [a, b
tal que f(c) =d

Lema 3.1.2. Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua. Se f([a,b]) C [a,b] ou [a,b] C
f([a,b]). Entao f tem um ponto fixo.

Demonstragao. Aplicar o Teorema do valor intermedidrio a funcao g(x) := f(z) —x. O

30
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Como o sistema dinamico ([0, 1], f) sempre tem ponto fixo entao nao existem sistemas
minimais no intervalo.

3.2 Sistemas Transitivos em |0, 1]

Neste secao damos uma prova para o teorema de decomposicao de um mapa transitivo em
[0, 1], nao aplicamos o teorema 2.6.1 pois na prova nao faz uso da hipdtese de compacidade
do intervalo, fato pelo qual a mesma prova pode ser feita para prova um teorema analogo
para R.

Teorema 3.2.1. Seja ([0, 1], f) um sistema dindmico topologicamente transitivo. Entdo
s0 acontece um dos sequintes casos :

i) ([0,1], f) € totalmente transitiva ou

ii) Eziste um tnico ponto fizo ¢ € (0,1) tal que f([0,¢]) = [c,1] e f([c,1]) = [0,¢]. Além
disso f? lj0,¢] € f? llc,1] S@o totalmente transitivas.

Demonstragao. Como ([0, 1], f) é topologicamente transitiva pela observacao 2.1.3 existe
zo € [0,1] tal que w(xo, f) = [0,1]. Fixamos n € N com n > 1. Seja W := w(f(zo), f")
para i = 0,1,...,n — 1 pela demostracao dos fatos (b.1), (b.2), (b,3), (b.6) e (b.8) do
teorema 2.6.1 temos que

a) Os conjuntos W)* sdo fechados e f*(W/) = W/ parai=0,1,...,s — 1.
b) [0,1] = U?;Ol wi.

¢) FOWP) =W

i1(mod n) parat=0,1,...,n— 1.

d) Cada W tem interior nao vazio.
e) Int(W/")NW}* # 0 se e somente se i = j.

Notamos quem em principio o interior dos conjuntos W] poderiam ser formados por
intervalos que sdo permutados entre si. Portanto, definimos &, a colecao de todas as
componentes conexas de Int(W;") parai=0,1,...,n—1. Notamos que a tese do teorema
implicaria que esta colecao tem no maximo dois elementos. Primeiramente mostraremos
que esta colegao é finita.

A ideia da prova é que como os interiores sao abertos, a orbita densa deve passar por
todos eles. Mas como esses elementos sao permutados pela dinamica, se fossem infinitos,
a orbita nunca regressaria ao inicial. Mas como ¢ densa, deve retorna em algum tempo.
Agora, mostraremos com detalhes tal ideia.

Lema 3.2.2. O conjunto &, € finito

Prova do lema. Pelo e) os elementos de &, sao intervalos disjuntos. Para C' € &, temos
que f(C) é um intervalo nao degenerado. Como W/ sdo conjuntos fechados para i =
0,1,...,n— 1 entao f(C) C W/ para algum i = 0,1,...,n — 1, como este é conexo existe
C' € &, tal que f(C) C C". Como a orbita de xg é densa em [0, 1] e para todo C € &,
tem interior ndo vazio entdo para todo C,C’ € &, existe k > 1 tal que f¥(C)NC’ # ()
por o qual f¥(C) C 7, de isto se segue que £, é um conjunto finito e seus elementos sao
permutados pela f. O
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Se &, = {C1,Cy,...,Cp,} para algum p, € N com p, > 1 e f(C;) € Ciyq1 para
i=0,1,...,p, — 1l e f(Cp,) C C;. Como a orbita de ¢ é densa em [0, 1] entdo C; U Cy U
-+ U ), também ¢é denso e C1,Cy, ..., ), sao disjuntos dois a dois assim se deduze que

CiUCyU---UC,, ¢ o intervalo [0, 1] menos um numero de pontos finitos.

Lema 3.2.3. Se p, =1 para todo n > 1. Entao ([0,1], f) € totalmente transitivo

Prova do lema. Se p, = 1 para todo n > 1 temos que &, = {C} entdo W§ = W' =
=MW" | ew(zo, f) = [0,1]. Logo ([0,1], f*) é topologicamente transitivo e portanto
([0,1], f) é totalmente transitivo. O

Lema 3.2.4. Se p, > 2 para algum n > 1. Entao p, = 2.

Demonstracao. Pela proposicao 2.1.11 f é sobrejetiva e pelo lema 3.1.2 entao existe ¢ €
[0,1] ponto fixo, f(c) = c. Se ¢ € C para algum C € &, entdo temos f(C) C C e assim
pn = 1 0 qual é uma contradi¢do. Se suporemos que ¢ é um ponto extremo de [0, 1] também
deduzimos que p, = 1. Logo temos que ¢ € (0,1) e ¢ ¢ C para todo C € &,. Entao o
tinico modo para que f permute os elementos de &, é que &, = {C,C"} tal que f(C) = C’
e f(C") =C. O

Assim
En =A{[0,¢),(c, 1]}, f([0,¢]) = [e, 1] e f([c,1]) = [0,¢] (3.1)
isto implica que ¢ é o dnico ponto fixo de f.

Lema 3.2.5. f2’[07d e fz\[c,l] sdo totalmente transitivas.

Prova do lema. Seja N ={i e N|C C W} e N/ ={i e N| C' C W/}. Os conjuntos
N, N’ sdo nao vazios e sua unido é {0,1,...,n —1}. Se CUC" C W} para algum
i€{0,1,...,n—1} entdo C' U C’ esta contido em W esto contradiz que C,C’ € &, sdo
elementos diferentes, logo N, N’ sao conjuntos disjuntos. Como f permuta os elementos
de &, pela f entao para i € N, W' é enviado em W' com j € N’ por isto N, N' tem
o mesmo numero de elementos e portanto n debe ser par. Como w(xg, f*) C w(zo, f?)
combinando com (3.1) temos {Wg, W} = {[0,¢], [c, 1]} isto implica que f3[jo € f?|jc1)
sao topologicamente transitivas de fato sao totalmente transitivas ja que se nao for assim

aplicando o mesmo raciocinio feito para f em [0, 1] para f2\[07c] debe ter um tunico ponto
fixo e estar em (0, c) o qual é falso por que ¢ e ponto fixo. O

Portanto temos que f2|[076] e fQ\[cvl] sao totalmente transitivas. ]

3.3 Propriedades misturadoras em [0,1]
Do capitulo 2 sabemos que em qualquer sistema dinamico
Mixing = Weak Mixing =- Totalmente Transitivo.

Nesta segdo mostraremos que para ([0, 1], f) estos trés conceitos sdo equivalentes, prova-
remos que totalmente transitivo implica mixing. Em geral esto nao tem porque ser certo
por exemplo as rotacoes do circulo de angulo irracional sao totalmente transitivas mas nao
sao topologicamente mixing.



UFRJ. IM 33

Para fazer esto usaremos a seguente proposi¢ao que nos da uma caracterizagao de ser
mixing no intervalo.

Proposicao 3.3.1. Seja ([0, 1], f) um sistema dinamico. ([0,1], f) € topologicamente mi-
zing se e somente se para todo € > 0 e qualquer subintervalo J nao degenerado de [0, 1],
existe N € N, com N > 1, tal que f*(J) D [e,1 — €] para todo n > N.

Demonstragdo. Sejam € > 0 e J um subintervalo nao degenerado de [0,1]. Tome J; um
subintervalo aberto nao vazio de J. Seja U; := (0,e) e Uy := (1 —¢,1). Como ([0, 1], f)
é topologicamente mixing existe N1 > 1 tal que f"(J1) N Uy # 0 para todo n > Nj.
Da mesma forma existe Ny > 1 tal que f"(J1) N Uy # 0 para todo n > Ny. Tomando
N = max{Ny, N2} temos, pela conexidade de Ji, que f™(J;) D [e,1—¢| para todon > N.
Como J D J; entao f(J) 2 f™(J1) 2 [e,1 — €] para todo n > N.

Agora suponhamos para todo e > 0 e qualquer subintervalo J nao degenerado de [0, 1],
existe N > 1 tal que f"(J) D [e,1 — €] para todo n > N. Sejam U,V dois subconjuntos
abertos, nao vazio, de [0,1]. Tomemos dois subintervalos abertos, nao vazios, J, K tais
que 0,1 nao pertencem a J K e J C U, K C V. Como 0 e 1 nao pertencem a K
existe € > 0 tal que K C [e,1 — ¢]. Por hipdtese, para ¢ > 0 e J existe N > 1 tal que
f™(J) 2 [e,1—¢] 2 K para todon > N. Logo f™(U)NV # () para todo n > N. Portanto
([0,1], f) é topologicamente mixing O

Teorema 3.3.2. Se ([0,1], f) € um sistema dindmico totalmente transitiva entdo ele é
topologicamente mizing.

Demonstragdo. Agora para provar o teorema vamos utilizar a proposigao 3.3.1. Sejae > 0
e J um subintervalo ndo degenerado de [0, 1]. Como ([0, 1], f) é topologicamente transitivo
pelo proposigao 3.5.2(seguente segdo) temos que o conjunto dos pontos periddicos de f
sao densos em [0, 1]. Seja x,x1,xo pontos periédicos tais que = € J, x1 € (0,¢) e x9 € €.
Podemos escolher os pontos x1, x2 tais que suas 6rbitas estao contidas em (0, 1) isto porque
0 (resp. 1) estao contidos no maximo em uma orbita periddica. Consideremos

y; = min{ f"(z;) | n € N} e z; = max{f"(z;) | n € N} parai=1,2.

Notamos que y; € (0,21] C (0,¢), 22 € [z2,1) € (1 —€,1), y2,21 € (0,1). Sejak € No
minimo multiplo comum dos periodos de z,y; € ya. Se escrevemos g := f* e considere

K = L_Jog”(J).

O ponto x € J é um ponto fixo para g, entdo x € ¢g"(J) para todo n € N. Isto implica
que K é um intervalo. Além disso, K é denso em [0, 1] porque como g é transitiva e J é
nao degenerado existe um ponto transitivo w € J e assim Orb(w, f) estd contida em K.
Logo K é denso.

Como K é denso e conexo em [0, 1] temos que K D (0,1). Dai segue que y1, y2, 21,22 € K.
Para ¢ = 1,2 sejam p;, ¢; nimeros inteiros positivos tais que y; € gPi(J) e z; € g%(J).
Tomando N := max{p1.p2, q1,¢2}. Notamos que y1, Y2, 21, 22 s20 pontos fixos de g e todos
pertencem a g™¥(.J), que é conexo, logo [y;, 2] esta contido em g™ (J) = f*V(J). Como
[y, z;] contém a Orbita de z; para i = 1,2 entao

[y1,21) U [y2, 22] € f*(J) para i = 1,2 e para todo n > kN.
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Como y; < e ezp >1—c¢eo fato de que f(J) é conexo temos que [e,1 — ] C f™(J)
para todo n > kN. Isto conclui a prova pela Proposicao 3.3.1. ]

3.4 Sistemas Exatos em [0, 1]

Do capitulo 2 sabemos que se um sistema dinamico é exato entao ele é mixing. Nesta secao
mostremos que se um sistema dinamico ([0, 1], f) é mixing e 0 e 1 sdo pontos acessiveis no
intervalo entao ele é exato.

Definicao 3.4.1. Seja ([0,1], f) um sistema dinamico. Dizemos que 0 (resp. 1) € um
ponto acessivel se existe x € (0,1) en > 1 tal que f"(x) =0 (resp. f™(x) =1)

A tenda é um exemplo de um sistema dindmico topologicamente mixing onde 0 e 1 sao
pontos acessiveis pois f(%) =1le fZ(%) =0.

Teorema 3.4.2. Seja ([0,1], f) topologicamente mizing. ([0,1], f) € exato se, e somente
se, 0 e 1 sdo pontos acessiveis.

Demonstragao. Como ([0, 1], f) é exato tomando em particular o aberto (0,1) existe n € N
com n > 1 tal que f*((0,1)) = [0,1]. Logo existem z,y € (0,1) tal que f"(x) = 0 e
) =1

Vamos provar a reciproca. Existem x,y € (0,1) e m,n € N com m,n > 1 tal que
f™(x) =0e fM"(y) = 1. Existe ¢ > 0 tal que (x,y) C [e,1 — ¢]. Dado J subintervalo
aberto nao vazio de [0,1]. Como ([0,1], f) é topologicamente mixing entao existe N €
N, com N > 1, tal que f*(J) 2 [g,1 —¢] D (z,y) para todo n > N pela proposigao
3.3.1. Assim 0,1 € fN*1(J) e pela conexidade de J e continuidade de fN+! temos que
fN+L(J) = [0,1]. Dado U aberto ndo vazio arbitrario de [0,1]. Tomamos .J subintervalo
aberto nao vazio de U pelo feito anteriormente temos que existe n € N, com n > 1, tal
que [0,1] C f™(J) C f™(U) logo f™(U) = [0, 1]. Portanto ([0, 1], f) é exata. O

Agora mostraremos um exemplo de um sistema dinamico ([0, 1], f) topologicamente
mixing onde 0 e 1 nao sdao pontos acessiveis

Definicao 3.4.3. Seja o sistema dindmico ([0,1], f) dizemos que ¢ € R é um ponto
critico se para toda vizinhanga V de ¢ existem y,z em V', com y # z, tal que f(y) = f(2).

Definicao 3.4.4. Seja o sistema dinamico ([0,1], f) e A > 1. Suponhamos que f tem
finitos ou contdveis pontos criticos. Entdo f € chamada A-expansora se para todo [

intervalo nao degenerado tal que f € mondtona temos que para todo x,y € I entdo

[f(@) = F(y)] = Ale =yl

Lema 3.4.5. Seja um sistema dindamico ([0,1], f) tal que f € A-expansora com A\ > N,
onde N € N. Entao para todo intervalo J nao degenerado existe n € N tal que f™(J)

contem N pontos criticos deferentes.

Demonstragao. Seja Cy o conjunto dos pontos criticos de f. Seja o := A/N > 1. Con-
sideremos um subintervalo J aberto nao vazio. Se J contem exatamente k, com k < N,
pontos criticos diferentes, entao J\ Cy tem k+1 componentes conexas, sejam Jo, Ji, ..., Ji
estos, temos que |Jo| + |Ji| + - -+ + |Jg| = |J|. Pelo principio da casa dos pombos temos
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que |J;| > k!—ill > I—]‘\],l para algum ¢ = 0,1, ...,k Como J; ndo contem pontos criticos logo,
f 17, ¢ mondtona. Assim |f(J;)| > A|Ji| e

f(DI = [F(I)] = AlJi| = alJ]. (3.2)

Suponhamos que, para todo n € N, f(.J) contém estritamente menos de N pontos criticos.
Entao |f*(J)| > a™|J| para todo n € N por 3.2. Mais esto é impossivel pois |f™(J)| esta
limitado por 1 e a"|J| — 0o quando n — oco. Portanto existe n € N tal que f(J) contem
N pontos criticos diferentes. O

Exemplo 3.4.6. Vamos construir f : [0,1] — [0,1] continua do sequente modo. Seja
(an)nez uma sequencia de pontos em (0,1) crescente tal que

lim a,=0¢€ lim a, =1. (3.3)
n——0oo n—oo
Para n € Z, seja I, := [an,an+1] e definimos fn, : I, = In—1 U L, U L11 por fn(ay) =

Ap, fn(an—H) = Qp41,

f 2ay, + an41\ an + 2an+1 L
n # = an+2, fn f = 0p—1

e fn € linear entre os pontos onde jd esta esta definida. Logo definimos f : [0,1] — [0, 1]
por

f(0):=0, f(1):=1,
Yn€Z, Vo € I, f(z) = fula).

1¢---------mmmmmmmm e !
I i !
I ! E
lo [
I N .
L /0 A R

0 Iol 1y I I 1

Figura 3.1: Mapa em [0, 1] que mixing e nao exato

FE fdcil mostrar que f € continua e que os pontos 0 e 1 ndo sdo acessiveis. Notamos
que para I temos que

(L) 2 [ak—m, @k+mr1] para todo k € Z e para todo m € N.
Assim para € > 0 existe M € N tal que

I (Ix) 2 [ak—m, Ak+m+1] 2 [e,1 — €] para m > M
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por (3.3). Logo para mostrar que ([0,1], f) € topologicamente mizing basta mostrar que
para qualquer J intervalo nao degenerado existe k € Z el € N tal que fl(J) D I, assim
para m > M +1 temos que

f™(J) D fm Y I) D [e,1 — €] para m > M +1

e portanto temos que ([0, 1], f) é topologicamente mizing pela proposi¢io 3.3.1.

Notamos que f € 3-expansora logo para J intervalo ndo degenerado temos que existe | € N
tal que f'(J) cotem 2 pontos criticos diferentes pelo lema 38.4.5. Logo fY(J) D I para
algum k € Z.

3.5 Transitividade e Caos

Na secao 1.5 vimos o conceito de sensibilidade nas condigoes iniciais um fato interessante
que acontece com os mapas transitivos no intervalo é que esta é condicao suficiente para

definir caos porque vamos ver se um mapa ¢ transitivo entao tem oOrbitas densas.

Lema 3.5.1. Seja f : I — I uma funcdo continua, z,y € I e m,n € N. Seja J um subin-
tervalo de I tal que nao contém pontos periddicos de f e suponha que xz,y, f™(x), f*(y) €
J. Sex < f™(x) entio y < f™(y).

Demonstra¢do. Denotamos g := f™ vamos mostrar por inducgao sobre k € N que g*(z) > z
para todo k > 1. Por hipétese satisfaz-se para k = 1. Suponhamos que para um k£ > 1
temos que g'(x) > x parai=1,...,k — 1 e g¥(x) < x. Escrevemos

{g'(x) |i=0,1,....;k—1}={zg<a1 < - < ap_1}.
Notamos que & = g e x # x1 porque = nao é um ponto periédico. Temos que
Fla)<z=x9g<z1 < ap 1.
Existe j € {1,2,...,k — 1} tal que ¢/(x) = x1. Daf segue
9" ([zo, 21]) 2 [9"(2), 9" 7 (2)] 2 [0, 21]-

Logo pelo lema 3.1.2, g tem um ponto periédico em [z, x1]. Temos [zg,z1] C J porque
1 =min{g/(z) | j =1,...,k — 1} < g(=). Isto é uma contradigao porque J nao contém
pontos periédicos para f. Assim temos que ¢g¥(x) > x para todo k > 1.

Se suponhamos que f"(y) < y usando o mesmo argumento anterior (com o ordem
inverso) mostra-se que f¥"(y) < y para todo k < 1. Logo

" (y) <yex < fM(x).

Notamos que f™"((z,y)) 2 (z,y), onde (z,y) é [z,y] ou [y,z]|, pelo o lema 3.1.2 tem
um ponto fixo em (z,y) C J o qual é uma contradicdo porque em J f ndo tem pon-
tos periddicos. Portanto f™(y) > y, nao tem igualdade porque em J nao tem pontos
periddicos. O

Proposicao 3.5.2. Seja ([0, 1], f) um sistema dindmico topologicamente transitiva. Entdo
o conjunto de pontos periddicos € denso em [0, 1]
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Demonstragao. Se o conjunto dos pontos periédicos é denso entao este intersecta qualquer
aberto nao vazio. Vamos a fazer a prova por contradi¢do. Suponhamos que existem
a,b € I, com a < b, tal que (a,b) nao tem pontos peridédicos. Como [ é transitiva
pela observagao 2.1.3 o conjunto dos pontos transitivos é denso. Seja x € (a,b) tal que
x tem orbita densa. Assim existem m € N e 0 < p < ¢ tais que z < f"(z) < b e
a < fP(x) < fi(x) < x. Se tomamos y := f97P(x) temos que

a< fTPy)<y<az< f™(x)<b.

Mas isto é impossivel pelo lema anterior aplicado a J = (a,b). Portanto o conjunto dos
pontos periddicos é denso em 1. ]

observacao que transitividade em [0, 1] implica caos.
cota do § da definigdo de sensibilidade nas condicoes iniciais

-

Definicao 3.5.3. Seja ([0,1], f) um sistema dindmico e € > 0. Um ponto x € [0,1] ¢
e-instdvel (no sentido de Lyapunov), se para toda vizinhang¢a U de x eziste y € U e
n € N tal que |f™(x) — f*(y)| > €. Denotamos o conjunto dos pontos e-instdvel por U.(f).

Notamos que se U.(f) = [0, 1] para algum £ > 0 entao f é sensivel as condigoes inicias.
No seguinte lema vemos umas propriedades basicas de U (f).

Lema 3.5.4. Seja ([0, 1], f) um sistema dinamico € > 0. Temos a sequintes propriedades:
i) Para todon € N, comn > 1, U.(f™) C U(f).

ii) Para todo n € N, comn > 1, existe 6 > 0 tal que U-(f) C Us(f").

iii) f(U-(f)) CU(f)

Demonstragdo. i)Trivial.

ii)A funcdo f é uniformemente continua porque [0, 1] é compacto. Assim, existe § > 0
tal que

se |z —y| < & implica |f(z) — f'(y)| < e parai=0,1,...,n — 1. (3.4)

Se x ¢ Us(f™). Entao existe uma vizinhanga U de x tal que para todoy € U e k € N
temos que |f*"(z) — f*(y)| < 8. Logo (3.4) implica |f*"*i(x) — fFFi(y)| < e para
1=0,1,...,n—1 e para todo k € N. Assim = ¢ U.(f). Isto prova que U:(f) C Us(f").

iii)Seja x € U.(f) e V uma vizinhanga de z. Primeiramente provaremos

existem infinitos n € N tal que existe y € Ve |f"(x) — f"(y)| > e. (3.5)

Suponhamos o contrario, existe ng € N tal que se |f™(z) — f"(y)| > € para algum y € V
e n € N entdo n < ng. Pela continuidade das funcées f, f2,..., f™ no ponto x temos que
existe 6 > 0 tal que

se |z —y| < & implica |f*(z) — f*(y)| < € para todo y € [0,1] e para k =0,...,ng. (3.6)

Seja W :=V N B(xz,d) é uma vizinhanga de . Sejay € W en € N. Se n < ng temos que
|f™(z) — f"(y)| < € por (3.6). Se n > ng entao |f™(x) — f"(y)| < e pela escolha de ny.
Isto é uma contradigdo porque x é um ponto e-estavel. Logo temos (3.5).
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Agora consideremos um conjunto aberto V contendo f(x). temos que U := f~1(V) é
um aberto que contém x. Por (3.5) temos que existe n € N, com n > 2, e y € U tal que
|f*(x) — f*(y)| > e. Se tomamos z := f(y) temos que |f"~1(f(z)) — f* ()| > . Por
tanto f(z) € Uz(f). O

Proposicao 3.5.5. Seja ([0, 1], f) um sistema dinamico. Entao

a) Se ([0,1], f) € topologicamente mizing entdo f € §-sensivel para todo § € (0, 3).

b) Se ([0,1], f) € topologicamente transitivo entao f € d-sensivel para todo 6 € (0, i)

Demonstracdo. a) Seja ¢ € (0,3), * € [a,b] e U uma vizinhanga de z. Pelo teorema
3.3.1, exite n € N tal que f*(U) 2 [e,1 — €]. Assim existem y,z € U tal que f(y) = ¢ e
f(z) =1 —¢. Isto implica

1-2 1
maxe{|f"(x) - @)L 1) - Pl = L =L
Logo @ 6 d-estavel para § := & — . Como ¢ é arbitrario temos que f é d-sensivel para

§€(0,3).

b) A2gora se ([0, 1], f) é topologicamente transitivo e nao topologicamente mixing. Pelo
teorema 3.2.1, existe ¢ € (0,1) tal que f([0,¢]) = [¢,1], f([e;1]) = [0,¢] e f2 |5 S? lje)
sdo topologicamente mixing. Fazendo um argumento similar da parte a) temos f? ’[o,c} é -
sensivel para § € (0, §). Pelolema 3.5.4 temos que [0, c] € Us(f) e f([0,c]) = [¢,1] € Us(f).

C
’ 2
0 € (O,%). Finalmente concluimos que f é d-sensivel para todo § € (0, %) ja& que
max{c,1—c} > 1

Assim f é J-sensivel para todo 6 € (0,5). Da mesma forma f é d-sensivel para todo

O]



Capitulo 4

Mapas Transitivos em R e [0, c0)

O objetivo deste capitulo é estudar sistemas dinamicos na reta(R) e na semi-reta([0, c0)).
Para isto comegamos vendo quais teoremas do capitulos 3 seguem valendo para tais. Depois
mostramos que um sistema é transitivo entao os pontos criticos e valores criticos sao nao
limitados [8]; mostraremos, através de exemplos, que a reciproca deste resultado nao
vale em geral. Por fim, mostraremos sob quais hipéteses adicionais temos a validade da
reciproca do resultado acima.

4.1 Revisitando o capitulo 3

Nesta secao observamos que teorema 3.2.1 e teorema 3.3.2 do capitulo 3 que continuam
sendo validos para sistemas dinamicos na reta e na semi-reta.

Notamos que R e [0, 00) sao espagos de Baire separaveis sem pontos isolados, logo pelo
teorema 2.1.2 ser topologicamente transitivo e ter uma orbita densa sao equivalentes. Logo
dizemos que f é transitiva se o sistemas dinamico (X, f) é topologicamente transitivo ou
tem orbita densa para X = R ou [0, c0).

Também notamos que as propriedades totalmente transitivo, weakly mixing e topolo-
gicamente mixing sao equivalentes para mapas em R e [0, 00). Também notamos que na
reta e na semi-reta nao se pode definir um analogo de mapas exatos, pois para U aberto
nao vazio de R (resp. [0,00)) que esta contido num compacto K entao f™(U) sempre é
limitada para toda n € N e ndo pode ser todo o R (resp. [0,00)).

A proposigao 3.2.1 continua sendo vélida para R e [0,00) pois na prova nao usamos o
fato de [0, 1] ser compacto; usamos as propriedades do w-limite, a conexidade de [0,1] e
que o sistema dinamico ([0, 1], f) sempre tem um ponto fixo e isto continua sendo verdade

para os sistemas dinamicos em R e [0, 00).

Proposicao 4.1.1. Seja (R, f) (resp. ([0,00), f)) um sistema dinamico transitivo. Entdo
f tem pelo menos um ponto fixo.

Demonstragao. Como f é transitiva existe xg € R(resp. ([0,00), f)) tal que sua orbita é
densa por isto existe m € N tal que f™2(zg) < f™(x0) < f™!(x). Assim pelo lema
312 f |(pm (o), fm+1(z)y f tem um ponto fixo, j& que

FU™ (o), [ (20))) 2 (f™ (wo), £ (x0)).

39
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Assim temos os seguintes resultados

Teorema 4.1.2. Seja (R, f) um sistema dindmico transitivo. Entdo sé acontece um dos
segquintes casos:

i) (R, f) € totalmente transitiva ou

ii) Eziste um inico ponto fixo ¢ € R tal que f((—oo,c]) = [c,00] e f([c,0)) = (—o0,].
Além disso, f? l(—o0,q] € 12 l[e,00) S0 totalmente transitivas.

Notamos que ii) do teorema 4.1.2 no caso de [0,00) nao faz sentido porque o sistema
dindmico ([0, 00), f) ndo pode ter dois subintervalos da forma [0, ¢] e [¢, o), onde ¢ é um
ponto fixo de f, tais que f([0,c]) = [¢,00) e f([c,00)) = [0, ¢]| pois f(]0,¢]) é um conjunto
limitado. Logo o teorema 4.1.2 no caso de [0, c0) fica

Teorema 4.1.3. O sistema dinamico ([0,00), f) € transitivo se e somente se ele é total-
mente transitiva.

Observagao 4.1.4. Analogamente em R e [0,00), para ter caos sé basta que o sistema
dinamico seja transitivo.

A proposicao 3.3.1 nos da uma caracterizagao de topologicamente mixing no intervalo.
Com isto em mente podemos caraterizar ser topologicamente mixing em R e [0, 00). Sejam
(an)nez € (bp)nez sequéncias de nimeros reais crescentes tais que

lim a, =—-0c0, lim a, =00, lim b,=0e lim b, = co.
n——oo n—oo n——oo n—oo

Proposicao 4.1.5. O sistema dinamico (R, f) € topologicamente mixing se e somente se
para todo M € N e J intervalo nao degenerado existe N € N tal que f™(J) 2 [a—nr, ap]
para todo n > N.

Proposigao 4.1.6. O sistema dindmico ([0,00), f) € topologicamente mizing se e somente
se para todo M € N e J intervalo nao degenerado existe N € N tal que f"™(J) 2 [b_nr, bas]
para todo n > N.

A demonstracao das proposicoes 4.1.5 e 4.1.6 é similar a da proposicao 3.3.1.

No intervalo [0,1] o teorema 3.5.2 nos diz que se um sistema dinamico ([0, 1], f) é
transitivo entao o conjunto de seus pontos periddicos é denso. Na prova do teorema 2.1.2
notamos que se usa a ordem em R e o teorema do valor intermedidrio. Logo esto continua
sendo valido para sistemas dindmicos em R e [0, 00).

Teorema 4.1.7. Se o sistema dinamico (R, f) (resp. ([0,00), f)) € transitivo. Entéo o
conjunto dos pontos periddicos de f € denso em R (resp. [0,00)).

Assim podemos provar o andlogo do teorema 3.3.2 para os sistemas dinamicos em R e
[0, 00).
Teorema 4.1.8. Os sistemas dindmicos (R, f) e ([0,00), f) sdo topologicamente mizing

se, e somente se, sao totalmente transitivos.

A prova é a mesma que a prova do teorema 3.3.1, se mostra que se o sistema dindmico
é totalmente transitiva entao ele satisfaz a caracterizagao da proposigoes 4.1.5 e 4.1.6.
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4.2 Mapas Transitivos em [0, c0)

Nesta secao mostraremos algumas consequéncias de ter um sistema dinamico [0, 00) tran-
sitivo como sua imagem contem o intervalo (0,00), o conjunto de seus pontos criticos é
nao limitado e o conjunto dos valores criticos também nao é limitado. Com estas hipdteses
em mente mais outras adicionais damos um teorema reciproco.

Proposicao 4.2.1. Se ([0,00), f) € um sistema dinamico transitivo entdo sua imagem
contem o intervalo (0,00).

Demonstragao. Como f é transitiva existe x € [0, 00) tal que sua orbita é densa em [0, o).
Para N € N existem k,! € N tais que f¥(z) < % < N < fl(x) logo, pela conexidade de
R, temos que

FEF @), 7)) 2 [ N

Como N ¢ arbitrdrio temos que f([0,00)) 2 (0, 00). O
Para os seguintes teoremas lembremos a defini¢cao de ponto critico.

Definicao 4.2.2. Seja o sistema dindmico ([0, 00), f) dizemos que ¢ € [0,00) € um ponto
critico se para toda vizinhanca V' de c existem y,z em V', comy # z, tal que f(y) = f(z).
Dizemos que f(z) é um valor critico se z € um ponto critico.

Observagao 4.2.3. e Notamos o conjunto dos pontos criticos por Crit(f).
e Para o sistema dinamico ([0, 00), f) 0os mdzimos e minimos locais saGo pontos criticos.
e O conjunto dos pontos criticos € fechado.

Proposicao 4.2.4. Seja ([0,00), f) um sistema dinamico transitivo entao o infimo dos
valores criticos € 0.

Demonstragdo. Suponhamos que existe a > 0 tal que

a=inf{f(x) |z € Crit(f)}.

Vejamos que o intervalo [a,00) é invariante, ja que se z € [a,00) temos que f(x) > f(c)
para algum ¢ € Crit(f), isto porque Crit(f) é nao limitado corolario 4.2.6, e a > f(c) para
todo ¢ € Crit(f). Logo f([a,00)) C [a,00) 0 qual é um absurdo porque f é transitiva. [

Teorema 4.2.5. Seja ([0,00), f) um sistema dindmico tal que o conjunto dos pontos
criticos € limitado. Entao existe um intervalo proprio, fechado, nao degenerado invariante.

Demonstracao. Se existem dois pontos fixos = < y tal que entre eles nao existem pontos
criticos, entdao f é mondtona crescente em [x,y] e o intervalo [z,y] seria invariante e
teorema seria provado. Seja Fiz(f) o conjunto dos pontos fixos e suponhamos que entre
dois pontos fixos existe sempre existe um ponto critico. Como o conjunto dos pontos
criticos € limitado entdao conjunto dos pontos fixos é limitado.

Seja Crit(f) o conjunto dos pontos criticos de f. Como Crit(f) é fechado e limitado
em [0,00) entdo Crit(f) é compacto. Assim f(Crit(f)) é compacto, fechado e limitado,
porque f é continua. Logo existe d > 0 tal que

Crit(f) U f(Crit(f)) U Fiz(f) C [0, d).
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Em [d,00) f é estritamente mondtona e sem pontos fixos.

Se f é decrescente em [d,00) entao f seria limitada. Seja ¢ o supremo da imagem de f,
entao o intervalo [0, ¢| é invariante.

Se f é crescente em [d, 00) temos dois casos: um no qual o grifico de f esta sobre ou
debaixo da diagonal em [d,00) . Se f(z) > z para todo x > d entdo [d,c0) é invariante.
No outro caso temos que f(z) < x para todo = > d entao [0,d] é invariante O

Corolario 4.2.6. Seja ([0,00), f) um sistema dindmico transitivo entdo o conjunto dos
pontos criticos nao € limitado.

Teorema 4.2.7. Seja (]|0,00), f) um sistema dindmico tal que sua imagem contem a
(0,00). Se os pontos criticos de f sao limitados se e somente se seus valores criticos sGo
nao limitados.

Demonstragao. Seja Crit(f) o conjunto dos pontos criticos de f. Como Crit(f) é fechado
e limitado em [0, 00) entao Crit(f) é compacto. Assim f(Crit(f)) é compacto, fechado e
limitado, porque f é continua.

Agora vamos provar a reciproca. Se f(Crit(f)) é limitado existe M > 0 tal que
f(Crit(f)) C [0, M]. Seja

A =U{[a,b] :a <bcom a,be Crit(f)}.

Logo f(A) C [0, M] porque para a e b pontos criticos temos que f([a,b]) C [0, M] pois o
méximo e minimo de f em [a, b] sdo pontos criticos e seu valor esta limitado por M. Se
Crit(f) é nao limitado, entdo A = R o que nos diz que a imagem de f é limitada o qual
é um absurdo porque f é sobrejetiva. Portanto Crit(f) é limitado. O

Até agora temos que se um sistema dinamico ([0, 00), f) é transitivo entao o conjunto
de seus pontos criticos é nao limitado (corolario 4.2.6), conjunto de seus valores criticos é
nao limitado (teorema 4.2.7) e seu infimo é zero (proposicao 4.2.4). Esta condigoes ainda
nao sao suficientes para ter um teorema de volta pois podemos construir um mapa que
satisfaz estas condigOes e nao é transitivo pois tem um intervalo préprio, fechado com
interior nao vazio e invariante. Além disso também notamos que f a pode ser expansora.

Figura 4.1: Mapa nao transitivo satisfazendo sobrejetiva, 2-expansora, pontos e valores
criticos nao limitados.

Teorema 4.2.8. Seja ([0,00), f) um sistema dinamico tal que satisfaz:
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a) O conjunto dos pontos criticos Crit(f) € contdvel e nao limitado, isto é, Crit(f) =
{zn < Tpy1:n € N} € nao limitado. E n := sup{zp41 — x, : n > 1} € finito e

< (xg + 1)332

n < 5 (4.1)

b) O conjunto dos valores criticos satisfaz

2n

—— paran > 1.
xgn—l-lp B

f(xo) <21, f(xon—1) > xon—1 +2n e f(x2,) <

c) A funcao f é A-expansora com X > 2, isto é, para todo x,y € I onde f € mondtona
em I temos que

[f(z) = fW)] = Az —yl.
Entao ([0,00), f) € topologicamente mizing.

Demonstragao. Notamos de a) e b) os seguintes limites

nh_}rrgo Ty = 00, nh_}rglo f(zant1) =o€ nh_)rglo f(zan) = 0. (4.2)

Vejamos que os pontos criticos de f sdo minimos ou méximos locais. Como f nao pode ser
constante num subintervalo de [0,00) porque se fosse assim entao o conjunto dos pontos
criticos seria infinito ndo contével. Vemos que xgp = 0 e que como f(0) < 27 ent@o zo
é um minimo local, de ai temos que z1; é um méximo local e x5 é minimo local de aqui
deduzimos que os pontos criticos {2, }n>1 sdo minimos locais e {Z2p41}n>1 80 maximos
locais.

O conjunto dos pontos criticos de f é um conjunto discreto ou seja que nao tem pontos
de acumulacao pois se tivesse um ponto de acumulacao z entao existe uma subsequéncia
de mdximos locais convergente, isto é, zan;+1 — 2 quando j — oo. Logo, o conjunto dos
valores criticos {f(z2n+1)}n>1 teria uma subsequéncia convergente, isto é, f(x2n;11) —
f(2) quando j — oo o qual é uma contradigao por (4.2).

Vejamos que ([0, 00), f) é topologicamente mixing. Notamos que nos intervalos [zy,, Z,+1]
para n > 0 temos que f é monétona. De (4.1) temos que

2n 2n
< < < >1
:E2n+1 S $2+1 S T S Top paran =~

assim

f((wo,21)) 2 (21, 21 + 2n) 2 (21, 23),

f((x2n, Tan41)) 2 = ,Tont1 + 21 ) O (Tant2, Tan+3)
Top + 1
e
2n
f((xan—1,22n)) 2 o1+ 21 ) O (22n, Tont1)
Top + 1
logo

(zan, T2 1)4>f <277 9 3) f < 2n To 5) .
ny L2n+ an_’_la n-+ $2n+2+17 n+
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f 2n f 2n f
(xon—1, Ton) —> Ton+1 Top4s | — -

Top + 17 Topyo + 17

Em resumo, notamos que cada iteracao do intervalo (z,,Zn+1), para n > 1, contém ele
mesmo e vai crescendo cada vez mais ate intersectar qualquer intervalo da semi-reta, por
isto uma vez que intersecta continua intersectando nas seguintes iteradas.
Logo para mostrar que ([0, 00), f) é topologicamente mixing usando a proposi¢ao 4.1.6
basta que para qualquer J intervalo ndo degenerado exista k& € N tal que f*(J) D
A

(%5, Zny1) para algum n € N. Notamos que f é A-expansora com A > 2 entdo (5)" — oo

quando n — oo, assim existe k € N tal que

] <;>k S . (4.3)

Suponhamos que J nao contém pontos criticos, logo f é mondtona em J, assim temos
|f(J)] > AlJ|. Se f(J) contém dois pontos criticos pela conexidade de f(J) este contém
dois pontos criticos consecutivos e terminamos a prova. Se f(J) contém um tnico ponto
critico entao podemos dividir J em dois subintervalos disjuntos Ji e Jo tal que JyUJy = J.
Temos que f é monétona em cada intervalo Jy e Jy e

/1

3 © Lf(J)| = AlJi| = >\|J| para algum i = 1,2.

il = E)
Assim continuando recursivamente com este processo em caso de que J, f(J), f2(J), ...,
f%(.J) ndo contem dois ou mais pontos criticos entao existe .J' subintervalo nao degenerado

de J tal que
A\
£ > | <2> paral=0,1,...,k. (4.4)

Logo juntando (4.4) e (4.3) tem-se que f¥(J’) deve conter dois pontos criticos consecutivos.
Portanto o sistema dinamico ([0, c0), f) é topologicamente mixing. O

Exemplo 4.2.9. Seja ([0,00), f) um sistema dindmico definido da sequente forma para
n € N definimos
sen =20

S| NI

f(n):= sen € paren#0
n—+2 sen é impar
e em [n.n + 1] de modo linear para n € N.
Vejamos que ([0,00), f) satisfaz as hipdteses do teorema 4.2.8

a) Pela definicao da f temos que Crit(f) = {x, = n | n € N} que € contdvel e ndo

limitado,
. ro + 1)z
N =sup{zpt1 — Ty | Ty € Crit(f),zn < Tpt1} =1< M = 3.
b) O conjunto dos valores criticos satisfaz
1
f(zo) = 3 <2 =2,
1 2 2
flxon—1) =2n+3 > x9,-1+2n e f(xe,) = n paran > 1.

— < —
2n T 2n+1 xop +1
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c) A fungao f € A-expansora com X\ > 2. Como f € linear em [n,n + 1] pelo teorema do
valor meio sd basta calcular a pendente em [0,1], [2n — 1,2n] e [2n,2n + 1], assim

f(1) - f(0) 1_5

o ‘T2
f@n)—f@n—-1) 1 5
2n — (2n — 1) _%_(2”+1)§—§pamn21e
f@n+1)— f(2n)

1 5
=92 ——>2 2> — > 1.
S — n+3 o = n+ >2pamn_

Assim f € g—expcmsom. Logo pelo teorema 4.2.8 o sistema dinamico ([0,inf), f) é

MATING.

T+ 2

Figura 4.2: Mapa mixing em [0, co)

Observagao 4.2.10. O ezemplo 4.2.9 € sistema dindmico transitivo onde f ndo € sobre-
jetiva pois f([0,00)) = (0, 00)

4.3 Mapas Transitivos em R

Nesta segao de forma similar que na se¢do anterior veremos que se (R, f) um sistema
dinamico é transitivo entao o conjunto de pontos criticos e valores criticos nao é limitada,
as provas sao similares mas no caso da reta desprendem mais casos. E tambem damos
condiciones sufientes para ter um mapa transitivo.

Da mesma forma que na segao anterior denotaremos por C o conjunto dos pontos
criticos de f. Notamos que a proposicao 2.1.11 continua sendo valida na reta. Lembramos
do exemplo 4.2.9 que na semi-reta isto nao é valido.

Proposicao 4.3.1. Se (R, f) é um sistema dindmico transitivo entdo ele € sobrejetivo.
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Demonstracao. Como f é transitiva existe z € R tal que sua orbita é densa em R. Para
N € N existem k,l € N tais que f¥(z) < —N < N < f!(x) logo, pela conexidade de R,
temos que

FUF ), f7H(2))) 2 [-N, N,

Como N ¢ arbitrario temos que f é sobrejetiva. O

Teorema 4.3.2. Seja (R, f) um sistema dinamico. Se Crit(f) é limitado entdo existem
p < q em R tal que [p,q] ou (—o0,p| ou [g,00) ou (—oo,p) U (g,00) € invariante.

Demonstragao. Se existem dois pontos fixos < y tal que entre eles nao existem pontos
criticos, entao f é mondtona crescente em [z, y] e o intervalo [z, y| seria invariante e teorema
estaria provado.

Se nao temos o caso anterior, entao temos que Fiz(f), o conjunto de todos os pontos fixos
de f, é limitado pois Crit(f) é limitado. Como Crit(f) é um conjunto compacto, ja que é
fechado e limitado em R. Logo, f(Crit(f)) é compacto pois f é continua. Entao existem
numeros reais ¢ < d tais que

(Crit(f) U f(Crit(f)) U Fiz(f)) € [c,d].
Agora consideramos trés casos.

Caso a) Suponha que existe z > d tal que f(z) > z. Entao temos que f(z) > x para
todo x > d porque nao existem pontos criticos e pontos fixos maiores que d. Logo o
intervalo [d, c0) é invariante.

Caso b) Usando o mesmo argumento que no caso a). Se existe um x < c¢ tal que f(z) < =z,
temos que o intervalo (—oo, ¢] é invariante.

Caso c) Se o caso a) e b) nao sao satisfeitos temos que f(x) > x para todo z < c e
f(z) < x para todo > d. Vamos considerar trés subcasos. Sabemos que f é

mondtona em (—oo, ] e em [d, 00).

Caso c.1) Se f é crescente em (—o0, c]U[d, 00). Vamos ver que [c,d] é um intervalo
invariante. Seja a e b o infimo e o supremo de Crit(f) respetivamente. Entao
fla, b] esta contido em qualquer intervalo que contenha f(C') ja que todo os maximos
e minimos locais devem estar em f(Crit(f)). Além disso, se ¢ < = < a entao
fle) < f(z) < f(a), dai f é crescente em [c,a] porque em [c,a] ndo tem pontos
criticos, da mesma forma f[b,d] estd contido em [c,d]. Logo [¢,d] é um intervalo
invariante ji que a imagem de [c, al, [a, b] e [b, d] estd contida em [c, d].

Caso c.2) Se f é crescente em (—00, c] e decrescente em [d, 00) ou vice-versa. Entao f
nao é sobrejetiva. Suponhamos que f é crescente em (—o0, ¢| e decrescente em [d, c0)
vemos que f é limitada superiormente ja que sup f(R) = sup f[c, d] logo a imagem
de R pela f é um raio invariante. Da mesma forma se f é decrescente em (—oo, c] e
crescente em [d,00) vemos que f é limitada inferiormente ji que inf f(R) = inf [c, d]
logo a imagem de R pela f é um raio invariante.

Caso c.3) Se f é decrescente em (—o0,c] U [d,00). Vamos assumir que

EI_D flx)=ce xh_>n010f(3:) = —00
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ja que se a f for limitada inferiormente ou superiormente nao terifamos nada por
provar porque ja terfamos um intervalo invariante, a imagem de f.

Como o lim,_,~ f(z) = —o0 temos que existe zy > d tal que f(zp) < c¢. Entao
no raio [zg,00) é crescente pela f2. Suponhamos que existe y € [zg,00) tal que
f?(y) > y. Entdo nao dificil mostrar que o conjunto

(—OO, f(y)] U [y7 OO)

é invariante. Como f[y,o0) = (—o0, f(y)] C (—o0, c] logo f3[y,0) = f(—o0, f(y)] =
[f2(y),00) C [y,00). Agora se ndo existe y € [xg,0) tal que f?(y) > y temos que
f?(x) < z para todo = > xq.

Afirmamos que [f(xg), x| é invariante. Notamos que f é decrescente em (—o0,a] e
[b,00). Se t € [f(x0),a] entdo f(t) < f2(zo) < xo pois f é decrescente em (—oo, al, e
f(b) > f(a) > ¢ > f(xp). Da mesma forma, se t € [b, z9] temos que f(zo) < f(t) <
f(b) < d <z, ja que f é decrescente em [b,00). Se t esta em [a,b] entdo f(t) esta
em [c, d] que esta contido em [f(zg,zp)]. Logo temos

f([f (o), a] Ula,b] U b, z0]) € [f(x0), o]
Portanto [f(x0), zo] é invariante.
O

Corolario 4.3.3. Se (R, f) € transitivo. Entao Crit(f) € nao limitado. Em particular f
ndo pode ser um polinéomio.

Teorema 4.3.4. Seja (R, f) sobrejetivo. Entdo se Crit(f) € limitado se, e somente, se
f(Crit(f)) é limitado.

Demonstragao. Notamos que se Crit(f) é limitado entdao f(Crit(f)) é limitado pois
Crit(f) seria compacto e f é continua.

Para mostrar o reciproco primeiro notemos que se a e b sao dois pontos criticos com
a < b entao os valores onde sao atingidos o maximo e o mi minimo sao pontos criticos.
Como f é continua em [a,b] entdo f atinge seu méximo. Seja c este, isto é, f(c) > f(t)
para todo t em [a,b]. Se a < ¢ < b nao é dificil ver que ¢ é um ponto critico. Se ¢ = a ou
¢ =bja é um ponto critico. Da mesma forma mostra-se que o valor onde atinge o minimo
é ponto critico.

Se f(Crit(f)) é limitado existem m < M em R tal que f(Crit(f)) C [m, M]. Seja

A =U{[a,b] :a <bcom a,be Crit(f)}.

Logo f(A) C [m, M] pois para a e b pontos criticos temos que f([a,b]) C [m, M] porque o
maximo e o minimo de f em [a, b] sdo pontos criticos e seu valor esta limitado por M e
m. Consideramos trés casos.

Caso a) Se Crit(f) nao é limitado inferiormente e superiormente, entao A = R. Logo a
imagem de R pela f esta contida em [M,m] o qual é uma contradigdo porque f é
sobrejetiva.
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Caso b) Se Crit(f) é limitada inferiormente. Seja a = inf Crit(f). Entao A = [a, ),
porque senao estamos no caso a). Entao f é estritamente mondétona em (—oo, al.
Assim a imagem de R pela f esta contida em (—oo, f(a)] U [M, m] se f é crescente
em (—oo,al e [m, M]U[f(a),o0) se f é decrescente em (—o0, a]. Nestes casos tem-se
uma contradicao por que f é sobrejetiva.

Caso c) Se Crit(f) ¢ limitada superiormente. Da mesma forma que no caso (b) mostra-
se que chega a uma contradigdo. Finalmente temos que se f(Crit(f)) é limitado
entdo Crit(f) é limitado.

O]

Temos que se (R, f) é transitivo entdo f é sobrejetiva, o conjunto dos pontos criticos
nao ¢ limitado e o conjunto dos valores criticos nao é limitado. Mas esto nao ¢é suficiente
para ter um teorema com a reciproca. B possivel mostrar um sistema dinamico (R, f) onde
f é sobrejetiva, o conjunto dos pontos criticos é nao limitado e a imagem do conjunto dos
valores criticos é nao limitado e f NAO ¢ transitiva. Exemplo figura 4.3, todas todas as
6rbitas sao crescentes x < f(z). Além disso é expansor

Figura 4.3: Mapa satisafazendo

Nos seguinte teorema nos da condigoes suficientes para que f seja uma fungao transi-
tiva.

Teorema 4.3.5. Seja (R, f) um sistema dinamico tal que satisfaz:

a) O conjunto dos pontos criticos Crit(f) € contdvel e nao limitado, isto €, Crit(f) =
{zn < xpy1 : n € Z} € nao limitado superiormente e inferiormente. E n :=
sup{Zp4+1 — Tpn : M € Z} € finito.

b) O conjunto dos valores criticos satisfaz

f(zan) > xon + 21 € f(zant+1) < Tont1 — 21 para n € Z. (4.5)
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c) A funcgao f € A-expansora com \ > 2.
Entao ([0,00), f) € topologicamente mizing.

Demonstracao. Da mesma forma que no teorema 4.2.8 mostramos que o conjunto dos
pontos criticos sao maximos e minimos locais, além disso é discreto. Pela 4.5 notamos que
0s pontos criticos z9, sdo maximos locais e x2, sdo minimos locais. Agora notamos que os
intervalos (2, Tn+1) satisfazem a propriedade de ser mixing. De 4.5 temos que

lim f(zen) =00e lim f(zapt1)= —00. (4.6)
n—00 n——0o0
Assim temos que
f f f
(Ton—1, Tan) — (Tan—3, Tant2) — (Tan_5, Topta) ——--- paran € Z
e
f f f
(an, Tont1) — (Ton—1, Tant2) — (Tan—3, Tap4a) —— -+ paran € Z.

Logo os iterados de (x,,x,+1) vao crescendo ate intersetar qualquer aberto na reta, por
4.6. Da mesma forma que na prova do teorema 4.2.8 mostra-se que dado .J intervalo
aberto nao degenerado de R temos que existem k,n € N tal que f*(J) 2 (zn,Tni1) 0 que
termina a prova. ]

Exemplo 4.3.6. Seja f : R — R definida do seguinte jeito. Os pontos criticos da f sdo
0s numeros inteiros Z. Seja n € 7. definimos

n+2 sen € par
f(n)f={ -
n—2 sen € impar

e no intervalo [n,n + 1] de modo linear.

Figura 4.4: Mapa Transitivo em R

Para mostrar que f é mixing. Vejamos que (R, f) satisfaz as hipdteses do teorema

4.3.5
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a) Os pontos criticos de f sao os inteiros, Crit(f) ={zp, =n|n€Z} e

n=sup{Tpy1 —xn | n €L} =1

b) Os wvalores criticos satisfazem

f@n)>2n+2ne f2n+1) <2n+1—2n paran € Z.

c) f € X-expansora com X\ > 2. Como f € linear em [n,n + 1] pelo teorema do valor meio
s0 basta calcular a pendente em [0,1], [2n — 1,2n] e [2n,2n + 1], assim

f(2n) — f(2n —1)
2n— (2n —1)

f@2n+1)— f(2n)
2n+1—2n

=2n+2—-(2n—-1-2)=5e

=2n+1—-2—(2n+2) = -3 paran € Z.

Assim f € 3-expansora. Logo pelo teorema 4.3.5 o sistema dinamico (R, f) é mizing.
Teorema 4.3.7. Seja (R, f) um sistema dinamico tal que satisfaz:
a) f(x)=—x para z <0.

b) O conjunto dos pontos criticos Crit(f) € contdvel e nao limitado, isto é, Crit(f) =
{Zn < Tpy1:n > 1} € nao limitado. E n = sup{zp41 — xn : n > 1} € finito e

g < 2t o (4.7)

c) O congunto dos valores criticos satisfaz

2n
Ton + 1

f(zan+1) < —mont1 — 21 e f(aoy,) > paran > 1.

d) A funcdao f é A-expansora com X > 2, isto €, para todo x,y € I onde f € mondtona
em I temos que

[f (@) = f(y)] = Ale —y.
Entao (R, f) € transitiva.
Demonstragdo. Seja g := f? |[0,00)- Notamos que g : [0,00) — R satisfaz
e Os pontos criticos de g sdo os pontos criticos de f uniao {0}

Crti(g) = {0} UCrit(f) = {0 =wg < 21 < -+ < @y < -+ }.

e Os pontos criticos satisfazem

2n
T2an + 1

g(zo) =0 < 2n, g(xon—1) > Ton—1+ 21 € g(x2,) < para n > 1,

onde n = sup{zp+1 — zp :n > 1}

e g é \-expansora com A\ > 2.
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Fazendo o mesmo raciocinio da prova do teorema 4.2.8 temos que

x) Dados U’, V' abertos nao vazios contidos em (0, 00) temos que existe k € N tal que
JFUHNV' #0.

Assim U, V abertos nao vazios de R a prova se divide em casos

i) Se UN(0,00) # 0 e VN (0,00) # 0. Escrevendo U' = U N (0,00) e V! =V N (0,00)
temos que sdo abertos nao vazios aos quais podemos aplicar %), assim temos que
existe k € N tal que

fRO)ynv o U)Ynv! £0.

ii) Se UN(0,0) # 0 e VN(0,00) = (). Escrevemos U’ = UN(0,0) e V' = f~1(V)N(0, c0),
logo aplicando *) a eles temos que existe k& € N tal que g*(U’) NV’ # (). Assim

0# F(FPU) V) C AU N V) € O N

iii) Se U N (0,00) =0 e VN (0,00) # 0. Escrevemos U’ = f(U), que é aberto porque f
é mondtona em (00,0) e V' =V N (0,00), logo aplicando *) a eles temos que existe
k € N tal que g*(U") NV’ # (). Assim

f2k;+1(U) NV D f2k(Ul) N V/ ?é @

iv) Se UN(0,00) =0 e VN (0,00) =(. Escrevemos U = f(U), que é aberto porque f
é monédtona em (00,0), e V/ = f~1(V) N (0, 00), logo aplicando x) a eles temos que
existe k € N tal que g"(U") NV’ # . Assim

0=f(fRU)NV)C AU NV C PO NV
Il

Exemplo 4.3.8. Seja f : R — R definida do sequinte jeito. Os pontos criticos da f sdo
0s numeros naturais. Seja n € N definimos

—T sex <0
flz)=¢-n—-2 sex=2n+1paran>1
—% sex=2n paran > 1

e no intervalo [n,n + 1], para n > 0, de modo linear.
Vejamos que f € transitiva. Notamos que x = 0 € seu unico ponto fixo e que

f(10,00)) = (=00,0] e f((—00,0]) = [0, 00).

Além disso, vemos que (|0, 00), f> [0,00)) € transitiva pelo teorema 4.2.8. Logo, existe
zg € [0,00) tal que w(zo, f?) = [0,00), assim para todo e >0 ey € [0,00) existe k € N tal
que

|2 (x0) —y| <e.

Vejamos que w(f(zo), f?) = (0,00]. Para e > 0 e z € (—00,0] por w(zg, f?) = [0,00)
existe | € N tal que | — z — f2(x0)| < & assim

|2 = [ (o) = |2 = (=[P (wo)| = | = 2 = [*(w0)| < e.
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—x—2

8=

Figura 4.5: Mapa transitivo em R nao mixing.

Logo temos que f ¢é transitiva pelo lema 1.2.4-iv) pois
w(@o, f) = w(@o, f2) Uw(f(wo), f*) = [0,00) U (=00,0] = R.

Tambem vemos que f nao mixing pois f ndo € totalmente transitiva, teorema 4.1.8.



Capitulo 5

Transitividade de Mapas
Alternantes em R\ {0}

Neste capitulo estudamos mapas transitivos na reta sem pontos criticos e sem pontos fixos
na reta(para mais ser precisos num subconjunto da reta). Pelo o teorema 4.3.2 sabemos
que se um sistema dinamico (R, f) é transitivo entao seu conjunto de pontos criticos é
infinito, se f fosse C! entdo f/(p) = 0 para todo p ponto critico.

No estudo da robustez da transitividade, para transformacoes diferencidveis na reta sem
pontos criticos conhece-se o seguinte resultado ([4],Teorema 1), o qual diz; dada f : R — R
diferencidvel e com um ponto critico entdo existe uma pertubacio C! e-préxima com um
ponto periédico atrator. Isto elimina que um mapa transitivo na reta com a topologia C*
seja robustamente transitivo pela proposicao 2.1.8.

Assim, se temos f : Dom(f) C R — R é C, transitiva sem pontos criticos entdo temos
que f'(x) # 0 para todo x € Dom(f), logo f ndo pode ser definida em toda a reta pois
de ser assim seria um homeomorfismo e os homeomorfismos na reta nao sao transitivos.
Assim existe pyg € R tal que pg ¢ Dom(f) e f ndo pode ser estendida a R. Neste capitulo
estudamos transformacgoes com s6 uma descontinuidade.

Na primeira se¢ao definimos os sistemas alternantes e damos condigoes suficientes para
ter um sistema alternante.

Na segunda secao se mostram condicoes necessarias e suficientes para que um sistema
alternante seja transitivo. Isto é tomado da teses de Munoz [7]

5.1 Sistemas Alternantes

Nesta secao apresentamos os sistemas alternantes e damos consicoes suficientes pra ter um
sistema alternante. Como falamos no comeco do capitulo estudaremos mapas da forma
f:R\ {0} — R diferenciaveis. Comegamos com algumas definigdes

Definicao 5.1.1. Seja f: R\ {0} — R uma funcao continua.

e Para z € R\ {0} definimos sign(z), o sinal do z, por sign(z) = 2l e{-1,1}
z

e Dizemos que f € transitiva se existe xg € R\ {po} tal que sua orbita é densa em

R.

53
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e Seja f: R\ {0} = R uma funcao continua. Dizemos que f € um sistema alter-
nante se satisfaz:

(SA1) Paratodon € N comn > 1, f~"(0) € um conjunto de 2" elementos diferentes
dos anteriores, assim o conjunto f~"t1(0)U--- U f1(0) U {0} tem 2" — 1
elementos diferentes.

(SA2) Para todo x € R tal que f(x) # 0 para n € N tem a sequinte propriedade:
a Orb(z, f) troca infinitas vezes de sinal. Para todo N € N existe M € N com
M > N tal que sign(fM(z)) = —sign(fN(z)).

Lema 5.1.2. Seja f : R\ {0} — R wma fungao tal que
i) f € continua.

ii) f € crescente em cada componente conexa de R\{0}, isto €, sex < y entdo f(x) < f(y).

iii) f((=00,0)) = f((0,00)) = R.

iv) O ponto pg = 0 é uma descontinuidade de explosao de f, isto €, a linha x = 0 é
assintota vertical a f tal que f(x) — oo quando x — 0~ e f(z) — —oo quando
x— 0.

v) f(x) = —o0 quando x — —o0 e f(x) — 0o quando r — o0

vi) O grifico de [ esta sobre o grdfico da identidade em (—00,0) e o grdfico de f esta
baizo o grdfico da identidade em (0, 00).

Se f satisfaz 1),...,vi) entdo f é um sistema alternante.

Demonstragdo. Consideremos f- = f |_o0) © f+ = f [(0,00)- Sabemos que estas sdo
continuas, crescentes, bijetivas sobre R e ndo tem pontos fixos por i), i), i) e vi) respec-
tivamente.

Pela monotocidade de f— e fi temos que f satisfaz (SA1). Sejam z,z7 € R tais que

Ty <0<xjef(zg)= f(rg) =0 (Notamos que f tem unicamente dois rafzes). Para zj e

zo existem x7,uy,ul, 2] € R tais que uj <0 <af,zy <0<uf, f(u]) = f(zf) =2

e f(uf) = f(z7) = z;. Vejamos que l’a <uy <0<af <af.

Se supomos que
> :Ul é uma contradicao ja que :1:0 > ZL‘l >0 aphcando f+ temos que 0 = f ({L‘O) >

f+(:cf) = xg > 0 o qual é um absurdo, assim z§ < z]. Agora se 0 > z; > u; aplicando

f- temos que 0 = f(zy) > f(u]) = xf o qual é um absurdo, assim z; < uj. Logo

Ty <uy <0<uxd <af.

Usando o mesmo argumento anterior mostra-se que r] < z5 < 0 < uf < zd. Assim

] <zy <up <0<uf <zf <azy.

Agora considerando a sequéncias do seguinte jeito

@T=ﬁﬂ%ﬁw+—ﬁ(n1)n2%7
{z7 = fTN(ag), 2y = [T (1), n>2},
{UT = f—;l<ma)’ uj{ = f—l(x;—1>> n > 2} €
{uy = M=), =y = 7N (2ty), n>2)
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De novo pela monotocidade de f_ e fi temos que as sequéncias (z;}),>1 € (u, )p>1 S380
crescentes e as sequéncias (), )n>1 € (u;})p>1 sdo decrescentes e

<oy <a] <Tp <up <uy < <0< <uf <uf <zf<af<ag <

o qual mostra que se satisfaz (SA1).
Agora para provar (SA2) so basta mostrar que

x} — 00, x, = —00 e ur — 0 quando n — oo.

Sabemos que (z;}),>1 € crescente. Suponhamos que existe a € R com a > 0 tal que z;} — a
quando n — 0o, como f(z;}) = x| pela continuidade da f temos que fi(a) = a o qual
¢ um absurdo porque f4 nao tem pontos fixos. Logo z;} — co. Da mesma forma mostra-se
que x,, — —oo quando n — 0.
Por outro parte notamos que f_(u, ) = x,. Assim se existe a € R com a < 0, se u,, — a
entao pela continuidade da f_ temos que f_(u,, ) =z} — f_(a) o qual é uma contradigao
porque f_(a) # oo. Logo u, — 0 quando n — oo. Da mesma forma mostra-se que
u,t — 0 quando n — oo.
Para finalizar mostraremos que para z € R tal que f"(z) # 0 para todo n € N exite N € N
tal que sign(f~(z)) = —sign(z). Suponhamos z > 0. Se z > x| existem =z, z;" | tais
que z}b < z < x:; 41 para algum m € N. Agora aplicando f; notamos que

zt = f_’ﬁ(:z::z) < f_’ﬁ(z) < f_’ﬁ(x:,gﬂ) = :U;LH#C parak=1,2,....m.
Para k = m temos 2§ < f7'(z) < zi aplicando fi temos que 0 < f™(z) < z{,
aplicando de novo fi temos que f™*2(z) < 0 = fi(z¢). Se 0 < 2z < z§ aplicando f}

temos que f(2) < 0 = fi(zd). Da mesma forma mostra-se para z < 0 exite N € N tal
que sign(fN(z)) = —sign(z). Portanto fica provado (SA2). O

O lema anterior nos da condicOes necessarias para saber ter um sistema alternante.
1

Um exemplo importante de um sistema alternante es la funcao de Boole B(z) =z —

Teorema 5.1.3. Seja f: R\ {0} — R uma fun¢ao diferencidvel tal que satisfaz
a) f € transitiva.

b) Eziste a € R, com a > 0, tal que f'(x) > a para todo x € R\ {0}.

Entao f € um sistema alternante.

Demonstragdo. Para mostrar que f é um sistema alternante vamos provar que f satisfaz
as hipoteses do lema 5.1.2.

As hipéteses i) e ii) do lema 5.1.2 sdo imediatas. A hipdtese v) do lema 5.1.2 se segue de
b).

A hipétese vi) do lema 5.1.2 nos diz que f nao pode ter pontos fixos como estd seu gréfico
respeito com a grafico da identidade. Ja que se existira p € R tal que é ponto fixo,
f(p) = p, entdo por b) teriamos que f([p,o0)) = [p,00) se p > 0 e f((—o0,p]) = (—o0, p]
se p < 0 o qual é um absurdo porque f é transitiva. Com isto em mente se f nao satisfaz
vi) se deveria ter que

f(z) > x para z > 0 ou f(z) < x para z <0
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em cada caso temos como f é crescente em cada componente conexa de seu dominio temos
que
f((O, OO)) C (0’ OO) ou f((—OO, 0)) C (_0070)

o qual é uma contradi¢do por que f é transitiva. Logo f satisfaz a hipé6tese vi) do lema
5.1.2.

Para mostrar a hipdtese iv) do lema 5.1.2 o faremos por contradigdo. Suponhamos que
existem c,d € R tais que

f(x) = d quando z — 0~ ou f(x) — ¢ quando x — 07.

Notamos que ¢ < 0 < d, isto porque f satisfaz a hip6tese vi) do lema 5.1.2. Também
temos que ¢ # 0 ou d # 0 ja que se ¢ = d = 0 teriamos que f é continua em R sem pontos
criticos o qual é um absurdo porque f é transitiva. Logo temos que

f((¢,0)U(0,d)) € (¢, d)

o qual é uma contradi¢do porque f é transitiva.

A hipétese iii) do lema 5.1.2 se segue de que f satisfaz as hipdteses iv) e v) do lema
5.1.2 e da conexidade de (—o00,0) e (0,00). Portanto f pelo lema 5.1.2 f é um sistema
alternado. O

5.2 Sistemas Alternantes Transitivos

Existem sistemas alternantes que nao sao transitivos. Ja que existem fungoes diferenciaveis
f:R\ {0} — R tais que satisfazem as hipdteses do lema 5.1.2 e existe zp ponto periédico
de perfodo 2 com f/(f(x¢)) < 1e f'(x9) < 1. Em este caso xy é um ponto periédico atrator
para f (existe A vizinhanga de z tal que f(A) C A), logo f nao pode ser transitiva.

Definigao 5.2.1. Seja f : R\ {0} — R um sistema alternante. Dizemos que f € um
sistema alternante crescente se satisfaz as hipoteses do lema 5.1.2.

Todo sistema alternante crescente induz uma estrutura, chamada estrutura de Markov
induzida pela f e notada por

(f7 (x'rjl:)nz()a (ui:)nZh ]P)fv Ia fII_>I)

onde
1)As sequéncias (z;})n>0, (2], )n>0, (W) )n>1, (4, )n>1 s@0 as construidas como no lema
5.1.2, istas sequéncias serao chamadas sequéncias induzidas pela f. Notamos que

flup,q) =, fFath) = zt e fm(x)) = 0 param,k € N com k > m,

flub ) =, fFa,) = z, e f"(z;,) =0 param,k € Ncom k >m

2) P é a particio induzida pelas sequéncias (2 )n>0, (u)n>1 € sera chamada partigio

induzida pela f sobre R. Consideramos os atomos da partigao Py, isto é

(B;H = (93;“’95;))71207 (B;LFH = (JU:{,I'ZH))@O

( n+l = (u;’u;—&-l))nZO? (I;r+1 = (UTJ;H’U;))TLZO
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notamos que eles tem a seguinte

f

I’r:—f—l B7J1r B:—l e Bii_ (07 x(—)i_)7
f _ f _ f f — f _
I;r+1 B, B, T By (Uo ,0). (5.1)

3) O intervalo I = [z, z¢] sera chamado o intervalo distribuidor de f. Notamos que
para todo x € R\ {0} existe n € N com n > 1 tal que f"(z) € I, isto por (5.1). Logo

U@ =R\ {o}.

4) A transformacgao fr: I — I definida por

fr(z) := @ (z) para z € T\ {f"(0) | n € N}.

onde n(z) = min{n € N | n > 1, f*(x) € I}. Notamos que fr estd bem definida para
quase todo ponto de I, exceto num conjunto de medida nula. A transformacio f; sera
chamada a transformacao induzida pelo intervalo distribuidor de f.

Notamos que se z € I, UL, entao fr(n) = f"(z).

Definigao 5.2.2. Seja f : R\ {0} — R um sistema alternante. Dizemos que f é ex-
pansiva se para todo z,y € R\ {0} tal que f™(z), f"(y) esta definida para todo n € N
evistem A # B dtomos da parti¢ao Py induzido pel f sobre R en € N com N > 1 tais que
fN@) e A e fNy) € B,

Teorema 5.2.3. Seja f um sistema alternante crescente. Entdao f € expansiva se e so-
mente se f € transitiva.

Demonstragdo. Vamos construir uma conjugagao entre o shift e a f. Seja A = R\ {z |
f™(x) = 0 para algum n € N} e ¥’ o subconjunto de sequéncias em ¥ exeto as que
terminam num cadeia de 0’s ou 1’s infinitos. Definimos h : A — ¥’ por h(z) = (an)nen,
onde
1 se f"(z)>0
ap =
0 se f*(z)<0.

De (AS2) da definigao 5.1.1 temos que se z € A entao existe a € X tal que h(z) = a.
A hipéteses implica que se z # y entao existe n € N tal que f™(z) < 0 < f™(y), logo h
é injetiva pois se © # y entdo h(z) # h(y). Vejamos que h é sobrejetiva . Para a € ¥’
denotamos @1 = {z € R |z >0} e Qo = {x € R| x < 0}. Definimos para n > 1

A = f_l(Qm)man
Ay = f_Q(Qaz)mf_l<Qa1)man

A = [7(Qay) NN fHQar) N Qup-

Se a € Y/ entao existe N > 1 tal que aj,as,--- ,ay_1 = ag e ay = ag + 1(mod 2). Logo
de (AS1) da definigao 5.1.1, temos que {A,},>1 é uma sequencia de intervalos compactos.
Tomamos z € Np>1 A4y, assim h(z) = a.
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A continuidade de h segue-se a continuidade de f.

Suponhamos que f é transitiva e f ndo é expansiva. Assim existem a,b € R, com
a < b, tal que para todo n € N temos que f™(a), f"(b) estdo no mesmo dtomo da partigao
Py induzida por f sobre R. Logo se U = (a,b) temos que

1. Para todo n € N temos que f™(U) esta contido num atomo de particao f.
2. Para todo n € N temos que f™(U) nao contém preimagens de zero.

3. Para todo n € N temos que f"(U) = (f"(a), f*(b)). Pela transitividade de f existe
N €N, com N > 1 tal que U N fN(U) # 0. Logo o conjunto

J=J o)
n=0

é um intervalotal que fX0(J) C J. De 1. e 2. existe A € P; (partigdo de R induzida
pela f ) tal que J C A. Em particular, J é um intervalo limitado. Entao, existe um
subintervalo de J com interior ndo vazio tal que f%°(J) C J. Isto é uma contradicio pois
f é transitiva. O

Definicao 5.2.4. Seja f: R\ {0} — R um sistema alternante crescente. Dizemos que f
€ afim se f € um segmento de linha reta em cada intervalo da parti¢io Py induzida pela
f em R. Também dizemos que f é uma fungdo impar se f(x) = —f(—x) para todo x # 0

Proposicao 5.2.5. Se f é um sistema alternante afim e impar entdo f € transitiva.

+

Demonstragio. Sejam (x7),>0, (ui)n>1 as sequéncias induzidas pela f, I = (zy,z]) o

intervalo distribuidor de f e

(I;H = (U;L?ur_wrl))nzo’ (Iqjﬂ = (U:H?Uﬁ))nzo

a particao induzida pela f de I. No caso linear é facil entender a transformacao f;: 1 — [
induzida pela f no intervalo distribuidor I. Lembrando como funciona a dindmica

Uy =y = x> s af s af =0

_l’_ — — — —
Uy = Ty =Ty > = x) =2y — 0.

Como f é afim e impar temos que f; é uma transformacao expansiva em I, isto é, f é um
segmento de linha reta em cada dtomo I tal que f1(I;) = (0,z¢), fi(I;}) = (z5,0) e
f1(z) > 1 para todo = € I onde f é diferencidvel. Para mostrar que f é expansiva vamos
a mostrar que para todo = € I\ {u | n € N} tem uma representacio tinica com respeito
a fr, ista é, para x € I e m,n € N definimos a sequéncia

n  se f'(z) € I
Ty =
-n  se fi'(z) e I, .

Notamos que se z # y em I\ {uf | n € N} entdo as sequéncias (7)n>0 € (Yn)n>0 S30
diferentes. J& que se fossem iguais isso nos diz que f"(x) e f"(y) sempre estao no mesmo
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elemento da particao de I induzido pela f; para todo n € N logo aplicando o teorema do
valor meio temos

") = £ @) = () (O)lly = 2 = A"y — 2

para algum ¢ no atomo que pertencem f"(y), f"(z) e com |f'(x)],|f'(y)| > A > 1 assim
para n suficientemente grande é uma contradi¢ao pois f"(x), f™(y) € I que é limitado.

Que esta representacao seja unica implica que a seguinte representacao também é tnica.
Para x € I e n € N definimos a sequéncia

. 1 se fi(x)>0
"o se fi'(xz) <O0.

Portanto f é expansiva e pelo teorema 5.2.3 f é transitiva. O

Exemplo 5.2.6. Seja f, : R\ {0} — R definida da sequinte maneira. Tomamos xp,a € R

comzg>1el—e<a<lparace >0 pequeno. Ponemosuf:% exf:%.

segmento unindo (—xo,0) com (uj ,x9) seu] >x > —xo

-1 se 0>z >wuy

fa(x) = ’
¢ segmento unindo (z9,0) com (z§,x0) sex] > x>
ax sex > o)

e definindo f, em (—oo, —xo] U (0, x0] do jeito que f seja impar.

Figura 5.1: Grafico de f,
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Corolario 5.2.7. f, € um sistema alternante transitivo.

Demonstragao. Notamos que f, é um sistema alternante crescente pelo lema 5.1.2. Vamos
mostrar que f, é expansiva. Observamos que

o a”
xf:i—neuizi— para n > 1.

Paran > 2 fixo e x € I, entao x € (_aZ;17_%) e
— 1 e x2an—1 1,2
(foi@) = f'@)f (F@) - (7 @) = ot > T = 6 >

onde (fq)r : I — I é a transformacao induzida pela f, sobre o intervalo distribuidor 1. O

resto da prova se segue como no caso afim.

O]



Trabalhos Futuros

Nesta dissertacao ficam alguns perguntas abertas para trabalhos futuros.

e Sera possivel reobter a transitividade de um mapa real com valores reais a partir de

uma dinamica simbdlica com infinitos simbolos.

e Sobre uma topologia razonavel nos mapa reais de valor real, é possivel obter transi-
tividade robusta.

e Os mapa considerados nos teoremas 4.3.5 e 4.3.7 s@o metricamente transitivos, isto
é, todo conjunto invariante, ou seu complementar, tem medida de Lebesgue nula.

e I relaxar as hipétese dos teoremas 4.3.5 e 4.3.7 para aumentar a gamma de exemplos

o E possivel encontrar uma medida invariante para mapas da forma dos teoremas 4.3.5
e 4.3.7.
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