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Resumo

Este trabalho, baseado no artigo Bounds for the degree in the Nullstellensatz,
de W. Dale Brownawell, publicado em Annals of Mathematics (1987), tem como
objetivo estudar os métodos utilizados por esse autor para obter uma cota supe-
rior nos graus dos coeficientes na equagao no Hilbert Nullstellensatz. W. D. Brow-
nawell utilizou resultados da teoria dos niimeros transcendentais, analise complexa
e algebra comutativa e obteve uma cota superior para o Nullstellensatz efetivo,
que é simplesmente exponencial no nimero de variaveis, valida apenas em carac-
teristica 0. Exploraremos o uso de formas de Chow de ideais unmixed, seguindo as
ideias de Yu. V. Nesterenko em [8]- [10], assim como as propriedades de resultan-
tes entre dois polindmios. Encontraremos uma cota inferior no médulo maximo de
uma sequéncia regular sem zeros em comum e, a partir de estimativas de varias

variaveis complexas, obteremos a cota superior nos graus de uma solucao.

Palavras-chave: Nullstellensatz efetivo; formas de Chow; cotas nos graus; anéis

polinomiais; ideais.

v



Abstract

This work, based on the paper Bounds for the degree in the Nullstellensatz, by
W. Dale Brownawell, published in the Annals of Mathematics (1987), is devoted
to the study of the methods used by this author to obtain an upper bound on the
degrees of the coefficients in the Hilbert Nullstellensatz equation. W. Brownawell
used results from the theory of transcendental numbers, complex analysis and
commutative algebra and gave an upper bound for the effective Nullstellensatz,
that is simply exponential in the number of variables, valid only in characteristic
0. We will explore the use of Chow forms of unmixed ideals, following the ideas
of Yu. V. Nesterenko in [8] - [10], as well as the properties of resultant between
two polynomials. We will find a lower bound on the maximum modulus of a
regular sequence having no common zeros and, from estimates of several complex

variables, we will obtain the upper bound on the degrees of one solution.

Keywords: effective Nullstellensatz; Chow forms; degree bounds; polynomial

rings; ideals.
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Introducao

Em 1893 D. Hilbert provou seu famoso teorema mostrando como os zeros
(Nullstellen) de um polinémio determinam se ele possui uma poténcia em um
dado ideal:

Hilbert Nullstellensatz: Se o polinomio () se anula em todos os zeros comuns
de P, ..., P,, em C", entao para algum e € N, temos Q° € (Py, ..., P,,).

Este teorema formou um dos trés pilares sob os quais Hilbert baseou sua teoria
de invariantes e ideais polinomiais. Como os outros dois membros desta tripla,
que sao o polinomio de Hilbert e o fato de ideais polinomiais sobre corpos serem
finitamente gerados, o Nullstellensatz também nao era efetivo; ou seja, nenhum
procedimento foi dado para determinar ou o expoente e ou os coeficientes usados
para expressar ()¢ em termos dos geradores Py, ..., P,.

Em 1929, J. L. Rabinowitsch mostrou que o Hilbert Nullstellensatz seguia do
seguinte caso especial que também é considerado como o Nullstellensatz.
Nullstellensatz: Se o ideal (P, ..., P,,) em C|xy,...,x,] = C[x] ndo possui zero

em C", entao existem Ay, ..., 4, € C[x] com
AP+ ..+ AP, = 1. (1)

Em 1980, D. W. Masser e G. Wiistholz usaram métodos classicos de G. Her-

mann para mostrar que pode-se ter

2n—1

deg A; < 2(2D)*



onde D > 1 é o grau méaximo de Py, ..., Py,.

Obtendo qualquer cota superior para deg A; teremos uma cota superior para e
usando o truque de Rabinowitsch.

E. Mayr e A. Meyer mostraram que a ordem de crescimento duplamente ex-
ponencial para deg A; obtida pelo método de Hermann é inevitavel, pois até para
expressar elementos lineares de (P, ..., P,,) em termos dos geradores P; temos
essa cota inferior, como mostra o préximo exemplo. Para k,D € N, D > 5,
Mayr e Meyer construiram polinémios Py, ..., P,i1 € Z[xy,...,x,],n = 10k, tais
que r1 — x, € (P, ..., P,y1) e mostraram que para qualquer solucao Ay, ..., 4,41 €
Zlxy, ..., x,] com g — 2, = APy +...+ A1 Py devemos ter deg A; > (D—Z)Qkfl.

Mas, era esperado que a situacao no Nullstellensatz fosse diferente e que os
A; pudessem ser encontrados com graus mais proximos da cota inferior deg A; >

D™ — D" como mostra o seguinte exemplo de Masser e Philipon com os P; dados

por

D D -
Ty, Tl — Ty, oy Tp_o— T, 41, L—xp_12,] .

Especializando em

{(D—=1)D"=2 ((D=1)D"=3

D-1 -1
€Ty = , Lo = yeeey Tpo1 =1 ; Ty =17,

para t # 0, obtemos para qualquer solugao de (1)

1=A4, (tD_lD”_Q ., tP7ID P 1) D=
) ) ) ’t b

que implica que deg, A; > (D —1)D"
Em 1987, W.D. Brownawell, usando resultados de teoria transcendental de

nimeros, mostrou que

deg A; < min{m,n}nD™™™™ 4 min{m, n}D. (2)



Um ano depois, Janos Kollar apresentou uma prova puramente algébrica, valida

em qualquer caracteristica, refinando a cota de Brownawell. Kollar obteve
deg A; P, < max{3, D}",

que é 6tima no caso D >3 em < n.

Neste trabalho vamos explicar, com mais detalhes e exemplos, o processo que
Brownawell seguiu para obter a cota (2). Para isso, destinamos o primeiro capitulo
para apresentar ao leitor os principais resultados da algebra comutativa que usa-
remos no texto.

O Capitulo 2 tem como objetivo definir formas de Chow e apresentar proprie-
dades a elas relacionadas. O leitor percebera que substituimos os Lemas 3,4 ¢ 5 de
[8] pelo Lema 2.8, que ja é suficiente para provarmos a Proposi¢ao 2.9 (Proposi¢ao
1 de [8]). Também apresentamos a ferramenta bdsica da nossa investigacao: a
Resultante entre dois polinomios.

O Capitulo 3 desenvolve o artigo principal para obter cotas nos valores ab-
solutos de formas de Chow e de resultantes. As propriedades de resultantes e de
normas aparecerao analogamente aos resultados familiares de resultantes classicas.
Uma diferenca principal é que agora a resultante nao elimina variaveis especificas
a menos que a forma de Chow original seja de dimensao 0.

O Capitulo 4 aplica os resultados dos capitulos anteriores para obter uma cota
inferior no médulo maximo de uma sequéncia regular sem zeros em comum. Entao,
a partir de estimativas de varias variaveis complexas, obtemos uma cota superior

nos graus de uma solucao.



Capitulo 1

Preliminares

Provamos alguns resultados, mas omitimos as demonstracoes de certos lemas e
teoremas classicos. Suas provas, assim como mais detalhes podem ser encontrados,

por exemplo, em [2] ou [1]. Seja R um anel comutativo com elemento unidade 1.

Definicao 1.1. Um anel R é noetheriano se qualquer conjunto de ideais de R

possui um elemento mazximal com respeito a inclusao.
Proposicao 1.2. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
e R ¢ noetheriano;
e Todo ideal de R € finitamente gerado;
e Toda cadeia ascendente de ideais de R para.

Exemplo 1.3. Um dominio de ideais principais é noetheriano. Logo, se k é corpo,

entao k[x] é noetheriano.

Teorema 1.4. (Base de Hilbert) Seja R um anel Noetheriano. Entdo o anel

polinomial R[z] € noetheriano.

Coroléario 1.5. Seja k um corpo. Entao k[xq,...,x,] € noetheriano.
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Notacoes:
e Spec(R) ={p S R; p é primo}.
e Max(R) = {m & R; m é maximal}.
Definicao 1.6. Dado [ ;Ct R ideal, o radical de I € o conjunto
VI={zcR;3IneN tal que z" € I}.

Definicao 1.7. Sejam I e J ideais de R. O ideal quociente de I por J € o
conjunto:

(I:gJ)={reR;rJCI}.

Definigao 1.8. Um ideal ¢ C R € primdrio, se vy € q implica © € q ou y" € q,

para algum n € N.
Exemplo 1.9. Se p € Spec(R), entao p € primario.

Proposicao 1.10. Se ¢ C R ¢é primdrio, entao p = \/q é primo. Neste caso,

dizemos que q € p-primdrio.

Demonstra¢ao: Sejam x,y € Rcom z -y € p ey ¢ p. Entao existe k € N tal
que (z-y)¥ = 2% - y* € Q. Para este mesmo k € N temos y* ¢ Q (pois y ¢ /Q).
Como @ é primério, existe n € N tal que 2" € Q). Logo, x € /Q = p. n

Lema 1.11. Se m € Max(R) e \/q =m, entdo q € m-primdrio.

Definigao 1.12. 1. Um ideal q ;Cé R ¢é dito decomponivel se q=q;N...Nq;
onde q; € p;-primario. Neste caso dizemos que q1 N ... N q; € uma decom-

posi¢cao primdria de (.

2. Se q C R é decomponivel com decomposicao primaria qy N ... N qs, dizemos

que tal decomposicao € minimal se:

>



(a) p; = \/q; sao todos distintos;
(b) ﬂi#qj ,Q CIZ,VZ = ]_, ..., S.

Lema 1.13. Se g ;Cé R ¢é decomponivel, entao q tem uma decomposi¢ao primdria

minimal.

Teorema 1.14 (Primeiro Teorema de Unicidade). Seja R um anel noetheriano.
Se q ;Ct R é um ideal com decomposi¢ao primdria minimal ¢ = q; N ... N qs tal que

P =40, 1t =1,..., s, entao

{p1,...,ps} = Spec(R) N {+/(q: x); x € R}.

Observagao 1.15. Como o conjunto {\/(q:z) ; x € R} depende somente de q,
seque que 0s p.s nao dependem da decomposicao minimal de q, mas somente de q.

Isso significa que tanto s quanto p;, i =1,..., 5 $Go Unicos.

Definigao 1.16. Se q = q1N...Nqs € decomposi¢ao primaria minimal, com q; sendo
p;-primdrio, entao cada p; é chamado de primo assoctado de q. O primo p; é
dito primo associado minimal (ou isolado) se ele for minimal (em relagao a
inclusao) na familia {py,...,ps}. Os primos associados de q que nao sao minimais

sao ditos imersos.

Exemplo 1.17. Sejam K um corpo, R = Klx,y] e q = (2% zy). Notemos que
q = (z) N (2%2y,y%). Sejam q1 = p1 = () e g2 = (2%, 2y,y?) = m*, onde
m = (x,y) € Max(R). Temos que qy € py-primdrio e pelo Lema 1.11, qa € m-
primdrio. Temos que q = q1 N qy € a decomposi¢cao primdria minimal de q e

{p1,m} sdo os primos associados de q, mas somente p; = (x) é primo isolado.

Defini¢ao 1.18. A altura de p € Spec(R) € definida por

ht(p) =sup{n € N; Ipo G p1 & ... S o =1, pi € Spec(R)}.



Definigao 1.19. Seja I ideal proprio de R. A altura de I é o minimo das alturas

dos ideais primos contendo I.

Definicao 1.20. Seja I ideal de R. Dizemos que I é unmized se todos os seus

primos associados sao minimais e possuem a mesma altura ht(1).

Exemplo 1.21. O ideal I = (2? — yw, 2® — zw?) C Rlw, z,y, z] € unmized. De

fato, a decomposicao primdria de I é:
I =(y*— 2z, 7y —wz, 2* —wy) N (2% — wy, wz, w?)

e 0s primos associados de I sao (y? —xz, vy —wz, x* —wy) e (r,w). Notamos que

I possui apenas primos minimais e ambos possuem altura 2.

Exemplo 1.22. Seja p ideal primo de R. O ideal I = p N q, onde ht(q) = ht(p)

e q € ideal primo, é unmized.

Observacao 1.23. Daqui em diante, consideraremos R como um anel noetheri-

ano.

Teorema 1.24. (Ideal Principal de Krull) Se um ideal primo p em R € minimo
sobre um ideal I C R, entdo ht(p) < p(I), onde u(I) é o nimero minimo de

geradores de 1.
Demonstragao: Ver [2], capitulo 5, Teorema 13.5. ]

Proposicao 1.25. Sejap C R um ideal primo de altura r. Entao existem elemen-
tos ay, ..., a, € p tais que p € minimo sobre (aq, ..., a,) e, além disso, ht(ay, ..., a;) =

1 para todo 1,0 <1 <.

Demonstra¢ao: Provaremos por indugao em r. A afirmagao é clara para r = 0,
entao considere r > 1. Escolha um ideal primo p contendo I tal que ht(p) =7, e

escolha uma cadeia po G p1 G ... G pr = p, no Spec(R). Entao ht(p,_1) =7 — 1.
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Por indugdo, existem aq, ..., a,_1 € p,_1 tais que p,_1 é minimo sobre (ay, ..., a,_1)
e ht(ay, ...,a;) =i para todoi,0 <i <r—1. Sejam ¢, ..., 45 todos os ideais primos
minimos sobre (ay, ..., a,_1). Entao, pelo Teorema 1.24, ht(q;) < r—1 para todo j.
Por outro lado, ht(q;) > ht(a, ...,a,—1) = r — 1. Logo ht(q;) = r — 1 para todo j.
Portanto, como ht(p) = r, p nao estd contido em nenhum dos ideais primos ¢y, ...,
math frakqs, logo p nao esta contido em q; U ... U g5 pelo Lema Prime Avoidance.
Escolha um elemento a, € p tal que a, ¢ q; U ... U qs. Afirmamos que todo ideal
primo contendo (ay, ..., a,) possui altura pelo menos r. Para ver isso, seja p’ algum
ideal primo contendo (a4, ...,a,). Entdo q; C p’ para algum j, e q; C p’, pois
a, ¢ q;. Portanto, ht(p’) > 1+ ht(q;) = r, e nossa afirmacao estd provada. Segue

que p é minimo sobre (ay, ..., a,) e que ht(ay, ...,a,) = r. O

Definicao 1.26. Um anel graduado é um anel R, junto com uma decomposi¢ao
R = ®d20 Ry de R em uma soma direta de grupos abelianos Ry, tais que para
quaisquer d,e > 0, Rg- R. C Rgy.. Um elemento de Ry é chamado um elemento

homogéneo de grau d.

Assim, qualquer elemento F' € R pode ser escrito unicamente como uma soma
finita de elementos homogéneos: F' = F| + ... + Fy, d = grau(F'), onde F; é um

polinomio homogéneo de grau ¢, ou seja, todos os monomios em F; sao de grau 1.

Definigao 1.27. Um ideall C A = R[X] é um ideal homogéneo se 1 = P . ,(IN
Ag).

Equivalentemente, um ideal I é homogéneo se ele possui um conjunto de gera-

dores de elementos homogeéneos.

Exemplo 1.28. O ideal I = (2* + y* + 2%, 2y + 2 + yz, 2°) em Clz,y, 2] € ho-

mogéneo.

Defini¢ao 1.29. Sejam I,m C k(xo,...,x,] ideais, com m primo. FEntio a sa-

turagdo de I com respeito a m ¢ o conjunto satn(I) := Uso(I : m'), denotado
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por (I : m*). Se nao tiver perigo de confusio, entao usaremos saty(I) = (I : m*).

Denotaremos por sat(I).
A préxima proposicao serd ttil no préoximo capitulo.

Proposigao 1.30. Seja I C R com a decomposi¢cao primdria minimal I = gy N
. NgNQ, com Q componente m-primdria, \/q; = p; e m & p; para todo i. Entdo
satm(l) = q1 N ... N qy.

Demonstragao:  (C): Seja a € saty(I). Entdo, para algum inteiro N > 0,
am’ C [. Isso implica que para todo i,am”™ C q; e am®™ C Q. Comom ¢ p; = NG
existe m € m \ p; tal que m" ¢ p;. Mas am® € q;, e como q; é p;-primdrio, temos
que a € q; para todo ¢, ou seja, a € q; N ... N .

(2): Sejab e gy N...Ng.. Como @ é m-primario e R é noetheriano, existe N tal
que m" C Q. Logo, bm®™ € (q; N...Nq;) NQ = I. Portanto, b € (I : m") C
sat(I). O

Lema 1.31 (Lema 2-(Nel)). Seja R[x] o anel de polinomios em uma varidvel
sobre R. Para cada ideal I de R, considere I[x] como a extensao de I a R[z] por

um homomorfismo f: R — R[z].
1. Sep é um ideal primo em R, entdo p[z| € primo em R]x].

2. Se I é um ideal p-primdrio em R, entdo I[x] € p[x]-primdrio em R|x], e o

expoente de I[x] € igual ao expoente de I.

3. Se I = (N,_,Ix € a decomposicio primdria minimal em R, entio I[x] =

Ni—y Ix[z] € a decomposicio primdria minimal em R|z].

4. Sejam p e x ideais primos, p # x. Entdo, (p : xV) = p para todo N, ou seja,

satx(p) = p.

5. ht(p) = ht(p[z]).



6. Se f : R — Ry é um homomorfismo de anéis e J = q1 N ...N¢qs € a
decomposicao primdria de J em Ry, entao f~*(J) = f~1(q1) N ...N f~(qs)

¢ decomposicao primdria.

Definicao: Por expoente de um ideal p-primario I, queremos dizer o menor
inteiro n tal que p™ C 1.

Demonstragao:

1. Notamos que plz| é o nicleo do homomorfismo de projecao

oi i — (5)

Logo, % =~ <§> [z]. Como p é primo, % ¢ dominio. Se <%> [z] nao fosse

um dominio, existiriam polinomios F, G tais que F'-G = 0. Mas comparando

coeficientes, deduzimos que isto implicaria que os coeficientes fossem diviso-

res de zero, os quais nao sao, pois % é dominio. Logo (%) [z] é dominio, e

Rlz]

» 3l € dominio e daf p[z] é primo.

consequentemente

2. Como I é primario em R, todos os elementos de ? sao nilpotentes. Seja

f e (?) [z], entdo f é um polindmio em z com coeficientes em (?), logo
f é nilpotente. Como % = (%) [x], temos que todos os elementos de %

sao nilpotentes, logo I[z] é primério em R[z|. Agora precisamos mostrar

que +/I[z] = p[z]. Para isso, note que % = (%) [z] = <\/£j> [z] = 5}[@]'
Logo,VI[z] = p[x].

3. I[z] = (ﬂ2:1 Ir) 18] = Ni_y Ix[7] é a decomposicio primaria de I[z] em R[x].
A decomposicao é irredutivel, pois:
(a V Ikl 7é V [kz
) I 2 ﬂ I; = Ljz] 2 ﬂ L]z

J#% J#Z
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4. Sejam f € x\peg € (p:xV) para todo N. Entao, fg € p. Como p é

primo, g € p, ou seja, para todo N, (p : xV) C p. A outra inclusdo é clara.

5. Seja r = ht(p). Entao existem ay,...,a, € p tais que p é um primo minimal
contendo o ideal (ay,...,a,) pela Proposi¢ao 1.25. Afirmamos que o ideal
primo plz] é minimo sobre o ideal (aq,...,a,)[z]. Para ver isto, considere
q € Spec(R)[x] tal que (ay, ..., a,)[z] C q C p[z]. Entao, tomando a contragao
desses ideais pelo homomorfismo f : R — R[z], obtemos (ay, ..., a,) € q° C p,
com ¢ primo. Como p era minimo sobre (ay, ..., a,), temos q° = p. Agora,
considerando a extensao, q 2 q° = p[z], e concluimos que p[z] = q, ou seja,
p[x] é minimo sobre (ay, ..., a,)[x]. Portanto, ht(p[x]) < r pelo Teorema 1.24.
Por outro lado, uma cadeia de ideais primos py C p; C ... C p, = p implica

em uma cadeia polz] C ... C p,[z] = p[z], portanto ht(p[x]) > r. Assim,
ht(pla]) = hi(p).

6. q; é p;-primdrio implica f~'(q;) é f~!(p;)-primério. Sejam ab € f~1(q;),a ¢
f~Y(p;). Aplicando f, obtemos f(a)f(b) € g; e f(a) ¢ p;. Como q; é p;-
primério, f(b) € q;, ou seja, b € f~1(q;). O

11



Capitulo 2

Formas de Chow

Neste capitulo definiremos as formas de Chow e apresentaremos algumas de suas

propriedades. Elas aparecerao na definicao de Resultante entre dois polindmios,

assunto que serd aprofundado no préximo capitulo. Formas de Chow, ou formas

de Cayley-Chow, sao uma poderosa ferramenta na eliminacao efetiva. Para mais

detalhes, recomendamos [8], [9] e [10].

Seja R um anel Noetheriano, e seja A = R[z, ...

, x| o anel polinomial nas

variaveis xo, ..., r, sobre R. Seja d um inteiro, 1 < d < n. Para todo i,1 < i < d,

e para todo 7,0 < j < n, considere w;;, uma nova variavel sobre A.

Considere X como o vetor linha (zy, ...,
(wij) de ordem dx (n+1). Portanto, R[zo, ...
serdo denotados por R[X]|, R[U] e R|U, X|, respectivamente.

Consideramos as formas lineares Ly, ..., Ly em R[U, X] : L; :

em forma matricial:

Ly Uio

Lo U20

Lq Udo

2

z,). Analogamente, U denotard a matriz

, T, Rutg, ..., ugn] € R[u1g, ..., Udn, To, -

n
j=0 Ui T4, ou



Seja I um ideal homogéneo em A. Considere o ideal (I,L1,...,Ls) C A[U]
gerado pelas formas lineares L1, ..., Ly e pelos elementos de I. Denotaremos por x
0 ideal em A[U] gerado por g, ..., z,. Usaremos as notacdes 1(d) e I(d) para os
ideais

I(d) := ((I, Ly, ..., Lg) : x) € A[U], onde M é um inteiro;

I(d) :=1(d) N R[U].

Observagao 2.1. Quando ndo tiver risco de confusio, iremos denotar 1(d) e I(d)

apenas por Tel , respectivamente.
Um dos objetivos deste capitulo é obter o seguinte:

Seja k um corpo algebricamente fechado com caracteristica zero. Seja I um ideal
homogéneo unmived de k[X] tal que ht(I) =n+1—d. Entdo I é um ideal
principal em k[U].

Defini¢ao 2.2. Chamamos qualquer gerador F de I uma forma de Chow para

I.

Observagao 2.3. Pela simetria da definicao, vemos que F é homogéneo e de
mesmo grau em cada um dos d conjuntos de varidveis uy, ..., Uq, € € invariante a
menos de um fator constante sobre permutacgoes de uy, ..., uq. O grau de Chow € o
grau total de F', denotado por 6; = 0p, com respeito a, digamos, Uy, ..., Ur,. (No

caso onde R € um corpo, F' coincide com o grau da variedade projetiva definida

pelo ideal ).

Para provarmos o resultado acima, precisaremos de alguns lemas. Primeiro,

considere as d matrizes antissimétricas S = (sglk)), 5, k=0,1,...,n;0=1,...,d,
(i)

e exceto pela relagao de antissimetria sgzk) + SSJ) = 0, as varidveis sjlk nao estao
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conectadas por nenhuma relacao algébrica sobre A.

0 s(()il) s(()g) o séi)n
S _ sﬁ} 0 sgg) . s%ﬁl
sﬁf[)) 553 sfg .0

Considere o anel A[S] obtido adjuntando a A todos os elementos syk) Vamos definir
um homomorfismo 6 : A[U] — A[S], qua atua como a identidade em A, e é dado
por O(ui;) =Y 1, 352 - 2. Como os u;; sao algebricamente independentes sobre
A, segue que 0 pode ser extendido a todo A[U]. Uma propriedade desta aplicacao
que serd importante para nés é que 6(L;) = 0 para i = 1, ..., d. De fato,

m n

0(L;) = Z O(usj) - x; = ij : Z syk) T = Z :vjzvk(s§2 + SS}) = 0.
3=0 k=0

j=0 0<j<k<n

Observagao 2.4. O anel A[S] é isomorfo a um anel polinomial Alsy, ..., s4]. Con-
sidere I[S] como o conjunto de todos os polindmios em A[S]| com coeficientes em

I. Por indu¢do no nimero de varidveis, temos que os itens (1), (2) e (3) do Lema

1.31 valem para o anel A[S].

Temos o seguinte diagrama de mapas.

TL»RMTJM»AM
/ﬂ//
R[U] & A[U]

O préximo Lema é uma importante caracterizacio para I ¢ A[U].

Lema 2.5 (Lema 1 de [8]). Seja G € A[U]. Entdo, G € I(d) se, e somente se,

0(G)-xM c I[9].

14



Demonstracio: (=) Se G € I(d), entdo G -xM C (I, Ly, ..., Ly). Ou seja,
G-x™ = bifi+..+bfi+aLi+..+aylg, (2.1)

onde a;,b; € A[U], I = (f1,..., fi). Aplicando # em ambos os lados de (2.1),

obtemos
B(G) - 0(xM) = 0(b1) - O(f2) + .+ O(b1) - 6(f1) + 0(ar) - O(L1) + ... + 6(as) - (L)

0(G)-xM = V- fi4..4b)- fi+d,-0+...4a-0 =V, fi+..4b-f, , onde ,a;,b, € A[S].

Ou seja, 0(G) - xM C I[9)].
(<) Suponha que 0(G) - x™ C I[S]. Considere py, ..., p, € R, nem todos iguais a
zero, e denote por g = > " p;- 2. Seja T = {¢g™} o sistema multiplicativo no anel

A[U]. Definimos um homomorfismo

Y A[S] — T HA[U]

enviando

. u .. J— 'Ll/ . .
QZJ(S(,L)) — 1) pk ik pj
g
e considerando que a aplicagao ¥ atua como a identidade nos elementos de A. Essa

aplicagao pode ser extendida a um homomorfismo de anéis.

Agora, considere as composicoes:
AlU] S AlS] L T AU,
Temos
Yol(u;) = ngk x| = r (Wij i Tp — Wik Dj - Tk —uij—E-Li. (2.2)
Vemos que
2/) o e(uw) = U4y + ﬁ, onde ﬁ S Tﬁl(Ll, ceey Ld) C Tﬁl(I, L17 ey Ld)
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Como o homomorfismo ¢ o § é a identidade em A e G € A[U], a equagao (2.2)

implica que
Yolb(G) = G+f, (2.3)

onde ' € T7Y(I, Ly, ..., Lg). Multiplicando ambos os lados de (2.3) por x| obte-
mos

V(O(Q) - xM = (G+p) - xM =GxM + g'xM.

Como 9 ¢ identidade em A, ¥(0(G)) - xM = (0(Q)) - p(x™) = ¥(0(G) - xM). Por
hipétese, 0(G) - xM C I[9], e portanto

V(O(G) - xMy cp(I[S]) c ITTTA[U) =TT c T*(I, Ly, ..., Lg).

E como BxM € T7YI, Ly, ..., Ly), temos que G - x™ C T7Y(I,Ly,...,Ly)), e se
multiplicarmos por ¢V, para N suficientemente grande, obtemos G - ¢V - xM C
(I,Ly,...,Lq). Mas, g = > 7", p- 2+, e notando que o argumento vale para quaisquer

D05 .y P €m R, temos G - xMTN < (I, Ly, ..., Ly). Logo, G € I(d). O

Observacao 2.6. Note que o Lema 2.5 estd nos dizendo que:
I=0""(sat(1[9])).

onde sat(I[S]) ¢ a saturagao de I[S] com respeito ao ideal x = (x, ..., Ty).

Observacao 2.7. Quando x C /1, temos 1(d) = A[U]. Pois, se x C VI, entio
x[S] S VIS = [ »
02" 18]

ou seja, todos os primos associados de I[S]| contém x e, pela Proposi¢ao 1.30,

vamos ter saty(1[S]) = (1), logo I(d) = 0~ (A[S]) = A[U].
Mais um Lema sobre I:
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Lema 2.8 (Lema 3 de [8]). Seja I um ideal homogéneo em A.
1. Se I € primo, entio I ¢ primo em A[U].

2. Se I ép-primdrio e x  p, entdo I é p-primdrio em A[U], e os expoentes de

I el sio 1gUais.
3. Sel = 0221 I, ¢ a decomposicio primdria minimal em A, entio I = ﬂ2:1 I.
Demonstragao:

1. Sem perda, suponha que I # x, entao I[S]| # x[S]. Se I é primo, entao I[S]
é primo, pelo Lema 1.31, item (1). Agora, pelo item (4) do mesmo lema,
satx(s)(/[S]) = I[S]. Como 0 : A[U] — A[S] é homomorfismo de anéis, temos
I = 07 (satys)(I[S])) é primo.

2. Temos I = q, onde /q = p é o tnico primo associado a I. Logo, I[S] = q[5]
e como x ¢ p temos, pela Proposi¢ao 1.30, sat(/[S]) = q[S]. Agora, pelo
Lema 1.31, q[S] ¢ p[S]-primério em A[S] e 671(q[S]) é 67 (p[S])-primdrio.
Mas 671(p[S]) = 60~ (sat(p[S])) = p. Para demonstrar que os expoentes de [
e I sdo iguais, considere a =expoente (I). Como V1 = p, temos, pelo Lema
1.31, p[S]* C q[S]. Aplicando 67!, obtemos p® = 6= (p[S])* C 6= (p[S]?) C
0~1(q[S]) = I e isto prova que expoente(]) <expoente(I). Agora vamos

provar que expoente(l) <expoente(l) = b. Para isso, note que como p =
0" (p[S]), temos O(p) = p[S]. Logo, p[S]" = 0(p) C sat(I[S]) = I[S] e,
assim, p® C I, ou seja, expoente(l) < b.

3. 8e I = (N I em A, entdo I[S] = N._, Ix[S] em A[S], pelo Lema 1.31.
Agora, considerando a saturacao do ideal I[S] em relagao ao ideal (x), tere-

mos, pela Proposigao 1.30, sat(I[S]) igual a intersecao dos ideais I;[S] tais

que (x) € \/T[S]. Logo, I = 6~ (sat(I[S])) = 0" (I[S]). Pelo demons-
tracio do ftem anterior, I;[S] = sat(I;,[S]), portanto, I = Ij. O

17



Pelos Lemas acima, obtemos propriedades para I, como mostra a seguinte

Proposicao:

Proposigao 2.9 (Proposicao 1 de [8]). Sejam I um ideal homogéneo e p um ideal

primo em A.
1. Se I € primo, entdo I é primo em R[U].
2. Se I é p-primdrio, entio I € p-primdrio.
3. Sel =1N..N1I éa decomposicio primdria minimal, entdo I = I, N...N1,.
Demonstragao: Seja f : R[U] — A[U] homomorfismo de anéis. Notamos que

I=1In R[U] é a contragao do ideal I por f. Todas as afirmacoes seguem do Lema
2.

8. O

Observacao 2.10. Suponha que R é um corpo. Neste caso, denotaremos ele
por k, e k denotard seu fecho algébrico. O espaco projetivo P? serd denotado

simplesmente por P™.
No préximo Lema, vamos ver uma relagao geométrica entre [ e 1.

Lema 2.11. (Lema 4 de [8]) Seja I C klxo, ..., x,] um ideal homogéneo, tal que
x ¢ 1. Entdo, {£1,...,&} C Z(I) se, e somente se, Z(Hy, ..., Hy) N Z(I) # (), onde

&= (Gio: 1 &in) CP" e Hy =37 &ijx; hiperplano.

Demonstragao: Considere a variedade I" dos zeros do ideal (I, Ly, ..., L), ou,
equivalentemente, do ideal I em P x (P")?, onde o primeiro fator corresponde

As varidveis o, ..., T, € 0 k-ésimo fator em (P")¢ = P" x ... x P" corresponde as
———

B d vezes
variaveis uyg, ..., Ugn. S€ja @ a projecao

P" x (P — (P")%
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O conjunto ¢(I") é fechado na topologia de Zariski (ver [3], Capitulo I, se¢ao 5,
Teorema 3). Afirmamos que ¢(I') é denso na variedade de zeros do ideal I. Para

ver isto, primeiro note que ¢(I') C Z(I), pois como
D =Z(I)={(z,§) eP" x (P")" / g(x,€) = 0 para todo g € I}
temos
o) = {€ e (P / Fz € P tal que g(z,&) = 0 para todo g € I}

e como I C I,p(T') C Z(I). Agora, considere o aberto Z(I)\Z(J), onde J é um
ideal homogeéneo tal que I C J C R[U] e VI C +/J. Suponha por absurdo que
() € Z(J), entdao Z(I,Ly,...,Lq) € Z(I, Ly, ..., Lq,J). De fato, seja (z,£) €
Z(I,Ly,...,Ly). Entao & € ¢(T) pela definicio de (') que, por hipétese, esta
contida em Z(J). Logo £ € Z(J) e, assim, (z,€) € Z(I, Ly, ..., Lg, J). Além disso,
como (I, Lu, .y L) C (I, Ly, ., La, J), temos Z(I, Ly, ..., La, J) C Z(I, Ly, ..., La).
Ou seja, se p(I") C Z(J), entao

Z(I,Ly,....Lg,J) = Z(I,L,...,Lq).

Lembramos que Z(I, Ly, ..., Lg) pertence ao espaco projetivo sobre k, entdo pelo

Nullstellensatz,

VI, Ly,....Lg,J) = /Z(I,Ly,...,Lg)
J (I,Ly, ..., Lg)

N

Jm
VT

N

(I,Ly,....Ly) NR[U) =1
VT,

o que é uma contradigao, logo ¢(I') € Z(J). Portanto, p(I') é denso em Z([),

N

como afirmamos. m
No préximo Lema, provamos a importante propriedade de I em k[U], onde k&
é um corpo algebricamente fechado, que serd 1til para os préximos resultados do

trabalho.
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Lema 2.12 (Lema 5 de [8]). Seja I um ideal primdrio homogéneo em k[xy, ..

Entao,
1. Se ht(I) < n —d, entdo I = (0)
2. Se ht(I) >n—d+1, entio I # (0).

3. Se ht(I) =n—d+1, entdo I é um ideal principal em k[U).

Y Tp).

Demonstragao: Se [ é primério, entao I é priméario, pela Proposicao 2.9.

Logo, podemos assumir que I é um ideal primo. Pela demonstracao do Lema 2.11

a variedade dos zeros de I coincide com ¢(I"). Seja X = Z(I).

1. Se ht(I) < n —d, entdao ht(I,Hy,...Hy) <n—d+d=n<n+1 (ver [4],

exercicio 1.8). Pelo Nullstellensatz, Z (I, Hy, ..., Hy) # 0, logo Z(I) = (P")¢
pelo Lema 2.11. Portanto, I = (0).

. Se ht(I) > n —d+ 1, entao dim <k[z°1—x"])> = dim (M) —d <
n+1—(n+1—d)—d=0. Logo, ht(I, Hy, ..., H;) = n+ 1. Portanto, o ideal
homogéneo (I, Hy, ..., H;) esta contido no ideal (x, ..., x,). Pelo Nullstellen-
satz, Z(I,Hy, ..., Hy) = ) em P". Pelo Lema 2.11, Z(I) # (P")¢. Novamente
pelo Nullstellensatz, VT = Z(Z(I)) # Z((P™)?) = (0). Assim, I # (0).

. Suponha que ht(I) = n —d + 1. Suponha também que k é algebricamente
fechado. Entdo a dimensdo da fibra ¢~!(€) sobre o ponto & € ¢(T') é igual
a dimT' — dim ¢(T") pelo Teorema 7, em [3], pagina 70. Como ¢~ '(£) é um
conjunto finito, temos que dimI' = dim ¢(I"). Fazendo zg = 1 e u;o = 1 para
1 <i <d, temos que o anel coordenado afim de I' é dado por

K1, oy Tpy Uty ooy Ugn)
(Idh,L‘lih,...,Lgh) ’

KT =

onde ([ Ldh ... L") ¢ o ideal gerado pelas desomogeneizagoes em relacao

axgeupgdel, L, ..., Ly Logo, dim ' = dim k[I'] = (d+1)n—n—1=dn—1.
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Portanto, codimI" = dn — (dn — 1) = 1 e assim I é um ideal principal, pois

k[U] é um dominio de fatoracao tnica. O

Estamos interessados na resultante de uma forma de Chow e um polinomio.
Para isso, precisaremos de uma fatoracao da forma de Chow de um ideal primo

homogéneo de altura n + 1 — d, a qual Nesterenko obteve em [9].

Teorema 2.13. (Lema 2 de [9]). Uma forma de Chow de um ideal primo ho-

mogéneo p C A com altura ht(p) =n+1—d e z; ¢ p, pode ser escrita como

F=a H(ozgu,«o + aJug + ..+ Quan), (2.4)
yel’
onde a; = 1, a € klay,...,uq_1] =: kg_1 e K € uma extensao finitamente gerada

de k,_1 gerada por ay, ..., ,, ou seja, K :=kq 1(g, ..., ) tem grau
K : kq_1] =0y e ' € 0 conjunto das kq_1-imersoes de K no fecho algébrico kq_q e

047 = ().

Sejam Py, ..., ps ideais primos de altura n + 1 — d com respectivas formas de

Chow

_ v v v
F,=q; H (a0 + oiug + ... + o) wan),
vyel's
onde para cada i = 1,...,s algum o, =1 e I'; é o conjunto das k;_;-imersoes de
algum kq_1(a)3,...,a°) em kq_;. Sejam ki, ...k, € N e defina F = Ff* ... Fks,

Considere ) € R/[x] um polinémio homogéneo em x, onde R’ D k[, ..., uq_1] é

um dominio integralmente fechado.

Definigao 2.14. Com a nota¢ao acima a resultante Res(F, Q) de F' e Q € definida

por

s ki
Res(F,Q) = H (a?egQ H Q(ay, oy, ...,azn)> .

i=1 ~eT;
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Observacao 2.15. Esta resultante € um produto das resultantes de () com cada F;.
Note que a resultante € zero se, e somente se, () € Up;, pois Q) estd sendo avaliado
nos zeros genéricos dos p;. Em particular, Nesterenko mostrou o importante fato
que se Res(F,Q) # 0, entao esta resultante é uma forma de Chow. Além disso,

ele também mostrou que a Res(F, Q) possui uma varidvel a menos que F'.
Proposicao 2.16. (Proposi¢ao 3 de [7]) Com a notacao anterior,

1. Res(F,Q) € R'.

2. Se R = kluy,...,uq—1] e Q € k[x] \ Upi, considere qy,...,q¢ todos os primos
minimais, com formas de Chow Ej, ..., By, associados aos ideais (pi, Q)),i =

1,...,s. Entao existem fi,..., f € N tais que
Res(F,Q) ~ E* --- BJ',
ou seja, Res(F, Q) € uma forma de Chow de altura d + 1.

Demonstracao: Parte (1) segue a partir do Lema 4 de [9]. Parte (2) segue a
partir da prova do Lema 6 de [10].
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Capitulo 3

Valor absoluto de formas de Chow

Um dos objetivos deste capitulo é obter estimativas para o valor absoluto de resul-
tantes. Para isso, usamos a cldssica desigualdade de Gelfond em [11] para a altura
de polinomios fatorados.

Consideraremos k = C. Se I é um ideal unmixed homogéneo de C|xy, ..., ;)
com forma de Chow F € Cluy, ..., Ug] e se w = (wy, ..., w,) € C*" é nao nulo, entao
o valor absoluto de I em w é definido da seguinte maneira: primeiro, denotamos por
H(I) o méximo dos valores absolutos dos coeficientes do polinomio F. Considere
as d matrizes genéricas antissimétricas S = (sg.ik)),j, k=0,...n1=1,...,d, isto

(i) | G (1)

¢, exceto pela relagao de antissimetria s, + sk} = 0, as varidveis s;; nao possuem

nenhuma relacgao algébrica sobre C[x]. Agora, considere a aplicagdo polinomial

o, : Clty, ..., 4g) — C[SW, ..., S@] dada por
Ow * Ujj > ngik)wk,
k=0

onde C[SW, ..., S@] & 0 anel de polinomios com coeficientes complexos e varidveis

0,

Agora definimos
H(ou(F))

I\, = || F|, = —\ 2
Il = 1Fll = s
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onde H(o,(F)) é o maximo dos valores absolutos dos coeficientes de o,,(F),
lw| = max;{|w;|} e 6 = degy, F'. Lembramos que F' é multihomogéneo, entao

deg,. F' = deg;, F. Também usamos a notagao

IQll i= 2
w|*eH(Q)

para polinomios homogéneos nao nulos @ € C[x] e w € C"™! nio nulo. A Pro-
posicao 3.6 é o primeiro fato importante do Teorema principal. Para sua demons-

tracao, precisaremos de alguns lemas. Os dois primeiros lemas sao lemas gerais,

validos para qualquer polinémio nao nulo homogéneo.

Lema 3.1. Se Q € C[x] € homogéneo nao nulo de grau d¢g, entdio ||Q|. possui

uma cota superior que ndao depende de |w)|.
Demonstragdo: Seja @ = 3 ;_s, gzl - -2t onde i = (i, ..., 1,) é uma (n+1)-

upla de inteiros positivos e |i| = g + ... + 4,,. Temos

HQ” _ |Zz%wéo"'wi"| ZZ|%||W|5Q _ Z{|(E|
’ WwleH(Q) T |wl*H(Q)  H(Q)

]

Lema 3.2. Se @ € C[x]| € homogéneo ndo nulo de grau dg, entao limy, o ||Q||. # 0
e limpj oo |@Ql 7 0.

Demonstragao: Como @ é nao nulo, existe y = (yo,...,4,) € C* tal que
QWo, -, yn) # 0. Se limyy 0 || @]l fosse 0, entao seria em qualquer diregao, em

particular, para w, = (Yo, ..., Yn). Temos

|Q (%y(ﬁ B %yn) |

Ii wp = i
n—1>1:I|—looHQ|| " n—1>1:I|-100 max{|%y0,...,%yn|}5QH(Q)
1)%
i @100 )l QG

e (L)% ypen(@) e IRH(Q)

Analogamente, provamos o outro caso. O
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O seguinte Lema de Gelfond [11] é um lema geral com diversas aplicagdes na

teoria dos numeros transcendentais.

Lema 3.3. (Gelfond) Sejam fi, ..., fm polinomios com coeficientes em C. Entao

H(f1) - H(fm) < H(f1-- fin)exp(D),

onde A € a soma dos graus em cada varidvel.
Mais um lema geral:

Lema 3.4. Se P,Q € C[x] sdo homogéneos de grau v, entdo para quaisquer

w = (Wo, ...,wn),0 = (b, ..., 0,) € C"*1,
|Q(w)P(0) — QO)P(w)| < (|6 — w||'(P,Q)|w|"|0]", (3.1)

onde
(max; j, [0jwr — Okw;])

16 = wll =
wil6]

Demonstragio: Considere Q = Y qat® -2k P = S pald -2l onde

n n

G, 0r € Cok = (koy ..o kn), L = (lo, ..., 1), com ki, l; € Ne |kl = ko+ ...+ k, =

v |l| = lo+ ... + 1, = v. Sejam k, [ fixos e considere a notagio wk = who---wk e

notacoes andlogas para w', 8%, 0'. Temos

Q(w)P(0) — Q) P(w) = quwg‘“'wﬁ”) > plp ol | -

|ll=v




Entao existem inteiros 4; e j;,l = 1,...,v, com 0 < 7, < n, 0 < j; < n tais que

Wk — w'O* pode ser escrito linearmente, ou seja,

12 v
kol Ipk
w0 — w0 = H(wilejz) - H(eilel)
=1 =1
v
= § : H wizejl ' H Qizwjl - H wizejl ’ H eizwjz
k=1 \1<I<k k<I<v 1<i<k k<I<v
12
= H wilejl ’ H eilez ) (wikejk - eikwjk) :
k=1 \1<I<k k<I<v
Portanto,
WOt — WM < w0V max w0, — 0w, |-
e

2
v+n v—1pv—
QuIP®) - QP < (71") H@HEPw 0 mox o6 ~ Oy,
Isto implica a estimativa desejada. O]

O seguinte resultado é bem conhecido e recomendamos consultar [12] para a

sua demonstracao.

Lema 3.5. (Estimativas de Cauchy) Seja f uma fun¢do holomorfa em um poly-
disco fechado A(a,r) C C", com a = (a1,....,a,) e = (r1,...,m), f(2) =
> oz —a)*. Entdo

| Dof (@)

M M
< — =

‘Coz| = ol s = —7“?1 ~ -7“70{"7

onde M = sup|f(¢)| em T(a,r) = C(a,r1) X ---C(a,r,), com C(a,r;) sendo o

circulo de centro a; e raio r; em C.

A préxima proposi¢ao determina estimativas para o valor absoluto da Res(F, Q).
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Proposigao 3.6. (Proposicao 4 de [7]) Se k = C na Proposigio 2.16 ¢ se w € C™?

¢ nao nulo, entao

[Res(F, Q)| < e(F, Q) max{||Fll,, [|Q]l.}, (3.2)

onde ¢(F, Q) € uma constante dependendo apenas de F e @), e se d > 1, entdo
deg,, Res(F,Q) = dpig.

Demonstragao: Seja A; = {w € C""! | 65(a;) = 0 para algum i}. Como A;
possui medida de Lebesgue nula, temos que o seu complementar A = {w]|o,(a;) #
0 para todo i} ¢ denso em C"*!. Portanto ¢ suficiente mostrar a desigualdade (3.2)

apenas para os elementos de A$. De fato, pois se w € A;, podemos encontrar uma

sequéncia (wp,)m com w,, € A tal que w,, — @ e como || - ||, é continua para
cada w,,, vamos obter a desigualdade (3.2) para w.

Fixe w tal que o,,(a;) # 0 para todo i. Vamos especializar as matrizes S,

1 < i< d—1, ao conjunto aberto das matrizes antissimétricas T() = (tyk)), com 0s

tyk) € C arbitrérios, 7,k =0,....,n;i=1,...,d — 1, tais que |t§2| < 1 e consideramos

outra substituicao

T - v v
T Clay, oy tig_1, gy, ...y ] — C
n o 4(9)
Ui = D ko Lin Wk
v v
Q. = ik

Note que 7, (ui;) = 0w, (i) (', ..., t'0). Seja h) := max{|5}|, ... | 6]}

Aplicando 7, no produto

s ki
F = H (ai H (Oé;-youdo + ...+ oz?nudm)> s
=1

RISIY

obtemos
s ki
To(F) = (Tw(ai) H( a0 + Bhua + ..+ ﬂ:nudn)> . (3.3)
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Note que 7,(F) € C[uay]. Pelo Lema (3.3)

H (\Tw a;) H h'y> < H(1,(F)) - exp(0r). (3.4)

vel;

/

_/ _/ — _/ /
Note que 7,(F) = F(uy,...,Uy_q,Uq), onde @; = - - Uy, €

=3 tg-ik)wk = 7u(u;j) € Cpara j =0,..,n. Como F =Y _azu;"..ay",
onde a5 € C,m = (my, ..., my) e m; = (myp, ..., My,) € uma (n+1)-upla de inteiros
nao negativos com |m;| = myo + ... + my, = Jdp, para todo i = 1,...,d, temos
que 7,(F) = 3 anu ™. udmrll 1ugld. Logo, H(7,(F)) = max{amu,™. ﬁdm‘f ‘1
Como |uj;| < |t w0| +..+ ]t wn| <|w|+ ... +|wl = (n+1)|w|,

/m; 1Mmygo 1T IMin

Wip wr Uy

temos que || = |u'}

< (n + 1)mi0|w|mio - (n + 1)mz‘n|w|mm —

(n + 1)°F |w|°F. Portanto,
H(7,(F)) < (n+ 1)°F Vo Pr@De(F),

onde ¢(F) > 0 é uma constante dependendo apenas de F. Substituindo essa

desigualdade na desigualdade (3.4), obtemos

H (m (a;)] H m) < ¢ (F)|w|@10r (3.5)

veT;

onde ¢1(F) > 0 é uma constante que depende apenas de F'. Agora consideramos

a substituicao

Ugj Zs]k Wi = 0y (Ug;). (%)

d)
Note que Bipudo + B uar + ... + B tan |« = 20§j<k§n §k ( — Biwj)-
Definindo p; := max; ;. {|5};wr — Byw;|} € C, consideramos a substituicao () em

ambos os lados de (3.3):

[ (~o) ] 3 ot =nel.

i=1 veT; 0<j<k<n
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Note que 7,(F)|. € C[S@] e

To(F)|, = F(d, ..., 10y, SYw) = 0,(F)(TWw, ..., T Dy, S@y) =

S anTWw- - TUDYSDy e 0 (F) = anSVw--- S@w. Aplicando o Lema
(3.3)

(m a)l [ pl> < H(1y(F)|)eo(F) < H (0,(F)) es(F).  (3.6)

vel;
Para j tal que |w;| = |w|, considere o polindémio
k;
5
Ti(x) = H ( ) H Qs )T = Q(X)(O%)”)) :
=1

Note que of; e Q(ajy, ..., aj,) € Clty, ..., Ug-1] e Tj(x) € Clty, ..., Ug—1, X].

Evaluando em w:

7(T(w)) = H(m (a; 5QH s - Zn>>w§Q—@<w)<ﬁ;>6@>> .

i=1

Seja ¢ = c’(ij, @). Entao a partir de (3.1)

»

7 (T3 (W)

IN

k;
|70 (i I5QH c(h)P e fwle 1))
= !m(ai)ll_[p;*) ¢F |w] Camt2r
ol
ki(6g—1)
X yTw(ai)|th> :
2 Y
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Entao por (3.4) e (3.6),
7 (Tj ()| < H(0w(F))w]®F2 Vey(F, Q). (3.7)
Agora, efetuando o produto na expressao para Tj(x), vemos que

Tj(x) = 4" Res(F, Q) + Q(x)C(x) (38)

com C(x) € Cluy, ..., Ug—1,x] homogéneo de grau dpdg — dg em x.

Aplicando 7,

T(Ty(x)) = 20797, (Res(F, Q)) + Q(x)7,(C(x)).

Evaluando em w

T(Tj(w)) = w) %7, (Res(F, Q)) + Q(w)7u(C(w)).

Portanto,

;" Tu(Res(F, Q)| < |mu(Tj(w)) =Q(@)7(C(w))] < max{|7(T5(w))], Q)7 (C(w))]}.

Usando (3.4), temos

[7(C(W))] < e5(F, Q)lw|®roere. (3.9)

Portanto, a partir de (3.7), (3.8), (3.9), temos

[ (Res(F, Q))w’*?| < ¢F, Q)|w| " max{]| Fll., | Qll.},

ou seja,

[7(Res(F, Q)| < e(F, Q)|w|®*2~°r% max{|| Fll, |Q]l}. (3.10)
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Pelo Lema 3.5,
H (o, (Res(F,Q))) < sup |7.(Res(F,Q))|,

onde 7, é restrito ao subconjunto aberto dos T com |t€zk)| < 1 satisfazendo

To(a;) # 0 para todo i, e obtemos por 3.10

H(ou(Res(F,Q)))  _ c(F,Q)|w|®r*2~°7% max{|| F |l [|Qllw }

IR = B (Res(P.Q) = W@ H (Res(R.Q)

onde dp = deg, Res(F,Q). Portanto,

1Res(F, Q) < ¢(F, Q)lw|“ D% max{[|Fll., Q] }, (3.11)

onde Ay = dpdg — 0r. Agora, todos os termos de (3.11), exceto o termo
|w|(@=120 4 idependente de |w|, pelo Lema 3.1. Como d > 1 e Res(F,Q) # 0,
se considerarmos o limite em (3.11) quando |w| — 400, temos que Ag = 0, pelo
Lema 3.2. Isto completa a prova da proposicao. O

Agora vamos denotar por R*(F, ) a forma de Chow obtida a partir da R(F, Q)
omitindo todos os fatores cujos ideais primos correspondentes p contém xj. Os
préximos lemas sao propriedades relacionadas a R*(F,(Q), que serao tteis no

préximo capitulo.

Lema 3.7. (Lema 5 de [7]) Seja p um ideal primo homogéneo em Clxy, ..., z,) de

altura v com xy € p. Entdo para d = n —r + 1 e qualquer w = (wo, ...,w,) em

Cn—l—l’ y
Il > (—'““') "
- |
|w|

Demonstracao: Como xy € p, entdo na notagao de (2.4), cada af = 0. Assim,

ugp nao aparece na forma de Chow F' de p. Pela simetria de F' em uq, ..., ug, as
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variaveis ujg, ..., Ug—1,0 &0 aparecem também. Assim,
F(ty,...;tug) = F(U1, oo Un; ooo; Ugly -, Ugdn)
= D auil ey g (3.12)
U
onde a; € C, 1 = (13, ...,13) e l = (ls1, ..., lin) é uma n-upla de inteiros ndo negativos
com || =iy + ... + lj, = O, para todo i = 1, ..., d.
Como o, (uij) = Y 1y syk)wk,para 1<i<d e 1<j<n,aplicando o, em F,

obtemos
n l11 n lin n la1 n lan
S (St (D) e () (S )
U k=0 k=0 k=0 k=0

(i) . . (i) .~ . .
Como sig = 0se bk =7,1<j <de sy sao algebricamente independentes,
todos os termos s%wo, j # 0, ocorrem em o, (F). Vamos analisar o grau desses
: no @) () no (i)
termos. Para isso, vamos reescrever as somas » ,_, SipWk = Sjowo + Y et Sip Wk €

pela expansao binomial, obtemos que <8§3w0 + > s g%) T = <s%)wo> ’ +Gyj,

i
onde G;; ¢ um polinomio com coeficientes complexos e varidveis sg k) , no qual SSO) Wo

possui grau estritamente menor que /;;. Logo

ou(F) = Z aj ((sg%))w())lu + G11> <<3£Llo)w0)l1n + G1n> Ce

|l|=6F

. ((sgﬂé)%)ldl N Gd1> <<S%)w()>ldn . Gdn>
=D ageg! T (sgg)l“ . (Sg(;ym (s <d>>lw . (sgg)’dn e

ll|=6p
Como Iy + ... + Iy = |l;| = 0F, para todo i € {1,...,d}, temos
l11 1 l1in d lin d ldn
= WoFdZ ar (510) (5510)> (Sgo)> (5510)) +G
ll|=6F
—woFdF (s%),. .,sillo);.. s%),. . 5:9) + G,

onde G € C[syk)] Para cada coeficiente nao nulo a de F, temos que awi”

é
coeficiente em o,(F'). Portanto, escolhendo a com |a| = H(F),

T Y

WP H(F) ol

9l > |
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como desejado. O]

Lema 3.8. Com as condi¢oes da Proposi¢ao 3.6, considere R*(F, Q) a forma de
Chow obtida a partir da R(F,(Q) omitindo todos os fatores cujos ideais primos

correspondentes p contém xq. Entao
1. degal R*(FaQ) < 5F5Q7 €

2. Se, além disso, wg # 0,

0] (d-1)A
IR (F.Q)]l. < es(F.Q) (m) max{ | Fllo. @Il

onde A = 0pdg — degy, R*(F,Q) e cs(F,Q) > 0 depende apenas de F' e Q.

Demonstracao: Segue a partir da Proposigao 3.6, Lema 3.7 e desigualdade de
Gelfond aplicada a o, (R*(F, Q)). O
O préximo lema nos fornece uma estimativa para o valor absoluto da forma
de Chow de um ideal principal. Sua demonstragao pode ser encontrada em [10],

Proposicao 1.
Lema 3.9. Seja I = (P) com P homogéneo. Entdo é; = dp e
1l < IPllu(n + 1),

Observagao 3.10. ||I||, = ||F|l., onde F € a forma de Chow de I e F =
P(Ao, ..., Ay), onde A; denota (—1)7 vezes o determinante da matriz quadrada de
ordem n que € obtida excluindo a j-ésima coluna da matriz (uy), i =1,...,n, k =

0,...,n.
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Capitulo 4

Prova de teoremas

Neste capitulo aplicamos os resultados dos capitulos anteriores para obter uma cota
inferior no médulo maximo de uma sequéncia regular sem zeros em comum. Entao,
utilizando um resultado de H. Skoda [14] em vérias varidveis complexas, obtemos

uma cota superior nos graus dos coeficientes na equacao no Hilbert Nullstellensatz.

Definigao 4.1. Dizemos que Q1, ..., Qm € C[x] :== R € uma sequéncia reqular se

Q1#0 eparai=2,...,m,Q; nao é um divisor de zero de R/(Q1,...,Q;_1).

Proposigao 4.2 (Proposigao 8 de (Br)). Se Q1,...,Qm € Clzy,...,2z,] € uma
sequéncia reqular sem zeros comuns em C" e degQ; = D; > 0,i = 1,...,m, entao
existe uma constante C' > 0, dependendo apenas de Q1, ..., Q,, tal que para todo
w € C" nao nulo com

lw| := max{|wi], ..., |wa|} > 1, temos
max [Q(w)| > Clw|'~ "D,
onde p = min{m, n}

Demonstracao: Para cada k no intervalo 1 < k£ < p, consideramos uma

afirmacao Hj. Vamos mostrar que para k < p, Hjp implica Hyyq e que H,
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implica a afirmagao da Proposi¢gdo. Para um polinomio P € Clxy,...,x,], seja
" P a homogeneizacio "P := ngP(xl/xo, ., Tp/To) e analogamente para ideais.
Para 1 < k < m, seja F} definida indutivamente considerando que F7} ¢ a forma
de Chow do ideal principal ("Q;) e F} uma forma de Chow obtida a partir de
Res(Fy_,,"Q4,) excluindo aqueles fatores que foram originados dos ideais primos
que continham zy. Para w = (wi,...,w,) € C", seja w’' = (1, wy,...,w,) € C""L.

Nossa afirmagao Hj, consiste de trés partes:

1. F} é um produto (na verdade, envolvendo todos) das formas de Chow dos

ideais primos associados de "(Qy, ..., Q),
2. Ak = degﬂl F,: < Aklek; e

3. Existe uma constante ¢, dependendo apenas de @1, ..., Q, tal que

k
log [Fflle < Y (n—j+1)(D;A; 1 —Aj)log [«
j=1
+log max{[|" Q1w .-, [I*Qkllwr} + e,
onde definimos A, := 1.

k =1 : Neste caso, temos que F} é a forma de Chow do ideal principal "Qy, e H;

segue pelo Lema 3.9, com A; = D;.

Hy._, implica Hj : Como Q) nao ¢ divisor de zero em %, () nao per-

(C[ccl,...,xn}

A U P h ~
Oroe ) Afirmamos que ")) nao

tence a nenhum ideal primo associado de

pertence a nenhum ideal primo associado de % Para ver isso, suponha
h Clzg,..,zn] 5 3 Clzo,--.,Tn] _
que "Q € p, com p € Ass <—h(Q1,...,Qk71)>‘ Entao existe g € OO ho

mogéneo nio nulo tal que "Qy - g € "(Qy, ..., Qxr_1). Considere agora a desomoge-
neizacio NP (x, ..., 1,) := P(1,21,...,7,) e obtemos " ("Q,, - g) = h("Qy) - g =
vy, onde f € (Qy,...,Qr_1). Portanto, Qp - g(1,21,...,2,) = f. Como Qy

nao é um divisor de zero para %, g(1,xy,...,xy) € (Q1, ..., Qr—1). Logo,
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g (xg,...,1,) € "(Q1,...,Qr_1), onde ¢’ é a homogeneizacio de g(1,z, ..., z,). No-
tamos que g = z¢’, onde ¢t é um nimero natural. Portanto, g € "(Q1, ..., Qr_1),
Clz1,...,Tn]

que é uma contradi¢ao, pois g era nao nulo em OO )

estd provada. Pela hipétese de indugao, item 1, F}} ; é um produto das for-

e nossa afirmacao

mas de Chow dos ideais primos de "(Qy, ..., Qx_1).Como "Q;, nao pertence a ne-
nhum ideal primo associado de "(Qy,...,Qx_1), temos que "Q) nao pertence a
nenhum ideal primo associado de F} ;. Entao, pela Proposicao 2.16 aplicada em

Res(F}¥_,,"Qy), obtemos que Res(F¢_,,"Qy) ~ Ty - ... - T;, onde (T;) = q;, com

q; € Ass <h(Q1(C,.[f?é;7_?;},th> = Ass <%) Afirmamos agora que xy nao
pertence a nenhum primo associado de "(Qy, ..., Qx). Para ver isso, suponha que
7o é um divisor de zero de *(Q1, ..., Qx). Entdo zof (o, ..., z,) € "(Q1, ..., Qx), com
f ¢ ™Q,...,Qr). Considerando a desomogeneizacao, temos que

f(L g, . x,) € P (M(Q, ..., Q1) = (Q1,...,Q). Logo f="("f)e Q.. Q),
contradigao. E, assim, obtemos o item (i) de Hy.

Pela Lema 3.8, item (i), Ay < Ag_1Dy.

Como Res(F;_1," Q) € Cluy, ..., Un——1)] temos, pelo Lema 3.8, ftem (ii),

1E o < D8 mas{ | By Lo, 1" Qellr},

= max{c|w "R [, TR Q) (41)

onde A = Ag_1 Dy, — Ay e ¢ > 0 depende apenas de F}} ;| e "Qk. Pela hipotese de

inducao, item (iii), existe c;_1 tal que

1Bl < o Pa=i T8 e Qu s, o [ Qi e (42)
Multiplicando ambos os lados de (4.2) por ¢|w’|("=*=1)A " obtemos
DS Sl A [ Qu s o [ Qu e
= max{ce™ WP Qullur, oo, e P Quoa s}, (4:3)

onde By = Zle(n —J+1)(D;A;-1 — Aj).
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Substituindo (4.3) em (4.1),

[FE o <

<

max{max{c'e™ ! || *]|" Q1 lur, ..., /€ o [P Quor o}, || ETDIR Qs }
max{c'e® || 4" Q flur, ooy € 1P Qrmt lurs || TR QL }
max{ce™ || 7" Qu flur, ..., e o |7 Qu s, e P Qs

pois |w'| > 1e B, = (n—k+1)A+ By_1 > (n — k+ 1)A. Portanto, conside-

rando o log em ambos os lados da desigualdade anterior, obtemos Hy, item (iii),

com ¢, = ¢x_1 + logd. Logo, concluimos que Hy_; implica Hy, como desejado.

Consequentemente, obtemos H,, por indugao.

Para concluir a demonstragao, consideramos dois casos:

a) m =n+ 1. Note que o ideal ("Q;) € Clxy, ..., z,] possui alturan —d+1 < 1,

pelo Teorema de Krull 1.24. Logo n < d. Mas, por hipdtese, d < n. Por-

tanto n = d e F} € Cluy, ..., 4,]. Pela Proposigao 2.16, {tem (i), Res(Fy," Qq) €

Cliy, ..., up_1] e, consequentemente, Res(Fy " Q) € Clas, ..., Up—k-1)]. Por-

tanto, Res(E*,"Qn.1) = co € C* e, pela Proposicao 3.6,

co < cmax{[|F} ]l [I"Qniallr}, (4.4)

onde ¢ é uma constante que depende apenas de F* e "Q,.1. Por H,, ftem (iii),

existe uma constante ¢,, dependendo apenas de )1, ..., Q,, tal que

I < w7 max{|"Qullwr, ... [I"Qullur e

= max{lo/|" e " Qullur, ooy [P | Qullur }, (4.5)

onde B, =37 | (n—j + 1)(D;A;-1 — Aj). Substituindo (4.5) em (4.4), obtemos

max{|w/|3necn”hQ1Hw’7 o |w/|Bneanhanw’a ||hQn+1||w’}

max{]w' |7 e [*Qulur, .., [/ [ e " Qullur, '] 7€ | Q]| },
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pois [w'| > 1 e B, > 0. Considerando o log em ambos os lados da desigualdade
anterior, encontramos que para alguma constante ¢, 1,

o1 <D (n—j+1)(DjA; 1 — Aj)log[w'| + log max{[|" Q1 [l s " Quy1[lur} (4:6)
j=1

b) m < n. Por H,, item (i), F; é um produto das formas de Chow dos
primos associados de *(Q1, ..., Q). Portanto, Q1,...,Q,, devem estar na deso-
mogeneizacao de algum ideal primo associado de F};. Mas como @y, ..., @, nao
possuem zeros em comum em C", eles nao podem estar em nenhum desses ideais
primos, ou seja, F* é uma constante nao nula. Por H,,, item (iii), existe uma

constante cl tal que

m
< Y-+ 1D 1~ A log [ + log max{|*Qu s s " Qunllur YA.T)
7=1

Afirmamos que

Para ver isso, note que:

Z(n —Jj+ DDA —4y) = Z((n — 1)+ 2 =))(DjAj.1 — Ay)
= Z(n— 1)(D;A;_y — +Z 2 — j)(

Como (2—7) <0,para2 <j<p,e(DjAj_1—A;) >0, por H; item (iii), temos
o =1)(DjA;_1 = Aj) + 35 52— ) (DjAj—1 = Aj) < X0, (n—1)(DjA;-1 = 4;),

portanto,

Iz B
Y =i+ DDA =4 < Y (n—1)(D;A; 1= Aj)Djiy -+ D,
=1 j=2
“w
= (n—1)> (D;A A)Djy1 - Dy,

—Aj).



pois D; > 0. Para concluir a afirmagao note também que:

I
> (DjAj 1 = Aj)Djy1---Dy = (D2Ay = Ag)Ds3--- Dy + (DsAy — Ag)Dy -+ Dy,
j=2

+ (DiA3—Ag)Ds---Dy+ ...+ (DyA, 1 — A,)D,,

fazendo as ditributivas, obtemos uma soma telecépica onde apenas o primeiro

termo e o ultimo termo restam no final, ou seja,

I
(n—1)) (DjAj1 = Aj)Djyr -+ Dy = (n—1)[D2ADs -+ Dy — A, D,]

Jj=2

= (n—1)DyDy---D,, — (n—1)A,D,

S (’I’L — ]_)DlDQ s Dlﬂ

pois Ay =Dy, (n—1)>0e A,D, > 0. Assim, a afirmagao esta provada.
Como |w| > 1,

Qi = ) (4.9)

(Qi)lw]’e:”
Substituindo (4.9) e (4.8) em (4.6) e (4.7), obtemos

1
H(Q1) - H(Q)|w|Prt+Du max{|Q;(w)|}

GCM S |w|(n_1)D1“'DH

Como Dy +---+ D, > 1 temos que
Di+---+D,—(n—1)Dy---D,>1—(n—1)D;y--- D, portanto,

W= VPDe Q) - H(Q,)e™ < max |Qy(w)]. O

A seguir, veremos brevemente defini¢oes e exemplos de fungoes de varias variaveis

complexas. Para mais detalhes, ver [12] e [13].

Definigao 4.3. Seja Q um aberto de C* contido na bola fechada B(0, R). Dizemos
que uma fungao u € sub-harmoénica em  se a aplicagio u : ) — [—o00,+00] €

localmente integrdvel e com o Laplaciano Au > 0 em Q.
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Uma caracterizacao importante de uma funcao sub-harmonica é que o seu valor

médio sobre uma bola nao é maior que o seu valor no centro. Ou seja,

u(zg) < ’Unl’)"” /B( )u(x)dv(a:), (4.10)

onde v,, ¢ o volume da bola untaria em R".

Exemplo 4.4. Se f € uma fungdo holomorfa em C, entdo a fungdo ¥,(z) =

|f(2)|* € sub-harménica para todo o > 0.

Definicao 4.5. Seja u uma funcdo semi-continua superiormente em um aberto
Q de C" com walores em [—o0,+00[. Dizemos que u € plurisubharmoénica em
Q se para todo polydisco compacto {z + tw; t € C,|t| < 1} em Q, a aplicagao

t — u(z + tw) € sub-harmonica no disco unitdrio de C.
Exemplo 4.6. As funcies f(z) = |z|* e u(z) = log(z) sao plurisubharmonicas.

Defini¢ao 4.7. Sejam Q C C" um dominio e z € U. Seja dy(z) a fung¢ao que
fornece a distancia a partir do ponto z a fronteira OU. Dizemos que o dominio U

¢ pseudoconvezro se dy € uma funcao plurisubharmonica.

Notagoes: Para i = 1,...,p, considere g; : 2 C C* — C fungoes holomor-
fas, onde €2 é aberto em C". Considere g = (g1, ..., g,) um sistema de p fungoes

holomorfas em €2, ou seja, g : 2 — CP. Entao denotaremos

gl = (|g1)* + .. + |go|*)"2.

Seja g* = (lg1l, .-, |gp|) € RP. Note que [g*[]2 = |g], portanto [g"|sc < [lg™[[2 = |9,
onde |g*|oo = max{|g:|;7 € {1,...,p}} e || - ||2 é a norma euclidiana.
O préximo teorema é devido a Skoda, [14], baseado no trabalho de L. Hérman-

der na 0- equacao e L*-estimativas.
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Teorema 4.8 (Teorema 1 de [14]). Sejam Q um aberto pseudoconvexro de C",
Y uma fungao plurisubharmonica em €2, g1, ..., gp fungoes holomorfas em Q, a0 > 1

e ¢ = inf{n,p — 1}. Se para toda func¢ao f holomorfa em  tal que

[ 1#Plgl 202 v < o,
Q

entao existem p fungoes h; holomorfas em € tais que

p
=Y gihi
i=1

a
/W!g!?aqed’ﬁ < —/ FRlgl 202,
Q a—1 Jq
O proximo Lema serd 1til na demonstracao do teorema principal.

Lema 4.9. fR" de ¢ finita se, e somente se, p > n.
2

Demonstragdo: Considere a regiao D = [0, +00) x [0, 7|" 2% [0, 27] e a aplicacio

g:D—R" g=1(g1,...,gn), assim definida: para v = (p,6,_1,0,_2,...,01) € D,

(

gi(u) = psin(f,_1)sin(f,_2) - - -sin(by) sin(6;),
go(u) = psin(f,_1)sin(f,_o) - - - sin(hy) cos(6y),
gs(u) = psin(6,_1)sin(6,_s) - - - cos(bs),
gn—1(u) = psin(6,_1) cos(0,_2),
| o) = peos(fr)

Esse é o sistema de coordenadas esféricas em R". Observe que ||g(u)||2 = p para

todo u € D. Além disso, g ¢ de classe C! no interior de D e pode-se mostrar que

|J,(u)| = | det g (u)| = p" " sin"2(0,_1) sin" > (0,,_g) - - - sin(6a).

1 J o]
/ —de = / | g<u>|du = / T.Hdpln—QIn—3 e IQIh
re (1[5 p PP 0 pr
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onde [, = foﬁ sin®(0)df, k = 1,2, ...,n—2. Temos que cada I}, é finita e f0+oo —L__dp

pp7n+1

é finita se e, s6 se, p—n+ 1 > 1. Ou seja, se p > n. O

Teorema 4.10 (Teorema 2 de [7]). Seja Q1, ..., Qm € Clzy, ..., x,] uma sequéncia
reqular com
deg@; = D; > 0,1 = 1,....,m, nao tendo zeros em comum. Entdo existem

Ay, Ay € Clay, .., 2] com
deg A; < unDy--- D, + pD,
onde p=min{m,n} e D = max;—1__, D;, tais que
AQi+ ... +A,Q, =1

Demonstra¢ao: Dado € > 0. Considere ¢ = min{n, m — 1}, —B o expoente que
aparece na Proposigao 4.2, e |x|?> = 1+|z1|* +...+|z,|?, parax = (z1, ..., z,) € C".

Afirmamos que a integral

! :/ Q|2 x| ~2K )

é finita se K > max{(¢+¢e+1)B+n,0}, onde dX denota a medida de Lebesgue.
Para ver isso, notamos que, a partir da equivaléncia das normas,

1X]oo < [1X]l2 < v/7|X]|0o, temos que

1 1 1
I < / d/\_/ d>\+/ d\
cn |QRSTITE x |2k D QAT x|2K e |Q[aTIHE x |2k

onde D = {x € C";|x| < 1} é o disco unitario de C" e D o seu complementar.

- _ 1 . ,
Seja F(x) = FESRGEmTS Como |X|x > 1, notamos que F(x) é continua no

disco unitério D de C". Seja S = sup,cp |F(N)].

/DF()\)d/\' < /D IF(\)|d) < S/Dd)\ = S volume(D) < +oc.
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Para |x| > 1, temos, pela Proposi¢ao 4.2, |Q]s > #, onde C, B sao constantes,

portanto,

| |2B Q+qa+1 1 1
C /c |x|2K T C De |X|§§—2B(q+q6+1)'

Para mostrar que Il = fDC ‘IQK_QB% é ﬁnita, vamos usar novamente a equi—
X|oo

e B 1 1 _. n
valéncia de normas para obter \/ﬁll <5 an R I, e como C" é

isomorfo a R?", temos pelo Lema 4.9, que I, é finita se, e somente se, 2K —2B(q+

ge +1) > 2n.
e Semax{(¢+¢c+1)B+n,0} =0, entdo K >1e
(g+ge+1)B+n<0. (4.11)
Multiplicando por 2 ambos os lados da equacao (4.11),

2n < —2B(q¢+qe+1)
2n+2K < 2K —2B(q+qe+1)

o < 2n+2K < 2K —2B(q+ qe + 1).

e Semax{(q+qe+1)B+n,0} = (g+ge+1)B+n, entdo (¢+qgc+1)B+n >0

e
K > (g+q¢+1)B+n. (4.12)
Multiplicando por 2 ambos os lados da equacao (4.12),

2K > 2B(qg+qe+1)+2n

2K —2B(q+qe+1) > 2n.

Concluimos que: se K > max{(q+ g¢ + 1)B + n,0}, entao I é finita.
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Entao, como um caso especial do Teorema 1 de [Sk], existem fun¢oes holomorfas
Ay, ..., A, tais que
1=A41Q1+ ...+ AnQn

1
/ APIQI 202K < LS p o)
cn g

Como cada |A;|? é sub-harménica, temos por (4.10) que existem constantes C,,

e C! tais que para qualquer £ € C" com [£]| =,

AEP < Cu / | As() 2.

Multiplicando o integrando por 1 = |Q[2(!9)e|x|?K|Q|~2(1+9)¢|x| 2K obtemos

AP < Cur™™ sup{Ile(”E)q!X\QK}/ | A;|2|Q| 20+ x| 72K g\,
B&n B(&r)

Note que, como Q; € C[zy, ..., x,], temos para x € B(£,r), que |Q(x)|?0+9)1 <
C'r2(0+e)aD onde C’ é uma constante.

Portanto, |A;(&)|?> < C) p=2n+2(1+e)aD+2K

Assim cada A; é um polinémio de grau no maximo (1+¢)gD+ K —n. Tomando

o infimo sobre K e e, encontramos que os A; sao polinomios com
deg A; < max{q¢D —n,qD + (¢ + 1)B}.
Afirmamos que max{¢D —n,qD + (¢ +1)B} <{m(n—1)Dy--- D, +¢q(D —1)}.

e Suponha que max{¢D — n,qD + (¢ + 1)B} = ¢D —n. Se ¢ = n, entao

obtemos o desejado, pois m(n — 1)Dy--- D, > 0. Se ¢ = m — 1, entéo

gD —n <gD—(m—1).
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e Suponha agora que max{¢D —n,qD+ (¢+1)B} = ¢D+ (¢+1)B. Se ¢ = n,

entaog+1<me
4D+ (g+1)(n—1)Dy - Dy — (g +1) < m(n—1)Dy - D, + (D — 1).
Se g =m — 1, entao ¢ + 1 < n e obtemos o desejado. O

Como um corolario do teorema anterior, obtemos o seguinte resultado, que é o

teorema principal de Brownawell em [7].

Teorema 4.11 (Teorema 1 de [7]). Sejam P, ..., P, € Clxy,...,x,] polinémios
com deg P, < D nao tendo zeros em comum em C". Entdo existem polinomios

Ay, Ay € Clay, .., 2] com

deg A; < punD" + D,
onde p = min{m,n}, tais que

AP+ .+ AP, =1,

Demonstracao: Sejam (1, ...QQ; Z-combinacoes lineares gerais de Py, ..., Pp,.
Pelo exercicio 1.2.21 de [6], @1, ..., Q; é uma sequéncia regular. Logo, i < m. Como
Py, ..., P,, ndo possuem zeros em comum, I = (Py,...,P,) = (1). Seja @1, ..., Q;
uma sequéncia regular maximal a partir de P, ..., P,. Entao @1, ...,Q); nao pos-
suem zeros em comum. Aplicamos o Teorema 4.10 em @1, ..., (); e expressamos 0s

Q; em termos do P} para obter as cotas desejadas. O
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