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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma demonstracdo do Teorema da Base Normal e Primitiva feita por
Cohen e Huczynska em 2003, sobre a existéncia de elementos normais e primitivos em extensdes de corpos
finitos. Este resultado é obtido sem o uso de computadores e utiliza teoria de carateres e somas de Gauss
para criar fungdes que contam o nimero de elementos normais e primitivos em extensoes de corpos finitos.
Ainda mostramos que sempre é possivel prescrever o traco e a norma de um elemento normal e primitivo.
Finalizamos mostrando um resultado sobre a existéncia de elementos 1-normais e primitivos com norma

prescrita.



Abstract

The aim of this work is to give a proof of the Primitive Normal Basis Theorem, due to Cohen and
Huczynska in 2003, about the existence of primitive and normal elements in finite fields extensions. This
result does not depend on a computer and uses character theory and Gaussian sums to build functions that
count the number of primitive and normal elements in finite fields extensions. We also show that it is possible
to prescribe the trace and norm of such an element. Finally, we show an existence result about primitive

1-normal elements with prescribed norm.
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1 Introducao

A Teoria dos Corpos Finitos, conhecidos também como Corpos de Galois, em homenagem ao matemético
Evariste Galois (1811-1832) consagrou-se como uma drea de estudo desde 1893, quando o matemético E. H.
Moore (1862-1932) publicou seu artigo chamado A doubly infinite system of simple groups, dando inicio &
Teoria dos Corpos Finitos de uma forma abstrata [26, p. 10]. Resultados que hoje sdo interpretados com
a linguagem de corpos finitos datam de muito antes. Em seu livro History of Theory of Numbers, Leonard
Dickson (1874-1954) afirma que os Chineses em torno de 500 A.C. j4 sabiam que, se p é um primo impar,
2r—1 _1 & divisivel por p, um caso particular do Pequeno Teorema de Fermat. Desde o século XV congruéncias
moédulo um inteiro n foram estudadas por matematicos brilhantes como Fermat (1601-1665), Euler (1707-
1783), Lagrange (1736-1813), Legendre (1752-1833) e Gauss (1777-1855) e todos ja sabiam que quando n
é primo, estas congruéncias possuiam propriedades especiais (ver [12, p. 295]). Dentre estes matemaéticos,
Gauss foi o primeiro a dar uma defini¢ao explicita das congruéncias médulo n em seu trabalho Disquisitiones
Arithmeticae publicado em 1808. Ele estudou ainda a fatoracdo de polindmios com coeficientes médulo um
primo p e mostrou que qualquer polinémio irredutivel médulo p, diferente de X de grau m > 1 & um divisor
de XP"~1 — 1, assim como obteve uma férmula para o nimero de polinémios monicos irredutiveis de grau
fixo com coeficientes médulo p. Galois publica em 1830 um artigo intitulado Sur la théorie des nombres,
onde constréi o corpo finito com p™ elementos, onde p é um primo e n um inteiro positivo, contudo outros
matemaéticos também descobriram os corpos finitos independentemente, como Schénemann, que descreveu
uma teoria para os corpos finitos baseado em congruéncias (ver [12, p. 296]).

Atualmente, o interesse no estudo da Teoria dos Corpos Finitos se intensifica com suas diversas aplicagoes
e conexoes com outras areas, como por exemplo a Teoria de Codigos, Geometria Finita, Polindmios de
Permutagao, Curvas Algébricas sobre Corpos Finitos e Criptografia.

Seja ¢ uma poténcia de um primo p e F, o corpo finito com ¢ elementos. Um resultado classico na
Teoria dos Corpos Finitos é a existéncia de elementos normais para extensdes de corpos Fy» |F,, ou seja, a
existéncia de um elemento o € Fyn tal que o conjunto {a, o(a),...,0" ()} seja uma base de Fy» como
espago vetorial sobre Fy, onde o é o automorfismo de Frobenius sobre F,. Dizemos que um elemento o € Fyn
é um elemento primitivo se o gera o grupo multiplicativo Fg..

Garantir a existéncia de elementos normais e primitivos é util na pratica, pois a existéncia de elementos
geradores que possuem propriedaes conhecidas e simples de se trabalhar pode melhorar os célculos envolvendo
a aritmeética em corpos finitos. Em 1952, Carlitz [3], [4] mostrou a existéncia de elementos normais e
primitivos para ¢ e n suficientemente grandes. Davenport [13] em 1968 mostrou a existéncia de um elemento
normal e primitivo para extensoes finitas do corpo primo F,. O resultado mais geral foi obtido somente
em 1987 com o trabalho de Lenstra e Schoof [23], onde foi mostrada a existéncia de elementos normais e
primitivos para qualquer extensao finita de corpos finitos, conhecido como o Teorema da Base Normal e
Primitiva. A demonstracdo de Lenstra e Schoof é dependente do computador, onde uma grande parte de
seu trabalho foi apresentada em formas de tabelas. Para um resultado de tamanha magnitude, é desejavel
uma demonstracao que nao dependa do computador. Motivado por este fato, Cohen e Huczynska em 2003
utilizam uma técnica de reducao e mostram o Teorema sem a necessidade do uso de um computador.

Uma ferramenta central que aparece nos trabalhos de Lenstra e Schoof [23] e de Cohen e Huczynska [8]
é a Teoria de Carateres, mais especificamente as Somas de Gauss. As Somas de Gauss sdo uma das mais

importantes somas exponenciais em corpos finitos, pois elas conectam suas estruturas aditiva e multiplicativa.



Elas também aparecem em varios outros contextos em &algebra e Teoria dos Numeros, bem como para
determinar o nimero de pontos racionais em curvas algébricas sobre corpos finitos. Técnicas para calcular
o nimero de elementos normais sobre Iy e primitivos em Fy» envolvem Somas de Gauss.

Dizemos que um polinémio f € F,[X] de grau n é normal e primitivo se for o polindmio minimo de um
elemento normal e primitivo da extensdo Fyn|F,. Em 1994 Morgan e Mullen [25] conjecturaram o seguinte:
sejam n > 2 e a € Fj. Entao existe um polindmio normal e primitivo de grau n com trago a. Esta
conjectura é uma versao mais forte do Teorema da Base Normal e Primitiva e foi provada por Cohen [6].
Cohen ainda mostrou que é possivel, além do trago, prescrever a norma do elemento [5]. Sejam a € Fyn
ef=X"+a; X" 1+ +a, € F,[X] seu polinomio minimo, entdo Tr(a) = —a; e N(a) = (—=1)™ay,
sao respectivamente o traco e a norma de o de Fy» sobre F,. Ou seja, prescrever a norma e o trago de um
elemento a € Fyn, normal e primitivo em Fy»|F, é equivalente a prescrever o primeiro e o tltimo coeficientes
de um polinémio normal e primitivo. Resultados mais gerais foram obtidos nesta direcao, prescrevendo ainda
mais coeficientes de um polindmio normal e primitivo (ver [16], [17], [18] e [19]). Uma generalizacido dos
elementos normais foi feita por Huczynska et al [21] em 2013, definindo o conceito de elemento k-normal
a € Fgn sobre Fy, que pode ser caracterizado como um elemento que gera um Fg-subespago vetorial de
codimensdo k de Fy». No mesmo artigo é provado um resultado existencial para os elementos 1-normais e
primitivos quando a caracteristica de I, ndo divide n.

Todos os artigos [16], [17], [18], [19], assim como o resultado existencial sobre elementos 1-normais e
primitivos utilizam técnicas similares as usadas para mostrar o Teorema da Base Normal e Primitiva assim
como a existéncia de elementos normais e primitivos com normas e trago prescritos. Utiliza-se carateres
multiplicativos e aditivos em Fy» para construir func¢oes caracteristicas para elementos com as propriedades
desejadas (normal, primitivo, 1-normal, ter traco ou norma fixados, etc.) e com isso é possivel contar o
nimero N de elementos com tais propriedades, onde surgem férmulas envolvendo Somas de Gauss. Com
isso, é possivel também obter cotas inferiores para N em funcao de ¢ e n.

Neste trabalho, damos uma demonstracao do Teorema da Base Normal e Primitiva, assim como uma
demonstracao da existéncia de elementos normais e primitivos com trago e normas prescritos.

Na Se¢ao 2 definimos o conceito de médulo assim como algumas de suas propriedades, que serdo usadas
ao considerarmos Fy» como um médulo sobre F,[X]. Fazemos uma exposi¢do sobre os Corpos Finitos,
definindo formalmente o conceito de base normal, elemento primitivo, assim como as func¢des traco e norma.
Definimos uma operacdo em Fgn que o torna um F,[X]-mo6dulo, obtendo uma caracterizagado dos elementos
normais de Fy» sobre F,. A Secdo 3 é dedicada ao estudo dos carateres sobre grupos abelianos finitos,
assim como os casos particulares de nosso interesse, carateres sobre F, e F7. Nesta se¢ao construimos uma
funcao caracteristica para os elementos primitivos sobre um grupo abeliano finito e a fungao caracteristica
dos elementos normais de F,» sobre F,. Também estudamos as Somas de Gauss, um tipo de soma de
carateres de fundamental importancia para o texto. Na Se¢do 4 mostramos o Teorema da Base Normal
e Primitiva, utilizando uma técnica de reducao desenvolvida por Cohen para evitar o uso computacional.
A Secdo 5 é dedicada & demonstracdo da existéncia de elementos normais e primitivos com norma e traco
prescritos, fazendo uso da mesma técnica de reducao usada na demonstragao do Teorema da Base Normal
e Primitiva para lidar com alguns casos excepcionais. A Segdo 6 é dedicada a uma introducdo sobre os
elementos k-normais e é obtido um resultado sobre a existéncia de elementos 1-normais e primitivos com a

norma prescrita.
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2 Preliminares Algébricas

2.1 Mobdulos

Nesta secao introduzimos a definicao de moédulos sobre anéis comutativos, bem como algumas de suas

propriedades que usaremos durante o texto. A teoria aqui descrita pode ser encontrada em [2] e [15].

Defini¢ao 2.1. Seja R um anel comutativo. Um R-médulo é um par (M, 7), onde M é um grupo abeliano
(aditivo) e 7 € um mapa de R x M em M tal que, denotando por ax o valor de 7(a,z) (a € R,z € M), as

seguintes condic¢oes sdo satisfeitas:
i) a(z+y) = az +ay,
ii) (a+b)x = ax + bz,
iii) (ab)x = a(bx),
iv) lz ==,
para todo a,b€ Rex € M.
Exemplo 2.1. i) Se K é um corpo, entdo um K-moédulo M é equivalente a um K-espago vetorial.
ii) Seja G um grupo abeliano. Entdo G é um Z-moédulo com a operagdo 7(n,g) =ng=9g+g+---+g,

n vezes
se n é positivo, 7(n,g) = —ng=—g—g—---— g se n & negativo e 0g = 7(0,¢g) = 0.
—_—

In| vezes

Definigao 2.2. Seja M um R-moédulo.

1. O anulador de z € M em R, denotado por Anng(x) é o conjunto Anng(z) = {a € R | ax = 0}.
Quando nao houver risco de confusdo, escreveremos apenas Ann(z) para denotar o anulador de z em
R.

2. O conjunto Anng(M) ={r € R|rx =0,Yx € M} é chamado de anulador de M.

3. Para um elemento a € R, definimos também U, = {z € M | az = 0}, o conjunto dos elementos que

sao anulados por a.
Temos que Anng(M) e Anng(z) sdo ideais de R e U, é um R-submodulo de M.

Proposicao 2.3. Seja M um R-mddulo, onde R é um dominio de ideais principais. Se Ann(x) = tR e

Ann(y) = sR, onde r,s € R sao tais que mdc(r,s) = 1, entdo Ann(z + y) = tsR.

Demonstrag¢io. A inclusdo tsR C Ann(x + y) é imediata pois se a € tsR, entdo existem aj,as € R tais

que ax + ay = tsa1x + tsagy = 0 pois Ann(x) = tR e Ann(y) = sR. Reciprocamente, se a € Ann(z + y),

entdo 0 = a(z +y) = ax + ay. Portanto, axr = —ay, multiplicando ambos os lados por ¢, temos que
0 = tax = —tay, logo ta € Ann(y) = sR. Temos que s divide ta, mas como mdc(t,s) = 1, necessariamente s
divide a. Analogamente obtemos que t divide a o que implica que st divide a, ou seja, a € tsR. O

Definicao 2.4. Um submddulo N de um R-moédulo M é um subgrupo de M fechado por multiplicagdao por
elementos de R. O grupo quociente M/N tem uma estrutura de R-modulo natural, dada por a(z + N) =
ax + N. O R-modulo M/N é chamado de mddulo quociente de M por N.
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Exemplo 2.2. 1. Se m € M, entao o subgrupo mM é um submédulo de M.

2. Se N e H s&o R-submodulos de M, entdo NNH e N+ H :={n+h|n e N,h € H} sdo R-submédulos
de M.

Definigao 2.5. Sejam M, N, R-médulos. Um mapa f: M — N é um homomorfismo de R-mddulos se
i) fle+y)=f)+ fy),
ii) f(az) = af(z),

paratodoa € Re x,y € M. Se f é uma bijecao, diremos que f é um isomorfismo. O nicleo de f é definido
por Ker(f) ={z e M| f(z) = 0}.

O nticleo de f é um submodulo de M e a imagem de f, denotada por Im(f) é um submédulo de N.

Exemplo 2.3. Seja Q o corpo dos niimeros racionais. Tanto Q quanto Q* sdo Z-mo6dulos, por serem grupos
abelianos. Contudo a operagdo T que os torna Z-modulos é diferente. De fato, para o grupo aditivo a

operacao é a soma herdada do anel Q. J4 em Q* a operacao é a seguinte
T(n,q) =q",

para todo n € Z, sendo a opera¢ao também herdada do corpo Q. O mapa f(z) = 22, para todo x € Q é um

homomorfismo de Z-mo6dulos entre Q* e ele mesmo. De fato,

flay) = (2y)* = f(2)f (),

Contudo, a mesma fungéo ndo define um homomorfismo de Z-moédulos entre Q e ele mesmo, pois f(2+3) =

25 # f(2) + f(3) = 13.

Definigao 2.6. Uma sequéncia de R-mo6dulos e homomorfismos

...HMi_lﬁﬁMiﬁt;MiH_)...

é dita exata em M; se Im(f;) = Ker(fi+1). A sequéncia é ezata se ela é exata em cada M;.
Temos, em particular
a) 0 > N Iy M 6 exata se, e somente se f é injetiva.
b) M gy N — 0 é exata se, e somente se g é sobrejetiva.
A partir de agora e até o fim da se¢fo, consideramos R um dominio de ideais principais.

Proposigao 2.7. Seja M um R-mddulo. Suponha que M = R/tR, para algum t € R\ {0}. Sejam m € M
e s € R tal que Anng(m) = sR. Entdo

i) Eziste h € R tal que t = sh.

i1) Ewxiste n € M tal que m = hn.

12



Demonstrag¢io. A afirmacao i) segue do fato que, tm = 0 para qualquer m € M, portanto ¢t € Ann(m), logo
s divide ¢, portanto existe h € R tal que sh = t. Ja a afirmacdo i), como s | ¢, temos que tR C sR C Re

tR & um R-submoédulo de sR, sendo assim sR/tR é um R-modulo. Considere a fungdo

w: R/tR — sR/tR (2.1)
a+tR+— sa+tR;

—
N
[\

~

w estd bem definida e € um homomorfismo de R-médulos. Temos que
sa+tR=0%< sa €tR< h|a,

pois t = sh. Logo Ker(w) = hR/tR. Assim, temos a seguinte sequéncia exata

0 M B ow SR,

tR tR tR '
Portanto, se ms = 0, entdo ms + tR = 0 em R/tR, ou seja, m € Ker(w), pela exatiddao da sequéncia
acima, m = y+tR, com y = yoh ou seja, Irg € R tal que m =y + trg = h(yo + sro), pois sh = t. Definindo

n = yo + srg obtemos o resultado desejado: existe n € M tal que hn = m. O

2.2 A estrutura dos corpos finitos

Esta secao é dedicada a uma breve introducao aos corpos finitos, onde os resultados basicos que nos serao
uteis durante o texto sao expostos. Serd assumido um conhecimento bésico de teoria de grupos, assim como
o estudo de extensoes de corpos. Os resultados podem ser encontrados em [24] ou [1].

Seja p um namero primo. O corpo F, = Z/pZ & o menor corpo de caracteristica p, chamado de corpo
primo; ele é isomorfo & intersecao de todos os subcorpos de qualquer corpo de caracteristica p. Dada uma
extensdo finita de corpos E | F,, de grau n > 0, E possui p™ elementos pois pode ser visto como um espago
vetorial de dimensao n sobre F,. Reciprocamente, para cada poténcia p"™ do primo p, existe, a menos de
isomorfismo, um unico corpo finito E com p” elementos, mais precisamente, £ ~ {« € Fp | o' — o= 0},
onde F,, denota o fecho algébrico de F,,.

Seja ¢ = p", denotamos por F; o corpo finito com ¢ elementos. O fecho algébrico Fq de F, pode ser

caracterizado da seguinte maneira:
o0
Fq = U ]Fqn.
n=1
A seguir temos alguns resultados importantes sobre a estrutura multiplicativa dos corpos finitos.
Proposigao 2.8. O grupo multiplicativo ¥}, € ciclico de ordem q — 1.
Tal resultado motiva a seguinte definicao.

Definicao 2.9. Um elemento gerador do grupo ciclico F; é chamado de elemento primitivo de Fy. A ordem

(multiplicativa) de um elemento a € F, sera denotada por ord(«).

A estrutura ciclica de F; nos permite obter alguns resultados acerca das k-poténcias de um elemento
aclf,.
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Proposigao 2.10. Sejam F, um corpo finito e k € N. Um elemento ndo nulo c € F, é uma k-poténcia se,

e somente se ¢/ =1, onde d = mdec(q — 1, k).
Agora focamos nas propriedades de extensoes finitas de corpos finitos.

Definicao 2.11. Sejam Fy» |F, uma extensao de corpos finitos e o € Fgn. O polinémio f € F,[X]| de menor

grau tal que f(a) =0 é chamado de polinémio minimo de « sobre F,,.

Defini¢ao 2.12. Um polinémio f € F,[X] de grau n > 1 é um polinémio primitivo sobre F, se é o polinémio

minimo sobre F, de um elemento primitivo de Fyx».

Proposicao 2.13. Se f € F,[z] € irredutivel de grau n, entdo f possui uma raiz o € Fyn. Todas as raizes

~ @ . . . ~ .
de f sao da forma o? , parai=0,...,n — 1. Ademais, todas as raizes de f sdo distintas.

O corpo Fy» pode ser visto como o corpo de decomposicdo de F, para qualquer polinoémio irredutivel (e
consequentemente separavel, pela proposicdo anterior) de grau n sobre F,. Portanto, a extensado Fg»|F, é

Galoisiana e denotamos por Gal(F»|F,) o seu grupo de Galois.

Proposicao 2.14. Seja Fyn um corpo finito. Entio Gal(Fyn|F,) € ciclico de ordem n, gerado pelo automor-

fismo de Frobenius o(c) = a9 , para todo a € Fyn.
Definimos agora uma base normal de Fy» como um espaco vetorial sobre F,.

Definicao 2.15. Dados a extensdo Fy» de F; e 0 o automorfismo de Frobenius, se existe a € Fyn, tal que
{o%(a), 0l (a),0%(a),..., 0" )} = {a,a4,..., oﬂn_l} é uma base de F,» sobre F, como espago vetorial,
entao esta é chamada de uma base normal para Fy» sobre F,. Dizemos que o como acima é um elemento

normal (livre) de Fyn sobre F,.

Definig¢ao 2.16. Um polinomio f € F,[X] de grau n > 1 é um polinémio normal e primitivo sobre F, se f

for o polinomio minimo de um elemento normal e primitivo de Fy» sobre F,.

Veremos que bases normais sempre existem em extensoes finitas de corpos finitos. No préximo exemplo

construimos uma base normal de Fg sobre F3 gerada por um elemento primitivo.

Exemplo 2.4. Seja F3 = {0, 1,2}, considere a extensdo quadratica de Fs, Fg ~ % ={ao + a1v |

a? = a+1,a1,az2 € F3}. O polinémio f(X) = X2 + X + 2 é irredutivel sobre Fs3. Note que f(a +2) =
(a+2)?+(a+2)+2=ac’+a+1+a+1=3(a+1) =0, portanto (a + 2) é uma raiz de f, logo (a + 2)3
também & uma raiz, e (a + 2)% = a® + 2 = 2a. Temos que {2a, a + 2} é uma base para a extensao Fg|F3,
sendo uma base normal, por defini¢ao.

O grupo multiplicativo F§ possui 8 elementos, portanto qualquer elemento de Fg diferente de 0, neces-
sariamente tem ordem dividindo 8 = 23. Temos que (2a)? = a?’ =a+1#0, (a+1)? =a®>+2a+1 =
a+1+2a+1=2#0, portanto (2a)® = 1, e concluimos que 2 é um elemento primitivo de Fg. Logo a

base {2a, a + 2} é uma base normal de Fy sobre F3 gerada por um elemento primitivo. O

Como a extensdo F,n|Fy é galoisiana e ciclica com Gal(Fgn | Fy) gerado pelo automorfismo de Frobenius

o, definimos respectivamente a norma Ng_,r, € 0 tra¢o Trp_,|r, de um elemento o em Fy» da seguinte
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maneira

n—1
NF,niF, = H o'(a),
1=0
n—1 ,
Trp, . r, (@) = Z o'(@).

=0

As funcgbes trago e norma quando definidas para uma extensao F, sobre seu corpo primo F, serdo
chamadas de trago absoluto e norma absoluta e denotados por Trp, e N , respectivamente. Se m divide n,

entdo existe um tnico subcorpo Fym contido em Fyn. Escrevendo n = mk, para o € Fyn, temos que
q q*
Trg mpm(@) =a+al+--+al.

A seguir, listamos algumas propriedades das fungdes traco e norma.

Proposicao 2.17. A funcao traco definida acima € tal que Try .5 (o) =a+a%+--- +a9" " e satisfaz as
posig ¢ ¢ q o | Fq

seguintes propriedades para todo o, 3 € Fgn e c € Fy:
i) Tre o p, (@ + B) = Trp o r, (@) + T a e, (B);
i1) Tr]Fq,,Lmq(ca) = cTr]Fq,,L“Fq(oz);
iii) Try n v, € uma transformagao linear sobrejetiva entre Fon e Fy;
w) Tre ., (c) = nc;
v) TﬁFqn‘Fq(aqi) = Trg . p, (), para todo i =0,...,n — 1.

Proposicao 2.18. A fungdo norma ¢é tal que Ny, r, (o) = ald"=1/(a=1) ¢ satisfaz as sequintes propriedades

para todo o, B € Fgn e c € Fy.
i) Np.p,(@B) = Ny . p, (@) Np .1, (B);
i1) Nr,nr, € um homomorfismo sobrejetivo entre F. e Fy;
iii) Np,u|F, (c) =c";
) Np,.|F, (aqi) = Nr.r, (), para todo i =0,...,n — 1.
Proposigao 2.19 (Transitividade do trago e da norma). Sejam K, E ¢ F corpos finitos tais que E | F | K

sao extensées finitas. Entao, para todo o € E,

Trg k(o) = Trp (Trep(a)),
Ng k(@) = Np g (Ng|p(a)).
2.3 F,» visto como um médulo sobre F [X]

Nesta segdo descrevemos Fyn» como um modulo sobre F,[X] com a finalidade de caracterizar os elementos
que geram uma base normal de F,» sobre F, como espacgo vetorial. Os resultados nesta se¢do podem ser
encontrados em [8], [22], e [27].
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O grupo aditivo F, (e consequentemente Fyn) pode ser visualizado como um médulo sobre F,[X] da

seguinte maneira, se a € Fy e f =>1" ;X" € Fy[X], definimos a operacéo

foa:=f%a):= iaioi(a) = iaioﬂi,
i=0 i=0

onde f? é obtido a partir do polinémio f substituindo X? por X9 (observe que o termo constante agX° é

levado em ag X4 = agX). Para a € F,, o seu anulador
Anng, (x)(0) = {f € Fo[X] | foa =0} C F,[X]
¢ um ideal principal. Observe que para a € Fy» temos
" =ae o a)=asi(a)—a=0s (X"-1)oa=0.

Portanto, Anng, x](a) # (0) e existe um tnico polinémio moénico g, € F,[X] tal que (g,) = Anng, [x]().

Definigao 2.20. A F,-ordem de o € F,, ¢ definida por Ord(a) = gq, onde g, € o polinémio ménico que gera

o anulador de « sobre F,[X].

Como Anng, xj(a) = (Ord(a)), temos que que Ord(«a) divide X™ —1, onde n é o grau da menor extensao
de Fy que contém «. Ademais, se h € F,[X] é tal que h o o = 0, entdo Ord(a) divide h. A ordem
do elemento a € Fyn referente ao grupo multiplicativo é mencionada como a ordem multiplicativa de «,
enquanto a F,-ordem é mencionada como a F,-ordem (ou apenas ordem, quando o corpo F, estiver fixo)
aditiva de o.

Usamos a no¢ao de F,-ordem para caracterizar os elementos normais de Fy» sobre IF;. Observe a analogia
entre o proximo teorema e a caracterizagao dos elementos primitivos no grupo multiplicativo: um elemento

a € F; ¢ primitivo se, e somente se ord(a) = ¢" — 1.

Teorema 2.21. Um elemento o € Fq define uma base normal de Fyn sobre F, se, e somente se, Ord(a) =
X" —1.

Demonstracdo. Suponha inicialmente que o seja um elemento normal de Fg» sobre F,. Isso implica que o

conjunto {a, ..., oﬂn_l} é linearmente independente sobre Fy, logo o grau do polinémio Ord(a) é maior ou
igual a n. Como Ord(«a) divide X™ — 1, segue que Ord(a) = X™ — 1.

Reciprocamente, se Ord(a) = X™ — 1, entdo o conjunto {a,...,oﬂnfl} ¢ linearmente independente
sobre F,. De fato, se existissem a; € Fy, ¢ = 1,...,n — 1, tais que apa + --- + an_lanl = 0, teriamos
necessariamente grau(Ord(a)) < n, contrariando a hipdtese. Portanto, o subespago vetorial gerado por
{a,...,a?" "} C F,n tem exatamente ¢" elementos sendo igual a Fgn. Logo, o conjunto {a,... ol Y 6
uma base (normal) para Fg» sobre Fy. O

Exemplo 2.5. Retornando ao Exemplo 2.4, j4 vimos que o conjunto {2«a, a4+ 2} é uma base normal para a
extensdo quadratica Fg|F3, entdo devemos necessariamente ter Ord(2a) = X2 — 1 = X2 + 2. Verifiquemos
o fato. Como X2 +2 = (X +2)(X + 1) e Ord(2a) divide X? + 2, segue que as possibilidades para Ord(2a)
sa0 X +2,X + 1 ou X2 + 2. Observe que (X + 2) o (2a) = (2a)? +2(20) = 2(2a + 1) + @ = 2a + 2 # 0,
assim como (X + 1) o (2a) = 2 # 0, portanto Ord(2a)) = X2 + 2, como esperado.
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O elemento a+1 é tal que (X +1)o(a+1) = (a+1)3+a+1=a®+1+a+1=2a+1+1+a+1 =0, logo
a+1 ndo gera uma base normal para a extensio Fg | F3. De fato, o conjunto {a+1, (a+1)3} = {a+1,2a+2}

nao é linearmente independente sobre Fs. O

Defini¢ao 2.22. Seja n um numero inteiro. A fungdo ¢ : Z — N definida por

é chamada de func¢ao de Euler.

Do mesmo modo que a fungao ¢ de Euler desempenha um papel importante no estudo dos nimeros
inteiros, definiremos uma funcao aniloga para polindmios em uma variavel sobre [y, que nos auxiliard no
estudo do F,[X]-moédulo Fyn.

Definigao 2.23 (Funcdo de Euler para polinémios). Sejam f € F,[X] monico de grau m, (f) o ideal gerado
e

por f em F,[X] F‘é][f)q o anel quociente de F,[X] por (f). Definimos as funcdes N, ® : F,[X] — N por

N(f)=# (FZ%{O =q",

o nimero de elementos no anel %, e

Fq[X]
G

o nimero de elementos invertiveis no anel

Identificando o anel quociente qu[c))f] com o seguinte conjunto

Fq[X]
)

={ao+ a1 X + -+ ap_1 X" a; € Fy, f(X) = 0}, (2.3)

F‘E][c))q podem ser vistos como polindmios em F,[X] de grau estritamente menor que o grau

os elementos de
de f. Ao nos restringirmos ao conjunto (F,[X]/(f))*, estamos considerando apenas as unidades do anel
quociente, em outras palavras, apenas os polindmios de grau estritamente menor que o grau de f e primos
com f. Portanto a funcdo ® conta o ntmero de polindmios g € F,[X] tais que grau(g) < grau(f) e

mdc(f,g) = 1.
A seguinte proposicao reflete a semelhanca entre a fun¢io ¢ e a fungdo ®. Para todo n € N, a funcio ¢

de Euler satisfaz

St =neet=n ] (1-3)-

. p
pln, p primo
Proposicao 2.24. Seja f € F,[X]. As seguintes propriedades sdo vdlidas para o fungio ®:

i) Y ®(9)=N(f) e

alf
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iyon=vn I (1-55)-

qlf, g irred.

Demonstragio. Para um divisor monico d € F,[X] de f, defina

Aq = {9 € Fq[X]/(f) | mde(g, f) = d}.

Para qualquer g pertencente ao anel quociente, obtemos

Iy g Fq[X] "
A = 2l =1e= :
g€ Aqg < mdce(f, g) d@mdc(d,d @de F/d)
Logo, #Aq = ®(f/d). Observe também que para um elemento qualquer h € F,[X]/(f), temos que grau(h) <
grau(f) (por (2.3)). Portanto h € Ay para um, e somente um, (pela unicidade do mdc) d divisor de f.

Concluimos entao que

Fo(X] 4.
n - GL”JfAd’

sendo a uniao disjunta, levando-nos as seguinte igualdades

N =il =Y pa= Yo () =S e,

d|f d|f dlf

Quanto ao segundo item, observe primeiramente que se g,h € F,[X] sdo primos entre si, entdo gF,[X] +

hF,[X] = F,[X], portanto temos que

o= (55~ (S0 (42) -

pelo Teorema Chinés dos Restos. Sejam g € F,[X] um polinémio irredutivel de grau m e e € N, e > 1.
Seja h € F,[X]/(g°), h ndo é invertivel se, e somente se, mdc(h,g®) # 1 e grau(h) < me (h pertence ao
anel quociente). Como mdc(h, g°) divide ¢g° e h, temos que h = tg para algum ¢ € F [X] e grau(t) + m =

grau(h) < me. Logo grau(t) < me—m e temos ¢

q
dado um polindémio qualquer f € F,[X]

escolhas para o polindémio ¢t. Dai conclui-se que temos

em—m

polinémios que nao sao unidades em F(“g[;)i]. Assim ®(g°) = ¢™¢ — ¢™¢™™ = ¢™°(1 — ¢~™). Agora,

5 1
_ €1 €s) — | I grau(gi)ei _
(I)(f) - (I)(gl s 'gs ) - et q <1 qgrau(gz‘)> ’
O resultado segue observando que N(g;) = ¢&2u(94) e que N(f) = gerau(f) = I1 qgrau(gji) =11 geraulgie: ]

Proposicao 2.25. Seja f = X" + -+ + a1 X + ap € Fy[X] tal que ag # 0. Entao

Z#{a €F,: Ord(a) = g} = N(f).
glf
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Demonstra¢iao. Primeiramente, observe que

(J{a €F, | Ord(e) = g} = {a € F, | f7(e) = 0},
glf

pois se a € Fy é tal que g% (a) = goar = 0, entdo, como g divide f, f7(a) = foa = ghoa = h(goa) = ho0 = 0.
Temos também que qualquer raiz de f7 é tal que f o a = 0, logo Ord(«) divide f. Observe também que a
inclusao acima é disjunta, pois a F;-ordem de um elemento é tnica. Como % = ag # 0, o polindbmio f7
possui apenas zeros simples, totalizando grau(f?) = ¢&»"(/) = N(f). O

Estamos aptos a demonstrar o seguinte resultado, devido a Ore [27].

Teorema 2.26. Seja f € Fy[X] monico e relativamente primo com X . Entio o nimero de elementos o € Fq
com Ord(a) = f € igual a O(f).

Demonstragio. O resultado é valido se grau(f) = 1. De fato, se f = X + a, temos que ®(f) = ¢g—1 e,
aplicando a proposicdo anterior, observando que os divisores de f sdo apenas 1 e f e notando que Ord(a) =1
se, e somente se, & = 0, temos o resultado.

Suponha agora o teorema valido para todo o polinémio ménico de grau menor ou igual a n — 1 e primo

com X. Seja f moénico de grau n e primo com X. Pela Proposi¢ao 2.25, temos que

> #{a€F,: Ord(a) = g} = N(f) =Y _ ®(g).

glf glf

Para cada divisor préprio de f, aplicamos a hipétese de inducao, visto que um divisor proprio tem grau

estritamente menor que grau(f) = n. Obtemos entdo:

Y 0(g)+#{aeF:0rd(a) = f}= Y ®(g)+2(f)
glf.9#f glf.9#f

Cancelando os termos iguais, obtemos o resultado. O

Em particular, existem ®(X™ — 1) elementos livres (normais) em F,» sobre F,, o que nos mostra que
bases normais sempre existem. Para completar a analogia entre o grupo multiplicativo F7.. e o grupo aditivo

Fyn (visto como um Fy[X]-médulo), seja o € Fyn normal e considere o mapa ¢ : Fy[X] — Fgn
O(f) = f7(a) =Ffoa

Temos que ¥ ¢ um homomorfismo de F,[X]-médulos (observando que, ao considerar Fy» como um mo-
dulo sobre F,[X], estamos nos restringindo apenas & sua estrutura como grupo aditivo) tal que Ker(¢)) =
Annp_[x)(a). J4 que «a foi escolhido como sendo um elemento normal sobre F,, segue que Anng, xj(a) =
(X" — 1)F4[X] e temos, portanto,

Fgn ~

———————, vistos como F,[X] — mo6dulos.

Tal resultado é analogo a
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* PO . _ 2
Fon =~ =1z’ vistos como Z — médulos,

pois, fixando o € Fy.. primitivo e definindo z, : Z — F7. como z, (¢) = af, obtemos um homomorfismo

sobrejetivo de Z-moédulos com nucleo Ker(z,) = (¢" — 1)Z.

X"—1

Em particular, se o € Fgn tem Fg-ordem g, entdo a = h o 3, para algum 8 € Fy, onde h = 5

(Proposigao 2.7).
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3 Carateres

Em um corpo finito Fy» os elementos primitivos estdo naturalmente relacionados a estrutura do seu grupo
multiplicativo. J& os elementos normais de Fg» sobre Fy estao relacionados & estrutura aditiva de Fgn. Nossa
finalidade ¢ contar a quantidade de elementos em Fg» com propriedades fixadas. Como Fy. e F;» sdo ambos
grupos abelianos finitos, na teoria de carateres, suporemos G um grupo abeliano finito (usaremos a notagao
multiplicativa). Quando necessario, nos restringiremos aos grupos Fyn ou Fgn. Os resultados dessa sessao

podem ser encontrados em [24] ou [1] para uma abordagem mais geral sobre a teoria de carateres.

3.1 Definicao e propriedades basicas

Definigao 3.1. Seja G um grupo abeliano de ordem n. Um cardter x de G é um homomorfismo entre G e

o grupo multiplicativo U = {z € C | |z| = 1} dos nimeros complexos com valor absoluto 1.

Proposigao 3.2 (Propriedades bésicas dos carateres). Seja x um cardter de G, wm grupo abeliano de ordem

n. Entao:
i) x(1) =1

i1) x(g) € uma n-ésima raiz da unidade;

iii) x(97") = x(9)-
Denotamos por Go conjunto dos carateres de um grupo G, G ¢ chamado de dual de G. Para X,V € CA?,
definimos o produto y como x%(g) := x(g9)%(g), para todo g € G. E facil verificar que esta operacio torna
0 conjunto G um grupo abeliano. Denotamos o cardter trivial por X, due é definido por Xo(g) = 1, para

todo g € G. Como os valores de um carater de G sao raizes da unidade de ordem n, o grupo G ¢ finito.

Proposigao 3.3. Sejam G um grupo ciclico de ordem n e g um gerador de G. Para um inteiro fixado j,
0<j7<n-—1, a funcao

X](gk) :e(zﬂ-l]k)/n’ kzO?"'7n_17

onde i € C, define um cardter de G. Reciprocamente, se x é um cardter de G, entdo x(g) = e2mI/™ | para

algum j, 0 < j <n-—1, logo x = X;- Portanto G possui exatamente n elementos.

Proposigao 3.4. Sejam H um subgrupo de uwm grupo abeliano finito G e x wm cardter definido em H.
Entao x pode ser estendido a um cardter definido em G, ou seja, existe um cardter A definido em G tal que
A(h) = x(h), Vh e H.

Demonstragdo. Seja H um subgrupo proprio de G e seja ¢ € G \ H. Sejam H; = (H,a) o subgrupo de
G gerado por H e a, e m € 7Z o menor inteiro positivo tal que ™ € H. Portanto, qualquer elemento
g € H; pode ser representado unicamente da forma g = a’h aonde h € H e 0 < j < m. Seja x um
cardter de H e escolha w € C tal que w™ = x(a™). Vamos mostrar que a fungdo x (g9) = wix(h) é um
carater em Hi. De fato, seja g1 € Hi, entao g1 = aFhi, onde 0 < k < me hy € H. Se ji+k < m,
entdo x, (991) = w/*x(hh1) = x, (R)x, (7). Se j +k > m, escreva gg1 = a’T* =" (a™hh1) entdo x (991) =
wWIth=my (a™hhy) = wItkEx(hhy) = X, (h)x,(h1). Temos também que x(h) = x,(h) se h € H. Agora, se
H, = G, a proposigdo é valida, caso contrario, repita o processo acima, ou seja, considere b € G\ H; e defina
o grupo H, gerado por H; e b e prossiga analogamente. Como G é finito, em um ntmero finito de passos

obteremos um cardter x, em G tal que xl(h) = x(h), para todo h € H. O
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Proposigao 3.5. Dados g,h € G e g # h, existe um cardter x de G tal que x(g) # x(h).

Demonstragio. E suficiente mostrar que se w := gh~! # 1 entdo existe um carater y de G tal que y(w) # 1.
De fato, seja H o subgrupo ciclico gerado por w. Entao pela Proposi¢ao 3.3, podemos escolher um carater

em H tal que x(w) # 1 e pela Proposigdo 3.4, podemos estendé-lo a um carater de G. O

Desse fato, seguem duas identidades envolvendo caréteres que serdao de notavel importancia ao longo o

texto.

Proposigao 3.6. Se x é um cardter nao trivial de wm grupo abeliano finito G, entao

> x(g) =0. (3.1)
geG

Sege G eg+#1, entdao
> xlg) =0. (3.2)

xea@

Demonstraggo. Como x é nao trivial, existe um elemento h € G, tal que x(h) # 1. Entao

xX(h)D x(9) = x(hg) =>_ x(g).

geG geG geqG

Portanto, temos

(x(h) =1) > x(g) =0,

geG

o que implica a primeira identidade. Para a segunda identidade, observe que a funcao § : G — U definida
por §(x) = x(g), para x € G & um caréater do grupo abeliano finito G. Note que § € nao trivial, pois pela

Proposicao 3.5, sempre existe um cardter y € G tal que x(g) # x(1) = 1. Portanto, podemos aplicar a

> x(g) =Y a0 =0.

xea@ xea@

identidade 3.1 ao grupo @,

Como corolario dessa proposicao, temos o seguinte resultado.
Corolario 3.6.1. O ndmero de cardteres de um grupo abeliano finito G € igual a |G)|.

Demonstragao. Pela identidade (3.2) da Proposigao 3.6, temos que

Gl=>">" xl9),

9€G xed

pois o tnico g € G que ndo anula o somatorio é g = 1. Como as somas sdo finitas, podemos inverter os

D> xle) =Y x9.

geG XE@ XE@ geG

somatorios
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Agora, pela identidade (3.1) da Proposi¢do 3.6, para todo carater nao trivial de G o somatério deG x(9)

se anula. Quando y = Xy’ obtemos que

> x,l9) =Gl

geG

O resultado segue. O
Pode-se dizer mais ainda sobre a relagao entre G e G.

Teorema 3.7. Seja G um grupo abeliano finito. Entao G € isomorfo a G.
O Teorema acima é uma consequéncia dos seguintes lemas.

Lema 3.8. Se G é um grupo ciclico de ordem n, entio G ~ G.

Demonstragao. Pela Proposigdo 3.3, se g gera G, entdo x(g) = e(?m)/n - assim, se 1 € CA;, entao existe um

k tal que ¢(g) = e/ = x(g)*. Logo ¢(g?) = ¥(g9)! = x(9)’* = x(¢')*, Vj = 0,...,n — 1. Temos
entdo que 1) = x*. Portanto, x gera G. Como G e G possuem o mesmo numero de elementos, o resultado

segue. [
Lema 3.9. Se G e H sao grupos abelianos finitos, entao GxH~GCxH.

Demonstrag¢do. Seja x um carater de G x H. Sejam xg(g9) = x(g,1) e xg(h) = x(1,h), para todo g € G
e h € H. Temos que xg e xmg sdo cardteres de G e H respectivamente e x(g,h) = x((g9,1)(1,h)) =
x(g, D)x(1,h) = xa(9)xm (k). Assim, o mapa ¢ que leva x em (x@, xg) € um homomorfismo de grupos. Se
x € tal que (x¢, xm) = (X0, %0), entdo x(g,h) = xc(9)xm(h) = 1, para qualquer (g,h) € G x H. Logo, x

é o carater trivial em G x H. Portanto ¢ é injetiva. Pelo Corolario 3.6.1, temos que G x H tem o mesmo
ntmero de elementos que GxH , logo ¢ é um isomorfismo de grupos. O

Corolario 3.9.1. Se G1,Gs,...,G,, sio grupos abelianos finitos, entio o dual de Gy X Go X ... x G, €

isomorfo a G1 X ... X G,.

A prova do Teorema 3.7 segue diretamente dos Lemas 3.8 e 3.9 e do fato de que todo grupo abeliano

finito é isomorfo a um produto direto de grupos ciclicos.

Definigao 3.10. O anulador de H < G em Géo conjunto
Anng(H) = {x € G| x(h) =1,Vh € H}.

Anng(H) é um subgrupo de G.

Proposigao 3.11. Se G € um grupo abeliano finito, H um subgrupo préprio de G e g € G\ H, entdo existe
um cardter x de G que anula H, mas x(g) # 1.

Demonstragdo. Seja gH € G/H tal que gH # 1. Pela Proposi¢io 3.5, temos que existe um caréater y de
G/H tal que x(gH) # 1. Denotando por ¢ 0 homomorfismo quociente entre G e G/H, obtemos que ¢ = yo¢
é um carater de G que anula H e ¥(g) = x(¢(h)) = x(¢gH) # 1. O

Proposigao 3.12. Seja H um subgrupo de G. O anulador de H em Gé isomorfo a (ﬁ
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Demonstragdo. Seja Ann(H) = {x € G | x(h) = 1,Yh € H} o anulador de H em G. Seja ¢ : G — G/H o

homomorfismo quociente e defina a seguinte fun¢io p: G/H — G

p(x) =x09.

Temos que p é um homomorfismo de grupos e sua imagem esta contida em Ann(H), pois dado x € CT/?J , se
h € H, entao p(x(h)) = x(¢#(h)) = 1. Temos também que p ¢ injetiva, pois se p(x) = X, (o carater trivial
em @), entdo x(¢(g)) = x(¢H) = 1, para todo g € G, logo x ¢é o caréter trivial em CT/?I Finalmente, p é
também sobrejetiva, pois para um carater x € Ann(H), definimos S(gH) = x(g). Este é um carater bem

definido em G/H e x = 0 ¢, 0 que conclui a prova. O

Corolario 3.12.1. O anulador de H em G é isomorfo a G/H.

3.2 A funcao caracteristica dos elementos k-livres

Seja G um grupo ciclico de ordem n e k um divisor positivo de n. Nesta se¢do, definimos o conceito de
elemento k-livre sobre um grupo ciclico finito G e construimos uma fun¢ao caracteristica para o subconjunto
formado por tais elementos.

Um elemento g € G gera G se, e somente se, sempre que escrevermos g = g{, para algum g; € G, entdo

mdc(d,n) = 1. Uma generalizagao desse fato pode ser obtida da seguinte maneira.

Definig¢ao 3.13. Seja G um grupo ciclico de ordem n. Para um divisor k£ da ordem de G, um elemento

g € G ¢ dito k-livre se, sempre que g = g{ , onde g, € G e d|k, implicar d = 1.

Note que, com essa nova defini¢do, os elementos que geram G sao elementos n-livres. Fixado k& um divisor

de n, vamos construir a funcao caracteristica para os elementos k-livres em um grupo ciclico.

Defini¢ao 3.14 (Funcdo de Mobius). Seja D um dominio de ideais principais. Para um elemento ndo nulo

t € D, a funcao de Mobius é definida da seguinte maneira:

1, se t € uma unidade,
p(t) =1 (=1)°, set éo produto de s elementos irredutiveis distintos,
0, se t é divisivel pelo quadrado de um elemento irredutivel.

A funcao de Mobius é uma funcao multiplicativa, ou seja, se ¢, r sdo elementos de D tais que mdc(¢,7) = 1,
entdo p(tr) = p(t)u(r). Construiremos agora a funcdo caracteristica para os elementos k-livres de um grupo
ciclico finito G. Tal funcdo é uma generalizacdo da fungao caracteristica para os elementos primitivos de F,

conhecida como a férmula de Vinogradov .

Teorema 3.15. Seja G um grupo ciclico de ordem n. Para k um divisor de n, defina a sequinte fun¢ao

Vi(9) = Z wld) Z x(g), para todo g € G.

d
dlk SD( )XE@,ord(X)=d
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Entao
0, se g nao € k-livre,

Vi(g) =
k(9) Lk’ se g € k-livre.

o(k)

Em particular, se k = |G|, entdo Vig|(g) # 0 se, e somente se, g gera G.
Vamos primeiro mostrar o seguinte lema.

Lema 3.16. Sejam G um grupo ciclico de ordem n e G seu dual. Valem as sequintes afirmagoes:
a) Se ¢ €N é um primo divisor de n, entio existem p(€) =€ — 1 cardteres de ordem  em G.

b) Se l1,0, € N sao primos distintos que dividem n, entdo todo cardter de ordem £105 pode ser escrito

como o produto de um cardter de ordem £, com um cardter de ordem (5.

¢) Para g € G e l1,05 € N, primos distintos divisores de n, temos que

> X9 oox = > x].

ord(X)=t1 ord(X)=t> ord(X)=t1£2

onde os somatdrios percorrem todos os cardteres de G com dada ordem.

d) Se ¢ é um numero primo divisor de n e g € G, entao

d>ooxlg) | +1=>" xl),

ord(Y)=¢ Xt=X

0

onde X, denota o cardter trivial de G e o iltimo somatdrio percorre todos os cardteres x de G tais que

X' =X, i-e, x(9) =1,V € G.

Demonstragdo. Os itens a) e b), sdo simples consequéncias de G ser também um grupo ciclico e finito de
ordem n. O item c), por sua vez segue diretamente do item b). Quanto ao item d), basta observar que como
¢ é primo, os carateres tais que y!' = X, sao exatamente aqueles que possuem ordem um divisor de ¢, logo

sdo os p(f) = ¢ — 1 de ordem ¢ e o carater trivial, portanto o resultado segue. O
Vamos agora & demonstragao do Teorema 3.15.

Demonstra¢do. Seja d um divisor de k. Observe que a funcao de Mobius apenas retorna um valor diferente
de zero se d é livre de quadrados, portanto podemos escrever Vi (g) da seguinte maneira: sejam, pi,...,ps

os primos distintos que aparecem na fatoracao de k. Entao

o= 1+ A Y e+ 3 PR S )+

ord(x)=pi 1<i<j<s lpj) ord(x)=pip; (3 3)

+ :u'(pl '-'ps) Z X(g)'

PPLPs) S
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Como as fungdes ¢ e p sdo multiplicativas, u(p;) = —1, ¢(p;) = p; — 1 e pelo item ¢) do Lema 3.16, podemos

reescrever a Equacao (3.3) na seguinte forma:

Viig) =] [1- _11 > x()

ord(x)=p;

Somando e subtraindo

no produtério, obtemos
pi —

S

Vi) = [T | -2 ! > xlg)+1

i—1 pi—1
=1 \P P ord(x)=p:

Pelo item d) do Lema 3.16, podemos reescrever tal produtério na forma

vk<g)=H< 1y x(9)>-

i=1 bi — 1 bi — 1 Pim=x0

Observe que, se g nao é k-livre, entdo g = gfj para algum 1 < j <s. Logo

> x9= > x(e)” =p;,

X7 =x0 xP7=xo0

X‘(g) = LVg € G} = {x €
Fn |/X£g€) =1,Vg e G} ={x € Fju | x(h) = L,LYh € G} onde G* = {¢* | ¢ E/_G\} Temos entdo que
{x €F;n | X*(9) = 1,Vg € G} = Ann(G*). Logo, pela Proposicao 3.12, Ann(G*) ~ G/G*. Se g ¢ k-livre, ele

nao pode ser poténcia de nenhum primo dividindo k, assim, g # 1 em G/GP: para todo 1 < i < s. Portanto

Y oxg= > x.

fazendo com que Vi(g) = 0. Para ¢ € N, considere o conjunto {x € ﬁ’;:

xPi=xXo xeG/GPi
Pela Proposicao 3.6, temos que o somatério se anula para todo 1 < ¢ < s e temos o resultado. O
. - . . . k
Defini¢ao 3.17. Se G é um grupo abeliano de ordem n e k é um divisor de n, definindo 6(k) := %,

temos que 6(k)Vj é a fungdo caracteristica para os elementos k-livres de G.

Observagao 3.17.1. No caso de um corpo finito Fy», ser k-livre é uma no¢ao referente ao grupo multiplica-
tivo 7., mas podemos estender a nogao para Fg» observando que 0 ndo ¢ k-livre, para nenhum £, divisor
de ¢ — 1 diferente de 1, visto que 0 = 0 para qualquer d € N. J4 no caso k = 1, temos que 0 & 1-livre,

assim como todo elemento de Fon.

Proposicao 3.18. Seja Fyn um corpo finito e seja k um divisor de ¢ —1 diferente de 1. Ezistem 0(k)(q"—1)

elementos k-livres em Fgn.

Demonstragdo. Seja ny o ntmero de elementos k-livres em Fy... Entao

ne= Y 0(k)Vi(a)=0(k) > Vi(a).

aEFL, aEFL,
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Pela definicao da funcao Vj, temos que

_ p(d) _ N Ad)
Z Vi(a) = Z Zm Z x(a) = o) a; x(a). (3.4)

ackFr, a€lfy, dlk ord(x)=d d|k ord(x)=d

Onde o somatorio

> xla),

acFr,

s6 ndo se anula no caso em que y é o carater trivial, ou seja, quando d = 1 em (3.4). Portanto

S v = 3 @ =" -1

ocE]F;n aE]F;,L

O resultado segue. O

3.3 Os caréateres aditivos e multiplicativos de F,

Nesta secdo exibiremos os dois tipos de carateres definidos no corpo F,. Os carateres definidos sobre o
grupo multiplicativo de I, serdao chamados de cardteres multiplicativos enquanto os carateres definidos sobre
o grupo aditivo serao chamados de cardteres aditivos. Os resultados dessa secao podem ser encontrados
em [24].

Os carateres multiplicativos sdo facilmente determinados, pois o grupo F} ¢ ciclico. O préximo teorema

é uma reformulagao da Proposi¢ao 3.3 para o caso G = Fy.

Teorema 3.19. Seja g um elemento primitivo de Fy. Para cada j =0,1,...,9—2, a fungdo v; definida da
sequinte maneira

vi(g") = 2™k parg k=0,...,q— 2,

onde i € a unidade imagindria, define um cardter multiplicativo de ¥y e todo cardter multiplicativo de F,

pode ser obtido dessa maneira.

Observagao 3.19.1. Um cardter multiplicativo de F, estd definido apenas para os elementos do grupo
multiplicativo F;. Com a finalidade de estendermos um cardter multiplicativo para todo F,, faremos a
seguinte convencdo: se v é um carater multiplicativo de F,, diferente do trivial, entdo v(0) = 0. Definimos
também 14(0) = 1, onde vy denota o carater multiplicativo trivial de F,,.

—

Definicao 3.20. Seja d um divisor de ¢ — 1. Denotamos por v4 um carater de ordem d em F7.
Com essa nova defini¢do, vy = 1.

Proposicao 3.21. A funcio de F, para os nimeros complexos de méodulo 1, definida por
)\(a) — eZTriTr(a)/p’

onde Tr denota o trago absoluto de Iy, € wum cardter do grupo aditivo Fy, chamado de cardter aditivo canénico.

Tal cardter é chamado de carater aditivo candnico pelo fato de que qualquer outro carater aditivo de F,

poder ser obtido através dele.
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Teorema 3.22. Para a € Fy, a funcdo A\, definida por \,(b) = A(ab), para todo b € F, define um cardter

aditivo de Fy. Reciprocamente, qualquer cardter aditivo de IFy pode ser obtido dessa maneira.
Demonstragao. Ver [24], p. 190, Theorem 5.7. O

Fazendo a = 0 no Teorema 3.22, obtemos o carater aditivo trivial A\g. Para estendermos os carateres
definidos em F, para qualquer 1 < n € N, seja x o carater aditivo candnico de Fyn, definido de maneira
analoga & definida na Proposicao 3.21. Entao, pela transitividade do trago, temos que, se A é o carater

aditivo canénico de Fy, entao

AMTrr,. v, (8)) = x(B) para todo 3 € Fyn. (3.5)

A seguinte proposicdo ¢ um caso particular da Proposicao 3.6.
Proposigao 3.23.

i) Seja X o cardter aditivo canonico de Fy e a € F,. Entdo:

0, sea#0
> Ab-a) = #
beF, q, sea=0.

i1) Se I/F% € 0 dual de F e a € Fy, temos que:
0, sea#1
> vla) = g
veFn)" q—1, sea=1.

3.4 Somas de Gauss

Esta se¢do é dedicada as Somas de Gauss, que sdo umas das mais importantes somas exponenciais, ou
seja, somas onde estdo presentes um ou mais cardteres de F,. A importancia das Somas de Gauss reside no
fato delas conectarem a estrutura aditiva com a estrutura multiplicativa de Fy. Os resultados nesta secao

podem ser encontrados em [24].

Definicao 3.24. Sejam v um carater multiplicativo de Fy e Aq, onde a € Fy, um carédter aditivo de F,. A

Soma de Gauss G1(v,\,) é definida da seguinte maneira

G1(v,Ag) = Z v(c)Aa(c).

cely,

Veremos que o nimero de elementos que sao simultaneamente primitivos em Fy» e normais em Fy» sobre
F, pode ser expresso em funcido de Somas de Gauss, sendo assim, é natural indagar-se acerca de seu valor
absoluto. E claro que |G(v, A\y)| < ¢, contudo, tal valor em geral é bem menor. Relembramos que vy e Ag

denotam, respectivamente, os cardteres multiplicativo e aditivo triviais de F,.
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Teorema 3.25. Sejam v um cardter multiplicativo e Ay, para a € Fy um cardter aditivo de Fy. A Soma de
Gauss G1(v, \,) satisfaz
q, sev =1y, g = Ao,
G1(, M) =40,  sev =1, \a # Ao, (3.6)
0, sev#uy,A\g = Ng-
Se v #£ vy e Ay # Ao, entio
G (v, Xa)| = ¢, (3.7)

Demonstra¢io. O primeiro caso em (3.6) é trivial. Os segundo e terceiro casos seguem diretamente da
Proposigdo 3.23 e pela convencdo do valor de v em 0 € F,;, mencionada na Observagdo 3.19.1. Agora,

quando v # vy e Aq # Ao, temos que v(0) =0 e

IG1(v, ) > = G(v, M) G(u A )

Z Z Cl)/\a(cl)

CGJF* c1 GIF*

3D LS INEEE]

CGJF* c1 GIF*

Onde na ultima igualdade usamos a Proposicio 3.2. Substituindo ¢~'¢; = d, temos que

Giw Aa))? =D D w(d -1))

CEF* dG]F*

= Z V(d) Z )\a(C(d — 1)) - /\a(o)

deF; c€F,
=Y v(d) > Aalc(d-
deFy cel,

onde na segunda igualdade usamos o fato de que ), . v(d) =0, se v # vy. Agora, a soma

> Xale(d -

celF,

tem valor ¢ se d = 1 e valor 0 se d # 1, de novo pela Proposicao 3.23. Portanto, |G1 (v, \a)|> = v(1)g =q e

temos o resultado.

Observagao 3.25.1. Trocando F, por F,» obtemos que, se 1 e X, onde o € Fy» sdo, respectivamente,
carateres multiplicativo e aditivo de Fy», a Soma de Gauss é denotada por G, (7, Xo)- Temos que |Gy (1, Xa)| =

q%. Se x é o caréter aditivo canonico em Fn escrevemos G,,(n) para representar G, (1, x).

3.5 O dual de F;» visto como um médulo sobre F,[X]

Ao longo desta secdo, definimos o necessario para construir a funcio caracteristica dos elementos normais
de Fgn sobre Fy.

O grupo dos carateres aditivos de Fyn pode ser visto como um mddulo sobre F,[X]. De fato, seja
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Fgn = {x : Fgn = C | x é um carter em Fyn}, o dual de Fyn. Sejam x € Fgn e f € F,[X]. A seguinte

operagao torna Iﬁ; em um moédulo sobre F [ X].

(@) = x(f7 (@) = x(foa), Vo€ Fgn.

Note que xX ~!(a) = x((X" — 1) oa) = x(a? —a) = x(0) = 1, para todo a € F,». Em particular,
Anng_[x)(x) # (0). Definimos a ordem Ord(x) do cardter x como sendo o polinomio monico que gera
Anng_[x)(x). Em particular, Ord(x) = f, ¢ o polinémio monico de menor grau tal que xx(a) = 1, para
todo @ € Fgn. Temos também que Ord(y) divide X™ — 1.

Proposigao 3.26. Seja f um divisor monico de X™ — 1. Entdo

S #{x € Fypn | Ord(x) = g} = N(f).
glf

Demonstragio. Seja f um divisor moénico de X™ — 1. Defina o subgrupo aditivo H = foFpmn = {foa|a €
Fyn} de Fyn. Temos entdo que o subgrupo L := {x € ]E; | x! = XO} do dual de Fy» anula H. De fato, a
inclusdo Anng— (H) C L ¢ clara. Seja h € H. Temos que h = f o a, para algum o € Fyn e, se x € L, entdo

x(h) = x(f oa) = x¥(a) = 1. Assim, pela Proposicio 3.12, temos que

F n F n
L~-L = _ 3.8
F n
Em particular |L| = || Iq{|| Observe agora que f° é um endomorfismo do grupo aditivo Fy» com ntcleo
Ker(f?) = {a € Fpn | foa = f7(a) = 0}, que possui N(f) elementos, pois f? possui todas as suas
rajzes distintas. Logo, Im(f?) = foFyn = ﬁ}") que possui #7}) = ¢"&2au(f) elementos. Assim,
|L| = geraulf) = N(f). O

Proposicao 3.27. Se f é um divisor monico de X" — 1, entdo existem ®(f) cardteres aditivos x de Fyn
com Ord(x) = f.

Demonstra¢do. Usamos indugdo no grau de f. Se f é um divisor de grau 1 de X™ — 1, seus tnicos divisores

sdo 1 e f, assim

¢=N(f) = #{x €Fp | Ord(x) = g}
glf

= #{x € Fyu | Ord(x) = 1} + #{x € Fyn | Ord(x) = f}
=1+ #{x € Fgn | Ord(x) = }.

(3.9)

Portanto, concluimos que

#{x €Fpn | Ord(x) = f} = q—1=3(f).

Suponha agora que o resultado é valido para todo polinomio g divisor de X™ — 1 de grau menor que d. Seja

f um polinoémio de grau d tal que f divida X™ — 1. Temos que

Y o) =N(f)= > #{x €y |Ord(x) = g} +#{x € Fyn

glf glf.9#f

Ord(x) = f}. (3.10)
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Pela hipotese de inducdo, #{x € IE: | Ord(x) = g} = ®(g) para todo g divisor de f e diferente de f,

cancelando os termos iguais, o resultado segue. O

Agora estamos aptos para construir a funcao caracteristica para os elementos normais de Fy» sobre F,.

Para isso, uma nova definicdo é necessaria.

Defini¢ao 3.28. Seja M um divisor de X™ — 1 em F,[X] e h € F,[X] um divisor de M. Dizemos que

a € Fyn &€ M-livre se o« = h o 3, onde 3 € Fy» sempre implicar h = 1.
Temos que « é normal sobre F,» se, e somente se, é (X" — 1)-livre.

Observagao 3.28.1. Neste caso, assim como no caso multiplicativo, temos que 0 nao é M-livre, para

nenhum M divisor de X™ — 1 visto que para qualquer g € F,[X], temos que g o 0 = 0.

Teorema 3.29. Sejam h € F,[X] um divisor moénico de X" — 1 e o € Fyn, defina a fungio

Vi(a) = Z L16)] Z x(«), para todo o € Fyn.

P
fin () X€EFqn, Ord(X)=f
Entao
0, se a nao é h-livre,
Vi(a) = N(n)

W7 se « € h-livre.

Demonstraremos um lema, anélogo ao Lema 3.16 que serd usado na prova do Teorema 3.29.
Lema 3.30. Sejam Fy» um corpo finito com ¢" elementos e IFL; seu dual. Valem as sequintes afirmacoes:
a) Se h € Fy[X] é um polindmio monico e irredutivel divisor de X™ — 1, entdo existem ®(h) = N(h) —1

cardteres x € IE/‘;: tais que Ord(x) = h.

b) Sejam hy # ho € Fy[X] polinémios monicos irredutiveis divisores de X™ —1. Entdo todo cardter aditivo
X de Fyn tal que Ord(x) = h1ha é o produto de um cardter de ordem hy com um cardter de ordem hs.
Reciprocamente, o produto de quaisquer cardteres de ordem hy e ordem hy resulta em um cardter de

ordem hihs.

¢) Para o € Fyn e hy, ho € Fy[X], divisores monicos irredutiveis de X™ — 1, temos que

Y. xla) Yo x| = > x@ |,

Ord(x)=h1 Ord(x)=hs2 Ord(x)=h1h2
onde 0s somatorios percorrem todos os cardteres aditivos de Fgn com dada ordem.

d) Se h é um divisor monico irredutivel de X" — 1, e o« € Fyn, entdo

Yo x@|+1=">Y x(),

Ord(x)=h XE]F/,; ,
x"=X

0

onde o tltimo somatorio percorre todos os cardteres aditivos de Fyn tais que "= X i.e., x(hoa) =
O,VCY S Fqn.
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Demonstrag¢io. O item a) é uma consequéncia direta da Proposi¢ao 3.27. Ja o item b) é uma consequéncia
Proposi¢ao 2.3, pois dois polindmios moénicos e irredutiveis distintos sdo necessariamente primos entre si. O
item ¢) por sua vez é uma consequéncia do item b). Ja o item d) segue do fato de que, como h é irredutivel
e monico, temos que ®(h) = h — 1, ademais, se xy € IE; é um carater tal que " = Xy entdo Ord(y) divide
h (lembre-se que Ord(x) € o polinémio monico gerador de Ann(y)). Como h ¢ irredutivel, segue que x é tal

que Ord(x) = h ou Ord(x) = 1. Como Ord(x) =1 se, e somente se y = Xy © resultado segue. O
Vamos agora & demonstra¢ao do Teorema 3.29.

Demonstragio. A demonstracdo é andloga ao caso em que G é um grupo ciclico finito. Seja h = t]* - - -t

t; monicos irredutiveis distintos e 7; > 1. Pelo Lema 3.30, podemos escrever V},(«) da seguinte maneira:

S

1
Vi(a) = H 1- m Z x(a) ’

7

i=1 Ord(x)=t;
disso decorre que
u N(t;) 1
Vi = — 1
h(a) H N(tz) 1 N(tz) 1 Z X(CM) + )
i=1 Ord(x)=t;

pelo Lema 3.30, como ¢; é monico e irredutivel para todo 1 < i < s, temos que

- N(t:) 1
Vile) = H N(t:)—1 N(t)—1 Z xe)

i=1 X=X,

Portanto, se « ndo é h-livre, entdo o = ¢; o 3, para algum 1 < i < s e algum f € Fy». Logo,

dYooxle)= > xtieB)= D X(B= D, 1=N(t)
X=X X=X X=X xX"EX

Portanto, existe um fator 0 no produtorio, tornando V},(«) zero. Se « é h-livre, entdo, para cada 1 <i < s,

temos que ZX”EX x(a) = 0 pois, (3.8) implica que o conjunto {x € ﬁq\n | xti = Xo} = Ann(t; oFyn) &
0
Fq7l ~ Fqn

isomorfo a ~
ti o Fqn ti o Fqn

, e a ser h-livre, implica em « ser t;-livre para todo 1 < i < s, assim « # 0 em

Fyr e o resultado segue como no Teorema 3.15. O
ti o) Fqn
. < . . . ®(h) ) -
Defini¢ao 3.31. Seja h um divisor de X™ — 1. Definindo O(h) := W, temos que O(h)V}, é a fungao

caracteristica para os elementos h-livres de Fg» sobre IF,.

Proposicao 3.32. Seja 1 # h € Fy[X] um divisor de X™ — 1. O nimero de elementos h-livres em Fgn é
O(h)q".

Demonstra¢ao. A demonstragdo é andloga & demonstracao da Proposicao 3.18. O
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4 O Teorema da Base Normal e Primitiva

4.1 Introducgao

Para provarmos o teorema da Base Normal e Primitiva, mostraremos que o nimero de elementos o €
F,» satisfazendo simultaneamente ord(e) = ¢" — 1 e Ord(a) = X™ — 1 é positivo. Para isso, as funcoes
caracteristicas que definimos anteriormente serdo de extrema importancia. Antes de atacarmos o problema,
veremos que podemos procurar por elementos o com ordem multiplicativa menor que ¢ — 1 e ainda assim
garantir a validade do teorema. Ao longo desta secdo, consideraremos F,» uma extensdo de Fy, um corpo
finito de caracteristica p com ¢ = p” elementos.

Observe que, garantir a existéncia de um elemento normal e primitivo de Fy» sobre Fy é equivalente a
garantir a existéncia de um polinémio f € F,[X] normal e primitivo de grau n sobre F,.

A primeira demonstracdo do teorema da Base Normal e Primitiva foi devida a H. W. Lenstra e R. J.
Schoof [23] em 1987, completando o trabalho de H. Davenport [13] de 1968, que provara o fato para extensoes
finitas do corpo primo F,. A demonstracdo de H. W. Lenstra e R. J. Schoof depende de um computador.
Para um resultado de tamanha importancia acerca dos corpos finitos, é interessante uma demonstragdo que
nao dependa do computador. Tal demonstracdo foi feita por S. D. Cohen e S. Huczynska [8] em 2003, no

qual esta segao é majoritariamente baseada.

4.2 Reducgoes

Inicialmente, observe que em extensdes da forma Fz|F,;, um elemento o € F,2 tem como sua ordem
aditiva um divisor de X2 — 1 = (X — 1)(X + 1). Se supusermos « € F,> primitivo, entdo o nio pode ter

ordem aditiva X — 1 nem X + 1. Portanto podemos supor n > 3 na extensao Fy» | Fy.

Definigao 4.1. Sejam m um divisor positivo de ¢" — 1 e g € F,[X] um divisor de X" — 1. Denotamos por

N(m, g) o namero de elementos ndo nulos de Fy» que sdo simultaneamente m-livres e g-livres em Fyn.

Observagao 4.1.1. Como mencionado nas observagoes 3.17.1 e 3.28.1, todo elemento de Fg» é 1-livre
no sentido multiplicativo e todo elemento exceto o 0 é 1-livre no sentido aditivo. Portanto, temos que
N(1,1) = ¢"™ — 1. Devido a Proposicao 3.18, se m € N e m # 1, entdo N(m,1) = 0(m)(¢" — 1) e, se
g € F4[X], g # 1, entdo, pela Proposicao 3.32, N(1,g) = ©(g)q".

As seguintes proposi¢oes nos dizem que podemos reduzir o problema para obter informacOes sobre
N(m, g).

Lema 4.2. Sejam m um divisor de ¢" — 1, g € F,[X] um divisor de X" —1 e a € Fyn.
i) Seja k um divisor de m. Se « é m-livre, entao « é k-livre.
i1) Seja h um divisor de g. Se « é g-livre, entao o é h-livre.

Demonstra¢do. Sejam m um divisor de ¢" — 1, k um divisor de m e « € Fyn, m-livre. Seja d um divisor de
k e suponha que a = 4% para algum j € Fgn. Como d divide m, segue que d = 1. Portanto o é k-livre. A

demonstragao do caso aditivo é analoga. O

Lema 4.3. Sejam m um divisor de ¢" — 1 e mg sua parte livre de quadrados. Entdo, o € Fyn € m-livre se,

e somente se, € mo-livre.
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Demonstra¢do. Se a é m-livre, entao é claro que é mg-livre, pois qualquer divisor de my é também um
divisor de m. Reciprocamente, seja o € Fyn, mp-livre e suponha que a = B4, onde d divide m. Podemos
supor m > 1 e m = pj'...pls onde p; é primo para 1 < i < s, o que implica mg = p1...ps. Se d > 1, entdo,

apés uma reordenacdo podemos escrever d = p]fl ...pF» onde 1 <w < sel<k; <r. Portanto,

k1—1 kyw—1

a=p4%= /Bp’fl‘..p?““’ = (B P PP

e temos que pj ... Py|me. Logo, como « é mg-livre, temos que p;...p, = 1, o que implica d = 1, uma
contradicao. O
Temos um fato andlogo para elementos o € Fyn g-livres, g € F,[X].

Lema 4.4. Sejam g um divisor de X™ — 1 e go sua parte livre de quadrados. Entio o € Fyn € g-livre se, e

somente se, € go-livre.

Demonstra¢do. A demonstracdo é idéntica ao caso anterior, visto que os argumentos s6 dependem do fato

dos elementos em questao pertencerem a um Dominio de Fatoracao Unica. O

Um fato mais interessante no caso aditivo é o seguinte: se p é a caracteristica de Fy», escrevendo n = pPn*,

onde p nao divide n*, temos o seguinte resultado.
Lema 4.5. Um elemento o € Fyn é (X" — 1)-livre se, e somente se, é (X" — 1)-livre.

Demonstrag¢io. Se o € Fyn é (X™ — 1)-livre, entdo, como n* divide n, X" —1 divide X" — 1, portanto o
& (X — 1)-livre. Reciprocamente, sejam o € F,» um elemento (X" — 1)-livre e h € F,[X] um divisor
de X™ — 1. Devemos mostrar que, caso tenhamos a = h?(8) = h o 8 para algum § € Fyn, devemos ter

necessariamente h = 1. Observe que

* . . . ~ k k
Se 2" —1 = fI*... ft onde f; ¢ irredutivel para todo 1 < i < s, entdo 2™ — 1 = fi'" ... ftP". Logo, se
~ k_ K
h # 1, ap6s uma reordenacio temos que h = fi' ~" . flwr" s onde 1 <w < se 0 < r; < t;p*, para

i=1,...,w. Portanto,

a=hof=(fi... fu)o ((f" 71 for" el o ) = (fi... fu) o7,

onde v € Fyn. Como fi ... f, divide X" — 1 e, por hipotese, a & (X" — 1)-livre, segue que fi...f, = 1

uma contradicao. O

Lema 4.6. Sejam q e n € N miimeros naturais maiores que 1. Entdo mde(q — 1,¢" '+ - - +q+1) =

mdc(qg — 1,n).

Demonstragio. Sejam ¢ = mde(q —1,¢" 1 +---+ ¢+ 1) e d = mdc(q — 1,n). Temos que ¢ = 1 (mod d),
logo ¢"" '+ -+ ¢+ 1 = 0 (mod d), portanto d divide c. Reciprocamente ¢ = 1 (mod ¢), logo n =
'+ +qg+1=0 (mod c). O

Lema 4.7. Sejam v € C = {y € F. |y € Fy} e M um Fy[X]-submdidulo de Fyn. Entdo:
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i) YM é um F,[X]-submddulo de Fyn.
ii) Os Fy[X]-submddulos de Fyn sdo permutados por C.

Demonstragdo. i) Mostraremos que se v € C, f € Fy[X] e ya € vM, entdo f o (ya) € yM. De fato, se
f=arX*+ - +a1X + ag, entdo f o (ya) = ar(ya)? + - + a1 (y)? + ag(ya). Temos que X o (ya) =
(va)? =y (X o) € ¥M, pois v2~! € F. Portanto, X7 o (ya) = X/~ o (X o (ya)) € vM, o que mostra
que f o (ya) € YM. Seja v € C. Para o item i), defina M como o conjunto de todos os F,[X]-submédulos

de Fyn. Considere a funcao

P-M—M
M — ~vM

Mostraremos que P, é injetiva. De fato, se M; # My sao Fy[X]-submodulos de Fyn, entdo yMy # yMo.
Para tal, seja « € M7 \ Ms. Mostraremos que ya ¢ yMs. De fato, suponha que yoa € yM,. Entao o € Ms,

pois v € C, uma contradi¢do. Como M ¢ um conjunto finito, temos que P, é uma bijecao. O
Proposicao 4.8. Definindo Q := @71)5;%, se N(Q,2z™ —1) > 0, entdo N(¢g" — 1,2 — 1) > 0.

Demonstracdo. Defina os seguintes conjuntos
A={a€F; |Ord(a) = X" —1} e B={a € F. | ord(a) = ¢" — 1}.

Temos que #A4 = ®(X™ — 1) e #B = ¢(¢"™ — 1). Sendo assim, N(¢" — 1,X™ — 1) > 0 é equivalente a
AN B # (). Considere agora o subgrupo C' < [Fn definido por

* — * —1)2
C={yeFp |1 €F}={yeF. |7 =1}.

Temos que v € C se, e somente se 74~D° =1 e 47"~ = 1, 0 que implica que ydc((a-D*a"~1) — 1,
Definindo D := mdc((q—1)%,¢" —1) = (¢— 1)mdc(¢—1,¢" ' +...+q+1) = (¢— 1)mdc(n, g — 1) o niimero

Z o(d) = D.

d|D

de elementos v € Fy» tais que YP=1e

O indice de C' em Fon é

Fr. n_1
#(&) - ey~ @
Note que os elementos a € A, sdo exatamente aqueles que ndo pertencem a nenhum F,[X]-submédulo
proprio de Fyn. Logo pelo Lema 4.7, CA = A, onde CA = {ya |y € C,a € A}.
Temos AN B # ) se, e somente se, AN (BC) # (), pois, se a« € A, € B e~ € C, sdo tais que
a=pBy e AN (BO), entdao B = v la € (CA)N B = AN B. Logo, AN B é ndo-vazio se, e somente se,
AN (BC) é nao-vazio.

Considere agora o homomorfismo sobrejetivo

* IFZ"
U:Fon— ol
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tal que ¥(a) = aC. O conjunto B é o conjunto dos geradores de Fyn. Como ¥ é um homomorfismo

*
n
q

sobrejetivo, em particular ¥ induz uma sobrejegdo entre os geradores de Fyn e -&-. Logo

F?.
BC = {3 € F,. | BC gera o grupo é 1.

Temos que o conjunto BC' é exatamente o conjunto dos elementos Q-livres, bastando aplicar o Teorema 3.15

*

a0 grupo Fg;" (que possui cardinalidade Q) e observar que Vg(a) # 0 apenas para os elementos o € BC.
Portanto v € AN (BC) é equivalente a a ser normal sobre F, e Q-livre. Logo se N(Q, X" — 1) > 0, entdo
N(¢" —1,X" — 1) > 0. O

Portanto, para garantir que N(¢" — 1,X™ — 1) > 0 basta mostrar que N(@Q;,X"™ — 1) > 0, onde @ &
q" =1

(¢ — 1)mdc(n, ¢ —1)

casos, substituir Q e X™ — 1 por valores ainda menores.

a parte livre de quadrados de @@ = . Os préximos resultados nos permitem, em alguns

Lema 4.9. Suponha que wm primo £ divida n. Defina k := 7 e ly := mdc(,q* —1). Se P := S . for

Lo(gh—1)
um nimero primo, entéo N(Q,X™ —1) = N(Q/P, X" —1).

Demonstragio. Se o € Fyn é Q-livre, entdo a é Q/P-livre. Suponha agora que « € Fyn seja Q/P-livre e
(X™ — 1)-livre, mas ndo seja Q-livre, ou seja, existe d # 1 um divisor de Q e 7 € Fyn tal que o = 7¢. Se
d | Q/P, entao, por « ser )/ P-livre, teriamos d = 1, uma contradigio. Se d{ Q/P, como P é primo e « nao

é Q-livre, necessariamente P | d, ou seja, o = ¥ para algum 8 € Fyn. Temos entao que

q"—1 to q"—1
aobo = Brota® =1 = [BdF-1

é tal que
(cﬂo)qk*1 =p""1=1.

Portanto oo € F,x e podemos escrever o’ = Yo onde v = a?" 1 satisfaz o =1leye F,x. Portanto, se
~v =1, temos que al" —a= 0, ou seja (X* —1)oa = 0, o que implica que Ord(c) | X* — 1, um absurdo,
pois Ord(a) = X™ — 1. Se v # 1, temos que ¢y # 1, logo £y = ¢. Como £ é primo, temos entdo que vy é uma

raiz primitiva da unidade de ordem £ em F ». Como a? = va, e v € Fyx, temos que

o
I

(L+y+2+ - +9"Ha

at+ya+yia+ -+ e

k 2k (e—1)k
=a+al +a? 4.4 af

=(1+XF4+. 4 XEDR) 6@,
novamente uma contradigdo com o fato de v ser (X™ — 1)-livre. Concluimos entdo que, caso « seja @/ P-livre
e (X™ — 1)-livre, @ necessariamente é Q-livre. O
No exemplo a seguir, mostramos algumas aplicacoes do Lema 4.9 que nos serao uteis.

Exemplo 4.1. Para os pares (¢,n), onde g é a cardinalidade do corpo finito base e n o grau da extensdo
sobre Iy, temos os seguintes resultados, onde detalhamos as contas nos primeiros itens, os outros podem ser

facilmente verificados.
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i) (2,6):5:60:3;temosquek:6/3:2,Pz%z?,Q:m:f—lzﬁ%,sua

parte livre de quadrados ¢ Q1 =21 e Q;/P = 3. Logo N(21, X3 — 1) = N(3, X3 - 1).

ii) (2,n), onde n = 3,50uT7: £ =n, {y = 1; temos que k = 1, P = 2™ — 1, nesse caso, consideramos
@ = 2" — 1 ao invés de sua parte livre de quadrados. Portanto Q/P =1 e entdo N(2" — 1, X" — 1) =
N(1, X" —1).

iii) (3,3):€=3,0p=1;N(13,X3—1) = N(1,X3 —1).
iv) (3,4): 0 =140y =2;N(10,X* —1) = N(2, X* - 1).
v) (3,8) : 4 =/fy=2; N(1640, X8 — 1) = N (410, X® — 1) = N(10, X® —1).
vi) (4,3): 0 =140y =3;N(7,X3—1)=N(1,X3-1).
vii) (5,4): € =10y =2;N(39,X*—1)=N(3,X*-1).
viii) (5,8): € =40y =2;N(2-3-13-313, X% —1) = N(78, X% —1).
O proximo lema nos permite, em alguns casos, reduzir o polindmio X" — 1 em N(Q, X" — 1).
Lema 4.10.
i) Sen=4eq=3 (mod 4), entio N(Q,X* —1) = N(Q, X? - 1).
i) Sen =3 eq=2 (mod 3), entio N(Q,X> —1)=N(Q,X —1).

Demonstragao. i) Para o cason =4, é claro que se o € Fga & (X* —1)-livre entdo ele & (X2 - 1)—1ivre, pois
(X2 —1) | (X*—1). Suponha que o € Fgn é Q-livre e (X? — 1)-livre, mas ndo (X* — 1)-livre. Observe que
a hipotese ¢ = 3 (mod 4) implica que (X2 + 1) ¢ irredutivel sobre F,. Assim, se v € Fga néo ¢ (X* —1)-
livre, como X*—1 = (X2 + 1) (X2 — 1), necessariamente existe 3 € Fg4 tal que oo = (X2 + 1) off = ﬂ’12 + 6.
Como ad” = a, temos que a?~1 = 1. Como mdc(q* — 1,¢% + 1) = ¢% + 1, pela Proposicio 2.10, segue que
a = ~9*1, contradizendo o fato de o ser Q-livre.

ii) Se n = 3, como ¢ =2 (mod 3), temos que X2 + X + 1 é irredutivel sobre F,. Similarmente, suponha
a € Fgs, Q-livre e (X — 1)-livre, mas nao (X3 - 1)—livre. Assim, o = 5‘12 + 94 B3, para algum 3 € Fgs

e, portanto a? = a, logo 4”1 = 1. Como nesse caso Q = %, pois mdc(n,q — 1) = 1, segue entdo pela
Proposicio 2.10 que a = y?, novamente um absurdo. A prova estd completa. O

4.3 Uma expressao para N(m,g)

. o— = qn — 1
Sejam @ := Q(g,n) == (¢ — D)mdc(n,qg — 1)

Estamos aptos a encontrar uma expressao para o nimero de elementos simultaneamente m-livres e g-livres.

, m € N um divisor de Q e g € F,[X] um divisor de X" — 1.

Adotaremos a seguinte convengao.
Sejam A o carater aditivo canoénico em [y, x o carater aditivo canénico em Fgn e x 50 carater definido

por X, = X(da), para todo «,7, € Fyn. Para um divisor ménico h € Fy[X] de X™ — 1, defina

Ay = {6 € Fyr | Ord(x,) = h}.
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Escrevemos X5, onde §, € A} para representar um carater de ordem h, e temos pela Proposicao 3.27 que
#{x, € Iﬁq\n | 6n € An} = ®(h) . Observe que Ay = {x_}, o carater trivial em Fgn e 1 = 0, pois, em fungdo
h

do carater canonico de [Fy», temos que X, = x(0 - «). Vamos mostrar que Ay é invariante por elementos de
]B‘*

e
Proposigao 4.11. Seja Ay, como definido anteriormente. Entio F;Ap = Ap,.
Demonstracio. E claro que A;, C FyAp. Sejam § € Ay e ¢ € Fy e considere cd. Vamos mostrar que

Ord(x_,) = h. Temos que
X510 @) = x,(choa) = X, (ho ca),

pois el = ¢, para todo i € N. Defina 8 := ca. Entao 3 permuta os elementos de Fy». Logo Xas(h of)=1,
para todo 3 € Fy» e h é minimo com tal propriedade. Portanto a ordem de X5 é h, sendo assim cd € Ay,

Concluimos que Fy. A, = Ay,. O
Consideramos agora as fungoes caracteristicas dos elementos a € Fy» que sdo m-livres e g-livres sobre [Fy.
Usaremos a notagao definida em [8] para simplificar a expressdo das fungdes caracteristicas dos elementos
m-livres e g-livres sobre [F,.
i) A funcdo caracteristica dos elementos o € ;. que sdo m-livres.
Para m um divisor de @), defina a funcdo em Fy-

d
/dmnd:_zggdgzw,

d|lm d|m

onde 74 é definido na Defini¢do 3.20. Note que esta expressdo aparece recorrentemente nas féormulas
para a funcao caracteristica dos elementos m-livres. Observe também que apenas divisores d livres de
quadrados importam. Com essa nova notacao, a funcao caracteristica para os elementos m-livres em

]FZTL toma a forma

O(m) V() = 0(m) /dl na(a), para a € Fy,.

ii) A funcdo caracteristica dos elementos a € Fyn que sdo g-livres sobre F.

Seja g € F,[X] um divisor de X™ — 1, defina funcdo em F;n

o m(h)
/ngéh =2 ) 2 o
hlg

dhEAR

onde a soma interior percorre todos os ®(h) elementos J;, de Aj. Novamente, apenas os elementos

livres de quadrados importam. Assim, a func¢io caracteristica para os elementos g-livres se torna

00)Vy() = 0(9) | x, (@), para € By

Agora estamos aptos a encontrar uma expressao explicita para N(m, g).
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Proposicao 4.12. Seja m um divisor de Q) e g € F,[X] um divisor de X™ — 1. Entdo

N(m. g) = (m)6(g) ( - /d(?ﬂ)| /h(#l o X )nd«sh)),

onde ¢, =1 se g =1, e 0 caso contrdrio. A barra em 14(5y) significa conjugagdo complexa, x representa o

cardter aditivo candnico de Fyn e 0y € Ap,.

Demonstra¢do. Pela Observacao 4.1.1, o resultado é claro quando m = 1 ou ¢ = 1. Podemos entao supor
que m# 1 e g#1,logo e, = 0. Sejam 0(m)V,, e O(g)V, as fun¢des caracteristicas dos elementos m-livres e
g-livres respectivamente (Definigdes 3.17 e 3.31).

Temos entao que

Nim.g) = 3 6m)Viu(@)0(g)Vy(e) = <9<m> / | nd<a>> <@<g> / | xéh(a))

a€l, a€l,

= 60(m)©(g) /dl /hl Z na(@)x, (@)

a€ly,

Logo

N(m. ) = 0(m)6(g) ( /. > mler, (o o3 e @)
" /d(;ﬂ)m /h(;élng 2 nd(a)xéh(a))

a€lfy,

Como X5 = X, temos que x5, (@) =1 e d# 1 implica que
1

> nale) =

a€l,

pela Proposicao 3.23. Portanto

N(m, (a « «
mg) = 0ot | [ Sy s [ /h(#mg%;qm x,, (@)

Se X;s nao é o carater trivial, entao
h

agcl,

Y xs (@) =0,

acl,

pela Proposicao 3.23. Se X5, =X, entao
h

> X, (@) =q"

a€cl,
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Como X5h =X, see somente se h = 1, temos que
Nimg)=ome) ¢+ [ [ (@)x(51e)
d(1)|m Jh(#1)|g aEF

Ounde x(«adp) = X («). Como ja descartamos o caso h = 1, que implica em ¢; = 0, podemos substituir
h

a por a/dy,. Logo

N(m,g) = 0(m)0(g) | ¢" + / / na(@)x(@)na(on) | -
d(#1)|m h(;ﬁl)\gaan

onde o termo 74(dy) vem do fato de que nd(égl) =n4(dr). O resultado segue pois

> na(@)x(@)na(Sn) = Gn(na, X)na(on).

a€lfyn
O

Note que na expressao obtida para N(m,g) o termo G,(n4, x) aparece tantas vezes quanto os divisores
livres de quadrado de m e g. Sendo assim, para d € D um dominio de ideais principais, defina w(d) como
o numero de elementos irredutiveis distintos que aparecem na fatoracdo de d e W(d) = 2¢(4) o numero de

divisores livres de quadrados de d.

Corolario 4.12.1. Nas mesmas condi¢oes da Proposi¢do 4.12, temos que

N(m, g) > 0(m)6(g) (" — ¢, = (W(m) = 1) (W(g) = 1)¢"/?).

Demonstragao.

N(m, g) > 6(m)6(g) <q _— /d . / [ Galnax )m(éw\)

. - _ (4.1)
> 0(m)0(g) <q /d(#)lm / [, [Galax >nd<6h>|>
> 0(m)O(g) (" — ey — (W(m) — 1) (W(g) — 1) %),

pois |Gy, (14, X)| = q* e apenas os divisores livres de quadrados de m e g fornecem termos nio nulos para as

integrais. O

Para provarmos o Teorema da Base Normal e Primitiva em extensoes do tipo Fy»

F, precisamos garantir
que N(¢" —1,X™ — 1) > 0, que é equivalente a existéncia de pelo menos um elemento o € Fgn normal
sobre F, e primitivo. Pela Proposicdo 4.8, é suficiente mostrar que N(Q, X" — 1) > 0. Escrevendo ¢ = P’ e

n = p’n* onde ptn* e p é um nimero primo, a demonstragio ¢ dividida em 7 casos:
e Caso 1: Pares (¢, n) tais que n* < 4, com ¢ =2 (mod 3) se n* =3 e ¢g=3 (mod 4) se n* = 4.

e Caso 2: Pares (¢q,n), onde n* =q—1> 2.
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e Caso 3: Pares (¢,n), onde 2 <n*|(¢g—1) en* # (¢—1).

Caso 4: Pares (¢,n) com n* =1 > 5, onde [ é primo ou ! = ¢ + 1, com ¢ par.

Caso 5: Pares (¢,n), com n* =2l > 6, onde [ é primo ou [ = 3(q¢+ 1) e ¢ =3 (mod 4).

Caso 6: Pares (¢,n), onde ¢ > 5 e n* > 8.
e Caso 7: Pares (¢,n), onde ¢ < 5 e n* > 8.

Vejamos que os 7 casos acima de fato cobrem todos os pares (g,n). Note que os casos 6 e 7 cobrem todos os
pares (g,n) onde n* > 8. Vejamos que 0s outros casos cobrem os pares restantes. O caso 1 cobre os casos

n* < 4 com excec¢ao dos casos
e ¢ =1 (mod 3), se n* = 3,
e ¢=1 (mod 4), se n* =4,

que sao cobertos pelos casos 2 e 3. Portanto, os 3 primeiros casos cobrem todos os pares (g, n), onde n* < 4.
O caso 4 cobre em particular os casos (¢,n) onde n* =5 e n* = 7, ja o caso 5 cobre em particular o caso
n* = 6, esgotando, assim, todos os casos. As condi¢bes extras que aparecem nos casos 4 € 5 e nao foram
usados na argumentacdo acima, aparecem para cobrir alguns pares particulares (¢, n) na demonstracao dos
casos 6 e 7. Vamos mostrar os casos 2 e 7 que englobam toda a teoria desenvolvida para demonstrar o
Teorema. Os casos restantes podem ser encontrados em [8].

A primeira abordagem ao problema, feita por Lenstra e Schoof em [23] mostra que N(Q, X" — 1) é
positivo utilizando o Corolario 4.12.1 para m = @Q e g = X™ — 1, exceto para alguns pares (¢,n), fazendo
detalhadas consideragoes acerca dos divisores de ). O método de Cohen e Huczynska em [8] no entanto
é focado na parte aditiva de Fyn, ou seja, nos divisores de X™ — 1 (mais precisamente em sua parte livre
de quadrados) ou em valores menores, utilizando resultados como a Proposi¢ao 4.10. O seguinte resultado

fornece uma cota superior para W(m).

Proposigao 4.13. Sejam m e a inteiros positivos. Entao:
W(m) < emm!/®,

onde ¢,y =2°/(p1,...ps)"* €pi,...,ps 840 0s primos distintos menores que 2 que dividem m.

" . to .. . .
Demonstragio. Seja m = pi* .. .piSpsjf .. .pfj a sua fatoragao unica em Z, onde pg41, ..., Pk sS40 08 primos

distintos maiores que 2%. Assim, temos m > py ... ps2¢* %) ou seja

2%m

2ak: <=
b1...DPs

Segue que

W (m) = 2* _rmie 1/a
(P1-..ps)t/e

IN

=cCymm
O]

Observagao 4.13.1. Embora o resultado acima seja valido para a € N, o caso a = 4 é suficiente para os

fins da demonstracao do Teorema da Base Normal e Primitiva.

41



Corolario 4.13.1. Seja m um inteiro positivo. Entao
W(m) < ¢mt/4, (4.2)

onde ¢, < 4.9 para todo m € N e ¢, < 2.9 para m impar.

Demonstra¢ao. Nos resta mostrar apenas as cotas superiores para c,,. Temos que ¢, assume seu maximo

quando todos os primos menores que 2* = 16 aparecem na fatoracdo de m, ou seja

26
Cm = < 4.9,
" (2-3-5-7-11-13)1/4
ja no caso m impar, basta remover um fator 2 no numerador e no denominador da expressdo acima. O

Note que, caso tenhamos mais informagoes sobre os primos menores que 16 que aparecem na fatoracao

de m, podemos aprimorar a cota para c,.

4.4 Uma desigualdade de reducao

Nesta sec¢do é descrita uma forma de obter informages sobre N(Q, X™ — 1) a partir de informagoes
acerca dos divisores de @) e X™ — 1. Mais precisamente, para um par (g,n), seja f € Fy[X] um divisor de
X" —1. Sejam f1,..., fr, 7 > 2, fatores de f. O conjunto {f1,... fr} é chamado de um conjunto de divisores

complementares de f com divisor comum fy se mme(fi,..., fr) = f e mde(fs, f;) = fo, para todo ¢ # j.

Proposicao 4.14. Para m um divisor de Q e f € F[X] um divisor de X™ — 1, seja {f1,...,fr}, 7> 2 um

conjunto de divisores complementares de f com divisor comum fy. Entdo
N(m, f) = (Z N(ﬂ%fi)) — (r=1)N(m, fo). (4.3)
i=1

Demonstragao. Sejam f € Fy[X] um divisor de X" —1 e {fi,..., fr}, r > 2, um conjunto de divisores

complementares de f com divisor comum fy. Usamos inducao em r. Se r = 2, devemos mostrar que
N(maf) > N(m7f1)+N(maf2) _N(mvfo)

Para g € F,[X], defina S, como o conjunto dos elementos que sdo m-livres e g-livres. Entdo N(m, f) = Sy

e é claro que

# (S5, USy,) = #Sp, +#Sp, —# (S5, N Sp,) -

Como fy divide fi e fo, temos que Sy, USy, C Sp,. Como f = mme(f1, f2), segue que Sy, NSy, = S¢. Logo
#S¢t, +#Sp, —#S¢ < Sy, e o resultado ¢ vélido. Suponha agora o resultado vélido para k = —1. Como o
conjunto {f1,... fr} € um conjunto de divisores complementares de f com divisor comum fy, entao definindo
"= fi-- fr—1, temos que o conjunto {f’, f,.} também é um conjunto de divisores complementares de f

com divisor comum fy. Pelo caso r = 2, temos que
r—1

N(m7f) ZN(maf/)+N<m>fT>_N(m7f0) ZN(mvfr)+ZN(m7fi)_(T_2)N(maf0)+N(m7f0)7

i=1
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onde usamos a hipétese de indugao na tltima desigualdade. O resultado segue. O

Note que, definindo um conjunto de divisores complementares de m com divisor comum mq de maneira
anéloga a definida para polindmios, obtemos um resultado analogo & proposicao 4.14. Este fato sera explorado
mais adiante.

Para aplicarmos a Proposicio 4.14, precisamos de informacdes acerca dos divisores de X — 1. Um caso
particular é quando n* divide ¢ — 1, assim todas as raizes da unidade de ordem n* pertencem a [, portanto
X" —1 éo produto de n* fatores lineares distintos em F,[X]. Consideramos agora o caso n* = ¢ — 1, que
é o Caso 2.

Caso 2. Os pares (¢,n) onde n* = ¢ —1 > 2. Neste caso Q(q,n) = Q = (’3;1771)12 < ﬁ. Pelo Corolario

coq™?
4131, W(Q) < 2L

i) Suponha que ¢ é impar, logo n* é par. Defina k = q;21 e considere os polinémios coprimos f; = X* —1
e fo = X*+1. Temos que {f1, fo} é um conjunto de divisores complementares de f com divisor comum

1. Pela Proposicao 4.14, temos que

Note que O(X* — 1) = O(X* + 1) e W(X* +1) = W(X* — 1) = 2%, Pelo Coroléario 4.12.1 aplicado
em N(Q,X* —1),N(Q,X" +1) e N(Q,1), temos que

N(@ X" 1) 2 20QO(X* +1) (¢" = (W(Q) ~ DIW(X* +1) = 1) ¢"/2 = 9(Q)(¢" ~ 1)
> 20(Q)O(X* +1) (¢" — (W(Q) — HW(X* +1) = 1)) ¢"/* = 6(Q)g" (4.4
> 6(Q) (20X +1) (¢" = @~ DW(Q - 1g"?) = "),

k _1\k

lineares distintos em F,[X]. Logo

I
7N
—
\
|
~

>
ko]
e.
w
>
+
—_
o
@]
kel
=
)
[oN
=
+
o
o
o
ol
=
g
o
=
o)
)]

k
N(@.X" 1) > 6(Q) (2 (1-7) (- @ - vov@ - ve?) - q”> .
Portanto N(Q,X™ — 1) é positivo quando

2(1- ;) (" - =@ -1g"?) > ¢,

2(1- l)kq” o2 (1- 1)k (2" - HW(Q) - Va2

q q
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ii)

ou seja, sempre que
e L 22— DV(Q) —1)

2 (1—5)%

Note que (1 — %)Qk =(1- %)q_l é uma funcdo decrescente em g que converge para 1/e. Portanto
2

q (4.5)

converge para < 5.7. Sendo assim, N(Q, X" — 1) é positivo quando

Sl\?

2—4/e

q"/4 > 5.7CQ
2@-1/2 7 \Jg =1

(4.6)

Observe que a funcao
Va1
2(g—-1)/2
é uma funcéo crescente tanto em g quanto em n, sendo assim, se (4.6) é valida para um par (go,no), ela
também sera valida para qualquer par (g,n), com g > go e n > ng. Portanto, escrevemos (qo+, no+)
para denotar qualquer par (¢,n) tal que ¢ > qo e n > ng. No entanto, (go+,no+) significa que ng
é o menor inteiro positivo n tal que (4.6) vale numericamente quando ¢ = ¢qo, apesar do par (go, no)
ndo necessariamente satisfazer a condicdo do Caso 2. Portanto, a notacdo (go+,no+) néo fornece

informacao sobre o par (go,no). Isto é necesséario para cobrir todos os casos.

Retornando & analise de (4.6), temos que ela vale para (5+, 10+) (observe que o par (5, 10) ndo pertence
ao Caso 2), pois neste caso, Q(5,10) é par. Faltam os casos (9,8), (7,6) e (5,4). Para o caso (9,8),
temos que Q(9,8) é impar e claramente 3 nao divide Q(9,8). Logo podemos considerar cg < 2 e com
isso (4.6) é satisfeita. Quanto ao par (7,6), Q(7,6) = 2-19-43, portanto na desigualdade (4.5), temos
que

228 —H(W(Q) —1)  2(22 —1)(W(2-19-43) — 1)

= <238 <70 =g/,
2-(1-g)* 2-(1-7)7"

Para o caso (5,4), pelo Exemplo 4.1, N(Q,X* - 1) =N(3,X* —1) e

3)0(X* —1)(5* — (2 — 1)5%) (4.7)

pelo Corolario 4.12.1. E claro que

0(3)0(X* —1)(5* —3-5%) > 0.

O caso em que ¢ é par é similar. Definimos k = (¢ — 1)/2 e consideramos como conjunto de divisores
complementares de X™ —1 qualquer par de polinémios coprimos com grau k—i—% ek— % Analogamente

ao caso anterior, obtemos:
g/ 6.04cq

2@ D2 i1

O resultado segue de maneira semelhante ao caso anterior. Os célculos serdao omitidos, mas podem ser

(4.8)

encontrados em [8, Example 4.2].
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Para garantir a existéncia de um elemento normal e primitivo na extensdo Fy» |F, para qualquer par (¢, n),
pela Proposicao 4.14 é necessario analisar a fatoracdo de X — 1. Para isso, defina s(g,n) = s := ord,- (¢)
ou seja, s € o menor inteiro positivo tal que ¢° =1 (mod n*). Portanto, F = é a menor extensdo de F, que

contém todas as n*-ésimas raizes da unidade. Temos também que s divide ¢(n*). Cada fator irredutivel de

X" — 1 sobre F,[X] possui como grau um divisor de s pois s & o grau da extensdo F
escreva X" — 1 = ¢G, onde G é o produto dos fatores irredutiveis de X™ — 1 de grau s e g é o produto
dos fatores irredutiveis de X™ — 1 de grau menor que s. Se s = 1, definimos g = 1. Definimos também
r(g,n) = r, como sendo o ntimero de fatores irredutiveis de G = [],_; G;, e m(gq,n) = m := grau(g). Note
que rs+m = n*. Consideramos o conjunto {gi,...g,}, onde g; = gG;. Como X" —1 ¢ livre de quadrados,
segue que {g1,...,gr} ¢ um conjunto de divisores complementares de X" —1 com divisor comum g. Com

isso, mostramos a seguinte proposi¢ao.

Proposigao 4.15. Com a mesma notagdo anterior, temos que N(Q,X™ — 1) > 0 sempre que

it > (@ -1 (Wi (LD ) ). (49)

5¢° — (n* —m)

Demonstrag¢ao. Como {g1, ..., g,} € um conjunto de divisores complementares de X" —1 com divisor comum

g, a Proposicao 4.14 nos da

N(@Q.X"~1) = N(Q.X" —1) > (Z N(Q,gn) — (r—N(Q. ). (4.10)
=1

Pela Proposicao 4.12, para ¢ = 1,...,r temos que

N(@.9) = 9(Q(5) (qn . Gmd,x)nd(éh))

= 60(Q)O(g:) (q +/ / n(1d, X / / n(Md> X)1a(On ))-
d(#1)|Q h(sﬂ)lg d(#1)|Q Jhlgs, hfg

Como g; = gG; e G; é um polindmio irredutivel de grau s e G; é primo com g, segue que ©(g;) = ©(9)0(G;) =
1

O(9) (1 — ) Portanto,
qs

iN(Q,gn:e(@)@() (1—)( - . / [ Gt (5h))
Q)% ( _)Z/d(#l)lQ/hgivh’ngn(nd’X)W

(4.11)

(4.12)

Temos também que

N(Q.9) = 6(Q) <q 4 / o / oy Gl >>. (4.13)
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Sendo assim, por (4.10),(4.12) e (4.13) obtemos

N@X" 1) > e@)@(g)( ( (1 - ql) - 1>) <q” - . / ™ Gnmd,x)nd(ah))

1) — —
+ (1 - ) / / Gn(nd,x)nd(éh)>
q ; d(#1)|Q Jhlgi,htg

Note que, pela definicao dos g;, temos que W(g;) = 2W(g), assim W (g;) — W(g) = W(g). Logo, o nimero

(4.14)

de h € F,[X] livres de quadrado tais que h | g; e ht g ¢ W(g;) — W (g) = W(g). Portanto, como no Corolario
4.12.1, temos que

NQ X" 1), (( (1-2) = =) (" - W@ - Do) - a7

0(Q)6(g) - .
(- ) or@- 1>W<g>q’5>
Ou seja,
N@, X" —1) U _ (1oL _
oo > (17 %) @ - W@ = W) - 1) =+ (1- ) (W@ - )W), (410
portanto, N(Q, X™ — 1) é positivo quando
g8 > WQIZ VWO = 1) | (yy(g) — 1)(w(g) - 1)
¢ (4.17)

> (W(Q) — 1) (W(g) (M + 1) - 1) .

q =

Lembramos que r ¢ o ntimero de fatores irredutiveis de G = [[;_, G;, m é o grau do polinémio g, X" —1=4G

e todo fator irredutivel de G tem grau s. Portanto temos que rs + m = n*, sendo assim N(Q, X" — 1) é

¢ > (W(Q) —1) (W(g) (("* —m@ -l 1) - 1) : (4.18)

5¢° — (n* —m)

positivo quando

0 que completa a prova. O

Para trabalhar com a desigualdade (4.9) é necesséario encontrar boas cotas para W(g). Para tal, sao
necessérias mais algumas notagoes. Relembramos que s é o menor inteiro positivo tal que ¢°* = 1 (mod n*),
g & o produto dos fatores irredutiveis de grau menor que s e w(g) é o nimero de fatores irredutiveis distintos
de g sobre F,. Note que w(g) depende de ¢ e n, por isso escrevemos w(g) := w(g,n) := w. Defina a razéo
p = p(g,n) = w(g,n)/n. Vamos encontrar cotas para p(q,n). Pela definigdo do polinémio g, segue que
w(g,n) = w(g,n*), portanto é suficiente encontrar cotas quando p { n. Finalmente, para todo divisor d de
s(gq,n), defina ng := mde(¢? — 1,n). Com essa defini¢do temos que n, = n*. O seguinte resultado técnico

fornece cotas para p.
Proposigao 4.16. Suponha que n >4 e ptn. Entdo:

i) Sen =2n; eq é impar, entio p =1/2;

46



sen=4ny e q=1 (mod 4), entio p = 3/8;
sen=>06n; eq=1 (mod 6), entao p = 13/36;

caso contrdrio p(g,n) < 1/3.
it) p(4,9) =1/3, p(4,45) = 11/45, caso contrdrio p(4,n) < 1/5.
i4i) p(3,16) = 5/16, caso contrdrio p(3,n) < 1/4.
) p(2,5) =1/5, p(2,9) =2/9, p(2,21) = 4/21, caso contrdrio p(2,n) < 1/6.
Demonstrag¢do. A prova pode ser encontrada em [8, Section 7]. O

Para o Caso 7, note que devido aos casos anteriores, podemos supor n* > 4, n*{ (¢ — 1) e s > 1. Pelo

Corolério 4.13.1, temos que

W(Q) <cq <nl(;]n_1)>l/4, (4.19)

onde n; = mdc(q — 1,n), como definido anteriormente. Seja

B(g,n) =24 ((”* —m@ =) | 1> ~1. (4.20)

s¢° — (n* —m)
Pela Proposigao 4.15, temos que N(Q, X™ — 1) > 0 se
g% > (W(Q) - 1)B(g,n). (4.21)

Para o Caso 7, a seguinte cota para (g,n) é suficiente.

Lema 4.17. Seja py wm nimero positivo tal que pg < % Suponha que p(q,n*) = w(g,n*)/n* < po. Entao

B(g,n) < 200 (9”_1 + 1) : (4.22)
1—po

Demonstragao. [8, Lemma 6.3]. 0

Se p(g,n*) < 1/3, junto com a Proposigao 4.15, o0 Lema 4.17 e (4.19) temos que N(Q, X™ — 1) & positivo

q" 1/4 n*
> —_— YL QS
o (”1((1—1)) (1_Spo—1+ )

Como n* < n, temos que N(Q, X™ — 1) é positivo sempre que

@m0 <”1 + 1> . (1)

2P0
1-po

se

Estamos aptos a mostrar o Caso 7.

Caso 7: Pares (¢,n), com ¢ = 2,3 ou 4 e n* > 8. Suponha que ¢ = 4. Entdo Q(4,n) é impar. Se n # n*,
entdo n* < n/2. Portanto, p(4,n) < %p(4, n*) < 1/6 < 1/5, pela Proposicdo 4.16. Se n = n*, temos que
p(4,n) <1/5sen =n*+#9,45. Sendo assim, para n # 9,45, por (4.23) com ¢ = 4,py = 1/5 e como s > 2,

47



o resultado é valido se

1_3n 2
(3n1)12% > ¢ <; + 1> . (4.24)
Note que como ¢ = 4 e n* > 8, temos que n > 17. O caso n = n* = 17 é garantido pelo Caso 4.

Como @ é impar, temos que c¢g < 2.9 e (4.24) vale para n > 18 com n; = 1. Para n = 15, temos que
ny =mdc(q — 1,n) = 3 e (4.24) também vale. Para o caso n* = 45 ndo coberto pela Equacao (4.24), temos
que p(4,45) = 11/45 < 1/4 e s = 6. Sendo assim, tomando py = 1/4 no Lema 4.17, temos que o resultado é
valido se

(3n1)¥2% > cq (% n 1) : (4.25)

que é claramente valido para n > 45 com n; = 1. Quanto ao caso restante n* = 9, temos que s = 3 e
p(4,9) = 1/3. Logo, o resultado é valido se

o 2
3n1)828 > o (2 41), 4.26
@\7

que é valido se n > 24 e ny = 1, ou seja, restao cason = 9. Sen =9, entdo Q(4,9) =3-7-19-73 e usando a
Equacio (4.21) e observando que m > w = 3, temos que (W(Q) — 1)3(4,9) < 349 < 43. Os casos restantes,
n = 10,11,12,13, 14 sao cobertos pelos casos anteriores, sendo n = 10,12,14 pois n* <8 en =n* = 11,13
pelo Caso 4, completando o caso g = 4.

Suponha, agora, ¢ = 3. Se s = 2, entdo 3> = 1 (mod n*), ou seja n* = 2,4 ou 8. Os casos n* < 4
sao cobertos pelo Caso 1, restando apenas o caso n = n* = 8. Se s = 3, entao n* = 13 ou 26. O caso
n = n* = 13 é coberto pelo Caso 4 enquanto o caso n = n* = 26 = 2 - 13 é coberto pelo Caso 5. Portanto
todos os casos com s < 4 exceto n = n* = 8 estdo cobertos. Suponha agora s > 4. Pela Proposicao 4.16,

p(3,n*) <5/16. Se n # n*, ou seja, n* < n/3, temos que com p = 5/16 no Lema 4.17 obtemos que

[ 11n*
B(3,n) < 2% [ — +1]. (4.27)
53
Como n* < n/3, segue que
sn (110 sn (T
3n) <28 (22 41) <2® (7 1) , 4.28
B3, < 2% (1) <2% (£ 4 (4.28)
ou seja, o resultado é valido se
(2n)33% ( n
— — 1) , 4.2
2% > cQ 13 + ( 9)

que vale com n; = 1 para n > 24 e note que 24 é o menor valor tal que n # n*, pois n* > 8. Suponha entao
n =n*. Se n* # 16, entdo p(q,n*) < 1/4, sendo assim, por (4.23) com py = 1/4, temos que o resultado é

valido se

(2n1)%(3/2)% > cq <4S3n -+ 1) . (4.30)

Com cg < 3.2 (3 néo divide Q), n; = 1 e s > 4, (4.30) é valida para n > 40 e com s > 6, (4.30) é
valido para n > 25. Restam os casos n = 8,9,10,...,23 . Observe que n = 9,12,15, 18,21, sao tais que
n* < 8, cobertos pelos casos anteriores. Quando n = n* = 10,14,22 o resultado vale pelo Caso 5. Se
n = n* = 11,13,17,19,23, o resultado é valido pelo Caso 4. Restam agora os casos n = 8 (s = 2) e
n = 16,20 (s = 4). Se n = n* = 16, temos que s = 4, m > w =5 e Q(3,16) = 2-5-17 - 41 - 193,
portanto (W(Q) — 1)5(3,16) < 3751 < 3% e (4.21) vale. Se n = 20, temos que s = 2, n; = 2e Q =
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22 . 5% .112 - 61 - 1181, logo cg < 2.9 e (4.30) é satisfeita. Se n = 8, entdo, pelo Exemplo 4.1, temos
que N(Q(3,8),X% — 1) = N(10,X® — 1). Temos também que s = 2. Sobre F3, o polinémio X® — 1 se
fatora como X% —1 = (X — 1)(X + 1)(X? + 1)(X? + X + 2)(X2 + 2X + 2), logo m = grau(g) = 2 e
w(g) = 22 (g é o produto de todos os polinomios de grau menor que s = 2 que sao fatores de X® —1). Logo,
(W(2-5)—1)3(3,8) = 57 < 3*. Portanto o resultado vale por (4.20) e (4.21), encerrando o caso ¢ = 3.

Para o caso ¢ = 2, temos que () = 2" — 1 é impar, logo ¢ < 2.9. Suponha que n é par, entdo n* < n/2.
Note que todo n < 30 exceto n = 18 estd coberto pelos casos anteriores. Pela Proposicao 4.16, temos que
p(2,n*) <1/6, logo, pelo Lema 4.17,

n* 5n*
2 276 1 4.31
s <27 (2 1)), (4.31)
ou seja,
B2n) <28 (" 1), (4.32)
’ 2(6s — 5)
Logo, o resultado é valido se
n on
2% —+1]. 4.33
> 50 (s ) (439

Com cg < 2.9 e s > 4, (4.33) é valida para todo n > 30. O caso s < 4 é coberto pelos casos anteriores.
Para n = 18, os unicos fatores primos menores que 16 que aparecem na fatora¢do de Q(2,18) sdo 3 e 7, logo
cg < 1.9. Como neste caso s = 6, a desigualdade (4.33) é satisfeita, completando o caso n par. Suponha
agora n impar, ou seja, n = n*. Se s = 4, o caso que falta ¢ n = 15. Se s = 5, entdo n = 31, sendo este
coberto pelo Caso 4. Se s = 6, entdo n = 9,21,63. Se s = 7, entdo n = 127, coberto pelo Caso 4. Se [ < 16 é
um namero primo impar, a ordem de 2 moédulo [ s6 é impar se [ = 7. Portanto o Gnico primo menor que 16
que pode aparecer na fatoracdo de Q(2,n) = 2" — 1 se n é impar é 7. Sendo assim, cg < 1.23. Se n # 9,21,
entdo, por (4.23) com pg = 1/6, temos que

2% > cq (655?5 + 1) : (4.34)
que é satisfeita com cg <123es>10paran > 25en > 39ses > 6. Agora restam apenas os casos n = 9,21
en = 15. Sen = 21, entdo Q(2,21) = 49-127-337 e X! —1 se fatora como 1 fator linear, 1 fator quadratico,
2 fatores ctibicos e 2 fatores de grau 6. Portanto W (Q) = 8 e W(X?! —1) = 64 e portanto N(Q, X21—1) > 0
pelo Corolério 4.12.1. Sen =15, entdo Q =7-31-151 e X -1 = (X = 1)(X2+ X + 1)(X*+ X +1)(X* +
X34+1)(X* 4+ X3+ X2+ X +1), logo m = 3, w = 2. Portanto (W(Q) —1)5(2,15) < 118 < 2% e o resultado
vale por (4.21). Paran=9,Q =773, X° — 1= (X + D)(X?+ X + 1)(X® + X® + 1), logom =3, w=2e
(W(Q) —1)3(2,9) = 21 < 22, encerrando o caso ¢ = 2.

A prova do Teorema da Base Normal e Primitiva esta completa.
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5 A Existéncia de Elementos Normais e Primitivos com Norma e

Trago Prescritos

5.1 Introdugao

O Teorema da Base Normal e Primitiva, provado por Lenstra e Schoof [23] em 1987 garante a existéncia
de um elemento o € Fyn tal que o é primitivo e gera uma base normal sobre F,. Equivalentemente, para
cada n € N, existe um polinémio normal e primitivo de grau n sobre F,. Em 1994, Mullen [25] conjecturou

o seguinte resultado.

Conjectura 5.1. [25, Conjecture 1] Sejam 2 < n € Ne 0 # a € F,. Entdo existe um polinémio normal e

primitivo de grau n sobre F, com traco a.

Esta conjectura foi provada por Cohen et al. em [6]. Seja f € F,[X] o polindmio minimo de um elemento
a € Fyn. Escrevendo
f=X"+0, 1 X"+ 01X + 00, (5.1)

temos que Trg ,|r, (a) = —op—1, ou seja, a Conjectura 5.1 é equivalente a existéncia de um polindmio normal
e primitivo com o coeficiente o, _1 prescrito. Portanto, é natural perguntar-se se é possivel prescrever mais
coeficientes de um polinémio normal e primitivo. Como temos que oo = (—=1)"Ng_, 5, (@) em (5.1), uma
escolha natural para o proximo coeficiente prescrito é oy. Com isso, Cohen propoe a seguinte questao, que é
resolvida em [5] (completando o trabalho de Cohen et al., em [7]). Note que, se 5 € Fyn é primitivo, entdo
Np,.|r,(8) € F, também ¢é primitivo.

Problema PFNT. Dados uma extensao finita Fyn |F, € a,b € I, com b primitivo, existe um elemento
a € Fyn, primitivo e normal sobre Fy, tal que Trg . |r, () = a € Ng_,r,(a) = b7 Caso a pergunta seja
afirmativa para todo par (a,b), entdo o par correspondente (g,n) é chamado de um par PFNT.

O termo PFNT introduzido por Cohen et al. [7] é uma abreviagao de primitive, free, norm, trace. O
problema PFNT foi resolvido para n > 5 em [7] e [5]. Os casos n = 3 e n = 4 foram resolvidos em [9] e [10]

Nesta secao, damos uma prova do seguinte resultado.

Teorema 5.2. [5, Theorem 1.1] Sejam Fyn|F, uma extensdo finita de corpos finitos, b € Fy primitivo e
a € Fq ndo nulo. Para todo q e todo n > 5, existe um elemento oo € Fyn tal que o € primitivo, normal sobre

F, e € tal que Ny, r, (o) =b e Trp |, (o) = a.

Tal prova é devida a Cohen [5], onde foi desenvolvida uma técnica intitulada sieve technique, para lidar

com casos onde ¢ e n sd0 pequenos.

5.2 Reducoes

Para mostrarmos o Teorema 5.2, mostraremos que o nimero de elementos o € Fg» que satisfazem

simultaneamente as seguintes condicoes
i) ord(a) = ¢™ — 1, ou seja, a é (¢" — 1)-livre,
i) Ord(a) = X™ — 1, ou seja, a & (X™ — 1)-livre,

iii) N, g, (@) =be
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iv) Trg,. v, () =a

é positivo. Para tal, os proximos resultados nos mostram que podemos reduzir o problema a encontrar
elementos com ordens multiplicativa e aditivas estritamente menores que ¢" —1 e X™ — 1.

Seja m = m(q,n) o maior divisor de ¢" — 1 primo com g — 1.

Lema 5.3. Seja a € Fyn. Entao o € primitivo se, e somente se, o € m-livre € Ny . r, (a) € primitivo em
F

.
Demonstragio. Se a € Fyn € primitivo, ¢ claro que m divide ord(a) = ¢" —1 e também Ny, 5, () € primitivo
em Fy pois Ny |, € um homomorfismo sobrejetor de grupos ciclicos. Suponha entao o € Fyn m-livre e
NF,n|F, (o) primitivo em F,. Se ¢ = 2, segue que m = 2" — 1 e o resultado é valido pois m-livre é equivalente
a ser primitivo. Suponha entdo ¢ > 2 e sejam d um divisor de ¢" — 1 e 3 € F,n tal que a = . Precisamos
mostrar que d = 1. Se mdc(d, m) = r, entdo escrevemos d = rs, onde mdc(s,m) = 1. Logo a = 3¢ = (%",
como « é m-livre, entdo r = 1. Logo mdc(d, m) = 1 e como m divide ¢" — 1, segue que d divide q;n—_l Sendo
assim, qualquer divisor primo de d é um divisor de ¢ — 1 pois m é o maior divisor de ¢" — 1 primo com
g —1. Como ¢ > 2, mdc(d,q — 1) = d. Agora Ng_, s, (@) = Ng_.jr, (B%) = Ng_. |, (8)?. Como, por hipotese,

N, .|, (@) € primitivo em F,, segue que 1 = mdc(d, ¢ — 1) = d. O resultado segue. O
Um fato anélogo vale no o caso aditivo. Sejam g = p®, n = p'n* onde ptn* e M = M(q,n) € Fy[X] o
divisor moénico de X™ — 1, de grau méximo, tal que M é primo com X — 1. Neste caso,

Xm—1

M:.i.
Xr -1

Lema 5.4. Seja a € Fyn. Entdo o € normal sobre F, se, e somente se Trg .|, () € diferente de 0 e a €

M -livre sobre IFy.

Demonstragio. Se o € Fyn é normal sobre F,, entdo o é (X" — 1)-livre e, em particular, M-livre. Isto

implica que Ord(a) = X™ — 1, logo

X" -1
X -1

’I‘I‘Fqanq(a):a+aq+"’+aqn_l (1+X+~-+X”1)oa( >oa7é0.

Suponha, agora, que a € Fyn & M-livre sobre F; e Trp_,r, (@) # 0. Sejam g € Fy[X] um divisor de M e
B € Fyn tais que a = g o 8, mostraremos que g = 1. Se mdc(g, M) = h, entdo M = ht, onde mdc(¢, M) = 1.
Logo, a = go = (ht)o 8 =ho(tof3), o que implica que h = 1, pois h divide M. Sendo assim, g = 1, ou

g= (X —1)* para k > 1. Se g =1 o resultado vale, caso contrario,
a=gof=(X-1rfof=(X-1o((X-1)"1op)=(X-1)on,

onde v = (X — 1)*"! o 8 € Fyn. Portanto,

Xn—1 Xn—1
Trepe, () = =g ca= 5= o((X —Doy)=(X"—1oy=0,
um absurdo pois Trr_, r, (@) # 0 por hipétese. Logo g = 1 e o resultado esta provado. O

Definigao 5.5. Sejam ¢ um divisor de m = m(q,n), T' € Fy[X] um divisor de M = M(q,n) e a,b € F; com
b primitivo. Defina N(¢,T,a,b) :== N(¢,T) o conjunto dos elementos o € Fyn tais que
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i) « é t-livre,
ii) « & T-livre sobre Fy,
iii) Np . r,(0)=be
iv) Trg_ ¢, (@) = a,
onde b € F; é um elemento primitivo e a € F;. Defina 7(t,T") = q(¢ — 1)N (¢, T).
Temos que, pelos Lemas 5.3 e 5.4, para garantir a existéncia de um elemento o € Fy» normal sobre F, e

primitivo é suficiente mostrar que N(m, M) > 0.

5.3 As funcoes caracteristicas para trago e norma
Vamos, agora, construir as fungdes caracteristicas para a € Fyn, tais que Ny, r, (@) = be Trg_,|r, (@) = a.

i) A fungéo caracteristica dos elementos o € Fyn tais que Ny, r, (@) = b € Fy.

A funcao caracteristica pode ser expressa do seguinte modo

1
1 V(NF, . |F, (@)b™1), para a € Fyn. (5.2)
g VE?E

Se N, .|, (@) = b, entdo o somatério retorna g—1 enquanto se Ng_,, r, (@) # b, como Np_, |, ()bt #1,
o somatdrio retorna 0 pela Proposicao 3.6.

ii) A funcdo caracteristica dos elementos a € F, tais que Trg_,|r, (o) = a.

Seja A € Fy o carater aditivo canonico, a fungao caracteristica pode ser expressa por

1
. Z Me(Trp,, p, (@) — a)), para o € Fyn. (5.3)
celR,

Novamente, se Try_, r, (o) = a, entdo o somatério retorna ¢, enquanto se Trg,_, |r, (@) # a, 0 somatério

retorna 0 pela Proposicao 3.6.

Se x e A sdo, respectivamente, os carateres aditivos canonicos de Fy» e F, eles estdo conectados pela
expressao
x(a) = )‘(Tr]Fqn F, (@), para a € Fyn, (5.4)

por (3.5). Para h € F,[X] um divisor de M, relembramos o conjunto
Ap = {6 € Fgn | Ord(x,) = h},

definido no inicio da Se¢do 3.3.

Proposicao 5.6. Seja 1 # h € Fy[X]| um divisor de M. Entio A, NF, = 0.
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Demonstra¢do. Suponha, por absurdo, que exista ¢ € A, NF,. Entdo Ord(xc) = h, logo por (5.4), temos
que x.(a) = x(ca) = ATty , 5, (a)), para todo a € Fyn. Como c € Fy, segue que cTrg ,|r, (@) = d € Fy,
logo

xo Ha) = A(X —1)od) = A(d? —d) = \0) =1,
para todo a € Fyn, logo h = Ord(xc) divide X — 1, um absurdo pois h divide M que é primo com X —1. [
Corolario 5.6.1. Sejam h € F,[X]| um divisor de M e ¢ € F,. Se 0, € Ay, entdo §, + ¢ =0 se, e somente
seh=1ec=0.

Demonstragdo. Se ¢ = 0, entdo §, = 0 o que é equivalente a h = 1. Reciprocamente, se d;, + ¢ = 0, entdo
o, € Fy. Pela Proposicao 5.6, isso s6 acontece se h = 1, ou seja d;, = 0. O

—

Se v & um carédter multiplicativo de F;, podemos estender v para um carater v € Fy. definindo V(a) =
V(N .|r, (). E claro que a ordem de U em E*;\n é a mesma que a ordem de v em E‘;, ou seja ord(v) divide
q—1. Com isso, podemos mostrar o seguinte resultado, relembramos que v é o carater multiplicativo trivial

de F, enquanto 1; é o carater multiplicativo trivial de Fyn.

Proposicgao 5.7. Sejam d um divisor de m, ng € ﬁj; um cardter multiplicativo de ordem d e v € @. Entao

GV = 1M, 0 cardter trivial de F*, se, e somente sed=1 eV =1;.
) q b

Demonstracio. E claro que se ng = 7 = 1, , entdo o produto 740 também é o carater trivial. Reciprocamente,
se ngV = 1 entdo, como ord(ng) = d divide m, k := ord(?V) divide ¢ — 1 e m é o maior divisor de ¢" — 1

primo com ¢ — 1, temos que mdc(d, k) = 1 e ord(nqev) = ord(ng)ord (V) = dk = 1. O

Proposigao 5.8. Seja n um cardter multiplicativo de Fy» de ordem d. Entdo a restricdo de n a Fy, € um

at ltiplicativo de ordem ————.
cardter multiplicativo de ordem mdc(d.n)

Demonstragdo. Seja n um carater multiplicativo de ordem d em F}... Se g € Fyn gera [}, entdo n(g) ¢ uma

n
—1
L = temos

d-ésima raiz primitiva da unidade e ord(n) = ord(n(g)). Como g gera Fj., entdo definindo N = =

que g" gera 7. Seja n* a restricao de n a F;. Entao

d d

ord(ﬁ*) = Ord(n*(gN)) = Ord(ﬂ(g)N) = IIldC(d N) = HldC(d (qn _ 1)/(q . 1))7

pois 7(g) é uma d-ésima raiz primitiva da unidade, logo 7(g) gera um grupo ciclico de ordem d. O resultado
segue pois mdc(d, (¢" — 1)/(¢g — 1)) = mdc(d, n). O

Como consideramos carateres ng € Iﬁf; tais que d divide m(g,n), pela Proposicdo 5.8, temos que 74
restrito a Iy ¢ o cardter multiplicativo trivial de F}.

Da mesma maneira que estendemos um caréter multiplicativo v de Fy para um caréater ve ]ﬁ,;:, podemos
restringir este mesmo carater para obtermos v* € I/FE. Contudo, ndo temos necessariamente v = v*. Mais

precisamente, temos o seguinte resultado.

Corolario 5.8.1. Se n é um cardter multiplicativo de F, de ordem d, entdo:
i) n* tem ordem

4
mde(d,n)’

it) n* =mn1 se e somente se d divide n.
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i) Existem mde(n,q — 1) cardteres multiplicativos n de Fy tais que n* = n;.

Demonstragio. O item i) é uma reformulagdo da Proposi¢ao 5.8 e o item i) segue diretamente do item 7).
Quanto ao item 4i7), note que, se n € um carater multiplicativo de F,; de ordem m, entdo m divide ¢—1, pelo

item 4i), n* = se e somente se m divide n. Portanto n* = n; se e somente se m divide mdc(n, ¢ —1). O

Teorema 5.9. Sejam m o maior divisor de ¢" — 1 primo com q¢—1, M € F,[X] o divisor ménico de X" —1
de maior grau, primo com X —1, a € Fy e b € Fy um elemento primitivo. Entao, para qualquer divisor t de

m e T € F [X] divisor de M, temos que
m(t,T) =q(¢ =N, T) =0)0(T) (¢" + A+ B - C)), (5.5)

onde

A= /dt/mT Z O)nav(0p + 1)G1(v*, \)Gr(nav, x),

v ;éul

=], V) (1000) ~ 005+ 1)) G (1a? X),
dlt  D(#1)|T

GF*
v —V1777dl’75771

C= /d S VOGP ).

E]F*
v =v1,n4 V7é7]1

Demonstrag¢do. Temos que N(t,T) é o numero de elementos o € Fgn tais que o é t-livre, T-livre sobre
F,, tem trago a e norma b. Abreviando Trg . r, por Tr e Ng_,r, por N e levando em conta as fungoes

caracteristicas de tais elementos, temos que N(¢,T) é igual a

1 -1
> <9<t> /dtndm)) (@(T) /| lTX5D<a>> — S W) | | T M@ —a) | 59

a€lfyn VG@ CGJF
Como v(N(a)b=1) = v(b)r(N(a)) = v(b)v(a) e AMc(Tr(a) — a)) = Mca)A(cTr(a)) = Mca)x.(a), temos que

NeT) = oo [ o 2 VNG 3 R (@) 6D

]F* cE]F a€Fyn
Escrevendo n4(a)v(a) = ngv(a) e xe(a)xsp (@) = Xsp+c(a), obtemos

Z 77(11/ X(SD-H‘ =Gy (Udﬁy X5D+C)'
aEIF n

Portanto

7(t,T) /d ‘t /D » TN (14D X 1c)- (5.8)

]F* (‘E]F
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Mas,
q", sengV =UVi e Xspte = X0s
|Gn(naV, Xop+e)| = g%, nmal # v1 € Xop+e # X0,
0, caso contrario.

Note que xs5,+c = Xo apenas quando dp = ¢ = 0. Portanto, aparte do caso em que 74V = 171 € Xsp+c = X05

Gn(nav, Xsp1c) 7 0 se, e somente se
nav #m e (c=0ou dp =0).

Como dp = 0 se, e somente se D = 1, podemos separar os termos da seguinte maneira: uma parte com o
termo referente a D qualquer e ¢ # 0 e outra parte com os termos referentes a ¢ = 0 e D # 1, sendo assim,

podemos escrever 7(t,T") como

ot)e(T) | ¢ + / u /D .

S VONGo it xsose) + [ [ e 2 G X,

]F* CEIF* d‘t UG@
ndu;«ém nav#n
(5.9)
O termo
[ w0, (5.10)
e JoENIT
77.1V7'5U1
é tal que dp # 0, portanto, na Soma de Gauss
Gn(na?,xsp) = > nab(a)xs, (a), (5.11)
a€fgn
podemos substituir « por a/dp, obtendo
> 1a0(0p)nav(@)x(@) = nab(0p) G (nab; X)- (5.12)
a€lFyn
Logo
/ / Z v(b)Gpn(nav, Xsp) / Z n(Nav, X)/ 1n4aV(0p), (5.13)
dit /DT T dt ver D(#1)|T
nd972771 dV757h

e observe que, pela Proposi¢ao 4.11, como F;Ap = Ap,

l’l’ D =7 ¢
nav( 5D Nav( 5D / nav(cdp). (5.14)
/D#m Z (D) 2 4= 1 Jpeyr 2

D|T ) sihn c€F;

4 é o carater trivial
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de Fy, portanto

/D(#”T > nav(edp) = L nav(6p) Y v*(c), (5.15)

ceF: 4= 1Jpeyr ceF:

e temos que

> o) #0, (5.16)

somente quando v* = vy. Logo

// > v(b)Gn(na?, xsp) // v(b)Gn(nab, xsp,) = X. (5.17)
dit /DT = dlt J D(#£1)|T

VE]F;n VE]F*n
nav#EM Nav#nNL,V =1

Quanto ao termo

fidow 2
(5.18)

novamente como FyAp = Ap, podemos substituir 6p por ¢dp, e também, como ¢ # 0, podemos substituir
a por a/(c(dp + 1)), obtendo

TN G (147 Xspre) = /

t/D|T Z Z Aca) Z nav(a)x((6p + ¢)a),

]F* cG]F* ]F" CGJF* aclFyn
q™

ndwém ndﬁ#m

[[ S S voAcami s + D)1 ). (5.19)
4t Jo|T ver ocF;
ndwfm

Como 74 é trivial em Fy, n4(c) = 1. Portanto obtemos

/ / S SN0 + DGo(na?) X). (5.20)
de /o

]F* CE]F*
dV7é"71

Como v(c) = v*(c) e escrevendo v*(c) = v*(c)v*(a)v*(a), temos que,

E]F;n CEJF;
nav#EN

Para termos uma soma de Gauss no altimo somatoério em (5.21), precisamos adicionar o termo ¢ = 0, ou

seja, somar e subtrair o seguinte termo

]F"
ndwﬁm

/dt/D|T Y v (a)nav(6p + 1)Gn(nav, x)A0)r* (0). (5.22)
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Obtemos que (5.21) é igual a

*
]Fn

/d|t/DT Z v(b)v* (a)nav(6p + 1)Gp(naD, X)G1 (N, %)

(5.23)

[ ) s + 0GP )

dlt JD|T

veF:,
wu#m,v =

A condigdo v* # vy aparece no primeiro termo, pois Gi(\,v*) é diferente de 0 somente quando v* é
nao trivial, pois A é o carater aditivo canoénico de F,. No segundo termo, o fator v*(a) desaparece pois
v*(0)v*(a) = v*(0) e v*(0) s6 é diferente de 0 quando v* = vy, pela convencdo feita sobre os carateres

multiplicativos no 0. Note que

IF*
v 751/1

/dt/D|T Z v(b)v* (a)nap(6p + 1)Gr(nap, x)G1 (v, \) = A. (5.24)

Separando os fatores em D =1 e D # 1, o segundo termo no somatorio em (5.23) pode ser reescrito como

_/dt/DIT Z V()1 (0p +1)Gn (4. X) /dt Z v(b)Gr(na, X)

vER VEJF*
nav#EN,V =—v1 ndl’#mﬂ/ =1 (5.25)
-/ SO0 + G0,
djt JD(#1)|T eJF*

ndl’?émﬂf =v

sendo o termo

/dt S V)G (map,x) = C (5.26)

uE]F*n
NavF#M V" =v1

e o termo
[ VB35 T D0 (?. ) = Y, (5.27)
4t JDY)|T
G]F*
Nav#N L,V =11
é tal que X +Y = B, onde X foi definido em (5.17). A prova esta completa. O

Corolario 5.9.1. Nas condi¢ées do Teorema 5.9, definindo e = mde(n,q — 1), temos que

7(,T) = 0(0)O(T) (" = (g — 1= )W OW(T)g™F — (W (1) = )W (T) - 1)g?). (5.28)

Demonstrag¢ao. Com argumentagio anédloga ao Corolario 4.12.1 e como temos e = mdc(n,q — 1) carateres

v € F} tais que v* = 11, obtemos que
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Quanto ao termo B, temos que ngvU # 11 quando d # 1 ou U # 1, o que implica v # v4. Logo

|B] < 2(W(t) — D(W(T) — e+ W(ER)(W(T) - 1)(e — 1)) ¥, (5.29)

onde o termo 2 aparece por conta da diferenca 1n40(6p) — n4¥(0p + 1). Analogamente o termo C é tal que
C] < ((W(t) = e+ (e~ 1)) q*.

O resultado segue pois

m(t,T) 2 0@)O(T) (¢" — |Al = |B| = [C]) -

O
Corolario 5.9.2. Nas mesmas condigoes do Teorema 5.9, n(t,T) € positivo quando
n— 1 1
qTS > (1 — e—;— ) WEW(T) + — (eW(t) — 1)(2W(T) — 1), (5.30)
q2
e, portanto, quando
o 1
¢ > <1 - q) W(OW(T), q > 4. (5.31)
Demonstragdo. A desigualdade (5.30) segue diretamente do Corolario 5.9.1. Quanto a desigualdade (5.31),
note que
e+1 1 e+1 2e
1-— WEW(T) + = (eW@) - 1w () —1) < (1- WEW(T) + —W(t)W(T)
q qz q 4
Como ¢ > 4, temos que % < 1; logo
e+ 1) 1 ( e+ 1) e
1-— WEW(T) + —=2eW )W) < (1— WE)W(T)+ -W(i)W(T),
( . ()()q\/(} OW(T) . ()()q()()
completando a prova. O

Mostraremos que a condigao (5.31), com t = m e T = M ¢é satisfeita para todo n > 7 com a excecao de

_ 2w(M

14 pares (¢,n). Para tal, precisaremos de cotas para W (m) = 2™ e W (M) ). Comecamos com

cotas para w(m).

Lema 5.10. Seja m um inteiro positivo e w(m) o nimero de fatores primos distintos de m. Seja ¢ > 1
um inteiro e A um conjunto de numeros primos menores que £ que contenha todos os fatores primos de m

menores que £. Defina também L = []..,r. Entdo

Inm—1InL

Demonstracdo. Sejam m, ¢ e A como no enunciado e seja I' o conjunto de divisores primos de m. Logo
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#T' =w(m) eser € I' — A, entdo r > £. Portanto,

w)(n)
m > H _ \reA rel—A > (H r> (#FO=N=#A=T) _ p #T—#A _ [ pom)—#A

r
rel ( H 7,,)
reA-T

reA

ou seja
Inm>InL+ (wim) — #A)In¥

e o resultado segue. O

Cotas para w(M(g,n)) podem ser obtidas através do proximo lema. Como temos que w(M(q,n)) =

) = et

w( ), € suficiente obter cotas para w(M(g,n)) para o caso em que p nao divide n.

Lema 5.11 ([6], Lemma 4.3). Seja n primo com q e seja M = M(q,n) o maior divisor de X™ — 1 primo

com X — 1, como definido anteriormente. Neste caso, M(q,n) = % Entao

i) w(M) < 3(n+ mde(n,q — 1)) — 1. Em particular w(M) < n — 1, com igualdade se, e somente se, n
divide ¢ — 1. Ademais, w(M) < %n —1 sen nao divide g — 1.

it) w(M) < in+5, seq=25,
iti) w(M) < in+1, seq=4 en # 15,
iv) w(M)gén—&—%, seq=3en+#4,8,16.

Note que todas as cotas para w(M) sdo da forma w(M) < an + . Sendo assim, consideramos o caso

geral w(M) < an + /5 e junto com o Lema 5.10 obtemos o seguinte resultado.

Lema 5.12. Se para alguma escolha de ¢, A como no Lemma 5.10 e o > 0, 8 numeros racionais tais que
w(M) < an+ B, entdo o par (q,n) satisfaz (5.31) se

n—3 n InL

D72 D ) g> A - 22 .
( In4 ln€> ngzan+f+|A- 7 ou (5:33)
Ing Ing 3lngq InL

ek L > ——— .
(ln4 In a) "oy PO (5:34)

Demonstra¢ao. As duas desigualdades sdo equivalentes. Para obté-las basta observar que m(q,n) = m < ¢

€ como

<1 - ;) W (m)W (M) < W(M)W (m) = 20M)+wim)

segue que (5.31) é satisfeita se
q”Tf‘q' < gu(M)guw(m)

que é equivalente a

qn73 < 4w(M)+w(m) )

O resultado segue aplicando o logaritmo, usando a estimativa do Lema 5.10 e w(M) < an + (. O
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Estamos aptos a mostrar o seguinte resultado.

Teorema 5.13. Seja (¢,n) onde ¢ > 4 € uma poténcia de um primo p e n > 7 um nimero inteiro. Entao

(5.31) € satisfeita, exceto para os 14 pares listados a sequir
(4,9), (4,15),(5,8),(5,12),(7,8),(7,12),(8,7), (9,8),

(11,10),(13,8), (13,12), (16, 15), (17, 8), (25, 8)

Demonstra¢do. A demonstragdo necessita de alguns célculos, que podem ser feitos usando alguma plataforma
algébrica, como o SAGE, por exemplo. Os algoritmos usados durante a argumentacio encontram-se no
Apéndice. O Lema 5.12 nos fornece uma condigdo suficiente para que (5.31) seja satisfeita, contudo sua
expressao é mais simples para encontrar cotas para ¢ ou n.

Caso 1: Suponha inicialmente que n > 10 e que ¢ > 11. Escolhemos ¢ = 72 e como m(q,n) é sempre
impar, escolhemos A como o conjunto de todos os primos impares menores que 72.

Caso la: Suponha que n divide ¢ — 1, sendo assim X" — 1 se fatora como n fatores lineares distintos e,
portanto w(M) = n — 1. Escolha entdo o = 1, § = —1. Se (q,n) ndo satisfaz (5.31), entdo com ¢ > 11,
(5.33) implica que n < 52. Contudo, se n > 21, entdo g < 21, ndo podendo ser tal que n divida ¢ — 1.
Sendo assim, para cada n € {10,11,...,21}, usamos a Equacdo (5.34) para obter cotas inferiores para ¢,
por exemplo, quando n = 10, ¢ < 160, para cada g neste espectro (existem 43 poténcias de primos entre
11 e 160, sendo que apenas 10 destas sdo tais que 10 divide ¢ — 1), usamos a Equacdo (5.31) para verificar
cada caso. Para n = 11, temos g < 100 e neste espectro apenas 3 se enquadram no Caso 1. Continuamos o

processo e obtemos trés pares que nao satisfazem a Equagdo (5.31):
(11,10), (13,12), (16, 15).

Caso 1b: Suponha que n ndo divida ¢ e mde(n,q) = 1. Pelo Lema 5.11, podemos tomar o = 3/4 e

B8 = —1, obtendo desta vez n < 21. Procedendo igualmente ao caso anterior, obtemos que todos os pares
satisfazem (5.31). Se mdc(g,n) # 1, entdo, n* < 2. Como w(M(g,n)) = w(M(g,n*)) < 2n* — 1, pelo Lema
5.11, segue-se que w(M(q,n)) < %n — 1. Sendo assim, com a = % e § = —1, obtemos que todos os pares

(g,n) satisfazem (5.31).
Caso 2: Consideramos agora os casos n > 10 com ¢ = 9,8,7,5,4.
Caso ¢ = 9: Se n divide ¢ — 1 = 9, entdo, como supomos n > 7, o caso que nos resta é (9,8), que nao

satisfaz (5.31). Suponha que n ndo divida ¢— 1. Se 3 ndo divide n, entdo novamente podemos escolher v = 3

1
e 8 = —1 e usando (5.33), supondo que (9,n) ndo satisfaz (5.31), obtemos n < 26. Verificando todos os
pares, vemos que todos satisfazem (5.33). Se 3 divide n, entdo w(M) < tn —1 e tomamos o = ;e = —1

e procedendo como anteriormente, vemos que todos os pares considerados satisfazem (5.33).

Caso g = 8: Se n divide ¢ — 1 = 7, entao o unico par possivel é (8,7), que nao satisfaz (5.31). Se n nao
divide ¢ — 1, procedendo de maneira semelhante aos casos anteriores, vemos que nenhum par falha.

Caso g = 7: Neste caso usamos ¢ = 200. Se n divide ¢ — 1 = 6, entao n < 7, nao sendo considerado.
Suponha que n ndo divida ¢ — 1. Se 7 néo divide n, entdo usamos a = % e 8 = —1 e (5.34) para obtermos
n > 44, destes o tnico que falha a (5.31) é o par (7,12). Se 7 divide n, todos os pares considerados satisfazem

(5.33).
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Caso ¢ = 5: Continuamos com ¢ = 200. Como no caso anterior, nenhum par tal que n divida ¢ —1 =14

é considerado, portanto suponha n nao divide ¢ — 1. Se 5 ndo divide n, pelo Lema 5.11, usamos o = + e

3
B8 =5 na Equacdo (5.34) e obtemos que n > 34. O tnico par que ndo satisfaz (5.31) é o par (5,12). Se 5
divide n, usamos o = 1—15 e B =5, todos os pares considerados satisfazem (5.31).

Caso ¢ = 4: Também usamos ¢ = 200. Podemos supor que n nao divide ¢ — 1. Suponha n impar. Pelo
Lema (5.11), se n # 15, podemos escolher o« = % e 8 = 1. Vemos que todos os pares satisfazem (5.31). Se
n = 15, (4,15), ndo satisfaz (5.31). Se n é par, entdo podemos escolher o = % e f =1, sendo neste caso o
unico par que ndo satisfaz (5.33) é (4, 10), que satisfaz a Equagdo (5.31).

Caso 3: Consideramos agora n =9,8,7 e ¢ > 4. Usamos { = 72.

Caso n = 9: Suponha que 9 divida ¢ — 1. Entdo o = 1, § = —1. Sendo assim, a Equacdo (5.33) nos
leva a ¢ < 310, destes, todos satisfazem (5.31). Suponha que n néo divida ¢g. Se mdc(g,n) = 1, entdo o = %
e § = —1 e obtemos que ¢ < 112, destes, apenas o par (4,9) nao satisfaz (5.31). Se mdc(q,n) # 1, entdo
podemos escolher a = % e 8= —1 e entdo g < 24. Todos os pares considerados satisfazem (5.33).

Caso n = 8: Se 8 divide g — 1, consideramos a = 1, § = —1 e obtemos que g < 875. Destes, os pares que
néo satisfazem (5.31) sdo (9,8) e (17,8). Suponha que 8 ndo divida ¢ — 1. Usamos entdo a = 3 e 8 = —1,
obtemos a condigdo ¢ < 276 e vemos que o tnico par que nao satisfaz (5.31) é (5,8). Se mdc(8,q) # 1, entdo
consideramos a = % e 8 = —1, obtendo g < 49. Todos os pares satisfazem (5.31).

Caso n = 7: Se 7 divide ¢ — 1, novamente « = 1, § = —1 e obtemos ¢ < 5535 (neste espectro temos
774 poténcias de primo, sendo 128 pertinentes ao caso). Vemos que apenas o par (8,7) ndo satisfaz (5.31).
Suponha que 7 ndo divide ¢ — 1. Se mdc(g,7) = 1, entdo escolhemos o = % e B = —1, obtendo ¢ < 276 e
todos os pares satisfazem (5.31). Se mdc(7,q) # 1, entdo o = % e 8 =1 e encontramos ¢ < 166, todo par

considerado satisfaz (5.31). A prova esta completa. O

Corolario 5.13.1. Dada uma extensio Fyn

Fy, onde ¢ > 4 e n > 7 para todo a € Fj e para todo b € F,
primitivo, existe a € Fyn, normal sobre F, e primitivo, tal que Try v, (o) = a € Ng_,.|r, () = b, exceto para
0S CaS0S eTCepcionails

(4,9), (4,15), (5,8), (5,12),(7,8),(7,12),(8,7), (9, 8)

(11,10), (13,8), (13,12), (16, 15), (17, 8), (25, 8).

Como os casos excepcionais com n > 7 sao finitos, podemos desenvolver um algoritimo que verifica se
cada um dos pares no Corolario 5.13.1 é de fato um par PFNT, contudo, como lidaremos também como
os casos n = 6,5, necessitamos aprimorar cotas inferiores para N(m, M), em particular o que faremos na

préxima secao engloba também tais casos excepcionais.

5.4 Os casos excepcionais e n = 5, 6.

Para lidar com os casos excepcionais no problema PFNT, é necessirio um método de redugao semelhante
a redugao feita no Teorema da Base Normal e Primitiva, dada pela Proposicdo 4.14. Seja I' = T'(¢,n) o
conjunto dos produtos formais ¢7" tais que ¢ é um divisor de m(¢,n) e T' € F,[X] é um divisor de M(q,n).
Para 7 € T', definimos O(7) := 6(t)O(T) e (1) := w(t,T). Esta definicdo tem a finalidade de unificar o
tratamento dado aos divisores t de m e T' de M. Um divisor 7y de 7 € um produto 79 = to7Tp tal que tg
divide t e Ty divide T'.
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Sejam r > 2 e 7q,...,7, divisores de 7. Diremos que {71,...,7.} € um conjunto de divisores comple-

mentares de 7 com divisor comum 7y se mme(r1,...,7,) =7 e mde(7;, 7;) = 7o, para todo i # j.

Proposigao 5.14. Sejam 7 € T e {11,..., 7}, 7 > 2, um conjunto de divisores complementares de T com

divisor comum 715. Entdo

(1) > (Z W(Ti)> — (r=1)m (7). (5.35)

i=1
Demonstragdo. A prova é idéntica & prova da Proposicao 4.14. O
Para trabalhar com a Proposi¢ao 5.14, é necessario generalizar o termo ©(7). Dado {m,..., 7}, 7 > 2,

um conjunto de divisores complementares de 7 com divisor comum 7y, defina

©:=0(r,...,7r) = (Z @(Ti)> — (r=1)0(1). (5.36)

Exemplo 5.1. Suponha que n divida ¢ — 1. Sendo assim M(q,n) = )g(n_’ll = M;---M,_1, onde M;, para
i=1,...,n s8o polindmios lineares distintos. Entao o conjunto {mM;};=1 . n—1, (onde m = m(g,n)) é um

conjunto de divisores complementares de mM com divisor comum m. Portanto

n—1
O(mM,,...,mM, 1) = (Z 9(m)@(MZ-)> — (n—2)8(m),
i=1

como M; é linear, segue que O(M;) = O(M;) = q;1 =1- é, portanto
1 n—1
©(mMy,...,mM,_1) =0(m)(n—1) (1 — ) —(n—2)8(m) = 6(m) (1 - > . (5.37)
q
E se consideramos o conjunto {Mj, ..., M,,_1,m}, que possui divisor comum 1, obtemos
n—1
@(Ml,...,Mn,l,m) = 9(m) - . (538)
q

Proposigao 5.15. Sejam q uma poténcia de um primo e n > 4 um inteiro. Fizados elementos a € F; e

b € F, primitivo, suponha que 7y = t111,...7, = t, I, sio divisores complementares de T = mM com divisor

comum 19 = moMy. Suponha © = O(1y,...,7,.) positivo. Entio w(T) é positivo se
T >R-5+071Y 0(n)(U; ~ Vi), (5.39)
i=1

onde, com e = mdc(n,q— 1),

19
R= (1—6+ +f)W(70),

1
3

q§

S = —(eW(mo) + 2W (M) — 1),

U = (1 - e—(&}—l + jg) (W () = W(m0)),
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Em particular, 7(7) é positivo se

ns 1 .
qgz > <1 — q) <W(TO) + o ! Z (“)(Tz)(W(Tl) — W(TO))) , q > 4. (540)
i=1
Demonstragao. Defina a quantidade o
Oy = 79(%).

Sejam ™ = t111,...7. = t,. T, divisores complementares de 7 = mM com divisor comum 79 = moMy.

Entao, pela Proposicao 5.14, temos que

(1) > (Z w(n—)> — (r = )7 (70).

i=1

Como
o - 9 _ (>oi=1 9(m)) — (r = 1)O(10)
CICY () ’
podemos escrever
(T _ 1) — Zzél(g)(ﬂ) _ @O

Portanto
- 211 9(7'1')
> . _ ==L N7 .
(1) > (; W(Tl)> + (@0 o(r0) 7(70)
Pelo Teorema 5.9
W(Ti) = @(Ti) (q" + Al + Bi — Cl) s
para i =0,...,r. Portanto,
m(r) = (Z O(ri)(¢" + Ai + B; — Ci)) + Oo7(70) — (Z @(Ti)> (¢" + Ao + Bo — Co),
i=1 i=1

ou seja

71'(’7') Z (Z 6(7_2)((141 - Ao) + (BZ - Bo) - (Cl - Co))) + @07’((7‘0).
i=1

Quanto aos termos (A; — Ap) etc., analisaremos o caso (C; — Cp), 0s casos restantes sdo andlogos.

Ci—Cy= / S WG,y
dlt: VEI?‘?
v =v1,mav#Em
[ WG m.
dito o
q
v =v1,mav#m

(5.41)
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ou seja

Cl' — CO = /ﬂh Z mGn(ndlf;a X)a

dtto UG]?E
V*:lendﬁs‘éT]l

logo
|Cs — Co| < q% (W(t;) — W(to))e. (5.42)

A desigualdade (5.39) segue como no Corolério 5.9.2. A desigualdade (5.40) segue do fato que

¢"T >R-5+071Y 0(n)(Ui - Vi) > R+071 Y e(n)(Us),

i=1 i=1

usando que lq <1seq>4.

7
O
Corolario 5.15.1. Nas mesmas condi¢oes da Proposi¢iao 5.15, suponha que n divida ¢ — 1 e escreva M =
M- M,_1, com M; € F,[X] um polinémio linear para todo i = 1,...,n — 1. Entdo n(m,M) € positivo
quando
n-3
a7 >Qu(QW(m), (5.43)
e (g = 1)(ng —2(n ~ 1))
q—1)(ng—2(n—1
Qumqg) = . 5.44
@ q(g—n+1) (5.44)
Demonstragao. Considere os divisores complementares 7y, ..., 7,—1 como em (5.37).

Como W (r;) = W(M;)W(m) = 2W (m), pois M é linear, entdo W (r;) — W(ry) = W(m) = W(m). Por
(5.37) e (5.40), temos que

S5 (1 - 1> Wm) + E?;fﬂ(n)W_(m) _ (1 _ 1) 14 "y <1 . D W(m),  (5.45)

que é equivalente a Q (@)W (m). O

Antes de comecarmos o estudo de caso, vejamos dois resultados que podem simplificar o problema em

alguns casos.

Lema 5.16. Seja ¢ uma poténcia de um primo e n um inteiro positivo. Se ¢ — 1 divide n, entao (¢,n) € um
par PFNT.

Demonstragio. Veja [7, Proposition 4.1] O

Ou seja, temos que (2,n) é um par PENT para todo n e (3,n) é um par PFNT quando n é par. Os casos
excepcionais (4,9), (11,10), (5,12),(7,12), (9, 8), (13,12), (16, 15) sdo cobertos também pelo Lema 5.16.

Lema 5.17. Suponha que, para um par (q,n), M(q,n) € F,[X] € irredutivel. Entio w(m,M) é positivo se

e somente se w(m, 1) é positivo.
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Demonstragio. E claro que 7(m, M) > 0 implica em 7(m, 1) > 0. Suponha entio o € Fyn» m-livre com trago
e norma prescritos. Como a norma de « estd prescrita e é primitiva, pelo Lema 5.3, « é primitivo, portanto

0#a?—a=(X—1)oa. Logo o & M-livre, pois M & irredutivel. Pelo Lema 5.4, « é normal sobre F,. [

Estamos aptos a mostrar os casos restantes. Podemos sempre supor g > 2 ou ¢ > 3 se n for par, pelo Lema
5.16. Denotamos por w = w(m), onde m(g,n) é o maior divisor de ¢" — 1 primo com ¢ — 1. Detalhamos aqui
o cason =5, 0 caso n = 6 e os casos excepcionais do Coroléario 5.13.1 sdo analogos. Os célculos detalhados

podem ser encontrados em [5, Section 4]

5 5
. . .. —1 . . . -1,
Caso n = 5: Primeiramente, observe que m(5,n) divide qu e é primo com ¢ — 1. Ademais, qu é

multiplo de 5 se, e somente se ¢ =1 (mod 5). Em todos os casos, temos mdc(5,m) = 1. Sendo assim, como
m é sempre impar, os primos possiveis na fatoragdo de m estdo no conjunto S5 := {11,31,41,61,...}, que é o

conjunto dos primos [ tais que [ =1 (mod 10). Denotamos por P, o produto dos primeiros r primos em Ss.
¢ -1
5(¢—1)’

q> (5m)Y/* —1> (5P,)"/* =1 =: R,,. Pelo Corolario 5.15.1, temos que o resultado vale se

Caso 1: ¢ = 1 (mod 5). Como m < segue que bm < ¢* + @+ ¢ +q+ 1 < (¢ + 1)%, logo

q>2"Qum(q), (5.46)
onde, neste caso ( i )
_(g—1)(5¢—38
Quila) = alg—4)

uma func¢do que decresce para 5. Portanto, é suficiente mostrar que
Ry, >2YQum(q), ¢ = Ro. (5.47)

A funcao
R,

2¢Qnm(q)

é uma fungio crescente em w. Portanto, se (5.47) vale para wp, valerd para todo w > wp. Para w = 6
temos que Rg = (5P)'/%) — 1 > 417 > 322 > 26Q,,(417), logo (5.46) vale para todo w > 6. Se w = 5,
entdo Rs > 130. Entretanto, 2°Qs(165) < 162, sendo assim (5.47), é vélida exceto se 131 < ¢ < 165.
Neste intervalo, existem 7 poténcias de primo, sendo apenas duas pertinentes ao caso, 131 e 151, mas
w(m(131,5)) =2 # 5 e w(m(151,5)) = 1. Se w =4, Ry > 44 e 24Q(81) < 81, logo (5.47) & satisfeita a ndo
ser que 44 < g < 81, que nos leva a ¢ = 61 ou ¢ = 71, mas w(m(61,5)) = 2 e w(m(71,5)) = 3. Se w = 3,
entdo R3 > 5 e 23Q)(43) < 42, portanto 16 < ¢ < 43, sendo os tinicos casos possiveis ¢ = 16 ou q = 41,
mas w(m(41,5)) = 1.

Se ¢ =16, m = 11-31-41. e w(r) = w(m) + w(M) = 7. Considerando o conjunto de divisores

complementares My, ..., My, 11,31,41, com divisor comum 1, temos que

4
1,1 4
O(My, My, ..., 11,31,41) = © =Y~ O(M;)+0(11)+6(31)+0(41)—6 = 4(1—E)+£+§—2+£—6 < 0.6024.
i=1

Por (5.40), temos que

1 1 10 30 40
1—— (140602471 ({4(1-—= = 11. 1
( 16)( +0.60 ( ( 16>+11+31+41)>< 3 < 16,
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satisfazendo (5.47). Se w = 2, entdo a condigao (5.37) implica ¢ < 21, que ndo contem nenhum primo
relevante. Se w = 1, obtemos ¢ < 11, sendo 11 o unico primo relevante. Neste caso, m(11,5) é primo e
escolhemos o conjunto de divisores complementares mMy, ..., mM,, com divisor comum m. O resultado
segue aplicando (5.39) com ¢ = 5.

Caso2: n=>5eq=—1 (mod 5). Note que, no caso atual, o polinomio X° — 1 s6 possui uma raiz em F.
Temos que X° — 1 = (X — 1)Qs, onde Q5 é o polinémio ciclotémico de ordem 5 sobre F,. Como a ordem de
g modulo 5 é 2 neste caso e mde(5,q) = 1, Q5 se fatora em ¢(5)/2 = 2 fatores moénicos irredutiveis distintos
sobre F,. Logo M (q,5) = MM, onde My e M sdo polinémios quadraticos. Como na prova do Corolario
5.15.1, escolhemos {mM;, mMs} como conjunto de divisores complementares com divisor comum m, sendo
assim

O(mMy, mMs,) = © = 6(m) (1 - q12) :

aplicando (5.40), obtemos a condigao suficiente

P
| (2 - q> W e -9
q> (1 - q) W(m) + (1 - 2) Ty W (m) (5.48)
q2
(q—1)(3¢> —4)
q(¢>-2)

Note que Qas(g) < 3 para ¢ > 2. Portanto tomamos, Qs = 3 e obtemos a condi¢ao suficiente

e redefinimos

Qum(q) =

q>3W(m)=3-2%. (5.49)

51
o redefinimos R,, = PYM* 1 e temos que ¢ > R,,. Como Rg > 278 > 192 > 26Q,,,

temos que o resultado vale para todo w > 6. Para os casos w = 1, 3,4,5 nao existem poténcias de primos

Como, agora, m < 4

relevantes entre R, e 2* - 3. Para o caso w = 2, temos g > 4 -3 = 12, portanto os primos que falham com
w=2s800¢g=4eq=09. Se q=4,m(4,5) =11 - 31 e tomamos como divisores complementares com divisor
comum 1 o conjunto {Mj, M5,11,31}. Aplicando (5.39) com e = 1, o resultado segue. O caso ¢ = 9 é
similar, agora m = 11 - 671 e como neste caso g > 4, podemos usar (5.40).

Caso 3: n =5 e ¢ ==+2 (mod 5) ou ¢ uma poténcia de 5.

Se ¢ = £2 (mod 5), entdo M(g,5) é um polindémio irredutivel de grau 4. Pelo Lema 5.17, é suficiente
mostrar que 7(m, 1) é positivo. Caso ¢ = 57, entdo M = 1, portanto a anélise de 7(m, 1) é suficiente para

ambos os casos. Por (5.31), o resultado é valido se

q><1—(1]>W(m):<1—;>2“’, >4

Novamente, se a condi¢ao vale para wp, entao valerd para todo w > wp, portanto fixe w = 3. Entao a

1
q>(1—)8,
q

condigao se torna
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que é equivalente a

q2

q—1

Portanto o resultado vale se ¢ > 8. Restam os casos ¢ = 5,7,8, contudo para tais casos w = 2 e temos a

1
q>4<1>,
q

que ¢é satisfeita para ¢ = 5,7,8. Resta-nos o caso ¢ = 3, que nao é coberto pelo Lema 5.16, pois neste caso

> 8.

condicao suficiente

n é impar. Se ¢ = 3, entdo w = 1 e como ¢ < 4, usamos (5.30), completando todos os casos.

Caso n = 6: Como dito anteriormente, os calculos ndo serdo detalhados aqui por serem anélogos ao caso
n = 5, contudo uma pequena observacao faz-se necessaria: diferente do caso n = 5, qualquer primo impar
pode ser fator de m(q, 6), sendo assim, o conjunto de primos usado é o conjunto dos primos impares. O
resultado segue analogamente ao caso n = 5, dividindo a demonstracao nos mesmos sub-casos, analisando a
fatoragao de M e tomando os correspondentes divisores complementares de M e m. Os casos excepcionais

com n > 7 também seguem analogamente, completando a prova.
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6 Sobre a Existéncia de Elementos 1l-normais e Primitivos com

Norma Prescrita

Uma generalizagdo do conceito de elemento normal em extensdes de corpos finitos foi desenvolvida por
Huczynska et al. [21] em 2013. Nesta se¢do introduzimos o conceito de elementos k-normais e mostramos
um resultado sobre a existéncia de elementos 1-normais e primitivos com norma prescrita.

Seja o € Fgn. Um critério classico para determinar se a é normal sobre F, é o seguinte.

Proposigao 6.1. Seja a € Fyn. Considere o polinomio g, = a X" ! +afX" 2 + ... + " X + a7 €

Fyn [X]. Entdo o € normal sobre Fy se, e somente se mdc(go, X" — 1) = 1.
Demonstragdo. Veja [24, Theorem 2.39, p. 62] O
Motivado por tal fato, a seguinte generalizagdo dos elementos normais foi proposta.

Definicao 6.2. Sejam a € Fy» e g, como definido anteriormente. Dizemos que a é k-normal sobre F, se

mdc(ga, X™ — 1) é um polindomio de grau k.

Como motivagao adicional ao estudo dos elementos k-normais, é mencionado em [21] que tais elementos
aparecem implicitamente na construcao de bases quase mormais. Tais bases oferecem uma multiplicacao
eficiente em Fn.

Neste mesmo artigo é estudada a caracterizacao dos elementos k-normais com a nocao de Fg-ordem
aditiva, assim como ¢ fornecida uma férmula para o nimero dos elementos k-normais de Fy» sobre Fy,
entretanto tal formula depende de se conhecer determinados fatores do polinomio X™ — 1 € F,[X] (ver [21,
Theorem 3.5]), o que é bem dificil em geral. Também sdo estudadas cotas para o nimero de elementos
k-normais. E provado também um resultado sobre a existéncia de elementos 1-normais e primitivos, que

serd enunciado posteriormente.

6.1 Resultados existentes

Nesta secao, enunciamos os principais resultados acerca dos elementos k-normais que nos serao uteis. O

proximo teorema relaciona k-normalidade com a ordem aditiva de um elemento o € Fyn.
Teorema 6.3. Seja o € Fyn. As sequintes condigoes sio equivalentes:
i) o é k-normal sobre Fy,
it) Ord(a) é um polinémio de grau n — k.
Demonstragdo. Ver [21, Theorem 3.2]. O

Focamos aqui nos elementos 1-normais e primitivos sobre [F,. Neste caso é possivel aplicar os métodos
usados até agora para obtermos resultados sobre a existéncia de tais elementos em extensoes de corpos
finitos.

Relembramos um fato mencionado no final da Secdo 2: se um elemento o € Fyn € tal que Ord(a) = g,

X" -1
entdo existe 8 € Fyn tal que oo = < ) of.
g

Proposicao 6.4. Seja a € Fyn e g € Fy[X] um divisor de X™ —1. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
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i) o é g-livre sobre Fy,
X" -1
i) md — =1
i) mde (g’ Ord(a))
Demonstragio. Veja [21, Theorem 5.4] O

Proposigao 6.5. Suponha que p, a caracteristica de F, nao divida n. Seja oo € Fyn. Entao

X" -1

Ord(a) = <1

L X =1
se, e somente se a nao € normal sobre Fy e é -1 -livre.

X" — X" -1
Demonstragio. Suponha Ord(a) = X1 entdo a nao é normal sobre Fy. Como mdc( ~ 1 ,X—-1)=1
(pois p nado divide n), pela Proposicido 6.4 temos o resultado. Reciprocamente, se « ndo é normal, entao

X" -1 X" -1
Ord(a) # (X™ — 1). Suponha que Ord(«a) # < X1 ), ou seja, Ord(a) = " onde t # (X —1).

n

X -1

t t=1 i o (X li
,temos t =1, pois ar & | ——— )-livre,

Portanto, existe 5 € Fy» tal que o = to 5. Como ¢ divide <

um absurdo pois o nao é normal sobre F,.

O

6.2 Resultados sobre a existéncia de elementos 1-normais e primitivos

Pelo Teorema 6.3, um elemento o € Fy» 1-normal sobre F, é tal que o grau de sua Fg-ordem é n — 1.

X"—1
X-1

I-normais sobre Fy. Como evidenciado pela Proposi¢ao 5.4, elementos a € Fyn tais que Try . r, () =0

Se a caracteristica de IF; nao divide n, os elementos que ndo sdo normais sobre F, e sao ( ) -livres sao

nunca sdo normais. Portanto, se mdc(g,n) = 1, um subconjunto de elementos o € F,» 1-normais sobre F,

e primitivos é constituido pelos elementos primitivos, com traco 0 e ();:11) -livres. Em [21], foi obtido o

seguinte resultado.

Teorema 6.6. Considere a extensio Fyn|F,, onde mde(g,n) = 1. Suponha quen > 6 se g > 11 en > 3 se

3 <q<9. Entdo existe um elemento a € Fyn, 1-normal sobre I, e primitivo.
Em Outubro de 2017, foi obtido o resultado geral para o Teorema 6.6 [28]:

Teorema 6.7 (Teorema da base 1-normal e primitiva). Considere a extensio Fyn|F,, onde n > 3. Entdo
existe um elemento o € Fyn, 1-normal sobre Fy e primitivo. Ademais, se n = 2, ndo existem elementos

1-normais e primitivos na extensio F2|F,.

Mostraremos aqui que, em alguns casos, é possivel prescrever a norma de um elemento 1-normal e

primitivo. Para tal, suponha mdc(g,n) =1 e seja N(g,n) o nimero de elementos o € Fyn tais que:
i) aé ()g(n;l)—livre,

i) « é primitivo,

111) ’I‘r]pqnmq (CV) = 0,
iv) Ng_.|r, (@) = b, com b primitivo.
Em particular, se N(g,n) > 0 entdo existem elementos 1-normais e primitivos com norma prescrita na

extensao Fyn|F,.

69



Teorema 6.8. Considere a extensio Fn|F,, onde mde(q,n) =1 e b € F, um elemento primitivo. Seja

X" —
M = % 1 e m o maior divisor de ¢" — 1 primo com q — 1. Entdo definindo w(q,n) = q(q¢ — 1)N(gq,n),
temos que
n(q,n) =0(m)O(M) (¢" + A+ B+ C+ D), (6.1)
onde
/ / V(b) Gn(ﬂdﬁa X5D+C)7
d(#1)|m D(#)IM oF: ceF,
B=[ %3 G,
761 EF* CE]F

Z Z V X5D+C)

]F* (,EF
q
u;ﬁl

D=>">"v(b) Gu(® xo).

UE]F; celFg
v#1

D(#1)IM

Demonstragao. Note que, como estamos a considerar elementos o € Fgn primitivos com Np s, (o) = b,
um elemento primitivo de [Fy, pela Proposi¢ao 5.3 isto é equivalente a procurar por elementos m-livres com
norma b. Temos entdo que N(g,n) é o nimero de elementos a € Fyn tais que o é m-livre, M-livre sobre F,,

tem trago 0 e norma b. Abreviando Trg_,r, por Tr e Ny _, |z, por N, temos que N(g,n) éigual a

3 (e<m> / | nd<a>> (@(M) /D anD(Oé)> LS (N ZA (Tr(@) | . (62)

a€lFgn VEJI/‘E cG]F

Como v(N(a)b=1) = v(b)v(N(a)) = v(b)p(a) e AMc(Tr(a))) = M(cTr(a)) = x.(a), temos que

Nig.n) = ——omeon) [ [ lMZZ@gnnd<a>ﬁ<a>xc<a>X5D<a>. (6.3)

]{:’g celf,
Escrevendo nq(a)v(a) = nav(a) e xe(a)xsp (@) = Xsp+c(a), temos que

Z ndV X5D+c( ) = Gn(ndl/}a X5D+C)7

aE]F n
portanto )
N(g,n) = O(M) / / Z Z (0)Gn(MaVl, Xsp+c)- (6.4)
Q( d|m D\M
]F* CEF

Temos que

q", sena’ =11 e Xsp+e = X0

|Gn(ndﬁa X5D+C)| = q%; ndﬁ 7& V1 € Xép+c 7& X0,
0 caso contrario.
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Pela Proposigao 5.7, ngv é trivial se e somente se d = 1 e v é trivial. Pela Proposigdo 5.6.1, o carater xs,+c

é trivial, se e somente se D =1 (6p = 0) e ¢ = 0. Sendo assim, podemos escrever

[ D 3P ST T ©5)
dim J DM

GF* CE]Fq

da seguinte maneira

v(b)Gy (nav, X5D+c)+/ v(b)Gr (14D, Xc)
/d#l)m /D<¢1>|M Z d(#1 Z Z

VEE cely )m E]FZ c€F,
L (6.6)
1 D 3D ST CHCATHBES 3B S INCIoL
D(F1IM veF o€k, veFs c€Fy
Como
Z mGn(V\a Xe) = Z Z v(b)Gn(V, Xe) + G, X0), (6.7)
VEE cely VE]F; CE]Fq
v#1

onde 1, e xo denotam, respectivamente, os carateres multiplicativo e aditivo triviais de Fy», que ocorrem

somente quando v é trivial em Fy e ¢ = 0. Como Gy (11, Xx0) =¢" e

> v(B)Gn(@,xe) = D.

VE]F; cely
v#1

Resta-nos encontrar A, B e C, definidos no enunciado do presente Teorema. Note que no segundo termo da
Equagao (6.6),

ﬁGn ij\a c)s
/d#l)mzz G4, x0)

VE]FE c€el,

como d # 1, ng¥ nunca é trivial e y.,, é trivial somente quando ¢ = 0. Neste caso, G, (147, xo) = 0 e podemos

remover este termo obtendo

3 3 v®)Galna?, xe) = B.

d(#1)m ~—~ *
(#1)Im IJE]F; CEFQ

Quanto ao terceiro termo da Equagdo (6.6),
[ D) SrCHCR
DAVIM [ Cex,

como D # 1 temos que dp # 0 e portanto Xs,+. nunca é o cardter trivial. Temos também que U é trivial

somente quando v é trivial, neste caso G, (171, Xsp+c) = 0 e podemos remover este termo da expressao,

obtendo
[ Y S WG @ ) = C
D(#1)|M

]F* cely
q
1/751

O primeiro termo da Equacdo (6.6) é igual a A. A prova estd completa observando que 7(gq,n) = ¢(q —
1)N(g,n). O
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Corolario 6.8.1. Nas mesmas condi¢oes do Teorema 6.8, temos que w(q,n) € positivo quando

qz 1 1
> (voen-3) (won-55). (0
Demonstracio. E claro que @)
m(q,n "
WEQ _‘A|_‘B|_|C|_|D|- (6.9)

Procedendo de maneira andloga & demonstracao do Corolario 4.12.1, apenas os divisores livres de quadrado

de m e M importam. Cada Soma de Gauss que aparece em A, B,C e D tem norma ¢2, portanto para a

A= / / 20) G147, X 10),
d(£1)m J (1) M 2 2

yeﬁg\ cely,

expressao

como temos ¢ — 1 carateres em Iﬁ‘g e g elementos em F,, segue que
Al < g% (W(m) = 1)(W (M) —1)(q — 1)q

Os outros termos podem ser obtidos com mesma argumentagdo, encontrando |B| < ¢% (W (m)—1)(¢—1)(q¢—
1), 0] <q3(W(M)—1)(g—2)ge|D| <q%(qg—2)(g—1). Portanto, 7(¢,n) é positivo quando

¢ > q# (W)= )W (M)~ 1) (g=D)a+ (W (m) ~1)(g=1) (g= 1)+ (M)~ 1) (g-2)g+(a-2)(g-1)), (6.10)

que, apo6s simplificagao e divisdo dos dois lados da desigualdade por ¢(¢ — 1), obtemos

qz W(m) W(M) 1 1 1
— + = - m
q(g—1) q g—1 q—-1 ¢ q q—1

encerrando a prova.

A desigualdade (6.8) pode ser resolvida com a mesma ideia e as mesmas cotas para W (M) e W(m)
usadas para resolver o Teorema 5.13. Todavia, a mesma desigualdade é considerada em [7] e resolvida

numericamente obtendo o seguinte resultado.

Proposigao 6.9. [7, Proposition 3.1] A desigualdade (6.8) € vdlida para todo ¢ > 4 e todo n > 7 com a

excecao de 18 pares, 0s quais sao:
(16,15), (13,12), (11,10), (4,15), (7,12), (5,12), (4,9),
(89,8),(41,8),(25,8), (17,8), (13,8), (9,8), (7,8), (5,8),

(647 7)7 (8’ 7)7 (47 7)'

Uma verificagdo com um algoritimo em SAGE [29] constata que nenhum dos pares supracitados sao
excegoes para nosso resultado. Pelo Teorema 6.7, sempre existem elementos 1-normais e primitivos para

todon > 3 em Fyn|F,. Se ¢ =2 ou ¢ = 3, um elemento « € Fy» primitivo s6 assume um Gnico valor para sua
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norma, pois tanto Fs quanto F3 possuem apenas um elemento primitivo, sendo assim mostramos o seguinte

resultado.

Teorema 6.10. Sejam Fy» |F, uma extensio de corpos finitos tais que mde(q,n) =1 e b € Fy um elemento

primitivo. Sen > 7, entao existe um elemento o € Fyn 1-normal sobre F, primitivo e tal que Ny . |r, (o) =b.
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7 Conclusoes

Neste trabalho foi estudado o Teorema da Base Normal e Primitiva e também uma versdo mais forte de
tal resultado, que é a existéncia de elementos normais e primitivos com trago e norma prescritos. Também
foi estudado sobre a existéncia de elementos 1-normais e primitivos, utilizando as mesmas técnicas aplicadas
para resolver os dois primeiros problemas supracitados.

Mais precisamente, foram abordados os seguintes resultados.

Teorema 7.1 (Lenstra e Schoof). Seja Fyn

F, uma extensio de corpos finitos tal que n > 2. Entdo existe

um elemento o € Fgn, normal sobre Fy e primitivo.

*
q’

primitivo, eviste a € Fyn, tal que a € normal sobre Fy, primitivo e satisfaz Ny ,.|r, (@) = b e Trg . r, (o) = a.

Teorema 7.2 (Cohen). SejaFn|F,, uma extensio de corpos finitos tal que n > 5. Para cada a,b € F%, com b

A prova para o Teorema da Base Normal e Primitiva estudada aqui é devida a Cohen e Huczynska,
enquanto a prova para a existéncia de elementos normais e primitivos com trago e norma prescrita é devida
a Cohen. Além de ser usado o mesmo método para resolver as duas questoes, faz-se uso de uma técnica
intitulada sieve technique para reduzir o problema e evitar o uso computacional no caso do Teorema da
Base Normal e Primitiva e para resolver os casos excepcionais € n = 5,6 no caso da existéncia de elementos
normais e primitivos com traco e norma prescritos.

Ressaltamos que o resultado sobre a existéncia de elementos normais e primitivos com trago e norma
prescritos é véalido para qualquer extensao de F, de grau n > 3. Entretanto, os casos n = 3,4 sdo mais
delicados e foram resolvidos por Cohen e Huczynska em [9] e [10]. E natural que, para n pequeno, o trabalho
seja mais delicado, pois um polinémio normal e primitivo com trago e norma prescritos possui poucos graus
de liberdade em tais casos.

Foi obtido também um resultado novo acerca dos elementos 1-normais e primitivos com norma prescrita.

Teorema 7.3. Seja Fyn|Fy, uma extensio de corpos finitos tais que n > 7 e mde(n, q) = 1. Entdo para cada

b € Fy primitivo, existe um elemento o € Fyn, 1-normal sobre F, e primitivo tal que N, |r, (o) = .

E interessante notar que todas as questoes consideradas neste trabalho estdo diretamente conectadas
com a fatoracao de divisores de ¢" — 1 e X™ — 1. Por exemplo, uma condigao suficiente para a existéncia de

elementos a € Fy» normais sobre Iy, primitivos, com trago e norma prescritos é dada pelo Corolario 5.9.2:

7 > (1 - ;) W(m)W(M), q>4.
Onde m denota o maior divisor de ¢" — 1 primo com g—1 e M é o maior divisor de X™ —1 primo com X — 1.

O uso de fungbes caracteristicas para encontrar elementos com propriedades fixadas é uma ferramenta
bastante frutifera no escopo de corpos finitos, como pdde ser notado ao longo deste trabalho. O sucesso
préatico desta técnica foi primeiramente evidenciado no trabalho de Lenstra e Schoof [23]. Por ter se tor-
nado uma técnica recorrentemente empregada, em trabalhos posteriores muitos autores referem-se a esta
abordagem como o método de Lenstra-Schoof. Trabalhos onde a mesma técnica é empregada podem ser
encontrados em [16], [17], por exemplo.

Entretanto, os resultados existenciais em geral se propoem apenas em mostrar que o numero N de

elementos com as propriedades desejadas é estritamente positivo, sendo assim, é natural indagar-se o seguinte.
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Pergunta 1: Existem boas cotas para, por exemplo, o nimero N de elementos normais e primitivos com
trago e norma prescritos em uma extensdo de corpos finitos? Ou seja, para um par (¢, n) fixado, é possivel

encontrar [(q,n) e L(g,n), tais que

I(g,n) < N < L(q,n)?

Esta pergunta se estende também ao ndmero de elementos 1-normais e primitivos. Dada a validade do
Teorema 6.7 e do Teorema 6.10, é natural propor também a seguinte pergunta.

Pergunta 2: Seja Fyn|F,, onde n > 3. Para cada b € F, primitivo, existe um elemento a € Fyn,
I-normal sobre F, e primitivo tal que Nr ,r, (a) = b7

Como prescrever a norma de um elemento a € Fyn» é equivalente a prescrever o termo constante de seu
polinomio minimo sobre F,, também é valido propor o seguinte.

Pergunta 3: Para cada n > 3, é possivel prescrever coeficientes de um polinémio 1-normal e primitivo
de grau n sobre F,?

Note que no caso em que n é primo com ¢, o Teorema 6.10 é equivalente a prescrever o termo constante

de tal polinémio.

75



8 Apeéndice

Nesta secdo constam os algoritmos usados para mostrar o Teorema 5.13 e verificar os casos excepcionais

da Proposi¢ao 6.9. A plataforma algébrica usada é o SAGE [29].

8.1 Algoritmos para determinacao de w(m) e w(M).

Para tal, é necesséario encontrar e fatorar m(q,n) e M(q,n).

def m(q,n):
fatores = list(factor(q-1)) #gera uma lista com os fatores de g-1.
b = g°n-1
for x in fatores: #este passo remove os fatores de g-1 de b
while b in ZZ:
b = b/x[0]
b = bx*x[0]
return b
def M(q,n):
x = PolynomialRing(GF(q),’x’).gen()
nast = n
p = list(factor(q))[0][0] #encontra o primo p que divide g
while nast/p in ZZ: #remove todos os fatores p de n
nast = nast/p
M = (x"n-1)/(x"(n/nast) -1) #encontra o polinomio M(q,n) pela definicao
return M
def W(t): #retorna o numero de divisores livres de quadrado de t

return 2~ len(list(factor(t)))

8.2 Algoritimo para determinar poténcias de primos em intervalos fixados

def listar_potencias_primo(i,q): #retorna uma lista com as potencias de primo entre i e q
a = []
for x in range(i, q+1):
if is_prime_power (x) == True:
a.append(x)

return a

8.3 Algoritmos para verificar e resolver desigualdades
A seguir encontram-se os algoritmos para verificar a Equagao (5.31) e resolver numericamente a Equagao
(5.33) para q e n.

def verificar_eq_principal(q,n): #verifica a eq (5.31) para dados q e n
if (97((n-38)/2)) > (1-97(-1))*W(m(q,n))*W(M(q,n)):
return True

return False

Os parametros nos codigos a seguir significam: | = ¢, L, d = |A|, a = a e b = 3 como no Lema 5.12.

def resolve_eqb533_n(q,l,L,d,a,b): #resolve a eq. (5.33) para um g fixado

n = var(’n?)
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eql = ((n-3)/1n(4) - (n)/log(l))#*log(q) - (a*n + b + d - log(L)/log(l)) == 0
return int(solve(eql,n)[0].rhs())

def resolve_eqb533_q(n,l,L,d,a,b): #resolve a eq (5.33) para um n fixado
q = var(’q?’)
eql = ((n-3)/1n(4) - (n)/log(l))*log(q) - (a*n + b + d - log(L)/log(l)) == 0
return int(solve(eql,q)[0].rhs())

8.4 0O Casol

1 = 3#b*7*11%13*%17*19*%23%29%31*%37*41%43+47*53+59+61+67*71 #o0 produto de todos os primos

impares menores que 72.

def verificar_caso_la(q,n): #para dados g e n, verifica a eq. (5.31) para todo q’ <= q e n
fixado, retorna uma lista com os valores de (q
,n) que se enquadram no Caso la e tais que a
eq. (5.31) falha.
a = []
b = []
for x in listar_potencias_primo(1l,q):
if verificar_eq_principal(x,n) == False:
if (x-1)/n in ZZ:
a.append (x)
if a == []:
return []
for x in a:
b.append ((x,n))

return b

def resolve_caso_la(): #retorna os valores (q,n) que a eq (5.31) falha no Caso la.

n = resolve_eqb533_n(11,72,1,19,1,-1)
u = range(10,n+1)
m = []
for x in u:

j = resolve_eqb33_q(x,72,1,19,1,-1)

if verificar(j,x) != [1:

print verificar(j,x)

return ’Fim?

def verificar_caso_1bl(q,n): #para dados g e n, verifica a eq. (5.31) para todo g’ < q e n
fixado, retorna uma lista com os valores de (q
,n) que se enquadram na primeira parte do Caso

1b e tais que a eq. (5.31) falha.

a = []
b = []
for x in listar_potencias_primo(1l,q):
if verificar_eq_principal(x,n) == False:
if (x-1)/n not in ZZ:
if ged(n,x) == 1:
if x > 10:

a.append(x)
if a == []:
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def

def

def

return a
for x in a:
b.append ((x,n))

return b

resolve_caso_1b_1(): #retorna os valores (q,n) que a eq (5.31) falha na primeira parte
do Caso 1b.

n = resolve_eqb533_n(11,1,19,3/4,-1)
u = range(10,n+1)
for x in u:

j = resolve_eqb33_q(x,72,1,19,3/4,-1)

if verificar2(j,x) !'= []:

print verificar2(j,x)

return ’Fim?

verifica_caso_1b_2(q,n): #para dados q e n, verifica a eq. (5.31) para todo g’ < q e n
fixado, retorna uma lista com os valores de (q
,n) que se enquadram na segunda parte do Caso
1b e tais que a eq. (5.31) falha.

a = []
b = []
for x in listar_potencias_primo(l,q):
if verificar_eq_principal(x,n) == False:
if (x-1)/n not in ZZ:
if ged(n,x) !'= 1:
if x > 10:

a.append(x)
if == []:
return a
for x in a:
b.append ((x,n))

return b

resolvecasolb2(): #retorna os valores (q,n) que a eq (5.31) falha na segunda parte do
Caso 1b.

n = resolve_eqb533_n(11,72,1,19,3/8,-1)

u = range(10,n+1)

for x in u:
j = resolve_eqb33_q(x,72,1,19,3/8,-1)
if verifica_caso_1b_2(q,n) != []:
print verifica_caso_1b_2(q,n)

return ’Fim?

8.5 O Caso 2

OCason>10eq=09.

1

3x5*Tx11%x13+17+19+23%x29+31%37+41%43%47+%53*59%61%67*71 #o produto de todos os primos

impares menores que 72.

def resolve_caso_2_q_9_1(): #retorna os valores de (q,n) que falham para a eq. (5.31) na

primeira parte do caso q = 9.

n = resolve_eqb533_n(9,72,1,19,3/4,-1)
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u = range(10,n+1)
for x in u:
if verificar_eq_principal(9,x) !'= True:
if ged(9,x) == 1:
print (9,x)

return ’Fim?

def resolve_caso_2_q_9_2(): #retorna os valores de (q,n) que falham para a eq (5.31) na

segunda parte do caso g = 9.
n = resolve_eqb33_n(9,72,1,18,1/4,-1)
u = range(10,n+1)
for x in u:
if verificar_eq_principal(9,x) != True:

if ged(9,x) != 1:
print (9,x)

return ’Fim?

OCason>10eq=28.

1 = 3*#b*7+11#13*%17*19*%23%29*%31%37*41%43+47*53+59+61+67*71 #o0 produto de todos os primos
impares menores que 72.

def resolve_caso_2_q_8_1(): #retorna os valores de (q,n) que falham para a eq. (5.31) na

primeira parte do caso q = 8.
n = resolve_eqb533_n(8,72,1,19,3/4,-1)
u = range(10,n+1)
for x in u:
if verificar_eq_principal(8,n) !'= True:

if ged(8,x) == 1:
print (8,x)

return ’Fim?

def resolve_caso_2_q_8_2(): #retorna os valores de (q,n) que falham para a eq (5.31) na

segunda parte do caso g = 8.
n = resolve_eq2_n(8,72,basico,19,3/8,-1)
u = range(10,n+1)
for x in u:
if verificar_eq_principal(8,x) !'= True:

if ged(8,x) != 1:
print (8,x)

return ’Fim?

OCason>10eq="1.

1_2= 3#b*x7*11%13%x17+19+23*%29*%31%37+41%43+47*53*59*B81*x67+71+x73*79*83*89+97+x101%103*107*109x*
113%127%131%137%139%149%151%157*163*167*173%*
179%181%191%193%197+%199#neste caso, usamos

todos os primos impares menores que 200.

def resolve_caso_2_q_7_1(): #retorna os valores de (q,n) que falham para a eq. (5.31) na

primeira parte do caso q = 7.
n = resolve_eqb533_n(7,200,1_2,45,3/4,-1)
u = range(10,n+1)
for x in u:
if verificar_eq_principal(7,x) != True:
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if ged(7,x) == 1:
print (7,x)

return ’Fim?

def resolve_caso_2_q_7_2(): #retorna os valores de (q,n) que falham para a eq. (5.31) na

segunda parte do caso q = 7.
n = resolve_eqb533_n(7,200,1_2,45,3/28,-1)
u = range(10,n+1)
for x in u:
if verificar_eq_principal(7,x) != True:

if ged(7,x) != 1:
print (7,x)

return ’Fim?’

O Cason>10e g =>5.

1_2= 3*b*7T*11%13*17%19+23*29*31+37+41%43+47+53+%59*%61*67*71*73*79*83*89*97*101*%103*107*109%*
113%127%131%137%139%149%151%157*163*167*173*
179%181%191%193%197+%199#neste caso, usamos
todos os primos impares menores que 200.

def resolve_caso_2_q_5_1(): #retorna os valores de (gq,n) que falham para a eq. (5.31) na

primeira parte do caso q = 5.
n = resolve_eqb533_n(5,200,1_.2,45,1/3,5)
u = range(10,n+1)
for x in u:
if verificar_eq_principal(5,x) !'= True:

if ged(5,x) == 1:
print (5,x)

return ’Fim?

def resolve_caso_2_q_5_2(): #retorna os valores de (q,n) que falham para a eq. (5.31) na
segunda parte do caso g = 5.

n = resolve_eqb533_n(5,200,1_2,45,1/15,5)

u = range(10,n+1)

for x in u:

if verificar_eq_principal(5,x) != True:
if ged(5,x) != 1:
print (5,x)

return ’Fim?

O Cason>10e q=4.

1_2= 3#b*7*11%13%x17%19%23*%29*%31%37%41%43+47*b3*b9*81*67+71+73*79*83*89*97+101%103*107*109%*
113%127%131%137%139%149+151%157*%163*167*173*
179%181%191%193%197%199#neste caso, usamos

todos os primos impares menores que 200.

def resolve_caso_2_q_4_1(): #retorna os valores de (gq,n) que falham para a eq. (5.31) na
primeira parte do caso q = 4.
n = resolve_eqb533_n(4,200,1_.2,45,1/3,1)
u = range(10,n+1)
for x in u:
if verificar_eq_principal(4,x) '= True:

if ged(4,x) == 1:
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print (4,x)

return ’Fim?

def resolve_caso_2_q_4_2(): #retorna os valores de (q,n) que falham para a eq. (5.31) na

primeira parte do caso q = 4.
n = resolve_eqb533_n(4,200,1_2,45,1/6,1)
u = range(10,n+1)
for x in u:
if verificar_eq_principal(4,x) != True:

if ged(4,x) !'= 1:
print (4,x)

return ’Fim?

8.6 O Caso 3

O Cason =09.

1 = 3*5x7*11%13*%17%19%23%29%31%37*%41%43+47+x53+x59+x61+67*71 #o0 produto de todos os primos

impares menores que 72.

def resolve_caso_3_n_9_1(): #retorna os valores de (q,n) que falham para a eq. (5.31) na
primeira parte do caso n = 9.
q = resolve_eql_q(9,72,1,19,1,-1)
u = listar_potencias_primo(4,q+1)
for x in u:
if verificar_eq_principal(x,9) !'= True:
if (x-1)/9 in ZZ:
print (x,9)

return ’Fim?

def resolve_caso_3_n_9_2(): #retorna os valores de (q,n) que falham para a eq. (5.31) na

segunda parte do caso n = 9.
q = resolve_eql_q(9,72,1,19,3/4,-1)
u = listar_potencias_primo(4,q+1)
for x in u:
if verificar_eq_principal(x,9) != True:
if (x-1)/9 not in ZZ:
if ged(x,9) == 1:

print (x,9)

return ’Fim?

def resolve_caso_3_n_9_3(): #retorna os valores de (q,n) que falham para a eq. (5.31) na

terceira parte do caso n = 9.
q = resolve_eql_q(9,72,1,19,3/8,-1)
u = listar_potencias_primo(4,q+1)
for x in u:
if verificar_eq_principal(x,9) != True:

if ged(x,9) =
print (x,9)

1:

return ’Fim?’
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O Caso n =38,

1 = 3#b*7*11#13*%17*19*%23%29*%31*%37*41%43+47*53+59+61+67*71 #o0 produto de todos os primos

impares menores que 72.

def resolve_caso_3_n_8_1(): #retorna os valores de (q,n) que falham para a eq. (5.31) na
primeira parte do caso n = §.

q = resolve_eql_q(8,72,1,19,1,-1)

print q

u = listar_potencias_primo(4,q+1)

for x in u:

if verificar_eq_principal(x,8) != True:
if (x-1)/8 in ZZ:
print (x,8)

return ’Fim?’

def resolve_caso_3_n_8_2(): #retorna os valores de (q,n) que falham para a eq. (5.31) na
segunda parte do caso n = §.
q = resolve_eql_q(8,72,1,19,3/4,-1)
print q
u = listar_potencias_primo(4,q+1)
for x in u:
if verificar_eq_principal(x,8) != True:
if (x-1)/8 not in ZZ:
if ged(x,8) == 1:
print (x,8)

return ’Fim?

def resolve_caso_3_n_8_3(): #retorna os valores de (q,n) que falham para a eq. (5.31) na
terceira parte do caso n = 8.
q = resolve_eql_q(8,72,1,19,3/8,-1)
print q
u = listar_potencias_primo(4,q+1)
for x in u:
if verificar_eq_principal(x,8) !'= True:
if (x-1)/8 not in ZZ:
if ged(x,8) != 1:
print (x,8)

return ’Fim?

O Cason="1.

def resolve_caso_3_n_7_1():

q = resolve_eql_q(7,72,1,19,1,-1)

print q

u = listar_potencias_primo(4,q+1)

for x in u:

if verificar_eq_principal(x,7) != True:
if (x-1)/7 in ZZ:
print (x,7)

return ’Fim?

def resolve_caso_3_n_7_2():

q = resolve_eql_q(8,72,1,19,3/4,-1)
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print q
u = listar_potencias_primo(4,q+1)
for x in u:
if verificar_eq_principal(x,7) !'= True:
if (x-1)/7 not in ZZ:
if ged(x,7) == 1:
print (x,7)

return ’Fim?

def resolve_caso_3_n_7_3():
q = resolve_eql_q(7,72,1,19,3/8,-1)
print q
u = listar_potencias_primo(4,q+1)
for x in u:
if verificar_eq_principal(x,7) !'= True:
if (x-1)/7 not in ZZ:
if ged(x,7) != 1:
print (x,7)

return ’Fim?

8.7 Algoritimo para os casos excepcionais da Proposigao 6.9

A seguir constam os codigos para verificar se os 18 casos excepcionais na Proposi¢do 6.9, possuem ou nao
a existéncia de elementos 1-normais e primitivos com norma prescrita. Explicacdes sobre cada funcao sera

dada ap6s o codigo.

def gpolinomio(q,n,y):
x = PolynomialRing(GF(q~n),’x’).gen()

while i <= n-1:
T =T+ ((y~(q~i))*(x~(n-1-1)))
i += 1

return T

def verifica_lnormal_primitivo(q,n,y):
if y ==
return False
x = PolynomialRing(GF(q~n),’x’).gen()
H = gpolynomial(q,n,y).gecd(x"n-1)
if H.degree() == 1:
if y.multiplicative_order() == gq"n - 1:
return True

return False

def verifica_prescreve_norma(q,n):
a = []
for y in GF(gq~n):
if verifica_lnormal_primitivo(q,n,y) == True:
t = y~((q~n-1)/(q-1))
if t in a:

pass
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a =

def

else:
a.append (t)
if len(a) == euler_phi(qg-1):

return True

return False

[[16,15],[13,12],[11,10],[4,156],([7,12],[5,12],[4,9],[89,8],[41,8],[25,8],[17,8],[13,8],[
9,8],[7,8],[5,8]1,[64,7],[8,7]1,[4,7]]

executar () :

for x in a:

if verifica_prescreve_norma(x[0],x[1]) == True:

print str(x) + ’ possui elementos 1-normais e primitivos com norma prescrita’
else:

print str(x) + ?’ nao possui elementos l-normais e primitivos com norma prescrita

3’

return ’Fim?

A seguir, seguem os detalhamentos das fungoes construidas acima.

e gpolinomio(q,n,y): possui como entrada, ¢ a poténcia de um primo, n o grau da extensao sobre F, e y

um elemento arbitrario de Fy» e constréi o polinémio g, como definido na Proposi¢ao 6.1.

verifica 1normal primitivo(q,n,y): Com as mesmas entradas de ¢ e n e y como anteriormente, verifica
se y € Fgn é l-normal sobre F, pela Definicdo 6.2 e também se é primitivo analisando sua ordem

multiplicativa.

verifica_prescreve_norma(q,n): Para cada y em Fyn, verifica se y é 1-normal sobre F, e primitivo,
caso nao seja, ignora tal elemento. Caso y de fato seja 1-normal sobre F, e primitivo, entdo calcula a
norma de y sobre F, pela férmula usual e adiciona em uma lista nomeada a. E certificado que apenas
elementos distintos sejam inclusos na lista a. Em seguida, é verificado quantos elementos possui a lista,
caso este valor seja ¢(¢ — 1) (o namero de elementos primitivos em Fy), entdo, como os valores da lista
sao todos distintos, todos os possiveis valores para Np . |r, (y) foram atingidos por elementos 1-normais

e primitivos e a funcdo retorna o valor verdade True. Caso contrario retorna o valor verdade False.

executar(): Para os 18 pares na Proposi¢ao 6.9, utiliza a funcio anterior para verificar o resultado e

imprimi-lo na tela.
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