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Resumo

Uma das principais questoes da Relatividade Geral é determinar o que é a “massa”de
um espago-tempo. Para uma certa classe de espagos-tempo, pode-se definir um invariante
geométrico chamado de massa ADM. Com esta defini¢cao, uma questao natural é a
seguinte: como estimar a massa de um espago-tempo? Um resultado importante conhecido
como o Teorema da Massa Positiva, provado por Schoen e Yau, afirma que, sob certas
condicoes, a massa ADM é nao-negativa. A Desigualdade de Penrose diz que, sob certas
condigoes, é possivel obter uma limitacao inferior para a massa ADM de um espago-tempo
envolvendo apenas a area de seus buracos negros. Nesta dissertacao, usando métodos
isoperimétricos, apresentaremos um resultado parcial da Desigualdade de Penrose para
o caso Riemanniano, isto é, quando os dados iniciais do problema de Cauchy para as
Equagoes de Einstein sao simétricos em relacao ao tempo (a segunda forma fundamental é

identicamente 0), provado por Bray em sua tese de Doutorado (BRAY, 1997).

Palavras-chave: geometria, massa ADM, métodos isoperimétricos






Abstract

One of the main questions of General Relativity is to determine what is a "mass” of a
spacetime. For a certain class of spacetimes, one can define a geometric invariant called
ADM mass. With this definition, a natural question is: how one can estimate the mass
of a spacetime? A major result known as the Positive Mass Theorem, proved by
Schoen and Yau, states that under certain conditions, the ADM mass is non-negative. The
Penrose Inequality says that, under certain conditions, it is possible to obtain a lower
bound for the ADM mass of a spacetime involving only the area of its black holes. In this
dissertation, using isoperimetric methods, we will a special case for Bray’s proof for the
Riemannian case, i.e., when the initial data of the Cauchy problem for Einstein Equations
is time symmetric (the second fundamental form is identically 0), proved by Bray in his
PhD thesis (BRAY, 1997).

Keywords: geometry, ADM mass, isoperimetric methods
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1 Espacos vetoriais Lorentzianos

Para estudar as variedades semi-Riemannianas e, em particular, as variedades
Lorentzianas, é fundamental saber algumas propriedades basicas envolvendo o espaco
tangente em um ponto arbitrario da variedade. Neste capitulo, estudaremos os espacos
vetoriais com uma estrutura matematica andloga ao produto interno e, em particular,
estudaremos o caso Lorentziano, que é de interesse fundamental para o que vira a seguir.
O conteudo do Apéndice A nao é fundamental para entender esse capitulo, mas é ttil para
compreendé-lo melhor. Para mais informagoes sobre o assunto, veja (VICTORIA; CAJA,
2010; O’NEILL, 1983).

1.1 Espacos com produto escalar

1.1.1 Formas bilineares simétricas

Definicao 1.1. Seja V' um espago vetorial real de dimensao finitae b: V x V — R uma

forma bilinear simétrica. Dizemos que ela é

1. positiva definida (respectivamente, negativa definida) se b(v,v) > 0 (respecti-
vamente, b(v,v) < 0) para todo v € V\{0};

2. positiva semidefinida (respectivamente, negativa semidefinida) se b(v,v) > 0

(respectivamente, b(v,v) < 0) para todo v € V;
3. nao degenerada se b(v,w) = 0 para todo w € V implica em v = 0.

Definicao 1.2. O indice v de uma forma bilinear simétrica b : V' x V' — R é o maior
inteiro que é a dimensao de um subespago W < V tal que bl : W x W — R é negativa
definida.

Da definicao acima, obtemos que o indice v é um inteiro tal que 0 < v < dimV e

que v = 0 se, e somente se, b é positiva semidefinida.

Definicao 1.3. Dada uma forma bilinear b, definimos a sua forma quadratica associada
q:V — R por q(v) := b(v,v).

Seja {e1, ..., e, } uma base de V' e b uma forma bilinear em V. Defina a matriz (b;;),
onde b;; = b(e;, e;). Segue por linearidade que essa matriz determina completamente b.

Note que b é simétrica se, e somente se, (b;;) também o for. Além disso:
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Lema 1.4. Uma forma bilinear simétrica é nao degenerada se, e somente se, sua matriz

relativa & uma base é inversivel.

Demonstragao. Seja {eq,...,e,} uma base de V e tome v € V.

Suponha que b(v,w) = 0 para todo w € V. Entao, essa afirmagao é equivalente ao

fato de que b(v,e;) = 0 para todo i € {1,...,n}. Como (b;;) é uma matriz simétrica,
b(v,e;) =b (Z vej, ei) = Zvjb(ej, ) = Z bijv’.
J J J
Portanto, b é degenerada se, e somente se, existem nimeros v', ..., 9™ € R néo todos nulos

tais que Z bijv’ = 0 para todo i € {1,...,n}, o que é equivalente ao fato de que as colunas

J
de (b;;) sdo linearmente dependentes, isto é, (b;;) € singular. O

1.1.2 Produtos escalares

Definicao 1.5. Um produto escalar b em um espago vetorial V' é uma forma bilinear
simétrica nao degenerada em V. Quando b for positiva definida, diremos que b é um

produto interno.
Exemplo 1.6. Considere b : R? x R* = R, onde
b(v,w) = g((v',v?), (w',w?) = viw' —v*w?.

E facil ver que b é bilinear, simétrica e nao degenerada (basta tomar w = e; e depois
w = e3). Portanto, b é um produto escalar. Por outro lado, também é facil provar que b

nao ¢é definida (isto é, ndo é positiva e nem negativa definida).

Definicao 1.7. Diremos que (V,b) é um espago com produto escalar se V' for um

espago vetorial real de dimensao finita e se b for um produto escalar sobre V.

Nas definigoes e nos lemas seguintes, considere (V, b) um espaco com produto escalar

en=dmV.

Com a defini¢ao de produto escalar, podemos analisar o carater causal de um

vetor dado. Assim, obtemos a seguinte tricotomia:

Definicao 1.8. Dizemos que um vetor v € V' é
1. tipo espago (em inglés, spacelike) se b(v,v) > 0 ou v = 0;
2. tipo luz ou nulo (em inglés, lightlike e null, respectivamente) se b(v,v) =0 e v # 0;

3. tipo tempo (em inglés, timelike) se b(v,v) < 0.
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Chamamos o cone nulo ou cone de luz (em inglés, nullcone) em p € M o

conjunto de todos os vetores tipo luz em T, M.

Assim como no caso euclidiano usual, podemos definir uma nocao de ortogonalidade

entre vetores de um espaco com produto escalar.

Definicao 1.9. Dizemos que dois vetores v, w € V sao ortogonais (denotamos v L w)
se b(v,w) = 0. Dois subconjuntos A, B C V sao ortogonais (denotamos A L B) se, para

quaisquer v € A e w € B, b(v,w) = 0.
Definicao 1.10. Definimos o subespago ortogonal de um subespago W por
W= {veV;bv,w)=0,vYwe W}

Lema 1.11. Se W é um subespago de V', entao

L dimW +dimW* =n=dimV;

2. (WHt=w.

Demonstracdo. A demonstracao é idéntica ao caso em que b é um produto interno. Para
mais informagoes, veja o Lema 22 do Capitulo 2 de (O’NEILL, 1983). m

Definigao 1.12. Dizemos que um subespaco W é nao degenerado se b|y for nao

degenerada.

Lema 1.13. Um subespaco W é nao degenerado se, e somente se, V =W & W+,

Demonstracao. Primeiramente, note que
dim(W @ W) + dim(W N W+) = dim W + dim W+,

De fato:

e Se W N W = {0} entdo o resultado ¢ trivial.

e Agora suponha que W N W™ #£ {0} e seja {ey, ..., e} uma base de W @ W+, onde
{e1,...,e,} é umabase de W e {e,11, ..., e} 6 uma base de W=. Como WNW* £ {0},
definindo s = dim(WNW+), temos que existem s vetores de {ey, ..., e, } que pertencem
a W. Portanto, dim(WoW™) =k = r+(k—r)—s = dim W +dim W+ —dim(W N

W), como querfamos demonstrar.

Note que W @ W+ =V se, e somente se, W N W+ = {0}, o que é equivalente a

dizer que W é nao degenerado. O]
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Observacao 1.14. Como (I/VL)l =W, segue que W sera nao degenerado se, e somente

se, W também o for.

Defini¢ao 1.15. 1. Definimos a norma de um vetor v € V' como ||v|| := /|b(v,v)];
2. v € V é dito um vetor unitdrio se ||v|| = 1;
3. Um conjunto de vetores unitarios mutualmente ortogonais ¢ dito ortonormal.

Lema 1.16. Todo espago com produto escalar V' # {0} admite uma base ortonormal.

Demonstragao. Como b é nao degenerada, existe v € V' tal que b(v,v) # 0. Portanto,
V= ﬁ ¢ um vetor unitario. Portanto, basta provar via inducao que qualquer conjunto
ortonormal {e;,...,e;}, com k < n, existe um elemento v € V tal que {ey, ..., ex, v}
ainda é ortonormal. De fato, como {ey, ...,e;} é um conjunto ortonormal, segue pelo
Lema 1.4, que W = span{ey, ..., ex} é um subespaco nao degenerado de dimensao k < n
(assim como WL). Como W+ é nao degenerado, é possivel escolher v € W+ tal que

g(v,v) # 0 e, portanto, {ey,...,ex, v/||v]|} é¢ um conjunto ortonormal. O

Seja {ey, ..., e, } uma base ortonormal de V' cuja existéncia é garantida pelo lema
anterior. Entao, a matriz de b relativa a esta base é diagonal pois b(e;, e;) = d;;¢;, onde

gj = blej, €5).

Quando for conveniente, escreveremos os vetores de uma base ortonormal {eq, ..., e, }
de V' de tal forma que os vetores e; tais que b(e;, ¢;) = —1 serao escritos primeiro. Chamamos

de assinatura (em inglés, signature) de b a lista (g1, ...,&,).

Lema 1.17. Seja {ey, ..., e,} uma base ortonormal de V' com ¢; = b(e;, ¢;). Entao, para
todov € V,

n
v = Z gib(v, e;)e;.
i=1

Demonstracao. A demonstracao é analoga ao caso em que b é um produto interno. Para
mais informagoes, veja o Lema 25 do Capitulo 2 de (O’NEILL, 1983). O

Definicao 1.18. Definimos a projecao ortogonal de IV em um subespacgo nao degenerado

W como a transformacao linear 7 tal que (W) = {0} e 7(v) = v, para todo v € W.

Como toda base ortonormal {ey, ..., ex} de W pode ser acrescida de elementos até
se tornar uma base de V', para todo v € V,

k

m(v) = Z gib(v, e;)e;.

i=1

Costuma-se referir ao indice v do produto escalar b de V' como o indice de V/,
v=indV.
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Lema 1.19. Para toda base ortogonal {ey, ..., e,} de V', o nimero de termos negativos na

assinatura (e1,...,&,) é o indice v de V.

Demonstracdo. Assuma que os primeiros m sinais ; sao os negativos e suponha que
0 <m <n (ocasom =0 é trivial). Como b(e;, e;) = —1 para todo i < m, segue que b é

negativa definida em S := span{ey, ..., e,,} e, portanto, v > m.

Agora tome W um subespago arbitrario tal que b é negativa definida nesse subespago

e defina a aplicagao linear 7 : W — S como

m(w) = — Z b(w, e;)e;.

i<m

Provaremos que 7 é injetiva. De fato, seja w € W tal que 7(w) = 0. Entao,

w = Z b(w, e;)e;.

j=m+1

Mas, como w € W,

0>b(w,w)=> ( Z b(w,ej)ej,w> = Z b(w, e;)?.

Logo, w = 0. Como 7 € injetiva, segue que dim W < dim .S = m. Como W é um subespaco

vetorial arbitrario, v < m. O

Definigao 1.20. Sejam (V7,b;) e (Va,bs) espacos com produto escalar. Dizemos que uma,

transformacao linear T': V; — V5 preserva o produto escalar se
bo(Tv, Tw) = by(v,w), para todo v,w € V.
Um isomorfismo linear que preserva o produto escalar é dito uma isometria.

Lema 1.21. Dois espacos com produto escalar V' e W possuem a mesma dimensao e

indice se, e somente se, existe uma isometria linear de V em W.

Demonstracao. Veja o Lema 27 do Capitulo 2 de (O'NEILL, 1983). O

1.2 Espacos vetoriais Lorentzianos

Definigao 1.22. Dizemos que um espago com produto escalar (V,b) é um espago vetorial

Lorentziano se b possui indice 1 e dim V' > 2.

Nesta secao, todos os espacos com produto escalar sao Lorentzianos.
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1.2.1 Carater causal de subespacos

Neste contexto, a nogao de carater causal de um vetor pode ser facilmente generali-

zada para subespacos vetoriais:

Definicao 1.23. Dizemos que um subespaco W <V é:

1. tipo espaco se b|y é positiva definida;
2. tipo tempo se bl é ndo degenerada de indice 1;

3. tipo luz se b|y é degenerada.

Note que as trés possibilidades acima sao mutualmente exclusivas.

Observacao 1.24. A definicao de carater causal de um subespaco W < V' é consistente
com a definicao de carater causal de um elemento v € V, isto é, um subespaco gerado por

um vetor tem o mesmo carater causal que o seu gerador.

Proposicao 1.25. Se v € V é um vetor tipo tempo, entdo {v}* é tipo espaco e V =
span{v} @ {v}+.

Demonstra¢ao. Como v é tipo tempo, span{v} é nao degenerado de indice 1. Portanto, pelo
Lema 1.14, {v}* é ndo degenerado e V = span{v} @ {v}*+. Como ind span{v} = ind V = 1,

segue que {v}* é tipo espaco. ]

Com o mesmo argumento da proposicao anterior, obtemos o seguinte resultado:

Corolério 1.26. Um subespaco W < V é tipo tempo se, e somente se, W= é tipo espaco.

Utilizando o corolario acima, obtemos um resultado andlogo para os subespacos

tipo luz.

Corolario 1.27. Um subespaco W é tipo luz se, e somente se, W= também é tipo luz.

Demonstragio. Se W fosse tipo espaco (respectivamente, tempo), W = (W) seria do

tipo tempo (respectivamente, espaco), que é uma contradicao. ]

Como g restrita a um subespaco tipo espaco é nao degenerada, todas as propriedades
de espagos com produto interno sao validas para esses subespagos. Por exemplo, para
vetores tipo espaco, a desigualdade de Cauchy-Schwarz ainda é valida: para quaisquer
v,w € V tipo espago,

[b(v, w)| < [Jvll[lw]],

e a igualdade vale se, e somente se, v e w sao linearmente dependentes.



1.2. Espacos vetoriais Lorentzianos 19

Podemos obter critérios para verificar se dado subespaco de um espaco vetorial
Lorentziano ¢é tipo tempo ou tipo luz. Para obter caracterizacoes dos subespacos tipo

tempo, utilizamos o seguinte lema:

Lema 1.28. Sejam v, w € V dois vetores tipo luz. Entao, o conjunto {v, w} é linearmente

dependente se, e somente se, b(v,w) = 0.

Demonstracdao. A primeira afirmacao é ébvia. Agora suponha que v e w sejam vetores tipo
luz tais que b(v,w) = 0. Suponha, sem perda de generalidade, que nenhum dois vetores

seja igual a zero. e que, dada uma base ortonormal {ey,...,e,}, onde e, é tipo tempo,
n—1

n—1

_ 7 _ 7

v = E vei—l—enew—g w'e; + e,. Como,
i=1

=1

n—1 n—1 n—1
0 = blv,w)=1> (Z v'e; + en, ijej + en> =—1+ Zviwi
i=1 j=1 i=1

n—1

= b(v,v) =—-1+ Z:(v")2

n—1

= blw,w)=—-1+ Z(wi)Q,

=1

segue que

i=1 =1

n—1

n—1 n—1
A= )\z:(vi)2 = Zvi()\vi) = Zviwi
=1 =1

=1

(B )

segue que A = 1 (X # 0 pois v e w sdo tipo luz) e, portanto, v = w. O

Proposicao 1.29. Seja W um subespaco de dimensao pelo menos 2. Entao, as seguintes

afirmacoes sao equivalentes:

1. W é tipo tempo e, portanto, um espagco vetorial Lorentziano;
2. W contém dois vetores tipo luz que sao linearmente independentes;

3. W contém um vetor tipo tempo.
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Demonstracao. Suponha que W seja tipo tempo e tome uma base ortonormal {ey, ..., e,,}
de W tal que e; é tipo tempo. Defina v, :=e; +e3 e v_ 1= e; — es. Entao, v, e v_ sao

linearmente dependentes e

b(ve,vy) = beg £ eg,e1 £ e3) = b(ey, e1) + b(ea, e3) = 0.

Agora suponha que W contenha dois vetores LI v,w € W que sejam tipo luz. Pelo

lema anterior, b(v, w) # 0 e, portanto,
b(v £ w,u £ w)=b(v,v) £ 2b(v,w) + blw, w) = £2b(v,w) # 0.

Logo, v + w ou v — w serao tipo tempo.

Agora suponha que W contenha um vetor tipo tempo v € W. Entao, W+ c {v}*

e, portanto, W= é tipo espaco, pois {v}* é tipo espaco. Logo, W é tipo tempo. ]

Como consequéncia da proposicao anterior, obtemos uma caracterizagao para os

subespacos tipo luz.

Proposicao 1.30. Seja W um subespaco de V. Entao, sao equivalentes:

1. W é tipo luz, isto é, degenerado;
2. W contém um vetor tipo luz mas nao um tipo tempo;

3. WnA=L\{0}, onde L é um subespago unidimensional de W e A é o cone de luz
de V.

Demonstracao. Suponha que W seja tipo luz. Como W é degenerado, existe um vetor

tipo luz em W e, pelo lema anterior, nao possui vetores tipo tempo.

Agora suponha que W tenha um vetor tipo luz e nao tenha nenhum tipo tempo.
Entao, W N A # (). Pelo lema anterior, se houvesse um outro vetor tipo luz formando uma
base LI, haveria um vetor tipo tempo. Portanto, W N A é um subespaco unidimensional

menos a origem.

Agora suponha que WNA = L\{0}, onde L é um subespaco unidimensional. Como
existem vetores tipo luz em W, W nao pode ser tipo espaco e, pelo lema anterior, W nao

pode ser tipo tempo pois nao existe um par de vetores tipo luz LI. O

1.2.2 Cones tipo tempo e desigualdades reversas

Proposicao 1.31. O conjunto dos vetores tipo tempo possui duas componentes conexas.

Cada uma dessas partes serd chamada de cone tipo tempo.
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Demonstracao. Seja {ey, ..., e,} uma base ortonormal de V', onde e; é um elemento tipo
n

tempo e tome v = Z a'e; € V. Entao,
i=1

n n

b(v,v) = Z vl g(e;, ;) = Z vl 0y = Zsi(vi)z =—(v")? +
i=1

,j=1 ,j=1

(o).

1

~

Portanto, v é tipo tempo se, e somente se,

b(v,v) < 0 <= V"] >

Logo, o conjunto dos vetores tipo tempo possui duas componentes conexas e cada compo-

nente conexa corresponde ao caso em que v" < 0 e v" > 0. O]

Definicao 1.32. Uma orientagao temporal de um espaco vetorial Lorentziano é uma
escolha de um dos cones tipo tempo. O cone escolhido serda chamado de futuro e o outro,
passado. Dizemos que um vetor tipo tempo aponta para o futuro se estd no cone

escolhido como futuro. Caso contrario, diremos que o vetor aponta para o passado.

Dados dois vetores tipo tempo, podemos verificar se eles estao no mesmo cone tipo

tempo com a seguinte proposicao:

Proposicao 1.33. Dois vetores tipo luz v, w € V estao no mesmo cone se, e somente se,

g(v,w) < 0.

Demonstracao. Suponha, sem perda de generalidade que ||w|| = 1, e que podemos adicionar

vetores tipo espago de tal forma que {ey,...,e,_1,w} seja uma base ortonormal. Entao,
n—1

v = Z b(v, e;)e; — b(v, w)w e, portanto, pelo Lema 1.31, v e w estdo no mesmo cone se, e
i=1

somente se, —b(v,w) > 0 (pois b(w,w)? > 0), isto é g(v,w) < 0. O

Proposicao 1.34. Cada cone tipo tempo é convexo, isto é, para quaisquer v,w € V no

mesmo cone tipo tempo, av + fw estd no mesmo cone para quaisquer «, 3 > 0.

Demonstracao. Primeiramente, provaremos que av + Sw é tipo tempo. De fato,
blav + Bw, av + Bw) = a*b(v,v) + 2a6b(v, w) + B*b(w,w) < 0,

pois v e w sao tipo luz que estao no mesmo cone.

Agora, provaremos que av + fw estd no mesmo cone que v e w. De fato,
b(av + fw,w) = ab(v,w) + Bb(w,w) < 0,

pois v é tipo tempo e estd no mesmo cone que w. ]
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Observacao 1.35. Todas as defini¢oes e demonstragoes feitas acima podem ser adaptadas

substituindo o termo tipo tempo por tipo luz ou causal com as seguintes adaptagoes.

Podemos obter resultados envolvendo vetores tipo tempo que sao analogas ao caso

Euclidiano. Uma delas é a desigualdade de Cauchy-Schwarz reversa:

Teorema 1.36 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz reversa). Se v,w € V s@o vetores tipo
tempo, entao:
L. [b(v,w)| > ||v||||w|| e a igualdade vale se, e somente se, v e w sao colineares;

2. Se v e w estao no mesmo cone, existe um tunico ¢ > 0, chamado de angulo

hiperbdlico entre v e w tal que
b(v,w) = —|[v]|[lwl]| cosh(e).

Demonstracao. 1. Seja A e Rew €V tal que w = Av 4w, com w L v (isso vale por

causa do Lema 1.13). Entao,

b(w,w) = b(Av + W, \v + W) = \?b(v,v) + b(W, W)
e, portanto, A\*b(v,v) = b(w,w) — b(w,w). Como b(w, w) > 0, segue que
b(v,w)> = bv, \w+w)?* = \b(v,v)? = b(v,v)(b(w,w) — b(wW,W))
> b(v, v)b(w, w) = [[o]*[|w]]?,
e a igualdade vale se, e somente se, b(w, w) = 0, que é equivalente a dizer que w = 0
ew = \v.

2. Como v e w estao no mesmo cone, b(v,w) < 0 e, portanto,

b(v, w) S

—b(v,w) = [b(v, w)| = ||v[llw]| = — 21
[v][[[w]]

Como a func¢ao ¢ +— cosh(p) ¢ uma bijecao de [0,00) em [1, 00), existe ¢ € [0, 00)

tal que
b(v, w)
- = cosh(y),
[o]l|w]]

como queriamos demonstrar. O

Como consequéncia do resultado acima, obtemos mais uma desigualdade reversa:

Teorema 1.37 (Desigualdade triangular reversa). Sejam v, w € V vetores tipo tempo

que estao no mesmo cone. Entao,
[0+ wl| = [[v]} + [Jw]

e a igualdade vale se, e somente se, v e w sao colineares.
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Demonstracao. Sejam v, w € V dois vetores tipo tempo. Entao,

(vl +lwl)® = llol* + 2llvllflw] + flw]®
< —=b(v,v) — 2b(v,w) — b(w,w) = —=b(v + w,v + w)
= Jv+uwl?
e a igualdade vale se, e somente se, ||v||||w|| = —b(v, w) = |b(v,w)]|, 0 que significa que v e

w sao colineares. O
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?2 Variedades semi-Riemannianas

Neste capitulo, falaremos sobre variedades semi-Riemannianas, conceito que genera-
liza a nocao de variedade Riemanniana e que é fundamental para o estudo da Relatividade
Geral. A principal referéncia para este assunto é (O’NEILL, 1983). Uma segunda referéncia
para este assunto é (VICTORIA; CAJA, 2010). Neste capitulo, assumiremos que o leitor
esteja familiarizado com os conceitos de Geometria Riemanniana e com os conteidos
abordados pelos apéndices. Para mais informagoes, veja (CARMO, 2011; LEE, 1997).

2.1 Definicdo e alguns exemplos

Definigao 2.1. Uma métrica (ou um tensor métrico) g em uma variedade diferencidvel
M de classe C*° é um campo tensorial simétrico e nao degenerado de tipo (0,2) em M
tal que, para qualquer p € M, o indice v, de g, nao depende do ponto. Uma variedade
semi-Riemanniana (ou pseudo-Riemanniana) ¢ uma variedade suave M munida com

uma métrica g.

Pela defini¢ao, uma variedade semi-Riemanniana é um par (M, g) tal que, para
todo ponto p € M, g, : T,M x T,M — R é uma forma bilinear simétrica nao degenerada
de indice v que varia suavemente, isto ¢, a aplicacdo p — g,(X(p),Y (p)) é suave para

quaisquer campos X, Y € X(M). O nimero v é dito o indice de M.

Uma variedade M é uma variedade Riemanniana se, e somente se, o indice de M é
zero. Quando v = 1, dizemos que M é uma variedade Lorentziana e g ¢ uma métrica

Lorentziana.

De agora em diante, escreveremos (-,-) = ¢(+,-) para denotar a métrica. Nao ha-

g
vendo ambiguidades quando for representar a métrica, omitiremos o simbolo em subescrito.

Seja (', ...,2™) um sistema de coordenadas em uma vizinhanca U C M. Entdo, os

componentes da métrica g em U sao
9ij = <31,8J> s onde 1 < Z,] <n.

Para campos vetoriais X = Z X0, Y = Z Y79;,

J
,J

Como g é nao degenerada, para todo p € U, a matriz (g;;(p)) é inversivel e sua inversa é

denotada por (¢ (p)) (as funcdes g sdo suaves em U).



26 Capitulo 2. Variedades semi-Riemannianas

Como ¢ e simétrica, temos que g;; = gj; e, portanto, g7 = ¢ paral <i,j <n.
Finalmente, em U, a métrica g pode ser escrita como
g= Z gizda'da’.
i7j
Exemplo 2.2. Seja v um inteiro entre 0 e n e considere o espago Fuclidiano R" com a

seguinte métrica

v n
g(v,w) = (v,w) = — Zviwi + Z vw’, onde v = Zviei,w = Zvjej € T,R".
i=1 j=r+1 i j

Entdo, a métrica definida anteriormente é uma métrica de indice v. Denotamos R}, = (R", g)
o espaco semi-Euclidiano. Quando v = 0, R}, = R". Para n > 2, chamamos R} de espago
de Minkowski de dimensao n; o caso n = 4 é o exemplo mais simples de um espago-tempo

relativistico (é o espago-tempo utilizado na Relatividade Restrita).

Observacao 2.3. Utilizando a notagao de assinatura, podemos escrever a métrica g

definida no exemplo anterior como
g=> ei(da')?,

onde os ¢; estao definidos no Lema 1.17.

Observacao 2.4. gy ¢ uma métrica semi-Riemanniana, se e somente se, para cada p € N,
T,N é um subespago nao degenerado de T,M (relativo a g) e o indice de T,N é o mesmo

para cada p.

Definicao 2.5. Seja N uma subvariedade de uma variedade semi-Riemanniana M e
i: N — M a aplicacao de inclusao. Se i*g for uma métrica em N, diremos que N é uma

subvariedade semi-Riemanniana de M.

Quando N for Riemanniana (respectivamente, Lorentziana), diremos que N é uma

subvariedade Riemanniana (respectivamente, subvariedade Lorentziana).

Seja N uma subvariedade de uma variedade Lorentziana M. Se, para cada p € N,
T,N tiver o mesmo carater causal que T,M, entao podemos atribuir o mesmo carater

causal em N.

Definicao 2.6. Dizemos que uma subvariedade N de uma variedade Lorentziana M é
1. tipo espaco se, para cada p € N, T,N ¢ tipo espaco;
2. tipo tempo se, para cada p € N, T,N ¢ tipo tempo;

3. tipo luz se, para cada p € N, T,N ¢ tipo luz.
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2.2 Algumas comparag¢bes com o caso Riemanniano

Nesta secao faremos uma comparacao sobre alguns topicos da Geometria Rieman-

niana com outros tépicos da Geometria semi-Riemanniana.

1. As nogoes de isometria e isometria local em uma variedade semi-Riemanniana é
exatamente a mesma do caso Riemanniano. Todas as propriedades que dependem

apenas da métrica vao ser invariantes por isometrias.

2. A definigao de conexao afim, a obtencao da derivada covariante de uma conexao afim,
a definicao e as propriedades sobre o transporte paralelo e a existéncia e unicidade
da conexao de Levi-Civita (sem tor¢ao e compativel com a métrica) é exatamente a

mesma do caso Riemanniano.

3. As nocoes de gradiente de uma funcao, divergéncia de um tensor e Hessiana e
Laplaciano de uma fungdo é a mesma do caso Riemanniano (essa parte esta detalhada

no apéndice).

4. A definicao e as propriedades basicas sobre geodésicas sao quase todas as mesmas.
A tnica diferenca do caso Riemanniano para o caso semi-Riemanniano é que é ha
uma tricotomia igual a dos vetores no espaco tangente. Dizemos que uma geodésica
é tipo espaco (tipo tempo ou tipo luz, respectivamente) se o seu vetor velocidade for

tipo espago (tipo tempo ou tipo luz, respectivamente).

5. A defini¢cao da aplicacao exponencial e o conceito de vizinhanga normal sdo exa-
tamente os mesmos do caso Riemanniano. A tUnica diferenca é que, dado p € M,
a expressao de g;;(p) em coordenadas normais é g;;(p) = d;;€;, onde €; = (e;, e;) e

{e1,...,e,} é uma base ortonormal de T,M.

6. Boa parte dos resultados béasicos sobre o tensor de curvatura R valem para o caso

semi-Riemanniano. Para mais detalhes, veja a secao 1.3.

7. Boa parte dos resultados basicos sobre subvariedades Riemannianas valem para o

caso semi-Riemanniano. Para mais detalhes, veja a secao 1.4.

8. A primeira grande diferenca entre a Geometria Riemanniana e a Geometria semi-
Riemanniana é o famoso Teorema de Hopf-Rinow, que fala sobre a completude
geodésica de uma variedade Riemanniana. Esse teorema ¢é falso quando a variedade

¢ Lorentziana.

2.3 Curvatura

Como utilizaremos os conceitos que envolvem curvatura com mais frequéncia,

trataremos desse assunto com mais detalhes, indicando as demonstracoes analogas e
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idénticas ao caso Riemanniano e demonstrando as outras. Para mais informacgoes sobre o
assunto, consulte (CARMO, 2011; O’NEILL, 1983).

2.3.1 O tensor de curvatura

Definigao 2.7. Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana e V : X(M) x X(M) —
X (M) a sua conexao de Levi-Civita. Chamamos a funcao R : X(M) x X(M) x X(M) —
X(M), dada por

R(X,Y)Z = VyVxZ — VxVyZ + Vixy Z

de tensor de curvatura de M.
Proposicao 2.8. A funcao R é, de fato, um campo tensorial de tipo (1,3) em M.

Observagao 2.9. Quando afirmamos que R é um campo tensorial de tipo (1, 3), estamos
utilizando o fato de que o conjunto £(X(M)?, X(M)) de aplicagdes A : X(M) x X(M) x
X(M) — X(M) trilineares é isomorfo ao conjunto dos tensores de tipo (1,3), T3(M). Para

mais informacoes, veja a Observagao A.6 do apéndice.

Demonstracdao da Proposicdo 1.9. A demonstracao é idéntica ao caso Riemanniano. Para
mais detalhes, veja o Lema 35 do Capitulo 3 de (O’NEILL, 1983). ]

Como R é um campo tensorial de tipo (1,3) em M, para cada p € M, podemos
considerar a aplicagao R, : T,M x T,M x T,M — T,M, que é o tensor de curvatura

restrito a cada espaco tangente.

Assim como no caso Riemanniano, as seguintes simetrias do tensor de curvatura

sao validas:

Proposicao 2.10. Para quaisquer campos X,Y, Z W € X(M), valem as seguintes ex-

pressoes:
1. R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z;
2. (R(X,Y)Z,W) = — (R(X, Y)W, Z);
3. RIX,)Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (primeira identidade de Bianchi);
4. (R(X,Y)Z,W) = (R(Z,W)X,Y).

Demonstragao. Veja a Proposicao 36 do Capitulo 3 de (O’NEILL, 1983). O

Como consequéncia das simetrias acima, obtemos o seguinte resultado que sera ttil

no final da secao.
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Proposicao 2.11. Para todo X € X(M), VxR possui as mesmas simetrias que R.

Demonstragao. 1. Sejam Y, Z, W € X(M). Entéao,

(VxR)(Y,Z)W = Vx(R(Y,Z)W)— R(VxY,Z)W — R(Y,VxZ)W —
—R(Y, Z)(VxW)
= —Vx(R(Z,X)W)+ R(Z,VxY)W + R(VxZ, Y)W +
FR(Z,Y) (VW)
= —(VxR)(Y,Z)W

2. Sejam Y, Z, W, T € X(M). Entao,

(VxR)(Y,Z)W,T) = (Vx(R(Y,Z)W)—=R(VxY,Z)W — R(Y,VxZ)W—
—R(Y, Z)(VxW),T)
= X (R(Y,Z)W,T) — (R(Y, Z)W,VxT) —
—(R(VxY, Z)W + R(Y,VxZ)W,T) — (R(Y, Z)(VxW), T)
— —X(R(Y,Z)T,W) + (R(Y, Z)V xT,W) —
+(R(VXY, Z)T + R(Y,VxZ)T,W) + (R(Y, Z)T, (VxW))
= —((VxR)(Y.Z)T.W)

3. Sejam Y, Z, W € X(M). Entao,

(VxR)(Y,Z)W = Vx(R(Y.Z)W)—R(VxY,Z)W — R(Y,VxZ)W —
—R(Y, Z2)(VxW)

(VxR)(ZW)X = Vx(R(ZW)Y)-R(VxZ, W)Y — R(ZVxW)Y —
—R(Z,W)(VxY)

(VxR)Y(W,Y)Z = Vx(RW,Y)Z)— R(VxW,Y)Z — R(W,VxY)Z
—R(W, )(VXZ)

Somando as trés expressoes acima e aplicando a primeira identidade de Bianchi,

obtemos o resultado.
4. Sejam Y, Z, W, T € X(M). Entao,

(VxR)(Y,Z)W,T) = X(R(Y,Z)W,T) = (R(Y, Z)W,VxT) —
—(R(VxY, Z)W + R(Y,VxZ)W,T) — (R(Y, Z)(VxW),T)
= X(RW.T)Y,Z) —(R(VxW,T)Y,Z) = (R(W,VxT)Y, Z) —
—(RW,T)(VxY), Z) = (RW,T)Y,VxZ)
= ((VxR)W,T)Y, Z). O
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Proposicao 2.12 (Segunda identidade de Bianchi). Se XY, Z, W € X(M), entao
(VxR)(Y, Z2)W + (Vy R)(Z, X)W + (VzR)(X, Y)W =0

Demonstracao. A demonstragao é idéntica ao caso Riemanniano. Para mais detalhes, veja
a Proposicao 37 do Capitulo 3 de (O’NEILL, 1983). ]

Como R é um campo tensorial de tipo (1, 3) em M, dado um sistema de coordenadas

{z',...,2"} em uma vizinhanca de um ponto, podemos escrever
R(0;,0;) g R; J,ﬁl,

onde {04, ...,0,} é a base de T,M associada ao sistema de coordenadas.

Lema 2.13. Na notagao acima,

R, =0T, arlk+2r

Demonstracao. Veja o Lema 38 do Capitulo 3 de (O’NEILL, 1983). ]
Observacao 2.14. Aplicando a Proposicao 2.10 e a Proposicao 2.12 na base associada
{01, ..., On }, obtemos as seguintes relagoes: ka Rﬂk, Rijii = —Rijik, Rﬁjk—l—lel—&—RkU

0, Rzykz Ry, e R, + R, + R, = 0, onde Ryjp = ZglmRz’jkm-

2.3.2 Curvatura seccional

Por ser um campo tensorial de tipo (1,3), o tensor de curvatura é dificil de se
trabalhar. Portanto, trabalharemos com uma func¢ao mais simples que, de certa forma,

determina o tensor R.

Chamaremos de plano tangente a M em um ponto p € M um subespago
bidimensional II de T,M. Dados dois vetores tangentes v,w € T,M, defina a forma
quadratica

Qv,w) == (v,v) (w,w) — (v, w)*.
Pelo Lema 1.4, um plano tangente IT é nao degenerado se, e somente se, Q(v,w) # 0 para
uma (portanto, para qualquer) base {v, w} de II (basta notar que Q(v,w) é o determinante

da matriz associada a base {v,w}).

Observagao 2.15. Seja {e1, ea} uma base ortonormal de IT ({e;, ¢;) = ¢;). Entéo, dados
v = aje; + bey, w = cey +dey € T,M, com a,b,c,d € R,
Q(v,w) = (ae; + bey, aey + bey) (cep + des, cer + des) — (aeq + bes, ceq + d62>2
= (£10® + g2b%)(e1¢% + €2d®) — (e1ac + £9bd)?
= @’ + e169(aPd® + V2c?) + V2 d? — a’® — 2e,e0abed — bPd?
= e189(a’d® — 2adbc + b*c?) = e1e9(ad — be)?.
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Portanto, Q(v,w) > 0 se g|i for definida, e Q(v,w) < 0 se g|n for indefinida.

Lema 2.16. Seja II um plano tangente a M em p nao degenerado. Entao, o ntimero
R

K(U,w) - < (U,'lU)U, w)

Q(v, w)

definida acima de curvatura seccional K (II) de II.

independe da escolha de uma base de II. Chamamos a grandeza

Demonstracao. A demonstragao ¢ idéntica ao caso Riemanniano. Para mais detalhes, veja
o Lema 39 do Capitulo 3 de (O'NEILL, 1983). O

Pela definicao acima, a curvatura seccional K de M é uma funcao definida no
conjunto dos planos tangentes a M que toma valores em R. Além disso, o tensor de
curvatura R determina K; para mostrar que K determina R, é necessario o seguinte

resultado:

Lema 2.17. Seja (V, (-,-)) um espago com produto escalar e v,w € V. Entao existem
vetores v, w € V, arbitrariamente proximos a v e w, respectivamente, que geram um plano

nao degenerado.

Demonstracao. Podemos assumir que v e w sao linearmente independentes pois qualquer
par de vetores pode ser aproximado por vetores independentes. Além disso, assuma que
o plano gerado por esses dois vetores é degenerado (o resultado é trivial se o plano for
nao degenerado). Se v for um vetor tipo luz, tome z € V' tal que (v, z) # 0 e, portanto,
Qv,z) = — <v,x)2 < 0. Caso v nao seja tipo luz (tipo espago ou tipo tempo), basta
tomar x # 0 de cardter causal oposto (isto é, tipo tempo ou tipo espago, respectivamente).

Portanto, (v,v) (z,z) <0 e Q(v,x) < 0.

Agora seja & > 0. Entao, v e w 4+ dx formam um plano nao degenerado. De fato,

como Q(v,w) := (v,v) (w,w) — (v, w)* =0,

Qv,w+0x) = (v,v) (w+ dx,w+ 0x) — (v, w + dx)’
= 26 ((v,0) (w,z) — (v,w) (v,z)) + 6 ((v,v) (z,x) — <v,x)2)
= 26b+6°Q(v, z),

onde b := (v,v) (w, x) — (v, w) (v, T).

Se b # 0, a expressao acima serd nao nula, pois
Q(v,w+dzx) =020+ 0Q(v,x)) #0

para ¢ > 0 suficientemente pequeno. A expressao serd nao nula para b = 0 pois Q(v, x) <

0. ]

Uma aplicacao desse Lema e da Proposicao 1.11 é o seguinte resultado:
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Proposigao 2.18. Se K =0 em p € M, entao R = 0 em p, isto é, R,(z,y)z = 0, para
todo z,y,z € T,M, se K(II) = 0 para todo plano nao degenerado em 7, M.

Ideia da demonstragdo. Primeiramente, prove que (R,(v,w)v,w) = 0, para todo v,w €
T,M. De fato, se v e w geram um plano nao degenerado, o resultado ¢ trivial pois
Q(v,w) # 0. Caso contrario, basta aproximar o plano por outros nao degenerados. Como
o operador de curvatura é linear (e, portanto, continuo) em (7,M)*, o resultado vale. Os
outros passos da demonstracao sao inteiramente andlogos ao caso Riemanniano; para mais
detalhes, veja a Proposigao 41 do Capitulo 3 de (O’NEILL, 1983). O

Observagao 2.19. Dizemos que uma variedade Riemanniana (M, g) é plana se o tensor
de curvatura R for identicamente nulo. Portanto, pela Proposicao anterior, M é plana se,

e somente se, K for identicamente nula.

A demonstragao anterior nos mostra algo além. Dizemos que uma funcao multilinear
F : (T,M)* — R é do tipo curvatura (em inglés, curvaturelike) se possui as mesmas
simetrias descritas na Proposicao 2.11. Como a demonstracao anterior utiliza apenas as
simetrias do tensor de curvatura, segue que se F'(v, w, v, w) = 0 para quaisquer v, w € T,M

que geram um plano nao degenerado, F' = 0. Portanto, K determina R no seguinte sentido:

Corolario 2.20. Seja I’ uma fungao do tipo curvatura em 7,M tal que

F(v,w,v,w)

K(v,w) = 75
(v, w) (v,v) (v,w) — (v, w)

para quaisquer vetores v e w que geram um plano néo degenerado. Entéo,
<Rp(1}, UJ)I, y> = F(”a w, xa y)a

para quaisquer vetores v,w,x,y € T,M.

Demonstragao. Defina ¢p(v, w,z,y) := F(v,w,z,y) — (Ry(v,w)z,y) (¢ também é do tipo
curvatura). Por hipétese, se v, w € T,M geram um plano nao degenerado,

(Ryvw)ow)

<U7 ’U> <U), w> - <U7 w> <U, U> <U), w> - <U7 w>

Portanto, ¢ = 0. [

F(v,w,v,w)

5 = ¢(v,w,v,w) = 0.

Definigao 2.21. Dizemos que (M, g) tem curvatura constante se a sua curvatura seccional

é constante.
Corolario 2.22. Se M tem curvatura constante K, entao

Ry(z,y)z = Ko ({z,2) y — (2,9) x) .

Demonstra¢ao. A demonstragao é idéntica ao caso Riemanniano. Para mais informagoes,
veja o Corolario 43 do Capitulo 3 de (O’'NEILL, 1983). O
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2.3.3 O tensor de Ricci e a curvatura escalar

Definigao 2.23. Seja R € T3(M) o tensor de curvatura de uma variedade semi-Riemanniana
(M, g). O tensor de Ricci Ric é a contracdo Cy(R) € Ty(M).

Segue imediatamente da definicdo que, em coordenadas (z', ..., 2™),

(Ric);; Z lej

Lema 2.24. O tensor de Ricci é simétrico e, dado um referencial ortonormal {Ey, ..., E, },

Ric(X,Y) Zgl R(X,E;)Y,E;).

Demonstracdo. A demonstracao é analoga ao caso Riemanniano. Para mais informagoes,
veja o Lema 52 do Capitulo 3 de (O’NEILL, 1983). O

Observagao 2.25. O Lema anterior mostra que Ric(X,Y’) é o trago da aplicacao V' €
X(M)— R(X,V)Y.

Como corolario imediato, obtemos o seguinte resultado:

Corolario 2.26. Para todo X € X(M), Vx Ric é simétrico.

Quando Ric = 0, dizemos que M é Ricci plana. E ¢bvio que, se M for plana, isto

é, se o tensor de curvatura R for identicamente nulo, M sera Ricci plana.

A curvatura seccional K determina o tensor de Ricci, Ric, de uma forma relativa-
mente simples. Seja p € M, v € T,M e {ey, ..., e, } um referencial ortonormal em 7, M tal

que u = e;. Entao, pelo Lema anterior,
Ric,(u, u) E i (Ry(u, e;)u, €;) E i (u,u) (e;,e;) K(u,e;) = (u,u) E K(u,e;).
i
Como Ric, ¢é linear e simétrico, obtemos a expressao geral via polarizacao.

Definigao 2.27. A curvatura escalar S de uma variedade semi-Riemanniana (M, g) é

o trago do tensor de Ricci, isto é, S := tr, Ric € C*°(M).

Em coordenadas (z', ..., 2"),

S = Z gijrzj Z g”Rzk]
1]

i,5,k

Seja {E1, ..., B, } um referencial ortonormal. Entao, utilizando a expressao de Ric

em funcao das curvaturas seccionais obtida anteriormente,

> Ric(Ei, E)) = > (B, E)K(E;, E;) =) K(E;,Ej) =2) K(E;, E)).

i,J i#] i<y

Como aplicacao da segunda identidade de Bianchi, obtemos a seguinte relagao:
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Corolario 2.28. dS = 2div Ric.

Demonstracao. Primeiramente, note que, para todo 7, k, 1, m,
(Va,,R)(9;,0r) 01 = Z kt;m .

Portanto, pela segunda identidade de Bianchi,
j’kl;m + kal] + R, sk = 0 para todo 1.

Ri

gml;k

Como R!

milik —

_ pi i i m
0 = Rjym + By — B = § Thlm § Ry — E ik
m

m
= E Rirm + Tkt — Ttk
m

Contraindo metricamente em j e [, obtemos

_ gl gl gl
0 = E g jkzm+§ 9 Triy — E 9Tk
Jil Jil

Jit.m , ;

= ) 9 R + Zgﬂm;j — Sik
7,lm j

- Z ¢'R™ em 1+ (divRic), — (V)
7,lm

Como

Y PR = D 99 Ripm = >, 99" Rijpim

Jslm Jsl,m,p Jlym,p
— E mp pJ E mp
- g Rk]pm g rkp;m
J,m,p m,p
- m .
= E Tem = (div Ric)y,
m

substituindo na equacgao anterior, obtemos
0 = 2(div Ric);, — (VS)r = (dS); = 2(div Ric) para todo k.

Portanto, 2 div Ric = V.S = dS. O

2.4 Subvariedades semi-Riemannianas

Assim como a secao anterior, detalharemos com mais detalhes esse assunto, indi-
cando as demonstracoes analogas e idénticas ao caso Riemanniano e demonstrando as
outras. Para mais informagoes sobre o assunto, consulte (CARMO, 2011; O’'NEILL, 1983).

~ ’ . R . —n=m-+k
Nesta secao, M™ denotara uma subvariedade semi-Riemanniana de M



2.4. Subvariedades semi-Riemannianas 35

2.4.1 Vetores e campos tangentes e normais

Definicao 2.29. Seja M apenas uma variedade diferenciavel de M. Dizemos que um
campo vetorial X na inclusdo i : M < M é um M-campo vetorial em M se, para
cada p € M, X, € T,M. Além disso, X é suave se X f € C*°(M) para todo f € C*(M).

Denotamos X(M) o conjunto de todos os M-campos vetoriais suaves em M.

Observagao 2.30. Note que, para todo Y € X(M), Y|y € X(M). Portanto, podemos

considerar X(M) como um submédulo de X(M).

Agora, considere M C M como uma subvariedade semi-Riemanniana. Entao, pela
Observagao 2.4, T, M ¢ um subespaco nao degenerado de TPM. Portanto, pelo Observacao
1.13, podemos escrever T,M = T,M & T,M Le T,M 1 ¢ um subespaco nao degenerado de

dimensao n — m = k.

Definigdo 2.31. Chamamos de codimensao de M em M (codim M) a dimensdo de
T,M*. Analogamente, chamamos de coindice de M em M (coind M) o indice de g
restrita a T, M.

Pelo Lema 1.19, ind M = ind M + coind M.

Definicao 2.32. Dizemos que um vetor v € T,M é normal & M se v € T,M~. Caso
contrario, dizemos que v é tangente a M. Analogamente, dizemos que um campo de vetores
X € X(M) é normal (respectivamente, tangente) a M se X, € T,M (respectivamente,
X, € T,M l), para todo p € M. Denotamos o conjunto de M-campos de vetores normais

em M como X(M)* .

Como TPM = T,,MGBTPML, todo vetor v € T, M pode ser escrito como v = ol 4ot
onde vl € T,M e v*= € T,M~* e as projegoes all T,M — T,M, n*+ : T,M — (T,M)*
sdao R-lineares. Podemos aplicar o mesmo raciocinio para campos X € X(M) e escrever
X =X+ X+ onde X € X(M) e X+ € X(M)*.

2.4.2 A conexao induzida e a segunda forma fundamental

Como M é uma subvariedade semi-Riemanniana de M, podemos definir a partir
da conexdo de Levi-Civita V de M uma nova aplicacio X(M) x X(M) — X(M) chamada
de conexao induzida, definida da seguinte forma:

Defini¢io 2.33. Definimos a conexdio induzida de M em M, V : X(M) x X(M) —
X(M), como
%XY = VYV,

onde X,Y € X(M) sdo extensoes locais suaves de X e Y, respectivamente.
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A principio, a aplicagao acima nao parece estar bem definida. O Lema abaixo

garante que a aplicacao estd bem definida:

Lema 2.34. V é uma aplicacdo bem definida, isto é, para quaisquer X € X(M) e
Y € X(M), VxY independe da escolha de extensdes suaves de X e Y.

Demonstra¢ao. A demonstragao é idéntica ao caso Riemanniano. Para mais informacgoes,
veja o Lema 1 do Capitulo 4 de (O’NEILL, 1983). O

Coroldrio 2.35. A conexio induzida V possui as seguintes propriedades:

1. V é C*°(M)-linear na primeira coordenada;

2. V é R-linear na segunda coordenada;

3. ﬁx(fY) =Xf- Y—i—f%XY, para todo f € C*(M);
4. [X,Y] =VxY — Vy X;

5. X (Y, Z) = <€XY, Z> n <Y, %XZ>.

Demonstracao. A demonstracao é idéntica ao caso Riemanniano. Para mais informacgoes,
veja o Corolario 2 do Capitulo 4 de (O'NEILL, 1983). O

Dados X,Y € X(M), o vetor VxY nao é necessariamente um campo vetorial

tangente & M. Entdo, é natural perguntar qual ¢ o significado de (VxY)ll e (VxY)*.

Lema 2.36. Dados X,Y € X(M), (VxY)l = VY, onde V é a conexao de Levi-Civita
em M.

Demonstra¢ao. A demonstragao é idéntica do caso Riemanniano. Para mais informacoes,
veja o Lema 3 do Capitulo 4 de (O'NEILL, 1983). ]

Lema 2.37. A funcao II : X(M) x X(M) — X(M)* definida por II(X,Y) = (VxY)* &

C*°(M)-bilinear e simétrica.

Demonstracao. A demonstracao é idéntica do caso Riemanniano. Para mais informacoes,
veja o Lema 4 do Capitulo 4 de (O’NEILL, 1983). O

A aplicacao C°(M)-bilinear e simétrica definida acima é chamada de tensor da

segunda forma fundamental de M ou tensor de forma (do inglés, shape tensor).

Observacao 2.38. Como I possui um carater tensorial, para cada p € M, podemos

definir uma aplicacdo R-bilinear 11, : T,M x T,M — T,M* que leva (v,w) em II,(v,w).
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Os dois lemas anteriores podem ser resumidos em uma seguinte formula: dados
X, Y e X(M),
VxY = VxY + II(X)Y),

onde VxY e II(X,Y) sdo as partes tangente e normal de v xY, respectivamente.

Como B se comporta como um campo tensorial de tipo (0,2) com valores em

X(M )l, podemos contrai-lo metricamente para obter um vetor normal a M.

Definigao 2.39. Seja {ey, ..., e,,} uma base ortonormal de 7, M. Definimos, para cada

p € M, o vetor de curvatura média como
H(p) = Zei[[p(ei,ei).
i=1

Quando H (p) = 0, para todo p € M, dizemos que M é uma subvariedade minima de
M.

2.4.3 Hipersuperficies semi-Riemannianas

Uma hipersuperficie semi-Riemanniana M é uma subvariedade semi-Riemanniana

de codimensao 1. Como a codimensao é 1, o coindice de M deve ser apenas 0 ou 1.

Definicao 2.40. Definimos o sinal € de M como

{ +1 se coind M =0, isto é, (z,z) > 0 para todo vetor normal z # 0
E =

—1 se coind M =1, isto é, (z,z) < 0 para todo vetor normal z # 0 '
See =1, entdoind M =ind M e se e = —1, entdo ind M = ind M — 1. Se M é uma
variedade Riemanniana, entdao ¢ = 1 para toda hipersuperficie M (M é Riemanniana).

Para hipersuperficies semi-Riemannianas, podemos reescrever a segunda forma

fundamental da seguinte forma:
Definigao 2.41. Seja U € X(M)*. O tensor Ay de tipo (1,1) em M é definido como

(Ap(X),Y) = (II(X,Y),U), onde X,Y € X(M).

Podemos obter uma expressao explicita para A:
Proposicao 2.42. Para todo X € X(M), Ay(X) = —VxU. Além disso, Ay é uma

aplicacao auto-adjunta.

Demonstracao. A demonstragao ¢ idéntica ao caso Riemanniano. Para mais informagoes,
veja o Lema 19 do Capitulo 4 de (O'NEILL, 1983). O

O tensor Ay, assim como o seu tensor metricamente equivalente B € T3(M), é

chamado de segunda forma fundamental (ou em inglés, shape operator) de M.
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2.4.4 As equacoes de Gauss e Codazzi

Nesta subsecao, enunciaremos duas equacoes fundamentais na teoria de subvarieda-
des semi-Riemannianas, a equacao de Gauss e a equacao de Codazzi. Essas equagoes que
relacionam a geometria de M com a geometria de M serao de importante utilidade na

obtencao de conclusoes sobre os dados iniciais do problema de Cauchy da Relatividade
Geral.

2441 A Equacdo de Gauss

Utilizando da decomposicao da conexao induzida, obtemos um resultado funda-

mental que relaciona a curvatura de M com a curvatura de M:

Teorema 2.43 (Equacdo de Gauss). Sejam R e R os tensores de curvatura de M e M,

respectivamente e II a segunda forma fundamental de M em M. Entdo, para quaisquer
X, Y, Z, W e X(M),

(R(X,Y)Z, W) = <E(X, Y)Z7W> +(II(X,2), L(Y,WV)) = (II(X,W),II(Y, 7)) .
Essa equacao é chamada de equagao de Gauss.

Demonstracao. A demonstracao é idéntica ao caso Riemanniano. Para mais informagoes,
veja o Teorema 5 do Capitulo 4 de (O’NEILL, 1983). O

Como corolédrio da equacao de Gauss, podemos relacionar a curvatura seccional
K e K de um plano tangente formado por uma base nao degenerada {v,w} de M e M,

respectivamente:

Coroldrio 2.44. Seja {v,w} uma base nao degenerada de um plano tangente a M em p.

Entao,
II,(v,v), II,(w,w)) — (I ,(v,w), II,(v,w)) ‘

(v, v) (w, w) — <"U,w>2

K(v,w) = K(v,w) + <

Demonstragao. A demonstracao é idéntica ao caso Riemanniano (faca X, = Z, = v e
Y, =W, =w). O

Utilizando a férmula para A, podemos reescrever o Corolario 2.44 da seguinte

forma.

Corolario 2.45. Seja Ay o operador definido anteriormente na hipersuperficie semi-

Riemanniana M. Se {v,w} gera um plano tangente nao degenerado em M, entao

((Av)p(v), ) ((Ap)y(w), w) — {(Av)p(v), w)”

v,w) = K(v,w <
Kw,w) = K(v,w) +¢ (v,v) (w, w) — (v, w)* 7

onde € é o sinal de M.
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Como uma segunda aplicacao da Equacao de Gauss, mostraremos uma relagao
importante envolvendo as curvaturas escalares de M e M e que serd utilizada no Capitulo

4.

Corolario 2.46. Suponha que M seja uma hipersuperficie de uma variedade Riemanni-

ana M e sejam S e S as suas curvaturas escalares, respectivamente. Entao,

1B, B

- K -
2 2

RmaLUy_g

onde U € X(M)* é um campo de vetores unitario e normal a M, Ric é o tensor de Ricci
de M, K é a curvatura Gaussiana de M, definida como a metade de sua curvatura escalar,

||B]| é a norma da segunda forma fundamental de M e H é a curvatura média de M.

Demonstracao. Para uma hipersuperficie, a Equacao de Gauss pode ser reescrita da

seguinte forma:
(R(X,Y)Z,W)=(R(X,Y)Z, W)+ B(X,Z)B(Y,W) — B(X,W)B(Y, 2).

Dado um referencial ortonormal local {Ey, ..., E,} de M tal que {Ey,...,E, 1} é um
referencial ortonormal de M e E, = U, obtemos para todo X, Z € X(M)

Ric(X,Z) = i(R(X,Ei)Z,E»
_ ni (R(X,E\Z,E;) + B(X, 2)B(E;, E;) — B(X, E;)B(Z, E;)

=1

n—1
= Ric(X,Z) - (R(X,U)Z,U)+ HB(X,Z) - Y B(X,E;)B(Z,E,).
=1
Da mesma forma,

n—1
S = ZRic(EJ E
n—1 n—1 n—1

— ZRlC (R(E;,U)E;,U)y+ H» B(E;,E;) = > B(E;,Ej)’
Jj= j=1 ij=1

1
= S Ric(U,U) — Ric(U,U) + (R(U,U)U,U) + H* — || B|)?
= S —2Ric(U,U)+ H*>— ||B|*>. O

2442 A Equacao de Codazzi

Definicao 2.47. A conexido normal de M ¢ a funcao V* : X(M) x X(M)*+ — X(M)*
definida como
ViZ = (VxZ)*t
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A expressao definida acima é chamada de derivada covariante normal de Y com

respeito a X.

Segue diretamente da definicao que as seguintes propriedades valem:

Proposicao 2.48. As seguintes propriedades valem:

1. V+ é C*(M)-linear na primeira coordenada e R-linear na segunda;
2. Vx(fY)=Xf-Y + fVyY;
3. X (Y, Z) =(VxY,Z)+{Y,VxZ).
Teorema 2.49 (Equacao de Codazzi). Se X,Y,Z € X(M), entao
(R(X,Y)2)" = =(VxI(Y, Z) + (VyI)(X, Z),

onde (VxIN)(Y, Z) = VL(II(Y,Z)) — II(VxY, Z) — II(Y,VxZ).

Demonstra¢ao. A demonstagao é a mesma do caso Riemanniano. Para mais informagoes,
veja a Proposigao 33 do Capitulo 4 de (O'NEILL, 1983). O

2.4.5 Primeira e segunda variacdes do volume

Nesta subsec¢ao, deduziremos duas equagoes importantes sobre superficies minimas
. . . -3 s , o
de uma variedade Riemanniana (M, g) que serdo utilizadas no Capitulo 3. A principal

referéncia desta subsecao é o apéndice de (BRAY, 1997).

Comecaremos com algumas defini¢oes:

Definicdo 2.50. Seja M uma superficie compacta sem bordo de M. Dizemos que F :

M x (—&,¢) — M é uma variagdo normal de M se:

1. F(p,0) = p, para todo p € M,
2. M, :={F(p,t) € M;p € M} é uma familia suave de superficies;

oF
3. O vetor E(p, t) é perpendicular & M; em F(p,t).

Seja n(p,t) o vetor unitario a M; em F(p,t) que aponta para fora. Entao,

OF

E(p, t) = n(p,t)n(p,t),

para alguma funcao real n: M x (—¢,e) — R. Chamamos a func¢do n de taxa de fluxo.

Observagao 2.51. Dada qualquer funcao n: M x (—9,d) — R, podemos obter um & < ¢

e uma variacdo F : M x (—¢,¢) — M satisfazendo a identidade acima.
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Teorema 2.52. Para cada t € (—¢,¢), seja dV; a forma de volume em M;, B(t) a segunda
forma fundamental de M; em M e H(t) := tr,(B(t)) a curvatura média de M;. Entdo,

0
H
2. a(‘?_t = —Au,n — n||Blj3; — n Ricgz(n,n), onde

1B157 = ZB”B”

Demonstracdo. Seja ¢ : U C R* — M uma parametrizacio local de M. Entao, podemos
definir uma parametrizacio local de M da seguinte forma: defina ¢ : U x (—¢,¢) C R®* — M,
onde ¢(x', 22 t) := F(p(z', 2%),1).

0
Seja 0; := i e defina a seguinte matriz quadrada g de ordem 2:
xl
gi5(t) = gis(x", 2% 1) == (8;,0;)37

onde (-,-) é o pullback da métrica de M via aplicacdo ¢ : U x (—¢,e) — M. Entdo,

g(t) = (gij(t)) é a métrica em uma vizinhanga de M, tal que

dVi( :17 22 = y/det(g dx A dz?.

Entao, segue da férmula

Ez&mtA)::@btA)mf(Af aA)

ot ot
que
0 0 1 2
SV = &L( det(g ())) dz' A dz

L it (o079 aat
BENT00) det(g(t)) t (g(t) Ot) dx" Nd
= % det(g(t)) tr (g(t) gt)dx A da?.

Além disso, como a conexao de Levi-Civita de M, V, nio tem torcao e (n, 0i)3r = 0,

9Gij 0 —
8_151 at <aua <V8tazva > < iavatai>ﬁ

= (V0,0 '>* <@';Va-5t>ﬁ
= (Vs (nm), ]>M+<8Z,Va nn)>
= 77<V6i”’aj>ﬁ+”< 17V8j">ﬁ-
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Como os coeficientes da segunda forma fundamental sdo dados por B;;(t) =

_ . O
<Vain, 8j> sao simétricos, segue que % = 2nB;;. Portanto,

1 1
2dV{t = —y/det(g)tr g_l@ det Adax® = = tr (2779_13) dV;
ot 2 ot 2
= tr (97" B) ndV, = HndV;,
0 que prova a).

Agora provaremos b). Como H = Z gijBij =tryBe

1,J

0 0A OA~L 0A~1 0A
—(AAH ==A14+ 4 =0 S
ot ) =74t A — "ot ot
segue que
- B L Y Y ERSELy s
ot o1 i ;g ot MZHQ ot 7
i1 9Bij i K i1 OBij il
= Zgj—at —‘Z 219" Bjrg B”:Zg]_at —21723 By,
%,] ,7,k,l 2,] 0
OB,
_ jZTY 9 2
2y
Como
0DB;; 0 — _ _ _
875] = E<v8in7aj>ﬁz<vatvain7aj>ﬁ+<vain7v3taj>ﬁ

= <E(8Z, 6,5)71 + vaivatn, 6]>M + <Vain, Vataj>ﬁ
= —(R(0:,0)n,0;)5; + (Vo,Von,0;) 5 + (Von,Ve,0;) 7
= -1 <E(n, di)n, aj>M + <v3iv3tnv aj>M + (%Z.n, vaj at>ﬂ’

onde R é o tensor de curvatura de M.

Agora, note que Vy,n = — grad,,, n. De fato,

<vﬂtn7 81>M = at <n7 81>M - <n7 vatai>ﬁ = - <7’L, vai (77”)>M
= —{(n,@m)n+nVan)y =—0n—n(n,Van)y
= —0m— g& (n,n) = =0,

como queriamos demonstrar. Portanto,

8Bz-j

5 —n <§(n, oi)n, 8j>ﬁ + Waﬁ@n, 8]->M + <vain,vaj8t>ﬁ

= -7 <E(n, i)n, (9j>ﬁ — W@. grad,,, 1, 8j>ﬁ + W@.n, Vaj (nn)>ﬁ
= N <E(n7 al)na aj>ﬁ - <v31 grath 7, aj>ﬁ + <v31‘n7 (8377>n + ﬁvajn>ﬁ .
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Como W@n, n>M =0,
(9Bij — — — —
5 = —n <R(n, i)n, 8j>ﬁ — <Vai grad,,, 1, 3j>ﬁ +n <Vain, Vajn>ﬁ.

Além disso,

297 (Von, Von)y =D BY By = || B3
X

i7j

Portanto,
ij an . 2
Sy S =7 Ricgr(n,n) — Awnn + 0l Bll3z
.J
© OH
T Ricyr(n,n) — Ay,n — || B3,
como queriamos demonstrar. -

2.5 Existéncia de métricas Lorentzianas e orientacdo temporal

2.5.1 Orientacao temporal

Lembremos que, para cada p € M, o espaco tangente (T,M, g,) é um espago vetorial
Lorentziano que possui dois cones tipo tempo. Além disso, podemos escolher um dos
dois cones e definir uma orientagao temporal. Podemos definir uma nocao analoga para

variedades Lorentzianas.

Definigao 2.53. Uma orientagao temporal (em inglés, time orientation) em uma
variedade Lorentziana (M, g) é uma aplicagdo T que, para cada p € M, é escolhido um
cone tipo tempo 7, C T,M. Além disso, para cada p € M, existe uma vizinhanga aberta

U, de p e um campo vetorial tipo tempo X € X(U,) tal que X, € 7, para todo g € U,,.

Na definicao acima, o cone 7, escolhido é chamado de futuro em p e o outro é
chamado de passado. Uma variedade Lorentziana que admite uma orientacao temporal é
dita orientavel pelo tempo (em inglés, time orientable). Podemos caracterizar o conceito

de orientagao temporal com a seguinte proposi¢ao:

Observagao 2.54. A nocao de orientabilidade temporal fica inalterada quando se substitui

cones tipo tempo por cones causais.

Proposicao 2.55. Uma variedade Lorentziana (M, g) é orientével pelo tempo se, e somente

se admite globalmente um campo vetorial tipo tempo X € X(M).

Demonstragao. Suponha que (M, g) admite um campo vetorial tipo tempo globalmente
definido. Entao, para cada p € M, basta escolher o cone tipo tempo 7, C T,M tal que
X, € Tp.
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Agora suponha que (M, g) seja uma variedade orientével pelo tempo e fixe uma
orientacao 7 em M. Tome U, a vizinhanga de um ponto p € M e X € X(U,) obtidas
pela defini¢ao. Seja {u;}eny uma partigado da unidade subordinada a uma subcobertura
enumeravel {U; := U, }ien da cobertura {U,},en. Defina X := Z w; X;, onde X; € X(U;).

ieN
Entao, X é um campo vetorial tipo tempo globalmente definido em M. O
Observacao 2.56. O conceito de orientabilidade pelo tempo possui alguns paralelos com

a nocao de orientabilidade de uma variedade como, por exemplo:

1. Se (M, g) é uma variedade orientavel pelo tempo, entao M possui exatamente ok

orientacoes pelo tempo diferentes, onde k é o niimero de componentes conexas de M;
2. Todo recobrimento Lorentziano (M ,g) de (M, g) seré orientével pelo tempo;

3. Se (M, g) nao é orientavel pelo tempo, entdo M admite um recobrimento Lorentziano

orientavel pelo tempo (]TJ ,g) de duas folhas.

Entretanto, os conceitos sdo completamente independentes (isto é, existem exemplos
de variedades orientaveis e orientaveis pelo tempo, orientaveis e nao orientaveis pelo tempo,

nao orientaveis e orientéveis pelo tempo e nao orientaveis e nao orientéveis pelo tempo).

Para mais informagoes, veja (VICTORIA; CAJA, 2010; CHOQUET-BRUHAT, 2009).

2.5.2 Existéncia de métricas Lorentzianas

Sabemos que toda variedade diferenciavel paracompacta M admite uma métrica
Riemanniana g. Uma das questoes mais naturais é obter um resultado andlogo para o caso

Lorentziano.

Lema 2.57. Seja X € X(M) um campo de vetores tal que X (p) # 0 para todo p € M e

g uma métrica Riemanniana em M. Defina g como

_ 2
I=I97 X X)

(X*® X™).
Entao, h é uma métrica Lorentziana em M.

Demonstragao. Como (M, g) é uma variedade Riemanniana, podemos para cada p € M

decompor o espaco tangente em T,M = span{X (p)} @ span{X (p)}*.

Agora note que, para p € M,

HXX) = (X.X)— ﬁ(x* © X)X, X) = (X, X) — 2<<?;))<(>>

= _<X7X>a
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para Y € X(M) ortogonal a X em p, g(Y,Y) = (Y,Y). Além disso, para Y, Z € X(M)
com (Y, Z) = 0 (podemos supor, sem perda de generalidade Y = X e Z € span{X}),

aY,2) =Y, Z) — L(Y* QY)Y Z)=(Y,Z) — 2%

s =(,2). O

Como consequéncia da Proposicao 2.55 e do resultado anterior, obtemos o seguinte

resultado.

Corolario 2.58. M admite uma métrica Lorentziana se, e somente se, existe X € X(M)
tal que X (p) # 0 para todo p € M.

Observacgao 2.59. Dada uma variedade Lorentziana (M, §) e um campo vetorial unitario
tipo tempo X € X(M), podemos definir uma métrica Riemanniana g adaptada a g da

seguinte forma:
g=0+2(X"®X").

Utilizando alguns conceitos de Topologia Algébrica podemos responder completa-

mente a questao de existéncia de métricas Lorentzianas em uma variedade diferencidvel.

Teorema 2.60. Seja M uma variedade diferencidvel conexa. Entao, as seguintes afirmacoes

sao equivalentes:

1. M admite uma métrica Lorentziana;
2. M admite uma métrica Lorentziana orientavel pelo tempo;
3. M admite um campo vetorial que nunca se anula;

4. M é ndao compacta ou a sua caracteristica de Euler y (M), é igual a 0.

Demonstragio. E fcil ver que b) implica a) e segue do Lema 2.57 que ¢) implica b). As

afirmagoes c) e d) sdo equivalentes (para mais informagoes, veja (VICK, 1973)).

Agora suponha que a) seja vélida e que M seja compacta. Se M for orientével
pelo tempo, pela Proposicao 2.55, podemos obter um campo vetorial que nao se anula
em nenhum ponto e, portanto x(M) = 0. Caso M nao admita uma orientacao temporal,
o seu recobrimento duplo (]\7 ,g) possuira caracteristica de Euler X(M ) = 0. Como o

recobrimento possui duas folhas, segue que x(M) = 2x(M) e, portanto, x(M)=0. O
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3 Um pouco de Relatividade Geral

Neste capitulo, falaremos sobre alguns conceitos e resultados principais sobre
Relatividade que serao utilizados no Capitulo 3. A principal referéncia para este capitulo
sao os livros (CHOQUET-BRUHAT, 2009; WALD, 1984). Para as equagbes de vinculo de
Einstein, uma boa referéncia é (BARTNIK; ISENBERG, 2004).

3.1 Espacos-tempo e as equacdes de Einstein

3.1.1 Definicoes e propriedades basicas

Definicao 3.1. Seja (M™"!, g) uma variedade semi-Riemanniana. Definimos o tensor de

Einstein como .
G = Ric— 55 g,

onde Ric é o tensor de Ricci de g e S é a sua curvatura escalar.

Observacao 3.2. Dado o tensor de Ricci, podemos obter o tensor de Einstein G e

vice-versa. De fato,

.S n+1 n—1
trgG:trgRlc—Etrgg: S — 5 S=- 5 S.
t
Portanto, Ric = G + gg =G — nrg_ Gl g. Reciprocamente,
1 2
S = try Ric = tr, G — ni_ltrgG: —— 1trgG.
Portanto, G = Ric+ ty Gg = Ric —§g.
n—1 2
Proposicao 3.3. divG = 0.
Demonstra¢ao. Como, para todo i € {1,...,n},
(div(S9)): = > 9" (Va,(59))(0;, ;)
gk
= Zgjk(ak(sg(aiv a])) - Sg(Va,ﬁi, aj) — 59(0;, v3k83>>
gk
= Y (9065 + S(Ongij — 9(V6,0:,0;) — 9(0:, V9, 0;))
jk

= ) 6f0kS =08,

J

1 1 1
segue que div(Sg) = dS e divT = div (Ric —559) = EdS — §dS =0. O
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As equagdes (escritas em notagao tensorial)
1
G = R1C—§Sg =T,
onde T' € TH(M) sao chamadas de equagdes de Einstein.

Definicao 3.4. 1. Um espago-tempo é um par (M, g), onde M é uma variedade

diferenciavel conexa e g é uma métrica Lorentziana em M;

2. Diremos que (M, g) é um espago-tempo Einsteiniano se, dado um tensor T €

To(M) simétrico com divT = 0, ¢ satisfaz as equacoes de Einstein em M;

3. Diremos que (M, g) é um solugao do vacuo (em inglés, vacuum solution ou vacuum

spacetime) se T' = 0.

Em Fisica, o tensor T' é chamado de tensor de energia-momento (em inglés,
stress-energy tensor). O tensor de energia-momento expressa, em notagao tensorial, a

densidade e o fluxo de energia e momento em um espago-tempo.

Pela Observacao 3.2, dizer que g é uma solucao de Einstein no vacuo é equivalente
a dizer que T' = 0, o que condiz com o seu significado fisico. De fato, se Ric = 0, entao

T = 0. Reciprocamente, se T' = 0, entao
S S
Ric:gg:S:trgRic:Etrgg:gS:>S:O:>Ric:O.
Definicao 3.5. Dizemos que o tensor de energia-momento 7' € 9(M) satisfaz a

1. condigao de energia fraca (em inglés, weak energy condition) se T(X,X) > 0
para todo X € X(M) tipo tempo;

2. condicao de energia forte (em inglés, strong energy condition) ou condigao
de positividade de Ricci se p(X,X) > 0 para todo X € X(M), onde p =

1
T— 5(“9 T)g;

3. condigao de energia dominante (em inglés, dominant energy condition) se T é
tal que —(T'(X,+)). € X(M) é causal e aponta para o futuro para todo X € X(M)

tipo tempo que aponta para o futuro.

3.1.2 O espago-tempo de Schwarzschild

Definicao 3.6. Dizemos que um espago-tempo (M, g) é estacionario se admite um grupo
a l-pardmetro de isometrias {¢;}; = R com campo de Killing X tipo tempo cujas drbitas

sao difeomorfas a R e que geram M.
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A definicao acima diz que um espaco-tempo é estacionario se, e somente se,
M = My x R e, para cada t € R, My x {t} é uma subvariedade tipo espaco e o campo
de Killing X pode ser representado como 0;. Em um sistema de coordenadas adaptado,

podemos escrever a métrica g como
_ 2 2
g=— (dt—l—a) -+ 9o,

onde t € R é a coordenada na érbita de X = 0, v € C*(My), a € X*(My) e go é uma
métrica Riemanniana em My. Em coordenadas locais (z', ..., 2™) em Mj, podemos escrever
a = Z a;dr’ e gy = Z(go)ijda:idxj , onde todos os coeficientes nao dependem de .

( 2
Definicao 3.7. Dizemos que um espaco-tempo estacionario M ¢é estatico se as dérbitas

sdo ortogonais as subvariedades My x {t}.

Segue da defini¢ao acima que, se M for estatico, podemos escrever a métrica como

g = —2dt? + gy, onde gy é uma métrica Riemanniana em M.

Observacao 3.8. Espacos-tempo estaticos sao invariantes pela aplicacao t — —t.

Espacos-tempo estaticos sao considerados quando se quer representar situacoes
de equilibrio enquanto espacos-tempo estacionarios modelam movimentos permanentes.

Ambos os casos possuem um papel importante na dinamica relativistica.

A seguir, mostraremos um critério simples para verificar se um espaco-tempo

estaciondrio é estatico.

Proposicao 3.9. Um espaco-tempo estacionario é estético se a é uma 1-forma exata, isto
é, a = d¢, para alguma funcao ¢ € C°°(My).

Demonstragao. Suponha que podemos escrever a = d¢ para alguma ¢ € C*(M,) e
considere t = t + ¢. Entdo,

g = —*(dt +a)? + go = —*(d(t + ¢))* + go = —* dt* + go,

0 que prova o resultado. O

Até o final da secdo, iremos supor que o espago-tempo possui dimensao 3+ 1 = 4.

Definicao 3.10. Dizemos que uma variedade Riemanniana (M, g) é esfericamente

simétrica se:

1. A variedade M é representada por uma carta (U, ®) tal que ®(U) = R? ou ®(U) =

R*\ B, onde B ¢ uma bola fechada centrada em algum ponto p € R? e as coordenadas
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(p,0,¢) em ®(U) se relacionam com as coordenadas cartesianas da seguinte forma:

x = psin(f)cos(p)
y = psin(0)sin(@)
z = pcos(f).

2. Em ®(U), g pode ser escrita como
O + (p)A(d6 + sin(6)ds?),
onde (p,0,¢) € (po,0) x (0,7) x (0,27) e pg > 0 é uma constante.

Podemos interpretar ®(U) como uma folheagao de esferas euclidianas de raio p = py

constante centradas em p cuja area, na métrica g, é
s 2 s 2w
A = [ [ Vide@ldsds = [ [ /TSmO dods - an (o)
o Jo 0o Jo

A métrica ¢ é a forma geral de uma métrica invariante por rotacio em R? centradas

em p. Quando B = (), a métrica é definida em todo o R?.

A escolha da coordenada r = f(p) é dita a escolha padrao, e é admissivel se e

somente se f for uma fungao crescente em p. O nimero 1o = f(pg) corresponde ao raio da
bola B.

Definicao 3.11. Seja (M, g) um espago-tempo, onde M C R? x R. Suponha que os
subconjuntos M, := {(z,t) € M;z € R}, com t € R fixado, sejam subvariedades tipo
espaco, e denote g; a métrica Riemanniana induzida por g em M;. Além disso, suponha
que as trajetérias dos vetores J; sao tipo tempo. Dizemos que (M, g) é esfericamente

simétrico se:

1. Cada variedade M; pode ser representada como R3\ By, onde B; é uma bola fechada,
centrada na origem (cada subvariedade (M, g;) é esfericamente simétrica) e, em
R*\ By,

ge = D dr? 4 12(d? + sin()2de?).

2. Para cada t, o g-comprimento e o representante da projecao do vetor tangente 0, a

linha temporal em M; sao invariantes pelo grupo de rotagao definido acima.

Lema 3.12. Um espago-tempo esfericamente simétrico (M, g) admite uma métrica da
forma

g = —e’dt* + erdr® + r*(df? + sin(0)d¢?),

onde A e v sao funcoes que dependem apenas de t e r.
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Demonstracdo. Primeiramente, note que uma funcao em R3\Bt invariante sobre o grupo
de rotacoes dado depende apenas de r e de t. Além disso, um campo de vetores invariante
por este grupo € tangente as linhas radiais e a sua norma depende apenas de r, para cada

t. Portanto, pela definicao acima,

g = —a(t,r)?dt? + 2b(t, r)dtdr + D dr? 4 12(d6? + sin(0)2d¢?).

b
Defina a 1-forma w := adt — — dr e considere v uma funcao que depende de r e t
a

tal que
e V2 = e V/? (a dt — édr)
a

é uma forma exata, isto é, existe uma funcio 7 : U C R* — R diferenciavel tal que

or
—v/2,
e V= —
dee_V/2w:€_V/2 (adt—édr) — ot — GQ@_’_bﬁ:O
a —B_V/2é _ ﬁ or ot
a or

Resolvendo a EDP acima, obtemos 7 e v, ambos dependendo de ¢ e r. Portanto,
g = —ad*dt* +2bdtdr + et dr* 4 r*(df* + sin(0)? d¢?)

= —(a®dt®> = 2bdtdr + a 20? dr®) + a 2% dr® + € dr® + r*(d6? + sin(0)? dg?)

a?
= —e’dr?* + M dr? + r?*(df? + sin(0)? do?),

2 2 -
- _ <adt — gdr> - (b - eA) dr? + r*(d6* + sin(6)* d¢?)

b2 _

onde e = — + ¢
a2

Renomeando 7 como ¢, obtemos o resultado. O

Teorema 3.13. Uma métrica esfericamente simétrica g é uma solugao das equacoes de
Einstein no vacuo se, e somente se, g é a métrica de Schwarzschild, que, em coordenadas

padrao, é escrita como

r T

2 om\
g=— <1 - —m) dt? + (1 - —m) dr? + r2(d6? + sin(0)d¢?).

Demonstracdo. Seja (2%, z' 2%, 23) = (t,r, 60 e denote - e 1 as derivacoes em relacao a t
M ) ) ) ) ) 3 3

e r, respectivamente. Como ¢ é esfericamente simétrica,

— 0 0 0 e’ 0 0 0
0 ¢ 0 0 - 0 e 0 0
i) = — Y —
(9:3) 0 0 2 0 (97) 0 0 r2 0
0 0 0 r*sin(f)? 0 7 %sin(f)?
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Portanto, segue da férmula

3 gkt gkk
Z 7 (0igji + Oj9u — Oigij) = 7(@'9% + 0;gir. — OkGij)
1=0

que os unicos simbolos de Christoffel nao nulos sao:

v N v A
F80:§' Tgo =€ /t_ F81:§ F(1)1:§
A A
Y = eA_VE Iy o I =r"" le))s =77
I, =—re? T3y=cot(d) Ti,=—re?sin(d)? T% = —cos(f)sin(h).

Além disso, as componentes nao triviais do tensor de Ricci, sao:

er/—/\y/ )\ )'\2 VA el/—)\y/)\/ ey—)\(V _ /\),l// 61/—)\]/// el/—)\(V/)2
Too = - = — 4+ — + + + -

r 2 4 4 4 2 2 4
ror = A
DD W e)‘_”)\(/.\—y) AN VN U (V)2
e T R S T
rey = —e <1+g(1/—)\’)>—|—1
r33 = Topsin(f)>

Como g é uma solucao das equagdes de Einstein no vécuo (r;; = 0 para todo 1, j),

segue que A = 0 e, portanto, A é uma funcio que depende apenas de r. Além disso,

) v
0=19 = —e¢ /\7:>V =0,

o que implica que v(r,t) = v(r) + f(t), onde v e f sdo fungdes suaves.

d
Defina 7 = /em)/2 dt. Como d—;— =02 > 06

2 -2
e’dt* = eve’ <;lt) dr? = e’ (%) dr? = e'dr?,

T

podemos escrever a métrica como
g = —evdt® + e dr® + r*(df* + sin(h)d¢?),

onde v nao depende de t.

Logo, podemos reescrever rgg € r1; cOmMo

00 r 4 4 9

r 4 2 4
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Portanto,
0 = 7(e* Y1y +r11)
,U/ ,U/)\/ (,U/)Q ,U// A/ ,U/)\/ ,U// (,U/)Q
- T(?_T+T+?+?+ T2 1 )
— 'U,+ )\l
e
v=-A+C, comC eR=¢"=¢e"¢"=Be?,
onde B > 0.
Como 199 = 0,
—1=rN)+1=0 = e +rle) =1
v e 1
— (") 4+ —=-
r r
d
— %an,/\) = ']“(ef)‘)/ + e r=1
— =14 —.
r
Defina m > 0 de tal forma que A = —2m e, fazendo uma escala na coordenada ¢, podemos

escolher B = 1. Portanto,

2 om\
g=— (1 . —m) 2 + (1 - —m) dr? + r2(d6? + sin(0)2d¢?),

r r

como queriamos demonstrar. O

Observacao 3.14. Fisicamente, a métrica de Schwarzschild é um modelo simplificado de
um sistema isolado com um buraco negro de massa m. O conceito de buraco negro em um

espago-tempo sera definido mais adiante no texto.

Durante a demonstragao acima, obtemos um resultado importante sobre a solugao

das equagoes de Einstein no vacuo conhecido como Teorema de Birkhoff.

Teorema 3.15 (Birkhoff). Um espago-tempo suave esfericamente simétrico que é solucao

da equacao de Einstein no vacuo é necessariamente estatico.

Observacao 3.16. Os slices de M, isto é, as subvariedades de M obtidas quando t é
constante, sao conformemente planos. Para observar isso, introduza uma nova variavel r
tal que r dependa de 7. Entao,

2
dr = %d? = dr? = (%) di?
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onde gg» := df? +sin(f)*d¢? é a métrica usual de S?. Portanto, os slices sio conformemente

planos se, e somente se,

om\ " [dr\? 7\ 2 dr v (r—2m\"? (r? — 2mr)1/2
]- - < - - — - — = - =
r dr T dr 7 r T
dr dr dr
— — = e .
T Vr2 —2mr V(r—m)2 —m?

Defina w tal que r — m = mcosh(w). Entao, dr = msinh(w)dw e

| Tt | =

Portanto, w = log(¥) + C' e, consequentemente, e = C7, onde C' é uma constante real.

Entao,

m 1 r
= h = — r —_— — =
r =m +mecosh(w) =m + 5 (C’r—l—&:) = =

2
Tomando C' = —, obtemos
m

r  2m m? <1+m)2:> ~(1_1_771)2
Fooo2r 472 2F 2F
Logo,
L 2m<1+m>—2_ om 47 _(2f+m)2—8mf_<2f—m>2
r 7 27 Fo2F +m)? (2F +m)? 2F +m
[§

2% —m) > m\*, 5 .
o= (5rom) @t (1 5) (0 7 (@ sinopa)).

Definindo (Z, 7, 2) := 7r *(z, vy, z) = (7Fsin(f) cos(¢), 7 sin(f) sin(¢), 7 cos(f)), obtemos que
P+ 7+ 2 =7 e d?’ +dy° + dF* = di* + 7 (d6? + sin(0)?de®). Portanto,

2r —m 2 m\ 4
_ 42 (1 —> 42 + di? + d32
9 (2f+m) (1t g) (@7 +dit+d=),

como queriamos demonstrar.

3.2 As equacdes de vinculo de Einstein

Seja (M, g) uma variedade Lorentziana e M uma hipersuperficie tipo espaco com
métrica Riemanniana induzida g. Seja U um campo vetorial em M tipo tempo definido
localmente e considere um tensor T' € Ty(M) tal que (M,g) satisfaca as equacdes de
Einstein

G=Ric—-g=T.

N | W
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Defina J := (=T(U,")). € X(M). Entdo,
—TU,)=J = Zjiﬁijdxj = —T(U,0) = Z 7'g Tik

,J
— = F'TU,8) = Z T'g4g" =
k

Portanto, T =-7 (U, Zg”@).

J
Escreva J = uU + J, onde J € X(M). Entao,
TUU)=~T (U)=—(J,U)=—pu(U,U) =

3
e se {Fy, ..., E,} for um referencial ortonormal para T'M, entao J = Z J'E; e, para

ie{l,..,n},

=1

TWU,E) = T(U Y g¢* (Ei,akmj) =Y (B, 0, 9" T(U,0;)

jk=1

= - 7 <E'L7ak>g = <Eza J>f
k=1
= - <EZ,,uU+ZJ’“Ek> == J"q
k g k=1
= —Ji=-— I gin.-

Observacao 3.17. Se U apontar para o futuro, segue da condicao de energia dominante

que J é causal e aponta para o futuro. Logo,

3 1/2
0> (J,J) = (WU + J,uU + J)g = —p* + | J|5 = p > || T]l, = (Z JZJi) :
Teorema 3.18. Nas condigoes acima, valem as seguintes equagoes em M:

~ 1Bl + 1 = 2

2. div, B — d(tr, B) = J.

As equagoes acima sao chamadas de equagoes de vinculo (em inglés, constraint

equations).

Demonstracao. Seja {Ey, Eo, E3} um referencial ortonormal local em M.
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1. Aplicando a equacao de Gauss, obtemos

> (R(E;, E))E;, Ej). = > (R(E;, E;)E;, E;), — (II(E;, E;), I (E;, E;)), +
i,j=1 ,j=1
+(I1(E;, ), I(E;, E))),
= S—|B|+H".
Por outro lado, como (U, U>§ = —1, segue que

Ric(E, B;) = — (R(E;, U)E, Uy + > _(R(E;, E;)E;, Ej)

j=1
e, portanto,
> (R(E; E))E;, Ej), = > “Ric(E, ;) + (R(E;, U)E;, U),
i,j=1 i=1

— 54 2R, U) = 2 <m(U, U) — %Eg(U, U))
— 2T (U,U) = 2.

2. Aplicando a equagao de Codazzi, obtemos que, para todo X € X(M),

i}‘#(&, X)E; = i — (VeI (X, E) + (VxII)(E;, E)).
Como (R(U, X)U,U) =0 ¢ <T#(Ei,X)EZ-, U> = (R(E;, X)E;, U), segue que
Ric(X,U) = —(R(X,U)U,U) + i (R(X,E;)U, E;)

i=1

= zn: (R(E;, X)E;,U)

i=1

— zn: (—=(VEgI)(X,E;) + (VxII)(E;, E;),U).

Podemos reescrever o primeiro termo do somatorio como

—(VeI(X,E) = —(Vg(I(X,E))— I(VgX, E)—1I(X,VgE;))
= V3. (B(X,E;)U)— B(Vg,X, E)U — B(X,Vg,E;)U.

Como <inU, U> = 0, segue que

vﬁ(B(Xa EZ)U> = (in(B()Q Ez‘)U))L = E,L»(B(X, Ez))U

— (VI (X,E) = Ei(B(X,E))U — B(Vg,X, E)U — B(X,Vg,E)U.
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Portanto,

n n

> —(VelI(X,E) =Y (Vg B)(X,E)U = (div, B)(X)U.

i=1 i=1
Para calcular o segundo termo do somatério, assuma que as coordenadas sao as
coordenadas normais em (M, g) em p € M e que {E, ..., E,,} é o referencial obtido
do sistema de coordenadas. Entao, (VxE;)(p) = 0 para todo i € {1,...,n} e X €

T,M. Como os simbolos de Christoffel sao identicamente nulos em p, d(tr, B)

d (iB(EuEZ))

=

, € <VXU, U> = 0, segue que, em p:

p

n

S (VxI)(E,E) = Y Vx(I(E;, E;) — 21(Vy,E;, E;)
i=1 =1

- i ViUI(E, E) =) —X(B(E;, E))U

=1

= —d(tr, B)(X)U.
Portanto,

Ric(Xn) = S (~(ValD)(X, E) + (Tx)(E, E),U)
— {div, BYX)U — d(te, B)(X)U.0)
— —(div, B)(X) + d(tr, B)(X).

Por outro lado, como X | U, Ric(X,U) =T(X,U) = — (J,X)5 = (J, X),. Fazendo
X = F;, obtemos o resultado. [

Note que os vinculos obtidos nao involvem derivadas com relacao a variavel tipo

tempo de g.

Observacao 3.19. Em termos fisicos, podemos pensar p como a densidade de energia

local e J como a densidade de corrente local de um espaco tempo.

Observagao 3.20. Considere o caso simétrico com relagao ao tempo (em inglés, time
symmetric), isto é, quando B = 0. Entao, as equagoes de vinculo podem ser escritas como

S =2u e J=0. Pela condi¢ao de energia dominante, segue que
S=2u>0.

Em particular, quando 7' = 0 (vacuo), S = 0.

Um dos principais problemas em Relatividade Geral é a obtencao de solucoes para

as Equacoes de Einstein a partir de um dado inicial.
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Definicao 3.21. 1. Um conjunto de dados iniciais é uma tripla (M, g, B), onde M
é uma variedade n-dimensional, g é uma métrica Riemanniana em M e B € T9(M)

é um tensor simétrico;

2. Um desenvolvimento de um conjunto de dados iniciais é um espaco-tempo (M, g)

tal que existe um mergulho i : M — M que satisfaz as seguintes propriedades:

a) A métrica g é o pullback de g por i, isto é, g = i*g. Em outras palavras, se M é
identificado com sua imagem My :=i(M) C M, g é a métrica induzida por g
em MO;

b) A imagem de B por i ¢ a segunda forma fundamental de M, como subvariedade
de (M, g).

3. Um desenvolvimento (M,q) de (M, g, B) é dito um desenvolvimento Einsteini-

ano se g satisfaz as equacoes de Einstein em M.

Segue do Teorema 3.18 que os dados iniciais (g, K) satisfazem as equagoes de

vinculo de Einstein.

H&a uma extensa literatura envolvendo a existéncia e unicidade de solucoes para o
Problema de Cauchy para as equagoes de Einstein. Para mais informagoes, veja os livros

(CHOQUET-BRUHAT, 2009; RINGSTR6M, 2009).

3.3 Algumas nog¢oes sobre causalidade

Exceto quando mencionado, (M, g) serd uma variedade Lorentziana orientével pelo

tempo (quando M for um espago-tempo, ele também sera orientavel pelo tempo).

Nesta sec¢@o, denotaremos Iy como o compacto [0,1] C R.

3.3.1 Cronologia e causalidade

Definicao 3.22. Uma curva tipo tempo que aponta para o futuro (respectivamente,
aponta para o passado) é uma curva diferencidvel por partes ¢ : [y — M tal que ¢ (t7)

aponta para o futuro (respectivamente, ¢'(t~) aponta para o passado), para todo t € Io.

A defini¢ao de curvas causais ou tipo luz que apontam para o futuro ou passado é

andloga a definicao acima.

Observacao 3.23. Na definicao acima, nao consideramos curvas cuja imagem é um inico

ponto.
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Definigao 3.24. Dizemos que um ponto g € M estd no futuro cronolégico (em inglés,
chronological future) de p € M se existe uma curva tipo tempo que aponta para o futuro
que liga p a ¢q. Denotamos p < ¢ se ¢ esta no futuro cronoldgico de p e definimos o futuro

cronolégico de p, I (p), como
I*(p):={ge M;p<q}.

Podemos adaptar a defini¢ao acima e definir o passado cronolégico (em inglés,

chronological past) de um ponto p € M como

I7(p) :=={q € M;q < p},
isto é, existe uma curva tipo tempo que aponta para o passado que liga p a q.

Observacao 3.25. Segue da definicao acima que, se p,q,r € M tais que p < ¢ < r,
entdo p < r. Além disso, se p < ¢, entdao I (q) C I (p) e I (p) C I (q).

Dado um subconjunto A C M qualquer, podemos definir o futuro e o passado
cronolégico de A como
I*(A) = | I*(p).
pEA
Assim como fizemos para curvas tipo tempo, podemos fazer o mesmo tratamento

para curvas causais.

Definigao 3.26. Dizemos que um ponto ¢ € M esta no futuro causal (em inglés, causal
future) de p € M se existe uma curva causal que aponta para o futuro que liga p a g.
Denotamos p < ¢ se ¢ esta no futuro causal de p e definimos o futuro causal de p, J*(p),

como
Jt(p) :=={q € M;p=<q}.

Também podemos definir da mesma maneira o passado causal (em inglés, causal

past) de um ponto p € M.

Observacao 3.27. Analogamente ao caso cronoldgico, obtemos o seguinte resultado:
dados p,q,r € M, se p < q < r entao p < r e, dados p,qg € M com p < ¢, obtemos
JHa) ST (p) e J (p) €T (a).

Tamgém podemos definir o futuro e o passado causal de um subconjunto qualquer
A C M como

TEHA) = | T ().

peEA

A seguir, faremos um exemplo simples que ilustra as propriedades definidas anteri-

ormente.
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Exemplo 3.28. Seja (M"™!, g) o espaco de Minkowski de dimensdo n+1, isto é, M = R™*!

e

g = —(dz")* + Z(dxl)z

Esta métrica é invariante por translacdes em R™"!. Pela Proposicio 1.31, podemos definir
uma estrutura causal em M da seguinte forma: em cada xqg € M um cone C’;O no espaco

tangente T, ,R™"! definido por
N 1/2
v= ("0, ") e’ "> (Z(v’f) .
i=1

Além disso, a estrutura causal é invariante por translacoes em R" ™. Portanto, obtemos o

seguinte resultado:

Proposicao 3.29. No exemplo acima,

n
1 It (xg) =< o= (22", ..., 2") € R"™; (2" — 20)* — Z(af;Z —20)?>0,2° > xg}. Além
i=1
disso, I (zo) é um conjunto aberto;

2. J"(zg) = {x = (2% 2", ..., 2") e R" (2% — 20)? — Z(:L‘Z — ) >0,2° > xg}. Além

i=1

disso J () = I (z0);

3. A fronteira 0J" (zg) = dI(xy) é o conjunto das geodésicas tipo luz que partem de

Zo,
n
{x = (2% 2", .., 2") € R" (20 — a)? — Z(x’ —z0)?=0,2> .778} .

Demonstracao. Primeiramente, note que as geodésicas do espago de Minkowski que partem
de z sao as retas que passam por xg. Em coordenadas locais, elas podem ser parametrizadas
por c(t) — zy = at, onde c(t) = (2°(t),z'(t),...,2"(t)) e a = (a°,d',...,a") € R"*,

Uma geodésica é tipo tempo ou causal que aponta para o futuro se, e somente se,

& 2 n 1/2
a’ > (Z(ai)2> se for tipo tempo que aponta para o futuro e a® > (Z(ai)2) se

i=1 =1
for causal que aponta para o futuro. Portanto,

i=1

{:1:' = (2% 2", .., 2") € R"M (20 — af)? — Z(:CZ —20)?>0,2° > a:g} C I't(xo)
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Agora, tome z € IT(xg) e c: [0,1] — M, c(t) = (2°(¢),2"(t),...,2"(t)), uma
curva suave por partes, tipo tempo e que aponta para o futuro que liga xy a x. Sejam
to = 0,t1,....,tx = 1 € [0,1] tal que c[g,_,+,) ¢ uma curva suave para todo j € {1,...,k}.

1/2
da” mda?
Como -2 < (Z ( i > ) para todo t € [0, 1], temos que, para cada j € {1, ..., k},
i=1

dt dt

L da0 ti " fdat\ 12
2t;) — 2t 1) /t z dt>/tjl ;(dt) dt.

O lado direito da desigualdade acima é o comprimento da curva

cit€tj1,tj] — (2'(t),...,2a"(t)) € R",

que é maior ou igual ao comprimento do segmento de reta que liga (z'(t;_1),...,2"(t;_1) a

n

1/2
(z'(t), ..., 2" (L;)), (Z (27(t; 1) —xi(tj)f) . Portanto,

i=1

2 =) =2%(1) —2%0) = Y a’(t;) —2°(t; )

V
<
I e
o
P2
VR
H'M:
o
VR
oW
Sy
~
(Y]
~__—
—
~
[\
QL
~

n 1/2 n 1/2
> ( (xz(l) — xz(O))Q) = (Z (xZ — m6)2> .

i=1
Como c|y;_, +,] ¢ uma curva tipo tempo que aponta para o futuro, para todo j € {1,...k},

segue que
k
2°(t;) — 2°(t;_1) > 0 para todo j € {1,..k} = 2° — 2 = Zxo(tj) —2%(t;1) > 0,
j=1

0 que prova a).

A demonstragao de b) é andloga a de a) e ¢) é uma consequéncia direta de a) e
b). O

Observacao 3.30. A proposicao acima pode ser adaptada para se obter um resultado

analogo sobre passados cronoldgicos e causais do espaco de Minkowski.

3.3.2 Propriedades globais sobre causalidade

Nesta secao, enunciaremos alguns resultados globais sobre passados e futuros
cronolodgicos e causais de um espaco-tempo. Para comegar, enunciaremos um resultado

que fala sobre a existéncia de uma base especial para a topologia de um espacgo-tempo.
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Teorema 3.31. Um espago-tempo (M, g) admite uma cobertura por uma familia de sub-
conjuntos limitados de M, chamados subconjuntos fundamentais, da forma I (p,U)N
I (q,U), onde I'"(p,U) e I (q,U) sao as restrigoes conexas de I'*(p) e I~ (q) para alguma

familia de conjuntos abertos U contidos nos dominios das cartas de M.

Para provar o resultado acima, precisaremos do seguinte lema:

Lema 3.32. Toda métrica Lorentziana pode ser escrita localmente como

—N?*(dz°)* + Z gizdx'da’.

1,5=1

Demonstracio. Seja @ : (v°,y',....y") — (2% 2%, ...,2") uma mudanca de cartas com

1" = y°. Entdo, para i € {1,...,n},
- 0 ok 0 &
gio = (8y > (Z Dyt Oxk’ Z oy 8xl>
B Z oz (9:(; 0 i B oz n i 8_:1:’
N oyt 8y oxk’ ozt ) p oyt Jko — I oyl |-

k,1=0

Fazendo @}0 = 0, obtemos

dy' Ox* ( ! = oz
0= A 9k0+29k1 o ngo+ngl—O, para todo k € {1,...,n}.
k,i=0 Oz 8y dy =1 y
Resolvendo o sistema acima, obtemos z! = xl(yo,yl, . y") que satisfaz as condig¢oes
necessarias. O

Demonstracao do Teorema 3.31. Basta provar que cada ponto de um dominio de uma
carta de coordenadas {2 admite uma vizinhanga contida em um subconjunto descrito pelo

enunciado do teorema. Pelo Lema anterior, podemos escrever a métrica g como

n
g = —N2(dl’0>2 + Z gl]dxldxj
ij=1
Portanto, para cada p € M, os vetores v € T, M tipo tempo que apontam para o futuro

(respectivamente, passado) satisfazem

n
N%(p)(v°)* — Z gi;(p)v'v! > 0ev” >0 (respectivamente, v" < 0).
ij=1
Como a métrica tipo espaco é uniformemente continua no dominio relativamente
compacto (2 para uma topologia definida por uma distancia Riemanniana (em particular,

a distancia euclidiana d. ), dado € > 0, existe § > 0 tal que

de(p,q) <6 = [N(p) = N(g)| <ee | > g;(p)v') — gij(q)v'v!| <& ()

ij=1
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Tome ¢ um ponto na curva tipo tempo que aponta para o passado que parte de
um ponto py € 2 com coordenadas x'(t) = " (po) e tal que d.(po, q), /2. Entdo, para todo
p € Qo :={p € Q;d.(po,p) < I/2}, vale

de(p,q) < de(p, po) + de(po,q) < 0/2+0/2=6.
Suponha, sem perda de generalidade, que os coeficientes da métrica em ¢ satisfazem
N(q) =1 e gij(q) = ;-
Portanto, o cone tipo tempo futuro em g, C’;, é

. 1/2
V0 > (Z(UZ)2>

=1

e, em ), vale (se 0 <e < 1)

e>[N(p) = N(g)| =[N(p) -1l =1-e<N(p) <l+e

(1—523 <Zgw Wil < (14¢) Y (vF)2
k=1

O cone tipo tempo futuro em p é

. 1/2
p)° > (Z 91 (p)v'v? >

4,j=1

e, em p, as curvas tipo tempo que apontam para o futuro satisfazem
4 ' do 2
T ' dx
> N i —_— .
dt (Z YWl g )
Portanto, segue das desigualdades anteriores que
1/2 . 1/2
dx? Z dx dx’ - 1 a ) "L (dat\?
- ; —€
dt 9505 ar 1+c 2\ dt
n ; 1/2
1—¢ Z dz®
l+e \ =\ dt '

Agora considere uma curva ¢ : Iy — C;, ¢(t) = (= 01), 2 (t ) ( )) tipo tempo

que aponta para o futuro que parte de ¢ (em coordenadas locais, z(q) = (y°, %", ...,y™), com

y’:=2%(q) > 0 ey’ =12'(q) = 2'(po)). Como /01 (

euclidiano da curva t — (z'(t), ..., 2"(t)), segue que

[(E(5)) wsuon

) dt é o comprimento
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onde p = ¢(1). Portanto, se a imagem de ¢ estd contida em 2y, os pontos p em c¢(lp),

que em coordenadas locais podem ser escritos como z(p) = (2°, 2, ..., 2™), pertencerdo ao

+

conjunto aberto C/,, que em coordenadas locais pode ser escrito como

n 1/2
1 — . .
(IO,$17.,.,$n);$O—yO> 1+z <Z (xl_y%)2>

C’; , representa um cone com vértice em q.
, da® da’ :
Por outro lado, considere uma curva que parte de g tal que — =1 e = o,

dt dt

para i € {1,...,n}, onde o' sdo constantes que satisfazem

n_ 1/2 1 e
(Z(OA ) STte

i=1

Pelas desigualdades anteriores, esta curva é tipo tempo que aponta para o futuro pois,

para todo ponto p na curva,

n 1/2 1/2
NGy (Z gij<p>aiaf) < N ((1 +e) <a’f>2>
| T 1-c 1

l—¢ 1+e¢ ite

3

<1

e, portanto,

dx® n dat dod 1/2 n 1/2
x _ T axr - iJ
E—N(P) ' (Z gz‘j(P)%E> =1-N(p)™! (Z 9 (p)a 04]) > 0.

i,j=1 ,j=1

dt dt 1+¢’

¢é o conjunto aberto C’;b, que em coordenadas locais pode ser escrito como

1/2
; n
. . da® dx’ i in2 1—¢
Como a uniao das curvas que satisfazem — = 1e = o', com g (") <
ij=1

" 1/2
n l+¢ i i
(J,’O,.fl’...,l’ );yo_‘r0> 1—¢ (Z(x _y)z) )

=1

e representa um cone com vértice em ¢ que contém o ponto py, que em coordenadas locais
é descrito como (0,z'(q), ..., z"(q)). Como C;“b é aberto, existe uma vizinhanca V* C M

de pp.

Substituindo futuro por passado e vice-versa nos argumentos acima, obtemos que
curvas tipo tempo que aponta para o passado e que parte de um ponto r no futuro de pg

estao contidas em um cone convexo C, , com vértice em 7 e preenchem um cone convexo
C,,, ambos invariantes por translacao e que contém uma vizinhanca V=~ C M de py.
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Como C; W C’;fa e O, N O, sao abertos e relativamente compactos, segue que, se
V:=VtNV~, entao

Vel , NG, ST (g, ) NI (r,Q) < Cr,NCr,,
o que prova o Teorema. O

Como consequéncia do teorema acima, provaremos um resultado importante sobre

o passado e o futuro cronoldgicos de um subconjunto A C M.

Corolério 3.33. Para todo p,q € M, I'*(p) e I (q) sao abertos em M.

Demonstragdo. Seja py € IT(p) e ¢ : [y — M uma curva tipo tempo que aponta para o
futuro que liga p a py. Pelo teorema anterior, existe uma vizinhangca U C M de py contida
em I(q) com p < q < po. Entao, g € I (p) pois I7(¢q) C I'T(p) quando ¢ < p. O

Agora enunciaremos alguns resultados locais envolvendo passados e futuros cro-
nologicos que envolvem conceitos de vizinhancgas normais. Para mais informacoes, veja

(CHOQUET-BRUHAT, 2009).

Proposicao 3.34. Todo ponto de uma variedade Lorentziana admite uma vizinhanca
aberta U C M tal que

1. A restricao conexa f+(p, U) de U do conjunto de pontos que podem ser ligados por
geodésicas tipo luz que partem de p, f+(p) ¢ difeomorfa a uma bola do cone de luz
I (p) € T,M;

2. A restricao conexa a U do conjunto de pontos que podem ser ligados por geodésicas

tipo tempo que apontam para o futuro que partem de p é o interior de It (p,U).

Demonstragao. Veja o Teorema 7.4 do Capitulo 12 de (CHOQUET-BRUHAT, 2009). O

Proposicao 3.35. Seja U uma vizinhanca normal aberta de algum ponto py € M. Entao,
p € I (po,U), isto é, um ponto p € U pode ser ligado a py por uma curva tipo tempo que
aponta para o passado se, e somente se ¢ interior a It (po, U), isto é, seu representante X

satisfaz

—(XO?2+) (X2 <0, X°>0.
i=1
Além disso, p pode ser ligado a pg por uma unica geodésica tipo tempo.

Demonstragao. Veja o Teorema 7.5 do Capitulo 12 de (CHOQUET-BRUHAT, 2009). O

Proposicao 3.36. Seja U uma vizinhanga normal aberta de algum ponto py € M.
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. Um ponto p € M pode ser ligado a p, por uma curva causal que aponta para o

passado se, e somente se seu representante X satisfaz

—(X?+ > (X)? <0, X°>0;

=1

. Seja p € U tal que p € JT(po, U)\I" (po, U). Entao existe uma tinica curva causal

em U de py a p e essa curva é uma geodésica tipo luz;

. Sejam p,q € U tais que p € J*(po,U) e ¢ € IT(p,U). Entao q € I (po, U);

. 0J T (po,U) = &I (po, U) é o conjunto de pontos de U que podem ser ligados a po

por geodésicas tipo luz em U.

Demonstragao. Veja o Teorema 7.7 do Capitulo 12 de (CHOQUET-BRUHAT, 2009). O

Agora provaremos o resultado global.

Teorema 3.37. Sejam p,q € M.

1.Sep < qgeq < pp, entdo p < po. Em outras palavras, se ¢ € J(p), entao

I*(q) € I (p);

2. J(p) € I*(p);
3. Se g € JT(p)\I"(p) entdo a tinica curva causal entre p e ¢ é uma geodésica tipo luz;

4. Se J*(p) é fechado entao

a) J*(p) = I*(p);
b) &JF(p) = dIT(p) = J*(P)\IT(p) = ['(p) é o conjunto de pontos de M que

podem ser ligados a p por geodésicas tipo luz.

Demonstracao. 1. Sejam py € I7(q) e considere ¢ : [y — M uma curva causal que

aponta para o futuro ligando p a q e ¢ : [y — M uma curva tipo tempo que aponta
para o futuro que liga ¢ a pg. Como ¢(Iy) é compacto, podemos o cobrir com um
numero finito de vizinhangas normais U; com centro em c¢(t;), ¢ € {1,...,n}. Além
disso, podemos escolher ¢; de tal modo que 0 = ¢, < t, 1 < ...<t; =1lec(tiy1) €U;
para todo i € {1,...,n — 1}. Aplicando o item c) da Proposi¢ao 3.37 na vizinhanca
U, centrada em c(t;) = ¢, podemos ligar qualquer ponto de c¢(Iy) N U; a qualquer
ponto de é(Iy) N U; por uma curva tipo tempo que aponta para o futuro. Como
¢ = c(t2) € Uy, g2 <€ ¢ < po. Se g2 = p, ndo hd mais o que demonstrar. Caso
contrério, repita o argumento anterior para a vizinhanga U, centrada em ¢(t3). Como
o numero de vizinhangas {U;} é finito, obteremos uma curva tipo tempo que aponta

para o futuro ligando p a pg.
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2. Seja ¢ € J*(p). Entdo, pela representacao local via coordenadas normais, existe uma
sequéncia (g,) em I7(q) tal que g, — ¢. Pelo item anterior, ¢, € I7(p) e, portanto,
q =limg, € I*(p).

3. Seja ¢ : Iy — M uma curva causal que aponta para o futuro ligando p e ¢. Como
c(1p) é compacto, podemos cobri-la com uma colec¢ao finita de vizinhangas normais
U,Uy,...,U,41 com centros em pontos da curva. Defina pg :=p € U, ppi1 =q € Uyy1
e, para cada m € {1,...,n}, tome Py, ¢ € U, Ne(lp) tais que pr < ¢, Pm 7 G,
Pmi1 € Up, € Py esté entre p,, e g, na curva, enquanto ¢,,+1 € U,,+2. Entao, pelo
item b) da Proposicao 3.37, a curva ¢ é uma geodésica tipo luz entre p,, e g, para

todo m € {1,...,n}. Portanto, ¢ é uma geodésica tipo luz que liga p a q.

4. a) Segue do item b) e do fato que I (p) C J*(p).

b) Segue do item c) que se ¢ € 9J " (p), entao existe uma tinica curva causal (mais
precisamente, uma geodésica tipo luz) ligando p a ¢. Portanto, 9.J % (p) é gerado

pelas geodésicas tipo luz que partem de p. O]

3.3.3 Hiperbolicidade global

Sabe-se que toda variedade diferenciavel M pode ser munida de uma métrica
Riemanniana e de tal forma que (M, e) é completa (veja o Lema 11.1 de (RINGSTRSM,
2009)). Além disso, toda métrica Riemanniana é compativel com a estrutura diferencidvel
de M sao uniformemente equivalentes em todo subconjunto compacto. Portanto, podemos
definir em M uma métrica d, da seguinte forma: dados p,q € M, defina a distancia entre

p e q, d.(p,q) como o comprimento de uma geodésica minimizante em M que liga p a gq.

Podemos definir o e-comprimento de uma curva ¢ : [y — M (comprimento de ¢

dada a métrica Riemanniana e) de classe C' como
1
l(c) == / | (¢)|] dt.
0

A seguir, demonstraremos um resultado 1til para a caracterizagao de certos tipos

de espacos-tempo.

Lema 3.38. Em um aberto fundamental do Teorema 3.31, o e-comprimento de uma curva

causal ¢ limitado.

Demonstracao. Como em um conjunto compacto, todas as métricas Riemannianas sao

equivalentes, basta provar que para a métrica da Observacao 2.59,

e=g+2(X"®X"),
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onde X € X(M) é um campo vetorial unitdrio tipo tempo, o e-comprimento de qualquer
curva causal é limitado. Seja ¢ : Iy — U, c(t) = (x*(t), ..., #"(t)) uma curva causal definida

em um aberto fundamental do Teorema 3.31. Entao, por hipétese,

& dz' da? & dz* dx? & dz’ dxj
= 2X;X; — X;
Jz_g” dt dt ;) (e = 2%X0) g g =0 ]Z_e” dt dt = (Z dt)

0
Agora considere uma curva causal que aponta para o futuro, isto é, — > 0.

dt

Escolha 2° como o parametro de arco e tome X um vetor tangente unitério ao eixo

coordenado z°. Entéo, o e-comprimento de ¢ satisfaz

n S\ 12
dz* da’ 0
ee(c):/fo<zeij@@) dx® <f/ > —dx =2 E)Nd:v,

2,7=0

onde N = g(0y, dy) do Lema 3.33. Portanto, o e-comprimento de ¢ é limitado. ]

Agora considere uma curva ¢ : Iy — M de classe C° e considere & = {0=1t <
ty < ... < tp = 1} uma parti¢do de Iy. Definimos o comprimento da poligonal formada pela

particao & como
k-1

L 2)) = 3 deleltiva) (t)

i=1
Segue da desigualdade triangular que, quando refina-se uma particao, o comprimento da

poligonal aumenta.

Definicao 3.39. Dizemos que uma curva c: Iy — M ¢ retificavel se existe um M > 0

tal que l.(c(Z?)) < M para toda particao & de I. Além disso, chamamos o niimero
le(c) == sup{l.(c(2)); & é uma partigao de Iy}

de comprimento da curva c.

Quando a curva ¢ é de classe C'', o comprimento da curva é igual ao e-comprimento

de c.

Definigao 3.40. Dados p,q € M, chamamos de P(p,q) como o conjunto de curvas
retificaveis de M que ligam p a q parametrizados proporcionalmente ao seu comprimento

de arco.

Podemos definir uma métrica em P(p, q) da seguinte forma: dadas duas curvas

retificaveis ¢y, co : Iy — M que ligam p a ¢, defina

D(Ch 02) ‘= sup de(cl(t)v CQ(t)) + |£e(cl) - 66(02”'

telp
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Lema 3.41. O conjunto P(p,q) munido com a fungdo D definida acima é um espago

métrico completo.

Demonstragao. Segue das propriedades de d, e do médulo que D é uma métrica em P(p, q).
Portanto, basta provar que D é uma métrica completa em P(p, q). Seja (¢,,) uma sequéncia

de Cauchy em P(p, q).

Primeiramente note que, como |l.(c1) — €(co)| < D(cy, c2) para quaisquer ¢y, ¢a €
P(p,q), segue que a funcao £, : P(p,q) — [0, 00) é Lipschitz-continua. Portanto, ({(c,)) é

uma sequéncia de Cauchy em R e, portanto, existe ¢, € R tal que £, = lim /.(c,,).

Agora provaremos que D é uma métrica completa. Como (¢,) é uma sequéncia de
Cauchy em P(p, q). Entao, dado € > 0, existe ng € N tal que D(c,,, ¢,) < €, para quaisquer

m,n > ng. Como

sSup de(cm(t)v Cn(t)) < D(Cma Cn) < € para todo m,n = ng,
tely

segue que (c,) é uma sequéncia de Cauchy em C°(Iy, M) com a métrica uniforme

d(c, ¢) = sup d.(c(t), &(t)).
tely
Como d, é uma métrica completa de M, segue que C°(Iy, M) com a métrica uniforme
é completo e, portanto, existe co, € CY(Iy, M) tal que ¢, — cs nessa métrica. Agora

provaremos que ¢, € P(p,q). De fato, seja & uma particao de [y. Como ¢, — ¢

uniformemente, existe ny € N tal que de(cp, (), coo(t)) < para todo ¢t € Iy. Entao,

1
2(k — 1)
Len(P) = Y delenltin). ex(t)

k—1
Z de(coo (ti—l-l)a Cny (ti+1)) + dE(Cno (ti+1)7 Cny (tZ)) + de(cno (ti)v Coo (tz))

=1

— 1 1
< Le(ng) +; (Q(k_ 5t e 1)) = lo(cpy) + 1.

IN

Como (l.(c,)) é uma sequéncia convergente em R, existe M > 0 tal que £.(c,) < M para

todo n € N. Portanto, para toda particao & de I,
(e(cno( P)) < luleny) +1< M +1 < o,

0 que prova que ¢, € P(p,q). Logo, le(cs) = Le(lime,) = lim l.(c,) = ls, O que prova
que D é completa. O

Agora iremos generalizar o conceito de curvas causais para curvas continuas.
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Definicao 3.42. Dados p,q € M, dizemos que uma curva continua c : Iy — M é uma
curva continua causal que aponta para o futuro (em inglés, future-directed continuous
causal curve) se, para cada ty € Iy existe um subintervalo aberto J C I contendo ¢, e uma
vizinhanga convexa U de c(ty) tal que se t1,ty € Iy com t; < ta, c¢(t1) < ¢(t2). Denotamos

o conjunto de curvas continuas causais como C(p, q).

Observagao 3.43. Seja C(p, q) o fecho de C(p, q¢) com respeito a topologia induzida por
P(p, q) e considere a fungao f : Iy X P(p,q) — M definida por f(t,c) = c(t). Entao, f é

continua e

f(lo xC(p,q)) € J*+(p) N J=(q) para todo tgy € 1.

De fato, tome py € f(Io xC(p, q)). Entdo, py = c(to) para algum ¢ € C(p, q) e ty € Iy. Como
¢ € C(p, q), existe uma sequéncia (c,,) em C(p, ¢) tal que ¢, 2 ¢ e, portanto, cn(to) = c(to).
Como ¢, € C(p,q), existe uma curva suave por partes, causal e que aponta para o futuro
ligando p a ¢, (tp) e uma curva suave por partes, causal e que aponta para o futuro ligando
cn(to) a q. Logo, c,(to) € J"(p) N J (q) e, consequentemente, py = c(ty) € J*(p) N J(q).

Logo, segue do resultado acima que

JH(p)NJ(q) € f(Io xC(p.q)) € J*+(p) N T (q).

Definicao 3.44 (Leray). Dizemos que um espago-tempo M é globalmente hiperbdlico

(em inglés, globally hyperbolic) se, para quaisquer p,q € M, o conjunto C(p,q) é um

subconjunto compacto de P(p, q).

A definicao acima foi a primeira definicao de um espaco-tempo globalmente hi-
perbdlico e foi utilizada para a existéncia do Problema de Cauchy de uma EDP hiperbdlica.
Para mais informagoes, veja (LERAY, 1953).

Como veremos na proposicao a seguir, um espago-tempo globalmente hiperbdlico

impossibilita a existéncia de certos tipos de curvas.

Proposicao 3.45. Nao existem curvas continuas fechadas causais que apontam para o

futuro em espacgos-tempo globalmente hiperbdlicos.

Demonstracao. Suponha que exista uma curva fechada causal ¢ : [y — M e considere a
sequéncia ¢, : Iy — M, obtida percorrendo n vezes a curva c. Esta sequéncia nao admite
uma subsequéncia convergente pois o comprimento de ¢,, £.(c,) é igual a nl.(c). Portanto,

C(p,q) ndo é um conjunto compacto. O]

Existem varios critérios que dao condi¢oes necessarias e suficientes para dizer se

um espacgo-tempo é globalmente hiperbdlico. O primeiro deles é o seguinte:

Teorema 3.46. As seguintes afirmagoes sao equivalentes.
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1. M é globalmente hiperbdlico;

2. Dada uma métrica Riemanniana completa e em M, todas as curvas continuas causais
que apontam para o futuro ligando dois pontos quaisquer p,q € M possuem um

e-comprimento uniformemente limitado por K, ,.

Demonstragao. Suponha que a) seja verdadeira. Como, para quaisquer p,q € M, C(p, q) é
compacto e £, ¢ uma fungao continua na topologia de P(p, q) definida anteriormente, £,

admite um méximo K, , neste conjunto.

Agora suponha que b) seja verdadeira. Como m é um subconjunto de
P(p,q) :={c: Iy — (M,e); ¢ é continua},

seguird do Teorema de Arzela-Ascoli que C(p, q) serd compacto se

1. Xy :={c(t);c € C(p,q)} é compacto para todo t € Iy;

2. C(p,q) é equicontinuo na topologia de M.

Provaremos que a afirmacao anterior é verdadeira. De fato,

1. Fixe t € 1. Entao, para todo ¢ € C(p, q),
de(p; c(t)) < Le(clioy) < Lle(c) < Kopg,
o que prova que X; é limitado. Como M é completo, segue que X; é compacto.

2. Sejam € > 0 e ¢ € C(p, q). Como ¢ é parametrizada proporcionalmente pelo compri-

mento de arco, para todo ty,ts € Iy,
Ce(clt b)) = Le(c)(t1 — t2) S Le(c)[tr — ta] < Kpglts — Lol
Logo, se [t; — t2| < /K,

de(c(tl)v C(tQ)) < ge(c|[t1,t2}) < KP7Q|t1 - t2| <g,

o que prova que C(p, q) é equicontinuo. ]

Teorema 3.47. Se M é globalmente hiperbdlico, entao f(Ip x C(p,q)) é um conjunto

compacto de M para todo p,q € M e f(IgxC(p,q)) = JH(p)NJ (q), onde f : [yxP(p,q) —
M ¢é definida por f(t,c) = c(t).

Demonstra¢ao. Como f é continua e C(p,q), f(Io X C(p,q)) é um conjunto compacto de
M.
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Tome py € f(IpxC(p,q))\(J*(p)NJ~(q)). Entéo existe ¢ € C(p, q) tal que py € c(Ip)
e uma sequéncia de curvas continuas e causais (¢,) tal que, dado € > 0, existe ny € N tal
que

D(cy, c) < € para todo n > ny.

Por outro lado, como py ¢ J*(p) N J~(q), existe uma e-vizinhanga geodésica U de py em

M\(J+(p) N J=(q)) de raio § > 0. Logo,

de(p', po) > ¢ para todo p’ € J*(p) N J~(q),

o que é uma contradi¢do. Portanto, f(ly X C(p,q)) = J*(p) N J~(q).

Agora provaremos que J*(p) N J(¢) = J"(p) N J (q). De fato, seja U C M
uma vizinhanca normal centrada em p. Entao, a imagem da restricao conexa a U do
conjunto de curvas causais ligando p a ¢ esta contida em J*(p,U), que é um conjunto
fechado. Portanto, se uma sequéncia de curvas causais ligando p a ¢ converge na topologia

gerada por D entdo a restricao das suas imagens em U estd contida em J*(p,U). Como

J*(p) N J=(q) é compacto, podemos cobri-lo com um nimero de vizinhangas normais e,
portanto, concluimos J*+(p) N J~(q) = J*(p) N J (q). O

Definigao 3.48. Dizemos que um subconjunto A C M é causalmente convexo (em
inglés, causally convex) se e somente se A nao intersecta nenhuma curva tipo tempo que

aponta para o futuro em um conjunto desconexo.

De maneira equivalente, podemos dizer que um subconjunto A C M é causalmente

convexo se, para quaisquer pi,ps € A, se p; K q K pg entao q € A.

Definigao 3.49. Dizemos que um espago-tempo é fortemente causal (em inglés, strongly
causal) se, para todo p € M e toda vizinhanga de p, U C M, existe uma vizinhanga de p,

V C U, que é causalmente convexo.

Um espago-tempo fortemente causal também é cronolégico, isto é, nao admite

curvas fechadas tipo tempo que apontam para o futuro.

Proposicao 3.50. Nao existem curvas fechadas tipo tempo que apontam para o futuro

em espacos-tempo M fortemente causais.

Demonstracdo. Seja c: I — M uma curva fechada tipo tempo que aponta para o futuro
e considere p € ¢(ly) e U € M uma vizinhanca de p tal que ¢(ly) N (M\U) # 0. Como M
¢ fortemente causal, existe uma vizinhanca de p em U, V C U tal que V é causalmente
convexo. Agora tome ty € Iy tal que ¢(ty) ¢ U. Como p < c(tg) < pepeV, c(ty) €U, 0

que é uma contradigao. O]
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Utilizando o conceito acima, podemos dar uma nova caracterizacao de espacos

globalmente hiperbdlicos.

Teorema 3.51. Um espaco-tempo é globalmente hiperbdlico se, e somente se for fortemente

causal e, para quaisquer p,q € M, J*(p) N J (q) é compacto em M.

Demonstragdo. Suponha que M seja fortemente causal e que J* (p)N.J~(q) seja compacto
e considere e a métrica Riemanniana adaptada & métrica Lorentziana g (ver a Observacao
2.59). Como J*(p) N J (q) é compacto, podemos cobri-lo com uma quantidade finita de
vizinhancas fundamentais Uy que contém apenas um segmento de uma curva causal dada
c: Iy — M que liga p a ¢; além disso, o e-comprimento de ¢ é menor ou igual do que a
soma dos e-comprimentos dos segmentos obtidos intersectando a imagem de ¢ com Uy.
Como ¢(lp) é coberto por uma quantidade finita de conjuntos Uy, e cada Uy possui apenas
um segmento da curva, segue do Lema 3.38 que o e-comprimento de cada segmento em
U}, e finito e limitado, portanto, o e-comprimento da curva ¢ é finito e limitado. Portanto,

pelo Teorema 3.46, M é globalmente hiperbdlico.

Agora suponha que M seja globalmente hiperbdlico. Como, para todo p,q € M, o
conjunto J*(p) NJ~(q) é compacto, basta provar que M é fortemente causal. Para provar

que M é fortemente causal, basta provar que os seguintes conjuntos
{J+(U) NJHU);U C ]\/[}

é uma base de vizinhangas de M. Para mais informagoes, veja (CHOQUET-BRUHAT,
1968). O

3.3.4 Hipersuperficies de Cauchy

Defini¢ao 3.52. Um subconjunto A C M é dito acronal (em inglés, achronal) se, para

quaisquer dois pontos p,q € A, nao existe uma curva tipo tempo que liga p a q.

Substituindo tipo tempo por causal, obtemos a definicao de um subconjunto

acausal.

Lembremos que uma curva ¢ : I € R — M ¢é dita estendivel se a sua imagem
pode ser mergulhada na imagem de uma outra curva ¢ : J C R — M. Uma curva que nao

é estendivel é dita inestendivel.

Definigao 3.53. Definimos o dominio de dependéncia no futuro (em inglés, future
domain of dependence) de um subconjunto fechado acronal A C M, denotado por D' (A),
como o conjunto dos pontos p € M tais que toda curva causal inextendivel que aponta

para o passado que parte de p intersecta A.
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Segue da definicao acima que A C DT (A) C J(A). Além disso, como A é acronal,
DY(A) NI (A)=0.

Analogamente, podemos definir o dominio de dependéncia no passado (em
ingleés, past domain of dependence), D™ (A). Assim, podemos definir o dominio de de-
pendéncia de A,

D(A)=D*(A)U D (A)

Proposicao 3.54. p € D+(A) se, e somente se, toda curva inextendivel tipo tempo que

aponta para o passado que parte de p intersecta A.

Demonstracao. Seja X C M o conjunto dos pontos p € M tais que toda curva c inex-
tendivel tipo tempo que aponta para o passado partindo de p intersecta A. Entao M\ X
¢ o conjunto de pontos p € M tais que existe uma curva c¢ inextendivel tipo tempo que
aponta para o passado partindo de p que nao intersecta A. Portanto, dado p € M\ X, seja
V' C M uma vizinhanga convexa de p e tome py € (V Ne(I))\{p}. Como p € I"(py,V) e
I™(po, V') é aberto, existe aberto U C I~ (pg, V') contendo p e, portanto, U C M\ X, o que

prova que X é fechado. Além disso, como D (A4) C X, segue que D+(A) C X = X.

Agora suponha que p € X e, dada uma curva inextendivel tipo tempo que aponta
para o passado partindo de p, tome uma sequéncia de pontos (p,) pertencentes a imagem
da curva e tal que p, — p. Sabemos pelo item a) do Teorema 3.37 que, para cada ponto ¢
pertencente a uma curva causal que aponta para o passado partindo de p,, pode ser ligada
a uma curva tipo tempo que aponta para o passado partindo de p. Além disso, essa curva
intersecta A pois p € X. Logo, p, € D*(A) e, portanto, p € D+ (A). O

Definigao 3.55. Definimos o horizonte de Cauchy no futuro (em inglés, future Cauchy
horizon) de um subconjunto A C M fechado e acronal como H*(A) := dD*(A)

Da mesma forma, podemos definir D™ (A) e H (A), onde A C M é um conjunto

fechado e acronal.

Definigao 3.56. Uma hipersuperficie de Cauchy (em inglés, Cauchy hypersurface)
S C M e um subconjunto fechado acronal tal que D(S) = M.

Segue da defini¢ao acima que um subconjunto S C M ¢é uma hipersuperficie de
Cauchy se toda curva causal inextendivel intersecta S e, além disso, se a curva for tipo

tempo, ela intersectard apenas uma vez.

Teorema 3.57. Uma hipersuperficie de Cauchy de um espaco-tempo de dimensao n+ 1 é

uma n-subvariedade C° mergulhada em M.

Para provar o Teorema acima, precisaremos da seguinte definicao e do seguinte

resultado:
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Definigao 3.58. Dizemos que um ponto p € A estd na beira (em inglés, edge) de A se

existem p; € I'T(p), po € I (p) e uma curva tipo tempo ligando p; a ps que nao intersecta

A.

Pela definicao acima, um ponto p € A nao esta na beira de A se, para quaisquer
dois pontos p; € I (p) e py € I (p), qualquer curva tipo tempo ligando p; a p, intersecta
A.

Lema 3.59. Seja A C M um subconjunto nao vazio, fechado e acronal que nao possui

pontos na beira. Entao, A é uma n-subvariedade C° mergulhada de M.

Demonstracdo. Seja p € A e U C M uma vizinhanca normal de p com sistema de

coordenadas ¢ = (2°, 2, ..., 2") tais que 970 é um vetor tipo tempo que aponta para o
x

futuro. Nestas coordenadas, podemos obter uma vizinhanca V' C U de p tal que

1. o(V)=(a—6b+38) x NCRx R* = R"

2. {peV;a®(p) =a} CI (p,U)e{peV;2’(p)=b} S I (p,U).

Para U suficientemente pequeno, dado ¢ € N C R", a curva coordenada s >
¢~ (s, q) deve intersectar A pelo fato da beira de A ser vazia. Como A é acronal, a intersecao

0

da curva coordenada com A consiste em um tnico ponto. Denote a z"-coordenada desse

ponto por h(q).

Provaremos que a fung¢do h: N C R" — (a,b) é continua. De fato, seja (g;) uma
sequéncia de pontos em N que converge para algum ponto gy € N tal que h(gx) - h(qo)-
Como a imagem de h é limitada, existe uma subsequéncia (h(gx,)) convergente para algum
ponto  # h(qo). Entéo, ¢~ '(r,q) € I (p,V)UI"(p,V), onde p = ¢ ' (h(q), q) € A.
Como I~ (p, V) U It (p,V) é um conjunto aberto, o' (h(q),qr) € A, para algum k € N, o
que é uma contradi¢ao. Logo, h(qr) — h(q), o que prova que h é continua e, portanto,
a aplicacdo ¢ : ANV — R", ¢(p) = ¢(2°, 2, ..., 2") = (2° — h(z*,...,2"), 2", ..., 2™) é um

homeomorfismo, o que prova que A é uma n-subvariedade de classe C°. O

Demonstracao do Teorema 3.57. Como toda curva tipo tempo que liga dos pontos quais-
quer de M intersecta S, segue que a beira de S é vazia, e, pelo Lema 3.59, S é uma

n-subvariedade de classe C° mergulhada em M. O

Agora enunciaremos o principal resultado dessa segao. Esse resultado nos da
uma caracterizacao importante dos espacos-tempo globalmente hiperbdlicos a partir da

existéncia de uma hipersuperficie de Cauchy.

Teorema 3.60 (Teorema Splitting de Geroch). Seja (M, g) um espago-tempo.
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1. Se M admite uma hipersuperficie de Cauchy S entao M é globalmente hiperbdlico;
2. Duas hipersuperficies de Cauchy quaisquer em M sao homeomorfas;

3. Se M é globalmente hiperbdlico, entao M é difeomorfo a um produto S x R, onde,

para cada t € R, S; := S x {t} é uma hipersuperficie de Cauchy em M.

Demonstracao. A demonstracao do Teorema esta além do objetivo desta dissertacao. Para
mais informagoes, veja (O’'NEILL, 1983; WALD, 1984; CHOQUET-BRUHAT, 2009). O

Como consequéncia imediata do teorema, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 3.61. Um espago-tempo ¢é globalmente hiperbdlico se, e somente se admite

uma hipersuperficie de Cauchy.

3.4 Buracos negros

Assim como na se¢ao anterior, caso seja indicado, denotaremos (M, g) um espago-

tempo.

3.4.1 Congruéncias e expansoes

Definigao 3.62. Dado um campo de vetores X € X(M), as trajetorias de X sao ditas
uma congruéncia de X. Quando X é um campo de vetores tipo tempo (respectivamente,
tipo luz ou causal), dizemos que a congruéncia é tipo tempo (respectivamente, tipo luz ou

causal).

Equivalentemente, congruéncias sao solucoes ¢ : I C R — M, ¢(t) = (2°(t), ..., 2™ (t)),

da equacao diferencial,

Definicao 3.63. Dizemos que uma congruéncia é geodésica se X é um campo paralelo,
isto é, VxX = 0.

Definicao 3.64. Dizemos que uma fungao f : M — R é uma expansao de uma con-

gruéncia com campo tangente X se f = divy; X.

3.4.2 Superficies presas

Seja (M, gy = (-, -)) um espago-tempo de dimensao n+1 e ¥ C M uma subvariedade
tipo espaco de dimensao n — 1. Entao, para todo p € X, (TpE)L possui dimensao 2 e
¢ tipo tempo, portanto, Lorentziana. Logo, pela Proposicao 1.29, existem dois vetores

by 0 € (TIDE)l tipo luz que apontam para o futuro que sao linearmente independentes.
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Dadas os vetores acima, considere as seguintes aplicacoes bilineares B : T2 xT,X —R

definidas por
B*(u,v) = ((x, (VxY)(p))

p?

onde V é a conexao de Levi-Civita de M e X,Y € X(X) sdo campos tais que X (p) = u e
Y(p) =v.

Definicao 3.65. Chamamos ambas as aplicacoes BE de segunda forma fundamental

nula.

Seja {0s, ..., 0, } um referencial local em ¥ ortogonal tanto a ¢, quanto a ¢_. Entao,

os coeficientes Bi = B*(0;, 0;) sio iguais a
Bj; = B¥(9,0;) = ((+,(V2,9;))(p)), = (Va,l+)(p), 0;),, -
Definigao 3.66. Definimos as curvaturas médias nulas (em inglés, null mean curvatu-

res) de X2, " e x~, como os tragos de BT e B~ com respeito & métrica induzida gs, = t*gay,

onde ¢ : ¥ — M é a aplicagao de inclusao, isto é,

X =ty (BY) = ) gl B,

1,j=2

Agora suponha que ¥ seja uma subvariedade orientavel de dimensao n — 1 de uma
subvariedade N C M tipo tempo de dimensao n. Entao, podemos orientar continuamente

o vetor u normal a Y e tangente a N e distinguir o interior e o exterior de N.

Lema 3.67. As curvaturas médias nulas x© e x~ sdo as expansoes das congruéncias

geodésicas nulas definidas por ¢, e ¢_, respectivamente.

Demonstracao. Seja n o vetor normal a N unitario que aponta para o futuro e p o vetor

normal a ¥ em NN unitario que aponta para o futuro e que aponta para fora e defina os
by + 0 by — 0
= e
2 2

vetores /4 :=n + u. Entao, n =
<€+7£—> = <n’ n) + <,LL,LL> = —2.
Defina o tensor h € T5(M) por

h = gu+n"@n" —p @u
= gu+ i ()" + (£2)7) @ (€)™ + (£-)7)) — i ()" = (=)") @ ((£4)" = (£)"))

= g ()7 @ () + () @ (6)7).
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Tomando em M o referencial adaptado de X, {{,¢_, 0, ...,0,}, segue que para
todo i,7 € {2,...,n}

hij = (95, 0;) = gm (95, 05) + (n* @ n")(0;,0;) — (" @ p")(0;, 0;) = (0s, 05)
hGi,ls) = gu(0lz) + (0" ©@n*)(8;, x) — (1" @ p*)(8;, x) = 0
1
h(be,ly) = gyl ly) + 3 ((Ei RNl b))+ (0 ® fi)(ﬁi,ﬂi)) =
1
Portanto, h é a métrica induzida gy, = 1" gy,. Logo,
=Y hIBH0,0;) = Y hV (Vols,0;) .
i,j=2 i,j=2
Como /4 é um vetor tipo luz,
<£:|:,€:|:> =0 = <V8¢€:|:7£:t> =0

e, como ¢y ¢é tangente a uma congrueéncia geodésica, V,, ¢4 = 0. Portanto,

Z hi (Vo ly,0; Z gz (Vo ly,0;) = divy (o,

1,)=2

como queriamos demonstrar. O

Definicao 3.68. Chamamos de superficie presa (em inglés, trapped surface) uma

subvariedade compacta tipo espaco ¥ de dimenséo n — 1 tal que x* < 0.

Proposicao 3.69. A curvatura média nula x" relativa & ¢, é dada por
X" (X) = —Hy + B(p, 1) + Hs,
onde Hy é a curvatura média de N em M, B é a segunda forma fundamental de N em

M e Hyx, é a curvatura média de > em N.

Demonstracao. Sabemos que
=divg l, = Z 922 (V0,0 Z(gﬂ +n'n? — ') (Vo,(n + 1), 0;) .
1,J=2 2
Agora note que, pelo Lema 3.32, podemos escrever localmente g, como um multiplo de
(dz°)? mais uma soma de gy, isto é,
(901)i = —ning + (gn)ij-

Portanto,

> (gi +n'n?) (Von,0;) = = > giB(0;,0;) = —Hy.

i i,
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Além disso, como p € X(NN), segue da Proposicao 2.42 que

D i (Von,05) = > ' (Van, d;) = —B(u, ).

i\j ij=1
Como

> (g +n'n? = i) (Yo, 0 Zg (Vo,u, 0;) = Hs,

7,7 0,j=2
obtemos a féormula desejada. O

3.4.3 Buracos negros

Definigao 3.70. Seja (M, g) um espago-tempo orientéavel e orientavel pelo tempo. Dizemos
que (M, g) é assintoticamente simples (em inglés, asymptotically simple) se existe um
espaco-tempo (]Tf ,g) fortemente causal e um mergulho ® : M — M que mergulha M

como uma variedade com bordo suave OM C M tal que:

e Existe f € C"’O(M/) tal que, em ®(M), f > 0 e ®*(§) = f2g, isto é, § é conforme a g
em O(M).

e f=0edf #0em ®(M).

e Toda geodésica tipo luz em M possui dois pontos finais em OM.

Dizemos que (M, g) é assintoticamente simples e vazio (em inglés, asympto-
tically simple and empty) se, além de ser assintoticamente simples, Ric, = 0 em uma

vizinhanga aberta de OM em M.

Notemos duas consequéncias imediatas da definicao acima:

e Todo parametro afim de uma geodésica tipo tempo na métrica g em M assume
valores cada vez maiores proximo de M. Isso se deve ao fato de que g e g sao

conformes em ®(M) com fator de conformidade f* e que f = 0 em OM.

e Se (M, g) for assintoticamente simples e vazio, entdao M é uma hipersuperficie tipo
luz. Isso se deve ao fato de que, como g e g sao conformes em ®(M) com fator de
conformidade f?, segue que as curvaturas escalares de § e g, SeS , se relacionam da

seguinte forma:
f25 =8 =—6f> (Hess f);g" +3> §70,£0;f.
2 2

Portanto, na fronteira OM, como f =0, df # 0 e S = 0, segue que Z g70,f0,f =0,
i)j
o que prova que M ¢é tipo luz.
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Agora note que, como OM é tipo luz, M esta localmente no passado ou no futuro
de OM. Portanto, M deve possuir duas componentes conexas, que serao denominadas
# 7, que sao os pontos finais das geodésicas tipo luz em M, e ., que sao os pontos
iniciais das geodésicas tipo luz em M. Nao pode haver mais uma componente em OM
pois, caso contrario, existiria um ponto p € M tal que existiriam geodésicas tipo luz que
apontam para o futuro indo para cada componente, o que chegaria em uma contradi¢ao

pois o conjunto de vetores tipo luz que apontam para o futuro é conexo.

Definigao 3.71. Dizemos que um espago-tempo (M, g) é fracamente assintoticamente
simples e vazio (em inglés, weakly asymptotically simple and empty) se existe um espago-
tempo assintoticamente simples e vazio (M', ¢') e uma vizinhanca U’ de OM' de M’ tal

que U' N M' é isométrica a algum conjunto aberto U N M.

Definicao 3.72. Dizemos que um espago-tempo (M, g) fracamente assintoticamente

simples e vazio com uma superficie de Cauchy S é assintoticamente previsivel (para

o futuro) (em inglés, future asymptotically predictable) a partir de S se It DHS),

onde A" denota o fecho em M de um conjunto A.

A seguir, enunciaremos uma série de resultados envolvendo o comportamento dos

espacos definidos acima. Para ver as demonstragoes desses resultados, veja o excelente
livro de (HAWKING; ELLIS, 1973).

Proposicao 3.73. Seja (M, g) um espago-tempo assintoticamente previsivel a partir de
uma superficie de Cauchy S tal que Ricy(X, X)) > 0 para todo X € X(M) tipo luz, entdo
uma superficie presa ¥ C D*(S) ndo intersecta J~ (7, M).

Segue do resultado acima que uma superficie presa fechada contida em D*(S) em
um espaco-tempo assintoticamente previsivel deve estar contido em M\J~ (£, M). Com

isso, fazemos a seguinte definicao:

Definicao 3.74. Definimos o horizonte de eventos de um espaco-tempo assintotica-
mente previsivel (M, g) como sendo a fronteira de J~(#+, M), 8J~ (£ T, M).

O horizonte de eventos é a fronteira da regiao dos pontos que nao escapam para o
infinito .# . Além disso, segue que o horizonte de eventos é formada a partir de geodésicas

tipo luz que apontam para o passado partindo de .# mas que nao possuem pontos finais.

Proposicao 3.75. Seja (M, g) um espago-tempo assintoticamente previsivel a partir de
uma superficie de Cauchy S tal que Ric,(X, X) > 0 para todo X € X(M) tipo luz e que
possui um horizonte de eventos 9. (£, M ). Entao, a expansao das geodésicas tipo luz

que geram o horizonte de eventos é ndo-negativa em 0J~ (£, M) N D*(S).



3.4. Buracos negros 81

Definigao 3.76. Dizemos que um espago-tempo (M, g) é fortemente assintoticamente

previsivel para o futuro (em inglés, strongly future asymptotically predictable) a partir de

uma superficie de Cauchy S se £+ C DH(S) e JT(S)NJ~(F+, M) C D*(S).

Em outras palavras, em um espaco-tempo fortemente assintoticamente previsivel,

pode-se prever uma vizinhanca do horizonte de eventos partindo de S.

Proposicao 3.77. Se (M, g) é um espago-tempo fortemente assintoticamente previsivel
com uma hipersuperficie de Cauchy S, entao existe um homeomorfismo « : (0,00) x S —
Dt (S)\S tal que, para cada t € (0,00), S(t) = {t} x S é uma hipersuperficie de Cauchy
tal que:

e Para quaisquer ty > 11, S(ts) C IT(S(t1)).

e Para cada t € (0,00), a beira de S(t) na variedade conforme M, D(t), é uma esfera
tipo espago de dimensao 2 em £ tal que, para to > t;, D(ty) C IT(D(ty)).

e Para cada t € (0,00), S(t) U (£ NJ(D(t), M)) é uma superficie de Cauchy em M.

O resultado acima nos diz que sempre é possivel folhear D*(S)\S por uma familia de
superficies tipo espago {S(t)},., homeomorfas a S e que intersectam .# . Podemos pensar
nessa familia de superficies como superficies de tempo constante na regiao assintoticamente

previsivel de um espaco-tempo.

Segue da proposicao anterior que, para t > 0 suficientemente grande, as superficies
S(t) irao intersectar o horizonte de eventos 0J (£ %, M) de uma regiao D' (S) de um

espaco-tempo assintoticamente previsivel. Assim, faremos a seguinte definicao:

Definigao 3.78. Dado um espago-tempo assintoticamente previsivel (M, g), definimos

um buraco negro na superficie S(¢) como sendo uma componente conexa de H(t) =

SO\J (L, M).

Em outras palavras, um buraco negro é uma regiao de S(t) cujos pontos ndo podem

ir para o infinito .# 7.

Ao longo do tempo, buracos negros podem se fundir formando novos buracos negros
e novos buracos negros podem se formar a partir do colapso de outros corpos. Entretanto,

o resultado seguinte nos diz que buracos negros nunca podem se bifurcar.

Proposicao 3.79. Seja % (t;) um buraco negro em S(t1) e HBa(ta) e HBs(ta) buracos
negros em S(tg), com t2 > tl. Se %2@2) N J+(<%)1(t1)) 7é Q) e %3@2) N J+(<%71<t1)) 7é @,
entao %Q(tz) = %3(252)
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Definigao 3.80. Dizemos que um espago-tempo (M, g) é regularmente previsivel (em
inglés, regular predictable) se é fortemente assintoticamente previsivel a partir de uma

superficie de Cauchy S e se satisfaz as seguintes propriedades:

e SNJ— (ST, M ) é homeomorfo a R* menos um conjunto aberto com fecho compacto.

e S é simplesmente conexo.

e Para t suficientemente grande, S(¢t) N J— (7, M) C J*(f*,ﬂ).

Proposicao 3.81. Seja (M, g) um espago-tempo fortemente assintoticamente previsivel a

partir de uma superficie de Cauchy S e que satisfaz as seguintes condicoes:

e SNJ— (ST, M ) é homeomorfo a R?* menos um conjunto aberto com fecho compacto.

e S é simplesmente conexo.

Entao, S(t) satisfazem as condigoes acima e, para cada t, 0% (t), o bordo em S(t)

de um buraco negro % (t), é compacto e conexo.

Teorema 3.82 (Area de Hawking). Seja (M, g) um espaco-tempo regularmente previsivel
se desenvolvendo a partir de uma superficie de Cauchy S tal que Ricy(X, X) > 0 para
todo X € X(M) tipo luz. Seja 2, (t) um buraco negro em S(t) e sejam {%;(t)}Y, os
buracos negros em uma superficie S(t'), para t' < ¢, tal que J*(%;(t')) N %, (t) # 0. Entdo,
se A;(t) é a drea de 0%, (t) e A;(t') é a drea de 0%, (t'),

N
Ai(t) =) A,
i=1
e se a igualdade for vélida, entao N = 1.

O Teorema acima diz que a drea da fronteira de um buraco negro nao pode diminuir
ao longo do tempo e que, se dois ou mais buracos negros se fundirem para formar um
unico buraco negro, entao a area da fronteira desse novo buraco negro sera maior do que a

area dos buracos negros originais.

Defini¢ao 3.83. Definimos a regido presa (em inglés, trapped region) %(t) C S(t) como
sendo o conjunto dos pontos ¢ € S(t) tal que existe uma superficie presa ¥, contida em
X(t).

Proposicao 3.84. Seja (M, g) um espago-tempo fortemente assintoticamente previsivel se
desenvolvendo a partir de uma superficie de Cauchy S tal que Ric, (X, X) > 0 para todo
X € X(M) tipo luz. Entao, toda superficie presa ¥ C D*(S) nao intersecta J (£, ]T/[/)
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O resultado acima nos diz que a existéncia de uma regiao presa S(t) implica a
existéncia de um buraco negro Z(t). Além disso, a regiao presa estard contida na regiao

de buraco negro para todo t.

Definigao 3.85. Chamamos de horizonte aparente (em inglés, apparent horizon) a

fronteira 0S1(t) de uma componente conexa Si(t) da regiao presa S(t).

Proposicao 3.86. Cada componente de 9% (t) é uma superficie de dimensao 2 tal que as

geodésicas tipo luz que apontam para fora possuem convergéncia . identicamente nula
em 0%(1).

Teorema 3.87 (Topologia do Buraco Negro). Toda componente conexa em J* (%, M ) do

horizonte 0%(t) em um espago-tempo regularmente previsivel e estaciondrio é homeomorfa

a S°.

A seguir, apresentaremos uma conjectura relacionada aos conceitos acima e que
serve de motivacao para uma tentativa de justificativa empirica da Desigualdade de

Penrose.

Conjectura 3.88 (Censura Césmica — Fraca). Seja (M, g, B) um conjunto de dados
iniciais para o problema de Cauchy para as equagoes de Einstein, onde (M, g) é uma
variedade Riemanniana completa, e o tensor de energia-momento satisfaz a condi¢ao de
energia dominante. Entao, se o desenvolvimento maximal de Cauchy é estendivel, para
cada p € HT(M) em qualquer extensdo, ou a condicdao de causalidade forte é violada em p

ou I=(p) N M é nao-compacto.

Em termos fisicos, a Conjectura da Censura Césmica Fraca diz que, caso haja uma
singularidade em um espago-tempo (M, g), ela ndo pode ser vista por observadores no

infinito.
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4 A Desigualdade de Penrose Riemanniana

4.1 Motivacao

Uma das principais questoes da Relatividade Geral é definir o que é a “massa” e
a “energia” de um espago-tempo (M4,§). Mesmo sendo possivel definir esses conceitos
localmente a partir do tensor de energia-momento 7', isto é, a partir do tensor de curvatura
de M, s6 é possivel definir esses conceitos globalmente apenas para uma certa classe de

espagos-tempo.

Um dos principais resultados envolvendo a massa de um espaco-tempo e a sua
geometria sao o Teorema da Massa Positiva, provado por Schoen e Yau em 1979, e
a Desigualdade de Penrose, conjectura enunciada por Penrose em 1973 e ainda nao

provada na sua versao mais geral.

Em ambos os resultados, sdo consideradas subvariedades tipo espaco (M?, g) que
possuem certas propriedades especiais envolvendo o comportamento assintético de sua

métrica e a sua curvatura escalar.

Para entender a Desigualdade de Penrose, precisamos assumir algumas hipoteses.
Seja (M?, g, B) — (M4,§) uma subvariedade tipo espaco de um espaco tempo, onde g é a
métrica induzida e B é a segunda forma fundamental de M. Sabemos das equagoes de

vinculo obtidas das Equacoes de Einstein
G=T,

onde GG é o tensor de Einstein de M e T é o tensor de energia-momento, que

1
= S (S—1BI2+1?)

0
J = divy B —d(tr, B),

onde u € C*(M,R) é a densidade de energia e J € X(M) ¢é a densidade de corrente.

Assumindo a condi¢ao de energia dominante, segue da Observagao 3.17 que
= || lg-
Portanto, de agora em diante, assumiremos que o conjunto de dados iniciais (M, g, B)

satisfaz a desigualdade acima.

Além disso, assumiremos que (M, g) é assintoticamente plana. A grosso modo,
podemos dizer que uma variedade é assintoticamente plana se comporta como o espago

R"™ com a métrica euclidiana fora de um conjunto compacto.
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Agora vamos ao argumento de Penrose para a conjectura da Desigualdade: considere
(M,g) um espaco-tempo que satisfaz o problema de Cauchy para as equacoes de Einstein
com dados iniciais (M, g,0). Além disso, suponha que M possua densidade de energia
nao-negativa em todo ponto. Entao, pelas equacgoes de vinculo de Einstein, segue que
M possui curvatura escalar ndo-negativa em todo ponto. Também suponha que (M, g)
possui um horizonte aparente mais externo de drea A, horizonte de eventos de area A; e
massa m,;. Contanto que uma singularidade nao se forme, é assumido que o espago-tempo
convirja para algum espaco estacionario. Entretanto, sabe-se que as tnicas solucoes no

vacuo que sao estaciondrias e que possuem buracos negros sao as métricas de Kerr
2

2 4 in?
7 = a (diwe?) - (1 - m"“) it — Ao SO) g
B a o

+(r2+a2+

2Moa?r sin?(6)

2 2
- ) sin(6) do*,
= 7% +a*cos’(h)

«a
B = 12— 2mur+d
onde my, € a sao constantes,
Q={(r,0,0) € (0,00) x (0,27) x (0,7);« > 2mr e > 0}

e (t,r,0,0) € R x (RS\Q). Note que para a = 0, g é a métrica de Schwarzschild. Pode-se

provar que o espaco-tempo de Kerr satisfaz a seguinte desigualdade:
Ay =87 (mzo +\/mi — J2> < 167m2,,
onde A, é a area do horizonte de eventos do buraco negro de Kerr, m,, é a massa no

infinito e J = my.a é o momento angular.

Pelo Teorema da Area de Hawking, a area das secoes transversais do horizonte de
eventos é crescente. Portanto, A,, > A;. Além disso, presume-se que alguma energia se

irradia para o infinito. Logo, espera-se que m; > my,. Dai,

A;
A <Al < 167rmgO < 167rm? = m; > T6n
T

Pode-se provar que o horizonte aparente é a fronteira da regiao em M que contém
superficies presas e superficies marginalmente presas, isto é, aquelas que satisfazem y* < 0.

Como o horizonte de eventos contém o horizonte aparente, segue que A; > A e

[ A
m; >\ —.
167

Assim, assumindo a validade da Conjectura da Censura Césmica e mais algumas

hipoteses fisicas, Penrose conjecturou que dada uma variedade Riemanniana completa e
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assintoticamente plana (M 3 g) de massa total m com curvatura escalar nao-negativa e

que possui uma esfera minima mais externa de area A, entao,

[ A
m >\ —.
— V 167

O resultado acima, conhecido com Desigualdade de Penrose Riemanniana,
foi primeiramente provado por Huisken e [lmanen, anunciado em 1997 e publicado em 2001
(ver (HUISKEN; ILMANEN, 2001)), e uma outra prova foi obtida por Bray também em
2001 (ver (BRAY, 2001)). Utilizando métodos isoperimétricos e assumindo uma hipdtese
adicional envolvendo o método isoperimétrico a ser descrito, mostraremos um resultado

parcial da Desigualdade de Penrose Riemanniana, também provado por Bray em 1999.

4.2 Variedades assintoticamente planas

Nesta e nas préximas secoes, faremos todos os resultados preliminares necesséarios

para a demonstragao do resultado principal.

Definigao 4.1. Dizemos que (M, g) é assintoticamente plana (em inglés, asymptotically
flat) se existe o > 0 e um conjunto compacto K C M e um difeomorfismo ¢ : M\ K —

R*\ B,,(0) tal que, no sistema de coordenadas definido por @,

g = Zgii dx’ dx?

Z’?j
onde
® gij = 0ij + O(||z[|"?) para todo i,j € {1,2,3}
® [Okgi;| = O(|Jz[|~") para todo i, 5,k € {1,2,3}
o 0409, = O(||z|7P~?) para todo i, j, k, I € {1,2,3}

e |S(g)| = O(||z||™?), onde S(g) é a curvatura escalar de (M, g),
1
para algum p > 5 eq>3.

Lembremos que uma fungao f: M — R é O(g) (escrevemos f = O(g)) se existe
M > 0 tal que
|f(x)| < M|g(x)| para todo x € M.

Observagao 4.2. Sob as hipdteses acima, podemos garantir a existéncia do limite

rh—glo/s Z (05955 — 0;9:) V' do,

r l?]
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onde S, é a esfera de raio r centrada na origem e v é o vetor unitdrio normal a S, em R?

e do, é a forma de volume de S,.
Note que
S(0) = 3 0y — 0,000+ Ol ).
]

Kl
g
De fato, como Ffj = Z o (0igj1 + 0;9i — 019:5), podemos escrever
I

1
= (0igjk + 9;gir — Orgi;) + O((g — 6)0g).

ko _

P . ~ !
Além disso, segue da expressao de R;;;. que

Rij=> 0T — o)+ (Z | F?E‘Fém)
[ m

e, portanto,
S = ) oY - 0Tl +0((g - 6)d%)
J
1 1
= D 00195 — 50,039 — 50:0ig5; + O((g — 0)8*g) + O((99)*)
1,
= Y 00,95 — 00,955 + O((g — 8)0°9) + O((89)?).
1,
Utilizando as hipéteses sobre a métrica, obtemos o resultado.

é

Z 0:0;9i5 — 0;0;9ii

i)j

Como |S(g)] = O(||z]|”?) e com ¢q,2p + 2 > 3, segue que

integravel em M.

Portanto, tomando ry € (0,00) tal que

/M\Bm (0)

segue que para todo 1,79 € (0,00) tais que ry > r; que

/S Z (9:9i5 — 959:) Z dUm—/S Z (9i9i5 — 9;9:1) Z do,, = / Z 0;0;9ij—0;0;gii d.
B

T2 1,J 14,5 ro (0)\Br; (0) i

<
M\ By, (0)

0 que prova que lim / Z (095 — 0;9:) V' do, existe.
S

Y]

Z 0,09i; — 0;0;9u:

i?j

dxr < ¢,

Logo, para ro > r1 > 1,

/ Z 818ng] — 8J(9]gm dx
B

9 (O)\Bn (0) i,j

Zaﬁjgm — 8Jajgm dr < g,

.3
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Como o limite acima existe, podemos definir a massa de uma variedade assintotica-

mente plana.

Definigao 4.3. Seja (M, g) assintoticamente plana. Definimos a massa ADM de M por

mADM(g = T hm/ Z agzg ngZ v dUr

167 r—o00

Definicao 4.4. Dizemos que M é conformemente plana se existe o > 0, um conjunto
compacto K C M e um sistema de coordenadas ® : M\K — R*\ B, (0) tal que, nas

coordenadas de ®, g;; = u'd;;, onde u : R*\ B,,(0) — R é uma fungao harménica.
Proposicao 4.5. Se ¢ = u*geye, entdo a curvatura escalar S (g9) é dada por
S(g) = —8u~"Au,

onde A é o Laplaciano em R?.

Demonstragao. A demonstragao segue diretamente da Equagao de Yamabe (veja o Capitulo
5 de (AUBIN, 1998) para mais detalhes) que relaciona as curvaturas escalares de duas
métricas conformemente equivalentes. De fato, dadas duas métricas Riemannianas g; e

g2 = utgy, as suas curvaturas escalares sdo relacionadas por
—8Au+ S(g1) = S(g2)u’
Tomando g1 = geue € g2 = g, Obtemos o resultado. O

Teorema 4.6 (Schoen, Yau). Seja (M, g) completa, assintoticamente plana e tal que
S(g) > 0. Entao, para todo € > 0 existe uma métrica Riemanniana g tal que (M,g) é

assintoticamente plana, conformemente plana fora de um conjunto compacto, S(g) =0 e

mapm(g) < mapm(g) + €.

Como a métrica g obtida pelo Teorema 3.6 é conformemente plana, Au = 0 para

todo = € R*\ B,,(0). Além disso, como (M,g) é assintoticamente plana, lim wu(r) = 1.

[l ]| =00
Expandindo u em termos de harménicos esféricos do R™ (para mais informagoes sobre esse

assunto, veja (FOLLAND, 1995)), obtemos

w(z) =1+ m + O(||z]|79).

Como podemos escrever

1= ((1+5) +1)o
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com f = O(||z]|7?), temos que

2a a 3
g, = — 1 )
kG Hx||3< +2||ac||) T F oS

_ _ 2a a \° ; ,
Z (aigij - ajgn') = - H1’||3 (1 + 2H37H> Z (33' 5ij - 3Uj5u‘) =+ Z (az‘f5ij - 5’jf5ii)

i

, 4a a \° 20, f
0:g;: — 0,G,;) V) = (1+ ) -2 I
2, 03,=03)" = pE (1 3R7) 22T

.3

Pela hipétese de g ser assintoticamente plana, segue que 9, f = O(||x||~®*Y) e, portanto,

27 0; f
i
ri“olo/ Z I

quando r — oo e, portanto,

' 4a a\3
rlggo/ Z lgw ]g”)l/ do, = TIEEO S, 2 <1+§) o

T Z7]

3
= lim 4a <1 + i) Anr? = 167a,
2r

=00

0 que prova que mapy = @.

A seguir, demonstraremos uma versao mais forte do Teorema anterior que afirma
que podemos escolher uma nova métrica g tal que |mapnm(g) — mapm(g)| < € e que g seja

“suficientemente parecida” com g.

Definicao 4.7. Sejam g, e go duas métricas Riemannianas sobre M. Dizemos que g; e g

sao e-quase isométricas (em inglés, e-quasi isometric) se para todo p € M,

(92)pl0,0)
(@pw,0)

Definiremos uma métrica g e-quase isométrica a métrica original g tal que g é

' < ¢ para todo v € T,M\{0}.

esfericamente simétrica com curvatura escalar identicamente nula fora de um conjunto

compacto. De fato, tome R > rg e 6 > 0 e considere

B
v(r) =A+ —,
]l
onde A, B > 0 sao tais que
B
A+—= = sup u(z)+0
R =R
B
A+ — = inf — 0.
+ 2R ||x1||1123u(33) 0
Defina a funcao w como
u(z) , se [lzfl < R
w(z) = ¢ min(u(x),v(z)) , se R<|z| <2R.

v(x) , se ||z]| > 2R



4.2. Variedades assintoticamente planas 91

Segue da definicdo de A e B que w é continua em R3.

E fato comum que v é uma funcdao harmonica em R*\{0}. Além disso, como u é
harménica em R®) min(u,v) é fracamente superharmonica e, portanto, w também ser

fracamente superharmonica.

Agora considere

ta) = (ws0)a) = [ wle= bl dy = [ wibo =) dy

R3
onde b é uma funcao C°, positiva, esfericamente simétrica e de suporte compacto em
Bs;(0) C R*talque [ b(x)dx = 1. Entdo, w é uma funcio de classe O™ e é superharménica
R3
pois
Aw(z) = / w(y)Ab(z —y) dy < 0.
R3
Além disso, como u é harmonica, segue que para todo 2 € Bg_s(0) e y € Bs(0),

[z =yl <zl +lyl < B=0+6=R = wz—y) =ulz—y)

e portanto,

w(r) = /RS w(z —y)b(y) dy = /35((» w(r —y)b(y) dy = / u(z — y)b(y) dy

B;(0)

=y /B PRCICEEE /0 ") ( /8 » uda) dr
(2) /O " 0B, () p(r) dr = u(x) /0 b ( /8 » da) dr
(z)

/B » b(2)dz = u(z).

Da mesma forma, como v é harménica, segue que para todo = € R*\ Byr15(0) e y € B;(0),

= u
u

lz =yl > |zl = llyll >2R+0 -0 =2R = w(zr —y) =v(r —y)

e portanto, w(z) = v(x).

Agora seja g definida da seguinte forma:

~ {? » se lz] <o
g:=9q _ .
w452~j , S€ ||l'|| >To

Entdo, pela Proposicao 3.5, em R*\ B, (0),
S(9) = —8w°Aw > 0,

pois w é superharmonica.



92 Capitulo 4. A Desigualdade de Penrose Riemanniana

Pelo fato de que | lﬁm u(z) = 1 e pela definigdo de v, podemos tomar R suficiente-
T||—0o0

mente grande e § suficientemente pequeno de tal forma que g seja e-quase isométrica a g

(S

|mapm(g) — mapm(9)] < €.

A afirmagao acima segue do fato de que, ao fazer o cdlculo de mapy(g) de maneira andloga

ao calculo de mapy(g), obtemos mapm(g) = 2AB. Logo, escolhendo R suficientemente
mapm(9)

grande e ¢ suficientemente pequeno, obtemos A proximo de 1 e B préoximo de 5

Assim, provamos o seguinte Teorema.

Teorema 4.8. Seja (M",g), n > 3, uma variedade Riemanniana completa, assintotica-
mente plana e com S(g) > 0. Entdo, para todo ¢ > 0, existe uma métrica g que é e-quase

isométrica a g tal que (M,gq):
e Possui curvatura escalar nao-negativa e identicamente nula fora de um conjunto
compacto.

e E assintoticamente plana.

e [mapm(g) — mapm(g)| <e.
Observando a demonstragao do Teorema acima, podemos fazer a seguinte definigao

de modo a simplificar o seu enunciado.

Definigao 4.9. Definimos a variedade de Schwarzschild de massa m como (R*\{0}, h),

onde A
m
h = (1 + —> Geuc
2[|z|

€ Jeue € a métrica Euclidiana usual. Chamamos a métrica h de métrica tipo espaco de
Schwarzschild.

Na seguinte secao enunciaremos algumas propriedades importantes envolvendo esta

métrica.

Definicao 4.10. Dizemos que uma variedade Riemanniana (M?, g) é Schwarzschild com
massa m no infinito se (M\ K, g) é isométrica a (R*\ B, h), onde K C M ¢é algum conjunto

compacto e B C R" é alguma bola fechada centrada na origem.

Com essas defini¢oes acima, podemos reescrever o Teorema da seguinte forma:

Teorema 4.11. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa, assintoticamente
plana, com curvatura escalar nao-negativa e de massa total my. Entao, para todo € > 0,

existe uma métrica g que é e-quase isométrica a g tal que (M, g):
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e Possui curvatura escalar nao-negativa.
e E Schwarzschild com massa m no infinito.

o |m —mg| <e.

Portanto, como o Teorema da Massa Positiva e a Desigualdade de Penrose sao
condicoes fechadas, segue do Teorema anterior que podemos supor sem perda de generali-

dade que as variedades sao Schwarzschild no infinito.

4.3 O problema isoperimétrico para a Desigualdade de Penrose

Nesta se¢ao, descreveremos a estratégia para demonstrar o resultado principal desta

dissertacao.

Definicao 4.12. Suponha que M seja assintoticamente plana, completa e tal que M
possui apenas uma esfera minima maximal 5 e M o fecho da componente de M\, que

possui o fim assintoticamente plano. Definimos a funcao A da seguinte forma:

AV) = irz1f {A(X); ¥ contém um volume V fora de X},

onde ¥, é a fronteira de alguma regiao tridimensional em M e ¥ é uma superficie em M

na mesma classe de homologia de M que Sy e A(X) é a 4rea de X.

Se ¥ conter um volume V fora do horizonte 3, e A(X) = A(V), diremos que ¥

minimiza a area com a restricao dada.

Na formulacao da funcao A, nao é excluida o caso em que X possui mais de uma
componente conexa. Entretanto, uma de suas componentes devera conter o horizonte. Com

isso, impomos a seguinte condicao:

Condigao. (M, g) possui um tnico horizonte ¥4 e, para cada V' > 0, se um ou mais
minimizantes de area existir para V', entao pelo menos um desses minimizantes para o

volume V' devera ter exatamente uma componente conexa.

Na condigao acima, nao é imposta a existéncia de um minimizante de area para o
volume V. Entretanto, com a condicao acima, é garantida a existéncia de um minimizante
de area para cada V > 0 a partir do comportamento de A. Com isso, é possivel provar a

desigualdade de Penrose Riemanniana.

Teorema 4.13 (Desigualdade de Penrose Riemanniana). Seja (M, g) completa, com
curvatura escalar nao-negativa, Schwarzschild com massa m no infinito e satisfazendo a

Condigao acima. Entao,
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A estratégia da demonstracao sera a seguinte:

e Obteremos propriedades envolvendo a fung¢ao A supondo que os tais minimizantes

existam, como desigualdades envolvendo a variacao da area dessas superficies.

Partindo do fato obtido de que podemos considerar variedades que sao Schwarzschild
no infinito, estudaremos mais a fundo as propriedades do espaco de Schwarzschild
(R*\{0}, ) e, a partir dai, encontraremos uma solugao para o problema isoperimétrico

para esse espaco.

Apés resolvermos o problema isoperimétrico para a variedade de Schwarzschild,
tentaremos resolver, com a ajuda de um resultado preliminar, o problema isope-
rimétrico inicial para volumes suficientemente grandes utilizando o caso anterior dado
a seu comportamento no infinito. Provado isso, poderemos obter um comportamento

assintético de uma fungao a ser definida.

Utilizaremos resultados preliminares para obter a existéncia de solu¢gao um problema
isoperimétrico auxiliar e, a partir desse problema auxiliar, provar a existéncia dos

minimizantes para o problema inicial.

Por fim, utlizando o comportamento assintético e o comportamento do horizonte,

chegaremos a desigualdade desejada.

4.4 Propriedades da funciao A

4.4.1 Propriedades da funcao A

Teorema 4.14. Seja (M, g) completa, com curvatura escalar ndo-negativa, Schwarzschild

no infinito com massa m e que satisfaz a Condi¢ao 1. Entao, a fungao A(V) definida

anteriormente satisfaz

" A 3A(V)?
AWV) = 355 ~ 2am)

no sentido das funcgoes de comparacgao, isto é, para todo V5 > 0 existe uma funcao
Ay, € C*(R) tal que

3. Ay, (W) <

1. Ay (V) > A(V) para todo V > 0

2. Ay, (Vo) = A(Vo)

Ar 34y, (W)
T Ay (V)? 44y (Vo)

Demonstragao. Para cada Vi > 0, considere uma variagao normal F' : (V) x (—=9,6) — M
em 3(Vp) e defina Xy, (t) := F(X(Vp) x {t}) a superficie obtida ao fluir (V) de acordo com
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a variacao normal no tempo t. Sem perda de generalidade, parametrizemos as superficies

Yy, (t) de acordo com o volume V e escreveremos Xy, (V), onde 3y, (Vy) é a superficie

original ¥(V4). Considere a drea de cada superficie Xy, (V'), Ay, (V) = A(2y,(V)). Entao,
Ay, (Vo) = A(Zy, (Vo)) = A(X(W)) = A(Vo),
pois X(Vp) é minimizante e Ay, (V) > A(V) pois Xy, (V) ndo é necessariamente uma

superficie minimizante.

Voltando para a varidvel ¢, como Ay, (t) = / do, segue do Teorema 2.52 que
Z:V() (t)

d
A1) =2 / do = / H () do,
dt Jsy, @) S ()

onde H(t) é a curvatura média da superficie Xy, (¢). Além disso, como

V'(t) = / do = Ay, (t),
Sy, (1)

segue que em t = 0,
dAv, dAy dt  dAy, (ﬂ ) sy Hdo

N dt

av at dv ~ dt =i

B fE(Vo) do N

pois 3(Vp) possui curvatura média constante. Derivando novamente em relagao a V,

PAy,  d [(dAy, (dV\T d (dAy, (dV\TT dt
dv: — dv \ dt \ dt Cdt \ dt \ dt dv
PAy, AV dAy, PV (dV\ T dt
A2 dt dt d2 )\ dt ) dvV

PAy, Ay, PV (V7
dt? AV dt? dt '

Ay (V0)? A7, (Vo) =AY (8) — HV"(2)
d

= — Hda—Hi/ do
dt %(Vo) dt %(Vo)

dH
_ / a4,
n(vp) dt

- / B — Ric(v, v) do,
(Vo)

onde B ¢é a segunda forma fundamental de ¥(V), Ric é o tensor de Ricci de M e v éo
vetor normal a 3(Vj). Pelo Corolario 2.46, e pela hipdtese de S(g) > 0,

AP a3,(V) = [ ~|BI} - Ric(w.v) do
=(Vo)

S B|? H?
= / —||B||2—M+K+H ” — —do
(V) 2 2 2

2 2
B
S (Vo) 2 2

?

Em t =0,

do.
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Pelo Teorema de Gauss-Bonnet (ver o Teorema 9.7 em (LEE, 1997)),
Kdo =2mx(2(Vp)) < 4m.
(Vo)

Portanto,
1
A (VP Al (V) < am =5 [ B+ 2 do.

(Vo)
H2
Além disso, como || B|* > -
2 AN 3 2 3 2
Ay, (Vo) Ay, (Vo) < dm — — H?do = 4 — ZH Ay, (V).
(Vo)
Portanto,
4 3AL, (Vy)?
AL (V) < s~ A
AVO(‘/O) 4 Vo (Vb)
o que prova o Teorema. O

Podemos reescrever a expressao obtida no Teorema anterior em uma forma mais
conveniente para algumas aplicacdes. De fato, seja F(V) := A(V)*?2. Entao, definindo
Fy, (V) = Ay, (V)*2, obtemos que para todo Vy > 0,

Fy(Vo) = Aw(W)? = A(V)*? = F(Vo)
Fy, (V) = Ay (V)32 > A(V)3? = F(V) para todo V > 0

(Vo) = ((Ag(V)¥?)”

= (Sawmeagm)

V=W

V=W

3 3
= (A 4 AV a0

34y, (Vo)? | 3

i R T | 12,

- 4AV0(V0)1/2 + 2 Vo(VO) (
6r 3 Ay (%)’

AVO (%)3/2 8 AVO(VE))I/Q

V=W

Am 3AY, (%)2)
AV0<V0)2 4AV0(%)

1 9 367 — FI, (V)2
:—367r——AOVA/V2): v\ 0)”
6FV0(V0)( 37 (V0) 4 (10) 6F v, (Vo)

_ F/ 2
o que prova que F"(V) < %

no sentido das fungoes de comparacao.

442 A funcdo mys

Definicao 4.15. Para cada V' > 0, definimos a funcao de massa de M, my;, como

F(V)1/3

mu(V) =T sn

(36 — F'(V)?).
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Mesmo sabendo que F' é continua, a sua derivada F’ pode nao existir. Entretanto,
como F' é nao-decrescente, a sua derivada F” existird quase todo ponto (mais precisamente,
exceto em uma quantidade enumerdvel de pontos). Ainda mais, as suas derivadas laterais,
F' e F', sempre existem. De fato, dado Vy > 0, seja Fy, a funcéo de comparagao de F' em
V. Como Fy, é uniformemente limitada por baixo em um intervalo limitado, é possivel
adicionar um termo quadratico em F' de tal forma que essa nova funcao seja convexa.
Além disso, segue diretamente da propriedade das fun¢oes de comparacgao que, para todo
V>0, F (V)< F. (V).

Observagao 4.16. Nos pontos onde F'(V') nao existe, podemos definir mj; (V') como sendo
todos os valores do intervalo [F" (V'), F' (V')], assim, tornando m uma fungao multivariada.
A defini¢do é consistente pois, nos pontos onde F’'(V) estd bem definida, as suas derivadas

laterais serao iguais.
Teorema 4.17. A funcéo massa my; (V') definida anteriormente é nao-decrescente.

Para auxiliar na demonstracao do Teorema acima, dado d # 0, considere o operador

de diferenca finita Ay definido da seguinte forma:

My = LEXD D)

Lema 4.18. O operador de diferenca finita possui as seguintes propriedades:

1. /f(x)A(;(g(:p)) dr = — / A_s5(f(x))g(x)dz, onde f e g sdo fungoes integraveis em
R R

2. As((fg)(z)) = As(f(2))g(z)+ f(z+0)As(g(z)) para quaisquer fungoes f,g: R — R.

Demonstracao. 1. Por definicao,

[ sosdanas = [ gy 2Dl
_5(/Rf(x) a:+5d:c—/f )

Utilizando a mudancga de varidavel y = x 4+ 0 na primeira integral, obtemos

/Rf(x)g(x +0)dx = /Rf(y —0)g(y) dy
e, portanto,

[ r@staten e 1( [ = dygta) - / fa )
L [Hem=se)

- / A_s(f(2))g(z) da.
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2. A demonstracao é imediata. O]

Demonstragao do Teorema 4.17. Tremos provar que m/y, (V) > 0 no sentido das distri-

buigoes. De fato, podemos escrever a funcao mjy; como
mar(V) = F(V)3 (367 — F.(V)?)

pois F' (V) = F'(V) exceto em uma quantidade enumerdvel de pontos. Além disso, como
myy estd definido em [0, 00), devemos definir m (V') para V < 0; defina F'(V') = F(0), se
V < 0. Entao, F'(V)=0paraV <0 e

S 86m— (V)
FV) = —5rmy

para todo V € R no sentido das funcoes de comparacao.

Para provar que m/, (V) > 0 no sentido das distribuicoes, devemos provar que

/mM V)dv >0

para toda fungao ¢ € C;°(R) com ¢ > 0. De fato,
— / myu (V) (V)dV = — / F(V)Y3 (36m — FIL(V)?) ¢/ (V) dV
R R

- / lim F(V)'3 (367 — As(F(V))?) As(6(V)) dV

6—0t+

= /R lim A_; (F(V)1/3 (367T - (Ag(F(V)))2)) $(V)dV.

d—0t
Pelo Lema anterior,

A5 (F(V)'2 (361 — (As(F(V)?) = As (F(V)'?) (367 — (As(F(V))?) +
(V= 8)PA s (36m — (As(F(V)))%)
= A5 (F(V)'?) (36m — (As(F(V)))*) —

—F(V = 8)PAs ((As(F(V)))*) -

Portanto,

lim A_; (F(V)Y3 (367 — (As(F(V)))%)) = lim F(V)3 (=A; (As(F(V)))?) +

6—0t 6—0t

+F' (V)

Como

Fyy (Vo +0) = A(Sy, (Vo +0)*? > A(Sypea(Vo +9))** = F(Vo +6)
FVO(%_(S) > F(%—é)

FVO(%) = F(%)?

v
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F(‘/O)_FO/O_d) FVO(‘/O)_FVO(%_5>

As(F(Vy—6)) = ; > 5 = As(Fyy (Vo — 9))
Ag(F(%)):F(%+5()S_F(%) < FVO(‘/()+5()S_FV0(‘/()) :A(i(FVo(%))y
segue que

(As(F(Vy — 6)))* — (As(F(Vp)))?
—0

(As(Fiy (Vo — 6)))* — (As(Fyyy (Vi)
—5

As (As(F(Vp)))?) =

IN

= A5 ((As(Fy, (V0)))?)

e, portanto,

—Ammmwmﬂfz—émm%Wme

:AmmeﬂMMmW%'

§—0+

36m — (Ad(F(Vo)))Q
3F (Vo)

/RJE\I(I]L FVO(%)1/3 (—Ag <(A5(FV0(V0)))2) I

36T — F{,O(VD)2
3FVO(V0)

— [ () (2R, () (Vo) +
R

36T — F{/O(VO)2
3FV0 (Vb)

AzWA%ﬁ%wwW(—ﬂu%w+
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4.5 Caso particular: o espaco de Schwarzschild

4.5.1 Minimizantes para o espaco de Schwarzschild

Lembremos da secdo 3.2 que podemos substituir a hipétese da variedade (M?, g)
ser assintoticamente plana pela hipotese de M ser Schwarzschild com massa m no infinito,

isto é, fora de um conjunto compacto K, a métrica pode ser escrita como

g= alln Geuc)
2|||

onde geye é a métrica Euclidiana usual. Além disso, como mapm(g) = m, segue do Teorema
da Massa Positiva que m > 0 e m = 0 se, e somente se, § = geue. Portanto, podemos supor

sem perda de generalidade que m > 0.
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O nosso objetivo nessa secao é obter a existéncia e a caracterizacao das superficies

isoperimétricas ¥(V') que minimizam a drea dada uma certa restri¢ao de volume V.

Antes disso, vamos obter algumas propriedades sobre a métrica tipo espaco de
Schwarzschild.

Proposicgao 4.19. Seja M = (R*\{0}, h), onde h é a métrica tipo espaco de Schwarzschild

definida anteriormente. Entao,

1. M é esfericamente simétrica.
2. S(h)=0.
3. M ¢ assintoticamente plana.

. , . . .. m
4. M possui uma esfera minima maximal de raio 5

2
5. A aplicagao ® : (1,6, ¢) — (T—, 0, <b> ¢ uma isometria. Além disso, M possui dois
r

fins assintoticamente planos.

6. M pode ser mergulhada isometricamente em R?, e sua imagem ¢é o conjunto

w2
F={ (0 €RY (0.2 = o+ 2m .

O conjunto F' é chamado de paraboloide de Flamm.

Demonstracao. 1. A primeira afirmacao é imediata.

ser harmonica em R*\{0} e

2. Segue diretamente do fato da fungao u(z) =1+ 2|7|nH
x

da Proposigao 3.5.
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3. De fato, para ||z|| suficientemente grande e i, j, k,l € {1,2,3}

m \* ! C
s = %l (( 2al ) (Z 2k||xr|k)f ]
0 m 0 m
Wi = @«”mun)) "(4 (”2”9:”3) ou <”2||:c||>)5”

3
|2 3 m" Cy

Okhis| = 2m - 7—= 0ij < 0ij

! ||9€||3Z n) 2 = Yl

0Ok om . 2 z* 14 ’ 5

Z.A — —2m - — _— i

dal \ |||} 2||z]] 7
Ol || — 3akal ||| /2 ( m )
( ER 2||z]]

3m zF m \? 2!
- 3 1+ — T3 0ij
2 [l 20|zfl ) =]l

Sl |® + 32|72 L /3\ mn 3Im <= 2\ m"
’ ]| ; n/ 2°|x(|? 2||x||4; n) 2n||z|» |
< 2m + < —0;;
<||xu3 2||a:||4) ERE
1 n-—-2 ~
Comop=1> 5= 5 e S(h) = 0, provamos a afirmagao.

4. Podemos escrever h como
h=u(r)* (dr* + r* (6 + sin®(0)d¢?)) ,

onde (7,6, $) sdo as coordenadas esféricas usuais de R*\{0} e u(r) = 1 + 2—
r

Seja ro > 0 e defina S como a esfera euclidiana de raio ry. Como para cada p € .9,

T,S = span{0s|p, Os|,} €, portanto o vetor de curvatura média de S, H é dado por

Jp Oy ) < ) ) I1(9p,85)  11(3y,0;)
=1 411 , = + :
(Haé'“h 1061 101" 10s]In hao hos

onde I] é a segunda forma fundamental de S em M.
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m
Como 11(0y,0p) = (Vagae)L = IO, 11(0y, 0p) = (v%%)L = L0, /(1) = S92’
| - EZhrk(Gh + Ophor, — Oxhgy) = m— 2r
99_2k ook T Coftor o) = T oy
m — 2rg
I1(0y, 0p) = To'm+2ro r
) 1 ) . m —2r
Foo = 3 ;h * shon + Dshor = Onhos) = rsin®(6) - ———
—2r
1(04,05) = rosin®() - ——29,
(D4, 05) 7o sin”(6) p———
temos que
4
o 2000  10505) 2 () m) m=2rg,
heo R o 2rg m + 2rg

r

[t

Como H = Hn, onde H é a curvatura média de S e n = é o vetor normal a S

0
tal que {Ha—d)u, m, n} ¢ uma base ortonormal com orientacao positiva,
b G

=~ 0O, 2 m\ 2 m—2r,
H={(H, L
< ”87"H> To ( 27'0) m + 2rg

e, portanto, S é uma superficie minima se, e somente se, ry = 5

. Primeiramente, é facil ver que ® é um difeomorfismo suave. Além disso,

m2 m2 m2 2 m4
( ar ) ek ( ir > 164

Portanto, denotando gs» = df* + sin(6) d¢?,

m 4r\* m2\ 2 m2\ > 2r\* / m4 m?
14+ = — d| — — 2 = 1+ — dr? 12 gee
< * 2 m2> ( <47"> +(4r) 98 ( +m) <16r4 " +167“4 s

2r\* ym4 9 9
= (1+— <§> (dr +r gsz)

m

m 4
= (14‘5) (d?"2+7'29§2).

Como M\ B,,/2(0) é um fim assintoticamente plano e ® é uma isometria de M, segue
que B,/2(0)\{0} = @ (M\Bm/2(0)> também serd um fim assintoticamente plano.

. m m\ 2 L. ,
6. Fazendo a transformacao r € (—2 ,oo) =T (1 + o ) , a métrica h se tornara
T

9 -1
h= (1 - —m) dr? + 12 (d6> + sin®(0) dg?) ,
r
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onde (1,0, ¢) € (2m,00) x (0,271) x (0, 7).

Agora considere a aplicacao F' definida (em coordenadas locais) como F': (1,60, ¢) €
(2m, 00) % (0,27) x (0, ) — (/8m(r — 2m), 0, ¢). A aplicacao F' é um difeomorfismo
entre o espaco de Schwarzschild e o paraboloide de Flamm. De fato, ¢é facil ver que a
aplicacao F' é diferenciavel. Além disso, como

d 2m

%< 8m(7"—2m)>: r—2m>0

para todo r > 2m, segue que F' é uma bijecao e um difeomorfismo.

Para mostrar que (R*\{0}, h) e S com a métrica induzida de R*, gg, sdo isométricas,

note que, reescrevendo h nas coordenadas originais, isto é, fazendo a transformacao

2
rer (1 + ﬁ) , obtemos
2r

o\~
h = <1 - _m> dr® 4+ 1%gs2, com (r,0,¢) € (2m, ) x (0,27) x (0, ).

r

Agora calculemos a métrica de S induzida pela métrica euclidiana de R?*, gg. De

fato, podemos escrever a métrica de R? como

grt = dw® + dr* + r? gee.

w?
Como r = 3 + 2m, temos que

m
w w? 16m? 2m
dr = —dw = dr* = o dw® = dw® = — o di? =~ dr®,
e portanto,

2 om\
gs = ( m +1> dr* + 12 g = <1 - _m) dr® + 1% gz,
r—2m T

que prova a afirmacao e o Teorema. ]

Agora vamos ao resultado principal da secao.

Teorema 4.20. Na métrica tipo espaco de Schwarzschild de massa m > 0 definida
anteriormente, as esferas esfericamente simétricas de raio constante minimizam a area

dentre todas as superficies na mesma classe de homologia que contém o mesmo volume.

Demonstracao. Primeiramente, note que, como ha uma quantidade infinita de volume
dentro do horizonte do espaco de Schwarzschild, a nocao de “conter o mesmo volume”estéd
bem definida entre superficies na mesma classe de homologia. Além disso, podemos definir

equivalentemente o volume contido por uma superficie na mesma classe de homologia do



104 Capitulo 4. A Desigualdade de Penrose Riemanniana

horizonte como o volume contido pela regido fora do horizonte (e tomando conta do sinal

caso a superficie ndo esteja contida inteiramente no exterior do horizonte).

Dada uma superficie ¥ C M, defina a massa de Hawking m g (%) como

_JAE) (L [
ma(2) =\ (1 or L da).

Agora considere a esfera esfericamente simétrica X de raio r = rg > 5 (o caso g < 5 é

m . . . . ~
provado ao provar o caso rg > 5 e aplicar o item e) da Proposicao anterior). Entéo, a sua

area A = A(X) é igual a

A= /da—// (1+—)4|sin(e)yd9d¢:4w§ <1+2%>4

e a massa de Hawking de Y ¢é igual a

A 1
$) = 42 (1—-— | B2
ma (%) 167T< 167 Js U)
Amrd m\* 4 m\ " (m—2r *
- 1+ ) (1= 14+ Mz g2 (14
\/167r ( i 27‘0) < 167?7’8( +2r0) m + 2rg +2r0

= m.

Sabemos do Teorema da Massa Positiva que m > 0. Portanto,

1 2
mp(X)=m>0 = 1—— [ H*do=1- A

H? 1
67 /., 16r >0 — A < 16m.

. m
Além disso, como r¢ > 5 H > 0.

Agora construiremos uma nova métrica (R*, k) que é isométrica a (R*\{0}, g) fora
de X e isométrica a uma vizinhanga conexa esfericamente simétrica de um vértice de cone
esfericamente simétrico dentro de X, onde as especificacoes do cone sao tais que a area A
e a curvatura média H de X sejam as mesmas que a métrica g. Dessa forma, é possivel
escrever k como

kE=u(r)2dr? +u(r)r’® gs,
onde u é uma fungao diferenciavel em (0, 00). Note que, para u(r) = a, k é a métrica de

um cone. Além disso, a area e o volume da esfera de raio r sdo iguais a

2
A = // r?|sin(0)| df d¢ = 4mr*u(r)

2m 4
V o= // /T2|Sin(9)’d7°d(9d¢:—7ﬂ°3
o Jo Jo 3

os simbolos de Christoffel ndo-nulos de k sao

u r2u?u’ + 2ru® r2ulu’ + 2rud
FT = — r e — T — <2 8
rr r ) 00 5 bb - 9 sin(0)
ru U )
Lo = Ff¢ i — I‘Z{ﬁ = cot(0) F¢¢ = — cos(#) sin(0)
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e a sua curvatura escalar S(k) ¢ igual a

4r2uu” + 3rfu(u’)? 4+ 20ruu’ + 4u — 4
2r2u '

S(k) =

Para ajudar a visualizacdo, considere a variedade (R®, k) mergulhada em R* da
seguinte forma: considere o paraboloide de Flamm da Proposicao anterior e C' C R* o
cone tangente ao paraboloide de Flamm em ¥.. Entdo, (R?, k) é igual a unido da parte do

cone que esta dentro de ¥ com a parte do paraboloide que é exterior a X.

Agora suponha que ¥ estd em r =7 em (R? k). Como esta variedade é um cone

dentro de X, u(r) = a para todo r < T, para algum a € R. Calculando a curvatura média

de E, HE,

Ay — 11(89,89)+I[(8¢,8¢):Fggc‘?r %50 :_2(13?8 :_2_a23
koo Koo ar*  ar’sin?(0) ar? " T
S 0 2a? 2a

Hy = k(Hs,—— ) = —|0ls = =

s = oo ) - T

e, portanto,

2 2
—é‘) Arar = 16a3T —> 0<a<1.

16m > HaA = <
7

Parametrizando as esferas esfericamente simétricas pelo seu volume, segue do fato

da curvatura escalar da métrica de Schwarzschild ser identicamente nula que

3 3

0=2S(g) = A(V)*A"(V) — 47 — ZA(V)A’(V)2 = AWV)A"(V) =4rx — ZIA(V)A’(V)?.

Definindo @(V) := u(r(V)) = u ( Y —V>, segue que u(V) = a para V < V=
7T

EWF?’ e, para V >V},

Além disso, @ (Vp) = 0 pois w é suave.
Agora, note que u satisfaz a < u(V) < 1. De fato, para mostrar que u(V) < 1,
4a® — 4

2
ar
A como a drea da esfera esfericamente simétrica em (R® k), vale

observe que, como S(k) = > 0 dentro de ¥ (segue do fato que a < 1), redefinindo

AWVPA (V) < dr = SAV) AWV
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para todo V' < V4. Portanto, parametrizando a massa de Hawking de acordo com o volume

compreendido pela superficie, temos

, d (JAV) (AW
malV) = W( o (- ))

= (g (- AU A vy 2 4 ) )

V16m \24(V)1/? 16m i
2A’(V) 3 / , L
(167)3A(V) (4” — AV)AV)" - AV)°A (V)) >0

e, como m(0) =0, m(V) > m(0) =0 para todo V>0 e

m(V) >0

—  A(V)A(V)? > 167
—  AWV2A (V) <

167
2 3/2 _ v TR AT T v o
— AWy = /O VAWAW) ¥ < [ ViGraV = Vigmy
2
— AV < <g\/167ﬂ/> = 367V?,

o que prova que u(V) < 1.

Para provar que u(V) > a, provaremos que @ (V) > 0 para todo V' > 0. De fato,
suponha que @' (V') < 0. Entao,

6ru(V) = AV)VY —

B (V) = AWV AWV = (A’(V) - g—ifv)) v
2A
Portanto, se @' (V) <0, A'(V) < §¥ Derivando novamente @, obtemos
—11 _ " 2 A/(V)V — A(V) —2/3 2 / 2 A<V) -5/3
367u” (V) = (A (V) 3 7z 1% 3 A'(V) 2V 1%
4 1
= AWV - A V)V EOA(V)V‘S/?’
4 10 V83
_ 2\ AV 2 = 2 A/ - 3
= (A(V VA" (V)V 3A(V) A(V)V + 5 A(V) ) AV
_ 3 22 4 2 4/ 10 5\ VP
= ((47? 4A(V)A (V) ) 1% 3A(V) A'(V)V + 5 A(V) A2
3 4 A(V)? 4 2 A(V) 10 V8/3
> (4nv? - 2A(W)= v Zaw s By Ay
_<7T V)5 3()3\/+9(>A(V)2

5 V—8/3
A7) S
V78/3

= AT (36wV? — A(V)?) >0,

4
1
= (4nV2—-Z




4.5. Caso particular: o espac¢o de Schwarzschild 107

v
o que prova que @' (V) > 0 e consequentemente, @' (V') = / @"(V)dV >0, o que é uma
0
contradigao. Portanto, @'(V') > 0, provando que u(V) > u(Vp) = a para todo V' > Vj.

Agora mostraremos que ¥ é uma superficie isoperimétrica de (R?, k). De fato, seja
> uma outra superficie em (R?, k) contendo o mesmo volume Vj (ou volume maior) e
sejam A e A as dreas de Y e 3 em (R?, k), respectivamente, e Ay e ;16 as dreas de Y e &
nas coordenadas usuais de R?, respectivamente. Como k preserva o volume, ¥ e 5 possuem
o mesmo volume na métrica euclidiana usual. Portanto, pela desigualdade isoperimétrica,

Ay > Ap. Entretanto, como a < u(r) < 1, segue que u(r)™2 > 1> a, e como u(F) = a,
A > aZ(; > aly = A,

0 que prova a afirmacao.

Note que, como (R*\{0}, ) e (R*\{0}, k) sdo esfericamente simétricas, elas sdo

conformemente equivalentes. Portanto,
h=w'k =w(r)* (u(r)dr* +r’u(r) gs2)

onde w € C*((0,00)). Entao, segue da Equagao de Yamabe que relaciona as curvaturas

escalares de duas métricas conformemente equivalentes,
—8Aw + S(k) = S(h)w®,
que, como S(h) =0,
0= S(hyw® = —8Aw + S(k) —> Aw = ésuf) >0,

pois S(k) > 0 em todo ponto (identicamente nula na regidao em que a variedade é

Schwarzschild e positiva na regiao em que a variedade é um cone).

Para finalizar, mostraremos que ¥ é um minimizantes para a area dada a restrigao
de volume no problema isoperimétrico em (R*\{0}, h). De fato, seja 3 uma outra superficie
com o mesmo volume Vj, fora do horizonte em (R*\{0},%). Como % contém o mesmo
volume que ¥ fora do horizonte em (R*\{0}, h), o volume de ¥ é maior do que o volume de
¥ em (R?, k) pois w > 1. Como ¥ é uma superficie isoperimétrica em (R?, k), segue que a
drea de ¥ 6 maior do que a drea de ¥ em (R?, k). Além disso, como w > 1 e w(F) = 1, segue

que a drea de  é maior do que a drea de ¥ em (R*\{0}, k), provando o resultado. [

4.5.2 Existéncia de minimizantes para volumes suficientemente grandes

A partir de agora consideraremos variedades Riemannianas (M?, g) completas,
com curvatura escalar S(g) > 0 e que sdo Schwarzschild de massa m no infinito, isto
é, isométricas a (R*\{0},h) fora de um conjunto compacto. Além disso, sabemos pelo

Teorema da Massa Positiva, que m > 0.
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Sabemos da secao anterior, que as esferas esfericamente simétricas sao os mini-
mizantes para o problema isoperimétrico em (R*\{0},%) definido anteriormente. Entdo,
é natural perguntar-se se, para V' > 0 suficientemente grande, as esferas esfericamente
simétricas sdo minimizantes para o problema isoperimétrico em (M, g). De fato, essa
afirmagao é verdadeira. E para provar isso, é necessario fazer algumas definigoes e resulta-

dos preliminares.

Definigao 4.21. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana.

e Seja ¥ C M? uma superficie que é o bordo de alguma regido aberta U C M. Se
> minimiza a area dentre todas as superficies que sao o bordo de alguma regiao
compacta de M com o mesmo volume Vol(U), diremos que ¥ é uma superficie

isoperimétrica de M.

e Seja ¥ C M? uma superficie que é o bordo de alguma regido aberta U C M. Se
Y. minimiza a area dentre todas as superficies que sao o bordo de alguma regiao
compacta de M cujo volume é maior ou igual do que o volume de U, Vol(U), diremos

que Y é uma superficie isoperimétrica exterior de M.

Definicao 4.22. Dadas duas variedades Riemannianas (M, g1) e (Ma, g2), diremos que
uma aplicagao ¢ : M; — Ms é uma aplicagao area nonincreasing se para todas as superficies

com bordo 3 C M, a area de ¢(X) C M, é menor ou igual do que a area de X.

O seguinte Lema, que envolve os conceitos definidos acima, é fundamental para a

demonstracao do resultado principal desta secao.

Lema 4.23. Sejam (M, g1) e (Ms, g2) duas variedades Riemannianas, ¥ C M; uma
superficie que é o bordo de um conjunto compacto U C M; e ¢ : My — M, uma aplicagao
area nonincreasing de classe C' que é uma isométrica fora do interior de U, tal que
#(X) = 0(¢(U)) é uma superficie isoperimétrica exterior de Ms. Entao, ¥ é uma superficie

isoperimétrica exterior de Mj.

Demonstracao. Primeiramente, mostraremos que ¢ ¢ uma aplicagao volume nonincreasing
dentro de X, isto é, para todo V. C U C My, Vol(¢(V)) > Vol(V). De fato, seja {e;}>_,

uma base ortonormal em algum ponto p € V' e defina

Gy = <d¢p(€i)ad¢(ej)>
52-]- = (G_l)ijdet(G).

3 3
Entao, para todo v = Zviei e T,M, Z v/ Giy = ||ldgp(v)|2, e, para v unitério,
i=1 ij=1
3
Z v'v?Gy; € o fator pelo qual as dreas sao multiplicadas na direcao ortogonal a v. Como,

ij=1
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por hipdtese, ¢ é area nonincreasing, os autovalores de G (que é simétrica, e portanto tem
todos os seus autovalores reais) sdo menores ou iguais a 1, o que implica que det(G) < 1.
Logo,

1 > det(G) = det(G)? det(G™') = det(G)* = det(G) <1,

o que prova que ¢ é volume nonincreasing dentro de X.

Agora provaremos que Y é uma superficie isoperimétrica exterior. De fato, considere
uma outra superficie ¥ que possui uma quantidade de volume maior ou igual do que a
quantidade de volume que ¥ possui. Entdo, ¢(3) contém, pelo menos, a mesma quantidade
de volume que ¢(3). Como ¢(X) é uma superficie isoperimétrica exterior, A(¢(X)) <

A(o(X)). Mas, como ¢ é uma isometria em X e area nonincreasing em M,

0 que prova o Lema. O

Agora vamos ao resultado principal.

Teorema 4.24. Considere (M?, g) satisfazendo as condicoes descritas no inicio da subsecdo.
Entao, existe Vo > 0 tal que para todo V' > V;, as esferas esfericamente simétricas da
métrica de Schwarzschild minimizam a area dentre todas as outras superficies na sua classe

de homologia contendo o mesmo volume V' (fora dos horizontes, caso exista).

Demonstracao. Como M é isométrica a variedade de Schwarzschild de massa m fora de

2

um conjunto compacto, para algum A,.;, > 167m*, existe uma superficie > C M tal

que A = A(X) > Anin e ¥ é a esfera esfericamente simétrica de area A da regiao de M
isométrica a Schwarzschild.

2
. . . 1 Amin

Afirmamos que as esferas cuja area satisfazem A > —

T\ m

isoperimétricas exteriores de M. De fato, seja X uma esfera cuja area satisfaz a desigualdade

devem ser superficies

anterior. Na demonstracao do Teorema principal da subsegao anterior, foi construida uma
variedade (R? k) que é isométrica & variedade de Schwarzschild de massa m fora de
> e isométrica a um cone dentro de Y. Além disso, sabemos que Y é uma superficie
isoperimétrica nessa nova variedade. Utilizaremos essa variedade para construir uma
aplicacdo ¢ : (M, g) — (R® k) satisfazendo as propriedades do Lema anterior. De fato,
defina ¢ como a identidade na regido fora de ¥ e considere ¥ := ¢(X). Dentro de X,
faga ¢ esfericamente simétrica na regiao em que M for esfericamente simétrica. Dessa

forma, podemos identificar ¢ como a aplicacado A(A), onde A é a area da pré-imagem

(esfericamente simétrica) em M da esfera esfericamente simétrica em (R?, k) que possui
drea igual a A. Portanto, denotando Ay = A(X) = A(4(X)), obtemos A(Ag) = Ay.
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Como A > A, os comprimentos das direcoes esfericamente simétricas diminuem a

| A
uma taxa de 1 por ¢. Entao, para definir ¢ de tal forma que seja area nonincreasing,

devemos definir ¢ de tal forma que os comprimentos aumentem a uma taxa de 4/ = na

direcao radial. Portanto, os volumes serao diminuidos localmente a uma taxa de

Agora considere as fungoes V em M e V em (R® k) que denotam os volumes
compreendidos pelas esferas esfericamentes simétricas em M e R®, respectivamente. Note
que, enquanto V estd definida em todo R*, V' estd definida apenas na regido em que M é
Schwarzschild. Sabemos que podemos escrever a area A em funcao do seu volume V, e

essa expressao € igual a
A(V) = a(36m)V2 7,

onde a € R ¢ alguma constante real. Derivando a expressao, obtemos

—— 1/2
— — 2a ——1/3 — = 2a A(V)
A = /3. A _ e 3 (_AWV)
(V) 3 (36m)/° -V — (V) 3 (36m) (a(367r)1/3
— = 2 | 36m
— AV)=d? 2 | ==
(V) =a™-3 AW)

Além disso, sabemos que na regiao de M que é Schwarzschild, a massa de Hawking das

esferas esfericamente simétricas é igual a m. Portanto,

A(V) 1 167 167
= 1— —AV)A(V)? AV)=,|—=|1- — .
" 167r( 167r()()):> V) A(V)( mA(V))
[A dV /A
Ainda mais, como ¢ diminui o volume a uma taxa de AT = 7 Portanto,
dAdV — dA dA
dV dV — dAdV’
o que implica em
dA dV —
— AV dv 3 A 167 167 A
A(A) = 4V : 1— )2
() dA 2437\ 367 '\ A "™Wa) V32
dv
167

= a73/2 1_m -

A

para todo A < Ay, com a condicdo inicial A(Ag) = Ay. A EDO acima determina A(A).
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1 min 2
Agora afirmaremos que A(0) > A, se Ag > — > . De fato, como para

m
quaisquer 0 <y <z <1,\/xr—y <\/—<1_Q)

AA) = a1 W 3/2\/1— ,/12” mv/16m A1/2 A1/2>
0

< a3 1—m1/A (1—5\/16 (A V2 A01/2)>7
0
16

1/ Apn\> 1 ) ) T
Ay > — > —(16mm)” > 16mm* = 1 —my/—— > 0.
T\ m T 0

=)

pois

Além disso, como as dimensoes do cone foram escolhidas de tal forma que a X possua a
mesma curvatura média tanto do lado de dentro quanto do lado de fora, A’(A4) = 1, isto
é,

167

1= A'(Ay) =a ¥ [1 —my[—.
(Ag) = a A,

Portanto,

A(A) <1— Ex/ﬁ (A—1/2 - AgW) .
Considere D(A) = A(A) — A. Entao,
D'(A) < ~2V/16r m (A g = ~ V16 (D) +7) 77— a).
Como, para todo A € [0, A),
AA) <Ay = ATV > AV — D'(A) <0 = D(A) > D(Ay) =

obtemos:

IN

D'(A) 167 ((D(O) +A) - A51/2>

—D(0) = D(Ay) — D(0) = " D'(A)dA

< ——\/F/AO 0)+A) * = 452 dA

— —?/167r (2\/D + Ay — 2¢/D(0) — \/A_()) .
Além disso, como /D(0) + Ay > 1/A,,
~D(0) < —%Vmw (2\/0(0) Ay — 24/D(0) — \/A—0> < —%@ <\/A_0 . 2@) ,
o que implica em

0) + m+/167D(0) > \/167rA0 > —\/ 167 r:/m_ > 2-16mm?* = 32mm?.
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Logo, D(0) > 167m?*. Portanto,

% 1674y < D(0)+m\/167D(0) < 2D(0) = D(0) > %\/167#10 — m/T Ay > Amin,
o que prova a afirmagao pois D(0) = A(0).

Além disso, a afirmagao acima nos mostra que, para A € [0, Ag|, a imagem de ¢ esta
contida na parte esfericamente simétrica de M e que a esfera esfericamente simétrica de
drea A(0) em M é levada no vértice do cone em (R?, k). Portanto, definindo ¢ como sendo
o vértice do cone para pontos dentro da esfera, transformamos ¢ em uma aplicacao area
nonincreasing. Assim, obtemos uma aplicacdo ¢ : M — (R? k) que é uma isometria fora de
Y em M e que é area nonincreasing dentro de Y. Entretanto, nao é possivel garantir que
¢ seja uma aplicacdo C' na esfera de drea A(0) em M. Perturbando ¢ em uma vizinhanca

dessa esfera de tal forma que ainda seja area nonincreasing, obtemos a aplicacao desejada.

Como ¥ é isoperimétrica exterior em (R* k) e #(X) = X, segue do Lema anterior
que X é isoperimétrica exterior em M e, portanto, minimiza a area dentre as superficies

que contém o mesmo volume em M, o que prova o Teorema. O

Como estamos supondo (M, g) Schwarzschild no infinito com massa m, para V
suficientemente grande, os minimizantes para o problema isoperimétrico sao as esferas
esfericamente simétricas. Portanto, para esses volumes, a fun¢ao A (consequentemente F)

serd suave. Portanto, poderemos escrever a funcao mj; como

1/3 1/2
(V) = % (367 — F/(V)?) = % (367r _ %A(V)A’(V)?)

167 o

o que nos da o seguinte resultado.

_ JAY) <1 - 11 A(V)A’(V)2> = mu(S(V)) = m,

Teorema 4.25. Seja (M, g) completa, com curvatura escalar ndo-negativa e Schwarzschild

no infinito com massa m. Entdo, lim my (V) = m.
V—o0

4.6 Existéncia de superficies minimizantes

4.6.1 Resultados preliminares

Definicao 4.26. Sejam D C R? um dominio tal que ¥ = 9D seja suave e z1, 25 € R.

Definimos:
D(x1,22) = {(x,y,2) € D;jx1 < x < 29}
Y(z1,20) = {(x,y,2) € ;01 < < 29}
C(zy) = {(v,y,2) € Dyx =x1}
) )

) 4+ A(C(22)) + V367V (D (1, 22))?? — A(S (21, 22))
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Podemos interpretar AA(z1, x9) como sendo a mudanga da drea de superficie de D
ao ser retirada a regiao de D entre x = x1 e ©x = x5 e substituida por uma bola de mesmo

volume.

Teorema 4.27. Existem «, 5 > 0 tais que, se para algum d > 0,

1. inf A(C(z)) > 0;

0<z<d

A(X(0,d))

2. 7 < a,

AA(xy, z2)

A =

entdo existe x1, s € [0,d], x1 < x3, tais que

Demonstracao. Como o resultado é invariante por mudanca de escala, vamos supor que

d = 4. Dado € € (0, 1), considere os seguintes subintervalos de [0, 4],

I = [0,2]

I, = [26,1+¢]

I; = [1+¢,2]

Iy = [2,3+¢]

Is = [3+¢,4—2¢]

Iy = [4—2¢,4],
A(E (1)

6
e defina, para cada k € {1,2,3,4,5,6}, px, = ) . E f4cil ver que Zpk =1.

k=1

Agora note que se , poderia ser possivel iterar a

A(E(l‘h .I‘Q)) To — T
A(32(0,4)) 4

demonstragao desse fato substituindo o intervalo (z1,x2) pelo intervalo (0,4) utilizando

uma mudanca de escala (todas as diregoes), transformando (x1,x2) em (0,4). Ambas as

hipoteses 1 e 2 do enunciado sao trivialmente satisfeitas. Portanto, o resultado original

segue da versao obtida apds fazer a mudanca de escala.

Iremos fazer a mudanca de escala se a desigualdade acima for satisfeita para I, I3,
5 6

1y, I5, U I ou U I;,. Afirmamos que nao é possivel fazer essa mudanca de escala uma

k=1 k=2
quantidade infinita de vezes. De fato, como

A(2(0,4)) 2/%(0@ dx>/ JIACET de > 8v/Fd — a< A(Zﬁ(ff)) |

onde a = ir&)fﬁq A(C(x)). Toda vez em que ¢ feita a mudanga de escala, o valor de a
ze|0,

aumenta pelo menos a uma taxa de . Como a > 0, concluimos que a mudancga de

4 — 2¢
escala s6 pode ser realizada um numero finito de vezes.
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Na tultima iteracao, obtemos que

A(X (21, 22)) > <$2 — 1

2
A(X(0,4)) 4 ) para [x1, To] iguais

5 6
aly, Is, Iy, Is, U I e U I;.. Portanto, para k € {2,...,5},
k=1 k=2

L A(S(I) 1—¢\?
pk‘A<z<o,4>>2( 1 )

5 6 2
4 — 2¢
Sy pe> ( " ) |
k=1 = k=2
6
Como Zpk =1, segue que
k=1

=
=
I
—
|
E
i)
e
AN
—_
|
N
N
N
N}
)
~_
[N}
Il
N
—_
|
s
N
[\)
)
~_
N
[u—
N
N
)
)
N~

Da mesma forma, obtemos que pg < e. Além disso, para k € {2,3,4,5},

(1—g>2 1—2+e2 1-2
Pk = = > .

4 16 - 16
AA
Para obter uma cota superior para M na conclusao do teorema, escolha
A(E(l’l, .I'Q))
AA(0,4)

x1 =0, 9 = 4 e escolha a regiao D de tal forma que seja maximizada. Vamos

A(X(0,4))

considerar o seguinte argumento de simetrizacao: dada uma regidgo D C R?, simetrize-a em
relacao ao eixo = definindo Dy sendo a regiao simétrica em relagao ao eixo x cujas se¢oes
transversais x = z( constante possuam a mesma area que D. Como, por defini¢ao, as
segoes transversais de D e Dy possuem a mesma area, D e D possuirao o mesmo volume.
Além disso, a area de superficie de D, serd menor do que a area de superficie de D pois,

como A(C(z)) = A(C4(x)) para todo x, segue da desigualdade isoperimétrica que
4 4
(OC(x)) > LOC,(x)) — A(OD) = / HOC(z)) dx > / (OC,(x)) dx = A(OD,).
0 0

Para preservar as desigualdades anteriores, defina D como sendo D, uniao com as regioes

em R? tais que D possui a mesma area de superficie que D em cada I x R%. Como D
AA(0,4)
A(%(0,4))

possui mais volume do que D, D maximiza se e somente se D for simétrica

em relagao ao eixo .

Além disso, segue da férmula da primeira variacao de area, que o bordo ¥ da regiao

D 6tima deve possui curvatura média constante em cada um dos intervalos [. Portando, em
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cada intervalo, ¥ é, ou uma colegdo de esferas, ou uma superficie de Delaunay (veja (LOPEZ,
2013) para mais detalhes). Se a > 0 for suficientemente pequeno, podemos desconsiderar
as superficies de Delaunay pois elas sao instaveis. Também podemos desconsiderar hé
mais de uma esfera em cada subintervalo por estabilidade, pois ao diminuir a area de
uma esfera e aumentar a area de uma outra a uma mesma taxa, o volume aumentara até

segunda ordem.

Para facilitar as contas, considere mais uma mudanga de escala tal que A(X(0,d)) =
1. Entao, observando todas as possibilidades, obtemos que uma das regioes D que maximiza
AA(0,d) é a metade direita de uma esfera (tendo drea de superficie €) em I; x R?* com a

metade esquerda de uma esfera (também tendo drea de superficie ¢) em I x R? com uma

. ;. € .
esfera de drea de superficie , centrada em (I, U I3) x R? com uma esfera de drea de

superficie M, centrada em (I, U I5) x R%. Para esta regido, temos
A(C(0)), A(C(d)) = = % <e
e
V(D(0,d)) = \/;6—# ((25)3/2 + (1 _825>3/2 <7(1 . 25))3/2>
Logo,

AA(0,d) < 2 + ((25)3/2 + (1 _825>3/2 + (@)3/2) B —1=®(¢).

Fazendo € = 0, obtemos

o= ()" (D)) 10

Portanto, tomando ¢ > 0 suficientemente pequeno, obtemos

AA(0,d)

mg@(a):—ﬂ<0.

Como D é a configuracao 6tima, obtemos o resultado. n

Modificando suficientemente a Proposicao acima, podemos provar um resultado

parecido.

Proposicao 4.28. Considere o espaco de Schwarzschild (R*\{0}, h) de massa m > 0
uniao disjunta com uma esfera de curvatura constante de dimensao 3 com volume V.
Entao, existe r > 0 tal que, dado r; > r e r := 2ry, entao se X é qualquer superficie
conexa que contém um volume V' < Vg intersectando ambas as esferas euclidianas de raio

r1 e 19, é possivel modificar 3 fora da bola euclidiana de raio r; em trés superficies >,
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Yo e Y3, com Y e Y na regiao tridimensional fechada contida por X e ¥3 na esfera de
curvatura constante, tal que ¥ intersecta a esfera euclidiana de raio r; mas nao intersecta
a esfera euclidiana de raio r9, Y5 intersecta a esfera euclidiana de raio r, mas nao intersecta
a esfera euclidiana de raio rq, e 31 U 3y U Y3 possui area menor que ¥ e contém o mesmo

volume V' que .

Proposicao 4.29. Considere o espaco de Schwarzschild (R*\{0}, %) de massa m > 0
uniao disjunta com uma esfera de curvatura constante de dimensao 3 com volume V.
Entao existe 7 > 0 tal que se X é qualquer superficie que é fronteira de uma regiao com
volume V' < Vy inteiramente contida fora da bola euclidiana de raio 7, entao a area de X é
maior do que a area de uma esfera bidimensional de curvatura constante que contém um

volume V na esfera tridimensional dada.

Demonstragio. Como a métrica de Schwarzschild (R*\{0}, k) é conforme & métrica Eucli-
diana com um fator conforme de (1 + QE) , segue da Desigualdade Isoperimétrica do R?
r
que, para qualquer superficie ¥ inteiramente contida fora da esfera Euclidiana de raio 7,
ma -4\ 22 m —6
AMDW22<AQD(L+fJ ) > &mvg»@+~:) ,
2r 2r
onde Ay (X)) é a area de X utilizando a métrica h.

Seja A(Vg, V') a area de uma esfera geodésica de volume V' na esfera de dimensao
3 com volume Vs. Entao, como A(Vg, V)3/2 < V367V para V > 0, com a desigualdade
sendo uniforme para V' > ¢, onde € > 0, basta escolher 7 grande o suficiente de tal forma

que o resultado seja valido para V > ¢.

Primeiramente, note que

A(Vs, V)% = V/367V (1 —k (VKS)M + 0, ((%)2/3» ,

2/3
onde k = i 3—7T
10 \ 2

grande, entdo, em (R*\{0}, h), fora de B(0), todas as superficies com area A contendo

. Provaremos que, para V' < ¢, ao escolher 7 > 0 suficientemente

um volume V satisfazem

E/V\Y?
A2 > 36nV [1— = ( — .
2 \ Vg

o que prova o resultado para V < ¢, para algum ¢ > 0 pequeno.

Seja ¥ = 0D uma superficie que contém um volume V' = V(D) < ¢ e inteiramente
contida fora de Br(0). Além disso, suponha que X é suave.

Dado um subconjunto aberto U C D, defina f(U) := A(9(D\U))+(367)/3V (D)*3.
Note que, como D é limitado, existe um aberto Uy C D tal que f(Uy) < f(U) para todo
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U C D aberto. Portanto,

A(OU)

IN

A(@(D\U)) + A(dD)
< (36m)3(V(D) —V(U))¥? + (36m)/3V (D)¥?
< 2(36m)2V(D)¥3,

0 que nos garante uma limitagao uniforme para A(9U). Além disso, note que

f(Uo) < f(0) = A(OD).

Agora considere a regidao D definida como a unido entre D\U, e uma bola aberta

de volume igual a V(Up) e que esté contida em uma cépia de R*. Entdo,
A(OD) = A(O(D\Uy)) + (36m)3V (U)*? = f(Uy) < A(OD).

Portanto, basta mostrar que
k (V7
A(OD)*? > 367V [1— = (—)

para D C (R*\{0},h) UR?.

Também ¢ suficiente provar a desigualdade acima para cada componente separa-
damente. A desigualdade ¢ satisfeita trivialmente para a bola aberta de volume V' (Up)
em R®. Portanto, basta verificar a desigualdade para as componentes em Schwarzschild.
Considere ¥; = 9D, uma das componentes que estdo fora de uma bola aberta de raio

r > 0 em Schwarzschild. Note que
A(Z;) < (36m)3V ()3

pois, caso contrario Uy N D; # 0. Além disso,

(36m)"/0V (%;)"/?
Ta :

onde a > 0 é a constante do Teorema 4.27, pois, caso contrario,

(36m)1/6V (;)V/3 A(Z) A(Z)

> — Y=<
Ja =V a diam(z;)2

dlam(21> >

e, pelo Teorema 4.27, é possivel remover uma parte de X; e substituir por uma bola aberta
de R? de mesmo volume, diminuindo a area do bordo, o que é uma contradicao, pois Uy

estaria incluso na regiao a retirada para formar uma bola de mesmo volume.

Agora tome py € D; C (R*\{0},h) um ponto arbitrdrio e seja ry a coordenada

radial de py. Como ¥; estd fora da bola euclidiana de raio 7, ro > 7.
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Agora construa uma aplicagao ¢ que leva uma vizinhanga conexa esfericamente
simétrica de py em um vizinhanca conexa anelar, isto é, formada pela diferenca entre duas
vizinhangas esfericamente simétricas de S®(Ry), onde S*(Ry) é a esfera de dimensdo 3 com
raio Ry em R*, tal que ¢ seja esfericamente simétrica, que preserva volume localmente e

que seja “tangente” em py (a ser explicado mais a frente na demonstragao).

Defina
[de(r)]]go
HaTHh 7

onde 3§, é o vetor tangente na dire¢do radial em Schwarzschild. Entao, u(r)™' é o fator

u(r)™t =

pelo qual os comprimentos das curvas sao multiplicados na diregao radial. Como queremos
que ¢ preserve volume localmente, o fator pelo qual os comprimentos das curvas sao

multiplicados nas outras dire¢oes mutuamente ortogonais sera u(r)l/ 2 Além disso, defina

d
¢ tal que u(rg) =1e d—u(ro) = 0; diremos que ¢ ser4 tangente em p € R*\{0} se satisfazer
r

a condicao descrita anteriormente.

Como o volume é preservado localmente pela ¢, é conveniente parametrizar ¢ pelo
volume que as esferas esfericamente simétricas ocupam ou pelo o seu volume relativo. De
fato, em Schwarzschild, defina v(r) como sendo o volume da esfera esfericamente simétrica
de raio r menos a esfera esfericamente simétrica de raio ry. Vale observar que, v(r) < 0
para r < rg e v(rg) = 0. Também defina U(v) = u(r(v)), isto é, u escrita na variavel v e
Ap(v) como sendo a area da esfera esfericamente simétrica que ocupa um volume v fora

da esfera esfericamente simétrica de raio ry. Logo, temos que

r T 27 6 T mA 6
_ 21@'9d9dd:4/21—d
v(r) /m/o /o s ( +2$> |sin(0)| pds=4m [ s < +25> s
6

0
V' (r) = 4nr? (1 + ;)

Ao(v) = Ao(o(r)) = /Oﬂ /0% (14 00) b = amr? (14 )

212

dAy dr 1 m d my 4 2r —m m\ —3
o(v) ar a1\ Ty @ ( T 72 T

dA. dr 1 m\—6d [(2r—m m\ —3
o = S ) (o )
0(v) dr dv  4mr? + 2r dr r2 + 2r
B _(2r—m)2 (1+ m>—10
N 876 2r

Além disso, sabemos das contas feitas anteriormente que, para todo v € R,

Utilize ¢ para definir v em (S®(Ry), go) e defina A;(v) como sendo a drea da esfera

geodésica em S*(Ry) que ocupa um volume v. Como ¢ preserva volume localmente, a
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varidvel v que denota o volume da esfera em (S®(Ry), go) é o mesmo volume relativo na

métrica de Schwarzschild.

Agora note que, como

= R} (d¢® + sin(y)? (d6” + sin(0)*de?)), (¥,6,¢) € (0,7)* x (0,27),

para p € (0,7), onde p é o raio da esfera geodésica,

o(p) = / / / R3 sin(e)? sin(0) dos 6 dop — A R / sin(1h)? du

V(p) = 4nRjsin(p

Ai(v) = Al(v(p)):/oﬂ/o R3sin(p)? sin(0) df dp = 4n R; sin(p)?

dA, dp 4T R2sin(2p) 2
A — = 07\ 2 ot
1(v) dp dv  4wR3sin(p)? R, cote(p)
Al(w) = dAydp 2 1 . 8m
! ~ dp dv  Rpsin(p)? 4nR3sin(p)2 A (v)?

N (1_M) ) . (1_47TR(2)siH(P)2. 4COS(P>2)

A (v) 167 47 RZ sin(p)? 167 RZsin(p)?
Ry* 2 —2
- 20 (1= = .
sin(p)? ( cos(p) ) Ry

No ponto de tangéncia v = 0, temos que Ap(0) = A;(0) e Ay(0) = A7(0). Portanto,

2 — 1)) Ao(0) 1 [ A(0) 3/2‘
0 167 A7 2\ 4r¢

Portanto, se pudermos tomar p, suficientemente distante da origem, isto é, tomar rg
suficientemente grande, Ay(0), e portanto, Ry, se tornard suficientemente grande. Logo,

para garantir R grande o suficiente, basta provar que é possivel tomar 7 grande o suficiente.

Além disso, como Ay (v) = U(v)Ay(v), temos que

A1 (v) Ao (v) = Ay (v) Ap(v)

U<U) = Ao('l)) - U/( ) AQ(U)2
neny — Al Ao(v) = Ai(0)Ag(v) (A1 (v)Ao(v) — Ar(v) Ay(v)) - Ap(v)
— U'(v) = Ao(0)? -2 A0(0)?
g - OO

Passando de volta para a coordenada r,

du _dUdv _ d*u _ d*U (dv 2 AU dPv
dr — dv dr drz  dv? \dr dv dr?”
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Como U'(0) = 0 pois Ag(0) = A;(0) e Ay(0) = A}(0),

u'(ro) = U"(0)(v'(r0))* )
- a(sr2) (- )

a2 (14 i 81 L4 _8+(2r0—m)2 L4 m -1
= Admr — . — A .
0 2ro 1672rg 21y 8mrs 2ro
-2

o que mostra que u”(rg) tende a 0 assim como %FO)’ onde kg é uma constante real.

Portanto, podemos garantir u”(rq) suficientemente pequeno ao escolher T suficientemente

grande.

(367T)1/6€1/3
Ja

po. Portanto, em Y, u(r) > 1 — d(r — 19)?, para algum § > 0 pois u(rg) = 1 e u/(ry) = 0,

Como V < ¢, diam(3;) < , entao basta estender ¢ a esta distancia de

e podemos tomar ¢ suficientemente pequeno de tal forma que u”(rg) também seja seja
suficientemente pequeno. Logo, u(r) < 1, o que prova que ¢ aumenta as dreas pontualmente

a um fator menor ou igual a u(r)~*/? e

§(36m)1/31/2/3

u(r) <1 —ddiam(Z;)? <1 - -

Como as esferas esfericamente simétricas minimizam areas dentre as hipersuperficies

de (S3(Ry), go) que contém o mesmo volume, isto &,
A3 > \/367V,

com igualdade se, e somente se, a hipersuperficie for uma esfera. Logo, A%/? < v/ 367V (1 —

~1/2

6V?#3). Como ¢ aumenta dreas a um fator de, no méximo, u(r)~'/2, em Schwarzschild,

An(2)%2 > u(r)¥*V36xV (1 — 6V3)

f 1/37,2/3\ 3/4
> V361V (1 — V3 (1 — M) :

«

para V < € se T for suficientemente grande. Como 6 > 0 pode ser tomado suficientemente
pequeno quanto se queira, 7 foi escolhido grande o suficiente, o que prova a nossa afirmagao

e o Teorema. ]

4.6.2 Existéncia de solucao para o problema isoperimétrico

Utilizando as proposicoes provadas na subsecao anterior, é possivel provar a
existéncia de minimizantes para todo V > 0. Entretanto, para provar esse Teorema,

precisamos considerar uma pequena variacao do problema isoperimétrico inicial.
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Teorema 4.30. Suponha que (M, g) seja completa com curvatura escalar nao-negativa,
Schwarzschild no infinito com massa m, que contém uma unica esfera minima maximal ¥,
e que satisfaz a Condigao dada. Seja M o fecho da componente de M\¥, que contém o fim

assintoticamente plano e seja S° uma esfera de curvatura constante de volume Vg. Defina
AV) = igf {A(X); X contém um volume V fora de ¥y},

onde X é a fronteira de alguma regido tridimensional em M LI S® e ¥ é uma superficie em

M U S® na mesma classe de homologia de MU S? que o horizonte .

Entéao, para todo V' € [0, V], existe uma superficie (V') contendo um volume V'

fora de ¥y na mesma classe de superficies descrita acima tal que A(X(V)) = A(V).

Demonstragao. Pela defini¢ao da funcao A, existe uma sequéncia de superficies (%), en
em M U S® tal que ¥; contém um volume V fora de £y e A(X;) | A(V) quando j — oo.

Primeiramente, para cada j € N, substitua >, NS 3 por uma esfera geodésica S;q1 de
S? que contém o mesmo volume e menor drea que ¥; N S® e defina ij =(X;,NM)uUS;.

Pela construcao anterior, >; contém o mesmo volume e drea menor que X;.

Como M é Schwarzschild no infinito, isto é, isométrico a Schwarzschild fora de
uma bola geodésica B, de raio ro > 0 em M. Tome 7 > max {r,7,ro}, onde r > 0 é o raio
obtido pela Proposicao 4.28 e 7 > 0 é o raio obtido pela Proposicao 4.29, ry > 7 e ry 1= 2ry.

Entao, pela Proposicao 4.28 para cada j € N, podemos modificar EN]j N M em ENJJI, i? e i?,
3
onde ¥} = X;NB,, 57 =%,N(M\B,,), &} C 5 e U E? contém o mesmo volume e
k=1
area menor que >; N M. Em 53 substitua Z? e S;1 por uma unica esfera geodésica S; o

de S® que contém o mesmo volume e drea menor que Z? LS.

Como 232- esta fora da bola geodésica de raio ro em M, pela Proposicao 4.29,
podemos substituir E? por uma esfera geodésica ;3 de S3 que contém o mesmo volume e
menor area que Z?. Agora substitua S;5 e Sj3 por uma tnica esfera geodésica S; de S°

que contém o mesmo volume e menor area que S;jo LIS, 3.

Agora, defina para cada j € N, Z; como sendo a uniao disjunta entre ijl e S;.
Como E;- C B,, LUS?, que é um conjunto compacto, segue da compacidade do espaco de
correntes retificiveis (MORGAN, 2016) podemos extrair de (X)) en uma subsequéncia
(E;m)meN convergente no espaco de correntes; denotaremos a superficie limite como X ,.
Entretanto, como

AS5) 2 A(S)) > A(V),
segue que

A(V) = lim A(E;,) > A(Xs) = lim A(X) ) > A(V) = A(Ex) = A(V),

m—0o0 m—ro0

0 que prova a existéncia de minimizantes para o problema isoperimétrico do enunciado. []
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Utilizando o resultado acima, podemos demonstrar finalmente a existéncia de

superficies minimizantes para o problema isoperimétrico em M.

Teorema 4.31. Suponha que (M, g) seja completa com curvatura escalar nao-negativa,
Schwarzschild no infinito com massa m, que contém uma unica esfera minima maximal ¥
e que satisfaz a Condicao dada. Seja M o fecho da componente de M\X, que contém o

fim assintoticamente plano. Defina

AV) = i%f {A(X); ¥ contém um volume V fora de ¥},

onde X é a fronteira de alguma regiao tridimensional em M e Y é uma superficie em M
na mesma classe de homologia de M que o horizonte ¥y. Entao, para todo V' > 0, existe

uma superficie (V) contendo um volume V fora de ¥, na mesma classe de homologia

descrita acima tal que A(X(V)) = A(V).

Demonstracdo. Seja Viax > 0 e Vg > Vinax. Considere novamente M L1 S?, onde S® é a 3-
esfera euclidiana em R?* com curvatura constante e volume V. Sabemos pelo Teorema 4.30
que para V' € [0, Vs] existem superficies (V') que sao solugdes do problema isoperimétrico
em M LU S% em particular, obtemos superficies (V) que sdo solucoes do problema
isoperimétrico para V' € [0, Viax]. Pela condi¢do imposta na hipétese, podemos escolher

minimizantes Y(V) que possuam no méaximo duas componentes, uma em M e uma em S°.

Provaremos que, para Vg suficientemente grande, os minimizantes possuem volume

0 em S®, estando portanto inteiramente contidos em M. Seja
V = sup {V < Vinax; 2(V) possui volume 0 em 53} )

Sabemos que 1% > 0 pois M possui um tnico horizonte, que é 3y = 3(0). Além disso, para
V e |0, ‘7], (V) possui volume 0 em S® e, portanto, estd inteiramente contido em M.

Pelos resultados anteriores, segue que my; é nao-decrescente em [0, V] e

A(2)
ma (V) > mp(0) = .
m(V) = mu(0) ™
ParaV > ‘7, m s nao é necessariamente nao-decrescente. Entretanto, ao analisarmos
a demonstragao dos Teoremas 4.14 e 4.17, podemos obter que my (V) > ¢, para V €
0, Vinax), onde € > 0 depende apenas de V. e da drea do horizonte 4. De fato, ao
analisar a demonstragao do Teorema 4.14, obtemos que, para as superficies ¥(V') que sao
solucoes do problema isoperimétrico em M LI S,

8T 3A(V)?

A'V) < AV 4A(V)

, para todo V' € [0, Vs],

no sentido das funcoes de comparagao. Isso segue do fato que, nesse caso, as superficies

minimizantes possuirem duas componentes. Definindo a fungao F' da mesma forma que
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anteriormente, obteremos
72m — F'(V)?
F// V < R S
(V) < 6F (V)
no sentido das fungdes de comparagao. Assim, imitando a demonstragao do Teorema 4.17,
temos que, para todo ¢ € C2°([0, Vs]) com ¢ > 0,

, para todo V' € [0, Vs],

Vs Vs 36m — Fy, (Vo)?
- my (V) (V)dV > /0 2y, (Vo) 2 Y, (Vo) (—F{,’O(Vo)+ W6FVO(V;§)O))¢(%)M
Vs

> = [ 2R 00 R () g (R Ve

Y 120F (Vo)

- /0 oA %
Vs 127TF‘//0<V0)

> / o)

127
A(%o)
Também note que para V € [0, Vs],

o que prova que mhy, (V) > — F'(V) no sentido das distribui¢oes para V' € [0, Vs].

A(Zo) < A(V) < A(Zg) + (36m) /3123

max’

onde a limitacao superior vem do fato de que podemos comparar (V') com a superficie
formada pelo horizonte uniao com uma esfera esfericamente simétrica contendo um volume
V no fim assintoticamente plano de M. Além disso, como o horizonte é maximal, A'(V') > 0

€

8 3A(V)? 8 87 Vinax
A// V) < _ < — AI V) <
( ) = A(V)2 4A(V) — A(Eo)2 ( ) — A(Eo)z
para V - [07 Vmax]- Logo7
127 3 187 87V, 14472V,
/ V>— AVl/QAIV _ . AZ . maX:_ max
V)2 =Gy 2 AVTAW) 2 gy VAR s = T A
e, portanto,
14472V2 14472V
mar(V) > ma(0) — & > _ 2T Vmax Vina =ec.

A(3)%2 = A(Xg)5/2
Como my (V) >ee A(V) > A(X) para V € [0, Vipax]

— F'(V)?<36m+ ()2 < (\/ﬁ — 5’)2
— 3 V)V2A(V) = F'(V) < V36m — ¢’
N ) < 2 367

=3\ AW 3A 1/2

16

ll
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onde &” > 0 é uma constante que depende apenas de Vi, e A(X). Por outro lado,
considere a superficie X(V') para V' € [0, Vipax]. Como X(V') possui curvatura média H (V)

constante em todas as suas componentes, segue que

167 ”
H(V) < av) g”.

Considere uma esfera euclidiana S de drea A em R?. E fato sabido que a curvatura

——. Agora considere uma esfera geodésica ¥ de area A (e

A

raio 7) em uma 3-esfera euclidiana S*(Ry) em R* de volume Vs. Como a métrica induzida

média de S, Hg ¢é igual a

go de S*(Ry) em R* é igual a
= R(Q) (dr2 + sin(r)z(d«92 + sin(9)2d¢2)) ,(r,8,0) € (0,7) x (0,7) x (0,27),

segue que

2r  pm pm 1/3
Vs = / / / Ry sin(r)?sin(0) dr df d¢ = 27*Ry = Ry = (152)
o Jo Jo 2m

Calculando a area de ¥ em funcao de 7 e a curvatura média de ¥, Hy;, obtemos

47 R?
A

2m ™
A = / / R2 sin(7)? sin(0) df dp = 47 RS sin(7)? = cossec(7)? =
o Jo

~ ) Oy ) ( Oy Oy > 2
Hy = 11 + 11 cotg 0
. (||89||go Ha@“go 106190 ||3¢||go )

2 [ 47 R?
Hy = Ecotg \/cossec _Ro T 0

Entao,
16mR2 — 4A 167 167
Hy — Hq = -1
s T A VA TV A (\/ 47rR2 >_>0

quando Vs — oc.

Agora suponha que S(V), V € [0, Viay, tenha uma componente em S°. Pela
construcao do Teorema anterior, sabemos que essa componente é uma esfera geodésica

de curvatura constante. Portanto, tomando Vg suficientemente grande, violaremos a

16
desigualdade H(V) < T;) — & pois Hg — Hyy)ngs — 0 quando Vg — oo. Logo,
(V) C M para V € [0, Vipax). Pela defini¢ao de ‘7, segue que V = Vo e, como Vi, é
arbitrario, obtemos o resultado. O

4.6.3 Demonstracao do Teorema Principal

Agora, com todos os passos ja demonstrados, basta apenas junté-los.
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Demonstracao do Teorema 4.13. Pelos Teoremas 4.17 e 4.25, temos que

m = lm mu (V) > mp(0).
V—o0

Por outro lado, como o horizonte ¥q = ¥(0) ¢, por defini¢ao, uma superficie minima, segue

que F'(0) = 0 e, portanto,

FOY . A

mu(0) = s 367 167

Juntando as duas afirmacoes, obtemos o resultado. O]
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APENDICE A - Tensores e produtos

escalares

Este apéndice foi criada com a razao de fixar notacao e enunciar resultados impor-
tantes sobre tensores para os capitulos principais. A principal referéncia nas duas primeiras
segoes é (O'NEILL, 1983) e, na terceira segao, a principal referéncia é (VICTORIA; CAJA,
2010).

A.1 Tensores e campos tensoriais

A.1.1 Definicdo e propriedades basicas

Definicao A.1. Seja K um anel comutativo com unidade, V' um K-médulo e V* o
seu dual. Sejam r,;s > 0 nimeros inteiros nao todos nulos. Uma funcao K-multilinear
A: (V)" x V*® — K é dito um tensor de tipo (r, s) sobre V.

Quando r = 0 e s # 0, entendemos um tensor de tipo (0, s) como uma aplicac¢ao
K-multilinear A : V* — K. Analogamente, quando r # 0 e s = 0, entendemos um tensor de
tipo (r,0) como uma aplicagdo K-multilinear A : (V*)" — K. Quando r = s = 0, definimos
um tensor de tipo (0,0) como um elemento de K. Os tensores de tipo (0, s), onde s # 0,
serao chamados de covariantes e os tensores de tipo (r,0), onde r # 0, serdo chamados

de contravariantes.

Definicao A.2. Denotamos T.(V') como o conjunto dos tensores de tipo (r, s) sobre V.

Como o conjunto C*°(M) de fungoes suaves sobre uma variedade diferenciavel M
possui uma estrutura de anel comutativo com unidade e o conjunto X(M) de campos
vetoriais suaves sobre M possui uma estrutura de C°°(M)-mé6dulo, podemos definir o

conceito de tensor sobre uma variedade M. Mais precisamente:

Definicao A.3. Um campo tensorial A em uma variedade M ¢é uma aplicacao C*°(M)-
multilinear

A:X (M) x X(M)* — C™(M),
onde X*(M) := (X(M))* é o conjunto de 1-formas sobre M.

Denotamos o conjunto dos campos tensoriais de tipo (r,s) como T (M).

Exemplo A.4. A funcao de evaluagao E : X*(M) x X(M) — C*(M), definida por
E(0,X) :=6(X) é um tensor de tipo (1, 1).
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Mesmo (M) nao sendo munido de uma operagao de multiplicagdo de campo de
tensores, podemos definir um campo tensorial de tipo (r +1',s + §'), com r, 7', s, 8 > 0, a
partir de dois tensores A ® B € ‘EZIZ:(M ).

Exemplo A.5. Sejam A € (M) e B € X7,(M). Definimos o produto tensorial de A

e B, A® B € T (M) por

(A® B)(0*,...,00" X1, ..., Xy ) =
A0, .07 Xy, . X)BO™ 0 X, X)),

Se 7’ = 5" = 0, definimos o produto tensorial de A € (M) e f € TH(M) = C®(M)
como
AR f=f®A:=fA.

Obviamente, o produto tensorial entre dois campos tensoriais é associativo e
distributivo, mas nao é comutativo (exceto quando um campo tensorial for covariante e o

outro for contravariante).

Observacao A.6. Podemos identificar T)(M) como X*(M) usando as aplicacoes
o TY(M) — X*(M)
A — P(A): X — AX)

U X (M) — IU(M)
0 — V(0): X +— 0(X).
Identificaremos o tensor A € T)(M) como a sua 1-forma equivalente.
Também podemos identificar T3(M) como X(M) usando as aplicagoes
d:THM) — X(M)
A B(A) =) A(da)d;

U:X(M) — T5(M)
X — 00— 0(X).
Analogamente, identificaremos o tensor A € ‘I[l)(M ) como o campo de vetores equivalente.

Além disso, podemos identificar £(X(M)*, X(M)), o conjunto das aplicagoes A :
X(M)* — X(M) que sdio C°°(M)-multilineares, como T.(M), utilizando as seguintes
aplicacoes:

©: LX(M)X(M) — T(M)
A — P(A):(0,Xq,...,Xs) — O(A(Xq, ..., Xy))
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U:THM) — L(E(M)®,X(M))
B +— U(B):(Xy,...X,)— > B(da' Xi,...,X,) 0.

Assim como os campos vetoriais e as 1-formas, podemos, de fato, olhar um campo
tensorial A € T.(M) como um campo em M, isto é, para cada p € M, podemos definir
um valor A, € T,M, no sentido de que, o valor A0, ...,0", X1, ..., X,) em p € M depende

apenas dos valores de 6" ¢ X j em p para cada ¢ e j.

Proposigao A.7. Sejape M e A e X (M). Se 0, 6" € X*(M), i e {1,....,r} e X;,X; €
X(M), j €{1,...,s} sdo tais que 0'|, = éi]p e Xj|, = )N(j\p para todo i e j, entdo,

A0, .07, X1, .., X)(p) = A6, ...,07, X1, ..., X,)(p).

Demonstracao. Veja a Proposigao 2 e o Lema 3 do Capitulo 2 de (O’NEILL, 1983). O

Observacao A.8. A proposicao anterior implica que, dado um campo tensorial A €
T, (M), podemos definir, para todo p € M, uma funcdo A, : (1, M)" x T,M — R, definida

por

Ayt al vy, ) = AGY 07 X, X)) (D),

onde 0',....,0" € X*(M) e X1, ..., Xy € X(M) sdo tais que 0’|, =’ (1 <i <r)e X;|, =v;
(1<j<s).

Daqui em diante, chamaremos de tensores em M os campos tensoriais em M.

Como os campos vetoriais, podemos obter uma base e T.(M) e definir completa-

mente um tensor a partir de uma certa quantidade de valores.

Definigdo A.9. Considere (z',...,2") um sistema de coordenadas em uma vizinhanca
U C M. Dado A € T,(M), definimos as componentes de A relativa a (z',...,2") como as
funcoes

ABir . A(dgh, e dz™ X X))

J1e-Js

em U, onde os indices variam de 1 a n = dim M.

Lema A.10. Seja (2',...,2") um sistema de coordenadas em uma vizinhanga U C M. Se
A e X (M), entao, em U,

A=Y A", ©.. 00, @d ® ... @ da’”

J1---Js
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Demonstragdo. Sejam ' = Zafidxi EX*(M)e X; = Z bijal €eX(M),ondel1 <i<r
i L
el <j <s. Entao

AL, .07, Xy, ., X)) = A(Zagldxil,...,Zairdx“,Zb{laﬁ,...,Zbg'sas>
i1 i Js

J1

K3 S

— Z A (da™, ... dz"™,0;,, ..., 0;,) aj,...al bl ...

Ulyeeny TpyJlseens Js

O resultado segue pois, para todo k € {1,...,r},

0;,, (%) = 0% (0;,) = (Z a?dasl) (@) =) afda'(d;,) =) afdl, = al,
l l l

e, para todo [ € {1, ..., s},
da?'(X;) = da (Z bfak) = bida?(0p) =Y bfsl =b'. O
k k k

A.1.2 Contracoes

Podemos definir uma aplicagdo chamada contracao que transforma tensores de tipo
(r,s) em campos tensoriais de tipo (r — 1, s — 1). Para obter essa aplicacdo, basta observar

como essa aplicagao funciona em tensores de tipo (1, 1):

Lema A.11. Existe uma tinica fungao C°°(M)-linear C : T;(M) — C*(M) chamada

contragao tal que C(X ®0) = 0(X) para quaisquer X € X(M) e 6 € X*(M). Além disso,

dado um sistema de coordenadas (z', ..., z"),

C(A) =) Al=> A(ds',0,)
e essa expressao independe do sistema de coordenadas escolhido.
Demonstra¢ao. Ver o Lema 6 do Capitulo 2 de (O’NEILL, 1983). ]

Agora considere um tensor A € TL(M) e inteiros i € {1,...,7} e j € {1,...,s}. Fixe
o', .07t e X*(M) e X1, ..., X, € X(M). Entdo, a funcdo

(0, X) — AG", .07 0,0 .07 X, X, XX X )
é um tensor de tipo (1,1) que pode ser escrito como
A, 00 0T X X, X e X)),
Aplicando a contra¢ao no tensor acima obtemos um elemento de C*°(M) denotado por

(CIA) (0", .., 07 X, oy X 1),
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Como C’;A é C°°(M)-linear em cada argumento, obtemos um tensor de tipo (r —1,s — 1)

que sera denotado como a contragao de A sobre 7, j.
Dado um sistema de coordenadas (:El, ., z"), obtemos
i Ak ; .
(CIA), ) = (C;A)(dxkl, o de 0y, 0, )
= Y A(dz™, . dat da™, e da 0y, O O, Oy D))
m

J
o 2 ki..ki—1mk;..kr—1
- All...lj_lml]u..lsfl

m

A.1.3 Pullback de um tensor

Dada uma funcao suave ¢ : M — N entre duas variedades e um tensor covariante
A € T(N), podemos definir um novo campo tensorial covariante de mesmo tipo a partir
de ¢ e de A.

Definicao A.12. Sejam ¢ € C*°(M, N) e A € TV(N), com s um inteiro positivo. Definimos
o pullback de A por ¢, ¢*A € T(M) como

((b*A)p(Ulv ) ?}s> = A¢(p)<d¢P<U1)7 ) d(bp(?}s))?
ondep e M e wvy,...,vs € T,M.
Como ¢ é uma aplicagao diferenciavel, d¢, ¢ uma aplicacao linear para todo p € M

e, portanto, ¢*A é uma aplicacao R-multilinear de (7,M)* em R. Logo, ¢*A ¢, de fato,

um campo tensorial covariante de mesmo tipo que A.

Quando f € C*®(N) = Tg(N), podemos definir o pullback de f por A como
¢ f:=fo¢peC®(M). Além disso, dado v € T,,M,

(@°(df))p(v) = df () (ddp(v)) = d(f © D)y (v).
Portanto, ¢*(df) = d(f o ¢) = d(¢" f).

Além das propriedades acima, observe que o pullback possui boas propriedades:

Lema A.13. 1. Se ¢ € C*(M,N), entdo ¢* : TH(N) — TY(M) é uma aplicacio

R-linear para cada s inteiro nao negativo e, além disso,
¢"(A® B) = ¢"(A) ® ¢"(B),
para quaisquer campos tensores covariantes A € T2(N) e B € T%(M).
2. Sep € C*(M,N) e p € C°(N, P), entdo
(Yog) =9 oy : TYP) = Ty(M),

para qualquer s inteiro nao negativo.
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Demonstracao. Ver o Lema 9 do Capitulo 2 de (O’'NEILL, 1983). O
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APENDICE B - Contracoes métricas e

operadores diferenciais

Assim como o apéndice anterior, este apéndice tem como principal razao a fixagao da
notacao usada nos capitulos principais. A principal referéncia deste apéndice é (O'NEILL,

1983).

B.1 ContracGes métricas e tensores metricamente equivalentes

B.1.1 Levantando e abaixando indices

Proposicao B.1. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. Dada X € X(M), defina
X" e X" (M) tal que
Y — (X)Y).

Entao, a fungdo X — X* é um isomorfismo entre X(M) e X*(M).

Seja X = ZXZ@- € X(M). Entao,

ZXd:cJ:>ZXgm—X8k Zajdycjak > a0 = ay.
J

J

Portanto, X* = ZXigijdxj e, em particular, para i € {1,....n}, 0 = Zgijdxj.
i ;

Agora considere 6 = Z@idmi EX*(M)e, = Z a'0; € X(M) tal que (6.)* = 0.
Entao, Z Z

0; = Z ajgij = Z eigik = Z ajgz'jgik =a*
J ( i,J

Portanto, 0, = Z 0;9"9; e, em particular, para i € {1,...,n}, (dz'), = Zgijﬁj.

Z‘)j

Definicao B.2. Dizemos que X € X(M) e § € X*(M) sdo metricamente equivalentes
se = X".

Podemos estender o conceito de metricamente equivalentes para tensores de tipo

qualquer.



134 APENDICE B. Contragées métricas e operadores diferenciais

Definigao B.3. Seja A € TL(M), a € {1,...,r} e b € {1,...,s}. Definimos o tensor
A€ T (M) como

—

(18 AYB, o 078, X0, ooy Xopt = A(BY, o 0978 X7 0% 078 X XP, o X o).
Definimos o tensor 14 A € T/ (M) como
(18 A) (O, .., 0" X, o, Xooq) = A0, ., 00, 07T X, X1, (094, Xo, ooy Xoo1).

Chamamos a operagao J§: To(M) — T°71(M) de abaixar um indice e a operagao
14 (M) — T (M) de levantar um indice.

Sejam A € T0(M). Entao,

(ig A);llzgz_ll = (ig A)(dxil dIiPl aj17"‘78js+1)

z * ) I
o=l 0 dz'e, ..., dz'" 1,8j1,...,8jb,...,8js+1)

) Jb’

= A(
— ZgjbkA d:B“,...,dx““l,da?k,dxz‘l,...,dx“‘l,ajl,...,ajb,...,8js+1)
k
Z pirdastkiadno
ik Gy 1 b odssr”

Analogamente, (1§ A ” bl E gt A At-ta-tlatiint1

Jl Js—1 Ji--Jo—1kJp---Js—1

Observacao B.4. A operacao de levantar um indice é inversa da operacao de abaixar

um indice. De fato,
a|a 1.0y o iak a i1~~~7;a71’ia+1~~~1r ok 11 lg— 1l7fa+l A
(Tb\Lb A)j1~~-js - Zg (‘Lb A)jlmjbﬂkjbnjs Zg Ik lAJl Jo—1Jb---Js
k
_ ia 7:l~--7:a71l7:a,+1‘-~717‘ _ 010y
- Z (5l Ajleb—ljbmjs AJI Js?
como queriamos demonstrar.

Dizemos que dois tensores A e B sao metricamente equivalentes se B pode ser

obtido a partir de levantamento e rebaixamento de indices de A.

Exemplo B.5. Seja A € T!(M). Entdo, podemos olhar A como uma aplicacio C°°(M)-
multilinear A : X(M)* — X(M). Logo,

(\1’411 A)(XlaXQaXfS?Y) = A<Y*7X17X27X3)
= ) Y'gyA(da!, X1, X, X;)

(2]
<Z A(dl’j, Xl, XQ, Xg)aj, Z Y181>
i 7

- <Z(X1,X2,X3),Y>.
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Em particular, tomando A como o tensor tal que A é o tensor de curvatura R,

obtemos

Riju = (1 A)(0:,0;, 0, 01) = (R(0:,0;)0k, 1) nglR

Proposicao B.6. As operacoes de levantar e abaixar indices comutam com a conexao de

Levi-Civita e a diferencial covariante.

Demonstracao. A demonstracao é idéntica ao caso Riemanniano. Para mais informacoes,
veja o Lema 45 do Capitulo 3 de (O'NEILL, 1983). O

B.1.2 Contracoes métricas

Em uma variedade diferencidvel M, dado um tensor A € T,(M), é possivel
obter um tensor C(A4) € T._{(M), isto é, eliminar um fndice covariante e um outro
contravariante. Quando M é uma variedade semi-Riemanniana, é possivel construir, com
o auxilio da métrica g, um novo tensor eliminando dois indices covariantes ou dois indices

contravariantes, isto ¢, podemos contrair metricamente estes indices.

Definicao B.7. Seja A € T,(M) e a,b € {1,...,s}, com a # b. Entao, definimos a

contragao métrica C,,(A) € T._,(M) como
Cap(A) := Cy(15 A).
Analogamente, se a,b € {1,...,7}, definimos a contracdo métrica C*°(A) € T-~*(M) como

C(4) 1= Ca(J8 A).
Seja A € T0(M). Entéao,

(Cap(A)lr = (Coy A = > (15 At
[

_ kl At1...09
o Zg AJl Ja—1kja---Jo—1ljp---Js—2"

Analogamente,

(Cab(A))h Zr 2 _ nglAéll l]a 1kiq...ip_1lip...ip— 2

Observagao B.8. Quando A € T)(M), denotaremos Cia(A) como tr, A e chamaremos a

expressao de trago de A.

Proposigao B.9. As contragoes métricas comutam com a conexao de Levi-Civita e a

diferencial covariante.

Demonstrac¢ao. A demonstragao é idéntica ao caso Riemanniano. Para mais informagoes,
veja o Lema 45 do Capitulo 3 de (O’NEILL, 1983). O
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B.2 Operadores diferenciais

B.2.1 Gradiente

Definigcao B.10. O gradiente de uma fungao f € C°°(M) é o campo vetorial metrica-
mente equivalente a diferencial df € X*(M) (pelo isomorfismo descrito na Proposicao B.1),
isto é,

<gradg f,X> =df(X) = Xf, para todo X € X*(M).

Em um sistema de coordenadas (z',...,2"), o gradiente de f € C*(M) pode ser

escrito como

0
grad, [ = Zg” a;@.aj.
2

B.2.2 Divergéncia

Definicao B.11. Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana e A € T.(M). Uma
divergéncia de A é uma contragao (métrica ou nao) da diferencial covariante de A, VA,

em um de seus indices covariantes.

Pela definicao acima, dependendo do tipo do tensor A, pode existir mais de uma
divergéncia B. A seguir, mostraremos dois casos em que a divergéncia de A é unica

(denotaremos a divergéncia como div A).

Exemplo B.12. Seja X € X(M) = T(M). Entdo, VX € T{(M). Aplicando a contragio
em VX, obtemos que C(VX) € TH(M) = C*(M). Portanto, num sistema de coordenadas,

(zh, ..., 2™),

(Vo.dz’)(X) = 0i(da? (X)) — da? (Vg X)

= ;X7 —dd’ (Z (aixkak + X* Z Fﬁkal) )
l

k

= 0X =) (aix’f(s;‘ + XY rgk(s;)
l

k
= 0.X) -9 X7 - ) X'y
k
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isto é, Vg,dz" = — Zngdxk e
k
divX = Z( Za — X (Vp,dz)
= Zaxwx(Zrz dxﬂ>
- Z <3xl +ZF1 Xj) - ;Xﬂ

%

oX?
Quando M =R7, div.X = Z 2 que ¢ a formula usual para espacos euclidianos.
i

Observagao B.13. Dada uma variedade semi-Riemanniana (M, g), sempre existe (lo-
calmente) um elemento de volume w € A"(M), isto é, uma n-forma suave tal que
lw(eq,...,en)| =1, onde {ey, ..., e,} é um referencial ortonormal. Pelo Lema 21 do Capitulo
7 de (O’NEILL, 1983),

Lx(w) = (div X)w,

onde Lx é a derivada de Lie relativa ao campo X. A partir dessa féormula, obtemos uma

nova expressao para a divergéncia de um campo vetorial X € X(M):

o <\/|det XZ)

divX =

TR

Exemplo B.14. Seja A € T)(M) um tensor simétrico, entdo VA € T3(M) e, portanto,
div A = C13(VA) = Cy3(VA) € Ty(M) =2 X*(M). Portanto, nas coordenadas (z', ..., 2"),

(div A); = (Cs3(VA)) Zgjk Vo, A)(8;,0;) Zg * Aijg = ZA

B.2.3 Hessiana e Laplaciano

Definigao B.15. Definimos a Hessiana de uma fungao f € C°°(M) como a segunda
diferencial covariante de f, Hess f := V(V f) = V(df).

Lema B.16. A Hessiana de f, Hess f, é o campo tensorial simétrico de tipo (0,2) dado
por

(Hess f)(X,Y) = XY f — (VxY)f = (Vx(grad, f),Y).

Demonstracao. A demonstragao é idéntica ao caso Riemanniano. Para mais informagoes,
veja o Lema 49 do Capitulo 3 de (O’NEILL, 1983). O

Definigao B.17. Definimos o Laplaciano de uma fungao f € C*°(M) como a divergéncia
de seu gradiente, Af = div(grad, f) € C*(M).
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Pela definicao de gradiente e divergente,

Af = div(grad, f) = CV(grad, f) = CY(H df) = C 1 V(df)
= (C17)(Hess f) = tr, Hess f,

onde C é uma contracao e 1} é a operacio de levantar o primeiro indice.

Em um sistema de coordenadas (27, ..., 2"),

Af = Zg” Hess f);; Zg” Hess f)(0;, 0;) Zg” (0,0, f — 9;)f)

= Z rf r’?,ﬁ
0xi0xi - Y oxk |-

1,7

2

Observagao B.18. Quando M = R}, Af = Z que é a formula usual para

< Oxi0xi’
z’-?

espagos euclidianos.

Também podemos escrever o Laplaciano de uma fungao f € C*°(M) como

Af = div(gradg f)= \/W Z oxt ( (Z " g ))

\/]dTZéW( |det(g)]g’ gfj).
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