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CONJECTURA 3z + 1, PROPRIEDADES DINAMICAS E GENERALIZACOES

Juan Sebastian Forero Cardozo.

Orientador: Maria Jose Pacifico.

Dado um numero inteiro, se ele é par o dividimos por 2, se é impar o multiplicamos por 3
adicionamos 1 e dividimos o resultado por 2. A conjectura de Collatz indica que dado qualquer
inteiro positivo as sucessivas iteragoes deste processo, em algum momento alcanca o 1.

Por varias décadas os matemaéticos tem tentando demonstrar esta conjectura sem sorte ate
agora, algumas das ferramentas que tem-se utilizado para sua abordagem vao desde a teoria de
numeros, analise numérico, teoria de grafos e a teoria dos sistemas dinamicos.

A abordagem desde os sistemas dindmicos discretos tem sido natural visto que a conjectura tem
natureza iterativa, desde esta teoria se demonstra a equivaléncia da mesma com alguns enunciados
como por exemplo a conjectura do tempo de paragem. Se encontram algumas proposi¢oes mais
fracas, as quais podem servir para criar um caminho & demonstracao deste fato, como o sao as
conjecturas de orbitas divergentes e da periodicidade. Por tltimo veremos como mudando os
pardmetros do problema este se trivializa embora as propriedades dindmicas sejam as mesmas.
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CONJECTURE 3X + 1, DYNAMIC PROPERTIES AND GENERALIZATIONS

Juan Sebastian Forero Cardozo.
Advisor: Maria Jose Pacifico.

Given an integer, if it is even, we divide it by 2. If it is odd, we multiply by 3, add 1 and divide
the result by 2. The Collatz conjecture indicates that given any positive integer, the successive
iterations of this process reaches 1 at some point.

Mathematicians have been trying to demonstrate this unconceived conjecture for several deca-
des. Many tools have been used for its approach, such as number theory, numerical analysis, graph
theory and dynamical systems theory.

The discrete dynamic systems approach has been natural since the conjecture has an iterative
nature. This theory demonstrates its equivalence with some "announcements"as for example the
"conjecture of the time of the stop". There are some weaker prepositions, which can serve to create
a way to demonstrate this fact, as divergent orbits and periodicity conjectures. Finally, we will see
how the problem is trivialized by changing its parameters, even if the dynamic properties are the
same.

Kew-words:
Collatz, Conjecture 3x + 1, dynamical systems.
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Introducao

Dado um ntmero inteiro. Se ele é par o dividimos por 2, se é impar o multiplicamos por 3
adicionamos 1 e dividimos o resultado por 2. Seja 7 : N — N a fungao definida por esta regra, isto
¢, dadon € N, 7(n) =n/2 se n épare7(n) = (3n+1)/2 se n & impar. Todo calculo resultante
comecando com qualquer nimero inteiro n, aplicando 7 repetidas vezes em n, gera uma sequéncia
de inteiros que eventualmente contém o nimero 1. Este problema, simples de ser enunciado,
permanece sem solugao até os dias de hoje. Seré possivel explicar a razao deste comportamento?

A origem deste problema é obscura. Na literatura é atribuida a Lother Collatz (ver [4, 10]),
estudante da Universidade de Hamburgo nos anos 30 do século XX. Estimulado pela leitura de
trabalhos dos matematicos Edmund Landau, Oskar Perron e Issai Schur, Collatz comegou a se
interessar pela teoria dos ntmeros, isto junto a seu interesse pelos grafos dirigidos o fez se inte-
ressar no estudo dos grafos gerados pelas fungoes da teoria dos niimeros, e questionar-se sobre as
propriedades destes grafos resultantes.

Estudos que o levo a estudar o grafo gerado pela fungao 7:

E perguntar-se se o grafo é conexo?,i.e, todos os nimeros estdo conectados?. Questao que é
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equivalente a perguntar-se se dado qualquer inteiro positivo suas iteracoes sucessivas pela fungao
7 eventualmente alcanga o niimero 1.

Apesar de Collatz ter decidido pela ndo publicagdo de resultados referentes & conjectura por
nao ter conseguido resolve-la, apresentou o problema para seu amigo e matemético Hasse, quem
tornou-o famoso na Universidade de Siracusa, onde Kakutani e Ulam tiveram conhecimento do
problema e se encarregaram de divulgé-la por varias universidades dos Estados Unidos. Percurso
pelo qual a conjectura adotou muitos nomes tais como, o problema 3z +1, o algoritmo de Siracusa,
o problema de Kakutani, o problema de Hasse, o problema de Ulam e a Conjectura de Collatz.

Se esta histooria for verdadeira calcula-se que o problema esté sem resposta desde o ano 1937.
Desde esta época tem-se tentado solucionar o problema em diferentes areas da matematica tais
como, a teoria dos numeros, teoria da computagao, teoria de grafos, analise numérica e teoria dos
sistemas dinamicos. Enfatizamos que abordar este problema do ponto de vista dindmico é natural
visto que a conjectura tem uma natureza iterativa.

De fato, os (poucos) resultados conhecidos acerca deste problema podem ser expressos mais
elegantemente em termos das iteragoes da funcao 7 definida acima.

A abordagem do ponto de vista dos sistemas dindmicos fornece equivaléncias da conjectura
com alguns enunciados mais fracos que podem dar uma pista para a solugao do problema. Este é o
objetivo principal desta dissertagdo. Abordar o problema do ponto de vista dindmico e estabelecer
algumas conjecturas equivalentes a de Collatz, como o as conjecturas das érbitas divergentes e da
periodicidade. Por ultimo ponto veremos como mudando os pardmetros do problema o problema
se trivializa embora as propriedades din&micas sejam as mesmas. O texto desta dissertacao foi
baseado em [1].

Considerando a conjectura do ponto de vista dos sistemas dindmicos, temos que estudar a
funcao 7 : N = N definida por

r(n) = ?nﬂ sen ? Par,
25— sen & impar

Porém, o conjunto N onde esté definida a fung@ao 7 nao tem propriedades topologicas adequadas.
Assim, a ideia inicial é estender seu dominio a um conjunto maior e com melhores propriedades como
por exemplo compacidade, e identificar a dindmica de 7 estendida ao novo conjunto equivalente a
uma aplicacdo com uma dinamica conhecida definida neste dominio. Neste caso, o dominio seré
o conjunto dos nimeros 2-adicos, Zs, e a fungdo que consideraremos atuando em Zso é a aplicagdo
deslocamento o.

Enfatizamos que é conhecido que o é conjugada a funcao 7 atuando em Z,. A conjugagao,
denominada O, é a funcao itinerdrio que registra as paridades dos elementos da drbita por T.

O fato que os sistemas (7,Z2) e (0, Zs) sdo conjugados implica que o sistema (7, Zsa) é topologi-
camente misturador, possui pontos peridédicos de todos os periodos, os pontos periddicos sao densos
e a cardinalidade dos pontos periddicos de cada periodo. Isto pelo lado topologico. Do ponto de
vista ergddico a funcao © é uma isometria portanto 7 herda a propriedade de ¢ ser misturador na
medida de Bernoulli, que é invariante pelas fung¢oes em questao.

Os resultados dados pelos sistemas dindmicos podem se dividir em dois grandes grupos. O
primeiro, encontrar enunciados equivalentes e o segundo, encontrar enunciados mais gerais.

Entre o estudo dos enunciados equivalentes temos alguns muito conhecidos como o resultado
dado pelo tempo de paragem, que é definido como a quantidade de iterados £ que um ntmero n
precisa para que 7%(n) < n.

A equivaléncia dada pelo tempo de paragem pode ser enunciada da seguinte forma:
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Teorema 0.0.1 A conjectura de Collatz é equivalente ao fato de que todo inteiro positivo maior
que 1 tem tempo de paragem finita.

Observe que assumindo a conjectura verdadeira implica que todos os ntmeros inteiros tem
tempo de paragem finita. Por outro lado, se para todo niimero inteiro n existe k > 0 dependendo
apenas de n e tal que 7%(n) < n entdo, o conjunto {7¥(n)} tem uma sequéncia estritamente
decrescente que tem que convergir a seu minimo, neste caso ao 1.

A seguir, vamos enunciar uma segunda equivaléncia, dada pela funcao itinerario Q:

Teorema 0.0.2 Se x € Z € positivo, entio existe um i tal que T'(x) = 1 se e somente se —3 Q(x)
€ um inteiro positivo, primo relativo com o niumero 3.

Como no sistema decimal, dado § € Z; com denominador primo relativo a p, sua sequéncia
p-adica ¢ eventualmente periodica. Mais do que isso, podemos mostrar que os niimeros —g sendo
a primo relativo com 3, podem ser representados da forma (ag, ..., ag, 1,0, 1,0....). Por outro lado,
tem-se Q(1) = (1,0, 1,0..), implicando que se um niimero n tem Q(n) = —§ entao, pela conjugagao,
existe pelo menos um k € N que satisfaz Q(7%(n)) = Q(1). Logo por ser Q@ uma bijecio, os iterados
do namero n por 7 tem que convergir ao ciclo {1,2}.

Dado z, se o conjunto de nimeros p-adicos A = {z,7(z),...,7%(x),...} ¢ finito, entdo dizemos
que A é um ciclo e que x é periodico.

Entre o estudo dos enunciados mais gerais temos dois tipos de resultados, aqueles que tem
consequéncias mais fracas e aqueles que mudam alguns pardmetros do enunciado.

Dentre os enunciados mais gerais, que flexibilizam as consequéncias e que tem surgido ao longo
da historia podemos citar.

(A) A conjectura da periodicidade: Se x & racional entdao Q(x) é racional.

(B) A conjectura da auto conjugagao: Se x é racional entdo 2(x) é racional, onde (z) é a tnica
fungao definida sobre Zs que conjuga a dindmica do deslocamento 7 com ela mesma.

(C) A conjectura das orbitas divergentes: Nos racionais nao existe uma 7-orbita divergente.

Note que a validade das conjecturas acima implica em propriedades mais fracas quando nos
restringimos aos nimeros naturais, ji que pedir em (A) que a imagem Q(n) de um ntmero n
natural seja racional, é equivalente a afirmar que n é eventualmente periédico sem dar importancia
ao ciclo ao qual convirja.

Pedir em (C) que as orbitas dos naturais nao sejam divergentes nao implica que os naturais
sejam eventualmente perioédicos.

Por dltimo, pedir em (B) para um naimero natural que sua imagem pela fungdo Q(z) seja
periddico, a primeira vista ndo parece dizer muito sobre a nossa conjectura. Mas vamos demostrar
que estas trés conjecturas sao equivalentes.

Dentre os enunciados mais gerais um que respalda a conjectura é o dado pela ergodicidade. Para
enunciar este resultado, lembramos que dado o sistema (Zp, 7, ) onde p é a medida de Bernoulli,
a bacia da medida de pu, B(u), definida como o conjunto dos pontos x tais que para toda fungao
@ integréavel a igualdade abaixo é satisfeita

n—1
/sodu = lim % > (i ().
=0

O enunciado da conjectura neste contexto é como abaixo.
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(D) Conjectura da bacia: B(p) NN = ().

A conjectura 3z + 1 implica (D), embora observamos que o reciproco desta implicagdo nao é
verdadeiro, pois o fato de que B(u) e N sejam disjuntos nao implica a convergéncia das orbitas por
7 dos naturais.

Por outro lado, provaremos que este enunciado realmente respalda a conjectura, ja que prova-
remos que para o conjunto dos inteiros 2-adidos Zsg, vale que B(u) NZsy = () pois a bacia B(u) tem
somente pontos densos e os pontos do conjunto Zy nao podem ter 6rbitas densas. Isto respalda
melhor a conjectura.

O ultimo tipo de generalizacao que vamos desenvolver neste trabalho sera mudando as condigdes
do problema. Para isso, procedemos como a seguir.

Dados a, b impares, consideramos a funcao 745 : N — N definida por

n 2
)5 se n ¢é par,
m(n)ap = {‘m;b se n é impar (1)

e fazemos a mesma pergunta: Dado qualquer inteiro positivo suas iteragoes sucessivas pela
funcdo T eventualmente alcanca o nimero 17

Para todos os pares de ntiimeros impares a e b temos os sistemas (Za, 7,) € (Z2,0) sao equiva-
lentes, implicando que o sistema 7,; tem dinamica equivalente a dinamica de 7.

Mas, se substituimos a por 1 em (1) a conjectura é trivialmente verdadeira, devido a que a
funcao 71,1 € estritamente decrescente. E se substituimos a por 5 a conjectura ¢ trivialmente falsa,
devido a que existem orbitas disjuntas.

Portanto a = 3 na equagao (1) corresponde a um ponto critico da conjectura: para a = 1 é
falsa e para a = 5 verdadeira. E nao se sabe o que ocorre para a = 3. Sera possivel encontrar a
resposta?

Este problema, parece intratédvel com os conhecimentos matemaéticos atualmente disponiveis.
Chegou a ser feita uma piada quando este problema estava na moda nas universidades de Yale e
Chicago nos anos 50 e 60 do século X X, que dizia que este problema fazia parte duma conspiragao
para travar o desenvolvimento da Matematica nos E.U.A.. A situag@o parece tao dificil que, em
1983, Richard Guy [22| publicou uma lista de problemas intitulada

Nao tente resolver estes problemas.



Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo vamos introduzir varias das ferramentas e notagoes que serao utilizadas ao
longo do texto.

Uma parte preliminar correspondente a fungoes integraveis e teoria da medida seré desenvolvida
no apéndice no final.

1.1 Numeros inteiros p-adicos

O primeiro tema a ser tratado é o conjunto dos nimeros p-adicos. Comegamos por introduzir a sua
definicao e a seguir mostraremos as suas propriedades topologicas e mensuraveis. Para isso vamos
seguir os livros [10, 14] e a primeira se¢ao do artigo [1].

Os ntimeros p-adicos foram introduzidos pelo matematico alemao Kurt Hensel, aparentemente
com a intencao de reproduzir em QQ o que acontece no corpo de fragoes de polindémios com coefici-
entes complexos C(x), em relagao ao anel dos polinomios C[z]|. Neste caso, os elementos do corpo
C(z) podem ser representados por meio de series de Laurent.

O semelhante as séries de Laurent no corpo dos p-adicos consiste ao desenvolvimento de um
numero inteiro em poténcias de p, p primo, que pode ser dividido de jeito formal para obter uma
série que represente cada um dos racionais. Concluindo, os racionais podem ser expressos por
"séries de Laurent"em uma vizinhanca de p, pelo menos formalmente, i.é,

x:%:Zanp”.

O estudo dos p-adicos adquiriu importancia em muitos ramos da matematica como a criptografia
e a teoria dos niumeros, ja que estes conjuntos, munidos da sua métrica natural, codificaram muitas
propriedades aritméticas dos niameros primos. Aqui lembramos que dado um espago métrico A
dizemos que um conjunto K completo é o completamento de A se A C K e¢ K é minimal em
relacao a inclusao. Foi demonstrado que os conjuntos Z, sao os tnicos completamentos de Q nao
homeomorfos a R.

Nesta dissertacao nao vamos trabalhar o conjunto dos nimeros p-adicos completo. Existe um
subconjunto chamado de inteiros p-adicos no qual vamos a trabalhar e nos referiremos a ele como
p-adicos, sempre que que nao haja confusao.
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Definicao 1.1.1 Fizado um nimero primo p, o conjunto dos nimeros inteiros p-ddicos Zj, € defi-
nido por
Zp = {(ag,ai1,...,an,...) ra; € {1,...,p}}.

Ou seja, Zy, € o conjunto das sequéncias com entradas em {1,...,p}.

Em Z, definimos duas operacoes binarias, soma (+4) e multiplicacao (*) do seguinte modo:
Dados dois elementos x = (x;),y = (y;) em Z,, a soma e a multiplicagao sdo definidas coordenada
a coordenada, como:

seja g;—1 tal que (x +y)i—1 = ¢;—1p + r. Entdo, a i-ésima coordenada da soma x + y é dada por

| xi + y; mod(p) se xi—1+tyi—1<p
(x+y)i=
xi +yi + ¢i—1 mod(p) se xi—1+ yi—1 > D.

Agora seja ¢; = Eﬁzgxkyi,k e definamos ¢; tal que ¢; = ¢;p + r. Entao a i-ésima coordenada da
multiplicacao x x y é definida como:

¢; mod(p) se c_1<p
¢+ Gi—1 mod(p) se ci—1>p

(@ ={

Os ntmeros g;—1 e ¢;—1 acima sao chamados de residuos das coordenadas anteriores.

Porem este seja o conjunto dos inteiros p-adicos, neste trabalho vamos nos referir a ele como
o conjunto dos ntmeros p-adicos, ja que a palavra inteiro p-adico pode confundir ao leitor com o
fato de ser inteiro racional.

H4 relagoes importantes entre os conjuntos usuais de ntimeros e o conjunto Z, definido acima
que serao apresentadas abaixo.

Lema 1.1.1 Dados um niamero p primo e n € N. Entdo n tem uma unica expansao finita em
base p.

Demonstragao. A demonstracao deste fato ocorrera mediante o processo de inducdo. Fixando
p, se n =1 temos que 1 = 1 % p° & sua tinica expansdo. Logo, suponha a hipétese de inducio para
todo k < m. Veremos que é valida para n. De fato, se n < p temos n = n * p°. Por outro lado,
se p < n pelo algoritmo da divisao de Euclides, existem ¢ < ner < p tais quen = ¢*p + r.
Utilizando a hipotese de indugéo, temos ¢ = > b;p' e substituindo na expressdo anterior para n
obtemos n = (Y1, bip') * p+ 7.

Para concluir a prova, resta ver que a expansao acima é tinica. Novamente a prova é por
inducgao. Ja vimos que a expansao do 1 é tnica. Supondo que todo numero natural » < n tem
expansao Unica, vamos mostrar que n + 1 tem expans@o unica. Sejam entdo duas expansoes do

numero n + 1,
k

n
(Zbipi) xp+r=n+1= (Zgipi) *p +t.
i=0 i=0
Pelo algoritmo da divisao sabemos que o resto é tinico e portanto r = ¢. Observemos que se
n+1—r < n, aplicando a hipotese de indugdo concluimos que n+1 —r = (37 (bp’) xp =
(Z?:o gip®) * p e portanto g; = b; para todo i. [J

Note que a existéncia de uma expansao em base p induz uma correspondéncia injetiva entre o
conjunto dos nimeros naturais N e o conjunto dos niimeros p-adicos Z, da seguinte forma:
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fiN=Zy; n=>Y bp' = (bo,....bm,0,0...), (1.1)
=0

onde os b; sao os coeficientes da expansao para k < m e b, = 0 para todo k£ > m. Pode-se provar que
esta funcao realmente é um homeomorfismo. Portanto, com abuso da notagao podemos identificar
N com sua imagem f(N).

Observagao 1.1.1 Neste trabalho faremos uso indistinto dos nimeros naturais e as suas proje¢oes
em Zy para maior praticidade. Por exemplo, escreveremos 1 = (1,0,0,...), sempre que nao haja
confusao.

Utilizando esta convengao, a defini¢ao de soma dada acima implica que 1 + (p —1,p—1,...) = 0.
Dai seque que o inverso aditivo —1 do elemento neutro 1 pode ser escrito como —1 = (p — 1,p —
1,..,p—1,..).

O que nos permite encontrar o inverso aditivo para todo elemento v = (xg,x1, ..., Tn,..) € Ly
dado por

—z=(p—-1—zo,p—1—z1,...,p—1—ap,...) + 1, (1.2)

visto que (T, Z1,...;Tp,..) +(Pp—1—zo,p—1—21,..;, p—1—xp,..)=—1

Utilizando as ferramentas dadas pela observacao 1.1.1, podemos estender f a Z de modo que a
extensao seja um homeomorfismo de anéis, do modo seguinte:

fey=p—-1—2a0,p—1—21,..c;, p— 1 —ap,...) + 1, sex € Z\N,

onde os z; estao definidos por f(—x) = (xo,x1, ..., Tp,...), como em (1.1).

Deste modo, estendemos a funcao f : N — Z, ao conjunto dos inteiros Z e de novo, por abuso
de linguagem, identificamos Z com sua imagem f(Z) C Z,.

A seguir vamos estender a funcao f : N — Z, ao conjunto Q9% | chamado na literatura de
localizacao do anel Conjunto definido por

S . .
QPdd = {E, s,t € Z: mde(tyg,p) =1 onde ty é a primeira coordenada det}.
A extensdo de f ao conjunto Q°% nio tem uma forma algébrica simples, porem a seguir vamos
a exibir um processo indutivo que mostra como encontrar cada uma das coordenadas da sequéncia
que corresponderia a cada elemento de Q%

Lema 1.1.2 Sez,y € Q°% entao % € um inteiro p-ddico, i.e., tem uma sequéncia que o representa
em L.

Demonstragao. Para isso é suficiente provar que % € Z, com mdc(xg,p) = 1 tem expansao
p-adica ja que Z, ¢ fechado para a multiplicagao.

Suponha % = (204 .-y Zn, ...). Multiplicando ambos os lados da expressao para 1/x acima por x
obtemos que

1= (20, ey Ty o) (20 ovs Zny oen)
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Entao, vamos encontrar os valores dos z; indutivamente. Pela defini¢ao de multiplicagao temos
que 1 = x0zp e como mdc(zg,p) = 1 existe xal e portanto a:al = z9. Agora vamos encontrar
termo z; por meio da equagao 0 = zpz1 + 2129 (mod p), com um pouco de dlgebra tem-se que
z1 = —zoxlxal (mod p). Isso, junto & condigao de que z; € {0,...,p— 1}, determina totalmente z;.
Por outro lado, da definicao de congruéncia existe um gg tal que zgx1 + z1x9 = k1p e nao é dificil
observar que q1 = k1 1'¢ o residuo para a coordenada seguinte. Agora vamos ilustrar o processo
para o n-ésimo termo. Observe que temos a seguinte equagao

0= 20 — ... — 2n—121 + @n (Mod p).
Aplicando um pouco de algebra, temos que,
Zn = Z().l?nilj‘al T zn,1x1$61 + qnmal (mod p).
Portanto, z, fica determinado pois z, € {0,...,p— 1} e os z; s@o conhecidos para i =0, ...,n —1. O

Note-se que a priori nada nos demonstra que este processo indutivo que estamos mostrando,
convirja a um ponto. De fato, com as poucas ferramentas que desenvolvemos até este momento nao
sao suficientes para afirmar a convergéncia. Esta demonstracao serda dada no final da proxima secao.

Deste modo, estendemos a funcao f : N — Z, ao conjunto Q% ¢ identificamos Q%% com sua
imagem f(Q°%) C Z,.

Exemplo 1.1.1 Vamos dar um exemplo para evidenciar como é o processo de divisao no corpo
Zo. O numero escolhido para este eremplo € —%. Para isto vamos encontrar os x; tal que

— % = (20, ..., Tn, ...), mediante a igualdade

(1,1,1...) = (20, X1y .oy Ty ---) (3) = (0, 1, ---, Ty ---) (1, 1,0,0).

Portanto,
o 11 0 0 0 0 =x9=1
1 0o 1 1 0 0 0 =z9+x1=1, z1=0
X X9 0o 0 1 1 0 0 =>x1+ax0=1, x9=1
x3 0o 0 0 1 1 0 =To+x3=1, x3=0
0 =x3t+ax4=1, x4=1
1 1 1 1 1 1

Com base na divisdo anterior, na proxima tabela mostramos a representacao em Zo de al-
guns nimeros racionais, que serao importantes para o argumento dado em teoremas nos capitulos
seguintes.

namero | Representacao em 7Z,
-3 (1,0,1,0,1,0,...)
(1,1,0,1,0,...)
(0,1,1,0,1,0,...)

ol no |

Lema 1.1.3 Note-se que Q € Z,.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 9

Demonstracao Vamos dar uma explicagao heuristica deste fato. Se assumimos Q C Z,,, pre-
cisarfamos que % tivesse uma representagao em Zj,. Isso implicaria que existe zy tal que 1 = 0 - 2o,

levando a uma contradigio. Portanto 1 ¢ 7Z,.
P

Portanto, para obter a inclusao ;1) € Zy, terfamos a necessidade de bi-sequéncias no lugar de

s6 sequéncias na representacao de Zy, i.e., ter como conjunto base {pk } com k € Z e nao somente
com k € N. Esse conjunto ¢ Q,. No entanto, este conjunto foge de nosso interesse nesta dissertacao.

Ja que vérios dos conjuntos usuais podem ser identificados através de extensées do homeomor-
fismo de anéis f : N — Z,, de novo por abuso de linguagem, podemos fazer a seguinte identificacao:

e 7 C Zy o conjunto dos inteiros p-adicos formado por todas as sequéncias determinadas por
ndmeros inteiros, i.e., Z = f(Z).

o QU Zy, o conjunto dos racionais p-adicos formado por todas as sequéncias determinadas
por quociente de x,y € Z, tal que yo # 0, i.e., mdc(y, p) = 1.

Entre o conjunto das sequéncias que representam os ntmeros p-adidos, algumas se destacam
pela sua importancia como as definidas abaixo.

Definicao 1.1.2 Dado = € Z,, seja {xyn} sua representa¢do.
Dizemos que a sequéncia {xy,} é

e Fwentualmente fiza se 3m € N tal que ¥Yn > m tem-se x, = . Se m = 0 entao {x,} se

diz fiza.

e Fuventualmente periodica se 3 m,h € N tal que Vn > m tem-se T, p = . Se m = 0 entdo
a sequéncia se diz periddica com periodo igual ao minimo h que satisfaz essa propriedade.

Existem representagoes com padroes importantes para caracterizar pontos dos conjuntos Zj,, Qodd
e através destas, pode-se caracterizar totalmente as suas representacoes em Zj,.

Usaremos estas caracterizagoes para facilitar os argumentos utilizados nas provas dos resultados
a seguir.

Teorema 1.1.1 Para todo p primo, as sequintes igualdades se verificam.:

a) Z=A{x = (z,) € Zp : {zy} é eventualmente fizo ao ponto p—1 ou 0}.

Sendo os terminados em 0 os positivos e os terminados em p — 1 negativos.
b) Q¥ = {z = (z,) € Zyp : {m,} é eventualmente periodico}.

Demonstracao do teorema. 1.1.1 a)

Sejan € N. O lema 1.1.1 implica que:
n = (xo, 1, ..., Ty, 0,0,0...).
Além disso, se o niimero é negativo, pela igualdade (1.2) obtemos que:
-n=p-zp,p—1—z1,..;p—1—ay,p—1,p—1,p—1,...). 0

Para a prova do item b) do teorema 1.1.1, vamos demonstrar alguns lemas prévios.
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Lema 1.1.4 Se x € Z, € periodico de periodo k entao x = ]%_1, com a € 7.

Demonstragao. Para isto, precisamos calcular pFz — 2. Como
—z={p—-—x0,..op—1—2k_1,p— 1 — 20, ..., Th—1,...)
2
obtemos que p*x = (0,..,0, 20, ..., Tk—1, L0y ooy Th—1, ---)-
——

k
Assim, somando as expressoes acima obtemos

pkx - = (p_ zo,..p—1l—xp1,p—1,p—Lp—1,p— 13)

Logo, por teorema 1.1.1a) temos que (p* — 1)z = —a, com a € N, fatorando e passando a dividir
(p* — 1)z. Isto termina a prova do lemma. [J

€ Q% sqo periddicos de periodo k, i.e., suas representacoes sio

Lema 1.1.5 Os p-ddicos pk__ll
periodicas de periodo k.

Demonstragao.
Defina x = (z,,) € Zj, por

z=(1,0,..,0,1,0,---,0,1,0,---,0,1,---)
N~ N——\—
k—1 k—1 k—1

com k — 1 zeros entre cada par de 1.
Claramente tem-se que p*z —x = —1 e portanto x = pk_—_ll é periodico de periodo k. [

Lema 1.1.6 Se x € Z, € eventualmente periddico entao x € racional.

Demonstracao. Dado =z € Z, eventualmente periédico de periodo k, x se escreve como
T = (10, o, Wiy YO» vy Yk» Y0 s Yiis ---). Portanto tem-se = n + pFy onde n € N e y é periddico de

periodo k. Pelo lema 1.1.5 temos que y = pk1_1~ Concluindo,
1 n@" -1 +p
k odd
= = e .
T=n+p | P Q

O

Lema 1.1.7 Dado z,y eventualmente peridodicos e n € 7Z, entao x + y e nx sdo eventualmente
periodicos

Demonstragao. Dados = e y como no enunciado, temos que existem k1, ko € Ne hy, ho € N tais
que Tpth, = Tpn VN > ki € Ymih, = Ym VM > ko. Agorasejam k = max{ki, ka} e h = mmc{hi, ha}.
Set > kentao (z4y)irn = (2)ten+ W)ern = ()t + (y)r = (x+y)¢. Portanto, z+y é eventualmente
periddico.

Agora vamos a demonstrar a segunda parte de teorema. Antes, observe que se x é eventualmente
periodico entao aplicando indutivamente o resultado acima a x, obtemos que x + x é eventualmente
periodico. Logo, se assumimos indutivamente que (n — 1)z é eventualmente perioédico por hipotese
de indugao, entdo nz = x + (n — 1)z é eventualmente periédico para todo n € N. Para n negativo,
pela formula (1.2) sabemos se x é eventualmente periodico —x também é. [J
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Lema 1.1.8 Se z € Q%% entdo x € eventualmente periddico.

Demonstracido. Dado z € Q°% temos que = = %, com med(n,p) = 1. Pelo teorema de

Fermat-Euler temos que p?(™ = 1 mod(n), onde ¢(n) é a funcio de Euler. Portanto existe t € Z,

tal que tn = pF — 1. Substituindo obtemos que z = ty}ﬁ e pela afirmacao 1.1.5 obtemos que

1
pF-1

pk—l_l é periodico. Como ty € Z o lema 1.1.7 implica que ty é eventualmente peridédico. [J
A seguir vamos concluir a demonstracdo do teorema 1.1.1.
Demonstragao teorema 1.1.1 b) O lema 1.1.6 implica que

Q¥ C {x € Z, : x é eventualmente periédico}.
E o lema 1.1.8 mostra que
Q¥ D {x € Z, : x é eventualmente periédico}.

Portanto, estes conjuntos sao iguais. [J

Fazendo um resumo deste capitulo, temos um novo conjunto chamado de ntimeros p-adicos no
qual estdao contidas representagoes de alguns dos conjuntos usais. Além disso, temos a seguinte
relagao entre estes conjuntos:

NcCZcQ¥cz,

Observamos que nem todo conjunto usual pode se representar homeomorficamente em Z,. De fato,
como o8 racionais nao possuem inverso multiplicativo segue Q Q Lip.

A seguir vamos estender a definicdo de paridade dos nimeros inteiros para os numeros 2-adicos
de uma maneira adequada.

Definicao 1.1.3 O numero x = (x,,) € Za € par se xg = 0, caso contrdrio é impar. Alem disso,
chamamos a xg a primeira coordenada de paridade de x

Observemos que esta defini¢ao restrita ao conjunto dos Zso coincide com a usual, pois o ntimero
2 divide a = se e somente se xg = 0.

1.1.1 Os p-adicos como limite inverso

Agora podemos dar detalhes de outra forma de construir o conjunto dos niimeros p-adicos, de um
ponto de vista mais algébrico. Para esta construgdo, vamos acompanhar o livro [12]| sem muito
rigor ja que alguns resultados saem do objetivo desta dissertagdo. Comegameos por introduzir um
novo objeto matematico, denominado o limite inverso. Sugerimos ao leitor interessado consultar
[12] para maiores detalhes.

Definicao 1.1.4 O sistema {X;, ¢; 1, I} com (I, =) um conjunto parcialmente ordenado, {X; : i € I}
uma sequéncia de espagos topoldgicos indexados por I, e ¢; j : X; — X, para todo j =< i, uma cole-
¢ao de homeomorfismos, tal que ¢; j = ¢; k0 ; sempre que i = k =< j entao o sistema {X;, ¢; 1, I'}
€ denominado um sistema inverso.
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Exemplo 1.1.2 Sejam I =N e o espago topoldgico discreto Z./pZ e defina

X, = (Z/pZ) = Z/pZ x Z/]pZ x ... X L./ pZ,
i
para j < i seja ¢;j @ L' — 77, definida por ¢; (@0, x1, ..., Tic1) = (X0, X1y .oy Tjo1), i€, Q

projecdo nas primeiras j-coordenadas as quais sao continuas evidentemente. Assim, concluimos
que o sistema {X;, ¢; 1, N} € um sistema inverso.

Considere um sistema inverso (Xj, ¢; j, I). Suponha que existem um espago topolégico Y e uma
sequéncia de fungoes continuas ¢; : Y — X; com j € I. Esta sequéncia de fungoes se diz coerente
se satisfaz a propriedade ¢; ; o 1; = 9, para todo 1, j.

Definicao 1.1.5 Seja o espaco topoldgico X juntamente com fungdes continuas e coerentes ¢;, i € 1.
Dizemos que X € o limite inverso do sistema inverso {X;, ¢; i, I}, se para todo par (Y,v;), com'Y
um espago topoldgico e ;1 Y — X; uma sequéncia de fungoes continuas coerentes, existe uma
dnica funcao continua v : Y — X tal que ¢; oY =, isto €, o diagrama abaizo € comutativo.

vy Yo x

wi\\\dh‘

7

E o notamos assim, X = l'ng"

Exemplo 1.1.3 Definamos primeiro uma relagdo de equivaléncia chamada congruéncia modulo p,
dada por x =y (mod p) se e somente se existe um k € Z tal que © —y = kp.

Dezotemos ka/pk o espago quociente de Z, pela relagao congruéncia modulo pF. Observe que
(Z/pZ)" = Zp/p".

Seja ¢; : Ly — (Z/pZ)*, a projecio candnica, i.c., a fung¢do que envia cada T na sua classe de
equivaléncia.

Nao é dificil provar que estas fungoes sao coerentes com as do sistema inverso (X;, ¢;j,1) do
exemplo anterior, jd que a composicdo de projecoes € uma projecao.

A seguir enunciaremos um teorema que estabelece a existéncia do limite inverso. Recomendamos
ao leitor interessado na sua demonstragao que consulte a referéncia [12].

Teorema 1.1.2 Dado um sistema inverso {X;, ¢;x, I} entdo:
o FExiste um limite inverso para este sistema.

e O limite inverso do sistema € unico a menos de homeomorfismos, i.e., se existem dois limites
imversos eles sao homeomorfos.

Chegamos assim ao objetivo principal desta se¢do que é mostrar que o conjunto dos p-adicos é
um limite inverso.
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Observagao 1.1.2 O teorema 1.1.2 nos diz que o limite inverso do sistema inverso esbog¢ado
nos exemplos (1.1.3) e (1.1.2) existe e de fato sio os Z, = T&n(Z/pZ)@ Além disso temos
@mZp/pl’C ={(zn) : Tn = Ty, (Modp™) se m < n} pois as fungoes ¢; sao coerentes. Consequén-
cia importantes sao que uma sequéncia de elementos x; define um tnico elemento em Zjy, e todo
elemento de Z, tem wma unica expansao p-ddica.

A seguir introduzimos a no¢ao de sequéncias coerentes.
Definigao 1.1.6 Uma sequéncia {a,} C N tal que 0 < a,, < p"~ ! se diz coerente se
ant+1 = an (mod p™), ¥ n > 1.

Estas sequéncias convergem a um tnico ponto pela observagao (1.1.2).

Uma primeira consequéncia das sequéncias coerentes é demonstrar que o processo de divisao
mostrado em (1.1.2) est4 bem definido, o que resulta evidente observando que este processo indu-
tivo gera uma sequéncia coerente x, = (xg, Z1..., T, 0,0, ...), que pela observac¢ao anterior converge
a um dnico ponto do espaco.

A abordagem desde o ponto de vista do limite inverso pode atribuir varias propriedades topold-
gicas ao conjunto de nimeros p-adicos como pode ser visto na referencia [12]. Mas, neste trabalho
vamos abordar a topologia desde o ponto de vista usual,

partindo da definigdo duma meétrica sobre o conjunto e vendo as propriedades que esta atribui
nos nameros p-adicos.

1.1.2 Os p-adicos como espaco topologico

Passamos agora a definir uma métrica no espaco dos p-adicos e ver as propriedades topoldgicas que
induz neste conjunto.

Definic¢ao 1.1.7 Seja d : Z, x Zy, — RY a funcao definida por d(x,y) = v(z — y) onde v é uma
funcao de valor real positivo sobre os p-ddicos dada por

v(z) =

k

0 se z=0
pF se x#0,sendo k o maior expoente tal que p* divide .

Observagao 1.1.3 Temos que v(z) = p~*

tem-se x; =0

se e somente se para todo j tal que 0 < j < k—1

Afirmagao 1.1.1 A funcdo d € uma métrica.
Demonstracgao.
o dz,y) =o<=vr—y) =0<=2—y=0,
e Temos que p* | z—y se e somente se p* | y—x, portanto d(z,y) = v(z—y) = v(y—2) = d(y, z),

e Suponhamos maz{d(z,y),d(y,2)} = d(y,z) = p~*. Entdo p* | y — z por definicdo e p* | z —y
ja que d(z,y) < p~* e portanto p* | y — 2 + 2 — y que implica d(z, z) < p~* de onde podemos
concluir a desigualdade triangular forte

d(z,z) < max{d(z,y),d(y, z)}.
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O que demonstramos realmente é que d é uma ultramétrica, ja que a desigualdade triangular forte
implica a desigualdade triangular visto que:

maz{d(z,y),d(y,z)} < d(z,y) + d(y, z).

Vamos denotar B,(z) = {y : d(y,z) < r} a bola aberta e B,(x) = {y : d(y,xz) < r} a bola
fechada.

Lema 1.1.9 Dado y € B,(x) temos que existe k € N que depende somente de r tal que x; = y;
para todo i = 0,1, ..., k.

Demonstragao. Temos que se y € B.(z) entdo existe um ¢ tal que p~! = d(y,x) < r com
t < k; e lembrando a observacao 1.1.3 temos que (z — y); = 0 para todo i = 0,1, ...,t. O

Corolario 1.1.1 Sex,y € Z, e r > 0, entao B,(z) = B,(y) ou By(x) N B, (y) = 0.

Demonstragao. Seja z € B,.(z)NB,(y) # 0, portanto existe um k tal que z; = z; e z; = y; para
i=0,1,...,k. Visto isso temos y; = x; para estas coordenadas e portanto y € B,(x) e x € B,(y)
concluindo assim B,(z) = B,(y). O

Uma propriedade importante do espago topologico Z, é que todos os pontos da bola B, (x) C Z,
sao o centro da mesma. Este corolario implica trivialmente o seguinte resultado

Corolario 1.1.2 Se x € B,(y) entio By(x) = B,(y).

—k+1

Lema 1.1.10 Seja r € R positivo, tal que existe um k € N tal que p™* < r < p , entao

B, (z) = By(z).

Demonstragao. E claro que B,.(z) C B,.(z) por defini¢io, ademais se y € B,.(z) entdo existe
k <t tal que p~* < p~* < r e portanto, y € B, () obtendo entdo a igualdade destes conjuntos. [J

Estes resultados possuem importantes implicacées. Devido a que mostram que o espago mé-
trico separéval Z, ¢ um espago totalmente desconexo. Além disso, para todo r = —- existe uma
p

cobertura de Z, aberta com p* elementos disjuntos.

1.1.3 Os p-adicos como espago de probabilidade

Por dltimo vamos fazer uma pequena revisao acerca de alguns temas da teoria da medida, e adicio-
nar uma estrutura mensuravel ao conjunto dos p-adicos. Nesta se¢do vamos seguir os livros [14, 13].

Um espago de probabilidade é uma tripla (X, B, ), onde X é um conjunto, B é uma o-algebra e
a fungao p é uma fungao de probabilidade, i.e., u : B — [0, 1], tal que é o — aditiva. Chamaremos
os elementos da o-algebra de conjuntos mensuraveis.

As definigbes de o-dlgebra e o-aditiva encontram-se no apéndice.

Os conjuntos mensuraveis dos p-adicos sao chamados cilindros e sdo definidos como:
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Dados m <nec¢ €{0,1,....,p — 1} fixos para i = m,m+ 1,...,n, o cilindro C*(¢y, ...,cn) € 0
conjunto dado por
Chl(emyyCn) ={x € Zp 1 xj = ¢; para m < i < n}.
Dizemos que os cilindros C)"* (¢, ..., ¢n) € C{(ls, ..., 1) s@o independentes se ¢; # [; para todo 4
natural tal que i € [n,m] N [s,t].

Definamos A como o conjunto das unides finitas de cilindros unido com o vazio. Mostraremos
que este conjunto é uma algebra, para a definicao de algebra veja o apéndice. De fato,

e X € A, posto que X = [J'—) C3(i),
e Observe que a intersecao finita de cilindros C;,n < ¢ < m, é um cilindro ou é vazia, e o

complemento de um cilindro C' é uma unido finita de cilindros.

Portanto, dada uma sequéncia de cilindros { Ay, }mer, tem-se. (U,,c; Am) = Nper(Am)® =
Niner U, Bi onde (Ay,)¢ = U,, By, concluindo assim que (U,,c; Am)¢ = U, Nimer B € A
por definicao.

e Se B, A € A pela construcao é claro que BUA € A

Portanto A é uma &algebra, mas nao é uma o-algebra.

Vamos definir uma medida para a algebra A em Z,. Para isso, sejam {P(0),...,P(p — 1)} as
probabilidades dos elementos {0,1,...,p — 1}, tais que P(0) + ...+ P(p — 1) = 1. Para o nosso
trabalho vamos tomar P(i) = % para todo 7.

Seja p : A — [0,1] definida em um cilindro por (C}7* (¢, ...;cn)) + P(cm)P(cmt1)..-P(cn).
Como toda unido de cilindros pode ser escrita como uma unido de cilindros independentes pode-
mos estender p a toda unido de cilindros como p(lJ,, ¢n) = >, pt(cn), onde os {c,}. sdo cilindros
independentes.

No restante da secao vamos a enunciar sem demostragao uns teoremas classicos da teoria da
medida. As demonstracoes podem ser consultadas nos em |13, 14].

O primeiro teorema nos permite dar condigoes suficientes para estender p ate a o-algebra gerada
por uma algebra.

Teorema 1.1.3 Seja A uma dlgebra de X e seja pg : A — [0,00) uma funcao finitamente aditiva
com po(x) < 00, i.e., py seja finita; entao existe uma unica medida p definida na o-dlgebra gerada
por A estendendo pg.

O segundo teorema chamado de continuidade no vazio da propriedades baixo as quais aditivi-
dade implica o — aditividade

Teorema 1.1.4 Sejam A uma dlgebra e p: A — [0,1] finitamente aditiva. Se

n
li )= .
imp([() A7) =0 (1.3)
j=1
para toda sequéncia de conjuntos mensurdveis Ay D ... D Ag... tal que ﬂjoil A; =0, entao p é

o — aditiva.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 16

Observemos que na algebra acima definida no conjunto dos p-adicos tem uma propriedade muito
interessante: dada uma sequéncia de cilindros encaixantes A; D ... D Ag... entao ﬂ?’;l A; #0.

Esta propriedade segue do fato de que se os cilindros estao encaixados entao fixam pelo menos
as mesmas coordenadas e entdo podemos criar sequéncias coerentes definindo os pontos da interse-
¢ao. Portanto junto com o teorema anterior podemos concluir que toda funcao finitamente aditiva
sobre os cilindros realmente é o — aditiva.

E por dltimo um teorema de aproximagao dos elementos de uma o -algebra mediante elementos
da algebra que a gera.

Teorema 1.1.5 Sejam (X, B, ) um espago de probabilidade e A uma dlgebra que gera a o-dlgebra
B. Entao para todo € > 0 e todo B € B existe um A € A tal que p(A A B) <e.

1.2 Preliminares de sistemas dinamicos

O objetivo da teoria dos sistemas dindmicos é principalmente descrever a evolugao no tempo das
trajetérias dos pontos do sistema. Embora sejam antigos os problemas com respeito ao estudo do
movimento este ramo da matemética surge formalmente com o estudo qualitativo das equagoes
diferenciais ordinarias proposto pelo matemético francés H. Poincaré quem propos o estudo das
propriedades das orbitas geradas pela solucao de uma equacao diferencial e ndo apenas centrar-se
na resolugao analitica.

Um sistema dindmico tem trés componentes importantes o cojunto onde se movimentam os
elementos, o espaco tempo e a funcao que descreve o movimento. E a dindmica do sistema pode
ser obtido iterando uma funcao ou deixando o tempo evoluir no tempo a solugdo de uma equagao.

Quando a dindmica é obtida pelo processo de iteragao de uma fungao, i.e., dado um valor inicial
x a dindmica em este ponto esta dada por

z, f(x), f(f (@), F(f(f(2))), ...

Onde f"(x) é o estado de x no tempo n. Entao o sistema evolui por unidades de tempo discretas
portanto o sistema dindmico se diz discreto. Por outro lado, se a dindmica é obtida através da
solucao de uma equacgao diferencial, i.e., dado um elemento inicial £ o movimento em este ponto
esta dada por

{fe(z) : t € R}
Sendo fy,(z) o estado de = no tempo n. Entao o sistema evolui em unidades de tempo continuas
portanto o sistema dindmico se diz continuo.

Neste trabalho pela caracteristica iterativa das fungoes estudadas somente vamos trabalhar com
sistemas dinamicos discretos, para facilitar notac¢ao, para n > 0 denotamos por f™(x) o n-ésimo
iterado de x, i.e, f*(x) = fo fo..o f(x). Definimos ademais, f’(x) = . Caso f tenha inversa,

—_—

n
a denotamos por f~! e para n < 0, denotamos por f~"(z) o n-ésimo iterado de x pela inversa f~! .

Diferentes enfoques no tratamento dos sistemas tem gerados diferentes subareas da teoria dos
sistemas din&micos, como por exemplo, o estudo dos sistemas que preservam o volumem para
fundamentar a mecénica estatistica deu origem & teoria ergodica e o estudo de métodos geométricos
para dar solugbes a equagoes diferenciais deu origem & teoria geométrica dos sistemas dindmicos.
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1.2.1 Dinamica topologica

O objetivo de esta secao é dar nogoes basicas da teoria topologica dos sistemas dindmicos. Para
isto vamos trabalhar com os livros [17, 15|. Onde o primeiro fara uma boa introdugao aos sistemas
dindmicos e o segundo é uma boa enciclopédia com bastante teoria sobre este tema.

Um sistema dinamico topologico é un sistema {X, f}, onde X é um conjunto compacto e f é
continua, caso f seja invertivel f~! igualmente continua.

Definicao 1.2.1 Dado x € X definimos a drbita de x pela funcao f sendo o conjunto
Of(x) = {f"(x) i n € Z},
a orbita positiva (’);{(x) tomando somente os iterado para n < 0.

Como ja vimos, o objetivo dos sistemas dindmicos é entender o movimento das 6rbitas dos pon-
tos mediante o entendimento das trajetorias e as regioes para as quais estas convergem. Portanto,
existem varios tipos de drbitas relevantes nesta teoria.

Definicao 1.2.2 Dizemos que x € X

o L wm ponto eventualmente periddico se existem k,h € N tais que f”k(:n) = fi(z) para todo
h <i, se h =0. Entdo, dizemos que é periddico. Além disso, o minimo k é o periodo de x.

e L um ponto eventualmente fizo se existe h € N tal que fk(a:) = x para todo h < k, se h = 0.
Entao, o ponto se diz fixo.

Dado A um conjunto compacto, invariante e nao vazio podemos restringir f|4 e estudar a sub-
dindmica definida nestes conjunto, facilitando assim a compreensao de toda a dindmica. Dizemos
que um conjunto compacto é decomponivel se existe uma decomposicao em uma uniao de dois
conjuntos disjuntos, invariantes, compactos e nao vazios.

As trés condicOes seguintes nos dao condigoes sobre a possibilidade de descompor o conjunto.

Definicao 1.2.3 Seja (X, f) um sistema dindmico topoldgico. dizemos que o sistema é

e Topologicamente transitivo se para todo U,V C X abertos existe um n € N tal que n > M
TVINU # ¢.
Intuitivamente a transitividade reflete o fato de que existe um ponto tal que seus iterados
estdao arbitrariamente perto de abertos muito pequenos de algum outro ponto, implicando que
o conjunto € indecomponivel.

e Topologicamente minimal se para todo x € X tal que OF € densa em X.

De fato, a minimalidade do sistema implica que nao existem conjuntos invariantes proprios.

e Topologicamente mixing se para todo U,V C X abertos existe um M tal que para todon > M
[T VINU # ¢.
Esta condicao € mais forte do que a transitividade e permite um controle mais acurado no
tempo de recorréncia dos pontos pelos conjuntos.
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Uma forma alternativa de entender os sistemas transitivos é dada pela seguinte equivaléncia
que da uma ideia diferente da transitividade.

Lema 1.2.1 Seja (X, f) um sistema dindmico, com X sem pontos isolados. Entao (X, f) € topo-
logicamente transitivo se somente se existe um ponto x € X tal que OF € densa em X

Demonstragao. Veja a demonstragao em [16, capitulo 7,2].

Um sistema dindmico se diz sensivel a condicoes iniciais se pequenos erros na medicao inicial
gera orbitas bastante afastadas em tempos finitos.

Definigao 1.2.4 Seja f : X — X um homeomorfismo € sensivel a condi¢des iniciais se existe um
€ > 0 tal que Vx € X e para todo 6 > 0. Entao existe um y € Bs(x) tal que d(f™(x), f*(y)) > €.

Os sistemas sensiveis a condigOes iniciais tem dindmica imprevisivel, j& que o comportamento
de o6rbitas proximas é bastante diferente e qualquer error na medicao inicial implicaria diferencias
significativas no resultado.

Uma condi¢ao similar, porém mais forte, é a expansividade a qual d4& uma aproximacao no
afastamento das 6rbitas proximas.

Definicao 1.2.5 Seja f um homeomorfismo se diz expansivo se existe um « > 0 tal que se
d(f"(x), f"(y)) < o, Yn € Z entao x = y.

Nao ¢é dificil observar que todo sistema expansivo é sensivel as condi¢oes iniciais.

Uma parte importante dos sistemas dindmicos é encontrar condi¢oes que impliquem que dois
sistemas que podem parecer distintos, no fundo, tenham as mesmas propriedades. E portanto,
poderiamos afirmar que duas dinAmicas sao parecidas quando seus movimentos sejam basicamente
os mesmos s6 que em ambientes diferentes, e a formalizacao deste fato é a conjugacao.

Definicao 1.2.6 Sejam (X, f), (Y,g) dois sistemas dindmicos e seja h : X — Y um homeo-
morfismo (continua e sobrejetora) tal que h o f = go h entio dizemos que h conjuga a f e g
(semi-conjuga,).

A diferenga da conjugacao, a semi-conjugagao indica que dentro do sistema (Y, g) existe um
sub-sistema (B, g|p) com B € Y fechado invariante. tal que (B, g|p) e (X, f) sao conjugados.

Dados (X, f), (Y, g) dois sistemas dinadmicos, denotamos por 2((f, g) o conjunto definido por
A(f,9) ={h: X — Y : h conjuga f e g}.

Lema 1.2.2 Dados dois sistemas (X, f) o conjunto de auto conjugagao A(f, f) € um grupo com a
operacao da composi¢ao.

Demonstragao. De fato, observemos que claramente a funcao identidade pertence a A(f, f).

A seguir, dados g € A(f, f) note-se que g~ € A(f, f), visto que f é bijectiva, continua num
compacto, portanto aberta, satisfazendo h™'o f = fo h™1L.

Por tltimo, dados h, g € A(f, f) observemos que ho g~ € 2(f, f). A bijectividade ¢ imediata,;
além disso, hog lof=hofog t= fohog! concluindo que 2A(f, f) é um subgrupo.[]

A conjugacido preserva varias propriedades importantes dos sistemas, as quis sdo chamadas de
propriedades dindmicas; tais como:
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Lema 1.2.3 Sejam (X, f), (Y, g) dois sistemas dindmicos e seja h : X — Y uma semi-conjugagao
entao.

a. Se (X, f) € top. mizing entao (Y, g) é top. mizing.

b. Se (X, f) € top. transitivo entao (Y, g) € top. transitivo.
c. Se (X, f) € top. minimal entao (Y, g) € top. minimal.
Demonstragao.

a. Sejam abertos Uy, Uy C Y entdo existem Vi, Vo C X abertos tais que h(U;) = V;. Dado que
X é top. mixing existe um k tal que para todo k < m tem-se f™(U;) N Uz # (. Portanto
0 # h(f™(Ur)) Nh(Usz) = g™ (V1) N Va concluindo assim que (Y, g) é top. mixing.

b. Isto ¢ um caso particular de [a.].

c. Dado y € Y existe x € X tal que h(x) = y e a orbita de = é densa. Como h é continua

temos Y = h(Of(x)) C h(Of(x)) = Og(h(x)) portanto O4(y) = Y. Assim toda orbita de Y
¢ densa, concluindo que (Y, g) é top. minimal.

1.2.2 Teoria ergodica

Alguns dos livros mais importantes para aprender a teoria ergodica sao [20, 21, 19]. Estes sao
precisamente as referéncias que usaremos nesta secao.

Vamos estudar a dindmicas sobre espagos mensuraveis com "boas"medidas, que serdao definidas
abaixo.

Definicao 1.2.7 Seja (M, B, u) um espago de medida e uma fun¢ao mensurdvel f : M — M.
Dizemos que a medida p € invariante por f se w(E) = u(f~(E)) para todo E € B.

Pode-se relaxar um pouco a defini¢ao do ser medida invariante.

Lema 1.2.4 Seja f : M — M uma transformacao mensurdvel e i uma medida de probabilidade.
Suponha que existe uma dlgebra A tal que gera a o — algebra B de M e u(E) = u(f~Y(E)) para
todo E € A, entao p € invariante.

Um sistema dindmico mensuravel é un sistema {X, f,u}, onde X é um conjunto compacto,
f ¢ medivel, caso f seja invertivel f~! igualmente medivel e p uma medida de probabilidade
f-invariante.

A teoria ergbddica pode-se afirmar que comecou nas maos de Boltzmann, quando este trabalhava
na teoria dos gazes, onde ele acreditava que as 6rbitas descritas pelas particulas e o tempo que elas
tardavam para preencher o espaco estava relacionado com o tamanho do mesmo. Esta conjectura
foi chamada de hipdtese de Boltzmann, a qual se comprovou depois que era falsa, mas deu origem
ao estudo de certas dindmicas que a satisfazem.

Agora sejam x € M um ponto qualquer, ¢ F C M um conjunto mensuravel. Defina a fungao
1 .
T(E,z)= lim —#{0<j<n: f/(x) € £}
n—oo N

A qual mede o tempo médio das visitas de um ponto x a um conjunto mensuravel FE.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 20

Definicao 1.2.8 Seja f : M — M mensurdvel, f invariante por uma medida 1, entdo o sistema
(f, ) se diz ergodico se T(E,x) = u(x)

Dois aspectos importantes de a ergodicidade sdo, Como vamos ver um depois esta implica que
o conjunto nao pode ser dividido em dois conjuntos invariantes de medida positiva.
Agora seja uma fungéo integravel ¢ : M — R, definimos:

n

-1
p=lm > o))
§=0

O seguinte teorema é talvez um dos mais importantes da teoria ergodica, conhecido como o
teorema ergodico de Birkhoff

Teorema 1.2.1 Seja f: M — M uma transforma¢ao mensurdvel e seja p uma medida de proba-
bilidade f — invariante. Dada uma fungdo integrdvel ¢ : M — R entdo ¢ existe u — quase todo
ponto. Além disso ¢ € integrdvel e satisfaz [ ¢dp = [ pdp

Pela importancia deste resultado sua demonstracao esta feita em qualquer livro de teoria ergd-
dica. Além disso, uma boa demonstragao para o leitor interessado pode ser encontrada no livro [21].

A ergodicidade motiva a definicdo de um conjunto importante, o qual definiremos a seguir.

Defini¢ao 1.2.9 Dada uma medida p, f —invariante chamamos bacia de p o conjunto B(u) dos
pontos x € M tal que, para toda funcao continua ¢ satisfaz.

n—1

N | A
¢ = lim — 2 p(f(x))

Observemos que se o sistema (X, u, f, K) é ergddico implica que a bacia B(u) tem medida total.
Existem varias formas de caraterizar a ergodicidade algumas delas sdo as seguintes.

Proposicao 1.2.1 seja (f,n) um sistema de probabilidade com p sendo f — invariante, os enun-
ctados sequintes sao equivalentes:

e O sistema € ergddico.

e Para todo mensurdvel E C M a fungao 7(B,-) € constante em p-quase todo ponto.

e Para toda fun¢ao integrdvel ¢ temos que ¢ = [ @du

e Para todo conjunto mensurdvel B C M a medida temporal ¢ € constante p-quase todo ponto.
e Para toda fungao integrdvel invariante ¢ tem-se que (z) = [dp

e Toda funcgdo integrdvel invariante ¥ € constante em u- quase todo ponto.

e Todo subconjunto A invariante tem-se que pu(A) =0 ou pu(A) =1

Demonstragao A demonstragao pode ser consultada no livro [19].

Porem os sistemas nos que estamos trabalhando paregam ser deterministicos, o certo é que eles
quando evoluem no tempo vao esquecendo o passado, o que induz neles comportamento de tipo
estocastico. Uma forma de caraterizar estes sistemas é a seguinte:
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Definicao 1.2.10 Um sistema (f, ) € misturador se

lim u(f~"(4) N B) = p(A)u(B)

n—oo

para todo A, B, conjuntos mensurdveis de M.

Defini¢ao que podemos relaxar um pouco, ja que nao se precisa garantir esta propriedade para
todos os elementos da o — algebra.

Lema 1.2.5 Seja A uma dlgebra gerando a o — dlgebra B, entao, se para todo A, B € A tem-se
limy, 00 p(f~"(A) N B) = u(A)u(B) entao o sistema € misturador

Demonstragao. Veja [19].

Sendo a propriedade de ser misturador uma condi¢ao mais forte do que a ergodicidade. Devido
a0 teorema que vamos a mostrar agora.

Lema 1.2.6 Se o sistema (f, 1) é misturador, entao € ergddico.

Demonstragao. Dado A conjunto invariante, temos que f~"(A) = A Vn € Z, relembrando a
defini¢do de misturador, se satisfaz a igualdade

lim p(f7"(A)NA) = lim p(ANA) = p(A)u(A)

n—oo
visto isso p(A) = p(A)? implica que p(A) = 0 ou u(A) = 1. Assim sendo, pela afirmagio
anterior temos que (f, u) é ergédico.[]

1.3 Aplicagao deslocamento

Uma aplicagdo muito importante nos sistemas dinamicos discretos, pelas suas propriedades e sim-
plicidade é o deslocamento de Bernoulli.

Definicao 1.3.1 Sejao : Z, — Zy, tal que para todo x = (xo, x1, T2, ...) definimos o(x) = (21, z2, 23, ...).

Observagao 1.3.1 Uma forma analitica da aplica¢do deslocamento em Zo é a sequinte:

f x/2 se x é par
olz) = { (x—1)/2 se x éimpar

Demonstragao. De fato, dado = € Zs temos dois casos:
e Se x é par, temos a representagao x = (0,1, T, ...) logo /2 = (21, x9,...) = o(x).

e Se x é impar, temos a representacao x = (1,1, x9,...) portanto x — 1 = (0,1, x9,...) con-
cluindo assim (z — 1)/2 = (21, z2,...) = o(z). O

Agora vamos apresentar algumas propriedades topolédgicas da fungéo deslocamento.

Lema 1.3.1 A funcdo o é continua.
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Demonstragao. Dado € > 0 e x = (x;);en seja n tal que # < € e defina § = ]ﬁ. Portanto,

se d(z,y) < 6 = zﬁ entao pela proposigao (1.1.9), temos que z; = y; para i = {0,2,...,n — 1},

logo o(x); = o(y); para i = {0,2,...,n — 2} concluindo assim d(o(x),o(y)) < € e portanto o é
continua. [

Lema 1.3.2 A funcao o tem pontos periddicos de todas as ordens e estes sao densos.

Demonstragao. Dado n numero natural, fixamos uma sequéncia x; € {0,1,...,p — 1} para
0 <i<mn-—1,logo defina y = zg...xp_120...Tp_120...Tn1.... B claro pela construcdo de y que
a"(y) =y.

Agora vejamos que estes pontos sdo densos. De fato, dado z = (z;) € Q, um ponto qualquer e
seja € > 0. Entao existe m tal que € > me e definimos w = zg...2m—_120-.-2m—120---Zm—1.... Portanto

w & periddico e d(w, z) < € concluindo assim Per(c) = Z,. O
Teorema 1.3.1 As sequintes afirmagdes sao verdadeiras

a. o € top. transitiva.

b. o € top. mixing .

c. o nao € top. minimal.
d. o é expansora.

e. o € sensivel a condiciones iniciais.
Demonstragao.

a. Para isto s6 temos que procurar um ponto com orbita densa e podemos construir ele do
seguinte jeito.

Seja sz o i-ésimo bloco de comprimento j, vamos colocar eles num s6 elemento deste jeito
= BiB?B}..Bj..B....B2". E claro que O, (x) = Z,. De fato, dado z e € > # > 0 existem
k,t tal que = Brx, ... e ol (x) = BEBF1... podendo assim concluir que d(z, ot (z)) < e.

b. Dados dois cilindros ¢! (z, ..., ;) e c%(yj, ..., Yn) definimos a serie de pontos como, Fixando
n natural estabelecemos

Zn = 50---5m71$m---xih1---hnt(]--'tjflyj'--ynm

onde os s;, h;, t; sao entradas arbitrarias. Tem-se por construgao que z, € (T, ooy T5).
Além disso, o117 (2,) = to...t;—1Y;...Yn... logo, "1 (z,) € ch(yj,...,yn). Visto isso,
concluimos que para todo m > i+ 1 temos 0™ (¢}, (Tm, -, 1)) N Ch(Yjy vy Yn) # 0.

c¢. Como ¢ tem pontos peridédicos nao pode ser minimal.

d. Seja a = 3, entdo se d(c™(z),0"(y)) < &, Vn € Z concluimos que z,, = o™(2)o = 6" (y)o = Yn
dessa forma x = y.

e. Devido a ser expansora.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 23

Concluindo assim o teorema.[]
Lema 1.3.3 O deslocamento preserva a medida de Bernoulli.

Demonstragao. De fato, dado um cilindro H = C¥(z;, ..., ;) observamos que o 1(H) =
O @iy ey ), entiio p(H) = i = p(o™ ' (H)).0
Proposigao 1.3.1 O deslocamento € misturador com a medida de Bernoulli.

Demonstragao. Sejam A = Ct (T i) € B = C(yn, ...,yj) dois cilindros , observemos
que o F(CL (2, .oy 7)) = C;jfk (Tm, ..., i), fixando um k suficientemente grande tal que m—+k > j.

Entao,

a_k(A) NB= U{C%—i-m(xm, vy iy Ci1y oos Cidn—15Yny -5 y])} = U{H(ci-i-h B Ci+n—1)}

Onde os ¢; € {0, ...,9} percorrem todo o conjunto, Portanto,

M(U{H(Cz‘ﬂ, ooy Cipn—1)} = Zu({H(CiH, e Cizn1)}) =p" !

visto isso podemos concluir que:

lim p(f7"(A) N B) = u(A)u(B)

n—oo

Portanto pelo lema (1.2.5) o sistema é misturador. [



Capitulo 2

Conjectura

Como enunciado na Introdugao, o problema que traremos neste trabalho é a conjetura de Collatz.
Problema muito famoso que tem circulado em média uns 80 anos pela literatura. Embora muitos
matematicos tenham atribuido o inicio desta conjectura nos ano 1937 ao Collatz, sua origem nao
é clara como descrito em |2, 3].

No artigo "About the motivation of the (3n+1)-problem" de 1986. Collatz narra que nos anos
30’s, juntamente com seus estudantes tentavam classificar alguns grafos mediante uma familia de
fungbes semelhantes a fungao 7. COmo por exemplo:

Em 1932, ele considerou em suas notas a funcao
g : N — N tal que,

2x/3 se =0 (mod 3)
gx) =< 4x/3—-1/3 se z =1 (mod3) .
4x/3+1/3 se x =2 (mod 3)

Funcao sobre a qual conjecturo que as érbitas dos elementos sao finitas o infinitas, dependendo
de se ela atingia o 8 ou nao.

Estudos os quais o levou a estudar o grafo determinado pela fungéo 7 definida na seguinte secao
em (2.1), e perguntar-se se dado grafo é conexo.

24
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Mas como nao conseguiu dar solugao ao problema, decidiu nao publicar nada respeito desta
conjectura nesses anos.

A seguir Collatz propos o problema para seu colega Hasse no ano 1952. Este popularizou a
conjetura durante os anos 50’s quando visitou a Universidade de Siracusa. Nos anos 60’s Kakutani
e Ulam conheceram o problema e comegaram a divulgé-lo por varias universidades dos Estados
Unidos como, por exemplo, as Universidades de Yale, Chicago e Los Alamos.

Como é muito simples enunciar a conjectura, varios matematicos tentaram prové-la. Entre os
quais se destaca Paul Erdés quem chegou a afirmar que "a matemaética de hoje nao e suficiente para
solucionar esse problema". Portanto, até o dia de hoje a solu¢do nao foi encontrada e o problema
segue aberto.

Intuitivamente, podemos enunciar este problema como: Dado um numero inteiro, se ele é par o
dividimos por 2, se é impar o multiplicamos por 3 1& adicionamos 1 e dividimos o resultado por 2.
A conjectura de Collatz indica que dado qualquer inteiro positivo sua 6rbita, isto é, as sucessivas
iteragoes deste processo, em algum momento alcanga o 1.

2.1 Aplicacao 3X +1 em N

Nesta secao vamos enunciar formalmente a conjectura, exibir algumas oérbitas, e dar uma conjec-
tura equivalente. As ideias aqui expostas sao tomadas dos artigos [3, 5, 6].

Nesta parte da dissertacao vamos trabalhar no conjunto N, mas com abuso de notagdao como ja
falamos anteriormente nos preliminares, i.e., vamos identificar N com subconjunto de Zsy e portanto
doté-lo com a topologia induzida por Zs.

Esta conjetura pode-se enunciar formalmente da seguinte forma.
Seja a fungao 7 : N — N tal que,

se n é par, (2.1)
se n é impar '

n
7(n) = §n+1
2

Entao para todo z € N existe um k € N tal que o k — ésimo iterado da fungao em x atinge o 1,
: 2
ie, 77(x) = 1.

Exemplo 2.1.1 Na tabela abaizo vamos mostrar algumas das orbitas para evidenciar que a velo-
cidade de chegada ao 1 € bastante arbitrdria.

O, (z)
{1,2,...}
[7,11,17,26,13,20,10,5,8,4,2,1, .}
20 120,10,5,8,4,2,1, .}
43 | {43,65,98, 49, 74, 37,56, 28, 14,7, 11,17, 26, 13,20, 10,5, 8,4, 2,1, ..}
64 164,32,16,8,4,2,1,..)

NI =)
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Os dados acima mostrados sao um pequeno exemplo da sensibilidade da fun¢ao 7 com respeito a
velocidade de chegada dos iterados ao 1, isto devido a que ntimeros muito grandes podem convergir
em poucos passos e nimeros muito pequenos demorar bastante tempo em convergir.

2.1.1 Tempos de paragem

E importante distinguir na érbita O, (n) de n o primeiro iterado k para o qual se tem 7%(n) < n.

Isto motiva a definicdo de uma funcéo que serd uma ferramenta para entender melhor o pro-
blema, essa nova fungao é chamada de tempo de paragem exposta a seguir.

Definicao 2.1.1 Dado n € N, denominamos tempo de paragem p(n) de n como o menor k > 0
tal que TF(n) < n. Se tal k néo eriste definimos 1)(n) = oco.

Exemplo 2.1.2 Na seguinte tabela vamos mostrar alguns tempos de paragem para evidenciar que
este € bastante arbitrdrio.

Tempo de paragem
1 o0
27 59
28 1
31 54
29 2

Teorema 2.1.1 A conjectura de Collatz é equivalente ao fato de que todo inteiro positivo maior
que 1 tem tempo de paragem finita.

Demonstragao.

(=) Se a conjectura é afirmativa, entao as orbitas nao podem ser estritamente crescentes. Por-
tanto, existe um nimero m > 1 tal que 7,,(n) < n. Além disso, como nao existe pontos fixos
positivos, obtemos 7, (n) < n.

(<) Agora suponha que todos os tempos de paragem sdo finitos nos inteiros positivos. Seja
no € N entdo existe um tempo mg tal que ny = 7p,,(n0) < no, e indutivamente definimos
Nk = Ty, (Nk—1) < ng—1, onde os my_1 s@o os tempos de paragem de nj_;.

Pela construgao observemos que {n,,} sdo estritamente decrescentes e limitados inferiormente
por 1. Portanto existe um iterado finito, pois este processo precisa de no maximo n iterados
para atingir o 1. Visto isso, podemos concluir que 770 +tmM+- Mk (p) = 1]

Embora o tempo de paragem de ntimeros préximos parega bastante aleatorio, como indicado na
tabela acima, o teorema abaixo mostra que este nao é o comportamento do tempo de paragem para
nimeros grandes. Para enuncia-lo, lembre que se A é um conjunto, #(A) denota a cardinalidade

de A.

Teorema 2.1.2 Para todo t numero inteiro positivo, seja o conjunto
Si(m)={m>1:n<men) >t}

Entdo a fun¢do F(t) = limp, oo S#S,(m) estd bem definida e é ¢ limitada. Além disso tem-se

lim F(t) = 0.

t—o00
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Observe que %#St(m) ¢ a media temporal da quantidade de elementos menores que m que
tem tempo de paragem maior que t. Dessa forma, passando o limite quando m tende ao infinito; o
numero F'(t) é a media temporal de inteiros positivos que tem tempo de paragem maior do que t.

Visto isso, nao ¢é dificil perceber que a fungao F é decrescente e de fato o teorema nos indica
que no infinito tende a 0. Concluindo assim que, para uma grande quantidade de inteiros mas nao
para todos o tempo de paragem é finito .

Com o objetivo de demonstrar o teorema (2.1.2), vamos mostrar algumas propriedades do tempo
de paragem, e introduzir um novo tempo de paragem que terd um vinculo estreito com o tempo
de paragem ja conhecido.

Dado = = (2 )nen € Zg, lembrando que x( é a paridade de z, definamos a fungao Q : N — Zy
como Q(z) = (xg,7(x)o, ..., 7" ()0, ...)', que registra a paridade de cada elemento da 6rbita positiva

de x. Seja QF(x) = (xg,7()o, ..., 771 (x)o) a projecdo nas primeiras k-coordenadas de Q(z).

Como a paridade zg de x é zero ou um, podemos escrever a fun¢do 7 como

7()

E portanto, os iterados 7%(z) de x podem ser escritos como no teorema a seguir.

3"z +

> (2.2)

Teorema 2.1.3 Os iterados de T podem ser escritos como

3Q(@)o+..+Q(@)k-1

. k-1 3Q@)i+1+.+Q(@)k—1
T (x) = Ae(@)z + pr(z), com A\g(x) = e prp(z) = Z Q(x); .

2k7i

2k

Demonstragao. Vamos demonstrar este fato por indugao em k.
Para k = 1 se satisfaz claramente o enunciado pela defini¢ao da fungao em (2.2).

Agora supondo o teorema verdadeiro para k = n > 1, vamos demonstrar que se satisfaz para
k=n+1

(=)
Pela definicdo temos que 7¢ 1 (2) = 7(7%(2)) = ?’Q’”+Q($)k

e portanto

3Q2@)kAe 3Q@k11 3Q@)o+. +Q(2)r 3o+ FQ2)k 41

Mey1(z) = 9 = 9 ok - ok+1
Por outro lado,
z k— Q)11+ +Q(x) ) _
() = PR3O+ Qa)y BT Q)i e + Qe _
* 2 2

Q(x)it1+...+2(x)g x)it1+..+(x)g

k-1 k
3 Q(z 3<(
Z Q)i ok +1—i + (2 e _ Z Q)i ok+1—i

A prova esta concluida. [J

Uma propriedade importante destas funcoes é que sao constantes em vizinhanas suficientemente
pequenas.

Fato que ajuda a demonstrar que esta propriedade é herdada por QF

!Esta funcéo sera definida com todo detalhe na seguinte secéo, devido ao fato de que esta desempenhara um
importante papel neste trabalho.
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Lema 2.1.1 Para todo x,k inteiros positivos, temos que QF(x) = QF(n) se e somente se x =
n(mod 2%).

Demonstragao.

(«<). Dado z € N, seja n € N tal que z = n (mod 2¥) portanto existe 7 € N tal que n = z + r2*.

370 (x412F) 4z
- 2

Isto implicando que zg = ng, portanto 7(n) , por um argumento indutivo

podemos observar que se satisfaz a igualdade
Ti(x + 1"2k) — TZ(ZU) + T2k—i3$0—|—,_.+zi

Ja que r2F~13%0F -+ ¢ par para todo i = 0, .., k podemos concluir que 7°(n) e 7¢(z) tem a
mesma paridade ao longo da orbita. Implicando isto que QF(x) = QF(n).

(=). Suponha que QF(z) = Q¥(n). Entdo tem-se que Q(x)g + ... + Q(x)p_1 = Q(n)o + ... + Q(n)r_1
e portanto pp(z) = pr(n) e Ax(x) = A\x(n). assim pelo teorema (2.1.3) temos que 7% (n) — 7%(x) =

Q(z)o+---+2() 1
Como A (z) = 3 o

(n—x)A

entdo 2 divide a (n — x); visto isso x = n(mod 2¥).00

Proposigio 2.1.1 Se x = n(mod 2%) entdo pr(z) = pr(n) e M\p(x) = Ap(n).

Demonstragao. A prova deste enunciada é imediata do teorema anterior, ja que as fungoes
pr € A\ dependem apenas das k primeiras coordenadas de QF. O

Corolario 2.1.1 A funcdo QF ¢ periddica com periodo 2F.

Demonstragao. Temos que Q(2+2F) = Q¥ (x) pelo lema anterior. Ademais Q*(z 4 2°) # Q*(z)
para todo ¢ = 0,1, ..k — 1, portanto é peridédica. [J

Observacao 2.1.1 Note que a fungio induzida por QF em Zy /287 dada por@k : T /287 — 7o 2T,
preserva as propriedades de QF e ademais é uma permutacao.

Algo importante é dado um v € Zy saber quais sdo os ntimeros que tém as mesmas k-projegoes
de suas fungoes itinerario Q. Assim, dado v € Zs e k fixo, Isso motiva a defini¢do do conjunto

S(v) = {w: Q"(v) = Q" (w)}.

O teorema 2.1.3 juntamente com o fato que 0 < pp,(n) implica que se 7,,(n) < n entdo
Am(n) < 1. Isto motiva a definigao.

Definigao 2.1.2 Para todo n € N dizemos que w(n) = k se e somente se k € o menor inteiro tal
que Am(n) < 1. Se este nimero nao existe entao definimos w(n) = co. Este numero é chamado o
w-tempo de paragem de n.

Pelo comentario acima da defini¢do tem-se que w(n) < ¥ (n).
Na tabela abaixo indicamos alguns w-tempo de paragem de alguns ntimeros inteiros n.

n | w-Tempo de paragem
1 2
15 7
28 1
3 4
29 2
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= ¢(n). Além disso, todos os

Note-se que para todo nimero par se satisfaz que w(n) =
2 tém 1gualdade em ambos tempos de

nimeros que mostramos nesta tabela e na do exemplo 2.

(n
1.
paragem & excepgao do 1.

Lema 2.1.2 Se w(n) =k, entao é w é constante em B 1k( n).
2

Demonstragao. Se m € B% (n) entdao 2 = n(mod 2¥), aplicando o corolario (2.1.1) temos que
2

Q%(m) = QF(n), visto isso Q(m)g + ... + Q(x)p_1 = Q(m)o + ... + Q(n)r_1 e portanto a igualdade
Ai(m) = Ag(n), concluindo assim que se w(n) = k entao w(m) = k.0

Note-se que este lema implica que B 1 (1) = S(i). Portanto, para cada k o espago Zg se divide
2

em 2% bolas disjuntas nas quais todos os elementos tem o mesmo QF

Proposicao 2.1.2 As sequintes desigualidades sao equivalentes:

1. 7™%(n) < n.

2. {40 <.

Demonstragao.

(1.) & (2.) Se 7%(n) < n entdo A\x(n)n+pr(n) < n. Aplicando um pouco de algebra pi(z) < n— Ap(n)n,

portanto fatorando e passando a dividir concluimos que 5 £ 13\(:(31) < n ja que se satisfaz a

desigualdade Ag(n) < 1

(2.) < (1.) Suponha que se satisfaz 7= )\( ()) < n. Entdo 7F(n) = \p(n)n+pr(n) = )\k(n)n—F%W

<)\k( )n—i—(l—)\k( ))n—nD

Vamos mostrar agora que com algumas condigoes pode-se garantir a igualdade de ambos tempos
de paragem.

Teorema 2.1.4 Se w(n) =k entao existe um inteiro positivo M tal que se m € B (n) em>M
2

tem-se que p(m) =k .

pr(n)

Demonstragao. Suponha w(n) = k entdo pelo corolario (2.1.1) tem-se que 7= /\ (m € constante

em B 1 (n). Seja t suficientemente grande tal que 2 P () 5 < M = n + 2Ft.
2k

Sejam € B%(n) tal que m > M entdo néo ¢é dificil ver que existe um r € N tal que m = n+r2F
2

e r > t; Entao pela escolha de M tem-se que 1513'\(1%)71) < M < m junto a proposigao anterior tem-se

que 7%(m) < m; Concluindo assim que t(m) < k. Por outro lado do lema (2.1.2) segue-se que
w(m) = k e visto que w(m) < 1(m) obtemos finalmente que ¥(m) = k. O

E vemos que realmente estes pontos sdo bastante. Pois os pontos onde w(n) # ¥ (n) sdo muito
poucos.

Corolario 2.1.2 Euziste finitos nimeros positivos tais que w(n) < 1p(n).
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Demonstragao. Ja sabemos que se satisfaz w(n) < ¥ (n), entdo temos que procurar os pontos
onde w(n) # 1(n). Entdo pelo teorema anterior dado um n tal que w(n) = k, entao existe um M
tal que se existe um i com w(i) = k e ¥(n) < k entdo i € B (x) e x < M. Portanto somente pode

2

existir finitos ntimeros satisfazendo esta propriedade.l]

Definigao 2.1.3 Defina Plw = k] a propor¢io de niimeros inteiros no intervalo [1,2F] tal que seu
w(n)-tempo de paragem € k, i,e. Plw =k|= %#{m € [1,2%] : w(m) = k}.
Teorema 2.1.5 Para todo k € N tem-se que F (k) existe e F(k) = Plw > k.

Demonstragdo. Veja-se que Plw = k] = limy, o0 =#{n < m : w(n) = k}. De fato, devido a
periodicidade de w se satisfazem as seguintes igualdades.

{nel,m]:wn)=k} ={re(l,2¢,¢ e N:w(@2"+r) =k} = {r € [1,27] : w(r) = k} = Plw = k]

Portanto, aplicando limite em ambos lados se satisfaz a igualdade acima exposta. Além disso,
relembrando o coroléario anterior observemos que os conjuntos {r € N: ¢(r) =k}, {r e N:w(r) =
k} diferem somente em um numero finito de elementos. Visto isso podemos concluir que

Plw=k] = lim i#{n <m:w(n) =k} = lim l#{n <m:¢(n) =k}

m—oo M m—0oo M

De onde nao é dificil concluir o enunciado.[]

Observacao 2.1.2 A condi¢io \i(n) > 1 € equivalente a Q(m)o + ... + Q(x)r—1 > k7, onde
— n(2
7= ()

Demonstragao observemos:

3Qx)o+..+Q()k—1

2k > 1 = 3Q($)0++Q($)k,1 > 2k

)\k(n) >1<

< InB3)( Q@)+ ... + Q@)k—1) > In(Q)k & Q(x)o + ... + Q(x)k—1 >

Onde é evidente que essa cadeia de equivaléncias se satisfaz se Q(m)o + ... + Q(z)x—1 > k.0

A observagdo anterior nos motiva a definir certo tipo de sequéncias que tem propriedades
importantes.

Defini¢ao 2.1.4 Dada uma sequéncia (xg, ..., Tk_1, ...) dizemos que ela € admissivel se sua proje¢ao
nas primeiras k-coordenadas (xg, ..., xx—1) satisfaz xo+...+x; > iy, para todoi =0, ...,k —2; Além
disso dizemos que ela ativa se também satisfaz a propriedade para i = k—1, caso contrario dizemos
que ela € terminal.

Observemos que claramente (Q(z)o, ..., Q(x)r—1) ¢ uma sequéncia admissivel se e somente se
w(x) > k. Portanto pelo teorema (2.1.5) temos a igualdade.

k
1
F(k) = Z E#{U = (vg, .., Vi—1) : v é admissivel }. (2.3)
=0
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Definicao 2.1.5 Vamos definir dois nimeros que nos ajudarao a contar as sequéncias admissiveis.

Seja n(a, k) o numero de sequéncias admissiveis de longitude k com a zeros.
Seja c(a, k) tal que c(a, k) =1 se a < k(1 —7) e c(a, k) =0 em caso contrario.

Veja que se a > k entdo nao se pode ter uma sequencia com tantos zeros portanto n(a, k)
definamos igualmente n(a,k) = 0 para a < 0. Por outro lado, observemos que n(0,1) =
n(l,1) =1

0

Teorema 2.1.6 Se satisfaz esta igualdade

c(a,k)n(a, k) +cla—1,k)n(a —1,k) =n(a,k+1)

2

Demonstragao. Um fato evidente de observar é que se temos una sequencia admissivel de
longitude k + 1 entao sua k-projecao debe ser admissivel ativa, esta projecao tem duas possibilida-
des tem a ou a — 1 zeros, e ambas destas podem se estender ate uma sequencia admissivel com a
zeros. A primeira adicionando vi = 1 e a segunda v, = 0.

Por outro lado note-se que ¢(a, k)n(a, k) é a quantidade de sequencia admissiveis ativas com a
zeros, e c¢(a, k)n(a, k) a quantidade de sequencia admissiveis ativas com a — 1 zeros. De onde nao
é dificil concluir a igualdade pedida.l]

Vamos definir um namero que ajuda o nosso trabalho de entender os tempos de paragem, [k+]
¢ o numero inteiro no intervalo ((k — 1)~, k), se existe.

Teorema 2.1.7 Se satisfaz a sequinte igualdade.

k
Plp >k =3 K)o,

2k
k=0

Demonstragao. Seja uma sequencia admissivel v = (vp,...,vx_1) com a zeros, entdo seja
b =k — a a quantidade de uns. tem-se dois casos.

primeiro, v é ativo entao g’—z > 1, visto isso pela observacao (2.1.2) se satisfaz que b > kv e
portanto a < k(1 —+). segundo, v é terminal entao w = (v, ..., vp_2) € ativa e por um razonamento
similar ao anterior tem-se que a < (k —1)(1 — 7).

Portanto, deste razonamento observemos que nao podem existir sequencia admissivel com mais
de k(1 — 7y) zeros. Concluindo assim.

KT k)
Pip>kl= > o = F(k).
k=0

Por ultimo uma proposicao que deixaremos sem prova ja que os métodos utilizados fogem do
objetivo da dissertagao, a demonstragao pode ser consultada em [6] ou [3].

Observagao 2.1.3 Tem-se que

e lime_eo Z[’“ 7)]()2%:0
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Demonstracao teorema (2.1.2). Este resultado nos mostra que as sequencias admissiveis
sao muito pocas e que seu crescimento é menos que exponencial. Uma consequéncia importante
deste resultado é finalmente o objetivo desta se¢do, mostrar que

[k(1=)] B\ 1
k=0
Teorema 2.1.8 Os sequintes enunciados sdo equivalentes.

a. Existe um n € N tal que ¢(n) = k.

b. O intervalo ((k — 1)v, kvy) tem um numero natural.

3lkn]
%

si—1 > 1 se satisfaz.

c. A desigualdade

Demonstracao.

(a). < (b). Sejan € Ntal que ¢(n) = k entdao Agy(n) > 1e A\y_1(n) < 1 portanto é claro que Q(x);—1 = 0,
visto isso nomeemos b = Q(m)p+...+ Q(x)x—1 = Q(m)o+... + Q(x)x_2, logo pela observagao
(2.1.2) tem-se b < kyeb> (k—1)y.

(b). < (c). Seja b = [kv] que existe por hipotese, entao 23—: > 3(;,:1)7 =313 >3>1

(¢). & (a). Defina o vetor v = (vg,v1,...,U5—1), com v; = 1 para ¢ = 0,1,...,b — 1. e v; = 0 em outro
caso. Agora pela observagao (2.1.1) existe um n € N tal que Q¥(n) = v; entdo observemos
que 7'(n) > n para todo i=0,...k-1 e 7%(n) < n como consequéncia da observagio (2.1.2);

Portanto ¢ (n) = k.OJ

2.2 Aplicacao 3X + 1 em Z,

Nesta secao vamos estender a fungdo num conjunto maior e mostrar suas propriedades dindmicas;
nele vamos apresentar ideias tomados dos articulos [1], [2]

Anteriormente observamos que N C Z, mais do que isso é denso na topologia p-adica, i.e.
N = Z,, Portanto ja que os p-adicos sao um espago métrico, temos que existe uma tnica extensao
continua, a qual iremos apresentar a seguir.

Definicao 2.2.1 Seja a funcao T : Zo — Zo tal que,

(@) = (Bx+1)/2 se x éimpar
o z/2 se x épar

Estender esta funcao ate Zo é bastante importante pelo menos desde o ponto de vista din&mico,
ja que o conjunto dos 2-adicos tem uma propriedade que ajudam bastante no estudo dos sistemas;
que é ser compacto. Embora os p-adicos sejam nao-arquimediano, em alguns momentos vamos
considerar o conjunto Q%% ordenado pela ordem induzida por R com a ordem usual.

Algumas propriedades béasicas desta fungao sao.

1 1
Lema 2.2.1 Seja h € Zo sendo impar, entio T(EZ) C EZ'
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- . 1 . ~ .
Demonstragao. Seja x € T(EZ), logo existe um a € Z tal que x = 7(%), entdo existem duas

possibilidades.
1
e Se a for par, entdo a = 2k. Portanto z = 7(2£) = £ ¢ EZ'
21
e Se a for impar, entdo a = 2k + 1 , e h = 2t + 1. Substituindo z = 7(25H) = ] by LR

1
6k+3+h _ 6k+4+2t _ 3k+24t
o= o =& €320
E facil ver que a funcdo 7 é sobrejetora posto que se = (zg,1,...) € Zs, entdo claramente
tem-se que y = (0, zg, 21, ...), tal que 7(y) = z. Mas a fung¢do nao é injetora posto que todo ponto
tem exatamente correspondéncia com dois elementos do dominio. Logo, podemos definir um tipo
de “pseudo-inversa’.

To(y) =2y e T1(y) = (2y — 1)/3. (2.4)

Como ja o anunciamos no capitulo anterior, um instrumento bastante 1til é a fungao que codifica
as paridades dos elementos da orbita de cada numero.

Definigao 2.2.2 Seja a funcdo Q : Zo — Zo tal que,

1 se 7%(z) é impar

QA@); :{ 0 se 7i(x) é par

Esse é o papel que cumpre a funcao Q ja que como vimos na definicao de paridade no final da
secao (1.1.0) A paridade de um elemento esta definida pela primeira coordenada de sua represen-
tagdo, e esta paridade decide qual das duas segoes da funcao 7 vai ser utilizada. Algumas orbitas
relevantes para nosso trabalho vao ser mostradas a seguir.

Exemplo 2.2.1 Vamos a calcular as imagens mediante Q de alguns nimeros que serdo relevantes
para nosso trabalho posterior

ndimero Q(n)
1 1010101... = —3
2 0101010... = —%
0 0000000... = 0
—1 | 111111...=—1

Teorema 2.2.1 A funcdo Q conjuga T com o.

Demonstragao. A demonstracao deste fato € um caso particular de um teorema mais geral
que vamos apresentar no seguente capitulo, mais especificamente o teorema (3.0.1).
O teorema abaixo mostrar um enunciado equivalente a conjectura de Collatz dada pela funcao Q

Teorema 2.2.2 Se x € Z € positivo, entdo existe um i tal que 7°(z) = 1 se e somente se —3Q(x)
€ um inteiro positivo, primo relativo com o 8.

Demonstragao. Seja > 2 e k o miinimo tal que 7¥(x) = 1. Aplicando Q em ambos lados
desta igualdade, obtemos

~1/3=(1,0,1,0...) = Q(1) = Q(7*(2)) = o*(Q(z)) = Q(z) = (g0, .., qx—1,1,0,1,0...).
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e Suponha que g;_; = 1, entdo, Q(7*1(z)) = " 1(Q(z)) = 1/3 = Q(1/3). Como Q é
bijetiva, concluimos 7~!(z) = 1/3, levando a uma contradicio pois T preserva inteiros.
Entao g1 = 0.

e Observe que a minimalidade de k satisfazendo 7%(x) = 1 implica que g;_» = 0.

Entao podemos escrever Q(x) como

1
Q(x) = (qo; -, q4—3,0,0,1,0,1,0...) = n — 2’“5, comn<(1+.+23H2-1)=2F2_1,

Portanto
—3Q(x) = —-3n+2F> 322 1)+ 2k =3 - (2F 2 42k 1) L 2k >,
o que implica que —39(x) é um inteiro positivo.

. . . . o ~ a ~ T
Reciprocamente, se —3Q(x) é um inteiro positivo. Entao Q(z) = ——, com a nao divisivel por

3 e a proposigao (1.1.5) temos que Q(z) é eventualmente periddico de periodo 2. A conjugacao de
7 com o deslocamento o implica que o tnico ciclo de periodo 2 ¢ {1,2}. Portanto, a 6rbita 7%(z)
converge para o ciclo {1, 2}, terminando a prova. [

Embora a conjectura parega solucionada pelo teorema anterior, este somente cria uma equiva-
léncia da mesma com outro problema. Ja que para determinar se —3Q(x) é um inteiro temos que
calcular toda a oOrbita para conhecer as paridades, portanto a primeira vista nao facilita muito a
resolugdo do problema.

Um resultado que vai ser utilizado em varios argumentos é o seguinte

Lema 2.2.2 Um ponto x € Zg é eventualmente periddico com respeito a T se e somente se Q(x) é
racional.

Demonstragao Este lema é um caso particular do lema (3.0.1), que vamos demonstrar na
préxima secao. [

A seguir faremos alguns comentérios respeito ao lema acima.

Note que o lema 2.2.2 pode ser enunciado como Q((@"dd) C Q°% e portanto Q°% ¢ invariante
por Q. Dai segue que a representacao da imagem Q(x) de z € Q% ¢ eventualmente periddica.

Vamos agora a dar um tratamento do ponto de vista ergodico ao sistema (7, Za, 1), onde u é a
medida de Bernoulli.

Proposigao 2.2.1 A funcao Q preserva a medida v de Bernoulli.

Demonstragao Seja C' = CF(z;, ..., ;) um cilindro e y € C. Como Q7 (y) € Q~1(C) segue
que Q71(C) = CH(Q ()i, ..., Q7' (y)i) portanto

Observe que com um argumento similar podemos demostrar que Q~! também preserva medida.
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Corolario 2.2.1 A funcgao T preserva a medida de Bernoulli.

Demonstragao Como 7 = Q' o g o Q e as funcgoes Q7! o e Q preservam a medida de
Bernoulli, concluimos que 7 também preserva a medida de Bernoulli.

Teorema 2.2.3 O sistema {1, u} € misturador.

Demonstragao. Dados dois conjuntos mensuraveis A, B, como ¢ é misturadora, cf. propo-
sigao 1.3.1, tome m suficientemente grande tal que p(o~"(A) N B) = u(A)u(B). Por outro lado,
utilizando a conjuncédo 7F = Q! o 0¥ 0 Q obtemos

ur™A) N B) = p(Q P od" 0 QA) NB) = w(Q od* 0 QA)NQ ! 0 Q(B))
= 1(Q (0" 0 Q(A) N Q(B))) = n((o" 0 Q(A) NQ(B))) = WQ(A)u(Q(B)) = u(A))u(B).

As ultimas igualdades sdo verdadeiras devido a que Q e o1 preservam a medida de Bernoulli.
Isso conclui a prova. [

No restante da segdo vamos descrever sobre temas relacionados a funcgoes integraveis e integra-
¢80, para o leitor que nao tem conhecimento sobre estos temas, pede revisar o apéndice A no final
do trabalho.

Comegamos por lembrar que o lema 1.2.6 implica trivialmente o seguinte resultado.

Corolario 2.2.2 O sistema (T, ) € ergddico.
Dado um conjunto mensuravel A, seja a funcao caracteristica de A, x4 : Z, — {0,1} definida

por

() = 1 se z€A
XA =00 se ¢ A

A fungio ya ¢é integravel e, tomando A igual a um cilindro A = C¥ (4, ..., z}) vale que

/XAd,U = XA(A)(A) + Xa(A)(A%) = p(A) = pkl—i'

Sejam x € B(u) um ponto na bacia de p e B = C§(x, ..., 71) um cilindro. Como a fungdo 7 é
claramente integravel pois é contiinua num compacto,obtemos

= lim —ZXBT (x) (2.5)

n—oo N

Lema 2.2.3 A conjectura de Collatz implica que B(u) NN = ().

Demonstragao. Suponha por contradi¢do que existe um ponto y € B(u) NN e para cada i > 2
fixo defina o cilindro B = C§(0, ...,0). Por hipétese existe k& € N tal que 7%(y) = 1 e portanto
xB7(y) = 0 para todo j > k, uma contradigio visto que y € B(u) e por isso tem que satisfazer a
equagao (2.5). O

Observemos que o reciproco desta implicagdo é evidentemente falso , ja que B(u) NN = () nao
implica sequer a convergéncia das orbitas dos naturais. Por outro lado, no final da préxima secao
vamos mostrar que realmente se satisfaz B(u) N Q0% = ()

A partir de este ponto vamos trabalhar com a funcao 7 restita ao espaco Q°%, e o espaco Q2%
com a topologia e a ordem induzida pelos reais.
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~ o . 1 . . .
Observagao 2.2.1 o lema (2.2.1) implica que estes conjuntos densos EZ sao tnvaritantes e enchem

totalmente o conjunto Q°%  implicando ademais que este conjunto ndo pode possuir orbitas densas,
na topologia induzida pelos reais.

Corolario 2.2.3 Para todo x € Q°¥ ¢ [a,b] intervalo em R, temos que O (x) N [a,b] € finito.

Demonstragao. Se x € Q°% entdo, pela definicdo deste conjunto, temos x = 7. Visto o lema
1 1
anterior Or(z) C EZ’ ja que para todo intervalo [a,b] temos que #{EZ N [a,b]} < oo podemos
concluir que O-(z) N [a, b] é finito. O
Corolario 2.2.4 Seja x € Q%

a. A O(x) é limitada se e somente se x € eventualmente ciclico.
b. Se O;(x) tem elemento supremo (infimo) se e somente se tem elemento mdzimo (minimo).

Demonstragao.

a. Se Or(z) é limitada entao O-(x) C [—m, m] pelo corolario anterior a érbita ¢ finita e portanto
x € eventualmente ciclico. O reciproco é facil de provar posto que se x é eventualmente ciclico
entao sua orbita é finita sendo assim limitada.

b. E imediata a Demonstracgao deste fato, ji que o corolario anterior nos mostram que as 6rbitas
dos nimeros racionais nao podem se acumular pois sao totalmente discretas.

Podemos dividir as orbitas em trés grupos grandes as estritamente positivas, estritamente ne-
gativas e as eventualmente positivas.

Lema 2.2.4 Dado um x € Q°%,

o Sex >0 entao O(z) € estritamente positivo.

o Se —1 <x <0 entio O-(x) é eventualmente nao negativa.
o Se O,(x) € estritamente negativa entao O (x) C (—oo, —1].
Demonstracgao

e Se x > 0, entao é claro que % >0e % > 0, portanto sua 6rbita é estritamente positiva.

e Se x =0 é clara a proposigao, sabemos Q(0) =0, e Q(—1) = —1, ja que Q é bijetora, temos
que se —1 < x < 0, entdo Q(x) tem pelo menos uma coordenada que é 0 e uma igual a 1.

. 1 x 1 T 1 3x+1
Agora vamos ver por casos. Suponha que —3 <z < 0, entdo —g < 5 e g < 5=

sendo se o elemento é par seu iterado se mantem no intervalo, se ele e impar seu iterado
sera positivo, ja que Q tem uma coordenada igual a 1, em algum momento sua oérbita sera
positiva.

assim

_1 _1 _1 z o 1 3z+1
Agora se —5 < o < —3, posto que —3 < § e —3 < %5

iterado é positivo, ou entra no caso anterior.

pode-se dizer que seu préximo

Agora por ultimo seja —1 < x < —1 entdo —% < % e—1< 33”2—4'1 entao os iterados permane-
cerdo no intervalo (—1,00) até aparecer um zero e assim a nova iteragao estara no intervalo
(f%, o0) onde ja sabemos que satisfaz o enunciado pelos passos anteriores.
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e Isto é consequéncia dos itens anteriores.[]

2.2.1 Alguns enunciados mais gerais

Nesta secao vamos trabalhar somente no conjunto Q°%, com a topologia e a ordem induzida por R.
Lembre que dados dois sistemas dindmicos (X, f) e (Y, g), o conjunto de conjugagao A(f,g) é

o conjunto dado por

A(f,9) ={h: X — Y, h homeomorfismo conjugando f e g}.

Lema 2.2.5 SejaV : Zo — Zo a funcao definida por x — —1—x. Entao, o conjunto de conjugag¢io
A(o,0) = {id,V'}, onde id é a identidade.

Demonstracao. Ver [18|.

E relevante para o desenvolvimento desta secdo o entendimento da funcio V : Zo — Zy definida
por
1 se z;=0

=1—u1,
0 se z;=1 i

V($0, ...,$n,...) = (f(), vy Ty ), x; = {
Observe que as definigoes
Vieg)y=—1—-2 e V(@)=-1—-2z=-1+1—-x0,1—21,....,1 —zp,...) +1=(To,..., Tn, ...)

sao equivalentes.
A tabela abaixo mostra alguns valores de V(z) com x € Zs.

X V(x)
1 |01010101... = —%
2 | 10101010... = —4
0 1111111...=1
10 | 10111010... =
Observe que V preserva Q%% ja que a imagem V(xz) = =1 — z de um numero x representado

por uma sequéncia eventualmente periddica é também eventualmente periddica.
Observacgao 2.2.2 Se x € Q°¥ entdo V(x) € Q°%.

Corolario 2.2.5 Seja Q2 = Qo V o QL. Entdo o conjunto de conjugacdo A(r,T) coincide com
{id, Q}.

Demonstragao. Suponha que existe ¢ € (7, 7), ¥ # idep # Q. Entdo Qoo Q71 € Ao, o)

0 que é uma contradi¢ao com o lema 2.2.5.

Muitas vezes é dificil de primeiro momento abordar uma conjectura, portanto é conveniente
procurar enunciados equivalentes e ferramentas que deem um melhor entendimento do problema,
esbocando um caminho possivel para a demonstracao.

A seguir anunciamos varias das conjecturas relacionadas com a conjectura de Collatz que tem
surgido ao longo da historia.
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a. Conjectura da periodicidade: Se z é racional entao Q(z) é racional.

b. Conjectura da auto conjugagao: Se z é racional entdao €(x) é racional, onde €2 é dada no
corolario 2.2.5.

c. Conjectura das orbitas divergentes: Nos racionais nao existe uma 6rbita divergente.

d. Conjectura dos ciclos triviais: O tnico ciclo nos inteiros positivos é {1, 2}.

Agora vamos explicar um pouco de cada uma destas conjecturas e ver o estado de cada uma
delas.

a. Conjectura da periodicidade: Pelo teorema (2.2.2) temos que Q(Q%%) c Q. A conjectura
da periodicidade é sobre a validade do reciproco, isto é, serd que se satisfaz a condigao
Qodd Q(QOdd)7 Caso positivo implicaria que os tinicos pontos eventualmente periodicos
sdo os elementos de Q%

b. Conjectura da auto conjugacao: A conjectura anterior conjectura se Q°% = Q(Q°%), ja mos-
tramos que se satisfaz Q°% = V(Q°%). Portanto é natural pergunta-se se Q°% = Q(Q°4)?.

c. Conjectura das orbitas divergentes: Um enunciado mais geral do que pergunta-se se os ele-
mentos sao eventualmente periédicos é perguntar-se os elementos nao divergem, ji que a
nao divergéncia nao implica a convergéncia, posto que estas 6rbitas poderiam ser densas no
espago.

d. Conjectura dos ciclos triviais: Observemos que esta conjectura complementa a conjectura de
periodicidade, posto que, se as conjecturas (a.) e (d.) sdo verdadeiras teriamos que todos os
nimeros naturais sao eventualmente periédicos e invariantes, portanto teriam que convergir
ao tnico ciclo nos naturais que seria o {1, 2}.

Os estudos sobre esta conjectura (d.) em grande maioria sao feitos computacionalmente, como
dize Vitor Aratijo. Se tem demonstrado para ntimeros muito grandes que nao hé ciclicos e
que qualquer ciclo contido nos inteiros debe ter pelo menos 275.000 elementos, situagao que
parece contraditoria com o fato que {1,2} somente tem dois elementos.

Teorema 2.2.4 Os seguintes enunciados sao equivalentes:

a. Conjectura da periodicidade.
b. Conjectura da Auto conjugacdo.

c. Conjectura das orbitas divergentes.

Para lograr a demonstracao deste fato, temos que desarrolhar teoria previa, mostrar desigual-
dades que nos ajudem.

Precisamos antes um pouco de notagao para facilitar o enunciado das seguintes desigualidades.

Seja kn(z) = Zm:n_l Q(x), i.e. A quantidade de elementos impares que tem o pedago de

m=0
orbita {x, 7(z),...,7" 1(x)}
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Teorema 2.2.5 Sejam  um ciclo de T com comprimento n. FEntdo,

Antes de demostrar o teorema anterior, vamos mostrar um lema prévio para facilitar a Demons-
tragao.

loga(3+ M1 < <loga(3+m™), onde M = Max Q e m = Min Q. (2.6)

Lema 2.2.6 Sejam Q um 7-ciclo de comprimento k e Q1 C £ o subconjunto formado por todos os
elementos impares de Q). Se satisfaz a igualdade

H (3+n7t)=2"

neQ

Demonstragao. De fato, tem-se que [[,cqn = [[,cq7(n) j& que 7 ¢ uma permutacao dos
elementos do ). Entao dividindo temos

-
nes)

esta fungdo tem a forma analitica seguinte:

T(n) { L se n épar

2
1 L.
sl se n éimpar

portanto concluimos [],cq, (3 + n~h =2k O

Chegamos assim & demonstragao do teorema (2.2.5).

Demonstracao teorema (2.2.5). Considerando M = Maz Q, m = Min Q, k = #Q ¢
kn(x) = #84, pelo lema anterior se satisfaz

<3+M71)kn(x) < 2k < (3+mfl)kn(x)’
tomando logaritmos em ambos lados obtemos
kn(x)loga(3 + M) < k < ky(x)loge(3 +m™h),

portanto dividindo por k,(x) concluimos

k

loga(34+ M1 < <loga(3+m™1).0

Lema 2.2.7 Seja x € Q°% entio para todo j € N

J
liminf M — liminf L@)
n—oo n n—oo n
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m=n—1
m=0

Demonstracao. Dado j € N e lembre que 0 < k,(x) = > Q(z)m < n. Ja que as

sequencias {k,(x)}nen sao limitadas, seja L1 = liminf,, W e Ly = liminf,, o kn£$)7 08
quais est@ao contidos no intervalo [0, 1]. Por outro lado, Seja n > j e observemos,
I —i_1 —
ka(z) S0 Q@) Lmey  Q@)m + Xy Q)
=j— =n—1 .
St Q@m |, Xnmj Q@hmn
n n—7 n
Tt Q@m

= = (0, j& que a parte de cima é constante. Ade-
Ky () Sz Q@)m

Agora observe que liminf,, —

mais, liminf, ..o ”—T_LJ = 1. Podemos. afirmar também que = = . E portanto,
lim inf,,— o0 k"n’ijgm) = liminf, M Assim considerando o limite em ambos os lado da igual-

dade, concluimos que:

kn (77 (2))

lim inf —

k
= lim inf n(m).D
n n
Lema 2.2.8 Seja x € Q%% com O, (z) estritamente positiva, entdo existe min O, (x) e para todo
m tal que 0 < m < min{O(x)}, se satisfaz:

In(2) < liminf L@)

In(3+ 1) n

Demonstracgio Seja z € Q% tal que 7%(z) > 0 para todo k. Como a o6rbita é limitada
inferiormente tem minimo, entdo seja m tal que 0 < m < minO;(z). Definamos indutivamente a
funcao.

w*(z) = wy_1 0 ... cwp(x), onde cada w; se define da forma:

() = { 2 se Q) =

2
%x se Qx);=1"

Vejamos que w”(z) > 7%(z), o qual sera demostrado por inducao.

Tomando k = 1 tem-se duas possibilidades: Se x é par entdo é claro que w!(z) = 7(x). Por
outro lado, se x é impar pode-se observar que:

_3+m_1 3x+1_m—m

> 0.
5 7 2 5m 20

w'(z) — 7(2)

Supondo que se satisfaz a condigao para k = h, Observemos que se cumpre para k = h + 1, ja
que

w't(z) = wl(w () 2 w!(t"(2) > 7(r"(x)) = 7" (@),

como ky(z) é o numero de impares na n-semi orbita de . Observamos que

—1kn(@) 1 n—kp () —1\kn(z)
1
m < 7"(x) < w'(z) = “Tm 3 T = (3+m2n)5’77

aplicando logaritmo em ambos lados da igualdade, obtemos:
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In2 B In(:x)
In(3+m=1)  In@B+ L)
)

n

<

S|

Observemos que lim 1nf LAt % = (0 e portanto, concluimos.

In(3+:.)

2 e P
In(3+m=1) n

Lema 2.2.9 Dado x € Q°% com orbita divergente e positiva, entdo podemos afirmar que:

M < lim inf Fin(2)

In(3

~—

Demonstragao Seja = € Z,, tal que O, (z) é divergente, pelo corolario (2.2.3) dado m > 0 fixo
O;(z) N [0,m] é finito, portanto existe j tal que m < 77(x) para todo j > m. O lema anterior

(2.2.8) implica ﬁ < lim inf *=(7 (@) (I)) e o lema (2.2.7) liminf o (T (@) — i infk”T(x).
Portanto aplicando limite conclulmos
In2 In(2

)
li f = <1 f
B ) ) <

B (@)

Lema 2.2.10 Dado x € Q°, com O, (z) estritamente negativo, entdo:

n(2) _ .. . kn(2)
n(3) < hmlnfT.

o~

o~

Demonstracgao. Seja z € Q%% com O,(r) estritamente negativo, seja Q(z) o vector de
paridade da orbita de z. Defina a funcio u*(z) = UQ(z)_; © -+ O UQ(z), (T), para todo k € N. com :

ui(z) = { se Qz); =0

x se Qx);=1"
vejamos que para todo k € N se satisfaz, 7F(z) > u*(z).
De fato, vamos demonstrar isso por inducao; para k = 1.

(][N ES]

Se i =0 entao 7(x) =u(x) esei=1

3r+1 3 1>0
— - =z .
2 2 2

T(z) —u(x) =

Supondo por hipdtese que o enunciado se satisfaz, para k = h vejamos que se satisfaz para
k=h-+1,jaque
h41 h h R h+1
u" T (2) = ug(), (7)) < ug), (T"(x)) < 7(1"(x)) = 7" (2),

posto que u; € crescente.

Como vimos no lema (2.2.4), temos que —1 é cota superior deste tipo de orbitas, portanto.

—1>7"(z) <u"(x) = (§)kn( )(5) kn(x) 5 — o x,
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multiplicando por (—1) a inequagao, aplicando logaritmo natural e organizando com um pouco de
algebra obtemos.

2n
0 < In(3"®)) —In(2") + In(—2)

0 < (kn(z))In(3) — (n)n(2) + In(—x)
(kn(2))in(3) _ —(n)in(2) | In(-2)

- <
n n n

Cka(x) _ —In(2) | In(—x)
n In(3) * (n)in(3)
kEn(x) _ In(2)  In(—x)
T WinG)
In(—z) __ -0,

observemos que lim;, o @) = portanto concluimos que:

In(— x)

—— < liminf Fin ()

In(3) — n H

Teorema 2.2.6 Dado x € Q°%, divergente, entdo:

In(2) .. L kn(x)
ln(3)§hm1nf s

Demonstragao. Pelo lema (2.2.4), temos 3 casos.
1. Se a orbita é estritamente positiva, veja-se o lema (2.2.9).
2. Se a orbita é estritamente negativa, veja-se o lema anterior.

3. Se a orbita é eventualmente positiva, entao existe um m > 0 tal que O, (7™ (x)) é estritamente
positiva , visto isto junto ao lema(2.2.7), podemos afirmar entao que

In2) .. . ka(T" () k(@)
m < liminf — = lim inf —

J& que estos sdo os tGnicos casos possiveis podemos concluir a nossa demonstragao. [

Observagao 2.2.3 Relembrando que ky(x) sio a quantidade de 1 nas primeiras n-coordenadas de
Q. Entao é obvio que kn(z) + kn(2(x)) = n posto que Q somente inverte a paridade dos elementos
das orbitas. Dividindo por n e tomando o limite inf, temos

k() kn (Q())

lim inf ——= 4 lim sup =1

Chegando assim ao objetivo desta parte da dissertagdo como é dar demonstracdo ao teorema
fundamental da secao.

Demonstragcao do teorema (2.2.4).
Vamos demonstra isto do seguinte jeito (a). = (b). = (¢). = (a).
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(a) = (b) Se Assumimos Q(Q%¥) c Q°¥ pela hipotese, e Q°% C Q(Q°) pelo lema (2.2.2). Relem-
brando a observagao (2.2.2) afirmamos V (Q°%) = Q°; Portanto

Q(QOdd) — Q oV Qfl(@odd) C Qodd

(b) = (c) Assumamos a conjectura de auto conjugacao, isto & 2(Q°%) c Q°. Seja um z € Q°% com
divergente. Sabemos que O, (z) C Q% como € conjuga envia orbitas divergentes em orbitas
divergentes. Portanto ©(x) tem orbita divergente. Pelo teorema anterior, obtemos

in2 < lim inf Fin(2) e fn2 < liminf Fn(2(z))

In(3) — n In(3) — n

concluindo assim pela observagao (2.2.3) que

kn(Q(z)) .. En(x) In2 In2
—— 41 => 1
n +limsup n ~ In(3) * In(3) ~

1 = liminf

o que é uma contradicdo, e portanto nao existe uma orbita divergente no conjunto Q°%.

(¢) = (a) Se assumimos que nao existem orbitas divergentes nos racionais, entao existem duas possibi-
lidades serem convergentes a um ciclo ou ser densas; Mais nao podem ser densas pelo lema
(2.2.1), portanto as orbitas debem ser eventualmente periodicas. [

Finalmente como o anunciamos anteriormente vamos a demostrar que o conjunto Q2 ¢ a bacia
do sistema mensuravel {7,7Zs, A, u} sao disjuntos, fato que nao demonstra que a conjectura seja
afirmativa, somente respalda uma possivel resposta verdadeira.

Teorema 2.2.7 Para todo x € Q°% temos x ¢ B(p)

Demonstragao. Se = = g com ¢ sendo impar, entao sua orbita é eventualmente periédica ou

divergente.
Se Or(x) ¢é finita claramente que nao pode pertencer ao B(pu).

Se O, (x) ¢ divergente e x € B(u), seja o cilindro B = C§(1) que fixa 1 na primeiro componente,
entao ky(z) = Z?:_ol xB7"(x). Portanto, o teorema (2.2.6) implica

In2
nll_}n;OEZXBT x) 3

sendo esta uma contradigao. [J



Capitulo 3

Generalizacao AX + B

Nesta se¢do vamos dar mais generalidade a conjectura de Collatz de uma forma alternativa a
desarrolhada na secao anterior, vamos definir a seguinte familia de func¢ées 7,. Para ver como reage
a conjectura a pequenas variagoes nos parametros.

Definicao 3.0.1 Dado a € N fmpar. Seja a funcao 74 : Zo — Zo tal que,

() = (ax+1)/2 se x é impar
“am ] x/2 se x épar

E nos fazemos a mesma pergunta.

Para todo = € N 1 < z existe um k > 0 tal que 7¥(z) =17 (3.1)
Afirmacgao 3.0.1 Para a =1 a pergunta anterior (3.1) é verdadeira.

Demonstragao. Primeiro observamos que x = 1 é ponto fixo. E dado x € N tal que 1 < z,
temos dois casos:

1. x é par, entao 1 < z/2 = 7,(z) < z.
2. z ¢ impar portanto 1 < (x +1)/2 = 7,(z) < =.

Portanto podemos concluir que 7,(x) < z para todo x > 1. Portanto {7¥(2)}ren ¢ uma
sequéncia estritamente decrescente limitada inferiormente por 1. Ja que a sequencia pode pegar
um numero finito de valores {1, 2, ..., 2}, tem que atingir o 1. OJ

Observagao 3.0.1 Por outro lado, para a = 5 temos uma resposta negativa para a pergunta feita
em (3.1), ja que O, (13) € finito e disjunto a O, (1). Visto que

0,.(13) = {13,33,83,208,104, 52,26} ¢ O, (1) = {1,3,8,4,2}

Logo vemos que o problema radica no 3, j& que se mexemos um pouco para abaixo ou para
acima a conjetura pode ser verdadeira o falsa, e ndo presenta muita dificuldade para sua demons-
tracao.

44
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Note-se embora nao seja verdadeira a conjectura para todos os sistemas (Zsa, 7,) quando varia-
mos o pardmetro a, estes sistemas sempre tem a mesma dindmica topoléogica. de fato,

Podemos conjugar os 7, ao deslocamento o mediante as fungoes Q, : Zs — Zs tal que,

1 se 7i(z) é impar
0 se 7'(x) é par

Qa(x)i = {
definidas de forma similar & definigao (2.2.2).

Teorema 3.0.1 A func¢do Q. conjuga 7, com o.

Demonstragao. O primeiro a ser notado é que se satisfaz a igualdade,
QuoTa =008, (3.2)

Como demonstra a seguinte cadeia de igualdades. Seja x € Zso se satisfaz,

Qa(7a(®))i = 74(Ta(2))o = 75 (2)o = Qu(@)it1 = 0(Qa(x)):- (3:3)

Para facilitar a demonstracao da injetiva, sobrejetiva, e continuidade de 9, previamente serao
provadas algumas afirmacoes.

Afirmacao 3.0.2 Dados x,y € Zo e k € N. Se satisfazem as equivaléncias,
o = = y(mod 2F) se e somente se xg = yo e o(z) = o(y)(mod 2871).

e = = y(mod 2F) se e somente se xg = yo e To(x) = 7a(y)(mod 2871).

Demonstragao.

(a) Sejam z,y € Zs e k € N e suponha que z = y(mod 2%), entdo zog = yo. Além disso,
podemos escrever © = xg + 20(x) e z = zp + 20(z), portanto substituindo obtemos 20(z) =
20 (y)(mod 2%), de onde resulta claro que

zo = yo e o(x) = o(y)(mod 2871).

Por outro lado, suponha x¢ = yo e o(x) = o(y)(mod 2¥71), entdo 20(z) = 20(y)(mod 2%),
portanto somando g, zg respectivamente a esta equivaléncias temos que x = y(mod Qk).

(b) Sejam x,y € Zg e k € N se assumimos qualquer das duas proposi¢oes obtemos a igualdade
o = Yo, ¢ temos dois casos,

— Se 9 = yo = 0 entdo o(y) = 74(y) e o(x) = 74(x) a proposigao se reduz a afirmagao
anterior ao item (a).

— Se 9 = yo = 1 entdo nomeemos 7(x) = z e 7(y) = w. Logo substituindo obtemos
x=(2z—-1)/aey= (2w — 1)/a, assim subtraindo obtemos = —y = 2(z — w)/a, dessa
forma, ja que 2 nao divide a a é claro que

z = y(mod 2F) se e somente se z = w (mod 2~71). O
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Afirmacao 3.0.3 Para todo x,y € Z,, e k € N, se satisfaz a sequinte equivaléncia:

z = y(mod 2F) se e somente se Qu(x) = Qu(y)(mod 2¥). (3.4)

Demonstragao. A Demonstracao deste fato é feita por inducéo sobre k.
Se k = 0 observe-se x = y(mod 2°) implica zg = yo. Visto isso, como Q,(z)o = 7o e Qu(y)o = Yo
obtemos que Qqu(y)o = Qu()o concluindo Q,(z) = Q. (y)(mod 2°).

Agora suponha a hipotese de inducéo para k = n — 1, vamos demonstrar que é verdadeira para
k=n.
Se x = y(mod 2") pela afirmagao anterior observamos que x¢ = yo € 74(z) = 74(y)(mod 2"~ 1). Pela
hipotese de indugao obtemos Qu(74(7)) = Qu(7a(y))(mod 27"~1) . Pela igualdade (3.2) podemos
afirmar 0(Q.(z)) = 0(Qa(y))(mod 2"~ 1), juntamente com o fato de Q,(z)o = 2o € Qu(y)o = Yo.
Pela afirmacao (3.0.2) concluimos Qu(z) = Qq(y)(mod 2™). O

Finalmente chegamos a nosso objetivo que é demonstrar a conjugacao.

Continuagao da demonstragao teorema (teo6). Vejamos primeiro que Q, ¢ injetiva. Su-
ponha que Q,(z) = Q,(y) entdo para todo k > 0 tem-se Qu(z) = Qu(y)(mod 2*) e portanto
r = y(mod 2¥),Vk € N. Ja que, se definimos z, = z(mod 2") a qual é sequéncia coerente que
converge a um Unico ponto, concluindo assim que xz = y.

Vejamos agora que Qg ¢ sobrejetiva. Seja y € Q%% entdo geremos a sequencia coerente y” =
y(mod 2™) € Zs. Nao é dificil encontrar ntimeros z,, os quais Qq(z,) = y™. Visto que, é encontrar
uma solucao z,, da equagao

%a,y{)‘(---%a,yﬁl (Tagn(¥))) =0

a sequencia x, é coerente e portanto converge a x quem satisfaz Q,(z) = y visto que Q,(x)
y(mod 2F).

Para terminar, notem que a continuidade de Q e Q! & consequencia da afirmacdo (), ja que
mostra que a funcdo Q envia a bola B,(z) em B,.(Q(r)), respectivamente para Q7!

Com isto demonstramos que Q é um homeomorfismo juntamente com a equagao Q,07, = 00Q,
que foi provada em (3.3), demostra que Q conjuga 7 com o. [

Corolario 3.0.1 Dado a impar. O sistema (Za,T4) € top. misturador, top. transitivo, sensivel a
condiciones idetas. Mas nao € top. minimal.

Este resultado é imediato a partir do lema (1.2.3), feito nos preliminares.

Observemos que a fungao 7, é mixing e portanto ergddica, ji que na demonstragao do teorema
(2.2.3) nao se utilizam propriedades intrinsecas do numero 3 além de ser numero impar. portanto
esta demonstracao pode ser estendida sem dificuldade ate o caso geral.

Observagao 3.0.2 Razonando do mesmo jeito como na secao anterior, podemos observar que
Tqo nao € bijetora posto que cada imagem tem duas pre-imagens, portanto podemos definir uma
“pseudo-inversa”
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Ta0(y) =2y e Ta1(y) = 2y — 1)/a (3.5)

Lema 3.0.1 Dado a € Zo impar. Entao x € Zo € eventualmente periddico com respeito a 7, se, e
somente se, Qu(x) € racional.

Demonstragao.

(=) Seja © € Zy eventualmente periddico, entdo existem k,[ inteiros positivos tal que Vi > [

tem-se 7.7%(z)o = 7! (2)o. Pela definicio de Q, obtemos Qu(x); = Qu(x)itr, logo Qqu(x) é
eventualmente periédico e portanto Q,(z) € Q°% pelo lema (1.1.6).

(<) Seja Qq(z) eventualmente periddico, entao existem k, [ inteiros positivos tal que Vi > [ tem-
se Qu(z); = Qu(x)itr portanto obtemos o?(Qq(x)) = o™ ¥(Q,(z)) utilizando a conjugacio
temos Qu(7%(x)) = Qu(Ti*(x)). ja que Q ¢é bijecdo podendo concluir que 7¢(z) = 7/+%(x)
entao x é eventualmente peridédico com respeito a 7,. ]

Lema 3.0.2 Dados x,y € Zo, tal que se satisfaz © = Tq b, (Ta,he(--Ta,n; (¥))), entdao x € da forma
2By + D onde B, D € Q°%.

Demonstragao. De fato, vamos mostrar este fato por indugéao sobre 1.
Para i = 1 é claro pela definicao de fungao 7, p, feita em (3.5).

Agora suponha a hipotese para i = k — 1, vejamos que se satisfaz o enunciado para i = k. Por
hipotese de inducao se satisfaz a igualdade z = %a7h1(2kBy + D), portanto temos dois caso:

e hy =0, entdo z = 2¥"1 By + 2D
_ _ ok+1B D
e hy =1, portanto x = 2" 2y + (27 — 1)
Ja que B, D sao racionais, utilizando o lema (1.1.7) concluimos que 2% -1, % € Q%4 Portanto
em ambos os casos podemos concluir que z = 2By + D com B, D € Q°%.

Teorema 3.0.2 Seja x € Za, se Qq(x) € racional entdo x € racional.

Demonstracao. lembrando o resultado do lema (3.0.1), sabemos que se Q,(x) é racional
entao x é eventualmente periédico com respeito a 7,. Portanto existem k,[ inteiros positivos tal

que Vi > [ se satisfaz 4 '
w =7, (x) = 74 (2),

obtendo que w é periddico e por tanto Q(w) é periddico de periodo k.

Visto isso, sejam h; = Q(w); como i = 0,1, ...,k — 1, aplicando k vezes 7, j,, deste modo

W = Tahy (Tahs (- Tahy_y (0)))
e utilizando o lema anterior existem H,T racionais tais que w = 28 Hw + T resolvendo a equacio
temos que w = ﬁ € Q¥ Por outro lado,
T = Ta,04(0)1 (Ta,0u (@) (+Ta,4(2), (@)

de onde podemos concluir que x é racional.[]

Por ultimo, néo s6 esta familia 7, de fungoes esta conjugada e tem a mesma dindmica. Vamos
dar um pouco mais de generalidade na funcao deixando variar o namero 1. E ver que de fato estas
fungoes tem as mesmas propriedades dindmicas das func¢oes anteriores.
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Definicao 3.0.2 Dados a,b € N impares seja 4 : Zo — Zo tal que,

(ax +b)/2 se x éimpar
x/2 se x épar

Tap(@) = {

E seja a funcao pp : Zo — Zg com up(x) = bz.
Vejamos que ji, conjuga 74 p COM Tq.

Lema 3.0.3 Dados a,b € N impares, se satisfaz 7,5 0 p, = p1p © 74 € iy € bijegao.
Demonstragao. Seja x € Zs, entao temos dois casos.

caso 1. Se x é impar, entao
Ta,b © :ub(x) = Ta,b(bﬂf) = b(CLCU + 1)/2 = Up © Ta(x)

caso 2. Se x é par, entao
b © 15(z) = Tap(b2) = b /2 = iy o 7 (2)

Portanto, 744 © py = pip 0 7.

A func@o pyp é bijecdo. De fato, ela é injetora ja que a equagdo b(z — y) = 0 se satisfaz se
(x —y) = 0, por outro lado e sobrejetora lembrando que se x € Zg entdo § € Zs.

Observacgao 3.0.3 Isto demonstra que os sistemas T, tem a mesma dindmica topolégica. Nao €
dificil demonstrar que py satisfaz uma equivaléncia similar a (3.4), i.e.,

z = y(mod 2F) se e somente se () = pp(y)(mod 2).

Ja que b € impar. O que demonstra que pp preserva a medida de Bernoulli. E seguindo a mesma
argumenta¢ao da demonstragao do teorema (2.2.3) podemos concluir que, para todo par a,b € N
impares, a fun¢ao T, € mizing.

Finalmente assim demonstrando que todos os sistemas induzido pelas funcao 7,3 com a,b € N
impares possuem as mesmas propriedades topologicas e ergbédicas o que da dicas sobre a dindmica
da fungao. Mas nao revela a totalidade da verdade com respeito a conjectura. Ja que o estudo da
conjectura desde o ponto de vista dinamico néao codifica a verdadeira importancia do parametro
lla — 3" .

O estudo deste tipo de extensoes é bastante antigo, Alguns artigos bastante importantes para
afundar neste tema sao.

primeiro o artigo |7| onde os autores consideram o problema "3X + d"e conjectura que. Para
todo numero impar d > —1 nao divisivel por 3, toda orbita inteira é finita.

Outra generalizagdo mostrada Aquim foi a abordada em [§8|, onde demonstra que para a = 7
nao existem ciclos triviais.

E a ultima referencia que vamos a abordar é 9] onde ele demonstra que para todo a sendo
numero de Wieferich a conjectura é falsa , onde, Um numero de Wieferich é um numero impar tal
que 219 = 1 mod ¢* , com I(q) o ordem de 2 em Z/qZ.



Apéndice A
Teoria da integracao e medida

Vamos dar tratamento neste apéndice a alguns temas importantes da teoria da medida para facilitar
o entendimento e & completitude do trabalho.

Para dar formalidade a definicdo de espago mensuravel vamos dar a definicdo de o-algebra e
o — aditividade.

Dado um conjunto A. B um subconjunto do conjunto potencia de A, B C P(A) se diz o-algebra
de A se:

(A) O conjunto vazio pertence a B, i.e., ) € B.
(B) Se A € B entao seu complementar também pertence a B, i.e., A € B.

(C) Dada uma colegao enumeravel de subconjuntos {A;};cny € B entao a unido também pertence

a B, ie.,(Ujn Ai) € B.

Dizemos que o conjunto B C P(A) é algebra se satisfaz as condigbes (A), (B) totalmente e a
condicao (C) somente para colegoes finitas.

Definimos aditividade e o-aditividade.

Dado X um conjunto, B uma o — algebra, e uma funcao p : B — [0,1]. Dizemos que u é
aditiva se para {Uj, ..., U, } um conjunto finito de elementos disjuntos de B se satisfaz a igualdade

n

nlJUi) = ZM(UO

=1

Além disso dizemos que é o-aditiva se para toda {U, };en sequencia de elementos disjuntos de B se

satisfaz a igualdade
p(lJU) =D ).
i=1 i=1

Agora para o maior entendimento dos teoremas de teoria ergodica é importante definir alguns
tipos de fung¢bes importantes na teoria da medida.

O primeiro a ser definido sao as fungoes que preservam os conjuntos mediveis.
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Definicao A.0.1 Sejam (X, B) e (M, A) dois espagos mensurdveis. Dada uma fungao f: M — X
dizemos que a funcio é mensurdvel se para todo E € B tem-se f~1(E) € A

Uma o- algebra gerada pelos conjuntos abertos se diz Boreliana, observemos que em uma o-
algebra Boreliana as fungoes continuas sao mensuraveis.

A seguir vamos definir o que é uma funcgao integravel, conceito bastante importante para en-
tender os teoremas relacionados com a teoria ergddica, parte relevante deste trabalho.

Definicao A.0.2 Seja (X, B,u) um espago de medida, A conjunto mensurdvel, f : X — R uma
funcao. Vamos definir a integral de Lebesque:

e Uma funcdo f = axg, com E mensurdvel e a numero real positivo, se diz carateristica. F
definimos [, fdu := ap(E N A).

o Uma funcao f = Y I, cixg, com E; mediveis, suma de carateristicas se diz simples. E

definimos [, fdp = C; Y 7" cip(E; N A).

e Uma fungao f : X — [0,00) se diz positiva, e definimos fA Jdu := sup,< fAs du, com o
supremo sobre todas as fungoes simples menores que f.

e Dada uma fungio f definimos f+ = maz{0, f} e f~ = — min{0, f}. Entdo estas duas
funcoes positivas satisfazem fX frdu < < e fX fdu < oo dizemos que f € integrdvel, e
estabelecemos [y fdp = [y frdp— [y f~dp.

O conjunto das fungdes integravel denota-se L' (p).
Por ultimo, vamos definir uma "igualdade" em teoria da medida.

Definicao A.0.3 Seja (X, B, ) um espago de medida dizemos que uma propriedade P(x) € valida
para p-quase toda © € X se p({x : x nao satisfaz P(x)}) = 0.
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