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Resumo

Neste trabalho, estudamos a boa colocacdo local para um sistema acoplado tipo KdV em toda a reta
real. A parte principal deste trabalho é o resultado de existéncia e unicidade local nos espagos H*(R) x
H*(R), para s > 0. Além disso, mostramos que o sistema acoplado, ndo é bem posto nos espagos
H*(R) x H*(R), para s < 0.

Palavras chave: Espacos de Bourgain, Boa Coloca¢do Local, M4 Colocacao.
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Abstract

In this work, we studied the local well-posedness for a coupled system of KdV-type in whole real line.
The main part of this work is the result of local existence and uniqueness in the spaces H*(R) x H*(R),
for s > 0. In addition, we show that the coupled system, is ill-posed in the spaces H*(R) x H*(R), for
s < 0.

Keywords: Bougain Spaces, Local Well-posedness, Ill-posedness.

viii



Introducao

Neste trabalho, nés consideramos a boa colocagao local do sistema acoplado tipo KdV da forma :

Ut + Q11 Uggr + Q12Vgze + b1UUL + bouvy + b3ugv + byvv, =0
Ut + A21Uggr + A22Vgze + bsUly + bguvy + brugv + bgvv, = 0 (D
(u(z,0),v(x,0)) = (ug,vo),

onde A = (g3t aa2) € auto-adjunto e ndo singular, u e v sdo fun¢des de valores reais. Agora, escrevemos
Acomo A= M"'DM, onde D = (%1 C‘é) com d; € R\0 e M é uma matriz ortogonal. Fazendo a

mudanga de variavel M (%) (z,d;'t) — (%), entdo pode-se reduzir (1) para :

Ut + Uppr + b~1uuz + b~2uvz + b~3umv + b~4vvgTj =0
Vt + QUgrr + byttt + bguvy, + brug,v 4+ bgvv, =0 2)
(U’(x7 0)7 U(.’L‘, 0)) = (uﬂv 1)0),

onde o = Z—f € R\{0}, (z,t) e R x RouTy x R, com Ty = [0,27\) para algum A\ > 0.

Note que nds ndo consideramos o caso & = 0 (i.e. da = 0) ou v = £oo (i.e. d; = 0), ja que (2) ndo é
dispersiva nestes casos.

Quando o = 1, as técnicas bésicas desenvolvidas por Kening-Ponce-Vega [4] em (1996) para a boa
colocagdo local da KdV poder ser aplicado a (2), tomando os valores by = bs e bg = by para esta afir-
magdo, gerando assim a boa colocacao local de (2) em H17®) x g=1t®) ¢ g3 (Ty) x H 2 (Ty).
Quando a # 1, se prova que existe um intervalo Iy tal que ocorrem ressonincias particulares para
a € Ip\{1}, e que as regularidades para a boa colocagéo local de (2), precisam ser maiores que aquelas
para o = 1.

Em (2005 ), Majda e Biello obtiveram um modelo assintotico simplificado para estudar as interagcdes
ressonantes ndo-lineares de duas ondas Rossby longas em presenca de fluxos adecuados. Trata-se de um
sistema que tem estrutura de um par de equagdes de Korteweg de Vries (KdV) acopladas com efeitos
dispersivos e nao lineares

Ut + Uggy + V0, = 0
vt + QUzgr + (W), = 0 3)
u(0) = g, v(0) = vo,

onde o € R\{0} e (up, o) sdo os dados iniciais.
N6s consideramos o problema de Cauchy associado a (3) com (ug, vg) € H*(R) x H*(R).
Enquanto nés afirmamos e provamos nossos resultados somente para 0 < o < 1 para a razdo fisica

X



CONTEUDO X

mencionada abaixo.

De agora em diante nos referimos a (3) como o Sistema Majda-Biello. Em [11], os valores de a sao

numericamente determinados e eles sdo 0.899,0.960, e 0.980 para diferentes ondas Rossby equatorial.

Além do sistema Majda-Biello, existem varios sistemas deste tipo : O sistema Gear-Grimshaw [14], o

sistema Hirota-Satsuma [15], entre outros mais.

Primeiro, nds revisamos os resultados recentes de boa colocacdo para a equacdo KdV :
{ut—i-uxxx%-uumzo @)

u(z,0) = ug(z) € H*(R) or H*(T).

Bourgain [12] provou a boa colocagio local em L?(R) e L?(T) via o principio de contracio da aplica-
¢do. Kening-Ponce-Vega [4] melhoraram os resultados de Bourgain e eles estabeleceram a boa coloca-
¢do local em H 72*(]1%) e H 2 (T) . Colliander-Keel-Staffilani-Tao [16] provaram os correspondentes
resultados de boa colocacdo global via o I-metodo. Mais recentemente, Christ-Colliander-Tao [17] pro-
varam a boa colocagdo local em H -t (R) via a transformada de Miura modificada. Kappeler-Topalov
[18] provaram a boa colocagio global da KAV em H ~!(T), usando a integrabilidade completa da equa-
¢do.

Em [12], Bourgain introduziu um novo espago-tempo ponderado de Sobolev, é o espaco X*° cuja
norma é dada por

el xes(zcmy = I16)*(r = €°0E Mz,

onde (:) = 1+]-
Z* = Z\\ se Z = T). Kening-Ponce-Vega [4] provaram que a estimativa bilinear aguda

, € o dominio espacial de Fourier ¢ Z* = R se o dominio espacial Z = R, e

10z (uv) || xs.0-1Rxr) S Ul x56RxR) V] x50 (RXR) 5)

3

se cumpre para s > —§ e b = %—1—. S(t) = 103

e~ "% o grupo unitario associado da KdV e 7(t) uma
fungdo uma funcéo de corte suave suportada em [—2,2] cujo valoré 1 em [—1, 1]. Entdo, junto com as
estimativas lineares [5] :

Hn(t)s(tt)UOHXsﬁb(]RxR) S ol s (w)
[n(t) Jo St = )N (ut)dt'|| xsp@mxr) S 1NV (W) xs0-1(RxR)»

a estimativa bilinear (5) e o escalonamento estabelecem a boa colocagéo da KAV em H*(R) para s > — %.
Nosso objetivo € verificar se é posivel encontrar a existéncia e unicidade local desses sistemas, esco-
lhendo os dados iniciais apropiados, isto € :

O problema de Cauchy: Diremos que o problema de Cauchy associado ao sistema (3) é (localmente)
bem posto em um espaco de Banach X, se para um dado inicial ug € X, existe um tempo 7" > 0 e uma
tinica solugdo u € C([0,T]; X) que depende continuamente dos dados iniciais e satisfaz a propriedade
de persisténcia, significa, para um dado inicial ug € X a solugdo u(t) € X para todot € [-T,T]
descreve uma curva continua em X. Se qualquer uma das condi¢des acima nio se sustentar, dizemos que
o problema de Cauchy estd mal posicionado. Mais informagcao sobre a boa colocag@o olhar o Apéndice
A.



Capitulo 1

Preliminares

Neste Capitulo, daremos alguns conceitos e resultados de andlise que serdo usados durante o desenvol-
vimento do trabalho.

1.1 Os Espacos L”

Seja © um aberto do R™. Representaremos por LP(2), 1 < p < 400, 0 espago vetorial das (classes de)
fungdes definidas em €2 com valores em K tais que |u|P € integrdvel no sentido de Lebesgue em 2.
O espago LP(£2) munido da norma

P
1l = ( /Q \f(w)\dw> para 1< p < 400

1fllzr(0) = supess | f(x)], para p = +o0
€N

€ um espaco de Banach.
No caso p = 2, L?(£2) é um espaco de Hilbert.
Proposicio 1.1. Se f € L'(Q) entdo as integrais indefinidas de f sdo fungées absolutamente continuas.
Demonstracdo. Ver [7]. O
Proposicao 1.2 ( Desigualdade de Young ). Sejam 1 < p,q < +o0o tal que % + é =1eab>0.
Entdo

aP bl

ab < — + —.

p q

Demonstrac¢do. Ver [7]. OJ

Proposicao 1.3 ( Desigualdade de Minkowski ). Sejam 1 < p < +oo e f, g em LP(2). Entdo

If + gllr@) < 1 fllze) + 9]l (o)

Demonstracdo. Ver [7]. OJ
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Proposicao 1.4 ( Desigualdade de Holder ). Sejam f € [P(Q) eg € L4Y(Q)com1 < p < 40 e
% + % = 1. Entdo fg € L*() e temos a desigualdade

/Q Fal < 1l 9l oo,

Demonstracdo. Ver [7]. ]
Segue como corolario da Proposi¢@o anterior o seguiente resultado:

Corolario 1.1 ( Desigualdade de Holder generalizada ). Sejam f1, fa, fs, ..., fx funcdes, tais que

fi € LPi(Q), p; > 1, 1§i§k:,0ndep%+p%+...+é:% e % < 1. Entdo fifa... fr € LP(Q) e

I fifo oo frlloe) < Nfillev @l follzes @) - - - L fell e @)-

Demonstracdo. Ver [7]. O

1.2 Distribuicoes Temperadas

Definicao 1.1. Uma funcdo real | de classe C* definida em R estd no espaco de Schwartz, se para
todo par de niimeros inteiros ndo negativos m e n existe uma constante Cy, ,, tal que

Pmn(f) = sup ]a:mf(”) ()] < Cpn < +00.
zeR

Denotaremos por S(R) o conjunto das fungdes que pertencem ao espaco de Schwartz.

Definicdo 1.2. Dizemos que uma sequéncia (¢);>1 C S(R) converge para zero, se para todo m,n € N
temos
Pmn(pj) = 0 quando j — +oc.

Se ¢ € S(R) diz-se que a sequéncia (¢;);>1 de elementos de S(R) converge para ¢ em S(R),
quando a sequéncia (¢; — ¢);>1 converge para zero no sentido dado acima.
Agora vamos definir a transformada de Fourier em S(R).

Definicao 1.3. A transformada de Fourier de uma fungdo f € S(R), denotada por fé dada por

~ 1

=—— [ e %% f(z)dx.
fie) = o= [ s

A préxima proposicio resume as principais propiedades da Transformada de Fourier no espago de
Schwartz.

Proposicao 1.5. Sejam fegem S(R), y € R, b € R, m € Net > 0, entdo valem
(D) Fll ey < If 11wy
(ii) f+9(©) =F©+3(©)
(iii) bf (€) = bf (€)
(iv) £ (€) = (i)™ F (€)
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(v) f € S(R) e vale a formula de inversdo

para todo x € R, ou seja,

para toda f € S(R).

i) fxge SR)e -
(f+9)" (&) =V2r f(£)3(€), V€ € R,

onde * denota a convolucdo de f por g.
i) |fll2w) = Hﬂ|L2(R) (Identidade de Plancherel em S(R)).
Demonstracdo. Ver [8]. O

As aplicagdes lineares definidas em S(R), continuas no sentido da convergéncia definida em S(R)
sdo denominadas distribuicdes temperadas. O espaco vetorial de todas as distribui¢cdes temperadas com
a convergéncia pontual de sequéncias serd representado por S’(R). Assim

lim 7; =T em S'(R), se lim (T}, ¢) = (T, ¢).

j—roo jo0
Teorema 1.1. Seja 1 < p < +o0. A aplicagdo inclusdo
i:S(R) — LP(R)
o —ri(p) =¢
é continua e densa, isto é,
(i) S(R) C LP(R).
(ii) S(R) = LP(R), onde o fecho é tomado na norma || - | e (R)-
(iii) Existem constantes positivas Cy, n, M, N, tais que
M N
lellze@ <C YD Pmnle), Vo € S(R).
m=1n=1

Demonstracdo. Ver [6]. L]

E facil provar que se ¢ € S(R) entdo 2™ (z) € S(R). Assim usando o Teorema 1.1 podemos
definir em S(R) a seguiente familia de seminormas:

P () = 270" || 12(g).- (1.1)

Analogamente, dizemos que (¢;);>1 C S(R) converge para ¢ € S(R) com relagdo a familia de semi-
normas (1.1) se, pmn(¢; — ) — 0, quando j — +o00, Vm,n € N.
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1.3 Espacos de Sobolev

Seja s € R. Os espagos de Sobolev (do tipo L?) em R sio os seguintes subconjuntos de S’(R) :

o~

H*(R) = {f € S'(R) : (1 + [¢]*)7 f(¢) € L*(R)}.

O espaco H*(R), s € R, é de Hilbert quando munido do produto interno

P —

U@p=4ﬂﬂ$ﬂ%ﬁ@%

A norma proveniente deste produto interno é

Hm%®—4ﬂ+mWWm%§

Em particular, H°(R) = L?(R). No caso s € N, temos que
s .
11y = D 102 F 1172 )
=0

Exibiremos agora umas propiedades dos espacos definidos anteriormente.
Proposicao 1.6. Propiedades dos espacos de Sobolev :

(i) Se s < &, entdo H* (R) C H*(R),

(ii) Para qualquer s € R, o espago de Schwartz S(R) é denso em H*(R),

(iii) Se s1 < s < 89, coms =0s1+ (1 —0)s9, 0 <0 <1, entdo

1 ey < 1 Wges oy 11132

Demonstracdo. Ver [2]. O

Teorema 1.2 (Imersdo ). Se s > n/2+k, entdo H*(R) é imerso continuamente em C* (R). Em outras
palavras, se [ € H*(R) com s > n/2 + k, entdo f € C (R) e existe cs > 0 tal que

[ fller@y < esll fllmsw)-

Demonstracdo. Ver [2]. O
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1.4 Espacos de Bourgain
Sejam s, b, o € R. Os espagos de Bourgain em R? sido os seguintes subconjuntos de S’(R?) :
X3P(R?) = {f € S'(R?) : (1+ [6)*(1 + |7 — ag®))’ f(&,7) € L*(R?)}.

O espaco ngb(]RQ) ¢ um espaco de Banach quando munido da norma

£l oo mey = [ L+ 1ED= A+ |7 — ag®)? [ F(¢,7)| dédr.
(&3 ( ) R2
Proposicao 1.7. Sejam s,s',0,0/,a € R. Se s’ < s e b/ < b, entdo

X3V (R?) € X3M(R?),

e também vale a relacdo
(Xa0®)) = X7 7(R?).

Demonstracdo. Ver [13].
Proposicao 1.8. Sejam s,b,a € R. Se b > %, entdo

X:'(R?) € C(R; H*(R)).
Demonstracdo. Ver [13].

Lema 1.1. Sejamu € X5"(R?) ¢ s,b, a0 € R.
Se 0<V <b< % ou0>b>0b > —%, entdo para qualquer 0 < § < 1 nds temos

I ()l cx07 oy S 0" ull o eay-
onde n1(t) € C(R), 0 < ni(t) <1 éuma fungdo de corte dada por,

1, |t <1
t =

e ns(t) :=m(t/)), 0 < <1

Demonstragdo. Ver [13].



Capitulo 2

Boa Colocacao do Problema nao linear

2.1 Introducao

Pelo principio de Duhamel, nés podemos escrever o sistema (3) como o seguintes sistema de equacoes
integrais

u(t) = S(t)yup — /0 St —t") (vvg)(t') dt’
2.1)

v(t) = Sa(t)vg — /O Sa(t — ') (wv) (') dt’,

onde S(t) = e 1% e S, (t) = 1% sdo os grupos unitarios associados ao sistema (3).

Dizemos que (u,v) é solugdo do sistema (3) se e somente se (u,v) satisfaz (2.1).

Vamos a supor que a solugdo pode ser encontrada em um intervalo finito [—7, T'], entdo podemos reem-
plazar (2.1) por

u(t) = m(t)St)uo — m(t) /O St = )ns(t') (vve) (¢) dt!
(2.2)

o(t) = m(B)Salt)ro — m(t) /O St — £)s(t') (o) (¢ .,

onde T'< 4, 0 <d <1, ns(t) :=mni(t/d) e m € CX(R), 0 < m(t) < 1¢éuma fungio de corte
definida como no Lema 1.1.

Dizemos que (u,v) € solugdo do sistema (3) se e somente se (u,v) satisfaz (2.2).

N6s vamos estabelecer a boa colocagdo local do sistema (3) em H*(R) x H*(R) para 0 < o < 1,
provando as seguintes estimativas bilineares, i.e.

Sejam vy, vp € X5(R?),u € X*P(R?) e v € X5'(R2) :

102 0r02) L xso-182) 5 oo a5 @3

102 (w0l xs0-1 @2y S lullxsb ey [0 xop ey 24)

Mas antes disso precisamos estabelecer estimativas lineares do sistema integral (2.2) nos espagos de
Bourgain, por isso enunciamos e provamos elas.
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2.2 Estimativas Lineares

Lema 2.1. Sejam ¢ € H*(R), ns € C°(R), {S(t) }1er € {Sa(t) }rer 0s grupos unitdrios associados
ao sistema (3). Para qualquer s,b € R, se verificam:

(@) 175 (1) S ()l x5 m2) < N0l 1o () (2.5)
(@) [ns(0) Sa ()Pl x 30wy S N9l 1o () (2.6)
onde ns(t) :=n(t/d) e 0 <§ < 1.
Demonstragdo. N6s vemos que a igualdade abaixo é cumprida
(ns(D)S()d(x))™ (6, 7) = io( =€) 6(©). 27
Pois, se cumpre
(n5(1)S (D)™ (€) = ns(£) ().
Tomando transformada de Fourier na variavel temporal da igualdade acima, temos
(n5(H)SHO(2)~(6:7) = (a() ) ~(7) 6(¢)
= (=€) (9.
Agora, usando a defini¢io do espaco X **(R?) e a igualdade (2.7); obtemos a estimativa (2.5).
De fato:

150 S ()Y xonms) = / / €)% (r — 2| (1a (1) S () ()~ (E, ) délr
— / / €)% (r — 3P| fis(r — E)(6)? dedr
- / (£)%18(6)? / (r— €925 — €9)|2 drde
R R
- / €213 / (Y75 () 2 dr'd
R R
[empar [ @xaeP s
R R

175 | 7o ) 2 12+ ()
Cus 19l s (m)> pois ns € C°(R)
1| s (m) -

<
N

Além disso, usando a defini¢do do espago Xg’b(R2) e a identidade (2.7), obtemos a estimativa (2.6).
De fato:

15 (8)Sa(O)¢ll g0y = 1€ (T — a&®)°| (ns(t) Sa (1) (@) (Olll 212
1(6)* (7 — &™)y (T — a®)(& Mzzrz
7] o () [l 275 ()

Cis |6l 5wy, pois ns € C(R).

o1l &5 ()

IZANRYAN
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Lema 2.2. Sejan F € X*"(R?), G € x5 (R2), 05 € C°(R), {S(t)}ier € {Sa(t)}ter o0s grupos
unitdrios associados ao sistema (3). Para qualquer s € R, =1/2 <V <0<b<b +1 e 0<§ <1,
se verificam:

(i) 115(5 #r )| xconzey < 0" 1F oot g, e3)
(i) [75(Sa 1 G)HX;,b(RZ) <SGl o (2.9)
onde x denota a convolugdo retardada, i.e. (S xp F)( fo (t —t")F(t')dt.
Demonstracdo. Temos que é cumprida a igualdade
1n5(S *r F)llxsomey = 1S(=0)[n5(S *r F)ll s () 12wy
= SOl / (6~ VR ()t sy
= |[Ins(t / S(=t)F () at'|| ysmymp w)
Agora seja f(t') = S(—t')F(t') e definimos (Lf)(t) fo t")dt', note que || f[l xsbmey =
1S(=t) f | 7 (=) 1o (m) - Entéo provar
1n5(S R F)llxsnmey S 6N F | on g2y (2.10)
é equivalente a provar
¢
H%(t)/o FE) | gy S 8T NSWO Fllow @ay = 870 1AW 3y 12 - 2.11)

Entdo nés provamos (2.11).
De fato, seja f € X*(R?) e consideramos a seguinte igualdade:

t t
/ fH)dt = / / F(re™" dr'dt', pela inversa da T. de Fourier.
0 0o JR

t
= / f() / et dt'dr’, pelo Teorema de Fubini.
= / f(r [ ] dr'.

J(t) = (LF)(t) = ns(t) /0 F(t)dt

Agora, seja

Entao

J(t) = na(t)/Rf(T’) [ew. ,_1] dr'.

1T
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Aplicando a transformada de Fourier a J, obtemos

R N eiT't_l
Jir) = [Rf(T’)na(t)< = )dT’] ~(7)

= [ 15 ey @) - ) )] o
R o~
= f,(T/) [7]5(’7' -7 - ﬁ:;(T)] dr’
R 1T
Entao ~
J(r) = A / i(:’) [75(r — 7') — 73(r)] d7’

Agora, nés dividimos f = f, + f_, onde

fr(m) = F@)x(rl > 1YT) e f-(r) = F(r) x(I7| < 1/T)

e correspondentemente J = J4 + J_.
Entdo, vamos escrever J_ como:

e = 3 [E we - -ae) e

L2 [
- 2 [E [ eceson] o
_ f/f_ [/ '(r — M) d)\] dr’
_ //f Y (r — M) dadr.

Tomando valor absoluto de J_ (7):

Além disso se cumpre

—~
\]
~
(=
I

(
(1+ |7 = M| + |M])°
(1+ |7 + |7 = M|)°
() + |7 = A7)
C{(m" + |7 = XY,

IANIA A IA

2.12)
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Logo,
(Mt <)+ |r =M. (2.13)
Entdo usando a desigualdade (2.13), temos
) = ol [ [0 F e - ar)
< C|// 05 (1 — X'y dhdr'| +
C|// I — A PF () 5 — M) dAdr).
Tomando a norma L2, na desigualdade acima, obtemos:
TGl < Ol [ [ 6IF- @) - ) anarls +

cu// 7= PP () (r — M) dAdr | gz,
pela des1gualdade de Minkowski.

CH/ / Nas'(r — M) dr! d)\HLz-i-

IN

cu/ /yT AP F () 7 (7 — Ar') dr’ A 1z
= Ol [ 37 [ F 0 ) ) ol +
el /0 3 [ =l ) 7 (= ) Az
= 01 [ OO0 ) ) s +
el / (|- 1P3)(r) dA 2

IN

c /0 ALY T ) % 2 dA +
1 o~
c /0 AF- ) 5 (- P30 2 .

Logo, se consegue a seguinte desigualdade:

IN

1 1
[T o C/O ATHIEATE) P2 () L e dA+C/ ATHIF= ) 5 (1 7357 | 2 dA

IN

1
C/O AT F T ) a3 2 dA+C/ Ozl )2 dA,
pela desigualdade de Young.
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Assim, temos que se cumpre
A c/ /A P (A1) dr d |75 2 +
c/ /|f o)l drdA (- Pl

- C// P ) g N | 22 +

C/ [Tl du N5 2. one e = A~

= O F-llea 132 + CIF= e 1L P 2z

Entao
1T ge < CUCP Pl 135 12 + CIF=Npa I1C] - 1P77) ) 2

Mas pelo suporte de ﬁ e a homogeneidade
10 F- = [ oFlar
< /C1+\T| ()] dr

< e+ [IF@lar
< 5 f

= OO
< O F |

Entao

17Nz < 72N F=llpa 135 2 + CO*2 N Pl I - 1P 2
< CF2 (15 Nz + 1+ 155 ez ) 1Py
< C8 Y f

Analogamente provamos que
—b+b/
1Tl < CO Y £

Logo de (2.14) e (2.15)

t
Ins(2) / P gy = 1L = 170 < -l + 1Tl gy < O3 1 1]y

Portanto .
—b+b’
s ) / Y s < O8N

Similarmente se prova a estimativa

1S %1 )l o < CF NG o

11

(2.14)

(2.15)
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Agora vamos estabelecer alguns lemas que precisamos para provar as estimativas bilineares.

Lema 2.3. Paral > % Se verificam:

(a) I = fR z—a)2 (z—B) 2 S (a_15>2l»

1

<
e e S r

(c) Paral > 3, I3

(b) Iy =

<
f]R 13+a2x2+a1x+ao>l SL
Demonstragcdo. (a) Fazendo a mundanga de varidvel z — oo = y, temos que:

/ dx _ / dx
R (z —a)?(z — B)% r (V)2 (y +a—B)%

dx
= /R<y>21<y+d)21’ onde d = o — f3.

Para a integral acima nés temos dois casos, o caso :
(i) Se |y +d| > M, entdo

(y+d) = 1+ |y+d
|d|
> 1

> 14+ — 5
N 1+ |d]

2

W

2 )

o que implica a desigualdade
22 1

> .
(@~ (y+d)*
Assim multiplicando (2.16) por 1/(y)? e integrando em R

dy 2y
/ Wyt S @ /. )

< @
- <d>2l
< 1
~ <d>21

Retomando as variaveis originais, obtemos

/ dy < 1 '
R (z—a) (@ =)~ (a—p)*

Também se analiza o caso :
\d\

(ii) Se |y + d| < 5, entdo
yl = ld=(y+d)]
> |dl =y +d|
|d|
> a1
di

12

(2.16)

2.17)
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Logo, pela desigualdade acima

(v) = 1+1yl
|d|
1 -
> 1+ 5
- 1+ |d|

2

_ @

5

O que implica a desigualdade

2% 1
>
(@)~ (y)*

Assim multiplicando (2.18) por 1/{y + d)? e integrando em R

dy 22l dy
L@@W@+@ﬂ S<@%@@+@ﬂ
22 dz
:<®”4@W

< C
- <d>21
<
~ <d>21'

Retomando as varidveis iniciais, obtemos

/ dy < 1
® (z—a)(z - 8"~ (a— )%

(b) Fazendo a mudanga de varidvel z = § + y, entdo

Tomando os casos
(i) Se ly — | > |y + 5] entdo =] >
Logo

d
I2 S / 1y
Rly+5[2(y+9)%

dx

< %@)21

e [
|z[<1 |x]% R (z)

N
g\}
IA

=
El
QU
8
—
Vv
_
8

IN

%(@21

13

(2.18)
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(ii) Se ly — §| < |y + §| entdo (y — §) < (y + ).

Logo

Logo, se |a| < 1, temos para C' > 0

Entao

Se || > 1, temos que

I

IN

/ dz
R (2)2|2]2

1
C, poisl > —.
, pois [ > 5

I =
2

I,.

/y—é‘zal
Is +

Agora para I temos a desigualdade

I

Em I}, n6s temos

0 que implica

IN

IN

N

dy +/ dy
1 o 1
(y+5)205 —yl2 Jw-si<lt (v + 5715 —yl?

22 , 1
T, poisl > —.
o] 2 2
23
-, pois |a| > 1
()2
1
()2
|
J— > 7’
|y + 2| 5
22 1

> .
{y+5)*

14
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Assim
2l
L o< o | v
(0 Jy-g1<l5! |y - 12
B ?l/ dt
(@) Jin<lal |t|2
B ?Z/Sﬁ
(@2 Jo 2
1
(a)2
< C
= ()2
C .
< -, pois{ > —.
(o)2
< o
(o)2
Portanto 1
L=I;+1,5 .
(o)2
(c) Temos que se cumple a igualdade
/ dx B / dx
R (73 + a2 +arz +ag)!  Jp (& —21)(z — x2) (7 — 73))!

7 T

_ / dx
B ((z —z1)(z — 22)(z — 3))
/ dx
e ((z = 21)(x — 22) (7 — 23))"

onde x1, T2, x3 sdo raizes do polimonio 23 + agx? + a1z + ag e B é a unido de trés bolas de raio 1

sobre as raizes x;.

Entdo, em B cumpre-se
dx

<C<1. (2.19)
B ((z —21)(2 — 22)(2 — x3))!
Por outra parte, em B¢ temos que se cumpre
1 1
(e —w)(r —za)(r —23) = Z(1+]r—a1])d+]z —22)(1 + |z — 23])
1
= ?(1 + a1)(1 4 a2)(1 + a3), onde a; = |x — ;|-
1
= z(l+ai+ax+az+aiaz +aias +azas + a10203)
1
< ?(7 + ajagas + arasaz + ajazas + ajasas + ayjasasz + ajazas + alagag)
1
= ?(7 + 7a1a2a3)

= (1+aiazasz)

= (a1a2a3) = ((x — 1) (2 — 22) (2 — x3)).
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Logo
S = m) e — 2o — 29 < {2 — o) (@ - 22) @ — 7).
Entao
1 - 7t
(@ —21)(z — ) (2 —23))! ~ (2 — 21)! {2 — 22)! {2 — 23)

Assim, tomando integral na desigualdade anterior:

7

dx . dz
/c ((z — x1)(x — 22) (T — 3))! = 7 /c x—x1>l<m—x2>l<x—x3>l

<
- C/R (x — 1) :U—xg)l(x—:c3>
1
dx dx 3
< . .
<o/ <w—x1>31> (Leom)
dx 3
</R (x — $3)3l> ’
pela desigualdade de Holder.
< C
< 1.
Entao d
x
<1. 2.2
fo = e = S 220
Portanto de (2.19) e (2.20)
dx

<
P S L

R (2 —z1)(2 — 22) (2 — 23))
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Lema 2.4. Para % <b< %. Se verifica:

1
€] (// dﬁldﬁ )2
su <1,
fE]R}-)e]R (T —g3)1=b (11 — &) (ry —a3)2b )~

onde T=T1+1 e =6+ &

Demonstracdo. Comengamos com a seguinte igualdade

déidm drdé;

// (11 — &) (my — al3)? - // (1 — a€$)? (-1 + 7 — a(§ — &)3)%
_ // drid&;

(11— at})?(r — [1 — (6 — &)%)

B // dTld&
- T1—a T1—b>2b

ondea=a&leb=1—a(—&)

d&y
< / , pelo Lema 2.3 (a).
~ Jr(a—0) (a—b)

_ / d&;
R (af} — [T —a(E = &)%)

_ / 3
R (T — g} —a(€ - &)%)
Agora vamos fazer a seguiente mudanca de varidvel
u = T—afl —alf-&)°
3 3 2 2 3
T — o] — af” + 3a€°& — 3akéi + afy
7 —a&® + 3a€%¢ — 30ks}
= 7—af’ +3al&(E - &)

Tomando o diferencial de u

du = 3af(§—&1)dé — 3agé1déy
3ag€ d&y — 3aléy d& — 3aléi d&
3a€ d&y — 6a&r déy
= 3af(§ —26) dé.

Mas também de v temos a igualdade

30455% — 3082 +u—T+af®=0.
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Resolvendo a equacgdo quadratica acima a respeito de &;

& = 2(;@[3a52 + /190261 — 12a€(u — 7 + ag?)]

= (3lfa [3ag? + \/|90<2§4 — 12afu + 12087 — 12a2¢4|]

= SenyBoet £ Vet —af — )]
€, vaylar —af —du|
2 2(av/3V/€) '

[\V)

~—

[N}
~—

~—

Entao

(£ —261)| =

av/e
A — a3 — 4u| .
7 VT —at® —dul
Por outra parte, lembrando que
du = 3a€(€ — 261)dEy,
retomando as varidveis respeito de d&;

du

3ag(§ —261)
du

V3a€\/[4T — a€3 — 4u|

Agora com as ferramentas acima estimamos a seguinte integral

d&i =

/ d&, _ / du
R (1 —agd —a(e — &))" E ()2 /3a€\/[4T — af® — 4u]

B 1 / du
2\/ 30[5 R <U>2b /|7_ _ osz3 _ U’
1 ! elo Lema 2.3 (b)
~ 2\3af (T_ng>% ' P :
4
1

Entao

/ / d§1dm < / d&q < 1
RJE (= ag)(m—agd)” T e (T—al —al€ =& T g aey3



CAPITULO 2. BOA COLOCACAO DO PROBLEMA NAO LINEAR

Logo

& / / dé,dry P g ]
(r—) " \ RS —a)P (- ad)®) T -\ -

_ €1
(1 —g3)1-b(r — 2&)
. Sk
T (r—e)i(r - %yi
SR SL
(€3 — o8y
o e
Toa-)e
< C
<1

Portanto, obtemos a desigualdade necessaria

dfldﬁ
ge%urpeR (T — oz§3 (/ / (11 — a§1 Ty — a§2>

19
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Observacao 2.1.
Para definir nosso operador bilinear precisamos redefinir vy, va, isto € :

20

Dados v1,v9 € ng”(w), definimos as funcdes f : R? — Re g : R? — R tal que

F&7) =016 )€ (T — ag®)?

g€, 7) = Ba(&, 7)(€)* (7 — at®)’.

Reorganizando as fungdes v e 03 em fungdo de f e g

e
UET) = i — el

) g(&,7)
BET) = - o

Também, tomando a norma LZ(R) e LZ(R) a f(¢,7) e g(¢,7)

1Al 2@z = lvill o (rey < o0

9l 22RyL2®) = llv2ll x50 g2y < 00

Agora vamos expressar J,(v1v2) em termos de f e g, isto é

o —

Or(v1v2)(§) = i§vrva(§)
= 1§01 *¢ Vg

_ Aa<sl>@<f—£1>d51.

Desenvolvendo a igualdade acima

oomen) = i [ [ / za(gl)@(s—sl)dfl} o dt

= iﬁ/R/R[UAl(&)@(E—51)]ei7tdtd£1, por Fubini.

i /R B(6) Bo(€ — €))7 (7) déy
_ ig/Rﬁ(&,T) kr o€ — €1, 7) dEy
= z&//ﬁ §1,1)02(§ — &1, 7 — 1) dT dEy

2.21)

(2.22)

) drde,,

_ (&, m1) g =&, 7—7
B 5// (G)* (1 —ag)b (€ — &) (T — 11 — € — £1)3)°

por (2.21) (2 22).

= 51’7-1 (6_5177—7'1)
= 15// (&1)5(m1 — &)t (€ — &)® <T—T1—a(§—§1)3>bd7—1d€1

f(&,m) 9(&2,12)
= drid
f// 51 7’1*0451 §2> <T2*04§§>b 1,
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ondeé =&+ & eTm=1 + 7.
Logo, se obtem a seguinte expresao

6177-1 (6277-2) 9
25/ / (&1)* (T — a&3) (&2)% (T2 — a&l)b drydé: |,

Tomando integral dupla da igualdade acima, com relacdo as varidveis £ e 7, obtemos

/ / ()25 (r — €209 (orn) (€, 7)[? dedr
RJR

_ )25 (7 — £8)20-1) f(&1,71) g(&2,72) 9

//§ " Zf// (&1)* 71—0451 (§2)° (Tg—a£§’>”dﬁd&’ dedr

_ €928 (7 — £3)2(0-1) §1a71 9(§2,72) drdén 12 déd
// —&7) lg| |// (€)1 — &) (&) (s — )P m1d& | d§dr

_ f(&1,71) (52772) .
= I [ @t e e g Gl

Da igualdade acima obtemos

Jortolxoo e = =y |, [ e e Al

7'1 - 0451

Entdo definimos nosso operador bilinear dado por

f(&,m) 9(&2, 1)
Bs,b(f7 )(57 - 53 (1— b // 51 Tl—afl €2> <Tg—a§§>b dTldfl.
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2.3 Estimativas Bilineares
Proposicio 2.1. Sejam vq,v9 € Xé’b(RQ) ,u€ X5 (R?) e we ngb(R2) as estimativas bilineares.
10z (v1v2) | xs0-1(m2) S o1l gsollvall 5 2y (2.23)

10 (w0 -1 gy < ol syt e (2.24)
Se verificam, para s > 0, com algum b > %

Demonstragdo. Primeiro nés vamos provar a estimativa bilinear (2.23).

De fato, pela Observacao 2.1, definimos nosso operador bilinear

Bs,b(fng)(gaT)_ 53 1— b// 51 52 51’7—1) (5277-2) 3 bdfldTl,

(11 — 0451> (T2 — a§2>

ondeé =& +&eT =11+ To.
Se s = 0, temos que:

Bustf.9)(6.7) = gy |, [ L ey,

Tomando a norma Lg (R) e L2(R) do operador bilinear By (£, g) (¢, T), e pela desigualdade de Holder

1 f(&1,711)9(&2, m2)
H L :

O S e Gl

1Bo,(f> 9)(& T 2y 22 )

déd
< H<7._§3>1—b (/RQ <T1—a§i”)£l<;1—a§2 ) (/ FA(&,m)g (52772)61&16171) 2222
€] ( déidm )
= ge%?FeR{v—w—b /R (1 — ag])? (1 — ag})® }

| </ (&, m)g% (€ §1,T—Tl)> ”L2L2

Ol [(f? + g*)(€ 7)]

= oll| [ 5} 2
_ C:AA(fQ*QQ)(g,T)dng]%

] 1
< C ||f2HLéL} ||92||L§L}] * , pela Desigualdade de Young.

= C/R Lirenpar [ [ rg<£m>|2dsdf]é

N

N[

IN

”LQLQ, pelo Lema (2.4).
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Entdo obtemos a desigualdade

10z (v102)]] xs0-1 (R2)

Para s > 0, temos que se cumpre

Assim

192 (0122) ot gy =

IA

S

23
2 : 2 :

< C |f(&,7)|" dédr l9(&, 7)|7 d€dr

R JR R JR
= CHfHLgLEHQHLng
= C”UlHXva(RQ)HU?HX;’b(RZ)
S ||U1HX;vb(R%HU2”ng(R2)-

(6 < (&)%(&)

Lgl. (2.25)

IIBsb(ﬁ )( SllV7

f 5177_1) (5277_2)
531 o e Grin ~ el ol srdnligss

)
() f(&,m)g (62772)
53 1= b// (&1)%(&2)%(m1 — a&})P (1m0 — akl)P d&dﬁHLng

51771 52,7'2)
53 - b// (11 — agd)b agdy dfldTl”Lngv
pela demgualdade (2.25).

51,71 51,71)
déd
531 b/ / (r — o0& (r, — aggyp 1 ez
CHf”LgLZHgHLgLE’

pelo demostrado anteriormente para o caso s = 0.

Cllvillzs llozll a0

||'Ul ”Xva(RQ) HUZ HXﬁ;b(R?)‘

Portanto a estimativa acima prova a estimativa bilinear (2.23).

Segundo provaremos a estimativa bilinear (2.24):

De fato, como u € X*(R2) ¢ v € X5°(R?), entdo definimos as fungdes f : RZ —» Re g : R? — R tal

que

FET) =& ) (r = &)

9(&.7) =0(&, ) (&) (T — ag®)’.

Tomando a norma LZ(R) e anorma L7(R) a f e g, obtemos

Illzzrz = llullxsp < oo
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lgllzzz2 = lloll s < oo

Logo, nosso candidato a operador bilinear é o seguinte

3 51,71) (&, 71)
Bs,b(f)g)(faT) = 0453 T e3\1-b // 51 52 é.i;>b<7_2_a§§,>bd€1d7-17

onde{ =& +&erm =1+ .
Somente analizamos para s = 0, pois para s > 0 o procedimento é andlogo usando a desigualdade (2.25).

[0z (wv)|| xsp-1 = ng’ozy(f» &2z
Iy &%%
<

w0 4 ( / déydr, )5
eerrer | (T — a@®) 170 \ Jpe (11 — €)% (2 — a3)?

”f”L%L%HgHLgLZ

C ¢l ( / dé1dn, )5
cerrer | (T — a8 170 \ Jpe (1 — &) (m — ag3)?®

”uHXva HUHXZ.,b.

E como ||u[| xs» < 400 e [|[v| 56 < 400, entdo nds apenas temos provar:
@

B ( / dé dr )é -
v\ et (L rae ) | <> @29
ou pelo Lema 2.3 (a), provar que
€] ¢ 3
&%ﬁﬂ%{ (7 —ag?)i= </R (r—& - a£§>2b) } =% (2.27)

Consegqiientemente, nés dividimos R* = {(¢, &1, 7,71)} em algumas regies e provamos que ou (2.26)
ou (2.27) se verificam em cada um deles.

De fato,

Supohamos que |£| < 1, entdo para b < 1 temos que

1<(r—ag3)t-b
Entao

€]
(r — agdyl-b S (2.28)

Além disso se % < b <1,entao % < 2b < 2, logo pelo Lema 2.3 (c):

4 = & <1 2.29
/R<Tsi’>as§>2" e e 22
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Portanto de (2.28) e (2.29):

€] < ey > .
cemaip (T — agd)i-b /R<T—s3—a<f—a>3>2b ~ b

onde [{| Sleg <b< 1.

Supohamos agora que & 2 1.
Entdo para £ > 0 e 7 € R fixos.

Definimos
F(&) = 1= -alt-&)"
Entao
F(&) =7 —a&® — ((1 — )&} — 3¢ + 3ak87).
Assim

F'(&) = —((1-a)3¢* - 3a€” + 6atty)
= —3((1 - )&} — ag® +2a81).

Entéo resolvendo F'(§1) = 0, obtemos

0 = =3((1 - a)¢f — a€® +2a86))
(1 - )8 — ag® + 2086
= (1 - ) +2a86 — at®.

Logo
—2a £ \/(20z£)2 —4(1 — a)(—ag?)
= 2(1 — )
—20€ + /40262 + 4a€? — 40282
- 2(1 — o)
—20 £ 26/«
T
—af+&y/a
- l—«a
_ (VAN
1—«
Entao
‘f% = Tlé € 5% = T2€7
onde r| = —a? a2

iva ° 2T T

Entdo F(£1) é monétona em qualquer dos intervalos (—o0, &1], [€1, €3] e [€2, +00).

Supohamos que |F”(£1)] 2 €%

25
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Fazemos a mudanga de variavel ;1 = F'(£1) em qualquer dos intervalos anteriores.

Entao
(/]R (r—a(g —dill)?’ - £i‘>2”) - </R <F(d€§1)>2”> 5

IA
™|
N\
%\
T | a
<=
o

C
< N
- [l
< 1
=l

Logo, quando % <b<l1

1

€] </ dé ) _ g 1
(a8 \Jp T o~ eP —ah®) ~ G- @R
1
1.

IN

E portanto

9 < d >2 <1
ek rem (T — a€3)10 /R (r—alg—a)’-&») ~
Por outra parte, definimos
G(&1) = (a = 1§} + 3a&” — 3a&:.

Entao

§G(&) = —& 438 — 3l + af}
= af® — & - af® + 3067 - 30l + ol
= af® - & - (& +38%G - 3¢6 + &)
= af® - -al¢-4)?

= af® - —agl.

Agora suponhamos que |G(&1)] 2 €)% e |&1] ~ [€].

26
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Entao

£1G(&1)]

YA VAN VANRR VAN

|ag® — & — agj]
| =74 a€® + (11 + 1) — & — atd|

|~ (r—ag®)+ 1 — &+ —adf]

r— g+ |r — & + |2 — o]
(r—ag®) +(n— &)+ (n—a)

3 max{(r — a&’), (n — &), (. — a&)}
max{(T — a&®), (1 — &), (ra — a&d)}.

Agora seja M := max{(r — a&3), (11 — }), (12 — a&3)}.

Entao

Temos os casos

(a) Se M = (11 — &) 2 [&1llg]* ~ (€1)[€], entdo

€]

déidm

<7. _ a§3>1_b

</R2 (n—¢&

)2 (ra — af3)?

)

SIS

161G (&)
&1l|G(&1)]
1€,

€]

= e

[/R (/R (T2 —d;lgg’)?b) (11 i%@zb] : ;

IN

A

IN A Il

por Fubini.
€]
<T _ af?’) 1-b

dry S} :
[Z%% </R (2 — a§§>%> /R (1 — €i”>2”]

€]

[ dT1 | dfl
_5&%/}1@ (= agd)? UR RERE

41

]%

| -sup/ dr2 2[ 1 / déy
a7 |3 S e | e e 6
11 1
- |a§§‘3>1_b [Cy]2 B [C5)2, paraalguns Cq,Co > 0.
=

1
|£]1_2b, onde B <b< 1.

€[°
1.

];
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Portanto se cumpre (2.26).
(b) Se M = (15 — a&3) 2 [&ll€]* ~ (&1)

€] ( / déydm )‘3 B €]
= a0 \ e (n — )P (m —a€l)®)  ~ (r—ag®)i?

{
TAIAS M o]

€]

dm dé,
lelé% [/R (r1 = ff’>2b] /R (T2 — Oé§§’>2b]

E repetimos o processo andlogo como no item (a). Portanto se cumpre (2.26).
() Se M = (1 — ag®) 2 |&1][¢[*.
E como |£;| ~ [£], entdo temos que

2 entdo

N|=

(r—ag®) 2 ¢,
assim, para b < %

1

KK

(T — a®)s

(r — gl

AR

Entao
€] S {7 —ag?) ™"
O que implica que

S
(r—aghi= ~

Também para b > %, temos

/ il <1
R (T —al-&)%)* ™

Por tanto

sup €] / d&y <1
er (T— a7 Jp (1 — & —agf)® ™
Finalmente, nds precisamos demostrar que

{(&.a,7,n) eRYE2 1Y C {(&&,7,n) e RYIF (&) 2 €U
{(& &,7,m1) €RY/|G(&)| Z [€1%, 11| ~ 1€]}-

De fato:

28
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Seja £ 2 1 e consideramos a seguinte fungio

1

H(&) = gF,(fl)—G(ﬁl)

= S[-3((1~ a)&} — o€ + 20661)] ~ [(a — )&} + Ba€” — 3agti]
= (0~ 1D +08 ~ 20c6] + [(1 - 0)¢] ~ 308’ + 3age]
= —20€% +até

= af(—26+&).

Entao

H(&) = af(6 —2¢)
< af(§—28), se &y <¢
= ag(=¢)

= —a’
Logo

—H(&) > of”.
Assim

af® < |- H(&)

|H (&)
5F(€) - 6@
1
!gF’(&)\ +1G(&)|

[F'(&1)] + |G (&)
2max {|F'(&1)], |G(&1)]}.

IANIA A

Entao
€? < max {|F'(&)],|G(&)]}, se & < €. (2.30)

Agorase £ > £ 2 1, temos que

2061 > 20£€ = 2067

Assim
2081 — af® > af’,

O que implica
(1—a)if + 2088 — a8 > (1-a)f®+af”
= &2

Entao
F'(&) = =3[(1 — a)€ + 2a&& — ag?] < —3a’.
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Logo

S F(6) 2 €
Entao 1

|§F/(§1)| > ¢
Entao

F/(E)] +16(6)] > 51F' ()] > €
O que implica
2max{|F'(¢1)],G(&1)[} > €.
Assim
max {|F'(&)], [G(&)I} 2 67, se &> €2 1. (2.31)
Portanto de (2.30) e (2.31):

max {|F'(&1)], |G(&1)]} 2 €], para tudo & € R
Logo; temos dois casos:
L |F'(&)] 2 &7
2. |F'(&)] < [¢]?

Se for verificado 1, entdo temos a parte esquerda da inclusdo.
Se for verificado 2, entdo

|G (&) = max {|F"(&), |G(&)]} Z l€f
Além disso, como |F'(£1)] < |€]2, entdo

|F'(&1)] = | (&1 — m1E) (€1 — r9€)| < €2, onde 0 < 0 < 1.

Entao
062 > |& — (11 +712)E& + T2’
> € — [(r1 +12)&€r — 12|
> ] — |(r1 + r2)€€r — rira€?).
Logo
G2 < 087 + |(r1 + r2)é€r — riraé?|

<02 4 |(r1 + 12)€&1 | + |rira?|
= 06+ C1f¢||&] + Cal€?]
(0 + Co)&% + Ch ¢ |&|

(6 + Co)€ + Crléllé]
Cs¢]? yopl 18P
s ) 2

2
Cyl€]? + |£;| .

IN

IN



CAPITULO 2. BOA COLOCACAO DO PROBLEMA NAO LINEAR 31

Entao

2

Portanto
&1 S 1€]- (2.32)

Além disso, temos que se verifica

062 > & — (r1 +r2)&€ + rired?|
= |riro€® + & — (r1 + r2)&ié|
> |rire€®| — 1€ — (r1 4+ r2)&ié).

Entao
rire€?| — 02 < €] — (11 + r2)&i]
< &+ (1 + 7)€ €.
Logo
Cslé]® < |&f® + Csl¢llél
1 C
= el + (Rl Sl
Cy
C 2 CQ 2
Entao Colel?
L < orjer.
€] < 161l (2.33)
Portanto de (2.32) e (2.33):
€] ~ [&1]-

O

Lema 2.5. Dados R e R retangulos centrados em (a,b) e (@, b) cujas dimengées sdo 20 x 2. Dado Ry
a translagcdo paralela de R, centrado em (a + a,b+ b). Se verifica:

XR * XR(§7T) > O‘/BXRO(& T)'

Observacao 2.6.
Por outra parte na prova da Proposi¢ao (2.3), nés tthamos

M = max{(r — §3>, (11 — 0645%)7 (T2 — 04§§>}-
Como

M < (7= +(n— o)) + (ra — a&l). (2.34)
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Também

(T—&)+(n—af)+(n—af) <M+M+MZ M.

Logo de (2.34) e (2.35):

M

Entdo, &3 — a&f — a3 = 0, para muitos valores de &, £ e &, causando ressonancia.

2

AV,

(1= &)+ (r — ag) + (12 — ag})

(417 =)+ (L4 |m1 — a&f]) + (1 + |12 — ag3))

T =&+ |1 — a&f| + |12 — ol

T =& — (11— a&}) — (12 — a&l)|

|T—§3—T1+Oé§i)’—7'2+a£§|, T=T7+T7

| — &+ agl + adj|

€3 — ag} — agj).

Resolvendo a equagdo de ressonéncia:

Isto é

Entao

Obtemos a solucdes

Logo, os valores de &; sdo

&1

& —aff —atd =0, com¢ =& + &.

= &-af-ag

= &-af —al¢-&)

& —ad —a(® -38%¢ +3¢1 - &)
& — af — a€® + 3a8%6 — 30} + ot}

(1—a)¢® + 3ag%¢ — 3a8é}

= (1 — ) +3at& — 3ags, para € #0.

—3a€? +3at& + (1 — a)&? = 0.

—3aé +1/(3a€)?2 — 4(=3a)(1 — )2

2(—3a)
[ 30+ V=302 + 120
2(—3a)

[3F V-3 1201

£

6

Ik V=3t iaaT|,
e 6

vV—3+ 12071

1
§1=[2+ 5 ]52615

= ]5, para a > 0.

32

(2.35)
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ou
1 vV-3+12a7!

Portanto, os pontos de ressonincia ocorrem em

(€1,82) = (8,6 = &) = (€, 02f)  ou  (£1,8) = (2, & — &) = (€28, c1).
Proposicdo 2.2. Se s < 0, as estimativas bilineares (2.23) e (2.24) falham para cualquer b € R.

Demonstracdo. NOs s6 construimos o contraexemplo para (2.23), pois para (2.24) é semelhante.
Como a resonancia s6 ocorre neste caso, quando

(&1,&2) = (1€, e26).

Escolhemos as fungoes f e g tais que

supp(f) ~ & = c1N,

supp(g) ~ & = 2N,
supp(f*g) ~E =&+ & =N + N = (c1 +¢2)N = N.

Para IV grande, consideramos dois retangulos R; de dimengdes ~ N ~?x1 e centradosem (c; N, a(c;N)?) =
(&5, a(€5)3), para j = 1,2, tais que a interse¢do de IR, € a curva 7 = a3 sdo nos lados horizontais de
R] .
Note que a seguiente condi¢do pode ser satisfeita para N grande desde a diagonal menor mais pequena
de 7=0a® em R; é ~ BaC]?(N — N72)72 ~ N? para N grande.

Agora sejam f(&1,71) = Xr, € 9(£2,72) = X&,» tomando a norma em L?

e = ([ ] |f(€,7)|2d£d7)é
- </R/R'XR1(“)‘2‘M>§

= (u(R1))

= (N7?)2
= N7L

NI

Logo
”f”Lng = HQHLng ~ N7
Em R; temos
€)=+ =0+ |eN)* =[NP~ N* e (5 —a&)) = (14| —ag}]) = 1.
Mais ainda em supp(f * g) C supp(f) + supp(g) = R1 + Ra, nds temos

E~N e (T1-8)~1.
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Também ;N +coN =(c1+ca)N=1.N=N ¢
aleiN)? + a(eaN)? = aN3(& + )
= aN3(01 + cz)(c% —c1eo + c%)
1
= aN3(1)(=
oaN}(1)()
= N3

Entio (a+ @,b+b) = (1N + caN,a(c;N)? + a(caN)3) = (N, N3).
Seja Ry o retangulo centrado em (N, N3) do mesmo tamanho que R;. Entdo, temos

RO C Rl +R27

e pelo Lema 2.5, temos que qumpre-se

(f *g)(ga’r) = (XR1 * XRQ)(gvT)
2
) (5) xmten
2
1

Y

(
N r(&7):

Agora supohamos que a estimativa bilinear (5) cumpre-se, isto é

10 (v1v2) [ 501 S llvrl] gsollv2l g0,
ou equivalentemente
1Bss(f 9)(577')”1;@3 S HfHLng”gHLng =N'N"'=N"2 (2.36)

Por outro lado, temos que se satisfaz a seguiente desigualdade

f&,m) g€ =&, 7 —11)
B Mizes ~ I [ [ St S amdalls
= N~ NCf*g)(€ T )||L§L2
= N"%(xr, * XR2)(€ »Tllzz22
N
> N (6 ) e
_ Ny
4
Assim obtemos
1Bsp(f,9)(& T[22 2 N™ 2 (2.37)

Logo de (2.36) e (2.37), temos que
N2 < IBapl(f9)(€ Tl 2z S N7

Entao
N7 <1.

~

Assim
s > 0 (contradi¢do).
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2.4 Teorema Principal

Teorema 2.1 ( Boa Colocacao local ). Seja s > 0, b > % e 0 < a < 1 para qualquer par

(uo,v0) € H*(R) x H*(R), existe T = T(||(uo,v0)|l irs(ryx s (r)) > 0, e uma iinica solugdo do
problema (3) da forma (nru, nrv) com (u,v) € X5°(R?) x X;’b(RQ) no intervalo de tempo [T, T]
tal que

(u,v) € C([-T,T] : H*(R) x H*(R)). (2.38)
Demonstragdo. Para (ug,vg) € H*(R) x H*(R), s > 0 e |[(uo,v0)| = r << 1 nos definimos o
operador
‘I)(uo,vo) (u7 U)(t) = (q)l(ua U)(t)7 ) (uv U)(t))a
onde

Dy (u, 0)(t) = m(t)SE)uo — m(t) /0 S(t =t )ms(t") (vva) (') dt’,

t
Ba(u0)(t) = m(OSa(Bvn = m(®) | Salt ~ s(t) o)t Y.
0
Vamos provar que P(-) define uma contragio no espago

Qucy = {(u,v) e X5 (R2) x XEU(R2) : [Juf| xon < 207, |[0]] o < 2C’r}, (2.39)

s
entdo (40, € um espaco métrico completo com a norma
(s )l e, = llullxsome) + 0]l 50 gy -

Primeiro vamos provar que ® : Q40 — Q4o
Seja (u,v) € Qe Usando o Lema (2.1), Lema (2.2), a Proposi¢do (2.3) e a defini¢cdo de Q4¢, nds
temos

12w, V)[[lase, = [®1(u,v)|lxsp@e) + [P, v)[| ot goy-
o (R?)

Entdo temos que

t
10,0l xenry <l (S@uollxongae + Hm(t) | St = st ) w0 ¢ d oo

< Clluoll () + Clins (£ )lesb 1(R?)

v2
= Clluol|s(m) —I—C(Ssu b/)||8 (3)||Xs’b/71(R2)
02

= Clluoll s + €0z ( M xs- 1(R2)

< Cr+ HUHXSab(]W)HU”XS»b (R2)

< COr+C((20r)?,

Similarmente temos que

[®2(u,v)|| xsbmey < Cr+ C(207)2.
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Entdo
®(u, v)|||l0ye, < 2CT+ 2C(2CTr)*%.
Assim nos pegamos 7 tal que 4C%r < 1. O que implica que a norma
1P (w, v)|||0ue, <2Cr +2Cr =4C'r.

Logo, ®(u,v) € Q4o

Similarmente usando os Lemas anteriores, para w,w € Q4¢p, onde w = (wy,we),w = (w,ws),
se obtém que
- 1 . N 1 -
@) = @(@)lllae, < 5 (lwr = illxes + ws = bl g0 ) = Flllw = @l

Entdo ®(-) é uma contragio.

Por tanto existe um tnico (u,v) € Q¢ tal que ®(u,v) = (u,v), isto é :

wt) = m@SEu—m(o) [ S mse) o))
v(t) = m(t)Sa(t)ve — m(t) /0 Sa(t —tms(t") (uv) (¢ dt’.

Conseqiientemente, no intervalo de tempo [—1, 1], (u, v) resolve o sistema integral associada ao sistema
(3). E pela propiedade dos espagos de Bourgain

(u,v) € X**(R?) x X**(R?) c C(R, H*(R) x H*(R)).
Agora supohamosque M >1e N >1,paras>0¢e b > % vamos definir

Qurn = {(u,v) € X5 x X3P ||ul| ysr < M, ||v sb <N,

I

onde M = 2C||ug||gs ¢ M = 2C||uol| ms.
Vamos provar que ®(-) define uma contra¢do no espago métrico completo 27y

De fato, como no caso anterior vamos ter que, dado (u, v) € Qpsn, entdo

M
191(u, 0) -0 m2) < 5 + CL0"{N?}

@2 (u, v) <

N
-+ Cy6’{MN},

lxze ge)

onde 6 = 8(bf_bz;/) combd <bebd e (1/2,1).

Nos escolhemos 9 tal que

5% < (2max{Cy, Ca}(M + N)?) ",
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entao nds temos que
H(bl(u’U)HXva(R?) <Me H‘I)Z(%U)ngb(]gz) < N.

Portanto
(I)(u,v) € Qun.

Similarmente usando os Lemas anteriores, para w,w € {2)/n se obtém que

- 1 .
l1&(w) = @(@)[[lowy < 5lllw —@lllayy-

Entdo ®(-) é uma contragdo.

Por tanto existe um unico ponto fixo (u,v) que resolve o problema de Cauchy (3) para t € [—T,T]

comT <.
O



Capitulo 3

Ma Colocacao do Problema nao linear

3.1 Introducao

Considere o seguinte problema de Cauchy:

U+ QUzgr + (uv)y =0

{ Ut + Uppr + 00, =0, z€R, T ER
(u(z,0),v(z,0)) = (6¢(z), 6¢(x)) € H*(R) x H*(R),

onded > 0 ex € R.

Suponha que (u(z,t,9),v(x,t,d)) é a solu¢do do sistema acima.

Se § = 0, entdo (u(x,t,0),v(x,t,0)) = 0 € a tnica solugdo do sistema (3.1).
Além disso, escrevendo as equagdes integrais, temos:

ult,x) = S(t){56(1)} - /O S )0.() ()

v(t,z) = Sa(t){0y(t)} — /0 Sa(t —t') O (uv)(t') dt’

onde S(t) = €% e S, (t) = i@,
Tomando derivada parcial de v e v em d:

O t6) = SH)elx) /0 S(t — )05 (vvy) (a1, 6) dif

— SH)ez) /0 St — ') 050y + vvag) (x, ', 6) dt

—(x,t,0) = S(t)qs(x)/o St —t")0s(uv)(x,t',0) dt’

= S(t)gzb(:z:)/(J St —t') (usgv + uvs) (z, ', ) dt

38

(3.1)
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&u ! ' ' '
652(55 t,0) = —/0 S(t —t)0s(vsvy + vugs)(x,t',0) dt

t
— / St — 1) (vssve + VsVzs + VsVgs + VUzss) (2,1, 6) dt

2 t
2512) (x,t,0) = — / St — )05 (Upsv + Ugvs + UsVy + Uvys)(x, 1, 0) dt’

t
= - / S(t — ") (uzss + Upss + UzsVs + Uzvss +

UssUg + UsUss + UsUzs + U0gss) (2,1, 0) dt’.

Entao, avaliando em § = O:

Ou —(z,t,0) = S(t)¢p(x) —/0 S(t — ") (vsvz + vVgs)(z,t',0) dt’

o)
= S(t)o(z) — /t St —t)[vs(z,t',0)v.(z,t',0) + v(x,t',0)v.s(z, t',0)] dt’
0
= St)o(x)
= ¢1.
gg (2,t,0) = Su(t)v(x) — /Ot So(t — ") (uzsv + ugvs + Usvy + uvys)(x, 1, 0) dt’
= Sa(t)(x) — /t So(t — ) [uzs(z, ', 0)v(z,t,0) + up(z,t',0)vs(x,t',0) +
0
us(x,t',0)ve(z,t',0) + u(z, t', 0)vgs(z, ', 0)] dt/
= Sa(t)(x)
= Y1
2 t
%(l‘,t, 0) = —/ St —t)wss(x, t',0)v.(z,t,0) + vs(x, t',0)vgs(z, ', 0) +

vs(x, ', 0)vgs(x, t',0) + vz, t',0)vess(z, 1, 0)] dt/
t
- / St — ) [vs (@, ', 0)vas (', 0) + vg(, ', 0)vg (. £, 0Y] d’
0

/ St — ¢)[205 (2, ¢/, 0)vga (', 0)] '

/ S(t — )0, [v3(z,t',0)] dt’

- [su-thostiar
0
b2
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0%

@(a:,t,O) = / St — ) [ugss(x,t',0)v(x,t',0) + ugs(z, ', 0)vs(z,t',0) +

)

uzs(z, ', 0)vs(x,t',0) + uz (2, ', 0)vss(x,t',0) + uss (2, t',0)v.(z,t,0) +

u6 xz, ¢ O)Uxé(x t' 0) + U5( 0)vxé(x7t/>0) + U(l‘,t/,O)ngg(w,t/,O)] dt’
)

= /St—t' [2ugs(x,t', 0)vs(z, ', 0) + 2us(z, ', 0)vys(z, ', 0)] dt/
S /0 S(t = t)[2use (2, ', 0)vs(x, ¢/, 0) + 2us(x, ¢, 0)vsa (, ', 0)] di’
S /D " S(t — )0, [2us(x, ¢, 0)us (. 0)]

I / S(t — £)0,[261 0] dF

=: ¢2-0

Note que, se a funcgdo solucdo ¢ : H*(R) x H*(R) — H*(R) x H*(R) tal que, ¢¢(up,v9) =
(u(t),v(t)) é de classe C?, para t fixado, com |t| << 1, nés devemos ter:

105 (, 0) (-, £, 0) | s (ry s b= () = 12, ¥2) || sy () S M1 ¢)HHS R)x H (R)*
De fato;

10 (u, v) (-, t, 0) | s myx s () = [1(@1, V1) | s () 5 (R)
Pl sy + N1l s (v

——/u+mﬁ@@ﬁ&+/uﬂwﬁﬁwﬁm
L/ﬂ+KWﬂﬂ)()(Wdﬂ{/(+KWWS()()2%
[a+1ep=1e R de+ [ (1+1€h[e de)P de
R R

/u+m%@5@9@+/uﬂw%&mw§
R R

= ¢l + 1Yl s )
= [[(¢, V)l s r)x 15 (R)

O que implica que:

(b1, Y1)l s Ry s (®) = 110D, ) 1 s () x 5 (R)
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Além disso, nés podemos obter a seguinte desigualdade:

105 (u, 0) (1, 0) | s ryxmrsR) = (D2, W2) | ars ry w11 ()
= |lo2llmsyxms®) + V2l s (r)x s (R)

= 11620l 2ce) + 1) P2l 2y
= [&) - /0 S(t— )0 YOl e +
&)~ /0 Salt — )0, 20101 () d Y (O30
= 14"l /O (S~ 00,31} (€) ey +
IS4 /0 {Sult ~ 020101} ] 2o
= 14"l /0 D (0, U100} (€) ey +
54 /0 e (0, 1 ()} 120m
= [l /0 ([} (6) dt'|ll 2wy +
54 /Oteiaf%-“is{[2¢1w1]<t’>r<a>dt/rnLg(R)
= @] [ @i [ Tate - i€ des ey +

t 3 f — —
||<§>s|/0 elos “‘“22’5/}1%@??1(5—51)¢1(§1)d§1 &) dt/\”Lg(R)
112 )7y 15 ()

N

3.2 Teorema Principal

Teorema 3.1. Seja (u(x,t,0),v(x,t,0)) uma solugdo do sistema (3.1) de classe C*. Entédo s > 0.

Demonstracdo. Seja ¢p(x) =0 e

Y(x) = 27_%N_5 {cos(clN;):) /7 el d€ + cos(caNa) /AY ik d§} ,

- -
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onde y = eN~2 e ¢, N > 0 nés escolhemos depois. Entio

¥(€)

NTENTS [2{cos(cle) / T it deY ™ (€) 4 2{cos(caNz) / T it df}A(g)]

- -

7_%N_s[{cos(cle) /7 T dé} (&) £ if{sin(c1 Nx) /7 P d&r— (&) +

- -

{cos(csNa) / " gV (6) 4 ifsin(esNa) / " e g1 (e)]

- -

| ) v i T
72NS[{ei’LClN1‘/ elfx df}/\(f) + {eichNx/ ezfx df}A(g)]

- -

~ 2N—s {/ :I:zclN:B zﬁx df} +{/ :tZCQNZE z§x df} ( )]
N a1 ([ g e

1 yE£e1 N yEca N
,y—QN—S[{/ szd } +{/ m—wd } ]

—y+c1 N YEco N

YTINT [ (€) + X (€)]

onde, I = [yt N,ytcaN]eJ =[—yE£caN,v £ c2N].

Assim, nds temos

(@& Vs @®yxms® = IAllas®) + 191 ms®)

Logo

= [[Yllasm)
- /R €210 de

= yINTZ R<£>25!><1(£)+XJ(§)|2d£
= N /IR (€23 (€) dE + 2 / )2 X1 (€)xs(€) dé + /IR (€)% X2(€) de]
< AN /1 (€)% dé +2 /R %16 + /J (&) de]

-~ _IN_QS/N25d£—|—2/N25+/JN2Sd£]
= /d§+2/d§+/d§

= 72y + 4y + 2]

||(¢7¢)HH5(R)><H5(R) S 1,

além disso, cumpre-se

Portanto

(0, V) s ) x o) 2 1-

1(s ) | s () 1r5(R) ~ 1-
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Por outra parte

Pi(z) = Sa(t)y(z)

Sa
_ /R €' S () (€) de
R
/Reifxemfgt[fy_é]\f_s()([(f) + XJ(O)] dg
| /R gilEa+at®,  (g) dg} 4y EN"E [ /R A3 d&}

= ’}liéN*S _/ 6i(§.’b+a£3t) d§:| _’_,Y*%N*S |:/ 6i(£f1¢+01£3t) d£:|
LJ T J

= 'y_%N_S / ei(§$+a£3t) d&‘ + ,.y—%N—S / ei(§$+a§3t) dé
|/ |€Eca N|<y |€tea N| <y

Seja A= {(£1,&) €R?/ & £e1N| <7, |&2 £ caN| <~} e & =& + &. Entdo, temos:

pa(x,t) = 85u x,t,0)

S(t—t (97 (1) dt

~+

/ €S — )0, (42) (1) (€) de dt

%

[ e 0, de e

=

(
[ e e i e de ar

=

/ &€ ) ¢ [+ n) (€) de di!

[
/ewsx i€ 0t) e [§
[
[

=

()0 % Salt)0)(€) dé dt

=

[ e e i [ O e O ) de
- - / / i€ €' € (e — ) ()] / (I ot (660" (io' S 4y g, d
= //z{e@’ i€t - 51)1;(51)[/ (=& FalEe)™aDY g1') g, de

= - [ [t - b oo i) ag,ag
RJR

=

~+

hh%ﬁc\c\h\

igxeié(tt’)ig/R giat' (€—€1)° ¢(§ £1)e iat'(&1)° w(gl)dgl]dgdt

%
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Entao:

ialot) = = [ [ iges e —a) e

ci(a ra(e—61)P %t _ q

- ‘/ / £ et ety s NTF (g (€ — &) + X (€ — &1))]
RJR

V2N (xr (&) + xa(E))]]

ilagita(E—£)3 €t _ 1
i(al] + o€ —&)% - €3)

N (0 e e S L |
(&
— N / / ¢ ciér | | de. dés
A

Note que:

[@2(-

O s m)

Y

(& + ad — €3)

14€)*12(&, D)l 2e)
146)°[62(€, ) xigi=n-+on ll2ey

Assim, restringindo nossa atencdo para {{ € R/§ = N + O(y)}, em:

Ba(et) =7 N i |

cilagd+ags—edt _ 1

(e=tire}na & +akl &

N6s vemos que & contribui¢do para {{ € R/ £ = N + O()}, vem somente de
B ={(=¢8&/|6 —aN| <vyelé& —caN| < v}, jadque ¢1 + ¢ = 1. Também note que, para N
suficientemente grande e para cada j = 1, 2:

€ -

Além disso em B, nds temos:

(N’

€3 — N3

¢ IA

AN

1€ — ¢ NIEF + &5(¢;N) + (¢;N)?|

Y
~y
Y

[165] + 1€ (c;N)| + |(c;N)?]
[N? + [¢;N||ejN| + |c; > N?]
(1+2¢5)N?

v N?

€.

€ = N|I€? + EN + N?|
2 [|€%] + [¢]|N] + |N?|]
2 [|N?| + [N|[N| + | N?[]
6yN?

YN?

€.

(06} + (€ —&)* — &)

&y

] d§1 d€

| &1 d€
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Por outra parte, da seguinte igualdade:

aleiN)? + a(eaN)? = acdiN? + ac3N3
= a(c +c)N?
= aler 4+ ) (A +ciea + SN

= a(1)(2)N?

3

= N3
Logo;
aleiN)? + a(caN)? = N3 =0
Entao temos:
|t} +ag — & = ] +agd — & — [a(ciN)? + a(eaN)? — N7
aéf — a(e1N)? + o€l — a(e2N)? = €% + N?|
(& — (1N)?) + (&3 — (e2N)?) — (€2 = N?)|

< algf = (@N)*| +alg — (e2N)’[ +1€° — N7
< ace+ae+e
= (2a+1)e
S €
Ja que:
ei@t_l iteiet
lim = lim
6—0 0 6—0 1

Entdo nds temos, para # suficientemente pequeno:

ez’@t_l ei@t_l t
= I > —.
Re< 7 > 0 e m< 7 )_2

Agora nés escolhemos € muito pequeno, talque as desigualdades acima se mantém, com:

0] = [a&l + i — €| S e
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Nos temos:

|ba(€, t)X|e|=N+o ()]

Do Lema 5.8, nés temos:

Logo,

Portanto: s > 0

v

v

Aw&

Entio, tomando a norma L?(R) a ¢2; nés temos:

l2(5 )|l s ()

v

vV

’ —1pr—2s 1 i3t / ei(a§?+a§gf£3)t -1
ife
! 5 aftafl &
(0 +agl—&3)t _
—1p7—2s et 1
N aé|
p af3+afl—&
(a3 +ags—Ee3)t _
—177—25 . R 1
NN iIm d
v |/B [ Oé§3+()d€% _§3 ] £1|

ey [ o [ESSr ]
LM
v |/B a§3+a£§_§3 £1|

t
fleQSN\/ 15 déq|
B

1 t
y lN 25+12|/ 1d£1|
B

dé, |

= X|()—erN|<y * X|()—eaN] <y (&)

1
> B 7X|§7N\<’y(§)‘

14€)*12 (&, DIl 2e)
146)°[62(€, ) xpgi=n+on ll2ey

[Ny N2 oy X (€D a2
N78+1£HX|57N|<'y(§))HLg(R)

1

t
N_S+112’72

1NH(¢»¢)||12118(R)XHS(R) 2 ||(¢27¢2)HHS(R)st(R)

P2l s @) + 2l s (m)
P2l s (m)

VIV

N~* para N suficientemente grande.
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Apéndice A

Boa Colocacao para EDPs - Principais Métodos Utilizados

Estamos interesados em obter existéncia e unicidade para sistemas dispersivos governados por EDPs.
Vamos comengar a definir as nog¢des de boa colocag@o que sdo bem gerais e podem ser aplicadas para
diferentes equacdes de evolucio.

Definicao 3.1. Diremos que o problema de Cauchy para a equacdo (3) é (localmente) bem posto em
H#(M) se, para cada subconjunto limitado B de H*(M), existe T > 0 e um espago de Banach X
contido continuamente em C([—T,T|, H*(M)) tal que:

(i) Para cada dado uy € B, o problema de Cauchy (3) tem uma tinica solucdo v € Xr tal que
u(0) = up.

(ii) Seug € H? para o > s, entdo u € C([-T,T], H° (M)).

(iii) O mapa
ug € B—uc¢€ XT

é continuo.

Além disso, diremos que o problema de Cauchy para a equagdo (3) é globalmente bem posto em H*(M)
se as propiedades (1), (ii), (iii) acima sdo validas para cada tempo 7" > 0.

Definicao 3.2. Diremos que o problema de Cauchy para a equacdo (3) é (localmente) uniformemente
bem posto em H*(M) se é bem posto em H*(M) e se, com a nota¢do da Definicdo 3.1 o mapa
ug € B — u € X7 € uniformemente continuo.

Um define similarmente a boa colocagcdo global uniforme. Em compara¢do com a defini¢do com a
Definicao 3.1, boa colocacio uniforme pode ser entendida como um requisito adicional de estabilidade
de alta frequéncia para um tempo uniforme pequeno.

Definicao 3.3. Diremos que o problema de Cauchy para a equacdo (3) é (localmente) regularmente bem
posto em H*(M) se for bem posicionado em H*(M) e se, com a notacdo da Defini¢do 3.1, o mapa
ug € int(B) — u € X € suave.

Um define da mesma forma a boa colocacdo global regular .
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