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Resumo

Este trabalho discute sobre a medida de Hausdorff de conjuntos de Cantor regulares e os atra-
tores geométricos de Lorenz. Com o propédsito de demonstrar que estes tltimos tém dimensao
de Hausdorff estritamente maior que dois. A prova deste resultado encontra-se em [3] no qual
o trabalho esta baseado. Este fato permite provar que para um conjunto grande de fungoes os

espectros de Lorenz e Markov dinamicos associados a estes atratores tém interior nao vazio.

Palavras Chaves: Conjunto de Cantor, Atrator Geométrico de Lorenz, Dimensao de Hausdorff,

Dimensoes fractais.



Abstract

This work discusses the Hausdorff measure of regular Cantor sets and the Lorenz geometric
attractors. In order to demonstrate that the latter have Hausdorff dimension strictly larger
than two. Proof of this result is found in [3] on which the work is based. This fact allows
proving that for a large set of functions the dynamic Lorenz and Markov spectra associated

with these attractors have non-empty interiors.

Key words: Cantor Set, Geometric Lorenz atractor, Hausdorff dimension, Fractal dimension.
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Introducao

No estudo da previsao do tempo, E. Lorenz chegou a um conjunto de trés equacoes muito

simples (polinomiais de grau dois) para governar a evolucao do sistema, veja equagao abaixo.

T =a(y — x) a=10
Yy =rr—y—axz r =28 (1)
Z=xy — bz b=238/3

Através de estudos numéricos conjecturou que tal sistema de equacoes deveria conter um
atrator estranho (sensivel com respeito a condigbes iniciais, i. €, trajetorias de pontos ar-
bitrariamente préximos se afastam com o tempo). A dificuldade em tratar tais sistemas é

tanto:

(a) Conceitual: a presenca de um equilibrio acumulado por trajetérias regulares dos sistema
implica que tais atratores nao sao hiperbdlicos, e portanto nao foram inseridos no esta-
belecimento da teoria hiperbdlica abordada por Smale e seus colaboradores na década
dos 60.

(b) Numérica : as trajetérias, a medida que se aproximam do equilibrio, diminuem a sua

velocidade e portanto acrescentam erros nao limitados nos calculos.

Figura 1: Lorenz attractor



A dificuldade no tratamento destes sistemas levaram Guckenheimer e Williams [6], e Afra-
movich, Bikov e Shilnikov [1], a introduzirem o chamado modelo geométrico para tal compor-
tamento, que apresenta todas as propriedades previstas por Lorenz. Estes modelos sao fluxos
em dimensao trés para os quais podemos provar rigorosamente a coexisténcia de um ponto de
equilibrio acumulado por érbitas regulares. Lembre que a érbita de um ponto p é regular se
o campo nao se anula em p. Além disso, pode-se provar que estes atratores sao robustos: nao

sao destruidos por pequenas perturbacgoes do campo de vetores.

Levando em conta que a divergéncia do campo induzido pelas equacoes de Lorenz é negativa,
concluimos que a medida de Lebesgue ou volume do atrator de Lorenz é zero. Entao, é natural

o interesse nas outras dimensoes deste trator, como a dimensao de Hausdorff.

Experimentos numéricos dao que este valor é aproximadamente igual a 2.062, [11] e também,

para alguns valores particulares do parametro, a dimensao da medida fisica esta contida no
intervalo [1.24063, 1.24129], [5].

Recentemente foi provado por Moreira, Pacifico e Romana em [3], que a dimensao de
Hausdorff de atratores geométricos de Lorenz é estritamente maior que dois. Uma consequéncia
nao trivial deste fato é que permite estabelecer que o espectro de Lagrande dos atratores
geométricos de Lorenz tem interior nao vazio. Esta dissertagao é baseada nesse artigo. Assim,

os Teoremas principais que provaremos aqui sao:

Teorema A. A dimensao de Hausdorff de um atrator geométrico de Lorenz € estritamente

maior que 2.

Antes de enunciar precisamente a consequéncia deste fato, vamos lembrar algumas de-
finicoes e resultados provados anteriormente. O espectro de Lagrange L é o subconjunto
da reta estendida relacionado a aproximacoes Diofantinas. Dado um ntmero irracional « o

nimero racional p/q é a melhor aproximacao de « se a desigualdade abaixo for verdadeira

/

p

P P’ P
’a—5\<’&—?’ava7ﬁa, 0<q¢ <gq

O erro da aproximagao usualmente é estimada comparando-se |a—p/q| a uma fungao ¢ = 1(q),
tipicamente uma poténcia negativa de ¢q. O primeiro resultado importante sobre cotas superi-
ores para aproximacoes diofantinas é o Teorema de Aproximagcao de Dirichlet’s, estabelecendo
que para todo a € R\ Q, |o — §| < q% tem um numero infinito de solugoes em Q.

Markov e Hurwitz melhoraram este resultado, verificando que, para todo « irracional, a

inequagao |a—p/q| < m tem um nimero infinito de solucdes p/q e v/5 é a melhor constante.

De fato, para a = 1+2‘/5,‘v’6 >0,]a— 2| < m tem um ndmero finito de solucoes em Q.

Procurando por resultados mais finos para um a € R\ Q fixo somos levados a definir

k(o) = sup{k > 0 : |a — p/q| < 1/(k ¢*) infinitas solucdes racionaisp/q}.



A discussio acima implica k(a) > /5 Vo, and k(#) = /5. Pode ser provado que k(a) = oo
para quase todo a € R\ Q. Estamos interessados em o € R\ Q tal que k() < oo.

Definicao 0.0.1. O espectro de Lagrange L € a imagem da funcdo k:
L=A{k(a),0c e R\'Z, and k(a) < 0.}
Outro interessante conjunto é o espectro de Markov dado por

M = inf o,y f(x,y) = ax® + boy + ey =1, b2—4ac:1}. 2
{1 e vty @)

Vamos deduzir uma expressao mais amigavel para a funcao k. Para isso, escreva a em

fragoes continuas: o = [ag, a1, as, - --| e para cada n € N defina:

Op = [anaan—i-laan-i-Qa"'] Bn = [Oaan—laan—Qa"']-

Pode ser provado que
k(a) = limsup(a, + B,). (3)

n—oo
Markov provou que a parte inicial do espectro de Lagrange ¢ discreto, isto é,
LN (—00,3) = {k1 = V5 < ks = 22 < kg = Y21 < ...} with k, — 3,k2 € R, for all n.

Em 1947 Hall provou que o conjunto de Cantor C'(4) dos nimeros reais em [0, 1] tais que
em sua expansao continua aparece apenas os coeficientes 1,2, 3,4, satisfaz C(4) + C(4) =
[v/2—1, 4(v/2—1)], e usando a expressao (3) e o resultado de Hall, segue que [6,00) C L. Isto
¢, o espectro de lagrange contém uma semi-reta, hoje denominada raio de Hall.

Enfatizamos que o fato C'(4)+C(4) = [v/2—1,4(v/2—1)] implica que C(4) é um conjunto de
Cantor tal que a ferradura obtida por A = C'(4) x C'(4) tem dimensao de Hausdorff HD(A) > 1.

Isto é um ponto chave para se obter um raio, isto ¢, uma semi-reta, em L, o que garante

que o interior do espectro de Lagrange é nao vazio.

Isto leva a pensar que os candidatos a ter o espectro interior nao vazio devem conter pelo

menos uma ferradura A com HD(A) > 1.

Em 1975, Freiman provou que a soma aritmética de certos conjuntos regulares de Cantor,
relacionados com fragoes continuas contém intervalos e determinou precisamente o comeco do

raio de Hall (a maior semi-reta contida em L) que é igual a

2221564096 + 283748 /462
491993569

= 4,52782956616 - - -

E notavel que os espectros de Lagrange e Markov téem uma interpretacao dinamica. A expressao

da funcdo k(a) em termos da expressao em fragdes continuas de « permite caracterizar o



espectro de Lagrange em termos da aplicacao deslocamento definida em um espago conveniente.
Para entender melhor, lembre que se [ag, a1, a9, - -] é a expressdo em fragdes continuas de « e

para cada n € N, o, e 3, sao definidos como a seguir

Qp = [ana Apt1, pg2, - ]7 Bn = [07 Ap—1,Gn—2, " ] we get ]{?(O./) = lim Sup(an + 671)
n—o0
Seja ¥ = (N*)Z o espaco das bi-sequéncias de nimeros inteiros, considere a aplicagio

deslocamento o : ¥ — 3, o((an)n) = (ans1)s e defina

fX2=R, f((an)n) = ao+ Bo.

O espectro de Lagrange é caracterizado como
L = {limsup f(c"((an)n), (an)n € T}.
k
E o espectro de Markov como

M= {Slllp F(0*((@n)n), (an)n € 3}

Estas caracterizacao nos permite estender este conceito no contexto de dinamica hiperbdlica

COomo segue.

Seja M uma variedade compacta e ¢ : M — M um difeomorfismo. Seja A C M compacto,

invariante e hiperbdlico para ¢. Seja f : M — R uma funcao continua. O espectro de Lagrange
dinamico de (f, A) é definido por

L= {hmksup F(@* ((an)n); (an)n € T}
E O espectro de Markov dinamico de (f, A) por

M = {sup F(@*((@n)n), (an)n € B}

No contexto de dinamica hiperbdlica discreta, citamos [19], onde foi provado que certas ferra-
duras com dimensao de Hausdorff maior que 1, o espectro dinamicos de Lagrange e o espectro

dinamico de Markov tém interior nao vazio para certas funcoes tipicas.

Claramente os conceitos acima naturalmente se estendem para dinamica continua, substituindo
a funcao ¢ pelo fluxo X* associado ao campo de vetores X e A por um conjunto compacto e

invariante por X*:

£ ) = {sup fx'(a)) s € A

teR

teR

M) = {sup FX (@) 0 € A}

Finalmente podemos anunciar a consequéncia do Teorema A mencionada acima.



Teorema B. O interior dos espectros de Lagrange e Markov de um atrator geométrico de

Lorenz sao nao vazios.

Nao nos estenderemos na prova do Teorema B e sugerimos ao leitor interessado consultar

[3] para mais detalhes. Neste trabalho, vamos desenvolver a prova do Teorema A.

Aqui observamos que em [2, 9], a dimensao de Hausdorff de um atrator de Lorenz é carac-
terizada em termos da pressao do sistema e em termos do expoente de Lyapunov e a entropia
com respeito a uma medida invariante associada ao modelo respectivamente. Mas, em ambos
casos, os autores chegam que esta dimensao é maior ou igual a 2, e nao provam a desigualdade
estrita. A primeira tentativa de obter a desigualdade estrita foi em [7], onde os autores provam
esta resultado no caso bastante particular e nao genérico de que ambos ramos da variedade
instavel do equilibrio encontram a variedade estavel do equilibrio. O objetivo do texto é ob-
ter a desigualdade estrita para a dimensao de Hausdorff para qualquer atrator geométrico de

Lorenz.

Para obter este resultado, desde que é conhecido que o atrator geométrico de Lorenz é a
suspensao de um produto cruzado com folhas contratoras invariantes, definido em uma sessao

transversal, comecamos por estudar a aplicacao uni-dimensional induzida no espago das folhas.

O Teorema principal seguirda de um outro, anunciado abaixo, que exibe uma sequéncia
crescente e encaixante de conjuntos de Cantor regulares C} para f, C} convergindo para o
maximal invariant A; de f, com dimensao de Hausdorff convergindo a 1. Este fato implica que
o maximal invariante Ap para o skew product tem dimensao de Hausdorff estritamente maior
que 1. Por sua vez, este ultimo fato implica que o atrator geométrico de Lorenz tem medida

de Hausdorff estritamente maior que 2. Dado um conjunto A, HD(A) denota a dimenséao de
Hausdorff de A.

Teorema 0.1. Ezxiste uma sequéncia crescente e encaizada de conjuntos de Cantor Cy para f
tal que
HD(Cy) -1 quando k — oo.

Aqui salientamos que os conjuntos de Cantor dinamicamente definidos (regulares) desempe-
nham um papel fundamental em sistemas dinamicos, e também em alguns problemas em teoria
dos nimeros. Eles sao definidos por funcoes expansoras e tém um certo tipo de similaridade:
partes pequenas sao difeomorfas a partes maiores com distorcao limitada. A dimensao de Haus-

dorff destes conjuntos descreve sua geometria fractal e a complexidade da dinamica do sistema.

A organizacao do texto é como a seguir: Assumindo alguns resultados sobre analise no R™,
no Capitulo 1 definimos os conceitos basicos a utilizar no texto, a hiberbolicidade, a topologia

C'*¢. Além disso construimos o atrator de Lorenz geométrico a partir das equacoes de Lorenz,



baseando-nos em [3].

Seguindo a estrutura de [8, Cap. 4], no capitulo 2 definimos os conjuntos de Cantor di-
namicamente definidos, damos alguns exemplos e definimos também a dimensao de Hausdorff
destes conjuntos. Além disso, apresentamos teoremas importantes (alguns com a prova outros
nao), um deles d4 uma "maneira”de calcular a dimensao de Hausdorff, a qual serd usada no

capitulo seguinte.

No Capitulo 3 fazemos a demonstracao de que a dimensao de Hausdorff dos atratores

geométricos de Lorenz tém dimensao de Hausdorff estritamente maior do que dois.

No capitulo 4 anunciamos algumas consequéncias deste resultado respeito aos espectros de

Lagrange e Markov de atratores geométricos de Lorenz.



Capitulo 1
Preliminares

Seja M uma variedade compacta e sem bordo e de dimensao trés. Fixamos uma métrica
Riemanniana a qual induz a distancia diet em M, que naturalmente define uma forma de
volume Riemanniana Leb , a qual chamamos volume de Lebesgue ou medida de Lebesgue.
Sempre tomamos Leb normalizada, isto é, Leb(M) = 1. Para qualquer conjunto A C M,

denotamos por A seu fecho topolégico.

Dado um campo de vetores X de classe C", » > 1, em M, consideramos o fluxo global
(X")ter. Observe que X estd definido em toda M, a qual é compacta , X é limitado e
portanto X* estd definido para todo ¢ € R. Lembre que um fluxo (X*)i g é uma familia de

C" difeomorfismos que satisfazem as seguintes propriedades:

1. XO=1d: M — M, a aplicacao identidade em M,
2. X' = X' o X* para todo t, s € R.

3. Se L X(q)|i=ty= X (X¢,(q)) para todo g € M e to € R.

Reciprocamente, dado um fluxo (X');cg de classe C™*! ele determina um tnico campo de

vetores C" cujo fluxo associado é precisamente (X');cg.

No que segue denotamos X" (M) o espago vetorial de todos os campos de vetores de classe
C" em M munido da topologia C" e por §" (M) o espago de todos os fluxos em M também

com a topologia C".

Um ponto de equilibrio ou singularidade para X é um ponto o € M tal que X*(0) = o
para todo t € R. Isto é, o é um ponto fixo para todas as aplicacoes X, o qual corresponde ao
zero do campo vetorial associado X, isto é, X (o) = 0. Denotaremos por &(X) o conjunto de

singularidades de X. Um ponto de p € M é regular se ele nao é uma singularidade para X.

Dado X € X" (M) e g € M, a drbita de ¢ por X é o conjunto O(q) = Ox(q) = {X(q) : t €



R}. Uma érbita periddica de X é uma 6rbita Ox(q) tal que X7 (q) = ¢ para algum T > 0. O
valor minimal T > 0 tal que X70(q) = ¢ é denominado perfodo de ¢. Denotamos por Per(X)
o conjunto de pontos peridédicos de X. Um elemento critico de um campo vetorial X é um
elemento que é uma singularidade ou é um ponto periédico. Denotamos por C(X) = S(X)U

Per(X) o conjunto de elementos criticos de X.

Dizemos que um ponto p € M é nao-recorrente se para todo T" > 0 existe uma vizinhanga
U de p tal que parat > T, X' (U)NU # &. O conjunto de pontos nao-recorrentes é denotado
por Q(X). Se ¢ € M, definimos wx(q) como o conjunto de pontos de acumulagao da dérbita
nao-negativa de ¢, {X*(¢) : t > 0}. Definimos também ax(q) = w_x(q) onde —X é o campo
reverso de X. Temos que wx (¢) U ax(q) C QX).

Um conjunto A é invariante para X, ou X-invariante se X(A) = A. E claro que wx(q) e

ax(q) sdo X-invariantes para todo ¢ € M.

Para todo conjunto compacto invariante A definimos o conjunto estavel de A como:
Wi(A) ={q€ M :wx(q) C A},
e o conjunto instavel de A como
W5 (A)={qe M :ax(q) C A}.

Dizemos que um conjunto X-invariante A é isolado ou maximal se existe uma vizinhanca

U de A tal que A = (g X'(U) = ;eg X*(U). Um conjunto invariante A é transitivo se
A = wx(q) para algum g € M, e é atraente se Ax(U) = (5o X'(U) para alguma vizinhanga

U de A satisfazendo X*(U) C U para todo t > 0. Temos que todo conjunto atraente é isolado.

Por 1ltimo definimos um atrator de X como um conjunto invariante e transitivo de X e

um repulsor se ¢ um atrator para —X.

Hiperbolicidade Um po¢co é uma singularidade de X que é também um atrator. Uma
fonte de X é um pogo para —X. Uma singularidade o é hiperbdlica se todos os autovalores
de DX (o) tém parte real diferente de zero (e portanto nao tem autovalores com norma 1).
Da mesma maneira, um ponto periédico p de perfodo T é hiperbélico se DX (p) nao tem

autovalores de norma 1.
Agora damos a definicao de hiperbolicidade para conjuntos compactos invariantes.

Definigao 1.1. Sejam M uma variedade, X € F" (M) um fluzo definido em M. Se T é um
operador linear denotamos por m(T) = infjj=1||T'(v)||, @ norma de T'. Um conjunto compacto
e invariante A C M € hiperbdlico se

1. admite uma decomposicao DX -invariante do fibrado tangente continua

T\M = E; P EX P Ex.



Em outras palavras, o espago tangente pode ser descrito como uma soma direta da forma
E:@ EX @ EY, onde EX € o subespago em T,M gerado por X(x) e os espacos E, i €
{s,u}, satisfazem as condi¢oes abaizo:

o DX'(z) E; = E%u(,y para todo x € A;
2. FExistem constantes \, K > 0 tais que
o F? ¢ (A, K)-contraente, ou seja para todo x € A et >0

DX (x < K le ™™
[|DX"(2)|ps|| <

e E" é (N K)-expansora, ou seja para todo x € A et >0

m(DX"'(z)|pu) > KeM.

Dado X € X" (M), se A é um conjunto compacto invariante por X e hiperbélico, para todo
p € M, os conjuntos estavel W§(p) e instavel Wi*(p) definidos por

Wi (p) = {g € M - dist(X"(q), X" (p)) — 0}

t—o00

Wx"(p) = {q € M : dist(X'(q), X'(p)) — 0}

t——o0

sao C"-variedades tangentes a E e EY em p.

1.1 Construcao do atrator geométrico de Lorenz

Vamos seguir de perto a construgao dada em [2]. Comegamos por determinar o campo de

vetores numa vizinhanga da origem.

Pelo teorema de Hartman-Grobman as equacoes de Lorenz sao equivalentes ao sistema

linear por conjugagao de (Z, 7, 2) = (A1, A2y, A32) que tem solugoes da forma
X" (0,0, 20) = (w0e™", yoe ", zoe™).

Onde \; =~ 11.83, \y = —22.83 e \3 = —8/3, (x0, %0, 20) perto a origem. Tomemos S =
{(,9, 1) tais que || < 0.5,[y| < 0.5};

S_:{(J],y,].)GSZZE<O}, S+:{(x,y,1)€5:x>0},e
I'={(z,y,1) € S: 2 =0}, e S*=S\I'=8" uUst.

Assumamos que S é uma secao transversal ao fluxo, portanto toda trajetoria eventualmente

cruza S na dire¢ao do eixo negativo z como na figura 1.1. Seja ¥ = {(z,y,2) : |z| = 1} =
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A

7b 3
B=-—"

A
_ 7\,3 ;\41
o= .

;\'2
a< 1< B b b

Figura 1.1: Comportamento perto a origem

Yt UXT, onde ¥F = {(x,9,2) : ¥ = £1}. Para cada (z9,0,1) € S* o tempo 7 tal que
X7(x0,y0,1) € ¥ é dado por 7(xg) = —/\illog(xo) (note que depende somente de zy e que

7(x9) = 400 quando xy — 0). Obtemos que se zy # 0 entdo

_ A2 _ 23
X (w0, Y0, 1) = (sgn(zo), yoe 20, 2070y = (sgn(zo), yolzo| >, yolzo| ).

Dadoque0<—)\3<)\1<—)\2,temosque0<a::—i—f<1</8::—f\‘—f. Seja L : §* = X
dado por

L(z,y,1) = (sgn(), ylz|”, |2|*) (1.1)
E facil ver que L(S¥%) tem forma de um tridngulo sem o vértice (£1,0,0).
A partir de agora denotamos por ¥* o fecho de L(S*). Claramente cada segmento de linha

de {(z,y,z) € S* : x = xy} é levado por L a outro segmento de linha {(z,y,2) € ¥ : z = z}.

Para imitar as voltas aleatérias de uma orbita regular ao redor da origem e obter uma
forma de borboleta como no fluxo original, procedemos como segue. Os conjuntos X+ devem
retornar a secao S através de um fluxo descrito por uma composicao de uma rotacao Ry, uma
expansao F. e uma translacao T4. Assumimos que os ”tridngulos” L(S¥) sdo comprimidos
na direcao y e sao estendidos na outra direcao transversal. Assumimos também que essa
aplicagao de retorno leva os segmentos de linha {(z,y, z) € ¥ : 2 = 2z} nos segmentos de linha

{(z,y,2) € S: 2z =z} como na figura 1.2.
Dado que o ponto (0, 0,0) é hiperbdlico a variedade estavel W#((0, 0, 0)) e instavel W*((0,0,0))
estdao bem definidas. Além disso, a dimensao de W*((0,0,0)) é um. A rotagdo R4 tem eixo

paralelo & y-direcao, isto é, se (x,vy,2) € XF entao

0 0 =1
Ri(z,y,z)=| 0 1 0
+1 0 O

A expansao ocorre ao longo da z-direcao, portanto Fy é dado por

6 0 0
E¢(x,y,z2) =10 1 0
0 01
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Figura 1.2: R leva X% a S

com 2= < 1 e #a2'~® > /2. Notamos que a primeira condicdo acima faz que a imagem
da aplicacao resultante esteja contida em S e a segunda condicao faz que uma certa aplicagao

induzida seja expansora por partes como veremos a seguir.

As translagoes Ty sao escolhidas para que a direcao instavel da origem seja enviada a
fronteira de S e as imagens dos ¥* sejam disjuntas. Tomamos a composicao T o Eigo Ry.
Compondo a expressao 1.1 com R+, F1y e TL obtemos uma férmula explicita para P : ¥ — 3,

a aplicacao de Poincaré de primeiro retorno do Atractor Geométrico de Lorenz em S

P(z,y) = (f(z), 9(z,y)) (1.2)
tal que
—Olz|*+1/2 <0 —ylzff+c <0
flx) = , g(zy) =
Olz|*—1/2 x>0 ylz|? +co x>0

Acima ¢ e ¢; sao nimeros dependo das translacoes T4 .

A construgao anterior nos permite descrever, para todo t € RT, a érbita X*(x) para todo
ponto z de S. A érbita comeca pelo campo linear até XF e logo ela segue X retornando a S e
assim por diante. Denotemos por W = {X*(z),z € X,t € RT}. O Fluzo de Lorenz Geométrico
é o par (W, X*"). O Atractor Geométrico de Lorenz é o conjunto

A=(X'(Ap),  Ap=[)Pi(S). (1.3)

>0 i>1
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f x -2 0 +172

Figura 1.3: A aplicacao de Lorenz 1-dimensional.

Propriedades da fungao unidimensional f Vamos especificar as propriedades que seguem
da construgao anterior que utilizaremos na prova dos teoremas principais.
(f1) A simetria das equagoes de Lorenz implica que f(—z) = —f(x);

f2) f ¢ descontinua em x = 0 como limites laterais f(07) = 3 e f(0%) = —3;

(f2) ;
(f3) f ¢ diferencidvel em [—3, 11\ {0} e f/(z) > V2; 2
(f1) Os limites laterais de f’ em zero sao f'(07) = +oc e f'(04) = —o0.

11
272

J contendo 0 vamos denotar por J a maior das duas componentes conexas que sao separadas

Para simplificar a notagao, no que segue vamos denotar I = | | e para qualquer intervalo
por zero (caso essas componentes tenham o mesmo comprimento denotamos por J* quaisquer
uma das duas) , isto é, se por exemplo J = [—a,b] com a > b tomamos J* = [—a,0). Vamos
provar o proximo resultado, que estabelece que f é eventualmente sobrejetora, seguindo as
ideias de [21]. Estas ideias vao ser utilizadas no lema 1.7 mais embaixo, que estabelece que f

¢ quase eventualmente sobrejetora.

Lema 1.2. Dado J C I existen € Z* tal que f™(J) = I (isto é, f € eventualmente sobrejetiva).

Demonstragao. Seja J C I, se 0 ¢ J seja Jy = J, caso contrario seja Jy = J*. Agora
indutivamente definamos uma sequéncia de intervalos {J;} da seguinte maneira: se J; estd

bem definido, seja J;; dado por

f(Ji)  se0& f(J),

Jit1
()T se0€ f(J)

E claro que |f(J;)| > n|Ji|, onde n = inf |f’| > /2. Notemos que se 0 ¢ f(.J;) ou 0 ¢ f(.J)
entao
2
| Ti2| 2 <[ il

Dado que n? > 2 isso nem sempre pode acontecer. Seja n a primeira interacio tal que 0 €
f(Jn—2) 0 f(Jn—1) segue que f(J,_1) contém o zero e um ponto extremo de /. Portanto J, é
uma metade de I (isto é, J,, = [-1/2,0) ou J, = (0,1/2]). Notemos que f(.J,,) contém a outra
metade de I, e finalmente f3(.J,) = I. O
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O seguinte lema da uma propriedade ergodica para f.

Lema 1.3. f tem uma medida de probabilidade p, absolutamente continua com respeito a
medida de Lebesque m. Além disso p = ym para alguma fungao de variag¢ao limitada v e pu €

ergodica.

Para a demonstragao vide [10, Corollary 3.4, corollary 3.5 e example 3.2].

1.2 Quase eventualmente sobre

Nesta secao usaremos um tipo de argumento similar ao dado na prova do Lemal.2 para estabe-
lecer que f ¢ satisfaz uma propriedade que desempenhara uma ferramenta fundamental para a
prova do teorema 0.1.Em poucas palavras, esta propriedade significa que existe um nimero a
arbitrariamente proximo de 1, dependendo apenas de f, tal que para qualquer intervalo J C I,

temos

(1) existe um intervalo J C J tal que 0 ¢ J e com comprimento igual a uma propor¢ao fixa

do comprimento de J,

(2) um nimero n = n(.J) tal que a restricdo de f* a J, f* : J — L% é um difeomorfismo, onde
L$ = [f(1 —a),0). Mais ainda, obtemos controle da distor¢ao de f/ para 1 < j <mn—1.

Para isso, comecamos com um resultado auxiliar.

Lema 1.4. Eziste uma constante k > 0 tal que para todo intervalo J C I\ {0} cumprindo que
0€e f(J) e0e€ f2(J) tem-se que
|J| > k.

Demonstra¢ao. Denotemos as pre-imagens de 0 em cada ramo de f por 0; € [—1/2,0) e
02 € (0,1/2],isto é, —=1/2 < 0; <0e 0 < 0y < 1/2 tais que f(0;) = 0 para i = 1,2. Denotemos
também as pre-imagens 0;, 0} e 02 em [—1/2,0) e (0,1/2] respetivamente para ¢ = 1,2. Dado
que 0 € f(J) e 0 € f%(J) entao 0,0; € f(J) para algum i € {1,2}. Segue que algum dos
intervalos J; = [01,04], Jo = [01, 03], J3 = [0%,05], J4 = [04, 03] estd contido em J, ao tomarmos
k= min{|J1|,|J2|, | J5], | Js|} obtemos um & satisfazendo o lema. O

Seja x dado pelo lema 1.4. Lembrando que % > 2 tomamos um numero a € (0,1)

satisfazendo as seguintes propriedades

a?>2 e 1—a<k. (1.4)
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Usaremos o a de acima para definir os cortes que que evadem a singularidade. Dado um
intervalo J = (b,c) C I\ {0} denotemos por J, o subintervalo J que se obtém cortando a

propor¢ao (1 — a)|.J| no lugar mais préximo ao zero, isto é,

(byac+ (1 —a)b) sec<0
(ab+ (1 —a)e,c), seb>0.

Jo =

Isto implica que |J,| = a|J| e 0 ¢ J,. Se um subintervalo J C [\ {0} tem comprimento
|J| > 1 — a e intersecta o intervalo (@ — 1,1 — a) denotemos ,J = J \ [a — 1,1 — a, isto é

estamos cortando o intervalo de comprimento 1 — a do lado préoximo do zero,
o =[b,—(1—a)] ou ,J=][(1-a),bl.

é claro que os intervalos J, e ,J evadem a singularidade.

Agora suponhamos que 0; € J; = (b,0) e 0 € Jy = (0,¢) tais que 0; € ,J; em outras

palavras 0 € f(,J;) para i = 1,2. Usemos esta notacdo para o seguinte lema.

Lema 1.5. Se a € o suficientemente prézimo a 1 entao para quaisquer intervalos [b,a — 1],

[1 —a,c| que contém a 0y e Oy respetivamente temos que

Demonstragao. Dado que f(—1/2) > —1/2 temos que |f([—1/2,04)] < |f(01,0)]. Em particu-
lar [f((b,01))] < |f([01,0))]. Seja 8 = |f((01,0))|—|f([—1/2,01))| e tomemos a’ suficientemente

proximo de 1 tal que
, 0
(105, 0)) = 1f([01, 0" = 1])] < 3,

segue que |f[b,01]| < |f[01,a" — 1]|. Da mesma maneira tomemos 0 < o' < a < 1 tal que

|f[02, c]| < |f[1 — a,02]]. Assim concluimos a demostragao do lema. O

Corolario 1.6. Nas mesmas hipoteses do lema acima, obtemos que

floJ)T = fl01,a—1] e f(uo)™ = f[1 —a,0q].

Daqui em diante definimos L§ = [f(1—a),0) com a suficientemente prézimo de 1 e satisfazendo

1.4.

A demonstragao do préoximo lema é similar ao lema 1.2 e nos d4 um controle para o
numero de iteragoes necessarias para incrementar o tamanho do intervalo mediante f evadindo

a singularidade.

Lema 1.7. Se J C I é um subintervalo, entao existe um subintervalo J' C J e um inteiro

n(J) tal que f*V) : J — L¢ é um difeomorfismo e J' satisfaz as propriedades
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(a) d(f'(J'),{0}) =
por (1.5) abaizo.

|Ji—al, parai=2,...,n(J)—1 onde 0s J;_s sdo intervalos dados

(1-a)
2

(b)) n(J) <4+ —75.

Demonstragao. Se 0 ¢ J seja |Jo| = J,, caso contrario seja Jy = J, agora dado J; definido

seja
f(Jl a Se O f Jz
i1 = ) 1) (1.5)
f(JZ);r, se 0 € f(JZ)
Lembremos que n = inf | f'| > v/2. Dado |f(Jis1)| > 0| Jiz1], se 0 ¢ f(J;) ou 0 & f(Jiy1) entdo
a2’
2

| Jiya| > | Jil.

Mas como a?n? > 2, a desigualdade acima nem sempre é valida. Seja n o primeiro momento
tal que
0€ f(Jn—Q) e 0€ f(Jn—l)

Entao J,_» satisfaz as hipdteses do Lema 1.4. Segue que |J, o] > k, logo 1 — a < k pela

definigao de a (ver 1.4). Agora consideremos o subintervalo J, 1= of (Jo2)™ C f(Jn2)™.
Consideremos dois casos:

Caso 1: Se J,_; C [0,1/2] entdo por definicao de ,f(J,_2)" temos que J,_; = [1 — a, b] para
algum b > 0. além disso, dado que 0 € f(J,_1), entdo 0 € f(J,_1) e portanto 0, € .J,_; 0 qual
implica pelo lema 1.5 que |f((1 — a,02))| > |f((02,b))|, em outras palavras

F(n-))t = f([1 = a,00)) = [f(1—a),0) = LS.
Agora tomemos a sequéncia de intervalos I, 5 := f~1([1 —a,0,]) C J, el = i) C J;
Tomemos J' = Iy segue que n(J) = n.

Caso 2. Se J,_; C [—1/2,0] entdo J,_; = [¢,a — 1]. Dado que 0 € f(.J), entdo 0; € J,_; pelo
lemna 1.5 temos que | (0, a—1))| > [£((c, 0], isto &, f(Ju1)* = £((01,a—1]) = (0, f(a—1)],
entdao J, == of(Jo_1)T = [1 —a, f(a — 1)]. Agora o lema 1.5 implica

f(J)T =[f(1 —a),0) = L.

Tomemos a sequéncia de intervalos I, ; = f'[1 —a,05] C Jo1 el = fYIi4) C Jiy e

tomemos J' = I segue que n(J) =n+ 1.
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Nos dois casos notemos que por construgao f*(J') C J; parai = 0,1,...,n — 1. Portanto

concluimos que

(I—a)-|f(Jic)| = (L —a)-|Jica] seO¢ f(Ji2)
d(f'(J),{0}) > '

a
9 |Ji,2|, se 0 e f(Jl,Q)

1 —a)- [f(Ji-1)"] =

Para provar o item (b) basta notar que por construcao

n—2
(“22"2> * | Jo| sen épar
Z |Jn—2| Z n—

3
2.2\ 2 , .
(%) |J1| sen éimpar

N | —

e que |Jo| > §[J| e || = % 1J]. o

Uma consequéncia deste lema é o proximo corolario que vai ser uma ferramenta fundamental

para a prova do teorema 0.1, no capitulo 3.

Corolario 1.8. Se {my }rez+ € uma sequéncia tal que limy_,oo my, = 00 € {Ji} € uma sequéncia
de subintervalos de I = [—1/2,1/2] tais que |Ji| > 5= para todo k € Z* entio
k

(a) Eziste uma constante D tal que n(Jy) < D logmy,.

(b) Ezistem constantes E > 0 e & > 0 tais que para todo i = 0,1,...,n(Jx) — 1 tem-se que
SUD,c i) |f/(x)] < E-mS, onde J, ¢ dado pelo lema 1.7.

Demonstracao. (a) Dado que |Jg| > 3% o lema 1.7 implica que
k

2(log 3 +log 2 — 2log a + 3log my,) —|—410g#

2.2
log ©1°
2

n(Jy) < < Dlog my,

2,2
para my, suficientemente grande e D = 7/ log _777 em particular podemos escolher D o sufi-

cientemente grande para que n(J) < Dlogm;, para todo k.

(b) Tomemos o intervalo J;, dado pelo lema 1.7, o item (a) do lema 1.7 diz que

At oy = 0

| (i )i—2]

|(Ji)i| para 0 < i < n(J) — 2. Além disso,
a| 1] e d((Ji)1, {0}) > 2529 7,). Portanto

A construgao dos (Ji); mostra que |(Jg)iio|

>
|(Ji)ol > 21el, [(Ji)1l = Z1el, d((Ji)o, {0}) >

(1—-a)a*> 1
8 3my’

d(f'(J),{0}) =

(1.6)
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para 0 < i < n(J,) — 1. Agora vamos estimar a derivada da fungao f : fi(J') — fitl. As

equagoes 1.6 e 1.7 implicam que para uma constante C' > 1

2 1— a—1 -
Sup |f/(ZE)| <C <a(—3a)) =C- (a2(1 — a))a—l Logl-a mi (1-a)
zefi(J}) 24m;,

Tomando £ = C - (a*(1 —a))* - 247> ¢ £ =3 (1 — a) concluimos a prova. O

Propriedades da Funcao g

Temos que g é C? por partes. Além disso, g possui as seguintes propriedades:

1. Para todo (z,y) € S* com z # 0 temos |9,(g(z, y))| = |z|?, como |z| < § entdo existe A
tal que 1 > A\ > (%)ﬁ > |0y 9].

2. Para todo (z,y) € S* com x # 0, temos que |0,g(z,y)| = 27~ < M dado que 8 > a e

2] < 3.

O primeiro item implica que existe uma contracao da folheagao dada pelas linhas {(x,y, z) €

S tais que 1z = xo} onde os z( sdo constantes.

Pode-se provar que o Atrator de Lorenz é robusto, isto é, ele é persistente para campos
vetoriais proximos dele, isto significa que existe uma vizinhanca U de A tal que para todo
campo vetorial Y, C'-préximo de X, o maximal invariante Ay = (5, Y*(U) também é um
conjunto transitivo para Y. Além disso, temos o teorema seguinte cuj_a prova encontra-se em
[2, Theorem 3.10].

Teorema 1.9. Sejam X o campo vetorial obtido na construcao do Atractor geométrico de
Lorenz e §x a folheacao contratora invariante da secao transversal S. FEntao todo vetor Y
suficientemente Ct-prévimo a X admite uma folheacdo contratora invariante Fy na seccao

transversal S. Além disso, as Ty sdao continuas com folhas C*.

Assim, para Y suficientemente proximo a X. Se fy é a aplicacao quociente fy : S* — S
associada a aplicacao de Poincaré correspondente, as quais chamaremos de Py. Depois de uma
mudanca de coordenadas linear, podemos assumir que as propriedades (f1), (f2), (f3) tém-se.
Porém com outras constantes com fy em um subintervalo [—bg, b1] com by e by proximos a 1/2

em particular

B .., 1 _Dfy(x) |Df2(x)|

~ a—1, . Y

ny(l’) ~ |.T ) 1sto e; 5 S W S C e W S Cl. (].7)
Com C' ,C; uniformemente em uma vizinhanga C? de X com a = a(Y) = —:\\—f dependendo

suavemente de Y, a propriedade (f3) assegura que as fy s@o absolutamente sobrejetivas para

Y suficientemente proximas a X.



Capitulo 2

Conjuntos de Cantor e Medida de
Hausdorft

No inicio do capitulo vamos definir os conceitos basicos de medida para entender o que é a
dimensao de Hausdorff. Nao faremos muitas demonstragoes, somente aquelas que acreditamos

pertinentes, e também definiremos conjuntos de Cantor dinamicamente definidos.

Comecamos definindo o que sao uma medida exterior e uma medida.

Definicao 2.1. Seja X um conjunto, uma medida exterior p em X, € uma aplicagao do con-

Jgunto X nos reais nao-negativos com as sequintes propriedades:

a) p(2) =0,
b) Se A C B entio u(A) < u(B); e
c¢) Se {A;}52, € uma colecio de subconjuntos de X entdo:

M( Aj) < ZM(AJ‘) (2.1)

Definicao 2.2. Seja X um conjunto, e X uma cole¢ao de subconjuntos de X, entao ¥ € uma

o-dlgebra se satisfaz

a) Dex,
b) A€ seesomente se, A=X\Ae€Y,
c) Se Ay, Ay, ... € uma sequéncia de elementos de ¥ entao | J;, A; € X.

Definicao 2.3. Sejam X um conjunto, > uma o-dlgebra de subconjuntos de X e p uma

aplicagao de ¥ em [0, 00+]|, entdo p € uma medida se satisfaz

18
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a) p(0) =0 e

b) se Ay, As, ... € uma sequéncia enumerdvel de elementos de ¥ tais que A; N A; =0 para

i #£ j entdo N N
H (U Az’) = ZM(Az')-

O Teorema de Carathéodory e o Teorema de extensao de Carathéodory (vide [12, 1.11 Ca-
rathéodory’s Theorem| e (ver [12, 1.14 Theorem]) estabelecem que se p é uma medida exterior
entdo a colegao {A C X | u(E) = p(ENA)+u(E\A),VE C X} é uma o-dlgebra e y restrita a
esta o-algebra é uma medida. Vamos chamar os elementos desta o-algebra de pu-mensurdveis.
Reciprocamente se u é uma medida definida em uma o-algebra 3 de X entao u' definida como
W (A) =inf{u(F) | A C E,E € ¥} para todo A C X é uma medida exterior. Pelo anterior
muitas vezes nesta secao nao vamos fazer diferenca entre medida exterior e medida. Definimos

uma probabilidade em X como uma medida para a qual pu(X) = 1.

No que segue vamos supor que X estd munido de uma métrica p, ao par (X, g¢) o deno-
minamos de espago métrico. Agora continuamos a definir uma aproximacao as s-medidas de

Hausdorff As quais sao medidas exteriores.

Para um subconjunto U C X definimos seu diametro, |U| = sup, ,cr; 0(7,y). Para toda
AC X,s>0ed >0 definimos

HDj(A) = inf {Z|Uj|s;tais que A C U U;; e |U;| < 0 para todo j} : (2.2)
j=1

j=1
Note que se A é compacto podemos assumir que ha um nimero finito de Uj.

Definimos a s-dimensional medida de Hausdorff de U, HD?*(U), fazendo limite de § para
zero, isto é:

HD*(U) = lim HD;(U). (2.3)

Temos que o limite existe (pode ser infinito) dado que HD§(U) incrementa quando § decresce

e os seguintes resultados.

Proposicao 2.4. HDj € uma medida exterior para todo 6 > 0.

Claramente pela definigdo HD*()) = 0 e HD*(A) < HD*(B) se A C B. Agora seja
Ay, Ao, ... uma colecao de subconjuntos de X. Dado € > 0 existe uma sequéncia {B;} de

subconjuntos de X tal que

A;c|JBL Bl <6, e Y |Bj]* < HDj(A;)+e27
i=1

=1
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Dado que J32, A; C Uj;—, B} entao

HDS (U Aj) <e+ Zlﬂpg(Aj).
p

Dado que € é arbitrdrio concluimos que HDj (U A;) < >°72, HD;(A;). Segue que HDj é uma

medida exterior.

A proposicao 2.4 implica que HD?® é uma medida exterior, de fato HD?® é uma medida
exterior métrica, isto é, HD® é uma medida exterior e se a dist(A, B) = inf{p(x,y) | = €
A,y € B} > 0 entao

HD*(AUB) = HD*(A)+ HD*(B). (2.4)

Para ver que HD® é uma medida exterior métrica procedemos como segue. Sejam A, B
subconjuntos de X tais que dist (4, B) > 0 e seja 6 < dist (A, B)/2. E fécil provar que
HDj;(AU B) = HDj;(A) + HDj3(B) e portanto HD*(AU B) = HD*(A) + HD*(B).

O seguinte teorema implica que os conjuntos de Borel de (X, p HD?®), isto é a o-algebra
gerada pelos abertos de X estd contida na o-algebra dada pelo teorema de Carathéodory. Para

a prova deste teorema vide [15, Theorem 1.5].

Teorema 2.5. Seja p* uma medida exterior métrica em (X, p) entdo todos os subconjuntos

de Borel de X sao p*-mensurdveis.

Uma proposicao util é a seguinte
Proposicao 2.6. Sejam A um subconjunto de (X,0), ' > s > 0; se HD*(A) < oo entao
HD*(A) = 0.
Agora vamos definir a dimensao de Hausdorff de A como
HD(A) = inf{s > 0 tais que HD*(A) = 0}. (2.5)
Um importante fato facil de demonstrar o seguinte

Proposicao 2.7. Sejam A C X s > 0 entao HD*(A) = 0 se e somente se para todo € > 0
existe uma cobertura de {U;}52, de A tal que Y7 |U;|° < e.

Agora seja A C Re f(z) = ax + b com a # 0, pela definicdo de HD?® é facil demonstrar

que
HD*(f(A)) = a* HD(A). (2.6)

Vejamos a continuagao algumas propriedades da dimensao de Hausdorff

Proposicao 2.8. i) Se A C B entio HD(A) < HD(B),
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ii) Se {Xx}, k=1,2,3... € uma sequéncia contdvel de subconjuntos de X entao
HD (U Xk> — sup{ HD(X})}
k=1 k
i11) Se U é um aberto de R"™ entao HD(U) = n.

i) Se f:(X,px)— (Y, py) € uma fungao Hélder continua com expoente 6 € (0,1] (se =1
entdo f diz-se Lipchitz), isto €

py (f(1), (f(w2)) < C - px(a1,25)°,
entdio HD(f(X)) < HD(X)/#,
v) Se f em iv) € bi-Lipschitz isto € f e f~! sao Lipchitz entio HD(X) = HD(f(X)).

Notemos que a dimensdo de Hausdorff de um ponto é zero portanto ii) implica que a

dimensao de Hausdorff de um conjunto contavel é zero.

Vejamos a seguir um exemplo sobre a medida de Hausdorff.

Exemplo 2.1. O conjunto de Cantor ternario C5 é definido como segue

O3 = {Z %;an e{O,l},VneN}. (2.7)

n=1

& = {z:3"(z) € C3} C Cy para todo n € N. Outra maneira de definir C; é a

seguinte. Tomemos o intervalo [0, 1] e tiremos o ter¢o médio aberto, isto é, tiremos o intervalo

Note que

aberto (%, %) Assim ficam dos intervalos fechados cada um de comprimento % Denotemos
por C! a unido desses intervalos, de novo tiramos o terco médio de cada um desses intervalos
e denotamos a uniao destes novos intervalos como C?, e assim diante definimos C3,...C", ...

O conjunto ternario de Cantor é dado por Cs3 = N>, C,,.

Vamos calcular a dimensao de Hausdorff de C5 seguindo as ideias de [14]. Comecemos
fazendo um calculo heuristico de HD(C3). Se definirmos C, = C3N[0,1/3] e Cq = C3N
[2/3,1] obtemos que C5 = C, U Cy (uma uniado disjunta). Se definimos fi(z) = (1/3)z e
fo(z) = (1/3)x +2/3 entao f1(Cs) = C. e fo(C3) = Cy. Por 2.6 e 2.4 tem-se que HD*(C3) =
HD*(C.)+HD*(Cy) = (1/3)°HD*(C5)+(1/3)*HD*(C5) = 2(1/3)*HD(C5). Se supormos que
HD?*(C3) # 0se s =HD(C3) (o qual pode-se provar, vide o teorema 2.17 ) entao 1 = 2(1/3)®,
s =log2/log 3.

Agora vamos fazer um célculo explicito de HD(C}3), é suficiente provar que 1/2 < HD*(C5) <
1. Se s =log2/log3 sigamos a segunda construgdo de C3 nesta cada C" consta de 2" inter-

valos de comprimento 37, chamemos estes intervalos de k-niveis intervalos. Ao tomarmos
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Figura 2.1: De esquerda para direita, passo a passo na construcao do conjunto de Cantor

terndrio.

os k-niveis intervalos como uma cobertura obtemos que HD;_,(Cs) < 2837% = 1. Ao fazer
k — oo obtemos que HD*(C3) < 1.

Para provar que HD?*(C3) > 1/2 mostremos que

Uil* 21/2=37° (2.8)
2

7

para toda cobertura {U;} de Cs.

Notemos que podemos supor que os U; s@o subintervalos compactos [0, 1] e todos inter-
sectam C3. Para cada U; seja k o numero inteiro tal que 3-(k+1) < |U:;| < 3%, Entao U,
intersecta no maximo um k-nivel, pela segunda construgao de C5 para j > k U, intersecta
no méaximo 297%F = 2/37% < 2/3% jniveis intervalos. Tomemos j o suficientemente grande
para que 3-U+Y < |U;| para todo U;. Dado que | JU; intersecta todos os 27 j-niveis intervalos
os quais tém comprimento 377. Contando intervalos obtemos que 27 < Y. 273%|U;|* que ¢é

equivalente a 2.8.

A seguir vamos introduzir a no¢ao de conjuntos de Cantor e conjuntos de Cantor dinamica-
mente definidos. Seguiremos [8] para enunciar e provar alguns conceitos basicos dos conjuntos

de Cantor dinamicamente definidos. Mas primeiro vejamos algumas definigoes.

Definicao 2.9. Um subconjunto K de um intervalo real I é um conjunto de Cantor se ele é
fechado, totalmente desconexo e um subconjunto perfeito de I (esta ultima condigdo significa
que todo ponto de K é um ponto de acumulac¢ao de K).
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Defini¢ao 2.10. Uma fungao f definida em um subconjunto A de R é expansora se |f'| >n > 1
e f € Cl*, isto €, existe M € RY tal que |f'(y) — f'(z)| < M|y — z|° para todo x,y € A.

Particoes de Markov. Sejam K um conjunto de Cantor e ¥ uma fun¢ao expansora. Defini-
mos uma particao de Markov como uma colecao finita de intervalos disjuntos, K, ..., K, C K

tais que
e ) esta definido em uma vizinhanca de K, para i > 1;

e K esta contido em Ule K;, e a fronteira de cada K; estd contida em cada Kj;

e Para cada 1 < ¢ < k, ¢(K;) é um intervalo o qual é a envolvente convexa de una

subcolecao dos intervalos da particao de Markov;

e Para cada 1 < ¢ < k, para n suficientemente grande (K N K;) = K (isto é, ¥|x é

topologicamente mixing).

Pode-se provar que para todo conjunto de Cantor existe uma particao de Markov com K;, para

todo i, arbitrariamente pequeno.

Exemplo 2.2. Consideremos o conjunto de Cantor ternario Cj, seguindo a definicao dada
anteriormente. Tomemos K = C3, Ky = [0,1], K; = [0, 3], K, = [3,1] e ¢ dada por:

pay={>" T (2.9)

3r—2 x>

N—= N

Note que ¢ é identicamente 3 e portanto ¢ é expansora. Além disso ¥(K;) = (K3) = Ko,
agora tomando a expansao em base 3 de cada ponto x € K;NK, i = 1,2 como em 2.7 obtemos
que *(K N K;) = K. O anterior implica que K, K, C K_ é uma partigao de Markov de Cs
e .

Além disso C3 é um conjunto de Cantor dinamicamente definido, vejamos isto tltimo com

a seguinte definicao.

Defini¢ao 2.11. Um conjunto de Cantor dinamicamente definido (ou simplesmente regular)

¢ um congunto de Cantor K C R junto com:

e um numero \, com 0 < |A| <1 tal que AK € uma vizinhan¢a de um ponto x € K,

e uma aplicacao ¢ : K — K com uma extensdo 1 expansora definida em uma vizinhancga
de K e

e uma particio de Markov {Ky, ..., Ki}.
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Note que sempre podemos associar a uma particao de Markov {K7, ..., K;} e uma fungao
expansora 1 o conjunto de Cantor C' = (2, ¢ (K U--- Kj).

A seguir vejamos alguns exemplos de conjuntos de Cantor dinamicamente definido. Nestes,

vamos supor 1|k, tem derivada constante em cada K;, ou seja, |k, é afim.

Exemplo 2.3. O primeiro exemplo é a generalizacao da construcao do conjunto de Cantor
ternario C3, os chamados conjuntos mid-a-Cantor. Para a construcao deles tomamos K; =
0,i1-a)]e Ky =[;(1+a),1]com0<a <1,

Exemplo 2.4. Agora tomemos K; = [K{, K%, Ky = [KS$,Kd],..., Ky = [K{, K], tais que
0=Kf, K <K{sei<yj,

de Cantor construidos assim sao chamados de Conjuntos de Cantor afins. Uma generalizagao

. 6 [0, K] para todo i = 1,..., k. Os conjuntos

destes conjuntos de Cantor sao os chamados conjuntos de Cantor generalizados onde a imagem
dos K; pela aplicagao expansora ¢ é um intervalo da forma [K7,, K ld] com j; < [; ao invés de
[0, K.

Vejamos a seguir uma propriedade interessante das fungoes expansoras, a chamada Propri-

edade de distorcao limitada, cuja prova é similar a Afirmacao 4 do capitulo 3.

Teorema 2.12. Sejam 1 uma funcao expansora, n € Z", 6 > 0 e q,q no dominio de 1) tais

que

o [¥"(q) —v™M(@) <0 e

e para todo 0 < i <n—1 o intervalo [V'(q), V" (§)] estd contido no dominio de ).

Entao existe §(0) (dependendo somente de 6) tal que |log|(¥™)'(¢)| — log|(¥™)'(§)|| < (6).

Além disso 6(0) converge para zero quando 0 vai para zero.
Demonstragdo. Dado que v é expansora existe n tal que |f/| > n > 1 entao [v" !(q) —

U@ < e (g) — ¢"(@)] < n7'0. Por indugdo obtemos que [¢" 7 (q) — " (q)] < 070,
além disso como 1) € C1*¢ e ¢’ > 1 existe M tal que [log|v'(z) — ¢'(y)|| < M|y — x| entao

[log| (¢™)'(q)] — log|(4")'( Zlogw )| — log|¢/(¥(9))|

= ZMW((J) q)|° < ZM@G ~e(n—i) (2.10)

—€

1—6-¢

< Mo°

Assim 6(6) pode ser tomado como M@Elg;. ]




25

2.1 Dimensao de Hausdorff de conjuntos de Cantor di-

namicamente definidos

A seguir vamos definir o limite de capacidade o qual nos conjuntos de Cantor dinamicamente

definidos é equivalente a dimensao de Hausdorff como veremos depois.

Definigao 2.13. Sejam K um conjunto de Cantor de R, N.(K) o menor nimero de intervalos
de comprimento € necessdarios para cobrir K. Entao o limite de capacidade de K, d(K) € dado
por
d(K) = limsup M.
0 —loge
Note que para a definicao usamos fortemente que K ¢é compacto e que estd contido em um
espaco métrico, nos quais podemos tomar bolas de comprimento € em vez de intervalos. Agora

vejamos dois exemplos sobre o calculo do limite de capacidade.

Exemplo 2.5. De novo tomemos o conjunto de Cantor ternario C's e usemos a notacao usada
na sua construcao. Tomemos a cobertura pelos k-niveis intervalos de C* os quais tém compri-
mento 3%, deduzimos que se 37% < ¢ < 3= =1 entdo N.(C3) < 2%, Portanto

log 2% log 2

. NACy)
d(Cs) =1 ALY = ,
(Ca) = limsup = 0ge ~ han’ log31  log3

Temos também que qualquer intervalo de comprimento e com 3~*+1)

< ¢, intersecta pelo menos
um dos k-niveis intervalos de comprimento 37%. Dado que existem 2* de tais intervalos pelo
menos 2F intervalos de comprimento € sdo necessérios para cobrir C3 pelo qual N.(C3) < 27*.

Portanto

N, log 2% log 2
d(C3) > liminf & > lim inf o8 — % .
=0 —loge k—oo log 3k1  log3

Daf d(Cs) = HD(C3) = 1282

Nem sempre o limite de capacidade é igual a dimensao de Hausdorff. Além disso a definicao
de limite de capacidade pode ser estendida a conjuntos compactos. A seguir, damos um

exemplo de um conjunto com limite de capacidade estritamente maior a dimensao de Hausdorff.

Exemplo 2.6. Seja F' = {0,1,%, 1 ...} dado que F é contdvel HD(F) = 0, mas d(F) =

) 99 30 %
(vide [14, Example 3.5]).

Proposicao 2.14. Seja K C R um conjunto de Cantor entio d(K) > HD(K).

Demonstragao. Para todo d’ > d(K) e e suficientemente pequeno, existe uma cobertura de K

com e~ intervalos de comprimento e. Para essa coberturalf, e d’ > d', temos que HD?' (K) <
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e e’ (vide definicdo de HD?' (K), equacio 2.3). Notemos que quando € vai para zero e~ ¢?”
vai para zero. Isto é para d’ > d(K), a medida d” de Hausdorff de K é zero, isto é d(K) <
HD(K). O

A demonstracao anterior prova um fato mais forte, a saber, que para todo conjunto de
Cantor K C R,

log N.(K
HD(K) < lim inf 28V,
e—0 —loge
Em particular, se HD(K) = d(K) entao
log N.(K
HD(K) = lim log Ne(K)
—0 —loge

O anterior acontece se K é dinamicamente definido. O teorema seguinte ¢é este fato.

Teorema 2.15. Se K é um conjunto de Cantor dinamicamente definido entdo d(K) = HD(K).

Demonstragao. Pela Proposigao 2.14 basta provar que d(K) < HD(K). Para isso, vamos
seguir [8]. Sejam R! = {K,,...,K,,} uma particio de Markov de K, e para n > 1, R"
o conjunto de componentes conexas dos ¥!'™"(K;),K; € R, Para R € R". Sejam também

A = Inf|(¥™)'|r| € An.r = sup|(¢")|g|. Definamos a,, 3, por

D (Aup) ™ =C e > (p) =1
ReR"™ ReR™

1
cumpre-se que HD(K) > «, e d(K) < (5, e depois provaremos que lim, (8, — a,) = 0

v

Com C' uma constante especialmente escolhida, vamos demonstrar que para todo n

~

Para fixar a constante C, lembramos que pela definicao de f3,, existe B tal que 3, < 0.

Tomamos C' = sup|(¢*)'|?, onde k é tal que ¥+ (K; N K) = K para todo K; € R'. Temos
que se Y

K, € sobrejetiva para todo i entao C' = 1.

Agora provemos que d(K) < (3, para todo n. Seja f > d(K). A defini¢ao de d(K) nos
permite tomar € tal que 0 < € < ¢y N (K) < ¢, 0 que implica que existe uma cobertura de
K com no maximo ¢ ? intervalos de comprimento e. Para todo R € R", as imagens inversas
destes intervalos pela fungao ¢"| g formam uma cobertura de R por intervalos com comprimento
no MAaximo e - )\;’E. Ou seja, NE,/\:IlR(R) < e P para 0 < e < ¢, isto é, N(R) < )\;’% - €8 para

0 <e< A, R(R) €. Segue que se A, = Rsu%:) An,g entdao Ne(K) < e P (3 pepn /\;’%). Aplicando
6 n
o mesmo argumento para k < 1 obtemos que

k
N(K)<e? ( > AJ,Q) se 0<e<\ .

ReR™

Portanto
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Agora tomando limite quando 8 — d(K), obtemos

log <ZR€R" )‘;,%K)>
log A\,

d(K) < d(K)+

Como A, > 1 temos que ) )\;%K) > 1 e portanto d(K) < f3,.
ReR™

Agora devemos provar que HD(K) > «,, para todo n. A prova segue por contradicao.
Suponha que HD(K) < «, para algum n. Tome « tal que HD(K) < a < «,. Segue que
existe uma cobertura finita if = {U, };e; de K por intervalos com comprimentos arbitrariamente
pequenos para os quais »_(¢(U;))* também é suficientemente pequeno. Suponhamos que todo

il
clemento de U intersecta a somente um R € R". Isso acontecerd se Y (¢(U;))* < €, onde
iel
€0 > 0 depende apenas de n e a. Coloquemos Up = {U € U | UN R # (0}. Tomemos como
anteriormente k > 0 tal que **}(K;NK) = K para todo K; € R!. Também podemos assumir

que (" *|R)(Uz) é uma cobertura bem definida de K para todo R € R". Notemos que

D FRU)) < (supl(@F) ) A g Y (UU)* < C-Agp- D (6U))™

UelUr UelUr UelUr
Agora se para todo R € R™, > (L(y"*|g(U)))* > € entdo
Uelr
DU =D D (U =Y AR Y (L R(U))
i€l ReR" Uelp ReRn U€eUr
>C™ (Z A;%) @ > (cl > A;;’;) PUCHE
ReRn ReR» i€l
o qual é uma contradi¢ao dado que o < v, ou seja, temos que > AR >C.
RER"
Pelo anterior existe Ry € R™ tal que > (£(v"*|r(U)))* < €9, e obtemos uma cobertura
UEURO

U = (" *| g, )Ug,) = {U;}yep com um niimero menor de elementos tal que Y. (€(U!))* < «.

el
Repetindo o mesmo argumento indutivamente obtemos uma cobertura de K sem elementos,

uma contradi¢ao. Concluimos que HD(K') > «,, como queriamos.

Nos resta ver que lim (53, — o) = 0. Pela propriedade da distorgao limitada existe a > 0
—
e an log a+log C

tal que A, g < a-A, g, paratodon <1le R € R". Sejam n = inf|¢)’| e 6,, = T assim
- _gn n+0n - _6n
doNET <amt Y AR AR
ReR™ ReR™
S aan+9n . ,r’_nen Z AT_L:;% — aan+9n . ,r’_nen . C — 1

RER™
isto ultimo devido a definicao de é,. Segue que 3, < a,, + 6, 0 que implica que
ay loga + log C < HD(K)loga+logC

6n_an§ =
nlogn —loga nlogn —loga
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Portanto lim (8, — a,,) = 0, assim a demonstrac¢ao conclui. [
n—oo

Notemos que a demonstragao anterior nos déa uma ”férmula”’para calcular a dimensao de
Hausdorff a qual vai ser utilizada no capitulo 3. Além disso, dado que para conjuntos de

Cantor dinamicamente definidos afins a; = [; obtemos o seguinte corolério.

Corolario 2.16. Seja {I;}ic; uma colecio finita de intervalos compactos disjuntos, I a en-
voltura convexa de U;e;U; e b uma aplicacdo afim e sobrejetiva em cada I; C I. Entao a

dimensao do conjunto de Cantor afim gerado por esta particao é o nimero d que satisfaz

> L)t =1

icJ

Lembremos que HD*(A) é a s-dimensional medida de Hausdorff (ver a equacao 2.3) e que
HD(A) = inf{s > 0 tais que HD*(A) > 0}, mas para os conjuntos de Cantor dinamicamente

definidos temos que esse infimo ¢é atingido, isso é o que afirma o seguinte teorema.

Teorema 2.17. Seja K C R um conjunto de Cantor dinamicamente definido com HD(K) =
d. Entio 0 < HDYK) < co. Além disso existe ¢ > 0 tal que para todox € K e 0 <r <1,

L HDYB() N K) _

c C.

rd
Para a demostracao ver [8, PROPOSITION 3, Capitulo 4].

Corolario 2.18. Mantendo as notacoes do teorema 2.15, existe as > 1, dependendo somente
de K e tal que para todo R € R™ en > 1 vale

. _ HDRNK)

ag < 9. (2].1)

S Tumy S

Demonstracao. Para mostrar este fato observemos que ¥" ! aplica R em forma difeomorfa em
algum K; € R,. Segue que

N g HDYRNK) < HDYK;NK)< A, - HD*(RN K).
pelo teorema do valor médio temos que

M_U(R) < UK <AL U(R).

n— — n

Pela propriedade da distorcao limitada existe a < 1 tal que A,—1 g < a-\,_1 g, @ qual somente
depende de K e 9. Portanto obtemos que
7d_HDd(KiﬂK) HDYRNK) ad.HDd(KiﬂK)

WK = @Ry (UK,

a




29

Dado que hd um ntmero finito de K; existe M, N > 0 tal que M < ((K;) < N para todo
K;. portanto somente falta provar o mesmo para HD(K; N K). Dado que HD*(K; N K) <
HDK) < 0o, obtemos que HD?(K; N K) é limitado superiormente.

Dado que para algum k > 0 *"1(K; N K) = K, segue pela definicio de dimensio de
Hausdorff que
HDYK; N K) < (sup|(x* ™)) “HD*(K) > 0.

Assim conclui a prova de 2.11. O

Teorema 2.19. Sejam Ky, Ky conjuntos de Cantor dinamicamente definidos, d; = HD(K;)
parai=1,2, d=d; +dy e K = K1 x Ky. Entao existe ¢ > 0 tal que

e 0 < HDUK) < oo, portanto HD(K) = d

_ HD*(KNB,
1 < ( a8 (z))

e C < cpara todox € K e <r <1.

Demonstracao. Pelo teorema anterior é suficiente provar que HD? é equivalente ao produto
de medidas p =: HD% x HD®, pelo qual é suficiente provar para os conjuntos de Borel
Aem K, isto 6 0 < p(A)/HD4A) < oco. Para isto consideremos as parti¢oes de Markov
R1 e Ry para K; e K, respetivamente e seja R} para ¢ = 1,2, a familia de componentes
conexas de w;("_l)(Lj) para L; € R;. Dado que os conjuntos de Borel da forma A = Ry x Ry
com Ry € R}, Ry € R geram a o-algebra de Borel de K vamos-nos restringir a eles. Seja
U={U;xU;|1<j<m}, com ANU,; x Uy; # 0, para todo j, uma cobertura de A por
cubos. Fixemos z;; € U; ; N R; e seja B; ; a bola em K; com centro em x; ; com radio ¢(U; ;)

parat=1,2 e 1 <75 < m, obtemos
j(A) = p(Us; x Upy) = HD™ (Ur; x HD®(Usy))

< HD"(B, ;) x HD%(B,,)
< cioy - (LU ))T - (U(Uyy))®

Dai,
Z(diam(Ul,j x Up,j))? > Z@(Ul,j))dl - (U(Ua )™
> (c1c9)7! Z,U(Ui,j x Us;)
> (c162) " u(A)

Onde diam(B) ¢ o diametro de B. Dado que U ¢ arbitrario segue que HD¥(A) > (cic2) tu(A).

Para a desigualdade na outra direcao construimos coberturas U,,, de A = R; x Ry com

m > n. Fixemos U; € R, Uy contido em R;. Para todo x5 € Ry, tomemos m (U, x2) maximal
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tal que se Us(Uy, x2) denota o elemento de RQWUI’“) contendo x5 entao ((Us(Uy, z2)) > €(Uy).
Temos que {Us(Uy,z3) | Xo € Ry} contém uma cobertura de finita de Ry por intervalos por
intervalos disjuntos. Como os Us(Uy,x5) sdo elementos de particoes de Markov RJ, eles sdo
disjuntos ou sao contidos um no outro. Portanto podemos extrair uma subcubertura finita de
elementos disjuntos. Agora definimos U, como a familia de conjuntos U; x Us(Uy, z5) obtida
dessa maneira para todo U; € R'contido em R;. Assim temos uma cobertura de A = Ry X R».
Além disso, pela propriedade de distorcao limitada existe 0 < b < 1 dependendo somente de
K e 9 tal que se denotarmos os elementos de R “*™*! contendo X, por UL(Uy, x) entdo

(US(Uy, x2)) > £(Us(Uy, z2)). Além disso temos que £(Us(Uy, x2)) < £(Uy). Segue que

Por 2.11 e 2.12 tem-se que
> (diam(Uy x Us(U,22)))* = Y U(Ux(Ur, 22))*
U, Unm

<07 Y (UUD) (U, )"

Um

<Y (ayHDM (Uy 0 Ky)) (g HD® (Us(Ur, w2) N )
Rm

= 0" ayazp(A)
onde a}, e aly sdo dados por 2.11.

Como o diametro de U, vai para zero quando m — oo concluimos que HD(A) <

O

b= abalu(A). Assim termina a demonstracao.

Nosso proximo objetivo é demonstrar que para um conjunto de Cantor K dinamicamente
definido vale que 0 < HD(K) < 1. A prova deste fato precisa de alguns resultados anteriores

contidos em [8]. Para isso, precisamos introduzir alguns conceitos basicos.

Seja K um conjunto de Cantor de R um gap de K é uma componente conexa de R\ K,
agora sejam u € K e U um gap limitado de K, tais que u pertenga a fronteira de U (note que
o conjunto de Cantor K somente pode ter dois gaps nao limitados). Seja também C' a ponte
de K em u, isto é, o intervalo maximal de R tal que u é um ponto fronteira de C', e que C nao
intersecta nenhum gap U’ com comprimento maior o igual ao comprimento de U. Definimos a
grossura de K em u, como 7(K,u) = ¢(C)/¢(U), e a grossura de K, 7(K') como o infimo sobre
os 7(K,u). Outra maneira de definir a grossura equivalente a anterior é a seguinte. Definamos
uma apresenta¢ao como um ordenamento 4 = {U,} de gaps limitados de K. Agora seja I o

menor intervalo compacto contendo K. Para u na fronteira de U,,, 0U,,seja C' a componente
conexa de I \ Uy U --- U, contendo u. Tomemos 7(K, 4, u) = ¢(C)/¢(U,). Entao

T(K) = sip i%fT(K, ).
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definamos também a densidade de K como
0(K) = i]ﬁf sup 7(K, U, u).

Claramente 7(K) < §(K).

A demonstracao das seguintes proposigoes podem ser encontradas no livro de [§].

Proposicao 2.20. Seja K C R um conjunto de Cantor com grossura 7 entdo HD(K) >
log2/log(2+ 1/7), seque que T7(K) > 0 implica HD(K) > 0.

Proposicao 2.21. Seja K um conjunto de Cantor com densidade 0. FEntdo HD(K) <
log2/log(1+1/6). Deduz-se que (K) < oo implica HD(K) < 1.

Teorema 2.22. Se K é um conjunto de Cantor dinamicamente definido entao0 < HD(K) < 1.

Demonstracao. Pelas duas proposigoes anteriores é suficiente demonstrar que 0 < 7(K) e que

0(K) < oo. Para isso vejamos que existe uma apresentagao 4 de K tal que
0 < inf7(K, 4 u) <sup7(K, i u) < oco. (2.13)

Para encontrar uma apresentacao cumprindo 2.13 tomemos R = {K,... K}} uma particao
de Markov de K com aplicagao expansora 1. Sejam Uj,... U1 os gaps de K no interior da
partigdo (lembre-se que K contém as fronteiras dos intervalos da parti¢do). Dado um gap U
de K seja s(U) o menor inteiro ndo negativo tal que 1*(V)(U) ndo estd contido em nenhum
K; € R. Podemos tomar uma apresentacao {4 = {U,,} um ordenamento de gaps limitados de
K.
i <j=s(Us) < s(U)

dado que para todo r > 0 o conjunto de gaps tais que s(U) < r é finito.

Agora vamos provar que U satisfaz 2.13, sejam u € OU;, I o menor intervalo compacto
contendo K e C' a componente conexa de I\ (U; U---U,) contendo u. Temos que ¥(C) C K;,

com K; € R para 0 < n < s(U;) — 1. Além disso, pela propriedade de distor¢ao limitada
existe a > 0, (que depende somente de K e 1)), tal que

O _ M C) O
(U;) ~ L (U) — ;)
equivalentemente
(<)) P il ()

() ()

[IRSRI(e)
(> (Uy))
Ui,...Ug_1 e portanto ws(Ui)(U@-) somente pode tomar um numero finito de valores. O mesmo

Portanto é suficiente provar que 0 < < oo. Para isso notemos que ¢*U(U;) €
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acontece com ¢*(Y)(C) dado que o comprimento de ¥*Y)(C) é menor do que o comprimento
de K e deve conter um K, € R. Para provar que deve conter algum K, procedemos como
segue. Seja v o outro ponto fronteira de C' e U o gap de K com v € 9U. U é ilimitado ou
U = Uj com j < i em qualquer caso s(U) < s(U;). Segue que ¢*U)(v) € K, para algum
K, € R o qual estd contido em algum v*U)(c) concluimos que 0 < £(*V)(U;)). Assim a

prova fica completa. O

O préximo teorema nos fala sobre a continuidade da dimensao de Hausdorff, para enten-

dermos melhor este conceito vejamos a seguinte defini¢ao

Definicao 2.23. Seja K um conjunto de Cantor com funcdo expansora v e uma particao de
Markov {Ky, ..., K}, tal que ¢ € C'¢ e |¢/(p) — ' (q)| < Clp — q|° para todo p,q em uma
vizinhang¢a de K para alguma constante fira C > 0, esta constante C' € chamada de constante
de Holder. Um conjunto de Cantor K estd prézimo de K, se K tem uma fungao expansora @/;

e wma particio de Markov {K,, ..., K;} tal que

o ) é C'¢, ¢ a constante de Holder C de ¢/ é tal que (¢,C) é prézima de (e, C),

o (Ky,...,K)) € prozimo de (K, ..., K;), isto é, os pontos extremos sao proximos.

O teorema é o seguinte

Teorema 2.24. A dimensdo de Hausdorff (limite de capacidade) de um conjunto de Cantor

dinamicamente definido K dependem continuamente de K.

Demonstragao. Notemos que pela definicao (k) intersecta K, em outras palavras contém
K; se e somente se o mesmo acontece com QZ(KZ) e K ;. Portanto para todo xz € K existe um
i e K tal que @ZJ”(EZ) € K, = Y"(x) € K;, para todo n > 0. Como 1 é expansora Z é Unico
definamos h : K — K por h(z) = Z. Da mesma maneira podemos obter h~' : K — K. Isto
demonstra que h é uma bijecdo. Claramente ¢(h(z)) = h(y(z)). Temos h é C-préximo da
identidade para ver isso para isso construamos particoes de Markov R e R de K e K como
na demonstracao do teorema 2.15 e tomemos as componentes conexas das imagens inversas
= D(K;) e =" V(K;). Podemos observar que z e h(z) pertencem aos correspondentes
intervalos de R e R para todo n e esses intervalos nao dependem de n. Dado que K e K sio

compactos e ¢ e 12 tém a propriedade de distorcao limitada.

Vejamos que h é Holder-continua. Tomemos § > 0 tal que d(K;, K;) > 30 e d(K;, K;) > 36
para todo i # j. Agora, para z,y € K com |z — y| < § e tomemos n = n(z,y) > 0 tal que

[V () —¥'(y)| < 20 para 0 < i <n—1

9" (@) =" (y)| = 20.
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Pela definigao de § o intervalo [¢)*(z), 1" (y)] estd contido em algum elemento da particao de
Markov para 0 < i < n. Agora tomemos K suficientemente préximo de K tal que |h(z) —z| <
min{1,§/2} para todo z (notemos que (%) = h(¢(z)). Portanto

|07 (&) — '(5)| <30 para 0 < i <n— 1.

De novo [12(92’), 12(;&)] deve estar contido em algum f(j para todo 0 < i <n — 1. O teorema do
valor médio implica que existem & € [1*(x), ¥ (y)] e & € [(F), ()] para 0 < i < n — 1 tais

que
67@) ~ 0" = |~ ol [Tl
6@ - @) = 7~ 9l [[FE)

Claramente podemos escolher 0 < v < 1 tal que [¢/(&)|" < |[0/(&)] para 0 < i < n — 1. Segue

que ) )
=gl _ 10"@ - )
[z =yl = Jon(z) =yl

Obtemos que h é Holder-continua.

< (diam(K) + 1)577.

Dado que ¢ é C"-préxima a ¢ podemos tomar os & tao préximos dos &; tais que os |1/ (&;)]
sejam quase iguais aos ]1;’ (52)] Portanto se K é préximo de K entéo o exponente de Holder ~

pode ser tomado préximo a 1. O anterior pode ser feito também para h™!.

Podemos ressumir o feito acima dizendo que se K é préximo de K, existe ~ préximo de 1
e um homeomorfismo h : K — K tal que h e h™! sdo Holder continuas com exponente 7. A

proposigao 2.8 implica que v+ HD(K) < HD(K) < ~y~!'- HD(K). Assim termina a prova do

teorema. N



Capitulo 3
Conjuntos de Cantor gordos para f

Neste Capitulo vamos provar o Teorema 0.1. Isto é, vamos provar a existéncia de infinitos
conjuntos de Cantor regulares com dimensao de Hausdorff (denotada aqui H D) arbitrariamente
perto de 1 convergindo para o maximal invariante para a aplicacao uni-dimensional f associada

a um atrator geométrico de Lorenz.

Prova do Teorema 0.1 Construimos os conjuntos de Cantor indutivamente. Lembremos
que LY = [f(1 —a),0). Tomemos qualquer intervalo I C L{ o lema 1.7 implica que existe
um intervalo [; C I e um iterado f™ de f tal que f™ : I; — L{ é um difeomorfismo. Sejam
{J1, J}} os intervalos complementares de I; em L¢. De novo o lema 1.7 implica que existem

Il C J}, IJ C J3, ni en tal que fr I! — L% é um difeomorfismo para i = 1, 2.

Sejam {Ji!, J]?} os intervalos complementares de I} em J{ e {J3', J3?} os intervalos com-

plementares de I3 em Jj.

Continuando como o mesmo procedimento no k-ésimo passo obtemos 7, = 2¥ — 1 intervalos
I,---1, tal que paratodoi = 1,- - , 7 existe um n; tal que f™ : I,, — L{ é um difeomorfismo

(estamos tomando também os intervalos obtidos com esta propriedade nos passos anteriores).

Agora sejam {JF,--- ,Jfkﬂ} os intervalos complementares de |J2, [; e p a medida in-

variante dada pelo lema 1.3 a qual implica que para todo I C [—1, 1] existe ¢ tal que

272
u(d) < eu(d) = e,

Seja € = min{u(Ji(k))} <c min{|Ji(k)\} e seja my, = Lij, em particular my — oo quando

k — o0, agora dividamos os intervalos Ji(k) em 2™* intervalos, J U;) c g =1,...2™ disjuntos

2,

de igual p—medida. Entao

1 J# 1
Qmy, 5] Qmy omy, Qmy, (mk + ]_)

(3.1)

, . , . . e .
No que segue se {xy}rez+ ¢ uma sequéncia de nimeros reais tal que limy_, o, = 0 entao por

abuso de notagdo vamos escrever z; = o(1) para todo k.

34
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Para j =1,---,2™ a equagao 3.1 implica que
log(2"*) = log(u(J;3)) > log(2™"*) — log(m, + 1)

log(u(i5) _ | log(me+1)
log(2-+) log(2-m)

Concluimos que

log(u(J{5)))

=1 1).
og—me) Lol
Temos também que dado que u(I) < ¢|1],
1
J»(k) ( ) _ 3.2
I 2 I8 > G = (32)
log(|Ji(7];)|) > —logc+ log(27™*) — log(my + 1) =
log \Ji(f;)\ L log ¢ + log(my, + 1)
log(2—m*) log(2—m)
log [ J1%)]
<1+4o0o1)=
log(2~) ~ o
k)
|(‘]i,r )| Z 2(1+o(1))mk . (33)

Consideremos o intervalo (—#, #) e definamos f = Id. O fato que u é f-invariante implica:
k k

(Ur () <30 (7 (o)) -2 (o)

7=0
s (3.4)
1 8c 2c
<2) 5 =5+
=0 Mk Ty MYy

Note que se tomamos a soma a partir de j = 1 entao o termo % desaparece.
k

No que segue se A é um conjunto finito vamos denotar #A o numero de elementos de A

(#A é o cardinal de A).

Afirmagao 1. Para k suficientemente grande existe um conjunto R; C {1,...2™} com #R; =

2mx—1 tal que para todo r € R; existe um ponto x € Ji(fn)

x ¢ (ﬁf ( —ct m%)) (3.5a)

T8 < My /m?. (3.5b)

tal que

e existe M; < % tal que
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Demonstracao. A ideia da prova é contar o numero que nao satisfazem essas propriedades.

Consideremos o conjunto

Amy,
- 1
RE = {j1<j<om) P c =, = 3.6
C={j1<<2amh T lJf o (3.6)
Vamos mostrar que para k suficientemente grande #7@10 < 2m:=2 Para isso escreva #7@? =
2me= + N com N, < 2™~ ™. Temos que M(Ji(j)) = u(JZ-(j;)) para todo j € RS e entio usando
as equagoes (3.1) e (3.4) obtemos que

1 ~ 8c 2c
my—ng+Ng ) C < (k) < - 4=
ka(mk 4 1) (2 ) < /L(Jz,l)#Rl S u U JZ,] < m% —+ m%
JERE
Deduzimos que
1 N, 1 2 1 1
bk g il + clms + 1) < — para k suficientemente grande. (3.7)

W

P m% m%
Agora 3.7 implica que para k suficientemente grande #7@,0 = 2mk=3 4 N, < 2Mmk2,

Assim, concluimos que para k suficientemente grande existe R; C {1,...2™} com #R; =

2m: =1 cumprindo 3.5a.

Para provar que podemos escolher R; C {1,...2™} cumprindo 3.5b procedemos como
segue. Para M; > 0 consideramos o conjunto J C R; que nao satisfazem a equacio (3.5b).
Isto é,

= oL k 5 k
J = {j tais que Ji(’j) ER;e \JZ-(J)\ > My/mi}.

Dado que os J,ﬁ’;) sao dois a dois disjuntos temos

#j—<zhh—

J’C eJ

3
Daf segue que #J < = % << 2™~2 quando k — co. Assim, para k suficientemente

M1/m
grande, obtemos #.J << 2™~2 o que implica que #R; > 2™ 1. A prova da afirmacio 1 estd

terminada. O

Afirmagao 2. Seja R; como na afirmagao 1. Para todo r € R; existe j(i,r) € {1,...,4my}
minimal tal que

@D (JEN| > 3.8

PO > g (39

Demonstracao. Se |f(JZ-(I;))] > -1 ndo hd nada a fazer. Caso contrario seja s € {1,...4m;}
) mk

tal que |f5(Ji(ﬁ))| < - dado que existe um z, € J ) tal que v & f7 <—%,%> para
) mk mk mk
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j=1,...4my, temos que 0 ¢ fs(Ji(’f)). Argumentando como na demonstracao do lema 1.7 e
lembrando que |f’| > 1 > /2 obtemos

ns - 25/2—mk
mk—i-l) B (mk—i—l)

> 1P U2 o

1

75 e concluimos a prova. Se |f*T(J, (k))‘ <

(x) ,T —

ZT’

Isso implica que s/2 < 2my. se |f*T1(J (k))\ > 3
s < ) e pelo
lema 1.7 temos que ]f5+1(J(k ) > o] )| De novo se |f5+2(J(k )| > += terminamos.

3m3

Caso contrario, argumentando da mesma maneira obtemos que 0 ¢ fs“(Jl(r ) e logo
PR >l I > PP )

< -5 entao 0 ¢ feram=1( o)y o
k

2,7

raciocinando da mesma manelra que antes, obtemos que 0 ¢ f5+1(

Indutivamente se |f5+2mk*1(JiU;))| <g=
’ k

s+2m k s+2my— k m s m (k
e (TN >l 2 )] > s e D] > 2 8.
A equagao 3.2 implica que

2mk - 1
2mec(my, + 1)~ 3m3

|fs+2mk<(]i(7l;))| >

C(mk+1) <
m2 >

%. Assim, isto termina a prova da Afirmacao 2. [
k

dado que estamos supondo que

Lembrando que L{ = [f(1 — a),0) e que |fj(”)(<](k )| > 53, 0 lema 1.7 e o corolério 1.8
my

da se¢ao 1.2 implicam a seguinte afirmagcao.

. k
) e um numero mg r)

m® 1,

Aﬁrmagéo 3 Para todo r € R;, existe um intervalo I, (i) c i g®

7 ’

tais que f o — L{ é um difeomorfismo, 0 gé (1 )) para s =0,1,...

m®) < Dlogmk e sup

1,7

e o (1) lf'(x)| < E- mk, onde D, E, £ sao as constantes dadas pelo

Coroléario 1.8.

Afirmagao 4. Seja ]2-(7]:;”) - Ji(7k) tal que fI(m)(] (k)) = I(k) onde I( é dado pela afirmacao 3.

Entao existe uma constante K > 0 tal que

19| > KL, || 7). (3.9)

Demonstmgéo Temos pelo teorema do valor médio que \fz(lf,)| = |(fIGm)y (I)Hff’?] para algum
e I5) e |PEN D] = (F4) ()| JE | para algum y € Jf, e portanto

L) 1Py @) L)
TR IEEDY @) paen (8]

(76D ()]
(7Y ()|

Pela afirmagcao 1, para todo Ji(li) existe xy € JZ-( tal que |zo| > — |J(i)]§ Mcom 0 < My <
) T ) mk

(3.10)

Notemos que basta limitar para todo x,y € JZ-’“T dado que

1
|G (7)) 21
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1/3, o que implica que d({0}, J

) l T

) > 1 ) My (onde d é a funcao distancia), isto é |z| > 1;{%41
k k

para todo x € JZ-(f: .

Pelo teorema do valor médio para algum z, € J*

ZT’7

/') : ’
log = |log f'(z) — log f'(y
Jog 51 = log £ (x) ~ log /()
f'(20) C-C M, (1-=M\"" C-Ci-M
<1 <C-Ci-—5- =\
|ng”( )|| |— ’ |‘ |— 1 mz m?]; 1— M,
dado que a equacao 1.7 implica que L N(( )) < Cﬁl com C, ;] dependendo somente de f. Segue
que para algum K >0
i< fW g 3.11
<P = (31D

Pelo anterior fica demonstrado a afirmagao 4 para j(i,7) = 1. Agora suponhamos que

j(i,r) > 1. Temos que

s=75(i,r)—

1) W)l U w)l
(e VT (312

De novo por 3.11 basta limitar o produtério a partir de s = 1. Dado que j(i,7) é minimal

satisfazendo 3.8 temos que

(TN < para s=1,...,j(i,r) — 1. (3.13)

3
3my,

Raciocinando como na demonstracao da afirmacdo 2 obtemos que 0 ¢ f*(J; )) para s =
1

P

., j(i,r) — 1 e portanto f°| & ¢é um difeomorfismo para s = 1,...,j(i,r) — 1. Pela

afirmacdo 1 para todo s € {1,---,j(i,r) — 1} existe um x4 € JZ-(]:) tal que f*(zs) & (—=25, 5,
) mk mk
logo pela equacgao 3.13

d(f*(J3),{0}) > —. (3.14)

2m i
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Segue que

s=j(i,r)-1, .,
g [ “jfg Wl Z log((£°(4))) — log(f'(f*(x))
j(i,r)fl
Z log(f'(f*(y))) — log(f'(f*(x)))]
j(i,r)—1

"z s - (3.15)
<rvwm ; (= )>||f() [ ()]

IN

<@ Z C-Cr- 7z )||fs(‘]z(l7€“))’
(z,’/‘) 1

<(3.13) Z C-Ci-(2mj) - ’fs(Ji(,li))|-
s=1

Onde z, € JZ-(];) para s =1...j(i,r) — 1.
1 (z | < CC1

Usamos que | onde as constantes s6 dependem de f. Agora dado que |f(I)| >
) <

V2|11, f° |Jf'1) ¢ um dlfeomorﬁsmo paras=1,...,5(i,7)—1e fIGr~1 < ﬁ, entao fs(J(

1,7

j(ir)—1=s
s (\%) para s = 1,...j(i,7) — 1 obtemos que
k

s=j(ir)—1 | , jGir)—1—s
PGl !
e I o =@ Z b pa(5) sv<ee

Portanto existe K > 0 tal que

(2,7 _
R M <K (3.16)
I(ff i) ()]
e assim concluimos a demonstragao da afirmacao 4.
O]

O proximo passo € construir os conjuntos de Cantor com dimensao de Hausdorff perto de

um. Para isso consideremos a colegao de aplicacoes sobrejetivas
k)
(ger = S0 0 U0 T0 5 L € R).

Seja gri: Ly = U fi(ffn) — L§ definida por g;,|:w e C} os conjuntos de Cantor dinamicamente
rer; i,7
definidos pelos intervalos lzi(ffn) e gk, isto é:
Ch = () gel (Lh)-

n>1
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O passo final é mostrar que HD(C}%) — 1 quando k — +o00.

Seja a; como na demonstracao do teorema 2.15, isto é, a; < HD(C’,’;) < 1 e definindo

Alji(,kr) - Supzefi(ﬁ) |g;,r(l‘)| temos que

D (A w) =G (3.17)
rER; .
Dado que as g;, sdo sobrejetivas temos que C' = 1 (ver a demonstragdo do teorema 2.15).
Como HD(C}) > «y, basta provar que oy > 1 — o(1) (pois a proposigao 2.21 implica que
. (k) » R .
HD(C}) < 1). Sejam hy = f™r and hy = f707). Dado que g;,, = f™r o f74") tem-se que
Gir = hiohg e
A o9 < sup [Py (x)] - sup |hy(x)|.
" zer® eel®
O corolario 1.8 implica que SUp k) W] < (B - mb)Plogms — pDlogmy .y DE08me = Agora para
estimar sup |h5| notemos que a demonstracio da afirmagao 3 implica que a fungao Ay tem
variacao limitada, e portanto ’
sup [Ry] < K~V inf 1)),
7 ™)

0T “HT

Onde K ¢ dado pela equagao 3.16 . Dado que hg(fff:,)) = fi(ﬁ). O teorema do valor médio
implica

7(k) —
;| p°r<(3'9) K1 por(33) ¢ Lomi(1+o(1)).

As duas anteriores equagoes implicam que

1 “
mp—1 o —aq
o (2(1+o(1))mk> =1= (Al,f.(k)) ' (3.18)

Dado que #R; = 2™~ 1,

As desigualdades 3.17 e 3.18 implicam

A1 ® < K—Q . ED.logmk . mi)-{-logmk . 2mk(1+o(1)) _ ka(l—s—o(l))' (319>

Portanto

(my —1)log2 < (1+0(1)) - mg -y -log2 =

<(l1+o0(1)) oy =

I1—o(1) < (1+4+0(1))- .

obtemos que 1 — o(1) < oy < 1, assim concluimos a demonstragao do Teorema 0.1.
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Corolario 3.1. A dimensao de Hausdorff de Ap (Veja 1.8 para a definigao dele) € estritamente

maior do que 1.
Seja I' = {(z,y,1) :x =0} e

Ap = ﬂ Pi(S\T') como na equagao 1.3.

i>1

Para cada k > 0 sejam C} o conjunto de Cantor regular dado pelo teorema A e
A, = {(z,y) :z € G} (3.20)

Dado que cada Cj é um conjunto de Cantor regular para todo k entdao, A¥ é um conjunto
hiperbélico para P. Além disso, A% C A%™ e

Onde K% e ,K% sao os estdvel e instdvel conjuntos de Cantor associados ao conjunto hi-

perbdlico transitivo A% (Vide [8].) Dado que ;K% é um conjunto de Cantor regular, existe
¢ >0 tal que HD(,K}) > £. Portanto

HD(AY) = HD(Cy) + HD(,K}) > HD(Cy,) + HD(,Kp) > HD(Cy) + €.

O teorema 0.1 implica que para k grande HD(AY) > 1. Dado que A%, C Ap, fica demonstrado

o corolario 3.1. Agora vejamos a prova do teorema principal deste texto.

Demonstracao do Teorema A.

Notemos que o atractor geométrico de Lorenz A satisfaz
A= (U Xt(Ap)> U O, Onde O é a singularidade.
teR

Logo HD(A) > 1+ HD(Ap) > 2.

Assim termina a demonstracao do Teorema A.



Capitulo 4
O espectro de Lagrange

O objetivo deste capitulo é a indicar a demonstracao do teorema B, que é uma aplicagao
importante de que a dimensao de Hausdorff de o Atractor geométrico de Lorenz é maior que

dois.
O enunciado preciso do teorema B é o seguinte:

Teorema 4.1. Seja A o atractor geométrico de Lorenz associado ao fluzo X' e U uma conjunto
aberto onde X' esteja definido. Entdo arbitrariamente perto de X' existe um fluro X} e uma
vizinhanga W de X{ tal que se Ay denota o atractor de Lorenz associado a algum'Y € W,

entdo existe um subconjunto aberto Hy C CY(U,R) tal que para qualquer f € Hy temos que

onde int A denota o interior de A.

A prova deste teorema precisa de alguns resultados que podem encontrar-se em [3] e que

anunciamos aqui ”por completes”e porque sao muito importantes.

Seja k fixo tal que HD(A%) > 1, T' = {(z,y,1) | * = 0} e a aplicacdo de Poincaré dada
em 1.2, pela construgao do atrator geométrico de Lorenz, existe € > 0 tal que d(A%,T) > 2¢,
onde d(A, B) representa a distancia de A a B. Seja Up uma vizinhanca C? de P tal que se
P € Up e Api é a continuagdo hiperbélica de A%, entdo d(A%,T") > €. O lema a seguir nos dé

uma interessante propriedade local.
Lema 4.2. Dado P € Up eziste um fluzo geométrico de Lorenz X', C%-prézimo a X', tal que

a restricao a Af_:, da aplicacdo de Poincaré associada a X' coincide com a restricao de P a A';_:,.

Seja U um conjunto aberto onde o fluxo atua, e A C U, Onde A é o atrator de Lorenz

inicial. Dado F' € C°(U,R), definamos a fun¢ao max Fly : S* — R da seguinte maneira:

max Fx(z) == max F(X'(2))

t(2)<t<t (2)

42
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onde t_(z),t,(x) sdo tais que P~} (x) = X*-@)(2) e P(z) = X"+ (z).

Notemos que esta funcao é continua e claramente depende do fluxo X*.

Lema 4.3. Seja A% como na equagdo 3.20. Entdo existe um conjunto C*-aberto e denso
By c C°(U,R) tal que dado B > 0, para qualquer F € Bx existem umas sub-ferraduras’
WAZY C A% com HD(L.K3) > HD(K]) — 3, HD(1K%) > HD(KY) — 8 e uma particio
de Markov yRy" de pAR", tal que a aplicagdo max Fy|gn rsn € CHS* N RE",R), onde
K5 e K} sao os conjuntos de Cantor dinamicamente definidos que descrevem a transversal

geométrica das folhas estdvel/instavel de W™*(rA3") e W»S(A%) respetivamente.

A prova do lema anterior encontra-se em [20, Lemma 18, pdg 35-37].

Observagao 1. Seja = € int(S*) tal que P(z) = X*@)(x) € int(S*). O teorema do fluxo
tubular implica que existem uma vizinhanga U, C S* de x e um difeomorfismo ¢ : U, X
(=6t (z) +€) = YUy X (=€, t4(x) +€)) C U tal que Dip(;4(0,0,1) = X (¢(2,t)) para todo
(z,t) € Uy X (—€,t4(x) + €). Além disso, os elementos da partigao de Markov sdo disjuntos,
tém diametro pequeno e A% é compacto. Sem perda de generalidade podemos supor que existe
uma cole¢o finita de subconjuntos abertos U, tais que U,, NU,, = 0 e A}, C JU,, para
alguns z; € A%. Denotemos por ¢; : Uy, X (—€,ty(x;) +€) = 0; (Up, X (—6,t(z;) +€) CU
tal que (Dv;)(2(0,0,1) = X (¢i(z,1)).

Também temos o seguinte corolario relativo ao lemma anterior.

Corolario 4.4. A propriedade de existéncia de Bx no lema 4.3 € robusta no sentido que se

Y é um campo vetorial C'-prézimo de X entdo Bx = By e para todo F' € By, tem-se que
max Fy € C1(S* N Ry R).

Demonstracao do teorema 4.1. Seja k o suficientemente grande para que a dimensao da fer-
radura transitiva A% (Dada no corolério 3.1) seja maior que 1. Sejam F € By, (A%" e K3

como no lema 4.3 com

HD(xAR") > HD(K") — 8

onde podemos supor que 3 é suficientemente pequeno para que H D(; A5 UiA%) > 1. Tomemos
a sub-ferradura A := A% UpA% de A% e seja Ry := 1, R% U, RY%. Consideremos o par (P, Ar),
temos que HD(Ar) > 1 entdo por [19, Main Theorem| existe P € Up, onde Up é como no
lema 4.2, tal que se Ap é a continuacdo hiperbélica de Ap, entdo o par (157]\1;) satisfaz as

conclusoes do teorema [19, Main Theorem)], isto é, se

Mf(]\p) ={z € Ap: f(z) > f(y) paratodo y € AR}

! Aqui uma ferradura é um conjunto compacto, localmente maximal, transitivo hiperbélico de tipo sela.
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é o conjunto de pontos maximos de f em Ap e e®" s@o os vetores unitarios da fibra estavel e

instavel respetivamente, entao o conjunto
Hi(P, Ap) = {f € CY(S"NRp,R) | #M;(Ap) = 1 para z € My(Ap), (Df).(e") # 0}

é aberto e denso.

Notemos que 7-[1(15, /~\F) é o conjunto de funcées [ tais que se z € Mf(]\F), entao o
gradiente V(f(z)) nao é colinear a dire¢ao estavel nem a diregao instével de z. Portanto, por
[19, Main Theorem]|, para cada f € Hy(P, Ap) o espectro dindmico de Markov tem interior
nao vazio,isto é,

int(M(f, Ap)) # 0 e int(L(f, Ap)) # 0. (4.1)

Agora vamos usar as aplicagoes dadas pelo corolario 4.4 para recuperar a mesma propriedade
para o espectro de alguma perturbagao de F', e dessa maneira também recuperar a mesma
propriedade para as perturbagoes do fluxo. Lembremos a definicao de F' dada acima. Para

isso procedemos assim:

Pelo coroldrio 4.4, a fungao max Fig(x)|s-nr, é C*, onde X ¢ dado pelo lema 4.2, e dado

que 7—[1(15, /NXF) é aberto e denso. Usando coordenadas locais como na observacao do 1 com

respeito ao fluxo X, podemos encontrar uma fungao g € C%*(S*,R) tal que

maXFX—(l‘) S*RF<ZE1,$2,$3) + g(l’l,$2) < Hl(ﬁ), AF) (42)

Agora pelo lema 4.2 a aplicacdo associada a X' restrita a Ap é igual a P restrita a Ap. Seja

H(xq,x9,23) = F(r1,%2,23) + g(21,72). Como o g ndo depende da coordenada z3, temos que

max H ¢ (z)
H1<p7 ‘/N\F)

Portanto, dado que M(max Hg, Ap) = {supnGIR max Hy(P"(2)) : z € /N\F} c M(H,X),

4.1 implica que

s«nrp = max Fg(z)|s«nr, + g. Portanto, o 4.2 implica que max H ¢(z)|s*nr, €

int M(H, X) % 0.

Da mesma maneira obtém-se que L(max Hg¢,Ap) C L(H,X). A prova do teorema 4.1 estd

terminada. N
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