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Orientador: Ilir Snopche

Rio de Janeiro

Fevereiro de 2018



p-Grupos finitos com grupo de automorfismos pequeno

Daniel Alber Ninaquispe Corales

Dissertação de Mestrado apresentada ao Pro-

grama de Pós-graduação em Matemática IM, da
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RESUMO

p-GRUPOS FINITOS COM GRUPO DE AUTOMORFISMOS PEQUENO

Daniel Alber Ninaquispe Corales

Orientador: Ilir Snopche

Resumo da dissertação de mestrado submetida ao Programa de Pós-graduação do

Instituto de Matemática, da Universidade Federal do Rio de Janeiro-UFRJ, como parte

dos requisitos necessários à obtenção do t́ıtulo de Mestre em Matemática.

Seja p um primo. Um p-grupo finito é um grupo finito em que a ordem de todo elemento

é igual a uma potência de p. Os p-grupos finitos formam uma classe importante de grupos

com muitas propriedades interessantes e bonitas. Através dos teoremas de Sylow, eles são

os “blocos de construção”de grupos finitos arbitrários.

Um dos tópicos mais importantes na teoria dos p-grupos finitos é o estudo dos auto-

morfismos de p-grupos finitos; em particular, o estudo da relação entre um p-grupo finito

G e o seu grupo de automorfismos Aut(G). A questão mais famosa nesta direção é a

seguinte: É verdade que |G| divide |Aut(G)| para cada p-grupo finito não-abeliano G? O

primeiro resultado nesta direção foi publicado há mais de 60 anos. Atualmente, há uma

literatura rica sobre esta questão com resultados positivos em várias classes de p-grupos

finitos.

Esta dissertação baseia-se em um artigo recente de González-Sánchez e Jaikin-Zapirain

[13], e o seu objetivo principal é mostrar que a resposta à questão acima em geral é negativa.

Na verdade, depois de uma grande quantidade de resultados positivos durante os últimos

60 anos, recentemente González-Sánchez e Jaikin-Zapirain, usando a teoria de grupos pro-

p uniformes, provaram que existe um p-grupo finito não-abeliano G tal que |Aut(G)| < |G|.

Palavras-chave: p-Grupos finitos, Automorfismos de p-grupos finitos, Grupo de auto-

morfismos, Grupos pro-p uniformes, Grupos profinitos, Cohomologia de grupos profinitos.

Rio de Janeiro

Fevereiro de 2018



ABSTRACT

FINITE p-GROUPS WITH SMALL AUTOMORPHISM GROUP

Daniel Alber Ninaquispe Corales

Orientador: Ilir Snopche

Abstract da dissertação de mestrado submetida ao Programa de Pós-graduação do

Instituto de Matemática, da Universidade Federal do Rio de Janeiro-UFRJ, como parte

dos requisitos necessários à obtenção do t́ıtulo de Mestre em Matemática.

Let p be a prime. A p-group is a group in which the order of every element is equal to

a power of p. Finite p-groups form an important class of groups with many interesting and

beautiful properties. Via the Sylow theorems they are the ‘building blocks’ of arbitrary

finite groups.

One of the most important topics in the theory of finite p-groups is the study of the

automorphisms of finite p-groups; in paricular, the study of the relation between a finite

p-group G and its group of automorphisms Aut(G). The most famous question in this

direction is the following: Is it true that |G| divides |Aut(G)| for every non-abelian finite

p-group G? The first result regarding this question is more than 60 years old. Nowadays

there is a rich literature concerning this question with positive results in various classes of

finite p-groups.

This dissertation is based on a recent paper of González-Sánchez and Jaikin-Zapirain

[13], and its main purpose is to show that the answer to the above question in general is

negative. Indeed, after a huge number of positive results during the last 60 years, recently

González-Sánchez and Jaikin-Zapirain, using the theory of uniform pro-p groups, proved

that there exists a non-abelian finite p-group G such that |Aut(G)| < |G|.

Key words: Finite p-groups, Automorphisms of finite p-groups, Automorphism group,

Uniform pro-p groups, Profinite groups, Cohomology of profinite groups.
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Introdução

Seja p um primo. Um p-grupo é um grupo em que a ordem de todo elemento é igual a uma

potência de p. Não é dif́ıcil ver que um grupo finitoG é um p-grupo se e somente se |G| = pk

para algum inteiro não negativo k. Os p-grupos finitos formam uma classe importante de

grupos com muitas propriedades interessantes e bonitas. Através dos teoremas de Sylow,

eles são os “blocos de construção”de grupos finitos arbitrários. Por exemplo, um grupo

finito G é nilpotente se e somente se é produto direto de seus p-subgrupos de Sylow.

Um dos tópicos mais importantes na teoria dos p-grupos finitos é o estudo dos auto-

morfismos de p-grupos finitos; em particular, o estudo da relação entre um p-grupo finito

G e o seu grupo de automorfismos Aut(G). A questão mais famosa nesta direção é a

seguinte: É verdade que |G| divide |Aut(G)| para cada p-grupo finito não-abeliano G?

O primeiro resultado nesta direção é o resultado de Schenkman, que foi publicado há

mais de 60 anos. Em [7] Schenkman mostrou que essa questão sempre tem uma resposta

positiva para os p-grupos finitos não-abelianos de classe 2; a demonstração de Schenkman

teve um erro, que foi concertado pelo Faudree em [26]. Atualmente, há uma literatura

rica sobre esta questão com resultados positivos em várias classes de p-grupos finitos. Por

exemplo, a questão tem resposta positiva para os p-grupos finitos de expoente p [32], para

os p-grupos finitos de classe maximal [1], para os p-grupos finitos de ordem ≤ p7 [23], para

os p-grupos finitos modulares [27], para os p-grupos finitos com centro de ordem p, para

os p-grupos metaćıclicos com p ı́mpar, etc.

Esta dissertação baseia-se em um artigo recente de González-Sánchez e Jaikin-Zapirain

[13], e o seu objetivo principal é mostrar que a resposta à questão acima em geral é

negativa. Na verdade, depois de uma grande quantidade de resultados positivos durante

os últimos 60 anos, recentemente González-Sánchez e Jaikin-Zapirain provaram que existe

um p-grupo finito não-abeliano G tal que |Aut(G)| < |G|. Para provar esse resultado,

eles usaram a teoria de grupos pro-p e técnicas cohomológicas. A ideia principal é achar

um grupo pro-p anaĺıtico p-ádico (mais precisamente, um grupo pro-p uniforme) G tal que

dim(Aut(G)) < dim(G), onde dim(G) é a dimensão de G como variedade anaĺıtica p-ádica;

como Aut(G) também é um grupo anaĺıtico p-ádico, faz sentido considerar dim(Aut(G)).

Escrevendo esse grupo G como limite inverso de p grupos finitos {Gi}i≥1, isto é G = lim
←−

Gi,

temos que Aut(G)=lim
←−

Aut(Gi). Agora basta mostrar que para algum j suficientemente

grande |Aut(Gj)| < |Gj |.

No primeiro caṕıtulo deste trabalho fazemos uma revisão de grupos topológicos e limi-

tes inversos. No segundo caṕıtulo introduzimos os inteiros p-ádicos e o grupo de Prüfer.

Em seguida, em terceiro caṕıtulo, fazemos uma revisão sobre os p-grupos finitos e os au-

tomorfismos de grupos finitos. O quarto caṕıtulo aborda vários tópicos relacionados aos

1
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grupos profinitos e pro-p. Grupos profinitos são grupos topológicos compactos e total-

mente desconexos, que aparecem naturalmente como grupos de Galois de extensões de

corpos. Equivalentemente, um grupo profinito é o limite inverso de um sistema inverso

de grupos finitos. Um grupo pro-p é o limite inverso de um sistema inverso de p-grupos

finitos. Na primeira parte do caṕıtulo 4 apresentamos a teoria básica de grupos profinitos

e grupos pro-p, incluindo a conexão de grupos profinitos com grupos de Galois. Em se-

guida, introduzimos os grupos pro-p powerful, grupos pro-p de posto finito e grupos pro-p

uniformes. Conclúımos o caṕıtulo quatro com a introdução de Álgebras de Lie associadas

aos grupos pro-p uniformes. No caṕıtulo cinco apresentamos a conexão entre os grupos

p-ádicos anaĺıticos e a Teoria de Lie. No sexto caṕıtulo fazemos uma breve revisão dos

conceitos e resultados básicos da cohomologia de grupos profinitos, que vamos usar na

demonstração do teorema principal deste trabalho. No caṕıtulo 7 introduzimos a álgebra

de Lie nilpotente de Sato; essa álgebra de Lie tem papel crucial na construção de um grupo

pro-p uniforme G tal que dim(Aut(G)) < dim(G). Finalmente, no último caṕıtulo, vamos

provar o Teorema de González-Sánchez e Jaikin-Zapirain, ou mais precisamente, vamos

mostrar que existe um p-grupo finito não-abeliano H tal que |Aut(H)| < |H|.

Além do artigo [13], as principais referencias deste trabalho são os livros [11], [15], [6],

[8], [20], [19], [14], [5] e os artigos [2] e [18].



Caṕıtulo 1

Grupos Topológicos e Limites

Inversos

Este primeiro caṕıtulo analisa as noções de topologia, tais como espaços Hausdorff, espaços

desconexos, grupos topológicos e limites inversos. O desenvolvimento deste caṕıtulo foi

obtido do livro de Jhon S. Wilson ‘Profinite groups’ [15].

1.1 Espaços Topológicos

Um espaço topológico é um conjunto X junto com uma famı́lia de subconjuntos chamados

conjuntos abertos, com as seguintes propriedades:

(i) O conjunto vazio ∅ e X são abertos.

(ii) A interseção de dois conjuntos abertos é um conjunto aberto.

(iii) A união de uma coleção de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

O conjunto formado por esses abertos é chamado uma topologia emX. Um subconjunto

de X é chamado fechado se seu complemento é aberto. Se Y é um subconjunto de X o

fecho Y de Y é a interseção de todos os conjuntos fechados contendo Y , em particular

Y é um conjunto fechado. Um subconjunto Y de X é chamado denso em X se Y = X.

Uma vizinhança aberta de um elemento x de X é um conjunto aberto contendo x. Uma

base para a topologia em X é uma coleção {Uλ | λ ∈ Λ} de conjuntos abertos tal que

cada conjunto aberto é uma união de alguns dos conjuntos Uλ (E uma base de vizinhanças

abertas de x é definida similarmente). Qualquer conjunto X pode ser considerado como

um espaço topológico em relação à topologia na qual cada subconjunto é aberto; esta

topologia é chamada a topologia discreta em X, e X é chamado então um espaço discreto.

Se Y é um subconjunto de um espaço X, então a coleção de todos os subconjuntos

da forma Y ∩ U com U aberto em X é uma topologia em Y ; esta topologia é chamada a

topologia de subespaço, e em relação a esta topologia Y é chamado um subespaço de X.

Um espaço topológico X é chamado compacto se, para cada famı́lia {Uα | α ∈ A} de

subconjuntos abertos cuja união é X existe uma subfamı́lia finita {Uα1 , ..., Uαn} cuja união

é X.

Um espaço topológico X é chamado Hausdorff se dados quaisquer dois elementos x e

y em X existem duas vizinhanças U e V de x e y respectivamente tal que U ∩ V = ∅.

3
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Um espaço X é chamado conexo se não pode ser escrito como a união disjunta de dois

subconjuntos abertos não vazios. Um espaço topológico X se diz totalmente desconexo se

cada subespaço conexo tem no máximo um elemento.

Proposição 1.1.1 Seja X um espaço compacto Hausdorff.

(a) Se C,D são subconjuntos fechados tal que C ∩ D = ∅, então existem subconjuntos

abertos U, V tais que C ⊆ U , D ⊆ V e U ∩ V = ∅.

(b) Seja x ∈ X e seja A a interseção de todos os subconjutnos de X contendo x os quais

são ao mesmo tempo fechados e abertos. Então A é conexo.

(c) Se X é totalmente desconexo, então cada conjunto aberto é a união de conjuntos os

quais são ao mesmo tempo fechados e abertos.

Dizemos que uma aplicação f : X → Y entre dois espaços topológicos é cont́ınua se a ima-

gem inversa de um aberto em Y é um aberto em X. Um homeomorfismo é uma aplicação

bijetiva continua onde a aplicação inversa é cont́ınua .

Proposição 1.1.2 Sejam X e Y dois espaços topológicos.

(a) Cada subconjunto fechado de um espaço compacto é compacto.

(b) Cada subconjunto compacto de um espaço Hausdorff é fechado.

(c) Se f : X → Y é cont́ınua e X é compacto então f(X) é compacto.

(d) Se f : X → Y é cont́ınua e bijetiva com X compacto e Y Hausdorff então f é um

homeomorfismo.

(e) Se f : X → Y e g : X → Y são cont́ınuas e Y é Hausdorff então {x ∈ X | f(x) =

g(x)} é fechado em X.

Proposição 1.1.3 Seja X um espaço totalmente desconexo. Então para cada x em X,

{x} é fechado em X.

Seja ρ uma relação de equivalência sobre um espaço topológico X, e escrevemos X/ρ

para o conjunto quociente e q para a aplicação quociente de X para X/ρ. A topologia

quociente sobre X/ρ é a topologia cujos conjuntos abertos são os subconjuntos V de X/ρ

tais que q−1(V ) é aberto em X. Se X/ρ tem a topologia quociente então a aplicação

quociente q é cont́ınua.

O produto cartesiano (ou simplesmente produto) de uma famı́lia {Xλ | λ ∈ Λ} de

conjuntos é o conjunto
∏
λ∈ΛXλ cujos elementos são as aplicações x de Λ para

⋃
λXλ com

a propriedade que x(λ) ∈ Xλ para cada λ. Podemos considerar os elementos de
∏
λ∈ΛXλ

como vetores com entradas ou coordenadas indexadas por elementos de Λ. Assim um

elemento t́ıpico será escrito como (xλ). A aplicação projeção πλ :
∏
λ∈ΛXλ → Xλ é a

aplicação que leva um elemento x ∈
∏
λ∈ΛXλ para o valor x(λ). O produto de uma

famı́lia finita X1, ..., Xn de conjuntos é denotada por X1 × ...×Xn.
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Agora suponha que cada Xλ é um espaço topológico. A topologia produto em
∏
λ∈ΛXλ

tem como seus conjuntos abertos todas as uniões de conjuntos da forma

π−1
λ1

(U1) ∩ ... ∩ π−1
λn

(Un)

com n finito, cada λi em Λ e Ui abertos em Xλi . Portanto cada aplicação projeção πλ é

cont́ınua, de fato, a topologia produto é a menor topologia que faz as aplicações projeção

cont́ınuas.

Seja Z um espaço topológico e f : Z →
∏
λ∈ΛXλ uma aplicação, afirmamos que f é

cont́ınua se e somente se cada aplicação πλf é cont́ınua.

Teorema 1.1.4 Seja {Xλ | λ ∈ Λ} uma famı́lia de espaços topológicos.

(a) Se cada Xλ é Hausdorff então
∏
λ∈ΛXλ é Hausdorff.

(b) Se cada Xλ é totalmente desconexo então
∏
λ∈ΛXλ é totalmente desconexo.

(c) (Teorema de Tychonoff)Se cada Xλ é compacto então
∏
λ∈ΛXλ é compacto.

1.2 Grupos Topológicos

Definição 1.2.1 Um grupo topológico é um conjunto G que é ao mesmo tempo um grupo

e um espaço topológico e para o qual a aplicação (x, y)→ xy−1 de G×G (com a topologia

produto) para G é cont́ınua.

Se G é um grupo, g ∈ G e U, V subconjuntos de G, escrevemos Ug = {ug | u ∈ G},
gU = {gu | u ∈ G}, U−1 = {u−1 | u ∈ U} e UV = {uv | u ∈ U, v ∈ V }. Escrevemos

1 para o elemento identidade de um grupo. O seguinte Lema contém alguns resultados

elementares sobre os grupos topológicos.

Proposição 1.2.2 Seja G um grupo topológico e sejam x, y elementos de G. Então

(a) A aplicação (x, y) → xy de G × G para G é cont́ınua e a aplicação x → x−1 de G

para G é um homeomorfismo. Para cada g ∈ G as aplicações x → xg e x → gx de

G para G são homeomorfismos.

(b) Se H é um subgrupo aberto (resp. fechado) de G então cada classe lateral direita

Hg ou esquerda gH de H em G é aberta (resp. fechada).

(c) Cada subgrupo aberto de G é fechado, e cada subgrupo fechado de ı́ndice finito é

aberto. Se G é compacto então cada subgrupo aberto de G tem ı́ndice finito.

(d) Se H é um subgrupo contendo um subconjunto aberto não vazio U de G então H é

aberto em G.

(e) Se H é um subgrupo de G e K é um subgrupo normal de G então H é um grupo

topológico em relação à topologia induzida e G/K é um grupo topológico em relação

à topologia quociente; e a aplicação q de G para G/K leva conjuntos abertos para

conjuntos abertos.



UFRJ IM 6

(f) G é Hausdorff se e somente se {1} é um subconjunto fechado de G; e se K é um

subgrupo normal de G então G/K é Hausdorff se e somente se K é fechado em G.

Se G é totalmente desconexo então G é Hausdorff.

(g) Se G é compacto e Hausdorff e se C,D são subconjuntos fechados então o conjunto

CD é também fechado.

(h) Suponha que G é compacto e seja {Xλ | λ ∈ Λ} uma famı́lia de subconjuntos fechados

com a propriedade que para todos λ1, λ2 ∈ Λ existe um elemento µ ∈ Λ para o qual

Xµ ⊆ Xλ1 ∩ Xλ2. Se Y é um subconjunto fechado de G, então (
⋂
λ∈ΛXλ)Y =⋂

λ∈ΛXλY .

Proposição 1.2.3 Seja G um grupo topológico compacto. Se C é um subconjunto que é

ao mesmo tempo fechado e aberto e contém o conjunto {1}, então C contém um subgrupo

aberto normal.

1.3 Limites Inversos

Um conjunto dirigido é um conjunto parcialmente ordenado I onde para todo i, j ∈ I

existe um elemento k ∈ I tal que i ≤ k e j ≤ k.

Definição 1.3.1 Um sistema inverso (Xi, ϕij) de espaços topológicos indexado por um

conjunto dirigido I consiste de uma famı́lia {Xi | i ∈ I} de espaços topológicos e uma

famı́lia {ϕij : Xj → Xi | i, j ∈ J, i ≤ j} de aplicações cont́ınuas tal que ϕii é a aplicação

identidade idXi e ϕijϕjk = ϕik onde i ≤ j ≤ k. Na definição não precisamos que os

conjuntos Xi sejam espaços topológicos. Podemos mudar eles por grupos topológicos ou

anéis dependendo de cada caso.

Seja (Xi, ϕij) um sistema inverso de espaços topológicos e seja Y um espaço topológico.

Chamaremos à famı́lia {ψi : Y → Xi | i ∈ I} de aplicações cont́ınuas compat́ıvel se

ϕijψj = ψi onde i ≤ j. Esta condição é equivalente a mostrar que o seguinte diagrama

Y
ψj

~~

ψi

  
Xj ϕij

// Xi

comuta.

Definição 1.3.2 Um limite inverso (X,ϕi) de um sistema inverso (Xi, ϕij) de espaços

topológicos (resp. grupos topológicos, anéis) é um espaço (resp. grupos topológicos,

anéis) topológico X junto com uma famı́lia compat́ıvel (ϕi : X → Xi) de aplicações

cont́ınuas (resp. homomorfismos cont́ınuos) com a seguinte propriedade universal: sempre

que (ψi : Y → Xi) é uma famı́lia compat́ıvel de aplicações cont́ınuas do espaço Y (resp. de

homomorfismos cont́ınuos de um grupo ou anel Y ) topológico, existe uma única aplicação

cont́ınua (resp. homomorfismo cont́ınuo) ψ : Y → X tal que ϕiψ = ψi para cada i.
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Portanto, precisamos que exista um único ψ tal que o seguinte diagrama comute

Y
ψ

��

ψi

  
X ϕi

// Xi

A proposição seguinte mostra que o limite inverso existe e é único.

Proposição 1.3.3 Seja (Xi, ϕij) um sistema inverso de espaços topológicos, indexado

por I.

(a) Se (Y, ϕi) e (Z,ψi) são limites inversos do sistema inverso (Xi, ϕij), então existe

um isomorfismo σ : Y → Z tal que ψiσ = ϕi para cada i.

(b) Denotamos por πi a aplicação projeção de
∏
j∈I Xj para Xi e definimos

X = {c ∈
∏
j∈I

Xj | ϕijπj(c) = πi(c), ∀i, j com j ≥ i} (1.1)

e ϕi = πi|X para cada i. Então (X,ϕi) é um limite inverso de (Xi, ϕij).

(c) Se (Xi, ϕij) é um sistema inverso de grupos topológicos e homomorfismos cont́ınuos,

então X é um grupo topológico e as aplicações ϕi são homomorfismos cont́ınuos.

Este resultado mostra que o limite inverso de um sistema inverso (Xi, ϕij) existe e é

único sob isomorfismos. Denotemos este limite inverso por lim
←

(Xi, ϕij), ou simplesmente

por lim
←

Xi.

Proposição 1.3.4 Seja (Xi, ϕij) um sistema inverso indexado por I, e escrevemos

X = lim
←

Xi.

(a) Se cada Xi é Hausdorff, então X é Hausdorff.

(b) Se cada Xi é totalmente desconexo, então X é totalmente desconexo.

(c) Se cada Xi é compacto e Hausdorff, então X é compacto e Hausdorff.

(d) Se cada Xi é um espaço não vazio compacto Hausdorff, então X é não vazio.

Proposição 1.3.5 Seja (X,ϕi) um limite inverso de um sistema inverso (Xi, ϕij) de

espaços compactos Hausdorff não vazios indexados por I. Temos as seguintes afirmações:

(a) ϕi(x) =
⋂
j≥i ϕij(xj) para cada i ∈ I e x ∈ X.

(b) Os conjuntos ϕ−1
i (U) com i ∈ I e U aberto em Xi formam uma base para a topologia

sobre X.

(c) Se Y é um subconjunto de X que satisfaz ϕi(Y ) = Xi para cada i, então Y é denso

em X.

(d) Se θ é uma aplicação do espaço Y para X então θ é cont́ınua se e somente se cada

aplicação ϕiθ é cont́ınua.
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(e) Se f : X → A é uma aplicação cont́ınua, sendo A discreto. Então para algum i

existe uma aplicação cont́ınua g : Xi → A satisfazendo f = gϕi.

Proposição 1.3.6 Seja X um espaço totalmente desconexo compacto Hausdorff. Então

X é o limite inverso de seus espaços quocientes discretos.



Caṕıtulo 2

Os inteiros p-ádicos e o grupo de

Prüfer

Na segunda seção do caṕıtulo anterior desenvolvimos a teoria de limites inversos. Dos

exemplos muitos importantes dentro dessa teoria são o anel de inteiros p-ádicos e o grupo

de Prüfer. Os inteiros p-ádicos serão a base para definir os grupos p-ádicos anaĺıticos

no caṕıtulo 4 e poderemos definir as álgebras de Lie que usaremos na demonstração do

Teorema principal no caṕıtulo 7. Para este caṕıtulo, foi usado o livro “Field Arithmetic”de

Michael D. Fried e Moshe Jarden [20].

2.1 Inteiros p-ádicos

Definição 2.1.1 Seja p um primo. Consideremos os aneis quocientes Z/piZ e os ho-

momorfismos canônicos πij : Z/pjZ → Z/piZ definidos por πij(x + pjZ) = x + piZ para

j ≥ i. O limite inverso Zp = lim
←
Z/piZ é o anel de inteiros p-ádicos. Este anel satisfaz as

seguintes propriedades:

(i) Cada x ∈ Zp é uma sequência (xi + piZ)i∈N onde xi ∈ Z e xj ≡ xi mod piZ, ∀j ≥ i.

(ii) A aplicação ρi : Z → Zp definida por ρi(a) = (a + piZ)i∈N é um homomorfismo

injetivo.

(iii) A sequência (xi)i∈N converge para x = (xi + piZ)i∈N na topologia p-ádica. Portanto

Z é denso em Zp.

(iv) Z 6= Zp.

(v) Um elemento x = (xi + piZ)i∈N de Zp é invert́ıvel se e somente se p - x1.

(vi) Zp é um domı́nio integral.

Sejam x ∈ Zp e os homomorfismos projeção πi : Zp → Z/piZ, para cada i ∈ N. No caṕıtulo

de grupos profinitos vamos ver que un sistema de vizinhanças para x consiste das imagens

9
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inversas π−1
i (xi + piZ) para cada i ∈ N. Assim temos que

π−1
i (xi + piZ) = {y ∈ Zp | πi(y) = xi + piZ}

= {y ∈ Zp | yi + piZ = xi + piZ}
= {y ∈ Zp | yi − xi ∈ piZ}
= {y ∈ Zp | yi ≡ xi(modpiZ)}.

Então para cada n ∈ N temos uma vizinhança básica de x dada por

Bn(x) = {y ∈ Zp | yn ≡ xn(modpnZ)}

Observação 2.1.2 Os Bn(x) definidos para cada x ∈ Zp definem a topologia p-ádica para

o anel de inteiros p-ádicos.

O homomorfismo ϕ : Z → Zp é injetivo. Assim podemos ver Z como um subanel de

Zp. Si p 6= 2, o elemento (
∑n−1

i=0 p
i + pnZ)n∈N está em Zp mas não em Z. Se p = 2,

(
∑n−1

i=0 4i + pnZ)n∈N está em Z2 e não em Z. Assim Z ( Zp. Finalmente a sequência

(xi)i∈N converge para (xi + piZ)i∈N na topologia p-ádica. Então Zp = Z.

Lema 2.1.3 Seja Zp o anel de inteiros p-ádicos.

(a) Para cada i, piZp é o núcleo da projeção πi : Zp → Z/piZ. Assim, piZp é um

subgrupo aberto de Zp de ı́ndice pi.

(b) Se H é um subgrupo de Zp de ı́ndice finito, então H = piZp para algum i ∈ N.

(c) 0 é o único subgrupo fechado de Zp de ı́ndice infinito.

(d) pZp é o único subgrupo maximal fechado de Zp.

(e) Todos os subgrupos fechados não trivias de Zp são isomorfos a Zp.

Cada elemento x = (xi + piZ)i∈N de Zp tem uma única representação como uma

série formal de potências
∑∞

i=0 aip
i, com 0 ≤ ai < p para todo i. Necessariamente,

xn ≡
∑n−1

i=0 aip
i mod pn, para cada n ∈ N.

Lema 2.1.4 Seja α : Zp → Z/pnZ um epimorfismo com n ≥ 1 e H um subgrupo fe-

chado de Zp. Suponha α(H) = Z/pnZ. Então H = Zp.

2.2 O grupo de Prüfer

Definição 2.2.1 Para cada n ∈ N consideremos o grupo quociente Z/nZ e os homomor-

fismos canônicos σmn : Z/nZ→ Z/mZ definidos por σmn(x+nZ) = x+mZ, para m|n. O

limite inverso Ẑ = lim
←
Z/nZ é o grupo de Prüfer. Este grupo satisfaz os seguintes items:

(i) A aplicação δi : Z→ Ẑ definida por δi(a) = (a+nZ)n∈N é um homomorfismo injetivo.

(ii) A sequência (xi)i∈N converge para x = (xi + nZ)n∈N na topologia p-ádica. Portanto

Z é denso em Ẑ.
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(iii) Ẑ é o fecho do subgrupo gerado por 1.

(iv) Vamos escrever Ẑ = 〈1〉 e dizemos que 1 gera Ẑ.

(v) Os subgrupos nẐ de Ẑ formam uma base de vizinhanças de 0 na topologia induzida.

Lema 2.2.2 Para cada n ∈ N, nẐ é um subgrupo aberto de Ẑ de ı́ndice n e nẐ ≡ Ẑ. Se

H é um subgrupo de Ẑ de ı́ndice n, então H = nẐ.

Lema 2.2.3 O grupo Ẑ é topológicamente isomorfo ao produto cartesiano
∏
Zp onde

p varia em todos os números primos.



Caṕıtulo 3

p-Grupos finitos

Neste caṕıtulo daremos uma introdução aos p-grupos finitos que desempnham um papel

fundamental na teoria de grupos finitos e na teoria de grupos pro-p. As primeiras de-

finições são obtidas do artigo de Gustavo. A. Fernández [8] e para desenvolver a parte de

automorfismos de grupos finitos usamos o trabalho de David. A. Craven [6] e os teoremas

de Sylow podem ser encontrados em [18]. Ao final do presente caṕıtulo fazemos menção

aos trabalhos anteriores ao trabalho de J. González e A. Jaikin [13] que resolveram o

problema para casos especiais de p-grupos finitos.

3.1 p-Grupos finitos

Definição 3.1.1 Seja p um primo. Um p-grupo finito G é um grupo finito cuja ordem é

uma potência de p.

O grupo Z/pZ = {0, 1, ..., p− 1} de inteiros módulo p com a operação de adição é um

grupo ćıclico de ordem p e portanto o primeiro exemplo de um p-grupo finito. Assim temos

também que para cada n ∈ N, Z/pnZ é um p-grupo finito.

Seja Γ =GLn(Zp) o grupo de todas as matrizes invert́ıveis n× n sobre Zp. Definamos

Γi = {γ ∈ Γ | γ ≡ 1n(modpi)},

para cada i. Temos que |Γ1 : Γi| = pn
2(i−1). Assim os grupos quocientes Γ1/Γi são p-

grupos finitos.

Teorema 3.1.2 Seja G um p-grupo finito e N um subgrupo normal não trivial de G.

Então N∩Z(G) 6= 1. Em particular, o centro de um p-grupo finito não trivial é não trivial.

Demonstração. Observe que G age sobre N por conjugação, pois N é normal em G.

Temos que |OrbG(n)| = |G : CG(n)| para cada n ∈ N e G é um p-grupo, portanto o

comprimento de cada órbita é uma potência de p. Além disso, as órbitas de comprimento

1 se correspondem aos elementos em N os quais comutam com qualquer elemento de G,

logo o número de órbitas distintas de comprimento 1 é igual a |N ∩ Z(G)|. Como N é a

união disjunta de suas orbitas, segue que

|N | = |N ∩ Z(G)|+
r∑
i=1

|OrbG(ni)|

12
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onde n1, ..., nr são os representantes das orbitas de comprimento maior do que 1. Fazendo

na última desigualdade módulo p e considerando que |N | > 1, temos que

|N ∩ Z(G)| ≡ 0 (mod p )

e assim segue que N ∩ Z(G) 6= 1. 2

Corolário 3.1.3 Seja G um p-grupo finito. Se H é um subgrupo normal de G de ordem

p então H é central em G (i.e. H ≤ Z(G) ).

As seguintes consequências do Teorema 3.1.2 são muito importantes na teoria de p-grupos

finitos.

Teorema 3.1.4 Seja G um p-grupo finito.

(i) Se H � G então H � NG(H). (a condição do normalizador)

(ii) Se M é um subgrupo maximal de G então M é normal em G e |G : M | = p.

Demonstração. (i) Provaremos isto por indução sobre |G|. O resultado é obvio se |G| = p,

por isso vamos supor que |G| > p. Se Z(G) não está contido em H então H � HZ(G) ≤
NG(H) e acabamos. Assim podemos supor que Z(G) ≤ H. Como Z(G) 6= 1, da hipótese

indutiva obtemos que H/Z(G) � NG/Z(G)(H/Z(G)) = NG(H)/Z(G) e consequentemente

H � NG(H).

(ii) Se M é maximal em G, obtemos de (i) que NG(M) = G, isto é, M � G. Então

o grupo quociente G/M é um p-grupo que não possui subgrupos não triviais. Portanto

G/M tem ordem p e |G : M | = p. 2

O seguinte resultado mostra que os subgrupos de um p-grupo estão bastante bem situados.

Teorema 3.1.5 Seja G um p-grupo finito de ordem pm.

(i) Se N é um subgrupo normal de G de ordem pk, então existe uma série

1 = G0 ≤ G1 ≤ ... ≤ Gk = N ≤ ... ≤ Gm = G (3.1)

tal que Gi � G e |Gi+1 : Gi| = p para todo i. Em particular, um p-grupo tem

subgrupos normais de cada ordem posśıvel.

(ii) Se H é um subgrupo de G de ordem pk, então existe uma serie

1 = G0 ≤ G1 ≤ ... ≤ Gk = H ≤ ... ≤ Gm = G (3.2)

tal que Gi�Gi+1 e |Gi+1 : Gi| = p para todo i. Então cada subgrupo de um p-grupo

é subnormal.

Demonstração. (i) Provaremos isto por indução sobre |G|. Suponha primeiro que N 6= 1.

Então do Teorema 3.1.2 obtemos Z = N ∩ Z(G) 6= 1. Escolhamos qualquer G1 em Z de

ordem p. Então G1 é normal em G e o resultado segue por aplicação da hipótese indutiva

para G/G1 e para o subgrupo normal N/G1. Finalmente, se N = 1 então podemos tomar

qualquer uma das séries obtidas do argumento anterior.
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(ii) Primeiro, lembremos que um subgrupo H de G é subnormal se existe uma cadeia

finita de subgrupos do grupo G onde cada subgrupo da cadeia é normal no seguinte

subgrupo começando em H e terminando em G, i.e. se existem H0, H1, ...,Hk ≤ G tal que

H = H0 ≤ H1 ≤ ... ≤ Hk ≤ G

e Hi �Hi+1, para cada i = 0, .., k − 1.

Para a prova usaremos indução sobre |G|. Se H = G então podemos usar a parte (i) para

obter a serie procurada. De outra forma H está contido num subgrupo maximal M de G

e pela hipótese indutiva obtemos uma serie como (3.2) cujo último termo é M . Como já

sabemos do Teorema 3.1.4 que M �G, a prova está completa. 2

Seja G um grupo e H ≤ G. Então H se chama caracteŕıstico se para qualquer au-

tomorfismo σ de G, temos que σ(H) ⊆ H, denotaremos por HcharG. Assim temos que

G e o subgrupo trivial {e} são caracteŕısticos. Exemplos de subgrupos caracteŕısticos são

o subgrupo derivado [G,G] e o centro Z(G). Seja g ∈ G, um automorfismo interior é

definido como Tg(x) = gxg−1, para cada x ∈ G. Os subgrupos normais são caracteŕısticos

se consideramos somente os automorfismos interiores, mas não necessariamente se nós

consideramos todos os automorfismos.

Para um grupo finito G, a interseção de seus subgrupos maximais é chamado o subgrupo

de Frattini de G e é denotado por Φ(G). Como a imagem de um subgrupo maximal sob um

automorfismo de G é também um subgrupo maximal, Φ(G) é um subgrupo caracteŕıstico

de G. Uma razão pela qual este subgrupo tem um papel importante é o seguinte resultado.

Teorema 3.1.6 Seja G um grupo finito e sejam x1, ..., xm ∈ G. Então temos que

G = 〈x1, ..., xn〉 se e somente se G/Φ(G) = 〈x1Φ(G), ..., xnΦ(G)〉.

Demonstração. É suficiente mostrar a condição necessária do Teorema. Se 〈x1, ..., xn〉 não

é igual aG então está contido num subgrupo maximalM deG. Assim 〈x1Φ(G), ..., xnΦ(G)〉
está contido em M/Φ(G), que é um subgrupo próprio de G/Φ(G), o que dá uma con-

tradição. Portanto necessariamente G = 〈x1, ..., xn〉. 2

Teorema 3.1.7 (O Teorema da Base de Burnside). Seja G um p-grupo finito.

Então

(i) G/Φ(G) é um p-grupo abeliano elementar e portanto pode ser visto como um espaço

vetorial sobre Fp.

(ii) O conjunto {x1, ..., xd} é um conjunto minimo de geradores para G se e somente se

{x1Φ(G), ..., xdΦ(G)} é uma base para G/Φ(G).

(iii) O minimo numero d de geradores para o grupo G coincide com a dimensão de

G/Φ(G) como um Fp-espaço vetorial, i.e. |G : Φ(G)| = pd.

Demonstração. (i) Temos que mostrar que xΦ(G)yΦ(G) = yΦ(G)xΦ(G) e (xΦ(G))p =

Φ(G) para todo x, y ∈ G, isto é x−1y−1xy, xp ∈ Φ(G). Pela definição de Φ(G) , é suficiente

mostrar que x−1y−1xy, xp ∈ M para qualquer subgrupo maximal M de G. Isto é obvio

pois de acordo com o Teorema 3.1.4, G/M é um grupo de ordem p.
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(ii) Do Teorema anterior temos que S = {x1, ..., xd} é um conjunto de geradores para

G se e somente se S = {x1Φ(G), ..., xdΦ(G)} é um conjunto de geradores para G/Φ(G).

Portanto S é um conjunto minimo de geradores se e somente se S for, que equivale S ser

uma base para G/Φ(G).

(iii) Isto segue imediatamente de (ii). 2

Se G fosse um grupo finito, denotamos por d(G) o número mı́nimo de geradores para

G.

Definição 3.1.8 Seja G um grupo finito e seja p um primo. Cada subgrupo de G

cuja ordem seja a maior posśıvel potência de p dividendo |G| é chamado um p-subgrupo

de Sylow de G. Um p-subgrupo de Sylow para algum p é chamado um p-subgrupo de Sylow.

Nos seguintes teoremas nós consideramos G um grupo finito e p um número primo

dividendo a ordem de G.

Primeiro Teorema de Sylow. G contém um p-subgrupo de Sylow e cada p-subgrupo de

G está contido num p-subgrupo de Sylow de G.

Segundo Teorema de Sylow. Todos os p-subgrupos de Sylow de G são conjugados.

Terceiro Teorema de Sylow. Seja np o número de p-subgrupos de Sylow de G. Escre-

vamos |G| = pkm, onde p não divide m. Então

np ≡ 1 mod p e np|m.

Agora vamos ver alguns exemplos de grupos de automorfismos de p-grupos finitos.

3.2 Automorfismos de grupos finitos

Dado um grupo G, um automorfismo de G é um isomorfismo de G para G, em outras

palavras, é um homomorfismo que é ao mesmo tempo injetivo e sobrejetivo. Como o in-

verso de um automorfismo é um automorfismo e a composição de automorfismos também

é um automorfismo, temos que o conjunto de todos os automorfismos de G é um grupo.

Denotamos este grupo por Aut(G).

Proposição 3.2.1 Seja G um grupo nilpotente finito, e seja G = P1 × P2 × ... × Pn,

onde Pi são os p-subgrupos de Sylow de G. Então

Aut(G) = Aut(P1)×Aut(P2)× · · · ×Aut(Pn).

Essa proposição enfoca a atenção na estrutura dos p-grupos finitos e os automorfismos dos

p-grupos finitos.

Lema 3.2.2 Seja g(n) o número de grupos de ordem n. Então

(i) g(p) = 1 para p primo.
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(ii) Se p < q, então g(pq) = 1 se q 6≡ 1 mod p, e g(pq) = 2 outro caso.

(iii) g(p2) = 2.

(iv) g(p3) = 5.

A partir disso, podemos ver que o número de grupos de ordem n depende mais da forma

de n do que de seu tamanho. Observemos a seguinte tabela onde comparamos os valores

para n e g(n).

n g(n) n g(n) n g(n) n g(n)

1 1 11 1 21 2 31 1

2 1 12 5 22 2 32 51

3 1 13 1 23 1 33 1

4 2 14 2 24 15 34 2

5 1 15 1 25 2 35 1

6 2 16 14 26 2 36 14

7 1 17 1 27 5 37 1

8 5 18 5 28 4 38 2

9 2 19 1 29 1 39 2

10 2 20 5 30 4 40 14

(Section 1.3 - The Theory of p-Groups 2008)

O resultado g(32) = 51 deve fazer acreditar que, se alguém escolher um grupo G de ordem

ao máximo n ao acaso, então quando n tende para o infinito, a probabilidade de que G

seja um p-grupo tende para 1 e, de fato, G é um 2-grupo não abeliano com probabilidade 1.

Isto junto com os Teoremas de Sylow mostram que os p-grupos finitos tem um papel

muito importante na teoria de grupos finitos.

Proposição 3.2.3 Seja G um grupo abeliano elementar de ordem pn. Então Aut(G) ∼=
GLn(Fp), o grupo de n× n matrizes invert́ıveis sobre Fp.

Demonstração. Observe que existem pn − 1 elementos de ordem p em G. Suponha que

G é gerado por x1, ..., xn. Um automorfismo do grupo finito é determinado unicamente

pela sua ação nos geradores de um grupo, então, se sabemos onde enviar o xi, nós criamos

nosso automorfismo. Escrevemos φ para este automorfismo.

Também precisamos ver que qualquer elemento de G pode ser expresso como um

produto
n∏
i=1

xbii .

onde os bi são inteiros únicos tais que 0 ≤ bi ≤ p − 1. Então G não pode ser gerado

por menos de n elementos, em outras palavras não podemos “desperdiçar”um gerador

atribuindo-o para algum lugar que já podemos expressar em termos de outros geradores.

Emprestando um termo da álgebra linear, nós gostaŕıamos que as imagens dos geradores

fossem “linearmente independentes”.

Notamos que x1 pode ser enviado para qualquer elemento de ordem p, então há pn− 1

escolhas para φ(x1). Agora temos que decidir o que fazemos com x2; não podemos envia-lo
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para 〈x1〉, já que estaŕıamos desperdiçando um gerador, e por isso existem pn− p escolhas

para φ(x2). Então 〈x1, x2〉 tem ordem p2, e assim existem pn − p2 escolhas para φ(x3), e

assim por diante, até obter

|Aut(G)| = (pn − 1)(pn − p)...(pn − pn−1),

que é a ordem de GLn(Fp). Então, se pudermos encontrar um homomorfismo de Aut(G)

para GLn(Fp), e mostrar que é injetivo, teremos terminado.

Usando o fato que qualquer elemento de G pode ser expresso como um múltiplo dos

elementos da base, procedemos a escrever uma matriz para φ: seja Aφ = (a
(φ)
i,j ), onde

φ(xj) =

n∑
i=1

a
(φ)
i,j xi.

Como Aφ é unicamente determinado, temos

Aφ(x1, x2, ..., xn) = (φ(x1), φ(x2), ..., φ(xn)).

A função Φ : Aut(G)→ GLn(p) dada por φ 7→ Aφ é injetiva, como os coeficientes a
(φ)
i,j são

unicamente determinados. Devemos mostrar que este é um homomorfismo. Se φ e ψ são

dois elementos de Aut(G), então

(Φψ)(Φφ)(x1) = ψ(

n∑
i=1

a
(φ)
i,j xi)

=

n∑
i=1

n∑
k=1

a
(φ)
i,j a

(ψ)
i,j xk

=

n∑
i=1

(

n∑
i=1

aa
(φ)
i,j a

(ψ)
i,j )xk

= Φ(ψφ)(xi).

assim Φ(ψφ) = (Φψ)(Φφ) como precisamos. Portanto Aut(G) ∼= GLn(Fp). 2

Proposição 3.2.4 Seja G um grupo ćıclico de ordem n. Então o Aut(G) é abeliano

e tem ordem φ(n), onde φ denota a função φ de Euler.

Demonstração. Seja G = 〈x〉. Então um automorfismo G deve enviar x para outro

gerador de G, o que obviamente deve ter ordem n, e assim reduz-se a descobrir quantos

elementos de Cn tem ordem n. Se n e m são coprimos, com 1 ≤ m ≤ n, então o primeiro

inteiro k para o qual xmk = 1 é k = n. Portanto, se m e n são coprimos então xm tem

ordem n. No outro lado, seja d o mdc(m,n) e suponha que xm tem ordem n. Como

(xm)n/d = 1 (pois mn/d é diviśıvel por n), n ≤ n/d; isto claramente implica que d = 1 e

assim m e n são coprimos.

Temos provado que xm tem ordem n se e somente se m e n são coprimos, e portanto

|Aut(G)| = φ(n), pois a função φ de Euler é simplesmente a quantidade de números m ≤ n
coprimos com n.

Para ver que Aut(G) é abeliano, observemos que todos os automorfismos tem a forma

x 7→ xm; se φ : x 7→ xm e ψ : x 7→ xk são dois automorfismos, então

(ψφ)x = ψ(φx) = ψxm = xmk = φxk = (φψ)x.
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e assim Aut(G) é abeliano. 2

Podemos melhorar a proposição anterior no caso em que o grupo ćıclico é de ordem

primo.

Proposição 3.2.5 Seja G ∼= Cp = 〈x〉. Então Aut(G) é ćıclico de ordem p− 1.

Demonstração. Nós já sabemos que Aut(G) é abeliano de ordem p − 1 (pois qualquer

número menor que p é coprimo com p), então somente precisamos mostrar que Aut(G)

é ćıclico. Para ver isso, observemos que Aut(G) é o mesmo que multiplicar os inteiros

diferentes de zero módulo p. Então como os inteiros módulo um primo formam um corpo,

Aut(G) é ćıclico.

Consideremos dois automorfismos φm : x 7→ xm e φk : x 7→ xk, onde m e k estão entre

1 e p− 1. Então φmφk é dado por

φmk : x 7→ xmk.

então obtemos um homomorfismo de Aut(G) para o grupo multiplicativo de inteiros

módulo p por

Φ : Aut(G)→ (Z/pZ)∗, Φ : φm 7→ m.

[Onde, F ∗ = F\{0} denota o subgrupo multiplicativo de F .] Portanto Aut(G) é ćıclico de

ordem p− 1, como queŕıamos. 2

Observe que neste caso |G| > |Aut(G)| então |G| - |Aut(G)|. Em geral na maioria dos

casos de p-grupos finitos, |G| divide |Aut(G)|.
De agora em diante vamos seguir o trabalho de J. González-Sánchez. e A. Jaikin-

Zapirain [13].

Uma questão bem conhecida (ver, por exemplo, [[37], Problema 12.77]) pergunta se é

verdade que |G| divide |Aut(G)| para cada p-grupo finito não-abeliano G. Não está claro

quem lançou essa pergunta pela primeira vez; o primeiro resultado nesse sentido que nós

encontramos na literatura é devido a Schenkman [7], que foi publicado há mais de 60 anos.

Nesse artigo, Schenkman mostrou que isso é verdade para p-grupos finitos não abelianos

da classe 2 (a prova tem uma erro que foi corrigido por Faudree em [26]). Mais tarde,

também foi estabelecido para p-grupos de exponente p em [32], para p-grupos de classe

maximal em [1], para p-grupos com centro de ordem p em [38], para p grupos meta ćıclicos

quando p é ı́mpar em [27], para p-grupos central-meta-ćıclicos quando p é ı́mpar em [30],

para p-grupos p-abelianos em [31] (veja também [3]), para p-grupos modulares finitos em

[31], para alguns produtos centrais em [10, 16], para p-grupos com centro de ı́ndice ao

máximo p4 em [29], para p-grupos com subgrupo Frattini ćıclico em [34], para p-grupos

de ordem ao máximo p6 em [29, 35], para p-grupos de ordem ao máximo p7 em [23], para

p-grupos de coclasse 2 em [33] (veja também um resultado relacionado em [4]), e para

p-grupos G tais que (G,Z(G)) é uma “Camina pair” em [21].

Todos esses resultados parciais mostraram a dificuldade de obter um contra-exemplo.

O trabalho realizado por J. González-Sánchez. e A. Jaikin-Zapirain [13] utiliza técnicas

pro-p, e o objetivo é mostrar o seguinte Teorema que é o resultado principal deste trabalho.
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Teorema principal. Para cada primo p existe uma famı́lia de p-grupos finitos {Ui} tal

que

lim
i→∞

|Ui| =∞ e lim sup
i→∞

|AutUi|
|Ui|40/41

<∞.

Em particular, para cada primo p, existe um p-grupo finito não abeliano tal que |Aut(G)| <
|G|.

A construção em [13] consiste de duas partes que vamos desenvolver neste trabalho.

(i) Primeira parte. Vamos considerar um grupo U pro-p infinito finitamente gerado

tal que dim(Aut(U)) <dim(U), onde dim U é definida como dimQpL(U), onde L(U)

é uma Qp-álgebra de Lie associada a U . Podemos fazer isto pois U é um grupo pro-p

p-ádico anaĺıtico e portanto Aut(U) é um grupo profinito p-ádico anaĺıtico.

(ii) Segunda parte. Escrevamos U como um limite inverso da famı́lia de p-grupos

finitos {Ui} onde Ui = U/Up
i
. Assim U = lim

←
Ui, e por isso AutUi = lim

←
AutUi, de

onde esperamos que para algum i podamos ter |Aut(Ui)| < |Ui|.

Para ter uma ideia sobre a primeira parte, como G é um grupo pro-p uniforme, temos que

dim Aut(U) = dimQpDerL(U),

onde DerL(U) é uma Qp-álgebra de derivações internas de L(U). Um exemplo de álgebras

de Lie L com dim Der(L) <dim L é constrúıda por Sato [36] e vamos discutir isso no

caṕıtulo 7 deste trabalho; esta álgebra é constrúıda sobre Q e tem dimensão 41 com centro

de dimensão 1, assim a álgebra consiste somente de derivações internas e portanto tem

dimensão 40.

A segunda parte é baseada no analise da primeira cohomologia de grupos H1(U,Li),

onde Li = log(U)/pilog(U) e log(U) é o anel de Lie correspondente ao grupo pro-p

uniforme U pela correspondência de Lazard. Temos que Der(L(U)) =Inn(L(U)); segue

que Der(log(U)) é finito e portanto

H1
cts(U, log(U)) ∼= Der(log(U))

é também finito. Isto implica a existência de uma cota superior para |H1(U,Li)|. Agora se

definimos Ui = U/Up
i

teremos uma cota superior para |Aut(Ui) : Inn(Ui)| e culminamos

com a prova.



Caṕıtulo 4

Grupos Uniformes

Este é o caṕıtulo com mais conteúdo teórico que será útil em caṕıtulos posteriores. Na

seção 4.1, falaremos sobre grupos profinitos e para o qual usaremos o conceito de limites

inversos e mostraremos como um grupo de Galois é um exemplo de um grupo profinito

(exemplo obtido de [5]). Na seção 4.2, daremos tratamento especial aos grupos pro-p e o

resultado mais importante é que cada grupo pro-p é o limite inverso de p-grupos finitos;

daremos alguns exemplos desses grupos. Na Seção 4.3, faremos uma breve menção aos

grupos proćıclicos e suas equivalências. Nas seções 4.4 e 4.5, mostraremos as principais

propriedades dos p-grupos powerful e definiremos o posto de um grupo finito e um grupo

pro-p. Os grupos uniformes serão tratados na seção 4.6, onde definiremos sua dimensão

e mostraremos que (G,+) é um Zp-módulo livre; além disso, vamos estudar os subgrupos

pro-p de GLn(Zp). Finalmente, na seção 4.7, mostraremos que o Zp-módulo livre (G,+)

se torna uma álgebra de Lie sobre Zp. O livro usado para todas as seções deste caṕıtulo

foi ‘Analytic Pro-p Groups’ [11].

4.1 Grupos Profinitos

Definição 4.1.1 Um grupo profinito é um grupo topológico, compacto e Hausdorff tal

que seus subgrupos abertos formam uma base de vizinhanças para a unidade.

Proposição 4.1.2 Seja G um grupo profinito.

(i) Cada subgrupo aberto de G é fechado, tem ı́ndice finito em G e contém um subgrupo

normal aberto de G. Um subgrupo fechado de G é aberto se e somente se tem ı́ndice

finito. A famı́lia de todos os subgrupos abertos de G tem como interseção o conjunto

{1}.

(ii) Um subconjunto de G é aberto se e somente se é a união de classes laterais de

subgrupos normais abertos.

(iii) Para qualquer subconjunto X de G,

X =
⋂

N�oG

XN

Se X é um subgrupo de G então

20
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X =
⋂
{K | X ≤ K ≤o G}

(iv) Se X e Y são subconjuntos fechados de G então o conjunto XY = {xy | x ∈
X, y ∈ Y } também é fechado. Se X é fechado e n é um inteiro então o conjunto

{xn | x ∈ X} é fechado.

(v) Seja H um subgrupo fechado de G. Então H(com a topologia induzida) é um grupo

profinito. Cada subgrupo aberto de H é da forma H ∩K com K ≤o G.

(vi) Seja N um subgrupo normal fechado de G. Então G/N (com a topologia quociente) é

um grupo profinito, e o homomorfismo natural G→ G/N é uma aplicação cont́ınua

aberta e fechada.

(vii) Uma sequência (gi) em G converge se e somente se é uma sequência de Cauchy: i.e.

para cada N �o G existe n = n(N) tal que g−1
i gj ∈ N para todo i ≥ n e j ≥ n.

A demonstração desta Proposição segue das definições.

Podemos definir um grupo profinito também como um limite inverso (seção 1.3 do

caṕıtulo 1). Seja G um grupo e seja A uma famı́lia de subgrupos normais de G. Su-

ponha que a famı́lia A está ordenada por inclusão. Então obtemos um sistema inverso

{(G/N)N∈A} cujas aplicações são os epimorfismos naturais G/N → G/M sempre que

N ≤M . Assim podemos ter a seguinte proposição.

Proposição 4.1.3 Se G é um grupo profinito então G é isomorfo topologicamente a

lim
←

(G/N)N�oG. No outro lado, o limite inverso de um sistema inverso de grupos finitos

é um grupo profinito.

Demonstração. Seja L = lim
←

(G/N)N�oG. Consideremos o homomorfismo natural

ρ : G →
∏
G/N , dado por ρ(g) = (gN)N�0G. Como

⋂
N�0G

N = 1 temos que ρ é

injetiva e assim ρ(G) ≤ L. Agora, seja (gNN) ∈ L, então cada coleção finita de classes

gNN tem interseção não vazia e como essas classes são também subconjuntos fechados do

espaço compacto G, segue que
⋂
N�oG

gNN é não vazia. Escolhamos g nessa interseção.

Então ρ(g) = (gNN), logo ρ é sobrejetiva.

Seja P �o G e definamos

M(P ) =
∏
N 6≥P

G/N ×
∏
N≥P
{1} ≤

∏
N�oG

G/N,

assim os subgrupos M(P ) ∩ L é uma base para as vizinhanças de 1 em L e para cada P

temos que ρ−1(M(P )) = P é aberto em G, portanto ρ é cont́ınuo. Mas cada isomorfismo

cont́ınuo entres grupos compactos Hausdorff é um isomorfismo topológico portanto ρ é um

isomorfismo topológico.

Para a outra implicação, consideremos um sistema inverso de grupos finitos {Gλ}(λ∈I)
(os grupos finitos munidos com a topologia discreta). Assim

∏
λ∈I Gλ é Hausdorff e pelo

teorema de Tychonoff (Teorema 1.1.4 (iii) Cap. 1) é compacto. Da definição de produto to-

pológico, cada vizinhança de 1 contém um subgrupo da formaM(S) =
∏
λ 6∈S Gλ×

∏
λ∈S{1}
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para algum subconjunto finito S de I. Portanto
∏
Gλ é um grupo profinito. Agora so-

mente temos que mostrar que lim
←
Gλ = L é um subgrupo fechado. Seja l = (gλ) ∈

∏
Gλ\L,

então existem υ > µ em I tais que πυµ(gυ) 6= gµ. Temos que lM(υ, µ) é uma vizinhança

aberta de l ∈
∏
Gλ e lU(υ, µ) ∩ L = ∅. Mostrando finalmente que

∏
Gλ\L é aberto em∏

Gλ e obtemos o resultado. 2

Dado um grupo topológico G, dizemos que um subconjuntoX de G gera G topológicamente

se G = 〈X〉.

Proposição 4.1.4 Sejam G um grupo profinito, H um subgrupo fechado de G, X ⊆ H

e d um inteiro positivo. Então

(i) H = 〈X〉 se e somente se HN/N = 〈XN/N〉 para cada N �o G.

(ii) Se HN/N pode ser gerado por d elementos para cada N �o G, então H pode ser

gerado topológicamente por um subconjunto de d elementos.

Demonstração. (i) Segue da Proposição 4.1.2 (iii). (ii) Para cada N �o G, seja ZN o

conjunto de todas as d-tuplas de elementos de G/N que geram HN/N . Cada ZN é finito

e não vazio. Se πMN : G/M → G/N é a projeção natural para M ≤ N , ambos subgrupos

normais abertos de G, então πMN (ZM ) ⊆ ZN , e por isso {ZN}N�oG torna-se um sistema

inverso. Pela Proposição 1.3.5 do caṕıtulo 1 o limite inverso desse sistema inverso é não

vazia. Seja agora (XN ) ∈ lim
←
ZN . Então existem x1, ..., xd elementos em G tais que para

cada N �o G, XN = (x1N, ..., xdN) e usando a parte (i) temos que {x1, ..., xd} gera H

topológicamente. 2

Um subgrupo de G é topológicamente caracteŕıstico se é invariante sob os automorfis-

mos de G.

Proposição 4.1.5 Sejam G um grupo profinito finitamente gerado e m um inteiro po-

sitivo. Então G tem somente um número finito de subgrupos abertos de ı́ndice m e cada

subgrupo aberto contém um subgrupo aberto topológicamente caracteŕıstico.

Para a demonstração veja [Proposição 1.6, [11]].

Proposição 4.1.6 Se G é um grupo profinito finitamente gerado então cada subgrupo

aberto de G é finitamente gerado.

Demonstração. Seja X um conjunto de geradores topológicos para G, e assumimos sem

perda de generalidade que X−1 = X. Seja H ≤o G e T um transversal (conjunto de

representantes de todas as classes laterais) para as classes laterais direita de H em G tal

que 1 ∈ T ; note que T é finito. Para cada x ∈ X e t ∈ T existe s = s(t, x) ∈ T tal que

Htx = Hs. Definamos

Z = {tx.s(t, x)−1 | t ∈ T, x ∈ X},

e mostramos que H = 〈Z〉.
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Consideremos o subgrupo M = 〈Z〉 de G. Se a ∈M , t ∈ T e x ∈ X, então

at.x = atxs(t, x)−1.s(t, x) ∈MT ;

assim MTX = MT . Como 1 ∈MT e X = X−1, segue que MT ⊇ 〈X〉; e como T é finito

MT é fechado e portanto MT = G. Também M ≤ H e assim

H = MT ∩H = M(T ∩H) = M.

Como Z é um conjunto finito, temos que H é finitamente gerado. 2

Definição 4.1.7 Seja G um grupo profinito. O subgrupo de Frattini de G é definido

por

Φ(G) =
⋂
{M | M é um subgrupo aberto próprio maximal de G}.

Proposição 4.1.8 Seja G um grupo profinito.

(i) Φ(G) �c G.

(ii) Se K �c G e K ≤ Φ(G) então Φ(G/K) = Φ(G)/K.

(iii) Para um subconjunto X de G os seguintes são equivalentes:

(a) X gera G topologicamente.

(b) X ∪ Φ(G) gera G topologicamente.

(c) XΦ(G)/Φ(G) gera G/Φ(G) topologicamente.

Para a demonstração veja [Proposição 1.9, [11]].

Claramente cada grupo finito é um grupo profinito. O grupo de inteiros p-ádicos e o

grupo de Prüfer são também exemplos de grupos profinitos. Exemplos mais sofisticados

de grupos profinitos vêm da teoria de Galois.

4.1.1 Grupos profinitos como grupos de Galois

Consideramos uma extensão de Galois L|K (i.e. L é um corpo de decomposição separável

possivelmente infinito de uma famı́lia de polinômios sobre um corpo K) então L é a união

L =
⋃
{Li | i ∈ I} de suas subextensões finitas de Galois Li|K. O conjunto {Li | i ∈ I}

é um conjunto parcialmente ordenado por inclusão. Escrevamos i � j quando Li ⊇ Lj .

Assim para o conjunto {Li | i ∈ I} se i, j ∈ I existe k ∈ I tal que k � i e k � j.
Podemos definir o grupo de Galois Gal(L|K) como o grupo de automorfismos de L que

fixam os elementos de K. Cada automorfismo α ∈Gal(L|K) está unicamente determinado

por suas restrições α|Li para cada i ∈ I, e a sobrejetividade de φi :Gal(L|K)→Gal(Li/K)

vem graças a que L|K e suas subextensões Li|K são normais. No caso de ter i � j

então (α|Li)|Lj = α|Lj que é chamada a condição de compatibilidade. Se temos Li ⊇ Lj ,

nesse caso escrivamos φj,i :Gal(Li|K) →Gal(Lj |K) que denota a aplicação de restrição

natural, assim podemos escrever a condição de compatibilidade como φiφij = φj quando

i � j. Expressemos uma condição semelhante em termos de restrições, se i � j � k então

φijφjk = φik.

Seja o grupo de Galois G :=Gal(L|K). Definamos Gi :=Gal(Li|K) e a aplicação
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φ : G→
∏
i∈I Gi, g 7→ (φi(g))i∈I

induz um isomorfismo de G sobre o grupo

Gφ = {(gi)i∈I ∈
∏
i∈I

Gi | φij(gi) = gj quando i � j}.

Agora, podemos nós fazer mais uma pergunta, que acontece com a correspondência de

Galois? A resposta é que apenas certos subgrupos de G correspondem aos corpos inter-

mediários de L|K. Para responder essa questão e saber quais subgrupos desempenham

um papel na correspondência de Galois, vamos munir G com a topologia de Krull. Con-

sideremos Gi com a topologia discreta, assim
∏
i∈I Gi torna-se um grupo topológico to-

talmente desconexo, compacto e Hausdorff. Logo Gφ é fechado e assim G torna-se um

grupo topológico totalmente desconexo, compacto e Hausdorff e portanto a estrutura de

G é determinada por suas imagens finitas Gi. Além disso, Gφ é o limite inverso do sistema

inverso (Gi;φij) de grupos finitos (Proposição 1.3.3 (1.1)) e portanto G é isomorfo a um

grupo profinito.

Se M é um corpo intermediário da extensão L|K, então o conjunto GM de todos os

elemento de G que fixam M pode ser descrito em termos das restrições dos automorfismos

para subextensões finitas de M . De fato, GM pode ser escrito como uma interseção de

subgrupos abertos-fechados de G e portanto é um subgrupo fechado para a topologia de

Krull. Portanto é assim que a correspondência de Galois é generalizada.

4.2 Grupos pro-p

Definicão 4.2.1 Um grupo pro-p é um grupo profinito onde cada subgrupo normal aberto

tem ı́ndice igual a uma potência de p.

Proposição 4.2.2 Seja G um grupo profinito

(i) Se G é pro-p e H ≤c G então H é pro-p.

(ii) Seja K �c G. Então G é pro-p se e somente se K e G/K são grupos pro-p.

Demonstração. Segue da definição e da Proposição 4.1.2. 2

Proposição 4.2.3 Um grupo topológico G é um grupo pro-p se e somente se G é topo-

logicamente isomorfo a um limite inverso de p-grupos finitos.

Demonstração. Suponha que G é pro-p, então é profinito por definição e usando a Pro-

posição 4.1.3 temos que

G ∼= lim
←

(G/N)N�oG

sendo cada G/N um p-grupo finito. Para a outra implicação, suponha que G = lim
←

(Gλ)λ∈I

onde cada Gλ é um p-grupo finito. Então pela Proposição 4.1.3 G é um grupo profinito e

temos que cada subgrupo aberto de G contém um subgrupo da forma

U(M) = G ∩ (
∏
λ 6∈M

Gλ ×
∏
λ∈M
{1})
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para algum subconjunto finito M de I. Temos que |G : U(M)||
∏
λ∈M |Gλ| e assim cada

subgrupo de G tem ı́ndice igual a uma potência de p. 2

Proposição 4.2.4 Seja G é um grupo pro-p, [G,G] o grupo derivado e Gp = 〈gp | g ∈ G〉,
então o subgrupo de Frattini de G é igual a

Φ(G) = Gp[G,G].

Para a demonstração veja [Proposição 1.13, [11]].

Proposição 4.2.5 Seja G um grupo pro-p. Então G é finitamente gerado se e somente

se Φ(G) é aberto em G.

Demonstração. Suponha que Φ(G) é aberto em G. Então pela Proposição 4.1.2.(i)

o ı́ndice de Φ(G) em G é finito e assim G/Φ(G) é finito. Logo existe um subconjunto

finito X de G tal que G = XΦ(G) e usando a Proposição 4.1.8.(iii) segue que G = 〈X〉.
Para a outra implicação, suponha que G = 〈X〉 onde |X| = d é finito. Se Φ(G) ≤

N �o G então G/N é um p-grupo abeliano elementar e portanto pode ser gerado por d

elementos (Proposição 4.2.5); assim |G : N | ≤ pd. Vamos escolher um subgrupo N0 com

Φ(G) ≤ N0 tal que o ı́ndice em G é o maior posśıvel. Portanto se Φ(G) ≤ N �o G temos

que N0 ≤ N . Como Φ(G) é um subgrupo aberto e fechado em G segue que

Φ =
⋂
{N | Φ(G)N �o G} = No.

Assim Φ(G) é aberto em G. 2

Definição 4.2.6 Seja G um grupo pro-p. Definimos a série p-central inferior de G

na forma seguinte:

P1(G) = G

e para i ≥ 1

Pi+1(G) = Pi(G)p[Pi(G), G].

Assim P2(G) = Φ(G) (Proposição 4.2.4). Observe que Pi+1(G) ≥ Φ(Pi(G)) para cada i.

A seguinte proposição mostra que a topologia dos grupos pro-p finitamente gerados

é determinada pela sua estrutura de grupo. Veja a demonstração dessa proposição em

[Proposição 1.16, [11]].

Proposição 4.2.7 Seja G um grupo pro-p.

(i) Pi(G/K) = Pi(G)K/K para todo K �c G e para todo i.

(ii) [Pi(G), Pj(G)] ≤ Pi+j(G) para todo i e j.

(iii) Se G é finitamente gerado então Pi(G) é aberto em G para todo i, e o conjunto

{Pi(G) | i ≥ 1} é uma base para as vizinhanças de 1 em G.

Lema 4.2.8 Se G é um grupo pro-p e K é um subgrupo de ı́ndice finito em G então

|G : K| é uma potência de p.
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Proposição 4.2.9 Se G é um grupo pro-p finitamente gerado então o grupo derivado

[G,G] é fechado em G.

Desses dois resultados segue o teorema seguinte.

Teorema 4.2.10 Se G é um grupo pro-p finitamente gerado então cada subgrupo de

ı́ndice finito em G é aberto.

Demonstração. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado. Escrevemos G{p} = {gp | g ∈
G}, G{p} por ser a imagem de uma função cont́ınua (g 7→ gp) é compacto e portanto

fechado. Como G/[G,G] é abeliano então Gp[G,G] = G{p}[G,G] e usando a Proposição

4.2.9 Gp[G,G] é fechado e é igual a Φ(G). Pela Proposição 4.2.5 segue que Gp[G,G] é

aberto em G.

Seja agora K um subgrupo normal próprio de ı́ndice finito de G. Então usando indução

e sem perda de generalidade podemos assumir que K é aberto em M sempre que M é um

grupo pro-p finitamente gerado com K ≤M < G. Tomando M = Gp[G,G]K, temos que

G/K é um p-grupo finito (Lema 4.2.8); segue que M < G. Como |G : M | ≤ |G : Φ(G)| <
∞, temos que M é um subgrupo aberto em G. Portanto M é um grupo pro-p finitamente

gerado (Proposição 4.1.6) e usando a hipótese indutiva; K é aberto em M . Assim K é

aberto em G e como cada subgrupo de ı́ndice finito em G contém um subgrupo da forma

de K; temos que cada subgrupo de ı́ndice finito tem que ser aberto. 2

Uma observação importante é que no caso de um grupo pro-p finitamente gerado po-

demos suprimir a “barra”da Definição 4.2.6.

Corolário 4.2.11 Se G é um grupo pro-p finitamente gerado, então Φ(G) = Gp[G,G] e

Pi+1(G) = Pi(G)p[Pi(G), G] para cada i.

Recentemente Nikolov e Segal mostraram que em um grupo profinito finitamente gerado

cada subgrupo de ı́ndice finito é aberto (veja [24]); logo a topologia de um grupo profinito

finitamente gerado é determinado por sua estrutura de grupo.

Corolário 4.2.12 Cada homomorfismo (abstrato) de um um grupo pro-p finitamente

gerado para um grupo profinito é continuo.

Proposição 4.2.13 Se H = 〈a1, ...ad〉 é um grupo nilpotente então cada elemento de

[H,H] é igual a um produto da forma [x1, a1]...[xd, ad] com x1, ...xd ∈ H.

Agora vamos mencionar alguns exemplos de grupos pro-p.

(1) Todo p-grupo finito é um grupo pro-p.

(2) Seja G o grupo de Galois de uma extensão de Galois (possivelmente infinita) de um

corpo, se todo subgrupo normal de G de ı́ndice finito tem ı́ndice uma potência de p

então G é um grupo pro-p.

(3) O grupo aditivo dos inteiros p-ádicos também é um grupo pro-p.
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4.3 Grupos proćıclicos

Vamos ver a importância de definir a potência p-ádica em um grupo pro-p e notamos qual

papel desempenha os inteiros p-ádicos neste sentido.

Lema 4.3.1 Seja G um grupo pro-p e g ∈ G. Consideremos as sequencias (ai) e (bi) de

inteiros convergentes na topologia p-ádica e tendo para o mesmo limite em Zp. Então as

sequências (gai) e (gbi) convergem em G para o mesmo limite.

Demonstração. Seja N um subgrupo normal e aberto em G, então |G/N | = pj para al-

gum j. Se consideramos inteiros i e k suficientemente grandes temos que ai ≡ ak (modpj)

e assim gai ≡ gak(modN). Temos que (gai) é uma sequencia de Cauchy em G e pela

Proposição 4.1.2 é convergente para um elemento em G, digamos g1. Analogamente (gbi)

converge para um elemento g2 em G. Se k é um inteiro suficientemente grande então

bk ≡ ak (modpj), gbk ≡ g2 (modN), assim obtemos

g1g
−1
2 ≡ gak−bk ≡ 1 (modN),

e por ser N arbitrário temos que g1 = g2. 2

Com o Lema 4.3.1 temos a unicidade do Limite e portanto podemos fazer a seguinte

definição.

Definição 4.3.2 Seja G um grupo pro-p, g ∈ G e λ ∈ Zp. Então

gλ = lim
n→∞

gan

onde (an) é uma sequência de inteiros com lim
n→∞

an = λ.

A definição de “exponenciação p-ádica”que nós terminamos de definir tem as seguintes

propriedades que podem ser demonstradas a partir de sua própria definição.

Proposição 4.3.3 Seja G um grupo pro-p, sejam g, h ∈ G, e sejam λ, µ ∈ Zp. Então

temos que

(i) gλ+µ = gλgµ e gλµ = (gλ)µ.

(ii) Se gh = hg então (gh)λ = gλhλ.

(iii) A aplicação υ → gυ define um homomorfismo cont́ınuo de Zp para G. Sua imagem

gZp é o fecho em G de 〈g〉.

Para a demonstração veja [Proposição 1.26, [11]].

Definição 4.3.4 Um grupo G é proćıclico se é profinito e G/N é um grupo ćıclico

para cada subgrupo normal aberto N de G.



UFRJ IM 28

Proposição 4.3.5 Seja G um grupo pro-p. Então as seguintes afirmações são equivalen-

tes.

(a) G é proćıclico;

(b) G pode ser gerado topologicamente por um subconjunto de 1-elemento;

(c) G = gZp para algúm g ∈ G;

(d) G é finito e ćıclico ou é topologicamente isomorfo a Zp.

Demonstração. ((a)⇒ (b)). Suponha que G é um grupo proćıclico e suponha que ele tem

dois subgrupos próprios maximais diferentes M e N . Então M ∩N ≥ Φ(G) ≥ Gp[G,G],

assim M e N são subgrupos normais de ı́ndice p em G e G/(M ∩N) é um grupo abeliano

elementar de ordem p2, mas não é um grupo ćıclico. Então G = 1 ou G tem um único

subgrupo próprio maximal aberto; de qualquer forma em ambos casos Φ(G) é aberto em

G e G/Φ(G) é ćıclico. Portanto G pode ser gerado topológicamente por um conjunto de

um elemento (Proposição 4.1.8). ((b) ⇒ (c)) Proposição 4.3.3 (iii). ((c) ⇒ (d)) Suponha

que G = gZp para algum g ∈ G e seja K o núcleo do homomorfismo θ : Zp → G dado por

θ(λ) = gλ, assim θ é sobrejetivo por definição e pelo Corolário 4.2.12 é cont́ınua. Como

Zp/K e G são grupos compactos Hausdorff e assim G é topológicamente isomorfo a Zp/K.

((d) ⇒ (a)) Simplesmente temos que observar que cada grupo quociente próprio de Zp é

ćıclico. 2

Todos os grupos ćıclicos finitos são grupos pro-ćıclicos. Da definição 4.3.4 obtemos que

o grupo de Prüfer e os inteiros p-ádicos são exemplos de grupos pro-ćıclicos.

4.4 p-Grupos powerful

Nesta seção prestamos mais atenção aos p-grupos finitos. Para nós entender a estrutura

dos grupos pro-p anaĺıticos devemos olhar nas propriedades de uma classe especial de gru-

pos finitos.

Definição 4.4.1

(i) Um p-grupo finito G é powerful se p é ı́mpar e G/Gp é abeliano, ou se p = 2 e G/G4

é abeliano.

(ii) Um subgrupo N de um p-grupo finito G é powerfully embedded em G, escrevemos N

p.e. G, se p é ı́mpar e [N,G] ≤ Np, ou se p = 2 e [N,G] ≤ N4.

Portanto G é powerful se e somente se G p.e. G; e se N p.e. G então N � G e N é

powerful. Quando p é ı́mpar G é powerful se e somente se Gp = Φ(G).

Lema 4.4.2 Seja G um p-grupo finito e sejam N,K e W subgrupos normais de G

tais que N ≤W .

(i) Se N p.e. G então NK/K p.e. G/K.
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(ii) Se p é ı́mpar e K ≤ Np, ou se p = 2 e K ≤ N4, então N p.e. G se e somente se

N/K p.e. G/K.

(iii) N p.e. G e x ∈ G então 〈N, x〉 é powerful.

(iv) Se N não é powerfully embedded em W , então existe um subgrupo normal J de G

tal que

• se p é ı́mpar,

Np[N,W,W ] ≤ J ≤ Np[N,W ] e |Np[N,W ] : J | = p;

• se p = 2,

N4[N,W ]2[N,W,W ] ≤ J ≤ N4[N,W ] e |N4[N,W ] : J | = 2.

Demonstração. (i), (ii) Usar só a definição. (iii) Definimos H = 〈N, x〉. Como N � H

temos [H,H] = [N,H], por hipótese temos que N p.e. G e portanto [H,H] ≤ Np ≤ Hp

(respectivamente [H,H] ≤ H4 se p = 2). (iv) Suponha que p é ı́mpar e que [N,W ] 6≤ Np,

então Np � Np[N,W ] = M . Sabemos que G é um p-grupo e M e N são normais em G

então existe um J � G tal que Np ≤ J � M e |M : J | = p. Portanto M/J é central em

G/J e temos o resultado (proceder da mesma forma para o caso p = 2). 2

Proposição 4.4.3 Seja G um p-grupo finito e N ≤ G. Se N p.e. G então Np p.e.

G.

Para a demonstração veja [Proposição 2.3, [11]].

Observe que se G fosse um p-grupo finito, então:

P1(G) = G, Pi+1(G) = Pi(G)p[Pi(G), G] para cada i ≥ 1.

Para o resto da seção vamos escrever simplesmente Gi = Pi(G).

Lema 4.4.4 Seja G um p-grupo finito powerful.

(i) Para cada i, Gi p.e. G e Gi+1 = Gpi = Φ(Gi).

(ii) Para cada i, a aplicação x→ xp induz um epimorfismo de Gi/Gi+1 para Gi+1/Gi+2.

Demonstração. (i) Temos que G = G1 é powerful, assim G1 p.e. G. Suponha que Gi p.e

G para algum i ≥ 1. Então Gi+1 = Gpi [Gi, G] = Gpi , e Gi+1 p.e. G (Proposição 4.4.3) mas

Gpi ≤ Φ(Gi) = Gpi [Gi, Gi] ≤ Gi+1 e assim Gi+1 = Φ(Gi). Então aplicando indução temos

o resultado.

(ii) Pela parte (i) podemos mostrar que Gi é powerful, Gi+1 = P2(Gi) e Gi+2 = P3(Gi).

Vamos supor que i = 1 e fazemos a mudança de G por G/G3; aqui podemos supor que

G3 = 1. Portanto [G,G] ≤ G2 ≤ Z(G), assim para x, y ∈ G temos que

(xy)p = xpyp[x, y]p(p−1)/2,
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Se p é ı́mpar temos que p|(p(p− 1)/2), assim

[y, x]p(p−1)/2 ∈ Gp2 = G3 = 1,

Se p = 2 então [G,G] ≤ G4 ≤ G3 = 1. Assim no qualquer caso temos que (xy)p = xpyp.

Como Gp2 = G3 = 1 e Gp = G2, isto mostra que x 7→ xp induz um homomorfismo de G/G2

para G2/G3. 2

Lema 4.4.5 Se G = 〈a1, ..., ad〉 é um p-grupo finito powerful, então Gp = 〈ap1, ..., a
p
d〉.

Para a demonstração veja [Lema 2.5, [11]].

Proposição 4.4.6 Se G é um p-grupo finito powerful então cada elemento de Gp é

uma p-ésima potência em G.

Demonstração. A prova é por indução sobre |G|. Seja g ∈ Gp. Então existem x ∈ G

e y ∈ G3 tais que g = xpy (Lema 4.4.4). Definamos H = 〈Gp, x〉. Pelo Lema 4.4.4,

Gp = G2 p.e. G e pelo Lema 4.4.2 (iii) H é powerful. Além disso, como y ∈ G3 = Gp2;

temos que g ∈ Hp. Suponha que H 6= G. Então pela hipótese indutiva g é uma p-ésima

potência em H. Suponha agora que H = G. Como G = 〈Gp, x〉 = Φ(G)〈x〉, temos que

G é ćıclico. Nesse caso é claro que G é uma p-ésima potência em G. Isso termina a prova.2

Podemos agora resumir a principal caracteŕıstica de uma série p-inferior em um p-

grupo powerful.

Teorema 4.4.7 Seja G = 〈a1, ..., ad〉 um p-grupo finito powerful e seja Gi = Pi(G)

para cada i. Então:

(i) Gi p.e. G;

(ii) Gi+k = Pk+1(Gi) = Gp
k

i , para cada k ≥ 0;

(iii) Gi = Gp
i−1

= {xpi−1 | x ∈ G} = 〈ap
i−1

1 , ..., ap
i−1

d 〉;

(iv) a aplicação x→ xp
k

induz um homomorfismo de Gi/Gi+1 para Gi+k/Gi+k+1, isto é

para cada i e k.

Para a demonstração veja [Proposição 2.7, [11]].

Corolário 4.4.8 Se G = 〈a1, ..., ad〉 é um p-grupo finito powerful então G = 〈a1〉, ..., 〈ad〉,
i.e. G é o produto de seus subgrupos ćıclicos 〈ai〉.

Para a demonstração veja [Proposição 2.8, [11]].

Para um p-grupo finito G, definimos por d(G) a menor cardinalidade de um conjunto

de geradores de G. Assim d(G) é também a dimensão de G/Φ(G) como um espaço veto-

rial sobre Fp.
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Teorema 4.4.9 Se G é um p-grupo powerful e H ≤ G então d(H) ≤ d(G).

Demonstração. Provaremos isto por indução sobre |G|. Suponha que o resultado é válido

para os p-grupos powerful com a ordem menor que a ordem de G. Definamos d=d(G) e

m =d(G2). Então G2 é powerful (Lema 4.4.4 (i)) e usando a hipótese indutiva temos que o

subgrupo K = H ∩G2 satisfaz d(K) ≤ m. Consideramos a aplicação π : G/G2 → G2/G3

dada por x 7→ xp, esta aplicação é um epimorfismo (Lema 4.4.4 (ii)) e dim(kerπ)=d−m.

Assim dim(kerπ ∩HG2/G2) ≤ d−m. Logo

dim(π(HG2/G2)) ≥ dim(HG2/G2)− (d−m) = m− (d− r);

onde r =dim(HG2/G2). Sejam h1, ..., hr elementos em H tais que HG2 = 〈h1, ..., hr〉G2.

Sabemos que Φ ≤ Kp ≤ G3. Então o subespaço formado pelas classes laterais hp1, ..., h
p
r

tem dimensão ao menos dim((HG2/G2)π) ≥ m − (d − r) e como d(K) ≤ m podemos

encontrar d− r elementos y1, ..., yd−r ∈ K tais que

K = 〈hp1, ..., h
p
r , y1, ..., yd−r〉Φ(K).

Então K = 〈hp1, ..., h
p
r , y1, ..., yd−r〉 e assim temos que

H = H ∩ 〈h1, ..., hr〉G2 = 〈h1, ..., hr〉K = 〈h1, ..., hr, y1, ..., yd−r〉

Portanto d(H) ≤ d. 2

O posto de um grupo finito G é definido por:

rk(G) = sup{d(H) | H ≤ G}. (4.1)

Por (1.1) e usando o Teorema 4.4.9 podemos dizer que se G é um p-grupo powerful então

rk(G) = d(G).

Definição 4.4.10 Para um p-grupo finito G e um inteiro positivo r, V (G, r) denota

a interseção dos núcleos de todos os homomorfismos de G para GLr(Fp).

Definição 4.4.11 Um grupo G é metaćıclico se contém um subgrupo ćıclico N , tal

que G/N é também ćıclico.

Proposição 4.4.12 Se p é ı́mpar então cada p-grupo metaćıclico finito é powerful.

Demonstração. Seja G um p-grupo metaćıclico finito. Então contém um subgrupo ćıclico

N = 〈x〉 tal que G/N = 〈yN〉 é ćıclico. Se b ∈ G ele pode ser escrito como y = xnym.

Então G = 〈x, y〉. Como N é ćıclico então N �G e G/N é abeliano por ser ćıclico. Logo

[G,G] ⊆ N . Como {x, y} gera G então [x, y] gera [G,G]. Assim 〈[x, y]〉 = [G,G] ⊆ N e

portanto [x, y] = xp
e

para algum inteiro não negativo e. Logo [G,G] ⊆ Gp e G é powerful.2

Observação 4.4.13 Na verdade podemos considerar os p-grupos “powerful”como ge-

neralizações de p-grupos finitos abelianos.
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Alguns exemplos de grupos powerful.

(i) Todo p-grupo finito abeliano é um p-grupo powerful.

(ii) Consideremos o grupo Z/10Z. Ele contém um subgrupo isomorfo ao grupo ćıclico

Z/2Z e o subgrupo quociente é isomorfo a Z/5Z, que é também ćıclico. Pela Pro-

posição 4.4.12, Z/10Z é um p-grupo metaćıclico finito e assim um p-grupo powerful.

(iii) O primeiro exemplo de um grupo powerful não ćıclico é o grupo de Klein Dih2.

E o grupo powerful não abeliano mais pequeno é Dih3 (a prova disso é usando a

Proposição 4.4.12).

4.5 Grupos pro-p de posto finito

Definição 4.5.1 Seja G um grupo pro-p.

(i) G é powerful se p é ı́mpar e G/Gp é abeliano, ou se p = 2 e G/G4 é abeliano.

(ii) Seja N ≤o G. Então N é powerfully embedded em G, escrevemos N p.e. G, se p é

ı́mpar e [N,G] ≤ Np, ou se p = 2 e [N,G] ≤ N4.

Observe que se N p.e. G então N �o G e N é powerful. Como Np (resp. N4) é a in-

terseção de todos os subgrupos normais abertos de G nos quais Np (resp. N4) está contido.

Proposição 4.5.2 Seja G um grupo pro-p e N um subgrupo normal aberto em G. Então

N p.e. G se e somente se NK/K p.e. G/K para cada K subgrupo normal aberto em G.

Corolário 4.5.3 Seja G um grupo topológico. Então G é um grupo pro-p powerful

se e somente se G é o limite inverso de um sistema inverso de p-grupos finitos powerful

onde todas as aplicações são sobrejetivas.

Lema 4.5.4 Seja G um grupo pro-p finitamente gerado powerful. Então cada elemento

de Gp é uma p-ésima potência em G, e Gp = Φ(G) é aberto em G. Se p = 2, então G4 é

aberto em G.

Para a demonstração veja [Proposição 3.4, [11]].

Corolário 4.5.5 Seja G como no Lema acima. Então para cada i temos

Gp
i

= (Gp
i−1

)p = {xpi | x ∈ G} p.e. Gp
i−1

(4.2)

Teorema 4.5.6 Seja G = 〈a1, ..., ad〉 um grupo pro-p finitamente gerado powerful e

definamos Gi = Pi(G) para cada i. Então:

(i) Gi p.e. G;

(ii) Gi+k = Pk+1(Gi) = Gp
k

i para cada k ≥ 0;

(iii) Gi = Gp
i−1

= {xpi−1 | x ∈ G} = 〈ap
i−1

1 , ..., ap
i−1

d 〉;
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(iv) a aplicação x → xp
k

induz um homomorfismo de Gi/Gi+1 para Gi+k/Gi+k+1 para

cada i e k.

Proposição 4.5.7 Se G = 〈a1 · · · ad〉 é um grupo pro-p powerful então G = 〈a1〉...〈ad〉,
i.e. G é o produto de seus subgrupos proćıclicos 〈a1〉, ..., 〈ad〉.

Demonstração. O conjunto A = 〈a1〉, ..., 〈ad〉 é compacto (pois é o produto de um número

finito de conjuntos fechados e portanto compactos), e por isso é fechado em G. Assim

A =
⋂
N�oG

AN . Também temos que AN/N = G/N (Corolário 4.4.8) para cada N sub-

grupo normal aberto em G e portanto A = G. 2

Para cada grupo topológico G, d(G) denota a menor cardinalidade de um conjunto de

geradores topológicos de G. Se G é um grupo pro-p finitamente gerado, então temos

d(G) = dimFp(G/Φ(G)). (4.3)

Usando o Teorema 4.4.9 e a Proposição 4.1.4, obtemos o seguinte teorema

Teorema 4.5.8 Seja G um grupo pro-p finitamente gerado powerful e H um subgrupo

fechado de G. Então d(H) ≤ d(G).

Na seguinte proposição mostramos as equivalentes definições de “posto”.

Proposição 4.5.9 Seja G um grupo profinito, e sejam:

r1 = sup{d(H) | H ≤c G}
r2 = sup{d(H) | H ≤c G e d(H) <∞}
r3 = sup{d(H) | H ≤o G}
r4 = sup{rk(G/N) | N �o G}

Então r1 = r2 = r3 = r4.

Para a demonstração veja [Proposição 3.11, [11]].

Definição 4.5.10 Seja G um grupo profinito. O posto rk(G) de G é quaisquer dos ri
dados na Proposição 4.5.9.

Observe que por definição um grupo profinito de posto finito é finitamente gerado.

Se G é um grupo pro-p finitamente gerado powerful, então o Teorema 4.5.8 mostra que

rk(G) =d(G) e assim G tem posto finito. Generalizando, se G é finitamente gerado e

possui um subgrupo powerful aberto então G tem posto finito. O seguinte resultado é o

principal desta seção.

Teorema 4.5.11 Seja G um grupo pro-p. Então G tem posto finito se e somente se

G é finitamente gerado e G possui um subgrupo powerful aberto. Nestas condições, G

possui um subgrupo caracteŕıstico powerful aberto.

Para a demonstração veja [Proposição 3.13, [11]].
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Corolário 4.5.12 Seja G um grupo pro-p e seja r um inteiro positivo. Suponha que cada

subgrupo aberto de G contém um subgrupo aberto normal N de G com d(N) ≤ r. Então

G tem posto finito.

Teorema 4.5.13 Seja G um grupo pro-p. Então as seguintes propriedades são equi-

valentes:

(a) existe s ∈ N e c > 0 tal que |G : Gpk | ≤ cpks para todo k;

(b) existe s ∈ N e c > 0 tal que |G : Gp
k | ≤ cpks para todo k;

(c) G tem posto finito.

Demonstração. ((c) ⇒ (b)). Suponha que G tem posto finito r. Então G possui um

subgrupo normal aberto powerful H. Definamos Hi = Pi(H) para cada i. Então temos

que |H : H2| ≤ pr e |H : Hk+1| ≤ pkr para todo k (Proposição 4.5.6 (iv)). Além disso

Hk+1 = Hpk (Teorema 4.5.6 (iii)) e assim temos que

|G : Gp
k | ≤ |G : Hpk | ≤ |G : H|pkr.

((b) ⇒ (a)) É simplesmente notar que |G : Gpk | ≤ |G : Gp
k | e o resultado é obvio.

((a)⇒ (c)) Suponha que temos (a). Então |G : Φ(G)| ≤ |G : Gp| ≤ cps é finito e portanto

G é finitamente gerado. Definimos W = V (G, s) se p é ı́mpar e W = V (G, s)2 se p = 2.

Escrevamos Gi = Gpi para cada i. Como W é um subgrupo normal aberto de G existe

um m tal que Gm ≤ W e pela nossa hipótese indutiva temos que |Gk : Gk+1| ≤ ps para

algum k ≥ m. Se não fosse assim, então existiria um n suficientemente grande tal que

|G : Gm+n| ≥ |Gm : Gm+n| ≥ ps+1n > cpmspns = cp(m+n)s,

contradizendo a nossa hipótese. Escolhendo um k e definindo K = Gk temos que Φ(K) ≥
Kp ≥ Gk+1, assim |K/Φ(K)| ≤ ps e d(K) ≤ s. Finalmente K é powerful e rk(K)=d(K) ≤
s (Teorema 4.5.8).

Teorema 4.5.14 Seja G um grupo pro-p. Então as seguintes afirmações são equiva-

lentes:

(a) G é o produto de um número finito de subgrupos proćıclicos;

(b) G é o produto de um número finito de subgrupos fechados de posto finito;

(c) G tem posto finito;

(d) G é finitamente gerado como um “Zp-grupo powerful”, i.e. G tem um subconjunto

finito X tal que cada elemento de G é igual a um produto da forma xλ11 , ..., xλss com

xj ∈ X e λj ∈ Zp.

Exemplo. Consideremos ao grupo Z ⊕ Z/10Z. Esse grupo munido com a topologia

discreta é um grupo de posto finito pois é finitamente gerado e contém um subgrupo

isomorfo a Z/10Z que na seção anterior mostramos que é um p-grupo powerful.
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4.6 Grupos Uniformes

Definição 4.6.1 Um grupo pro-p G se diz uniforme ou uniformemente powerful se:

(i) G é finitamente gerado

(ii) G é powerful, e

(iii) |Pi(G) : Pi+1(G)| = |G : P2(G)|, para cada i.

Podemos supor que um grupo pro-p G satisfaz (i) e (ii) e repensar (iii). Assim no seu

lugar podemos escrever “a aplicação fi : Pi(G)/Pi+1(G) → Pi+1(G)/Pi+2(G) induzida

pela aplicação x 7→ xp é um isomorfismo para cada i”.

Teorema 4.6.2 Seja G um grupo pro-p finitamente gerado powerful. Então existe um k

suficientemente grande tal que Pk(G) é uniforme.

Demonstração. Definamos Gi = Pi(G) e suponha que |Gi : Gi+1| = pdi então temos

que d1 ≥ d2 ≥ ... ≥ di ≥ di+1 ≥ ... (Teorema 4.5.6 (iv)). Assim existe m tal que dk = dm
para todo k ≥ m. Além disso Pi(Gk) = Gk+i−1 para todo i e k (Teorema 4.5.6 (ii)) e

portanto Gk é uniforme (Teorema 4.5.6 (i)). 2

Corolário 4.6.3 Um grupo pro-p de posto finito tem um subgrupo caracteŕıstico aberto

uniforme.

Com ajuda do Teorema 4.5.6 e do Teorema 4.5.8 temos que um grupo powerful G é

uniforme se e somente se d(Gi/Gi+1) = d(G1/G2) = d para todo i.

Proposição 4.6.4 Seja G um grupo pro-p finitamente gerado powerful. Então as se-

guintes afirmações são equivalentes.

(a) G é uniforme;

(b) d(Pi(G)) = d(G) para cada i ≥ 1;

(c) d(H) = d(G) para cada subgrupo powerful aberto H em G.

Uma caracterização de um grupo uniforme é a seguinte.

Teorema 4.6.5 Seja G um grupo pro-p finitamente gerado powerful. Então G é uniforme

se e somente se é livre de torsão.

Demonstração. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado powerful e definamos Gi =

Pi(G) para todo i. Vamos supor que G não é livre de torsão. Então G contém um elemento

x de ordem p. Se x ∈ Gi\Gi+1 então 1 6= xGi+1 ∈ Gi/Gi+1 e 1 = xpGi+2 ∈ Gi+1/Gi+2.

Portanto a aplicação fi : Gi/Gi+1 → Gi+1/Gi+2 não é injetiva e assim G não é uniforme.

Para a outra implicação, suponha que G não é uniforme. Então fi não é injetivo

para algum i e assim existe x ∈ Gi\Gi+1 tal que xp ∈ Gi+2. Definamos x2 = x e su-

ponha que para algum n ≥ 2 podemos encontrar x2, ..., xn satisfazendo xpj ∈ Gi+j e
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xj ≡ xj−1 (modGi+j−2) para 2 < j ≤ n. Então existe y ∈ Gi+n−1 tal que xpn = yp.

Definamos xn+1 = y−1xn. Então xn+1 ≡ xn (modGi+n−1) e também xpn+1 ∈ Gi+n+1.

Portanto xpn+1 ≡ 1 (modGi+n+1). Assim podemos construir uma sequência x2, ..., xn, ...

de Cauchy convergente para algum x ∈ G. Portanto x ≡ x 6≡ 1 (modGi+1) e xp ≡ xpn ≡
1 (modGi+n−1) para todo n, e assim xp = 1, o que mostra que G não é livre de torsão. 2

Lema 4.6.6 Se A e B são subgrupos abertos uniformes de algum grupo pro-p G. Então

d(A) =d(B).

Demonstração. Seja i um número suficientemente grande tal que Pi(B) ≤ A ∩ B ≤ A

e usando a Proposição 4.6.4 temos que d(A)=d(Pi(B)) =d(B). 2

Definição 4.6.7 Seja G um grupo pro-p de posto finito e seja H um subgrupo uni-

forme aberto arbitrário em G. A dimensão de G é definida por

dim(G) = d(H). (4.4)

Teorema 4.6.8 Seja G um grupo pro-p de posto finito e N um subgrupo normal fechado

de G. Então

dim(G) = dim(N) + dim(G/N) (4.5)

(Observe que N e G/N tem posto finito.)

Para a demonstração veja [Proposição 4.8, [11]].

Teorema 4.6.9 Seja G um grupo pro-p uniforme e d = d(G). Suponha que G é ge-

rado topológicamente pelo conjunto finito {a1, ..., ad}. Então a aplicação

ψ : Zdp −→ G

(λ1, ..., λd) 7−→ aλ11 ...aλdd

é um homeomorfismo.

Demonstração. Seja {a1, · · · , ad} um conjunto de geradores topológicos de G. Assim

G = 〈a1, · · · , ad〉. Então G = 〈a1〉 · · · 〈ad〉 (Proposição 4.5.7). Se a ∈ G temos que

a = aλ11 · · · a
λd
d com λ1, · · · , λd ∈ Zp. Seja k fixo e arbitrário. O grupo G/Gk+1 tem

ordem pkd e G/Gk+1 = 〈a1Gk+1〉 · · · 〈adGk+1〉, onde cada subgrupo ćıclico tem ordem pk.

Então cada elemento de G/Gk+1 pode ser escrito como ae11 · · · a
ed
d Gk+1 onde e1, · · · , ed são

inteiros unicamente determinados módulo pk. Isso implica que λ1, · · · , λd são unicamente

determinados módulo pk,para cada k. Assim λ1, · · · , λd são inteiros p-ádicos unicamente

determinados. Obtemos que a aplicação θ : G → Zdp dada por θ(a) = (λ1, · · · , λd) é uma

bijeção e pelo Corolário 4.2.12 é continua. Temos que ψ : Zdp → G é a bijeção rećıproca,

onde ψ(λ1, · · · , λd) = aλ11 · · · a
λd
d . Como a multiplicação em G é continua. Então ψ é

continua. Assim ψ é homeomorfismo. 2

Lema 4.6.10 Seja G um grupo pro-p uniforme e para cada n ∈ N a aplicação x 7→ xp
n

é um homeomorfismo de G para Gn+1. Além disso, para cada k e m em N, a restrição

desse homeomorfismo é uma bijeção de Gk para Gk+n e induz uma bijeção de Gk/Gk+m
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para Gn+k/Gn+k+m.

Para a demonstração veja [Proposição 4.10, [11]].

A importância desse lema é que cada elemento x ∈ Gn+1 tem uma única pn-ésima

raiz em G, que vamos denotar por xp
−n

. Vamos aproveitar a bijeção entre G e Gn+1.

Assim podemos usar a operação de grupo de Gn+1 em G. Nessa forma definimos uma

nova estrutura de grupo em G.

Para x, y ∈ G definimos:

x+n y = (xp
n
yp

n
)p

−n
.

Assim, a aplicação x→ xp
−n

torna-se um homomorfismo de grupos entre Gn+1 e (G,+n).

Lema 4.6.11 Se n > 1, x, y ∈ G, e u, v ∈ G então:

xu+n yv ≡ x+n y ≡ x+n−1 y (mod Gn),

e para todo m > n

x+m y ≡ x+n y (mod Gn+1).

Para a demonstração veja [Proposição 4.11, [11]].

Definição 4.6.12 Seja G é um grupo pro-p uniforme e sejam x, y ∈ G. Definimos

uma nova operação (soma em G) por

x+ y = lim
n→∞

x+n y (4.6)

A partir dessa definição temos que x + y ≡ x +n y (mod Gn+1) e se u, v ∈ Gn então

xu+ yv ≡ x+ y (mod Gn)

Observemos que um grupo pro-p uniforme G com a operação + é um grupo abeliano

com elemento identidade 1 e o elemento inverso é dado por x 7→ x−1.

Lema 4.6.13 Seja G um grupo pro-p uniforme e sejam x, y elementos de G. Então:

(i) Se xy = yx então x+ y = xy

(ii) Para cada inteiro m, mx = xm.

(iii) Para cada n ≥ 1, pn−1G = Gn

(iv) Se x, y ∈ Gn então x+ y ≡ xy (mod Gn+1)

Para a demonstração veja [Proposição 4.14, [11]].

Agora vamos listar rapidamente alguns outros resultados importantes; para as demons-

trações veja [11].
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(i) Seja G um grupo pro-p uniforme e n ∈ N, então Gn é um subgrupo aditivo de

G, e as classes laterais aditivas de Gn em G são as mesmas que as classes laterais

multiplicativas de Gn em G. Também a aplicação identidade Gn/Gn+1 → Gn/Gn+1

é um isomorfismo do grupo aditivo Gn/Gn+1 para o grupo multiplicativo Gn/Gn+1,

e o ı́ndice de Gn no grupo aditivo (G,+) é igual a |G : Gn|.

(ii) (G,+) é um grupo pro-p uniforme de dimensão d = d(G) (com a topologia inicial).

Além disso, qualquer conjunto de geradores topológicos para G é um conjunto de

geradores topológicos para (G,+).

(iii) Seja G um grupo pro-p uniforme de dimensão d, e seja {a1, ..., ad} um conjunto de

geradores topológicos para G. Então, com as operações acima definidas, (G,+) é

um Zp-módulo livre com a base {a1, ..., ad}.

(iv) Seja G um grupo pro-p uniforme de dimensão d. Então a ação de Aut(G) sobre G

é Zp-linear com respeito à estrutura de Zp-módulo sobre (G,+). Portanto Aut(G)

pode ser definido como um subgrupo de GLd(Zp).

(v) Seja G um grupo pro-p de posto finito de dimensão d. Então para algum e ≤ d e

algum p-grupo finito F existe uma sequência exata

1→ Zep → G→ GLd(Zp)× F.

(vi) Seja G um grupo pro-p powerful finitamente gerado. Então os elementos de ordem

finito de G formam um subgrupo caracteŕıstico T de G. Também T é um p-grupo

finito powerful e G/T é uniforme.

Exemplos de grupos uniformes

(1) O grupo aditivo de inteiros p-ádicos é um grupo uniforme. Além disso, todo grupo

abeliano pro-p finitamente gerado e livre de torsao é um grupo pro-p uniforme; em

outras palavras Znp onde n é um inteiro positivo é um grupo pro-p uniforme.

(2) Agora vamos mostrar que o grupo GLn(Zp) contém vários exemplos não triviais de

grupos pro-p uniformes.

O grupo GLd(Zp)
Seja d um inteiro positivo e seja Md(Zp) o espaço topológico das matrizes d×d sobre

Zp. Definimos Γ = GLd(Zp) o subespaço topológico de Md(Zp) de todas as matrizes

d× d invert́ıveis. Então Γ é um grupo topológico Hausdorff com a topologia p-ádica

(Observação 2.1.2). Dado um elemento a em Md(Zp), temos que a ∈ Γ se e somente

se det a 6≡ 0 (mod p). Então Γ é ao mesmo tempo um subespaço fechado e aberto

de Md(Zp) pois cada matriz b ≡ a ( mod p) satisfaz b ∈ Γ se e somente se a ∈ Γ; isto

mostra que Γ é a união de ao máximo pd
2

classes aditivas de pMd(Zp). Portanto Γ

é compacto. Uma base para as vizinhanças de 1 em Γ é dada pelos “subgrupos de

congruência”

Γi = {γ ∈ Γ | γ ≡ 1d (mod pi)},
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para i ≥ 0. Como Γ/Γi ∼= GLd(Z/piZ) para i ≥ 1, temos que

|Γ : Γ1| = (pd − 1)(pd − p)...(pd − pd−1) e

|Γ1 : Γi| = pd
2(i−1) para i ≥ 1.

Assim Γ é profinito e Γ1 é um grupo pro-p.

Quando vamos definir o conceito de grupo p-ádico anaĺıtico no caṕıtulo 5 notaremos

que Γ é um grupo p-ádico anaĺıtico compacto; uma propriedade fundamental de tais

grupos é que eles contém um subgrupo pro-p powerful aberto finitamente gerado e

agora verificamos isso diretamente para Γ = GLd(Zp).

Lema. Seja p primo; se p > 2 e n ≥ 2, ou se p = 2 e n ≥ 3, então todo ele-

mento de Γn é uma p-ésima potência de um elemento em Γn−1.

Demonstração. Temos que mostrar que para qualquer a ∈Md(Zp) podemos resolver

1 + pna = (1 + pn−1x)p (4.7)

com x ∈ Md(Zp). A solução é por aproximação sucessiva. Começamos com (1 +

pn−1a)p ≡ 1 + pna(mod pn+1) (sempre que n esteja no lugar indicado). Faça x1 = a

e suponha indutivamente que encontramos para r ≥ 1, uma matriz xr comutando

com a, tal que (1 + pn−1xr)
p ≡ 1 + pna(mod pn+r). Digamos

(1 + pn−1xr)
p = 1 + pna+ pn+rc.

Agora seja

z = (1 + pn−1xr)
−(p−1)c,

e seja xr+1 = xr − prz; note que xr comuta com c, portanto comuta com z e assim

xr+1 comuta com a. Um calculo direto mostra que

(1 + pn−1xr+1)p ≡ 1 + pna (mod pn+r+1).

Assim obtemos uma sequencia convergente (xr) em Md(Zp), cujo limite x satisfaz

(4.7). 2

Teorema. Para cada i seja Γi = {γ ∈ GLd(Zp) | γ ≡ 1d(mod pi)}. Definamos

G = Γ1 se p é impar, G = Γ2 se p = 2. Então G é um grupo pro-p uniforme e

dim(G) = rk(G) = d(G) = d2. Também Pi(G) = Γi+ε para todo i, onde ε = 0 se

p 6= 2, ε = 1 se p = 2.

Demonstração. Temos P1(G) = G = Γ1+ε por definição. Suponha que r ≥ 1 e

Pr(G) = Γr+ε. Então um cálculo fácil mostra que Pr(G)p[Pr(G), G] ≤ Γr+1+ε e

pelo Lema 3.2.1 mostramos que Γr+1+ε ≤ Γpr+ε = Pr(G)p. Como Γr+1+ε é um sub-

grupo fechado de G, temos que Pr+1(G) = Γr+1+ε. Assim por indução segue que

Pi(G) = Γi+ε para todo i, e no caminho mostramos que Pi+1(G) = Pi(G)p para

todo i. Tomando i = 1, vemos que G é powerful (quando p = 2 notamos que

[Γ2,Γ2] ≤ Γ4 ≤ Γ4
2); e como P2(G) = Γ2+ε é aberto em G, o Teorema 3.1.14 mos-

tra que G é finitamente gerado. Como |Γi : Γi+1| = pd
2

é constante para todo
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i ≥ 1, G é uniforme. Finalmente, como G/Φ(G) = Γ1+ε/Γ2+ε é abeliano ele-

mentar de ordem pd
2
, este tem necessariamente d2 geradores, de onde segue que

dim(G)=rk(G)=d(G) = d2. 2

A teoria dos grupos powerful mostra que GLd(Zp) tem posto finito sem a neces-

sidade de fazer cálculo pesado de matrizes. Se conseguimos mostrar que cada grupo

pro-p de posto finito tem uma representação linear fiel sobre Zp, então isto propor-

cionará mais uma caracterização para os grupos pro-p de posto finito.

Teorema. Um grupo pro-p é p-ádico anaĺıtico se e somente se é um subgrupo

fechado de GLd(Zp) para algum inteiro positivo d.

4.7 Álgebras de Lie

Seja G um grupo pro-p uniforme. Lembremos que Gn = Pn(G) = Gp
n−1

para cada n ≥ 1.

Sejam x, y ∈ G e n ∈ N. Então [xp
n
, yp

n
] ∈ [Gn+1, Gn+1] ≤ G2n+2. Assim faz sentido

definir uma nova operação na forma seguinte:

(x, y)n = [xp
n
, yp

n
]p

−2n

Lema 4.7.1 Se n > 1, x, y ∈ G e u, υ ∈ Gn, então

(xu, yυ)n ≡ (x, y)n ≡ (x, y)n−1 (mod Gn+1)

e para todo m > n

(x, y)m ≡ (x, y)n (mod Gn+2).

Para a demonstração veja [Proposição 4.28, [11]].

Definição 4.7.2 Para cada x, y ∈ G definimos:

(x, y) = lim
n→∞

(x, y)n. (4.8)

Teorema 4.7.3 Com a operação (, ), o Zp-módulo (G,+) torna-se uma álgebra de Lie

sobre Zp.

Proposição 4.7.4 Seja H um subgrupo fechado uniforme de G, e seja N �c G tal que

G/N é uniforme. Então:

(i) A aplicação inclusão H → G é um monomorfismo de álgebras de Lie (H,+, (, )) →
(G,+, (, )); em particular, H é uma subálgebra da álgebra de Lie (G,+, (, ));

(ii) N é uniforme;

(iii) N é um ideal na Zp-álgebra de Lie (G,+, (, )): e as classes aditivas de N em G são as

mesmas que as classes multiplicativas, assim (G/N,+, (, )) = (G,+, (, ))/(N,+, (, ));

além disso, o epimorfismo natural ∗ : G → G/N é um epimorfismo de Zp-álgebras

de Lie de (G,+, (, )) para (G/N,+, (, )).
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Para a demonstração veja [Proposição 4.31, [11]].

Obervação 4.7.5 Com as operações definidas em (4.6) e (4.8) o grupo pro-p uniforme G

torna-se uma Zp-álgebra de Lie. Denotando essa álgebra por log(G). Seja f : U → V um

homomorfismo entre dois grupos pro-p uniformes. Então log(f) = f é um homomorfismo

de Zp-álgebras de Lie. Em particular a ação de conjugação faz de log(G) um G-módulo.

Lema 4.7.6 Seja G um grupo pro-p uniforme e sejam i, j ∈ N tais que i ≤  ≤ 2i + 1.

Então Gp
i
/Gp

j
é abeliano e temos que

Gp
i
/Gp

j ∼= log(G)/pj−ilog(G).

como G-módulos, onde G age por conjugação sobre Gp
i
/Gp

j
.

Demonstração. Pela Proposição 4.2.7 (ii) temos que [Pi(G), Pj(G)] ≤ Pi+j(G) para todo

i e j. Então disso temos que [Pi+1(G), Pi+1(G)] ≤ P2i+2(G). Logo obtemos [Gp
i
, Gp

i
] ≤

Gp
2i+1

e assim [Gp
i
, Gp

i
] ≤ Gp2i+1 ≤ Gp2i ≤ · · · ≤ Gpi . Resulta disso que [Gp

i
, Gp

i
] ≤ Gpj ,

onde i ≤ j ≤ 2i+ 1. Assim obtemos que Gp
i
/Gp

j
é abeliano para i ≤ j ≤ 2i+ 1.

Para a outra parte. Pelo Lema 4.6.13 (iii), Gn = Gp
n−1

= pn−1log(G). Logo temos

que Gp
i
/Gp

j
= pilog(G)/pjlog(G) ∼= log(G)/pj−ilog(G). 2



Caṕıtulo 5

Grupos p-ádicos anaĺıticos e teoria

de Lie

Neste caṕıtulo, lidaremos com alguns resultados dos grupos p-ádicos anaĺıticos e da teoria

de Lie, basicamente, para estabelecer um isomorfismo entre as categorias de grupos pro-p

uniformes e as álgebras de Lie em Zp, também mostraremos uma bijeção entre a categoria

de grupos p-ádicos anaĺıticos e álgebras de Lie em Qp, tais bijecções, mantêm a dimensão,

que é fundamental para a demonstração do teorema principal desenvolvido no caṕıtulo 7.

Tanto a teoria dos grupos p-ádicos anaĺıticos quanto a teoria de Lie podem ser encontradas

em J. Dixon [11], de onde obtivemos.

5.1 Variedades p-ádicas anaĺıticas

Para y ∈ Zrp e h ∈ N definimos

B(y, p−h) = {z ∈ Zrp | |zi − yi| ≤ p−h,∀i = 1, ..., r}
= {y + phx | x ∈ Zrp}.

Definição 5.1.1 Seja V um subconjunto aberto não vazio de Zrp e seja

f = (f1, ..., fs)

uma função de V em Zsp.

(i) Seja y ∈ V . Então f é anaĺıtica em y se existe h ∈ N com B(y, p−h) ⊆ V e uma

série formal de potências Fi(X) ∈ Qp[[X]] (i = 1, ..., s) tal que

fi(y + phx) = Fi(x) para todo x ∈ Zrp

(ii) A função f é anaĺıtica sobre V se é anaĺıtica em cada ponto de V .

Lema 5.1.2 Suponha que F (X) ∈ Qp[[X]] pode ser avaliado em x para todo x ∈ Zrp. Seja

a ∈ Zrp. Então existe G(X) ∈ Qp[[X]] tal que F (x + a) = G(x) para todo x ∈ Zrp.

Corolário 5.1.3 Suponha que V ⊆ Zrp pode ser escrito como uma união
⋃
{B(y(i), p−h(i)) | i ∈

I} de bolas e que f = (f1, ..., fs) é uma função de V em Zsp tal que, para cada i ∈ I, as

42



UFRJ IM 43

funções x→ fj(y(i) + ph(i)x) são estritamente anaĺıticas sobre Zrp para j = 1, ..., s. Então

f é anaĺıtica sobre V .

Lema 5.1.3 Sejam f : U → V e g : V → W duas funções anaĺıticas, onde U ⊆ Zrp,
V ⊆ Zsp e W ⊆ Ztp são conjuntos abertos não vazios. Então g ◦ f é anaĺıtica sobre V .

Definição 5.1.5 (i) Seja X um espaço topológico e U um subconjunto aberto não vazio

de X. Um triplo (U, φ, n) é um carta sobre X se φ é um homeomorfismo de U sobre um

subconjunto aberto de Znp para algum n ∈ N. A dimensão da carta é n. A carta (U, φ, n)

é uma carta global se U = X.

(ii) Duas cartas (U, φ, n) e (V, ψ,m) sobre um espaço topológico X são compat́ıveis se

as aplicações ψ ◦ φ−1|φ(U∩V ) e φ ◦ ψ−1|ψ(U∩V ) são funções anaĺıticas sobre φ(U ∩ V )

e ψ(U ∩ V ) respectivamente.

(iii) Um atlas sobre um espaço topológico X é um conjunto de pares compat́ıveis de

cartas que cobrem X, i.e. é um conjunto da forma

A = {(Ui, φi, ni) | i ∈ I}

com as seguintes propriedades

• Para cada i ∈ I, (Ui, φi, ni) é uma carta sobre X.

• para cada i, j ∈ I, (Ui, φi, ni) e (Uj , φj , nj) são compat́ıveis.

• X =
⋃
i∈I Ui.

A é um atlas global se para algum i ∈ I a carta (Ui, φi, ni) é global.

(iv) Sejam A e B dois atlas sobre um espaço topológico X. Então A e B são compat́ıveis

se cada carta em A é compat́ıvel com cada carta em B; isto é, se A ∪ B é um atlas

sobre X.

com XA nós denotamos o espaço topológico dotado de um atlas A. Uma função f : XA →
YB se diz anaĺıtica se para cada par de cartas (U, φ, n) ∈ A e (V, ψ,m) ∈ B, se satisfaz o

seguinte:

(i) f−1(V ) é aberto em X, e

(ii) a composição ψ ◦ f ◦ φ−1|φ(u∩f−1(V )) é uma função anaĺıtica do conjunto aberto

φ(U ∩ f−1(V )) ⊆ Znp em Zmp .

Lema 5.1.6 Sejam X,Y e Z espaços topológicos e A,B,C atlas sobre X,Y, Z respecti-

vamente. Se f : XA → YB e g : YB → ZC são anaĺıticas, então g◦f : XA → ZC é anaĺıtica.

A compatibilidade é uma relação de equivalência sobre a classe de todas os atlas sobre

X. Portanto temos

Definição 5.1.7 Seja X um espaço topológico. Uma estrutura de variedade p-ádica
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anaĺıtica sobre X é uma classe de equivalência de atlas compat́ıveis sobre X. Se tal estru-

tura existe, X é uma variedade p-ádica anaĺıtica. Qualquer atlas pertencendo a essa classe

de equivalência é chamado um atlas de (a variedade) X; qualquer carta pertencendo para

este atlas é uma carta de (a variedade) X.

De agora em diante, vamos escrever “variedade anaĺıtica”ou “variedade”no lugar de “va-

riedade p-ádica anaĺıtica”.

Definição 5.1.8 Sejam X e Y variedades anaĺıticas e f : X → Y uma função, f é

anaĺıtica se existem dois atlas A e B de X e Y respectivamente tal que f : XA → YB é

anaĺıtica.

Lema 5.1.9 Suponha que f : X → Y e g : Y → Z são funções anaĺıticas onde X,Y e Z

são variedades anaĺıticas. Então g ◦ f : X → Z é uma função anaĺıtica.

Lema 5.1.10 Seja f : X → Y uma função, onde X e Y são variedades. Suponha

que X =
⋃
i∈I Xi tal que os Xi são subconjuntos abertos em X e que f |Xi : Xi → Y são

anaĺıticas em relação à estrutura de variedade induzida sobre Xi, para cada i ∈ I. Então

f é uma função anaĺıtica.

Lema 5.1.11 Seja f : X → Y uma função anaĺıtica. Então f é cont́ınua.

5.2 Grupos p-ádicos anaĺıticos

Definição 5.2.1 Um grupo topológico G é um grupo p-ádico anaĺıtico se G tem uma

estrutura de variedade p-ádica anaĺıtica com as propriedades

(i) A função f : G×G→ G dada por (x, y) 7→ xy é anaĺıtica.

(ii) A função i : G→ G definida por x 7→ x−1 é anaĺıtica.

Proposição 5.2.2 Seja G um grupo topológico contendo um subgrupo aberto H. Suponha

que H tem estrutura de grupo p-ádico anaĺıtico, e que: para cada g ∈ G, existe uma

vizinhança aberta Vg da identidade em H tal que

(i) gV gg−1 ⊆ H e

(ii) a função kg : Vg → H definida por x 7→ gxg−1 é anaĺıtica.

Então existe uma única estrutura de variedade anaĺıtica sobre G estendendo a estrutura

de variedade sobre H e tornando-se G um grupo p-ádico anaĺıtico.

Lema 5.2.3 Sejam G e G′ grupos p-ádicos anaĺıticos e seja φ : G → G′ um homomor-

fismo de grupos. Suponha que φ|H é anaĺıtica para um subgrupo aberto H de G. Então φ

é uma função anaĺıtica.

O seguinte resultado fica dentro dos grupos pro-p uniformes
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Teorema 5.2.4 Seja G um grupo topológico contendo um subgrupo aberto que é um

grupo pro-p uniforme. Então G é um grupo p-ádico anaĺıtico.

5.3 Grupos Standard

Nesta seção vamos mostrar o inverso do Teorema 5.2.4.

Sejam X1, X2, ..., Y1.Y2, ... indeterminadas, então o seguinte

Zp[[X1, ..., Xn]] = Zp[[X]]

denota o subanel de Qp[[X]] consistente das séries formais de potências

F (X) =
∑
α∈Nn

aαX
α1
1 ...Xαn

n =
∑
α∈Nn

aαXα

onde aα ∈ Zp para cada α ∈ Nn. Notemos que F (X) ∈ Zp[[X]] então F (X) existe para

todo x ∈ pZnp .

Definição 5.3.1 Seja G um grupo p-ádico anaĺıtico. Então G é um grupo standard

(de dimensão r sobre Qp) se

(i) a estrutura de variedade anaĺıtica sobre G é definida por um atlas global da forma

{(G,ψ, r)} onde ψ é um homeomorfismo de G sobre pZrp (se p > 2) ou sobre 4Zr2 (se

p = 2), com ψ(1) = 0, e

(ii) para j = 1, ..., r existe Pj(X,Y) ∈ Zp[[X,Y]] tal que

ψj(xy
−1) = Pj(ψ(x), ψ(y))

para todo x, y ∈ G, onde ψ = (ψ1, ..., ψr)

Lema 5.3.2 Seja G[Y1, ..., Ym] ∈ Zp[Y] e sejam Fi[X] ∈ Zp[X] para i = 1, ...,m. Su-

ponha que cada uma das séries Fi[X] tenha termo constante 0. Então G ◦ F ∈ Zp[X] e

(G ◦ F)(x) = G(F1(x), ..., Fm(x)) para todo x ∈ pZmp .

Lema 5.3.3 Seja G um grupo standard de dimensão r. Seja ω(x1, ..., xn) uma pala-

vra de grupo nas variáveis x1, ..., xn. Então existe

Fj [X11, ..., X1r, ..., Xn1, ..., Xnr] ∈ Zp[[X1, ...,Xn]]

(j = 1, ..., r) tal que para todo x1, ..., xn ∈ G

ψj(ω(x1, ..., xn)) = Fj(ψ(x1), ..., ψ(xn))

Lema 5.3.4 Seja F (X) =
∑

α∈Nn aαXα ∈ Qp[[X]]. Suponha que existe uma vizinhança

aberta V de 0 em Qp tal que, para todos λ1, ..., λn ∈ V n,

F (λ1, ..., λn) = 0
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Então aα = 0 para todo α ∈ Nn.

Agora estamos prontos para mostrar o primeiro resultado desta seção

Teorema 5.3.5 Seja G um grupo p-ádico anaĺıtico. Então G tem um subgrupo aberto H

que é um grupo standard em relação à estrutura de variedade induzida por G.

Precisamos mais um Lema antes de completar a prova do resultado principal

Lema 5.3.6 Seja G um grupo standard sobre Qp com um atlas global {(G,ψ, r)}. Então

existem séries de potências F1(X), ..., Fr(X) ∈ Zp[[X1, ...,Xr]] tal que

ψ(xp) = F (ψ(x)) para todo x ∈ G
Fk(X) = pXk +

∑
〈α〉>1

ck,αXα para cada k,

onde ck,α ∈ Zp para cada α e k. Também cada ck,α ≡ 0( mod p) onde 〈α〉 = 2, sempre

que p 6= 2.

Teorema 5.3.7 Seja G um grupo standard de dimensão r sobre Qp. Então G é um

grupo pro-p uniforme de dimensão r.

Teorema 5.3.8 Seja G um grupo topológico. Então G tem estrutura de um grupo p-ádico

anaĺıtico se e somente se G contém um subgrupo aberto que é um grupo pro-p uniforme.

Corolário 5.3.9 Um grupo topológico G é p-ádico anaĺıtico se e somente se G tem

um subgrupo aberto que é um grupo pro-p de posto finito.

Corolário 5.3.10 As seguintes são equivalentes para um grupo topológico G

(i) G é um grupo compacto p-ádico anaĺıtico.

(ii) G contém um subgrupo aberto normal pro-p uniforme de ı́ndice finito.

(iii) G é um grupo profinito contendo um subgrupo aberto que é um grupo pro-p de posto

finito.

Corolário 5.3.11 Seja G um grupo compacto p-ádico anaĺıtico. Então Aut(G) é um

grupo compacto p-ádico anaĺıtico.

Definamos a dimensão para um grupo p-ádico anaĺıtico.

Teorema 5.3.12 Seja G um grupo p-ádico anaĺıtico. Então existe um único inteiro

não negativo n com as seguintes propriedades:

• cada carta pertencendo um atlas definindo a estrutura de variedade sobre G tem di-

mensão n, no sentido da Definição 5.1.5.
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• cada subgrupo aberto pro-p de G tem posto finito e dimensão n, no sentido da Definição

4.6.7.

Definição 5.3.13 Seja G um grupo p-ádico anaĺıtico. Então a dimensão

dim(G)

de G é o número n especificado no Teorema 5.3.12.

5.4 Teoria de Lie

Lema 5.4.1 Seja G um grupo standard, em relação à carta global (G,ψ, d). Seja

G2 = P2(G), e seja {u1, ..., ud} um conjunto de geradores topológicos para G, defina-

mos φ : G → Zdp por φ(uλ11 , ..., uλdd ) = λ para cada λ = (λ1, ..., λd) ∈ Zdp Então as cartas

(G,ψ|G2 , d) e (G,φ|G2 , d) são compat́ıveis.

Um resultado importante é o seguinte

Teorema 5.4.2 Sejam G1 e G2 grupos p-ádicos anaĺıticos. Então cada homomorfismo

cont́ınuo G1 → G2 é anaĺıtico.

Corolário 5.4.3 Seja G um grupo topológico. Então G tem como máximo uma es-

trutura de grupo p-ádico anaĺıtico; e a menos que G seja discreto, o primo p é unicamente

determinado.

Teorema 5.4.4 Seja G um grupo p-ádico anaĺıtico. Sejam H um subgrupo fechado

de G e N um subgrupo normal fechado de G.Então

(i) H é p-ádico anaĺıtico, e a aplicação inclusão H → G é um homomorfismo anaĺıtico.

(ii) G/N com a topologia quociente é p-ádico anaĺıtico, e a projeção natural G→ G/N

e um homomorfismo anaĺıtico.

Teorema 5.4.5 Seja G um grupo topológico Hausdorff, e N um subgrupo normal fe-

chado. Se ambos N e G/N são p-ádico anaĺıticos (com a topologia induzida e quociente

respectivamente), então G é p-ádico anaĺıtico.

5.5 Álgebras de Lie powerful

Nesta seção vamos mostrar como a correspondência que atribui uma álgebra de Lie a cada

grupo pro-p uniforme pode ser revertida.

Fixemos

ε = 1 se p é ı́mpar, ε = 2 se p = 2
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Uma álgebra de Lie L sobre Zp é chamada powerful se L ∼= Zdp para algum inteiro positivo

d e

(L,L) ⊆ pεL.

A fórmula seguinte é chamada a fórmula de Campbell-Hausdorff

Φ(X,Y ) =

∞∑
n=1

un(X,Y )

u1(X,Y ) = X + Y, u2 =
1

2
(X,Y )

un(X,Y ) =
∑
e

qe(X,Y )e (n ≥ 3) (5.1)

onde (X,Y )e = (X,Y, ..., Y,X, ...,X, ...) denota um colchete de Lie esquerda-normado de

comprimento 〈e〉+1, e a soma em (5.1) é sobre os vetores e de inteiros positivos satisfazendo

〈e〉 = n− 1. Os coeficientes qe são números racionais satisfazendo

pε〈e〉qe ∈ pεZp, |pε〈e〉qe| −→ 0 quando 〈e〉 −→ ∞

Como cada un(X,Y ) é uma soma finita, podemos avaliar em qualquer álgebra de Lie sobre

Qp; L é uma Zp-algebra de Lie powerful, então de fato un(X,Y ) pode ser avaliado em L,

e para x, y ∈ L a série

Φ̃(X,Y ) =
∞∑
n=1

un(X,Y )

converge em L. podemos portanto definir uma operação binária ∗ : L× L→ L por

x ∗ y = Φ̃(x, y).

Teorema 5.5.1 Seja L uma álgebra de Lie powerful. Então a operação ∗ faz de L um

grupo pro-p uniforme. Se {a1, ..., ad} é uma base para L sobre Zp então {a1, ..., ad} é um

conjunto de geradores topológicos para o grupo (L, ∗), e tem dimensão d.

Lema 5.5.2 A operação ∗ sobre uma álgebra de Lie powerful é associativa.

Teorema 5.5.3 As aplicações

G 7→ LG, L 7→ (L, ∗)

são mutuamente isomorfismos inversos entre a categoria de grupos pro-p uniforme e a

categoria de álgebra de Lie powerful sobre Zp.

Consideremos o grupo p-ádico anaĺıtico G. Pelo Teorema 5.3.8 G tem um subgrupo

que é um grupo pro-p uniforme. Se H1 e H2 são ambos subgrupos abertos uniformes de

G, então H = H1 ∩H2 tem ı́ndice finito em H1 e H2, assim LH tem ı́ndice finito em LHi

para i = 1, 2. Portanto

Qp ⊗Zp LH1 = Qp ⊗Zp LH = Qp ⊗Zp LH2 .

Podemos portanto inequivocamente definir

L(G) = Qp ⊗Zp LH (5.2)
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onde H é qualquer subgrupo aberto uniforme de G. Portanto temos

dimQpL(G) = dimZpLH (por (5.2))

= d(H) (Teorema 5.5.1)

= dim(G) (Definição 4.6.7)

e assim L(G) é a álgebra de Lie sobre Qp; de dimensão igual a dim(H)=dim(G).

Agora suponha que f : G1 → G2 é um morfismo de grupos anaĺıticos. Escolhemos um

subgrupo aberto uniforme H2 em G2; como f é cont́ınuo, o subgrupo f−1(H2) é aberto

em G1, portanto contém um subgrupo aberto uniforme H1. O homomorfismo de grupos

f0 = f |H1 : H1 → H2 é ao mesmo tempo um homomorfismo de álgebras de Lie de LH1

para LH2 , como observamos no Teorema 5.5.3; e portanto este induz um homomorfismo

de álgebras de Lie

f∗ = 1⊗ f0 : L(G1)→ L(G2);

Claramente f∗ não depende da escolha de H2 e H1. Também, se f : G1 → G2 e g : G2 →
G3 são morfismos, então

(g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗;

e (IdG)∗ = IdG são morfismos. Assim obtemos a primeira parte de

Teorema 5.5.4 (i) A aplicação G 7→ L(G), f → f∗ é um functor da categoria de

grupos p-ádicos anaĺıticos(de dimensão d) para a categoria de álgebras de Lie sobre Qp (de

dimensão d).

(ii) Sejam f1, f2 : A → B morfismos de grupos p-ádicos anaĺıticos. Então f∗1 = f∗2 :

L(A)→ L(B) se e somente se f1|U = f2|U para algum subgrupo aberto U de A.

(ii) Seja G um grupo p-ádico anaĺıtico, identificar L(G) com Qdp escolhendo uma base.

Então G tem um subgrupo aberto uniforme H tal que a composição

φ : H
Id−→ LH

1⊗−−−−→ L(G) = Qdp

da uma carta (H,φ, d) de G.



Caṕıtulo 6

Cohomologia de Grupos Profinitos

Neste caṕıtulo, abordaremos o conceito de Cohomologia de grupos profinitos e, para isso,

usaremos teoremas importantes obtidos de J. Neukirch, A. Schmidt and K. Wingberg,

“Cohomology of Number Fields”[14] e J. S. Wilson, “Profinite Groups”[15]. O resultado

mais importante deste caṕıtulo é o Lemma 6.3.6 que afirma que partir de uma sequência

exata curta, obtemos uma sequência exata longa do Grupos de Cohomologia de um grupo

profinito G sobre G-módulos topológicos.

6.1 Cohomologia de grupos

Seja G um grupo. Um G-módulo a direita é um grupo abeliano A junto com uma aplicação

σ : A × G → A. Escrivamos σ(a, g) = ag. Esta aplicação tem que satisfazer as seguintes

condições.

(i) (a1 + a2)g = a1g + a2g, para todos a1, a2 ∈ A e para todo g ∈ G.

(ii) a(g1g2) = (ag1)g2, para todo a ∈ A e todos os g1, g2 ∈ G.

(iii) a1 = a, para todo a ∈ A.

Um G-módulo a esquerda é definido de forma análoga. Qualquer G-módulo a esquerda

pode ser visto como um G-módulo a direita definindo ag = g−1a, para todo a ∈ A e g ∈ G.

A partir de agora somente usaremos G-módulos a direita. Então não vamos considerar

a palavra direita e somente chamaremos de G-módulo. Chamaremos A um G-módulo to-

pológico se a aplicação σ é cont́ınua.

Definição 6.1.1 Seja G um grupo profinito. Para cada G-módulo topológico A e cada

subgrupo H de G escrevemos

AH = {a | ah = a para todo h ∈ H}

Definição 6.1.2 Seja G um grupo profinito e A um G-módulo topológico. Para cada

n ∈ N e n > 0 definimos o conjunto

Cn(G,A) = {f | f : Gn → A é uma aplicação cont́ınua}.

50
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Definição 6.1.3 Seja G um grupo profinito e A um G-módulo topológico. Para cada

n ∈ N e n > 0 definimos a aplicação ∂n : Cn−1(G,A)→ Cn(G,A) dada por

(∂nf)(x1, ..., xn) = f(x2, ..., xn)+
n−1∑
i=1

(−1)if(x1, ..., xixi+1, ..., xn)+(−1)nf(x1, ..., xn−1)xn

• Se n = 0, então G(0) = 1.

• C0(G,A) = A.

• ∂1 : C0(G,A)→ C1(G,A) é a aplicação (∂1a)x = a− ax

• ∂0 : 0→ C0(G,A) é a aplicação ∂0 ≡ 0.

Lema 6.1.4 ∂n+1∂n é a aplicação 0 de Cn−1(G,A) para Cn+1(G,A) para cada n > 0.

Definimos

Bn(G,A) = im ∂n e Zn(G,A) = ker ∂n+1.

Podemos mostrar por indução sobre n que Bn(G,A)�Zn(G,A). Assim temos a seguinte

definição.

Definição 6.1.5 Seja G um grupo profinito e A um G-módulo topológico. Então

Hn(G,A) = Zn(G,A)/Bn(G,A) é o n-ésimo grupo de cohomologia de G com coefici-

entes no módulo A.

Se n = 0, temos

H0(G,A) =
Z0(G,A)

B0(G,A)
=
Z0(G,A)

{0}
∼= Z0(G,A) = {a ∈ A | ∂1a = 0}

= {a ∈ A | x 7→ a− ax é a aplicação 0 sobre G}
= AG

Seja p um primo e G um grupo profinito. O subgrupo p-Frattini Φp(G) de G é o fecho do

subgrupo abstrato gerado pelo conjunto

{x−1y−1xy | x, y ∈ G} ∪ {xp | x ∈ G}.

Lema 6.1.6 Seja G um grupo profinito. Então H1(G,A) = Hom(G,A) para cada G-

módulo topológico A sobre o qual G age trivialmente, e

H1(G,Fp) = Hom(G/Φp(G),Fp),

onde Fp é visto como um módulo sobre o qual G age trivialmente.

6.2 Pares compat́ıveis de aplicações

Definição 6.2.1 Seja θ : G1 → G2 um homomorfismo cont́ınuo de grupos profinitos,

sejam Ai uns Gi-módulos para cada i = 1, 2 e ϕ : A2 → A1 um homomorfismo cont́ınuo
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de grupos topológicos abelianos. O par (θ, ϕ) é chamado compat́ıvel se para todo x ∈ G1

e a ∈ A2 temos ϕ(aθ(x)) = ϕ(a)x.

Lema 6.2.2 Sejam θ : G1 → G2 e ϕ : A2 → A1 um par compat́ıvel.

(a) Para cada n ≥ 0 existe um homomorfismo induzido

(θ, ϕ)∗ : Cn(G2, A2)→ Cn(G1, A1)

definido por ((θ, ϕ)∗f) = ϕf(θx1, ..., θxn).

(b) O diagrama

Cn(G2, A2)
∂ //

��

Cn+1(G2, A2)

��
Cn(G1, A1)

∂ // Cn+1(G1, A1)

com as aplicações verticais (θ, ϕ)∗ é comutativa para cada n ≥ 0.

(c) Para cada n ≥ 0 existe uma aplicação induzida Hn(G2, A2)→ Hn(G1, A1) definida

por f+Bn(G2, A2) 7→ (θ, ϕ)∗f+Bn(G1, A1) (esta aplicação também é denotada por

(θ, ϕ)∗).

Lema 6.2.3

(a) Se θ, ϕ são aplicações identidades, então (θ, ϕ)∗ é a aplicação identidade.

(b) Se G1
θ1−→ G2

θ2−→ G3 e A3
ϕ2−→ A2

ϕ1−→ A1 são tais que as aplicações (θ1, ϕ1) e (θ2, ϕ2)

são compat́ıveis, então a aplicação induzida satisfaz (θ2θ1, ϕ1ϕ2)∗ = (θ1, ϕ1)∗(θ2, ϕ2)∗.

6.3 A sequência exata longa

Seja G um grupo profinito e sejam A e B de G-módulos. Para cada aplicação ϕ : A→ B

existe um homomorfismo ϕn : Hn(G,A) → Hn(G,B) definida por f + Bn(G,A) 7→
ϕf + Bn(G,B). Além disso, podemos ver que Hn(G,−) é um functor covariante da

categoria de G-módulos para a categoria de grupos abelianos.

(i) Dado um homomorfismo de G-módulos A
i−→ B

j−→ C temos jnin = (ji)n, e

(ii) se ϕ : A→ A é a aplicação identidade então ϕn : Hn(G,A)→ Hn(G,A) é a aplicação

identidade.

Uma sequência exata de grupos é uma sequência (finita ou infinita)

· · · −→ Gn−1
fn−1−→ Gn

fn−→ Gn+1 −→ · · · (6.1)

de grupos e homomorfismos tais que ker fn = im fn−1 para cada n ≥ 0.

A sequência em (6.1) se diz exata em Gn se ker fn = im fn−1.
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Uma sequência exata curta é uma sequência da forma

1 −→ A
i−→ B

j−→ C −→ 1,

ou equivalentemente é uma sequência exata com a propriedade adicional que i é injetiva

e j é sobrejetiva.

Definição 6.3.1 Dizemos que a sequência exata curta 1 → A
i−→ B

j−→ C → 1 de

grupos topológicos abelianos é bem ajustada ou split se

(i) A aplicação i induz um homeomorfismo de A para sua imagem.

(ii) Existe uma função cont́ınua τ (que não é necessariamente um homomorfismo) tal

que jτ =idC .

Notemos que uma sequência exata curta de grupos abelianos discretos é bem ajustada,

assim é também uma sequência exata curta de grupos profinitos abelianos.

Lema 6.3.2

(a) Seja L
r−→ M

s−→ N uma sequência exata de G-módulos, e suponha que existe uma

função cont́ınua κ : im r → L tal que rκ é a aplicação identidade em im r. Então a

sequência

Cn(G,L)
r∗−→ Cn(G,M)

s∗−→ Cn(G,N)

de grupos abelianos é exata.

(b) Se 0→ A
i−→ B

j−→ C → 0 é uma sequência exata curta bem ajustada de G-módulos,

então as sequências

(i) 0→ Cn(G,A)
i∗−→ Cn(G,B)

j∗−→ Cn(G,C)→ 0 e

(ii) Hn(G,A)
in−→ Hn(G,B)

jn−→ Hn(G,C)

são exatas.

No seguinte Lema vamos a construir o homomorfismo de conexão

Lema 6.3.3 Seja 0 → A
i−→ B

j−→ C → 0 uma sequência exata curta bem ajustada

de G-módulos. Para cada n ≥ 0 existe um homomorfismo

d : Hn(G,C)→ Hn+1(G,A)

tal que a sequência

Hn(G,B)
jn−→ Hn(G,C)

d−→ Hn+1(G,A)
in+1−→ Hn+1(G,B)

é exata. Tal homomorfismo d é chamado o homomorfismo de conexão.

Teorema 6.3.4 Para cada sequência exata curta bem ajustada

0 −→ A
i−→ B

j−→ C −→ 0

de G-módulos, existe uma correspondente sequência exata longa
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0 −→ AG −→ BG −→ CG −→ H1(G,A) −→ · · ·
· · · −→ Hn(G,B) −→ Hn(G,C) −→ Hn+1(G,A) −→ · · ·

de grupos de cohomologia.

Teorema 6.3.5 Seja θ : G2 → G1 um homomorfismo cont́ınuo de grupos profinitos

e

0 // A1
//

α

��

B1

β
��

// C1

γ

��

// 0

0 // A2
// B2

// C2
// 0

um diagrama comutativo onde a linha superior é uma sequência exata curta bem ajustada

de G1 módulos e a linha inferior é uma sequência exata curta bem ajustada de G2-módulos.

Se (θ, α), θ, β e (θ, γ) são pares compat́ıveis então o seguinte diagrama

0 // AG1
1

//

��

BG1
1

��

// CG1
1

��

// H1(G1, A1)

��

// · · ·

0 // AG2
2

// BG2
2

// CG2
2

// H1(G2, A2) // · · ·

· · · // Hn(G1, B1) //

��

Hn(G1, C1)

��

// Hn+1(G1, A1)

��

// · · ·

· · · // Hn(G2, B2) // Hn(G2, C2) // Hn+1(G2, A2) // · · ·
comuta.

Seja G um grupo pro-p uniforme finitamente gerado e A um G-módulo topológico.

Definimos Cicts(G,A) = {f : G(i) → A | f é uma função cont́ınua} e a aplicação fronteira

∂i+1
A : Ci(G,A)→ Ci+1

cts (G,A) dada por

(∂i+1
A f)(g1, ..., gi+1) = g1.f(g2, ..., gi+1) +

∑i
j=1(−1)jf(g1, ..., gj−1, gj , gj+1, gj+2, ..., gi+1)

+(−1)i+1f(g1, ..., gi).

Sejam Zicts(G,A) =ker∂i+1
A e Bi

cts(G,A) =im∂iA. Então

H i
cts(G,A) = Zicts(G,A)/Bi

cts(G,A)

é o i-ésimo grupo de cohomologia cont́ınuo de G com coeficientes em A.

Usando os mesmos argumentos como na prova do Teorema 6.3.4, obtemos o seguinte Lema.

Lema 6.3.6 Seja G um grupo profinito, e seja

0 −→ A
α−→ B

β−→ C −→ 0

uma sequência exata curta de G-módulos topológicos tal que a topologia de A é induzida

pela topologia de B e tal que β é uma seção cont́ınua (somente uma aplicação cont́ınua,

não precisa ser um homomorfismo). Então existe um homomorfismo de conexão

d : Hn
cts(G,C)→ Hn+1

cts (G,A)

e obtemos uma sequência exata
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0 −→ AG −→ BG −→ CG
d−→ H1

cts(G,A) −→ · · ·
· · · −→ Hn

cts(G,A) −→ Hn
cts(G,B) −→ Hn

cts(G,C)
d−→ Hn+1

cts (G,A) −→ · · · .

Agora um resultado sobre a cohomologia de grupos pro-p uniformes.

Proposição 6.3.7 Seja G um grupo pro-p uniforme tal que L(G) tem somente derivações

internas. Então |H1
cts(G, log(G))| <∞.

Demonstração. Temos que G é um grupo pro-p finitamente gerado e L(G) é uma Zp-
módulo finitamente gerado. Então temos que H1

cts(G, log(G)) é um Zp-módulo finita-

mente gerado. Temos também que H1
cts(G, log(G)) ⊗Zp Qp = H1

cts(G,L(G)) (veja [[25],

Teorema 3.8.2]). Assim H1
cts(G,L(G)) ∼= H1

cts(L(G),L(G)) (veja [[25], Teorema 5.2.4]).

Então H1(L(G),L(G)) = Der(L(G))/Inn(L(G)) = 0. Logo H1
cts(G, log(G)) ⊗Zp Qp = 0

e assim H1
cts(G, log(G)) é um módulo de torsão. Como H1

cts(G, log(G)) é um Zp-módulo

finitamente gerado. Então H1
cts(G, log(G)) é finito. 2

Proposição 6.3.8 Seja G um grupo pro-p uniforme. Suponha que a álgebra de Lie

L(G) consiste somente de derivações internas. Então existe uma constante C tal que

|H i
cts(G, log(G)/pilog(G))| ≤ C, ∀i ≥ 1.

Demonstração. Seja ϕ : H2
cts(G, log(G)) → H2

cts(G, log(G)) uma aplicação definida por

ϕ(σ) = piσ. Assim kerϕ está contido no subgrupo de torsão de H2
cts(G, log(G)).

Por outra parte temos que G é FP∞ e log(G) é um Zp-módulo finitamente ge-

rado. Então H2
cts(G, log(G)) é um Zp-módulo finitamente gerado. Logo o subgrupo de

torsão de H2
cts(G, log(G)) é finito, chamaremos de P esse grupo. Pela Proposição 6.3.7

H1
cts(G, log(G)) é finito e usando o Lema 6.3.6 temos que

|H2
cts(G, log(G))/pilog(G))| ≤ |H1

cts(G, log(G))||P | <∞.

2



Caṕıtulo 7

A álgebra de Lie nilpotente de

Sato

Este caṕıtulo é essencial para obter o resultado exigido no caṕıtulo 8. O conteúdo na

sua totalidade é obtido do trabalho de T. Sato, “The derivations of the Lie algebras”[36],

neste artigo Sato consegue obter uma álgebra de Lie de dimensão 41 com coeficientes em

um corpo de caracteŕıstica 0. O teorema principal deste caṕıtulo é o Teorema 7.2.1, que

mostra que existe uma álgebra de Lie que não possui derivações externas e possui um

centro diferente de zero.

7.1 Preliminares e notações

Ao longo desse caṕıtulo vamos supor que as álgebras de Lie tem seus coeficientes em um

corpo de caracteŕıstica 0. Para um subconjunto M de um espaço vetorial, denotamos por

{M} o subespaço gerado pelos elementos de M . Quando M é um subconjunto de uma

álgebra de Lie L e k é um número natural, denotamos por Mk o subespaço gerado pelos

elementos da forma

[m1, [m2, [. . . [mk−1,mk] . . . ] (m1,m2, . . . ,mk ∈M).

Uma derivação de uma álgebra de Lie L é uma transformação linear de D para D tal que

D[x, y] = [Dx, y] + [x,Dy] x, y ∈ L

Sejam D1 e D2 duas derivações de L. Então [D1, D2] = D1D2−D2D1 define um colchete

de Lie. Assim o conjunto de todas as derivações de L formam uma álgebra de Lie. Vamos

denotar essa álgebra por D(L).

Seja x ∈ L. A aplicação ad(x) : L→ L definida por (ad(x))(y) = [x, y], para todo y ∈ L
é chamada uma derivação interior de L. O ideal gerado por todas as derivações interiores

é denotado por J(L). Seja Z(L) o centro da álgebra de Lie L então J(L) ∼= L/Z(L). Uma

derivação que não é interior será chamada de derivação exterior.

Uma álgebra de Lie L é solúvel se sua série derivada termina na subálgebra zero, i.e si

existe um n ∈ N tal que

0 � [Ln, Ln] � · · ·� [L,L] � L

O radical de uma álgebra de Lie L é o maior ideal solúvel de L. Denotaremos o radical de

D(L) por R(L). Uma álgebra de Lie é simples se ela é uma álgebra de Lie não abeliana
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cujos únicos ideais são o ideal zero e a mesma álgebra. Uma álgebra de Lie se chama

semi-simples se ela é a soma direta de álgebras de Lie simples. Denotamos por G(L) á

subálgebra semi-simples maximal de D(L).

Definição 7.1.1 Seja D(R) a álgebra de derivações de um álgebra de Lie solúvel R,

e G(R) sua subálgebra semi-simples maximal. Se existe uma derivação externa que é

comutável com todos os elementos de G(R), diremos que R pertence à classe D. Não é

dif́ıcil mostrar que a definição é independente de G(R).

Seja L uma álgebra de Lie real finito-dimensional. Uma decomposição de Levi de L é

poder escrever L como produto semi-direto de um ideal solúvel e uma subálgebra semi-

simples. O ideal solúvel no produto direto é o radical de L. A subálgebra semi-simples no

produto direto vamos chamar subálgebra de Levi.

Seja L uma álgebra de Lie com as condições antes mencionadas. Seja L = S +R uma

decomposição Levi de L. Vamos denotar a restrição de ad(s) para R como adR(s). Assim

adRS = {adR(s) | s ∈ S}.

Proposição 7.1.2 . Uma álgebra de Lie R não possui derivações externas se e somente

se qualquer derivação de R que é comutável com todos os elementos de adRS é uma de-

rivação interna.

Proposição 7.1.3 Se o radical R da álgebra de lie L pertence à classe D, então L

possui uma derivação externa.

Proposição 7.1.4 Se a álgebra de Lie solúvel R é escrito como soma direta de dois

ideais R1 e R2, e R1 pertence à classe D, então R também pertence à classe D.

Proposição 7.1.5 Se a álgebra de Lie possui centro diferente de zero e não possui de-

rivações externas, então L não é solúvel e seu radical é nilpotente; além disso, L = [L,L].

Então, podemos encontrar muitos exemplos de álgebras de Lie com derivações externas.

Mas não foi encontrada uma álgebra de Lie com centro diferente de zero que não possui

derivações externas. Na seguinte seção daremos um exemplo de tal álgebra de Lie. Para

isso, precisamos construir uma álgebra de Lie nilpotente que não pertence à classe D.

7.2 Exemplo de uma álgebra de Lie nilpotente que não per-

tence à classe D

Teorema 7.2.1 (Sato) Existe uma álgebra de Lie que não possui derivações externas e

tem centro diferente de zero.

Para provar o teorema, vamos a construir uma álgebra de Lie nilpotente N de dimensão

38, e, além disso, uma álgebra de Lie de dimensão 41 cujo radical é N . Sejam x1, x2, ..., x38

uma base de N , e seja N gerado como álgebra de Lie pelos elementos x1, x2, x3 e x4. O

colchete de Lie em N é dada pela seguinte tabela, mas quando o colchete de Lie não
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aparece na tabela consideramos que o mesmo é zero.

[x1, x2] = x5 [x1, x4] = x7 [x2, x4] = x8

[x1, x3] = x6 [x2, x3] = x7 − x5 [x3, x4] = x5

[x1, x6] = x9 [x2, x7] = x11 [x3, x8] = x15

[x1, x7] = x10 [x2, x8] = x12 [x4, x6] = x14

[x1, x8] = x11 [x3, x6] = x13 [x4, x7] = x15

[x2, x6] = x10 [x3, x7] = x14 [x4, x8] = x16

[x1, x9] = x17 [x2, x11] = x20 [x4, x13] = 30x35

[x1, x10] = x18 [x2, x12] = x21 [x4, x14] = 20x36

[x1, x11] = x19 [x3, x13] = 60x34 [x4, x15] = 15x37

[x1, x12] = x20 [x3, x14] = 30x35 [x4, x16] = 12x38

[x2, x9] = x18 [x3, x15] = 20x36

[x2, x10] = x19 [x3, x16] = 15x37

[x1, x17] = x22 [x3, x18] = x29 [x6, x11] = −x30

[x1, x18] = x23 [x3, x19] = x30 [x6, x12] = −x31

[x1, x19] = x24 [x3, x20] = x31 [x7, x9] = −x29

[x1, x20] = x25 [x3, x21] = x32 [x7, x10] = −x30

[x1, x21] = x26 [x4, x17] = x29 [x7, x11] = −x31

[x2, x17] = x23 [x4, x18] = x30 [x7, x12] = −x32

[x2, x18] = x24 [x4, x19] = x31 [x8, x9] = −x30

[x2, x19] = x25 [x4, x20] = x32 [x8, x10] = −x31

[x2, x20] = x26 [x4, x21] = x33 [x8, x11] = −x32

[x2, x21] = x27 [x6, x9] = −x28 [x8, x12] = −x33

[x3, x17] = x28 [x6, x10] = −x29

[x1, x29] = x34 [x3, x26] = −x37 [x7, x20] = (1/2)x37

[x1, x30] = x35 [x3, x27] = −x38 [x7, x21] = (4/5)x38

[x1, x31] = x36 [x4, x22] = 5x34 [x8, x17] = −4x35

[x1, x32] = x37 [x4, x23] = 2x35 [x8, x18] = −2x36

[x1, x33] = x38 [x4, x24] = x36 [x8, x19] = −x37

[x2, x28] = −5x34 [x4, x25] = (1/2)x37 [x8, x20] = (−2/5)x38

[x2, x29] = −2x35 [x4, x26] = (1/5)x38 [x9, x10] = −3x34

[x2, x30] = −x36 [x6, x18] = 2x34 [x9, x11] = −3x35

[x2, x31] = (−1/2)x37 [x6, x19] = 2x35 [x9, x12] = −3x36

[x2, x32] = (−1/5)x38 [x6, x20] = 2x36 [x10, x11] = −x36

[x3, x23] = −x34 [x6, x21] = 2x37 [x10, x12] = (−3/2)x37

[x3, x24] = −x35 [x7, x17] = −4x34 [x11, x12] = (−3/5)x38

[x3, x25] = −x36 [x7, x18] = −x35

Definimos U = {x1, x2, x3, x4}. Podemos verificar que o colchete de Lie definido satisfaz

a identidade de Jacobi. Usando o fato U7 = 0, [U2, U2] = 0 e que x5 pertence ao centro
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de N , podemos também reduzir um pouco o cálculo.

Agora vamos tomar os seguintes endomorfismos lineares de U :

s0 : x1 7→ x1, x2 7→ −x2, x3 7→ x3, x4 7→ −x4

s1 : x1 7→ x2, x2 7→ 0, x3 7→ x4, x4 7→ 0

s2 : x1 7→ 0, x2 7→ x1, x3 7→ 0, x4 7→ x3

Então G = {s0, s1.s2} forma uma álgebra de Lie simples. Vamos ampliar s0, s1, s2 para

derivações de N . Isto é posśıvel pois N é decomposto numa soma direta de G-módulos

invariantes irredut́ıveis como segue

N = {x1, x2} ⊕ {x3, x4} ⊕ {x5} ⊕ {x6.x7 − (1/2)x5, x8}⊕
{x9, x10, x11, x12} ⊕ {x13, x14, x15, x16} ⊕ {x17, x18, x19, x20, x21}
⊕{x22, x23, x24, x25, x26, x27} ⊕ {x28, x29, x30, x31, x32, x33}
⊕{60x34, 30x35, 20x36, 15x37, 12x38}

Em relação à operação de G, N possui a estrutura indicada no seguinte diagrama. Aqui

{ } é um subespaço G-irredut́ıvel, e denotamos por ‘−→’ o processo de geração de ideais,

e por ‘===’ a identificação de subespaços.

Sejam

• A = {x17, x18, x19, x20, x21}

• B = {[x3, x13], [x3, x14], [x3, x15], [x3, x16], [x4, x16]}

• C = {x22, x23, x24, x25, x26, x27}

• D = {x28, x29, x30, x31, x32, x33}

• E = {60x34, 30x35, 20x36, 15x37, 12x38}

Então

{x1, x2}

vv ��

{x3, x4}

uu �� ))
{x6, x7 − (1/2)x5, x8}

�� ,,

{x5} = {[x1, x4]− [x2, x3]} = {[x3, x4]}

{x9, x10, x11, x12}

��

{x13, x14, x15, x16}

��
A

�� ))

B

C

))

D

��
E
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Agora vamos provar que a álgebra de Lie nilpotente N não pertence à classe D. Seja

D uma derivação de N comutável com todos os elementos de G. Não existe um somando

direto de N que seja G-isomorfo a {x1, x2} ou {x3, x4} aparte de eles mesmos. Portanto

pelo Lema de Schur, D deve ter a seguinte forma:

Dx1 = αx1 + γx3 Dx3 = βx3 + δx1

Dx2 = αx2 + γx4 Dx4 = βx4 + δx2

Então D age sobre N como segue:

x5 = [x1, x2]→ [αx1 + γx3, x2] + [x1, αx2 + γx4] = (2α+ γ)x5

x5 = [x3, x4]→ [βx3 + δx1, x4] + [x3, βx4 + δx2] = (2β + δ)x5

x5 = [x1, x4]− [x2, x3]→ [αx1 + γx3, x4] + [x1, βx4 + δx2]

−[αx2 + γx4, x3]− [x2, βx3 + δx1] = (α+ β + 2γ + 2δ)x5

x6 = [x1, x3]→ [αx1 + γx3, x3] + [x1, βx3 + δx1] = (α+ β)x6

x9 = [x1, x6]→ [αx1 + γx3, x6] + [x1, (α+ β)x6]

= (2α+ β)x9 + γx13

0 = [x3, x9]→ [βx3 + δx1, x9] + [x3, (2α+ β)x9 + γx13]

= δx17 + 60γx34

Portanto temos

2α+ γ = 2β + δ = α+ β + 2γ + 2δ

γ = δ = 0,

isto implica que α = β. Então,

x13 = [x3, x6]→ [αx3, x6] + [x3, 2αx6] = 3αx13

[x3, x13]→ [αx3, x13] + [x3, 3αx13] = 4α[x3, x13]

x34 = [x1, x29] = [x1, [x3, [x1, [x1, x4]]]]→ 6αx34.

Como [x3, x13] = 60x34, conseguimos

α = β = γ = δ = 0, assim D = 0

Portanto a derivação de N que é comutável com todos os elementos de G é somente 0,

e assim N não pertence a D. Quando tomamos a soma semi direta G + N , temos o

centro {x5} que é diferente de zero, e não temos derivações externas pela Proposição 7.1.2.

Portanto o teorema está provado. Observamos que [G + N,G + N ] = G + N , como

menciona a Proposição 7.1.5.



Caṕıtulo 8

Teorema principal

Neste caṕıtulo desenvolveremos o trabalho realizado por González-Sánchez e Jaikin-Zapirain,

“Finite p-groups with small automorphism group”[13]. Para isso vamos usar a álgebra de

Lie de dimensão 41 discutida na seção 7.2 e do Teorema 5.5.3 para obter um grupo pro-

p uniforme também de dimensão 41. Nessa forma vamos encontrar um exemplo de um

p-grupo finito não abeliano de ordem maior do que a ordem de seu grupo de automorfismos.

8.1 Teorema principal

Consideramos a álgebra de Lie M = G+N de dimensão 41 constrúıda na seção 7.2. Vamos

considerar que a álgebra tem seus coeficientes no corpo Q que tem caracteŕıstica 0. Assim

M é uma Q-álgebra de Lie. A álgebra M possui um subanel M0 tal que M = M0⊗ZQ. Seja

L = p2(M0⊗Z Zp). Então L ∼= Z41
p como Zp-módulo e [M,M ] = [G+N,G+N ] = G+N .

Note que

[L,L] = [p2(M0 ⊗Z Zp), p2(M0 ⊗Z Zp)] ⊆ p4(M0 ⊗Z Zp) = p2(p2M0 ⊗Z Zp)
= p2L.

Assim pela la seção 5.5 do Caṕıtulo 5 temos que L é uma Zp-álgebra de Lie powerful.

Seja U = exp(L). Então U é um grupo pro-p uniforme (Teorema 5.5.1) e L = log(U)

(Observação 4.7.5). Além disso

L(U) ∼= L⊗Zp Qp
∼= M ⊗Q Qp.

Assim obtemos o seguinte Lema.

Lema 8.1.1 A Qp-álgebra de Lie L(U) tem dimensão 41, seu centro tem dimensão 1

e Der(L(U)) consiste somente de derivações internas.

Seja Ui = U/Up
i
. Denotemos por ρi,j : Aut(Ui)→ Aut(Uj) (para i ≥ j), as aplicações

ρi,j(α)(uUp
j
) = α(uUp

i
)Up

j
, para todo α ∈ Aut(Ui), u ∈ U .
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Proposição 8.1.2 Existe uma constante k ∈ N tal que, para todo i ≥ 2k.

kerρi,k ≤ Inn(Ui)kerρi,i−k. (8.1)

Demonstração. Pela Proposição 6.3.8 existe uma constante C tal que

|H1
cts(U, log(U)/pilog(U))| ≤ C

por isso existe k ∈ N tal que pkH1
cts(U, log(U)/pilog(U)) = 0 para todo i provaremos a

proposição por indução sobre i.

Se i = 2k, então kerρ2k,k ≤ Inn(U2k)kerρ2k,k. Agora suponha que a proposição seja

válida para i. Provaremos a mesma para i+1. Seja φ ∈ kerρi+1,k. Do diagrama comutativo

Aut(Ui+1)
ρi+1,k //

ρi+1,i

��

Aut(Uk)

Aut(Ui)

ρi,k

88

segue que ρi,k ◦ ρi+i,i(φ) = ρi+1,k(φ) = idUk
, assim ρi+i,i(φ) ∈ kerρi,k. Pela hipótese

indutiva temos que kerρi,k ≤ Inn(Ui)kerρi,i−k, segue que ρi+i,i(φ) ∈ Inn(Ui)kerρi,i−k e

portanto φ ∈ kerρi+1,i−kInn(Ui+1). Sem perda de generalidade, vamos supor que φ ∈
kerρi+1,i−k. Definamos a seguinte função

s : U → Up
i−k
/Up

i+1

u 7→ φ(uUp
i+1

)u−1.

Então

s(u1, u2) = φ(u1, u2U
pi+1

)u−1
2 u−1

1

= φ(u1U
pi+1

)u−1
1 u1φ(u2U

pi+1
)u−1

2 u−1
1

= s(u1)u1s(u2)u−1
1 .

Assim s ∈ Z1
cts(U,U

pi−k
/Up

i+1
). Pelo Lema 4.7.6, Up

i−k
/Up

i+1
é abeliano, pois i − k ≤

i+ 1 ≤ 2(i− k) + 1 e

Up
i−k
/Up

i+1 ∼= log(U)/pk+1log(U)

como U -módulo. Em particular;

pkH1
cts(U,U

pi−k
/Up

i+1
) = 0 (para i = k + 1)

Consideramos a seguinte sequência exata de U -módulos:

1 −→ Up
i−k+1

/Up
i+1 α−→ Up

i−k
/Up

i+1 β−→ Up
i
/Up

i+1 −→ 1

onde α(uUp
i+1

) = uUp
i+1

e β(uUp
i+1

) = up
k
Up

i+1
. Então temos que a sequência

H1
cts(U,U

pi−k+1
/Up

i+1
)

α∗
−→ H1

cts(U,U
pi−k

/Up
i+1

)
β∗
−→ H1

cts(U,U
pi/Up

i+1
)

é exata pelo Lema 6.3.6. Assim im α∗ = kerβ∗ = H1
cts(U,U

pi−k
/Up

i+1
). Logo existe

s′ ∈ Z1
cts(U,U

pi−k+1
/Up

i+1
) tal que α∗(s′B1

cts(U,U
pi−k+1

/Up
i+1

)) = sB1
cts(U,U

pi−k
/Up

i+1
).

Daqui segue que
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s′B1
cts(U,U

pi−k
/Up

i+1
) = sB1

cts(U,U
pi−k

/Up
i+1

) e portanto (s′)−1s ∈ B1
cts(U,U

pi−k
/Up

i+1
).

Assim podemos obter um υ em Up
i−k
/Up

i+1
tal que para todo u ∈ U temos que (s′)−1(u)s(u) =

[υ, u] ou de igual forma s(u) = s′(u)υuυ−1u−1. Logo obtemos que

φ(uUp
i+1

) = s(u)u = s′(u)υuυ−1

= (s′(u)u)u−1υuυ−1

= (s′(u)u)[u−1, υ].

Se definimos ψ(u) = c′(u)u. Não é dif́ıcil mostrar que ψ ∈ ρi+1.i+1−k. Assim φ ∈
kerρi+1,i+1−kInn(Ui+1). 2

Corolário 8.1.3 Existe uma constante D tal que

|Aut(Ui) : Inn(Ui)| ≤ D para todo i.

Demonstração. Pela proposição anterior e usando o fato que Inn(Ui) ∩ kerρi,i−k = idUi

temos que

|Aut(Ui) : Inn(Ui)| ≤ |Aut(Ui) : Inn(Ui)kerρi,i−k||Inn(Ui)kerρi,i−k : Inn(Ui)|
≤ |Aut(Ui) : kerρi,k||kerρi,i−k| ≤ |Aut(Uk)||kerρi,i−k|.

Agora, como L(U) tem dimensão 41 segue que d(U) = 41 e sabendo que Ui = U/Up
i

obtemos d(Ui) = 41. Além disso, por (4.3), |Upi−k
/Up

i | = p41k.

Consideramos α ∈ kerρi,i−k e uUp
i ∈ Ui então ρi,i−k(α)(uUp

i−k
) = α(uUp

i
)Up

i−k
=

uUp
i−k

, assim α(uUp
i
)Up

i−k
= uUp

i−k
. Seja α(uUp

i
) = vUp

i
para algum v ∈ U temos que

(vUp
i
)Up

i−k
= uUp

i−k
e portanto v−1u ∈ Upi−k

. Logo v−1u = u ∈ Upi−k
e

α(uUp
i
) = vUp

i
= uu−1Up

i
, onde u−1Up

i ∈ Upi−k
/Up

i
.

Assim temos que as possibilidades de α(uUp
i
) são no máximo |Upi−k

/Up
i | = p41k e sabendo

que a base tem 41 elementos obtemos que |kerρi,i−k| ≤ p(41)2k e portanto

|Aut(Ui) : Inn(Ui)| ≤ p(41)2k.|Aut(Uk)| = D. (8.2)

o que queŕıamos provar. 2

O principal resultado que queremos alcançar é o seguinte teorema que afirma que existe

um p-grupo finito não abeliano cuja ordem é maior do que a ordem do grupo de seus

automorfismos.

Teorema 8.1.4 Para cada primo p existe uma famı́lia de p-grupos finitos {Ui} tal que

lim
i→∞

|Ui| =∞ e lim sup
i→∞

|AutUi|
|Ui|40/41

<∞.

Em particular, para cada primo p, existe um p-grupo finito não abeliano G tal que |Aut(G)| <
|G|.

Demonstração. Pela Definição 4.6.1 e a Proposição 4.6.4,

|Ui| = |U : Up
i | = |U : Up||Up : Up

2 | · · · |Upi−1
: Up

i | = p41p41 · · · p41 = p41i.
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Assim temos que

lim
i→∞

|Ui| = p41i =∞ (8.3)

Definimos o seguinte homomorfismo

σ : Z(U)→ Z(Ui)

u 7→ uUp
i

Seja υ ∈kerσ. Então υ ∈ Z(U) e υ ∈ Upi . Assim kerσ ⊆ Z(U)∩Upi . Agora consideramos

w na interseção Z(U) ∩ Upi . Logo Z(U) ∩ Upi ⊆kerσ. Então pelo primeiro teorema de

isomorfismo de grupos temos que

Z(U)

Z(U) ∩ Upi
≤ Z(Ui),

e pelo segundo teorema de isomorfismo de grupos Z(U)/Z(U)∩Upi ∼= Up
i
Z(U)/Up

i
. Por

outro lado InnUi ∼= Ui/Z(Ui). Assim temos que

|Inn(Ui)| = |Ui/Z(Ui)| =
|U/Upi |
|Z(Ui)|

≤ |U/Upi |
|UpiZ(U)/Upi |

= |U/UpiZ(U)|. (8.4)

A última igualdade é usando o terceiro teorema de isomorfismo de grupos.

Como dim(Z(U))=1 e dim(U) = 41, então dim(U/Z(U))=40. Assim Temos que

|(U/Z(U))/(U/Z(U))p
i | = p40i

E usando os teoremas de isomorfismo obtemos

|U/UpiZ(U)| = |(U/Z(U))/(U/Z(U))p
i | = p40i (8.5)

De (8.4) e (8.5) obtemos que

|InnUi| ≤ |U/Up
i
Z(U)| = p40i

Pelo Corolário 8.1.3 temos que

|Aut(Ui)| = |Aut(Ui) : Inn(Ui)||Inn(Ui)|
≤ Dp40i

sendo D a constante em (8.2). Disso segue que

|Aut(Ui)|
|Ui|40/41

≤ Dp40i

p40i
= D,

Vamos supor que para todo i temos que |Ui| ≤ |Aut(Ui)|. Então

|Ui|1/41 =
|Ui|
|Ui|40/41

≤ |Aut(Ui)|
|Ui|40/41

≤ D, (8.6)

o que contradiz (8.3). Isso termina a demonstração. 2
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[18] L. Sylow, “Théorèmes sur les groupes de subtitutions”, Methamtische Annalen 5

(1872), 584-594. Translation into English by Robert Wilson.

[19] M. d. Sautoy, D. Segal, A. Shalev, “New Horizons in pro-p Groups”, Progress in

Mathematics, Vol. 184, (Springer, 2000).

[20] M. D. Fried and M. Jarden, “Field Arithmetic”, A Series of Modern Surveys in

Mathematics. Second Edition.

[21] M. K. Yadav, “On automorphisms of finite p-groups”, J. Group Theory 10 (2007),

859 -866.

[22] M. Lazard, “Groupes analytiques p-adiques”, Publ. Math. Inst. Hautes Études Sci.

26(1965), 389-603.

[23] N. Gavioli, “The number of automorphisms of groups of order p7”, Proc. R. Irish

Acad. Sect. A 93 (1993), 177 -184.

[24] N. Nikolov and D. Segal, “On finitely gerated profinite groups, I: strong completeness

and uniform bounds”, Annals of Mathematics, 165 (2007), 171-238.

[25] P. Symonds and T. Weigel, “Cohomology of p-adic analytic groups”, in New Horizons

in Pro-p Groups, Progress in Mathematics, 184 (Birkhäuser, Boston, MA, 2000), 349-
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Gruppen”, Math. Z. 88 (1965), 432 -433.


