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RESUMO
p-GRUPOS FINITOS COM GRUPO DE AUTOMORFISMOS PEQUENO

Daniel Alber Ninaquispe Corales
Orientador: Ilir Snopche

Resumo da dissertacao de mestrado submetida ao Programa de Poés-graduagao do
Instituto de Matematica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro-UFRJ, como parte
dos requisitos necessarios a obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

Seja p um primo. Um p-grupo finito é um grupo finito em que a ordem de todo elemento
é igual a uma poténcia de p. Os p-grupos finitos formam uma classe importante de grupos
com muitas propriedades interessantes e bonitas. Através dos teoremas de Sylow, eles sao
os “blocos de construgao”de grupos finitos arbitréarios.

Um dos tépicos mais importantes na teoria dos p-grupos finitos é o estudo dos auto-
morfismos de p-grupos finitos; em particular, o estudo da relagao entre um p-grupo finito
G e o seu grupo de automorfismos Aut(G). A questdo mais famosa nesta diregao é a
seguinte: E verdade que |G| divide |[Aut(G)| para cada p-grupo finito ndo-abeliano G? O
primeiro resultado nesta direcao foi publicado hd mais de 60 anos. Atualmente, hd uma
literatura rica sobre esta questdo com resultados positivos em varias classes de p-grupos
finitos.

Esta dissertagao baseia-se em um artigo recente de Gonzalez-Séanchez e Jaikin-Zapirain
[13], e 0 seu objetivo principal é mostrar que a resposta a questao acima em geral é negativa.
Na verdade, depois de uma grande quantidade de resultados positivos durante os iltimos
60 anos, recentemente Gonzalez-Séanchez e Jaikin-Zapirain, usando a teoria de grupos pro-
p uniformes, provaram que existe um p-grupo finito nao-abeliano G tal que |Aut(G)| < |G].

Palavras-chave: p-Grupos finitos, Automorfismos de p-grupos finitos, Grupo de auto-
morfismos, Grupos pro-p uniformes, Grupos profinitos, Cohomologia de grupos profinitos.

Rio de Janeiro
Fevereiro de 2018



ABSTRACT
FINITE p-GROUPS WITH SMALL AUTOMORPHISM GROUP

Daniel Alber Ninaquispe Corales
Orientador: Ilir Snopche

Abstract da dissertacdo de mestrado submetida ao Programa de Pés-graduacao do
Instituto de Matematica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro-UFRJ, como parte
dos requisitos necessarios a obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

Let p be a prime. A p-group is a group in which the order of every element is equal to
a power of p. Finite p-groups form an important class of groups with many interesting and
beautiful properties. Via the Sylow theorems they are the ‘building blocks’ of arbitrary
finite groups.

One of the most important topics in the theory of finite p-groups is the study of the
automorphisms of finite p-groups; in paricular, the study of the relation between a finite
p-group G and its group of automorphisms Aut(G). The most famous question in this
direction is the following: Is it true that |G| divides |Aut(G)| for every non-abelian finite
p-group G? The first result regarding this question is more than 60 years old. Nowadays
there is a rich literature concerning this question with positive results in various classes of
finite p-groups.

This dissertation is based on a recent paper of Gonzélez-Sanchez and Jaikin-Zapirain
[13], and its main purpose is to show that the answer to the above question in general is
negative. Indeed, after a huge number of positive results during the last 60 years, recently
Gonzélez-Sanchez and Jaikin-Zapirain, using the theory of uniform pro-p groups, proved
that there exists a non-abelian finite p-group G such that |[Aut(G)| < |G].

Key words: Finite p-groups, Automorphisms of finite p-groups, Automorphism group,
Uniform pro-p groups, Profinite groups, Cohomology of profinite groups.
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Introducao

Seja p um primo. Um p-grupo é um grupo em que a ordem de todo elemento é igual a uma
poténcia de p. Nao é dificil ver que um grupo finito G' é um p-grupo se e somente se |G| = p*
para algum inteiro nao negativo k. Os p-grupos finitos formam uma classe importante de
grupos com muitas propriedades interessantes e bonitas. Através dos teoremas de Sylow,
eles sdo os “blocos de construcao”de grupos finitos arbitrarios. Por exemplo, um grupo
finito G é nilpotente se e somente se é produto direto de seus p-subgrupos de Sylow.

Um dos tépicos mais importantes na teoria dos p-grupos finitos é o estudo dos auto-
morfismos de p-grupos finitos; em particular, o estudo da relacao entre um p-grupo finito
G e o seu grupo de automorfismos Aut(G). A questdo mais famosa nesta diregao é a
seguinte: E verdade que |G| divide |Aut(G)| para cada p-grupo finito nao-abeliano G?

O primeiro resultado nesta direcao é o resultado de Schenkman, que foi publicado ha
mais de 60 anos. Em [7] Schenkman mostrou que essa questao sempre tem uma resposta
positiva para os p-grupos finitos nao-abelianos de classe 2; a demonstracao de Schenkman
teve um erro, que foi concertado pelo Faudree em [26]. Atualmente, hd uma literatura
rica sobre esta questao com resultados positivos em varias classes de p-grupos finitos. Por
exemplo, a questao tem resposta positiva para os p-grupos finitos de expoente p [32], para
os p-grupos finitos de classe maximal [1], para os p-grupos finitos de ordem < p’ [23], para
os p-grupos finitos modulares [27], para os p-grupos finitos com centro de ordem p, para
os p-grupos metaciclicos com p impar, etc.

Esta dissertagao baseia-se em um artigo recente de Gonzalez-Sanchez e Jaikin-Zapirain
[13], e o seu objetivo principal é mostrar que a resposta a questdo acima em geral é
negativa. Na verdade, depois de uma grande quantidade de resultados positivos durante
os ultimos 60 anos, recentemente Gonzalez-Sanchez e Jaikin-Zapirain provaram que existe
um p-grupo finito ndo-abeliano G tal que |[Aut(G)| < |G|. Para provar esse resultado,
eles usaram a teoria de grupos pro-p e técnicas cohomoldgicas. A ideia principal é achar
um grupo pro-p analitico p-ddico (mais precisamente, um grupo pro-p uniforme) G tal que
dim(Aut(G)) < dim(G), onde dim(G) é a dimensao de G como variedade analitica p-adica;
como Aut(G) também é um grupo analitico p-ddico, faz sentido considerar dim(Aut(G)).
Escrevendo esse grupo G como limite inverso de p grupos finitos {G;}i>1, isto é G = EiElGZ‘,
temos que Aut(G):h£1 Aut(G;). Agora basta mostrar que para algum j suficientemente
grande [Aut(G;)| < |Gj.

No primeiro capitulo deste trabalho fazemos uma revisao de grupos topolégicos e limi-
tes inversos. No segundo capitulo introduzimos os inteiros p-adicos e o grupo de Priifer.
Em seguida, em terceiro capitulo, fazemos uma revisao sobre os p-grupos finitos e os au-
tomorfismos de grupos finitos. O quarto capitulo aborda varios topicos relacionados aos
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grupos profinitos e pro-p. Grupos profinitos sao grupos topoldgicos compactos e total-
mente desconexos, que aparecem naturalmente como grupos de Galois de extensoes de
corpos. Equivalentemente, um grupo profinito é o limite inverso de um sistema inverso
de grupos finitos. Um grupo pro-p é o limite inverso de um sistema inverso de p-grupos
finitos. Na primeira parte do capitulo 4 apresentamos a teoria béasica de grupos profinitos
e grupos pro-p, incluindo a conexao de grupos profinitos com grupos de Galois. Em se-
guida, introduzimos os grupos pro-p powerful, grupos pro-p de posto finito e grupos pro-p
uniformes. Concluimos o capitulo quatro com a introdugao de Algebras de Lie associadas
aos grupos pro-p uniformes. No capitulo cinco apresentamos a conexao entre os grupos
p-adicos analiticos e a Teoria de Lie. No sexto capitulo fazemos uma breve revisao dos
conceitos e resultados bdsicos da cohomologia de grupos profinitos, que vamos usar na
demonstracao do teorema principal deste trabalho. No capitulo 7 introduzimos a algebra
de Lie nilpotente de Sato; essa algebra de Lie tem papel crucial na construcao de um grupo
pro-p uniforme G tal que dim(Aut(G)) < dim(G). Finalmente, no tltimo capitulo, vamos
provar o Teorema de Gonzalez-Sanchez e Jaikin-Zapirain, ou mais precisamente, vamos
mostrar que existe um p-grupo finito nao-abeliano H tal que |Aut(H)| < |H]|.

Além do artigo [13], as principais referencias deste trabalho sao os livros [11], [15], [6],
[8], [20], [19], [14], [5] e os artigos [2] e [18].



Capitulo 1

Grupos Topolégicos e Limites
Inversos

Este primeiro capitulo analisa as noc¢oes de topologia, tais como espacos Hausdorff, espacos
desconexos, grupos topoldgicos e limites inversos. O desenvolvimento deste capitulo foi
obtido do livro de Jhon S. Wilson ‘Profinite groups’ [15].

1.1 Espacos Topolégicos

Um espago topoldgico € um conjunto X junto com uma familia de subconjuntos chamados
conjuntos abertos, com as seguintes propriedades:

(i) O conjunto vazio () e X sao abertos.
(ii) A intersecao de dois conjuntos abertos é um conjunto aberto.
(iii) A uniado de uma cole¢ao de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

O conjunto formado por esses abertos é chamado uma topologia em X. Um subconjunto
de X é chamado fechado se seu complemento é aberto. Se Y é um subconjunto de X o
fecho Y de Y ¢é a intersecdao de todos os conjuntos fechados contendo Y, em particular
Y é um conjunto fechado. Um subconjunto Y de X é chamado denso em X se Y = X.
Uma wizinhanga aberta de um elemento « de X é um conjunto aberto contendo z. Uma
base para a topologia em X é uma colegdo {Uy | A € A} de conjuntos abertos tal que
cada conjunto aberto é uma uniao de alguns dos conjuntos Uy (E uma base de vizinhangas
abertas de x é definida similarmente). Qualquer conjunto X pode ser considerado como
um espago topoldgico em relagao a topologia na qual cada subconjunto é aberto; esta
topologia é chamada a topologia discreta em X, e X é chamado entao um espaco discreto.

Se Y é um subconjunto de um espago X, entao a colecdo de todos os subconjuntos
da forma Y NU com U aberto em X é uma topologia em Y'; esta topologia é chamada a
topologia de subespaco, e em relacao a esta topologia Y é chamado um subespaco de X.

Um espago topolégico X é chamado compacto se, para cada familia {U, | o« € A} de
subconjuntos abertos cuja unido é X existe uma subfamilia finita {Uy,, ..., Ua, } cuja uniao
é X.

Um espago topoldgico X é chamado Hausdorff se dados quaisquer dois elementos z e
y em X existem duas vizinhancas U e V de x e y respectivamente tal que U NV = (.
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Um espago X é chamado conero se nao pode ser escrito como a uniao disjunta de dois
subconjuntos abertos nao vazios. Um espaco topoldgico X se diz totalmente desconexo se
cada subespago conexo tem no méximo um elemento.

Proposicao 1.1.1 Seja X um espago compacto Hausdorff.

(a) Se C, D sao subconjuntos fechados tal que C N D = (), entao existem subconjuntos

abertos U,V tais que C CU, DCV eUNV =1).

(b) Sejax € X e seja A a intersegao de todos os subconjutnos de X contendo x 0s quais
sdo ao mesmo tempo fechados e abertos. Entdo A € conexo.

(¢) Se X ¢€ totalmente desconexo, entdo cada conjunto aberto € a unido de conjuntos os

quais sao ao mesmo tempo fechados e abertos.

Dizemos que uma aplicacao f : X — Y entre dois espagos topolégicos é continua se a ima-
gem inversa de um aberto em Y é um aberto em X. Um homeomorfismo é uma aplicacao

bijetiva continua onde a aplicacao inversa é continua .

Proposicao 1.1.2 Sejam X e Y dois espacos topoldgicos.

(a
(b

Cada subconjunto fechado de wm espaco compacto é compacto.
Cada subconjunto compacto de um espaco Hausdorff € fechado.

)
)
(c) Se f: X =Y € continua e X é compacto entao f(X) € compacto.

(d) Se f: X =Y € continua e bijetiva com X compacto e Y Hausdorff entao f é um
homeomorfismo.

(e) Sef: X =Y eg: X —Y sao continuas e Y é Hausdorff entao {x € X | f(zx) =
g(x)} € fechado em X.

Proposicao 1.1.3 Seja X um espaco totalmente desconexo. Entdao para cada x em X,
{z} € fechado em X.

Seja p uma relacao de equivaléncia sobre um espago topoldgico X, e escrevemos X /p
para o conjunto quociente e g para a aplicagdo quociente de X para X/p. A topologia
quociente sobre X/p é a topologia cujos conjuntos abertos sao os subconjuntos V' de X/p
tais que ¢~ (V) é aberto em X. Se X/p tem a topologia quociente entdo a aplicacio
quociente ¢ é continua.

O produto cartesiano (ou simplesmente produto) de uma familia {X) | A € A} de
conjuntos ¢ o conjunto J[,., X cujos elementos sao as aplicagoes x de A para [ J, X com
a propriedade que x(\) € X para cada A\. Podemos considerar os elementos de J],., X
como vetores com entradas ou coordenadas indexadas por elementos de A. Assim um
elemento tipico serd escrito como (x). A aplicagao projecao my : [[,cp Xa — Xy ¢ a
aplicacdo que leva um elemento x € [[ ., X\ para o valor z(A). O produto de uma
familia finita X1, ..., X,, de conjuntos é denotada por X; X ... X X,.
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Agora suponha que cada X, é um espaco topoldgico. A topologia produto em [T, X
tem como seus conjuntos abertos todas as unides de conjuntos da forma

o (U) NN N (Un)

com n finito, cada A\; em A e U; abertos em X,,. Portanto cada aplicagao projegao my é
continua, de fato, a topologia produto é a menor topologia que faz as aplicagoes projecao
continuas.

Seja Z um espaco topoldgico e f : Z — [] .4 X\ uma aplicacdo, afirmamos que f é
continua se e somente se cada aplicacao myf é continua.

Teorema 1.1.4 Seja {X) | A € A} uma famidlia de espagos topoldgicos.
(a) Se cada Xy ¢ Hausdorff entdo [[\cy Xx € Hausdorff.

(b) Se cada Xy ¢ totalmente desconexo entio [[ oy Xn € totalmente desconexo.

(c) (Teorema de Tychonoff)Se cada Xy ¢ compacto entio [[cp Xx € compacto.

1.2 Grupos Topoldgicos

Definicao 1.2.1 Um grupo topoldgico é um conjunto G que é a0 mesmo tempo um grupo
e um espaco topolégico e para o qual a aplicacio (z,y) — 2y~ de G x G (com a topologia
produto) para G é continua.

Se G é um grupo, g € G e U,V subconjuntos de G, escrevemos Ug = {ug | u € G},
gU ={gu |ue Gy, Ult={ut|ueU}eUV = {uv|u e U € V}. Escrevemos
1 para o elemento identidade de um grupo. O seguinte Lema contém alguns resultados
elementares sobre os grupos topoldgicos.

Proposicao 1.2.2 Seja G um grupo topoldgico e sejam x,y elementos de G. Entao

(a) A aplicacio (z,y) — zy de G x G para G € continua e a aplicacio x — x~1 de G
para G € um homeomorfismo. Para cada g € G as aplicagées x — xg e x — gr de
G para G sao homeomorfismos.

(b) Se H € um subgrupo aberto (resp. fechado) de G entdo cada classe lateral direita
Hg ou esquerda gH de H em G ¢é aberta (resp. fechada).

(¢) Cada subgrupo aberto de G € fechado, e cada subgrupo fechado de indice finito é
aberto. Se G é compacto entao cada subgrupo aberto de G tem indice finito.

(d) Se H é um subgrupo contendo um subconjunto aberto nao vazio U de G entdo H é
aberto em G.

(e) Se H é um subgrupo de G e K é um subgrupo normal de G entdo H € um grupo
topoldgico em relagao a topologia induzida e G/K € um grupo topolégico em relagdo
a topologia quociente; e a aplicagiao q de G para G/K leva conjuntos abertos para
conjuntos abertos.
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(f) G é Hausdorff se e somente se {1} é um subconjunto fechado de G; e se K é um
subgrupo normal de G entao G/K €é Hausdorff se e somente se K € fechado em G.
Se G € totalmente desconexo entao G é Hausdorff.

(g) Se G é compacto e Hausdorff e se C, D sdo subconjuntos fechados entao o conjunto
CD ¢€ também fechado.

(h) Suponha que G é compacto e seja {Xy | A € A} uma familia de subconjuntos fechados
com a propriedade que para todos A1, As € A existe um elemento p € A para o qual
X, € X\, NXy,. SeY € um subconjunto fechado de G, entdo ([N cp X2)Y =

Proposicao 1.2.3 Seja G um grupo topolégico compacto. Se C é um subconjunto que é
ao mesmo tempo fechado e aberto e contém o conjunto {1}, entdo C' contém um subgrupo
aberto normal.

1.3 Limites Inversos

Um conjunto dirigido é um conjunto parcialmente ordenado I onde para todo ¢,57 € [
existe um elemento k € I tal que t < ke j < k.

Defini¢ao 1.3.1 Um sistema inverso (Xj, ¢;;) de espacos topolégicos indexado por um
conjunto dirigido I consiste de uma familia {X; | ¢ € I} de espagos topoldgicos e uma
familia {¢;; : X; = X; | i, € J,i < j} de aplicagdes continuas tal que ¢; é a aplicagio
identidade idx, e ;j;x = @i onde ¢ < j < k. Na definicdo nao precisamos que os
conjuntos X; sejam espagos topolégicos. Podemos mudar eles por grupos topolégicos ou
anéis dependendo de cada caso.

Seja (X, ¢ij) um sistema inverso de espacos topolégicos e seja Y um espaco topolégico.

Chamaremos a familia {¢; : ¥ — X; | i« € I} de aplicagdes continuas compativel se
©ij1j = ; onde i < j. Esta condicao é equivalente a mostrar que o seguinte diagrama

Y
¥j \w;
©is Xi

X
comuta.

Definicao 1.3.2 Um limite inverso (X, ¢;) de um sistema inverso (Xj, ¢;;) de espacos
topoldgicos (resp. grupos topoldgicos, anéis) é um espaco (resp. grupos topoldgicos,
anéis) topoldgico X junto com uma familia compativel (¢; : X — X;) de aplicacoes
continuas (resp. homomorfismos continuos) com a seguinte propriedade universal: sempre
que (¢; : Y — X;) é uma familia compativel de aplica¢oes continuas do espago Y (resp. de
homomorfismos continuos de um grupo ou anel Y') topoldgico, existe uma tinica aplicagao
continua (resp. homomorfismo continuo) v : Y — X tal que ;9 = 1; para cada i.
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Portanto, precisamos que exista um unico ¥ tal que o seguinte diagrama comute

Y

N
Pi Xi

A proposigao seguinte mostra que o limite inverso existe e é tnico.

X

Proposicao 1.3.3 Seja (X;, ¢;j) um sistema inverso de espagos topoldgicos, indexado
por I.

(a) Se (Y, pi) e (Z,4;) sao limites inversos do sistema inverso (X;, i), entdo existe
um somorfismo o 'Y — Z tal que ¥;0 = p; para cada i.

(b) Denotamos por m; a aplicag¢io projecio de []..; X; para X; e definimos

Jel

X ={ce [ X; | pim;(c) = mi(c), Vi, j com j > i} (1.1)
jel

e pi = mi|x para cada i. Entio (X, ;) € um limite inverso de (X, @ij).

(c) Se (Xi,pij) € um sistema inverso de grupos topoldgicos e homomorfismos continuos,
entdo X € um grupo topoldgico e as aplica¢des p; sGo homomorfismos continuos.

Este resultado mostra que o limite inverso de um sistema inverso (Xj, p;;) existe e é
tnico sob isomorfismos. Denotemos este limite inverso por lim (Xj;, ¢;;), ou simplesmente
—
por lim X;.
F
Proposicao 1.3.4 Seja (Xj,;;) um sistema inverso indexado por I, e escrevemos
X =lim X;.
+—
(a) Se cada X; é Hausdorff, entao X é Hausdorff.
(

)
b) Se cada X; € totalmente desconexo, entao X € totalmente desconezxo.
(¢) Se cada X; é compacto e Hausdorff, entao X é compacto e Hausdorff.
)

(d) Se cada X; € um espago nao vazio compacto Hausdorff, entéo X é nao vazio.
Proposicao 1.3.5 Seja (X, ;) um limite inverso de um sistema inverso (X;, pi;) de
espacos compactos Hausdorff ndo vazios indexados por 1. Temos as sequintes afirmacies:

(a) wi(z) =(\;»; ¥ij(z;) para cadai€ l ex € X.

(b) Os conjuntos goi_l(U) comi € I eU aberto em X; formam uma base para a topologia
sobre X.

(c) SeY é um subconjunto de X que satisfaz p;(Y) = X; para cada i, entdo Y € denso
em X.

(d) Se 6 é uma aplicagao do espaco Y para X entao 0 é continua se e somente se cada
aplicagcao ;0 € continua.
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(e) Se f: X — A é uma aplicagio continua, sendo A discreto. Entdo para algum i
existe uma aplicagdo continua g : X; — A satisfazendo f = gp;.

Proposicao 1.3.6 Seja X um espago totalmente desconexo compacto Hausdorff. Entdo
X € o limite inverso de seus espacos quocientes discretos.



Capitulo 2

Os inteiros p-adicos e o grupo de
Prufer

Na segunda secao do capitulo anterior desenvolvimos a teoria de limites inversos. Dos
exemplos muitos importantes dentro dessa teoria sao o anel de inteiros p-adicos e o grupo
de Priifer. Os inteiros p-adicos serao a base para definir os grupos p-adicos analiticos
no capitulo 4 e poderemos definir as dlgebras de Lie que usaremos na demonstracao do
Teorema principal no capitulo 7. Para este capitulo, foi usado o livro “Field Arithmetic”de
Michael D. Fried e Moshe Jarden [20].

2.1 Inteiros p-adicos

Definigdo 2.1.1 Seja p um primo. Consideremos os aneis quocientes Z/p‘Z e os ho-

momorfismos canonicos 7;; : Z/P7 — 7./p‘Z definidos por mij (@ + p'7Z) = x + p'Z para

J > t. O limite inverso Z, = lim Z/ p'Z é o anel de inteiros p-ddicos. Este anel satisfaz as
—

seguintes propriedades:
(i) Cada x € Z, é uma sequéncia (z; + p'Z);ey onde z; € Z e z; = z; mod p'Z, Vj > i.

(ii) A aplicacdo p; : Z — Z, definida por p;(a) = (a + p'Z);en é um homomorfismo

injetivo.

(iii) A sequéncia (7;);en converge para x = (z; + p'Z);en na topologia p-ddica. Portanto
Z ¢é denso em Zp.

(iv) Z # Zp.
(v) Um elemento x = (x; + p'Z);en de Z, é invertivel se e somente se p { x1.
(vi) Z, é um dominio integral.

Sejam x € Zj, e os homomorfismos projecao m; : Z, — Z/ p'7Z, para cada i € N. No capitulo
de grupos profinitos vamos ver que un sistema de vizinhancas para x consiste das imagens
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inversas 7; Y(x; + p'Z) para cada i € N. Assim temos que

7 Ny + p'7Z)

)

{y € Zy | mi(y) =z + p'Z}
{yeZy|yi +9'Z =+ p'Z}
{y€Zy | yi — i € p'Z}

= {y€Zy | yi = zi(modp'Z)}.

Entao para cada n € N temos uma vizinhanca bésica de x dada por
By (z) ={y € Zp | yn = zn(modp"Z)}

Observagao 2.1.2 Os By, (z) definidos para cada x € Z, definem a topologia p-ddica para
o anel de inteiros p-adicos.

O homomorfismo ¢ : Z — Z, ¢ injetivo. Assim podemos ver Z como um subanel de
Zp. Si p # 2, o elemento (Z?:_ol P’ + p"Z)nen estd em Z, mas nao em Z. Se p = 2,
(Z?:_Ol 4" + p"Z)nen estd em Zy e ndo em Z. Assim Z G Zp. Finalmente a sequéncia
(xi)ien converge para (z; + p'Z);en na topologia p-adica. Entao Z, = Z.

Lema 2.1.3 Seja Z;, o anel de inteiros p-ddicos.

(a) Para cada i, p'Z, é o micleo da projecio m; : Z, — Z/p'Z. Assim, p'Z, é um
subgrupo aberto de Z, de indice Pt

(b) Se H € um subgrupo de Z, de indice finito, entao H = p’Zp para algum i € N.
(c) 0 € o dnico subgrupo fechado de Z, de indice infinito.

(d) pZ, € o unico subgrupo maximal fechado de Z,.

(e) Todos os subgrupos fechados nao trivias de Z, sao isomorfos a Zj.

Cada elemento z = (z; + p'Z)ien de Z, tem uma unica representagao como uma
série formal de poténcias > 7, a;p’, com 0 < a; < p para todo i. Necessariamente,
Ty = Z:‘L;ol a;p' mod p", para cada n € N.

Lema 2.1.4 Seja o : Z, — Z/p"Z um epimorfismo com n > 1 e H um subgrupo fe-
chado de Z,. Suponha o(H) = Z/p"Z. Entao H = Z,,.

2.2 O grupo de Priifer

Definigao 2.2.1 Para cada n € N consideremos o grupo quociente Z/nZ e os homomor-
fismos canonicos oy, : Z/nZ — Z/mZ definidos por o, (z +nZ) = x +mZ, para m|n. O
limite inverso Z = ligl Z/nZ é o grupo de Prifer. Este grupo satisfaz os seguintes items:

(i) A aplicacio 8; : Z — Z definida por §;(a) = (a+nZ)ney é um homomorfismo injetivo.

(ii) A sequéncia (z;);en converge para x = (z; + nZ),en na topologia p-ddica. Portanto
7, é denso em Z.
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(i) Z é o fecho do subgrupo gerado por 1.
(iv) Vamos escrever Z = (1) e dizemos que 1 gera Z.
(v) Os subgrupos nZ de 7 formam uma base de vizinhancas de 0 na topologia induzida.

A~

Lema 2.2.2 Para cadan € N, nZ é um subgrupo aberto de 7 de indice n e nZ = 7. Se
H é um subgrupo de 7, de indice n, entao H = nZ.

Lema 2.2.3 O grupo 7 é topoldgicamente isomorfo ao produto cartesiano [[Z, onde
p varia em todos 0s numeros primos.



Capitulo 3

p-Grupos finitos

Neste capitulo daremos uma introducao aos p-grupos finitos que desempnham um papel
fundamental na teoria de grupos finitos e na teoria de grupos pro-p. As primeiras de-
finigoes sao obtidas do artigo de Gustavo. A. Ferndndez [8] e para desenvolver a parte de
automorfismos de grupos finitos usamos o trabalho de David. A. Craven [6] e os teoremas
de Sylow podem ser encontrados em [18]. Ao final do presente capitulo fazemos mencao
aos trabalhos anteriores ao trabalho de J. Gonzdlez e A. Jaikin [13] que resolveram o
problema para casos especiais de p-grupos finitos.

3.1 p-Grupos finitos

Definicao 3.1.1 Seja p um primo. Um p-grupo finito G é um grupo finito cuja ordem é
uma poténcia de p.

O grupo Z/pZ = {0,1,...,p — 1} de inteiros médulo p com a operagao de adigao ¢ um
grupo ciclico de ordem p e portanto o primeiro exemplo de um p-grupo finito. Assim temos
também que para cada n € N, Z/p"Z é um p-grupo finito.

Seja I' =GL,(Z,) o grupo de todas as matrizes invertiveis n x n sobre Z,. Definamos

Li={yel|y= ln(modpi)}7

para cada i. Temos que |I'; : ;| = p (=1 Agsim os grupos quocientes I'1 /T'; sdo p-
grupos finitos.

Teorema 3.1.2 Seja G um p-grupo finito e N um subgrupo normal ndo trivial de G.
Entao NNZ(G) # 1. Em particular, o centro de um p-grupo finito ndo trivial é nao trivial.

Demonstracao. Observe que G age sobre N por conjugacao, pois N é normal em G.
Temos que |Orbg(n)| = |G : Cg(n)| para cada n € N e G é um p-grupo, portanto o
comprimento de cada 6rbita é uma poténcia de p. Além disso, as érbitas de comprimento
1 se correspondem aos elementos em N os quais comutam com qualquer elemento de G,
logo o ntimero de érbitas distintas de comprimento 1 é igual a |[N N Z(G)|. Como N é a
uniao disjunta de suas orbitas, segue que

IN|= NN Z(@)|+ ) |0rba(n)
=1

12
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onde ny, ..., n, sao os representantes das orbitas de comprimento maior do que 1. Fazendo
na ultima desigualdade médulo p e considerando que |N| > 1, temos que

INNZ(G)| =0 (modp)
e assim segue que N N Z(G) # 1. O

Corolario 3.1.3 Seja G um p-grupo finito. Se H é um subgrupo normal de G de ordem
p entio H € central em G (i.e. H < Z(QG) ).

As seguintes consequéncias do Teorema 3.1.2 sdo muito importantes na teoria de p-grupos
finitos.

Teorema 3.1.4 Seja G um p-grupo finito.
(i) Se H < G entao H < Ng(H). (a condigao do normalizador)
(ii) Se M é um subgrupo mazimal de G entao M é normal em G e |G : M| = p.

Demonstragao. (i) Provaremos isto por indugao sobre |G|. O resultado é obvio se |G| = p,
por isso vamos supor que |G| > p. Se Z(G) nao esta contido em H entao H < HZ(G) <
N¢g(H) e acabamos. Assim podemos supor que Z(G) < H. Como Z(G) # 1, da hipdtese
indutiva obtemos que H/Z(G) £ Ng/z(q)(H/Z(G)) = Na(H)/Z(G) e consequentemente
H < Ng(H).

(ii) Se M é maximal em G, obtemos de (i) que Ng(M) = G, isto é, M < G. Entao
o grupo quociente G/M é um p-grupo que nao possui subgrupos nao triviais. Portanto
G/M tem ordem p e |G : M| = p. O

O seguinte resultado mostra que os subgrupos de um p-grupo estao bastante bem situados.

Teorema 3.1.5 Seja G um p-grupo finito de ordem p™.

(i) Se N € um subgrupo normal de G de ordem p¥, entdo existe uma série
1=Go<G1£..<G,=N<..<Gn=G (3.1)

tal que G; < G e |Git1 : Gi| = p para todo i. Em particular, um p-grupo tem
subgrupos normais de cada ordem possivel.

(ii) Se H € um subgrupo de G de ordem p¥, entdo existe uma serie
1=Go<G1£..<Gp=H<..<Gn=G (3.2)

tal que G; <lGiy1 e |Giy1 : Gi| = p para todo i. Entao cada subgrupo de um p-grupo
€ subnormal.

Demonstragdo. (i) Provaremos isto por indugao sobre |G|. Suponha primeiro que N # 1.
Entao do Teorema 3.1.2 obtemos Z = N N Z(G) # 1. Escolhamos qualquer G; em Z de
ordem p. Entao GG; é normal em G e o resultado segue por aplicacao da hipdtese indutiva
para G/G1 e para o subgrupo normal N/G;. Finalmente, se N = 1 entao podemos tomar
qualquer uma das séries obtidas do argumento anterior.
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(ii) Primeiro, lembremos que um subgrupo H de G é subnormal se existe uma cadeia
finita de subgrupos do grupo G onde cada subgrupo da cadeia é normal no seguinte
subgrupo comecando em H e terminando em G, i.e. se existem Hy, Hy, ..., Hir < G tal que

H=Hy<H <..<H,<G

e H <<H;yy, paracadat=0,..,k — 1.

Para a prova usaremos inducao sobre |G|. Se H = G entao podemos usar a parte (i) para
obter a serie procurada. De outra forma H estd contido num subgrupo maximal M de G
e pela hipétese indutiva obtemos uma serie como (3.2) cujo ultimo termo é M. Como ja
sabemos do Teorema 3.1.4 que M <1 G, a prova estd completa. O

Seja G um grupo e H < G. Entao H se chama caracteristico se para qualquer au-
tomorfismo o de G, temos que o(H) C H, denotaremos por HcharG. Assim temos que
G e o subgrupo trivial {e} sao caracteristicos. Exemplos de subgrupos caracteristicos sdo
o subgrupo derivado [G,G] e o centro Z(G). Seja g € G, um automorfismo interior é

1 para cada x € G. Os subgrupos normais sdo caracteristicos

definido como Ty(x) = gzg~
se consideramos somente os automorfismos interiores, mas nao necessariamente se nos

consideramos todos os automorfismos.

Para um grupo finito G, a intersecao de seus subgrupos maximais é chamado o subgrupo
de Frattini de G e é denotado por ®(G). Como a imagem de um subgrupo maximal sob um
automorfismo de G é também um subgrupo maximal, ®(G) é um subgrupo caracteristico
de G. Uma razao pela qual este subgrupo tem um papel importante é o seguinte resultado.

Teorema 3.1.6 Seja G um grupo finito e sejam x1,...,x,m € G. Entdo temos que
G = (x1,...,xy) se e somente se G/P(G) = (x1P(G), ..., 2, ®(Q)).

Demonstragdo. E suficiente mostrar a condicao necessiria do Teorema. Se (21, ..., ;) nao
éigual a G entao estd contido num subgrupo maximal M de G. Assim (x1®(G), ..., 2, ®(G))
estd contido em M/®(G), que é um subgrupo préprio de G/®(G), o que dd uma con-
tradigao. Portanto necessariamente G = (x1, ..., Tp). O

Teorema 3.1.7 (O Teorema da Base de Burnside). Seja G um p-grupo finito.
Entao

(i) G/®(G) € um p-grupo abeliano elementar e portanto pode ser visto como um espago
vetorial sobre IF),.

(ii) O conjunto {x1,...,xq} € um conjunto minimo de geradores para G se e somente se
{z19(G), ..., z4®(G)} é uma base para G/P(G).

(iii) O minimo numero d de geradores para o grupo G coincide com a dimensao de
G/®(G) como um Fp-espaco vetorial, i.e. |G : ®(G)| = p?.

Demonstragdo. (i) Temos que mostrar que z®(G)y®(G) = y@(G)zP(G) e (z®(G))P =
®(G) para todo z,y € G, isto é x 7y tzy, 2P € ®(G). Pela definicio de ®(G) , é suficiente

1

mostrar que 'y lay, 2P € M para qualquer subgrupo maximal M de G. Isto é obvio

pois de acordo com o Teorema 3.1.4, G/M é um grupo de ordem p.
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(ii) Do Teorema anterior temos que S = {z1,...,24} é um conjunto de geradores para
G se e somente se S = {71®(G), ..., 74®(G)} é um conjunto de geradores para G/®(G).
Portanto S é um conjunto minimo de geradores se e somente se S for, que equivale S ser
uma base para G/®(G).

(iii) Isto segue imediatamente de (ii). O

Se G fosse um grupo finito, denotamos por d(G) o nimero minimo de geradores para

G.

Definicao 3.1.8 Seja G um grupo finito e seja p um primo. Cada subgrupo de G
cuja ordem seja a maior possivel poténcia de p dividendo |G| é chamado um p-subgrupo
de Sylow de G. Um p-subgrupo de Sylow para algum p é chamado um p-subgrupo de Sylow.

Nos seguintes teoremas nés consideramos GG um grupo finito e p um nimero primo
dividendo a ordem de G.

Primeiro Teorema de Sylow. G contém um p-subgrupo de Sylow e cada p-subgrupo de
G esta contido num p-subgrupo de Sylow de G.

Segundo Teorema de Sylow. Todos os p-subgrupos de Sylow de G sdo conjugados.

Terceiro Teorema de Sylow. Seja n, o nimero de p-subgrupos de Sylow de G. Escre-
vamos |G| = pFm, onde p nao divide m. Entdo

np,=1lmodp e nym.

Agora vamos ver alguns exemplos de grupos de automorfismos de p-grupos finitos.

3.2 Automorfismos de grupos finitos

Dado um grupo G, um automorfismo de G é um isomorfismo de G para GG, em outras
palavras, é um homomorfismo que é ao mesmo tempo injetivo e sobrejetivo. Como o in-
verso de um automorfismo é um automorfismo e a composicao de automorfismos também
é um automorfismo, temos que o conjunto de todos os automorfismos de G é um grupo.
Denotamos este grupo por Aut(G).

Proposicao 3.2.1 Seja G um grupo nilpotente finito, e seja G = P; X Py X ... X Py,
onde P; sdo os p-subgrupos de Sylow de G. Entao

Aut(G) = Aut(Pr) x Aut(Py) x - -+ x Aut(F,).

Essa proposicao enfoca a atengao na estrutura dos p-grupos finitos e os automorfismos dos
p-grupos finitos.

Lema 3.2.2 Seja g(n) o nimero de grupos de ordem n. Entdo

(i) g(p) =1 para p primo.
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(ii) Sep < q, entao g(pg) =1 se g # 1 mod p, e g(pqg) = 2 outro caso.
(iif) g(p?) = 2.
(iv) g(p®) =5.

A partir disso, podemos ver que o numero de grupos de ordem n depende mais da forma
de n do que de seu tamanho. Observemos a seguinte tabela onde comparamos os valores

para n e g(n).

n_gn) | n gn)|n gn|n gn
11 |11 1 |21 2 [31 1
2 1 |12 5 [22 2 |32 51
3 1 |13 1 |23 1 |33 1
4 2 |14 2 |24 15 |34 2
5 1 |15 1 |25 2 |35 1
6 2 |16 14 |26 2 |36 14
7 1 |17 1 |27 5 |37 1
8 5 |18 5 |28 4 |38 2
9 2 |19 1 |20 1 |39 2
10 2 [20 5 |30 4 |40 14

(Section 1.3 - The Theory of p-Groups 2008)

O resultado g(32) = 51 deve fazer acreditar que, se alguém escolher um grupo G de ordem
ao maximo n ao acaso, entdao quando n tende para o infinito, a probabilidade de que G
seja um p-grupo tende para 1 e, de fato, G é um 2-grupo nao abeliano com probabilidade 1.

Isto junto com os Teoremas de Sylow mostram que os p-grupos finitos tem um papel
muito importante na teoria de grupos finitos.

Proposicao 3.2.3 Seja G um grupo abeliano elementar de ordem p™. Entio Aut(G) =
GL,(Fp), o grupo de n x n matrizes invertiveis sobre F),.

Demonstracao. Observe que existem p™ — 1 elementos de ordem p em G. Suponha que
G é gerado por z1,...,T,. Um automorfismo do grupo finito é determinado unicamente
pela sua acao nos geradores de um grupo, entao, se sabemos onde enviar o z;, nés criamos
nosso automorfismo. Escrevemos ¢ para este automorfismo.

Também precisamos ver que qualquer elemento de G pode ser expresso como um

n

b;
H Ly
i=1

onde os b; sao inteiros unicos tais que 0 < b; < p — 1. Entao G nao pode ser gerado

produto

por menos de n elementos, em outras palavras nao podemos “desperdicar”um gerador
atribuindo-o para algum lugar que ja podemos expressar em termos de outros geradores.
Emprestando um termo da algebra linear, nés gostariamos que as imagens dos geradores
fossem “linearmente independentes”.

Notamos que x1 pode ser enviado para qualquer elemento de ordem p, entao ha p™ — 1
escolhas para ¢(x1). Agora temos que decidir o que fazemos com x2; ndo podemos envia-lo
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para (z1), j& que estarfamos desperdigando um gerador, e por isso existem p" — p escolhas
para ¢(x2). Entdo (z1,72) tem ordem p?, e assim existem p™ — p? escolhas para ¢(z3), e
assim por diante, até obter

[Aut(G)| = (p" — (" —p)...(0" — "),

que é a ordem de GL,(F,). Entao, se pudermos encontrar um homomorfismo de Aut(G)
para GL,(F,), e mostrar que é injetivo, teremos terminado.

Usando o fato que qualquer elemento de G pode ser expresso como um multiplo dos

(¢)

elementos da base, procedemos a escrever uma matriz para ¢: seja Ay = (a; f
I,

n
_ (¢)
P(x;) = Z @ j Ti-
i=1
Como Ay é unicamente determinado, temos

Ap(x1, 22, s tp) = (d(21), P(x2), ..., p(y)).

A funcao @ : Aut(G) — GL,(p) dada por ¢ — Ay é injetiva, como os coeficientes a

), onde

(¢)
Z?]
unicamente determinados. Devemos mostrar que este é um homomorfismo. Se ¢ e ¥ sao

sao
dois elementos de Aut(G), entao

(@) (@) (x1) = &Y al%a)
=1

n n
- 35l
=1 k=1
n

= Z(Z aag?a%))xk
i=1 i=1

= Q(vo)(xi).
assim ®(¢¢) = (PY)(P¢) como precisamos. Portanto Aut(G) = GL,,(F)). O

Proposicao 3.2.4 Seja G um grupo ciclico de ordem n. Entdio o Aut(G) € abeliano
e tem ordem ¢(n), onde ¢ denota a funcao ¢ de Euler.

Demonstragao. Seja G = (x). Entdo um automorfismo G deve enviar = para outro
gerador de GG, o que obviamente deve ter ordem n, e assim reduz-se a descobrir quantos
elementos de C, tem ordem n. Se n e m sao coprimos, com 1 < m < n, entao o primeiro
inteiro k para o qual 2™ =1 é k = n. Portanto, se m e n sao coprimos entdo z™ tem
ordem n. No outro lado, seja d o mdc(m,n) e suponha que z™ tem ordem n. Como
(z™)"/® =1 (pois mn/d é divisivel por n), n < n/d; isto claramente implica que d = 1 e
assim m e m sao coprimos.

Temos provado que ™ tem ordem n se e somente se m e n sao coprimos, e portanto
|Aut(G)| = ¢(n), pois a funcao ¢ de Euler é simplesmente a quantidade de nimeros m < n
coprimos com 7.

Para ver que Aut(G) é abeliano, observemos que todos os automorfismos tem a forma
z—= 2™ se ¢:x ™ ez zF sdo dois automorfismos, entéo

(p)x = Y(pz) = Ya™ = 2™ = ga* = (¢)x.
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e assim Aut(G) é abeliano. O

Podemos melhorar a proposicao anterior no caso em que o grupo ciclico é de ordem
primo.

Proposicao 3.2.5 Seja G = Cp = (x). Entdo Aut(G) € ciclico de ordem p — 1.

Demonstragdo. Nés ja sabemos que Aut(G) é abeliano de ordem p — 1 (pois qualquer
nimero menor que p é coprimo com p), entao somente precisamos mostrar que Aut(G)
é ciclico. Para ver isso, observemos que Aut(G) é o mesmo que multiplicar os inteiros
diferentes de zero médulo p. Entao como os inteiros médulo um primo formam um corpo,
Aut(G) é ciclico.

Consideremos dois automorfismos ¢y, :  — ™ e ¢y, : « — ¥, onde m e k estdo entre
1ep—1. Entao ¢,,¢r é dado por

Omk T > L
entdo obtemos um homomorfismo de Aut(G) para o grupo multiplicativo de inteiros
moédulo p por

O Aut(G) — (Z/pZ)*, Dy = M.

[Onde, F* = F\{0} denota o subgrupo multiplicativo de F.] Portanto Aut(G) ¢ ciclico de
ordem p — 1, como queriamos. O

Observe que neste caso |G| > |Aut(G)| entao |G| { |Aut(G)|. Em geral na maioria dos
casos de p-grupos finitos, |G| divide |Aut(G)].

De agora em diante vamos seguir o trabalho de J. Gonzdlez-Sanchez. e A. Jaikin-
Zapirain [13].

Uma questao bem conhecida (ver, por exemplo, [[37], Problema 12.77]) pergunta se é
verdade que |G| divide |Aut(G)| para cada p-grupo finito nao-abeliano G. Nao estd claro
quem langou essa pergunta pela primeira vez; o primeiro resultado nesse sentido que nés
encontramos na literatura é devido a Schenkman [7], que foi publicado ha mais de 60 anos.
Nesse artigo, Schenkman mostrou que isso é verdade para p-grupos finitos nao abelianos
da classe 2 (a prova tem uma erro que foi corrigido por Faudree em [26]). Mais tarde,
também foi estabelecido para p-grupos de exponente p em [32], para p-grupos de classe
maximal em [1], para p-grupos com centro de ordem p em [38], para p grupos meta ciclicos
quando p é fmpar em [27], para p-grupos central-meta-ciclicos quando p é impar em [30],
para p-grupos p-abelianos em [31] (veja também [3]), para p-grupos modulares finitos em
[31], para alguns produtos centrais em [10, 16], para p-grupos com centro de indice ao
méximo p* em [29], para p-grupos com subgrupo Frattini ciclico em [34], para p-grupos
de ordem ao maximo p® em [29, 35], para p-grupos de ordem ao maximo p’ em [23], para
p-grupos de coclasse 2 em [33] (veja também um resultado relacionado em [4]), e para
p-grupos G tais que (G, Z(G)) é uma “Camina pair” em [21].

Todos esses resultados parciais mostraram a dificuldade de obter um contra-exemplo.
O trabalho realizado por J. Gonzélez-Sanchez. e A. Jaikin-Zapirain [13] utiliza técnicas
pro-p, e o objetivo é mostrar o seguinte Teorema que é o resultado principal deste trabalho.
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Teorema principal. Para cada primo p existe uma familia de p-grupos finitos {U;} tal
que

|AutU,-|
\Ui\40/41

lim |U;| = o0 e lim sup < 0.

1—00 1—00
Em particular, para cada primo p, existe um p-grupo finito nao abeliano tal que |Aut(G)| <

Gl

A construcao em [13] consiste de duas partes que vamos desenvolver neste trabalho.

(i) Primeira parte. Vamos considerar um grupo U pro-p infinito finitamente gerado
tal que dim(Aut(U)) <dim(U), onde dim U ¢ definida como dimg,L(U), onde L(U)
¢ uma QQ,-algebra de Lie associada a U. Podemos fazer isto pois U é um grupo pro-p
p-adico analitico e portanto Aut(U) é um grupo profinito p-adico analitico.

(ii) Segunda parte. Escrevamos U como um limite inverso da familia de p-grupos
finitos {U;} onde U; = U/U?". Assim U = limU;, e por isso AutU; = limAutU;, de
— —

onde esperamos que para algum i podamos ter |Aut(U;)| < |Uj|.

Para ter uma ideia sobre a primeira parte, como G é um grupo pro-p uniforme, temos que
dim Aut(U) = dimg,DerL(U),

onde DerL(U) é uma Q,-dlgebra de derivacoes internas de L(U). Um exemplo de dlgebras
de Lie L com dim Der(L) <dim L é construida por Sato [36] e vamos discutir isso no
capitulo 7 deste trabalho; esta dlgebra é construida sobre QQ e tem dimensao 41 com centro
de dimensao 1, assim a &algebra consiste somente de derivacoes internas e portanto tem
dimensao 40.

A segunda parte é baseada no analise da primeira cohomologia de grupos H'(U, L;),
onde L; = log(U)/p'log(U) e log(U) é o anel de Lie correspondente ao grupo pro-p
uniforme U pela correspondéncia de Lazard. Temos que Der(L(U)) =Inn(L(U)); segue
que Der(log(U)) é finito e portanto

H..(Ulog(U)) = Der(log(U))

cts

é também finito. Isto implica a existéncia de uma cota superior para |[H'(U, L;)|. Agora se
definimos U; = U/UP" teremos uma cota superior para |Aut(U;) : Inn(U;)| e culminamos
com a prova.



Capitulo 4

Grupos Uniformes

Este é o capitulo com mais conteddo tedrico que sera 1til em capitulos posteriores. Na
secao 4.1, falaremos sobre grupos profinitos e para o qual usaremos o conceito de limites
inversos e mostraremos como um grupo de Galois é um exemplo de um grupo profinito
(exemplo obtido de [5]). Na segao 4.2, daremos tratamento especial aos grupos pro-p e o
resultado mais importante é que cada grupo pro-p é o limite inverso de p-grupos finitos;
daremos alguns exemplos desses grupos. Na Secao 4.3, faremos uma breve mencao aos
grupos prociclicos e suas equivaléncias. Nas secoes 4.4 e 4.5, mostraremos as principais
propriedades dos p-grupos powerful e definiremos o posto de um grupo finito e um grupo
pro-p. Os grupos uniformes serao tratados na segao 4.6, onde definiremos sua dimensao
e mostraremos que (G, +) é um Z,-mdédulo livre; além disso, vamos estudar os subgrupos
pro-p de GL,,(Zp). Finalmente, na segao 4.7, mostraremos que o Z,-médulo livre (G, +)
se torna uma algebra de Lie sobre Z,. O livro usado para todas as secoes deste capitulo
foi ‘Analytic Pro-p Groups’ [11].

4.1 Grupos Profinitos

Definicao 4.1.1 Um grupo profinito é um grupo topoldgico, compacto e Hausdorff tal
que seus subgrupos abertos formam uma base de vizinhancas para a unidade.

Proposigao 4.1.2 Seja G um grupo profinito.

(i) Cada subgrupo aberto de G € fechado, tem indice finito em G e contém um subgrupo
normal aberto de G. Um subgrupo fechado de G € aberto se e somente se tem indice
finito. A familia de todos os subgrupos abertos de G tem como intersecdo o conjunto

{1}.

(ii) Um subconjunto de G € aberto se e somente se é a unido de classes laterais de

subgrupos normais abertos.

(iii) Para qualquer subconjunto X de G,

X= (1 XN
NG
Se X € um subgrupo de G entao

20
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X=MK|X<K<,G}

(iv) Se X e Y sdo subconjuntos fechados de G entao o conjunto XY = {zy | = €
X,y € Y} também é fechado. Se X ¢é fechado e n é um inteiro entao o conjunto
{z" | x € X} € fechado.

(v) Seja H um subgrupo fechado de G. Entao H (com a topologia induzida) é um grupo
profinito. Cada subgrupo aberto de H ¢ da forma H N K com K <, G.

(vi) Seja N um subgrupo normal fechado de G. Entao G/N (com a topologia quociente) é
um grupo profinito, e o homomorfismo natural G — G/N ¢é uma aplicagdo continua

aberta e fechada.

(vii) Uma sequéncia (g;) em G converge se e somente se é uma sequéncia de Cauchy: i.e.
para cada N <, G existe n = n(N) tal que gi_lgj € N para todot >n e j > n.

A demonstragao desta Proposigao segue das definigoes.

Podemos definir um grupo profinito também como um limite inverso (segdo 1.3 do
capitulo 1). Seja G um grupo e seja A uma familia de subgrupos normais de G. Su-
ponha que a familia A estd ordenada por inclusdo. Entao obtemos um sistema inverso
{(G/N)nea} cujas aplicagoes sdo os epimorfismos naturais G/N — G/M sempre que
N < M. Assim podemos ter a seguinte proposicéo.

Proposicao 4.1.3 Se G ¢ um grupo profinito entao G ¢ isomorfo topologicamente a
liin(G/N)Nqog. No outro lado, o limite inverso de um sistema inverso de grupos finitos

€ um grupo profinito.

Demonstragao. Seja L = liin(G/N)NQOG Consideremos o homomorfismo natural
p: G — [[G/N, dado por p(g) = (gN)N<yc. Como [y N = 1 temos que p é
injetiva e assim p(G) < L. Agora, seja (gnN) € L, entao cada colegao finita de classes
gy N tem intersecao nao vazia e como essas classes sao também subconjuntos fechados do
espago compacto G, segue que )y 4,6 YNN € nao vazia. Escolhamos g nessa intersegao.
Entao p(g) = (gnNN), logo p é sobrejetiva.

Seja P <, G e definamos

M) = [ a/nx [[{1r < [ e/v,

N3P N>P N<oG

assim os subgrupos M (P) N L é uma base para as vizinhangas de 1 em L e para cada P
temos que p~!(M(P)) = P é aberto em G, portanto p é continuo. Mas cada isomorfismo
continuo entres grupos compactos Hausdorff € um isomorfismo topolégico portanto p é um
isomorfismo topolégico.

Para a outra implicacao, consideremos um sistema inverso de grupos finitos {G ,\}( Ael)
(os grupos finitos munidos com a topologia discreta). Assim [],.; G é Hausdorff e pelo
teorema de Tychonoff (Teorema 1.1.4 (iii) Cap. 1) é compacto. Da defini¢do de produto to-
poldgico, cada vizinhanga de 1 contém um subgrupo da forma M (S) = [[zs Gax[ [ es{1}



UFRJ. IM 22

para algum subconjunto finito S de I. Portanto [[ G é um grupo profinito. Agora so-
mente temos que mostrar que liinGA = L é um subgrupo fechado. Sejal = (gy) € [[ GA\L,
entdo existem v > g em I tais que my,(gy) # gu. Temos que M (v, p) é uma vizinhanga
aberta de [ € [[Gy e lU(v,u) N L = 0. Mostrando finalmente que [[ GA\L é aberto em
[1 G e obtemos o resultado. O

Dado um grupo topolégico G, dizemos que um subconjunto X de G gera G topoldgicamente

se G = (X).

Proposigcao 4.1.4 Sejam G um grupo profinito, H um subgrupo fechado de G, X C H
e d um inteiro positivo. Entao

(i) H = (X) se e somente se HN/N = (XN/N) para cada N <, G.

(i) Se HN/N pode ser gerado por d elementos para cada N <, G, entdao H pode ser
gerado topolégicamente por um subconjunto de d elementos.

Demonstragao. (i) Segue da Proposigao 4.1.2 (iii). (ii) Para cada N <, G, seja Zy o
conjunto de todas as d-tuplas de elementos de G/N que geram HN/N. Cada Zy é finito
e nao vazio. Se myny : G/M — G/N é a projegao natural para M < N, ambos subgrupos
normais abertos de G, entao myn(Zyr) C Zn, e por isso {Zn}n«,¢ torna-se um sistema
inverso. Pela Proposi¢ao 1.3.5 do capitulo 1 o limite inverso desse sistema inverso é nao
vazia. Seja agora (Xy) € liinZN. Entéo existem x4, ..., x4 elementos em G tais que para
cada N <, G, Xy = (21N, ...,z4N) e usando a parte (i) temos que {z1,...,xq} gera H
topoldgicamente. O

Um subgrupo de G é topoldgicamente caracteristico se é invariante sob os automorfis-
mos de G.

Proposigao 4.1.5 Sejam G um grupo profinito finitamente gerado e m um inteiro po-
sitivo. Entao G tem somente um numero finito de subgrupos abertos de indice m e cada
subgrupo aberto contém um subgrupo aberto topoldgicamente caracteristico.

Para a demonstragao veja [Proposicao 1.6, [11]].

Proposicao 4.1.6 Se G € um grupo profinito finitamente gerado entdo cada subgrupo
aberto de G € finitamente gerado.

Demonstracao. Seja X um conjunto de geradores topoldgicos para GG, e assumimos sem
perda de generalidade que X! = X. Seja H <, G e T um transversal (conjunto de
representantes de todas as classes laterais) para as classes laterais direita de H em G tal
que 1 € T'; note que T ¢é finito. Para cada x € X et € T existe s = s(t,x) € T tal que
Htx = Hs. Definamos

Z = {tr.st,x)”' |t T,z € X},

e mostramos que H = (7).
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Consideremos o subgrupo M = (Z) de G. Sea € M, t €T e x € X, entao
at.x = atxs(t,x) L.s(t,x) € MT;

assim MTX = MT. Como 1€ MT e X = X!, segue que MT D (X); e como T é finito
MT é fechado e portanto MT = . Também M < H e assim

H=MTNH=MTnH)=M.

Como Z é um conjunto finito, temos que H ¢ finitamente gerado. O

Definicao 4.1.7 Seja G um grupo profinito. O subgrupo de Frattini de G é definido

por

®(G) =({M | M é um subgrupo aberto préprio maximal de G}.

Proposicao 4.1.8 Seja G um grupo profinito.
(i) ®(G) <. G.
(ii)) Se K <. G e K < ®(G) entao ®(G/K) = ®(G)/K.
(iii) Para um subconjunto X de G os sequintes sao equivalentes:

(a) X gera G topologicamente.
(b) X U®(G) gera G topologicamente.
(c) XO(G)/P(G) gera G/P(G) topologicamente.

Para a demonstracao veja [Proposicao 1.9, [11]].

Claramente cada grupo finito é um grupo profinito. O grupo de inteiros p-adicos e o
grupo de Priifer sao também exemplos de grupos profinitos. Exemplos mais sofisticados

de grupos profinitos vém da teoria de Galois.

4.1.1 Grupos profinitos como grupos de Galois

Consideramos uma extensao de Galois L|K (i.e. L é um corpo de decomposicao separavel
possivelmente infinito de uma familia de polinémios sobre um corpo K) entao L é a uniao
L =J{L; | i € I} de suas subextensoes finitas de Galois L;|K. O conjunto {L; | i € I}
¢ um conjunto parcialmente ordenado por inclusao. Escrevamos ¢ = j quando L; 2 L;.
Assim para o conjunto {L; | i € I} sei,j € [ existe k € [ talque k = iek > j.

Podemos definir o grupo de Galois Gal(L|K) como o grupo de automorfismos de L que
fixam os elementos de K. Cada automorfismo o €Gal(L|K) estd unicamente determinado
por suas restri¢oes «|z, para cada i € I, e a sobrejetividade de ¢; :Gal(L|K) —Gal(L;/K)
vem gracas a que L|K e suas subextensoes L;|K sao normais. No caso de ter i > j
entao (alr,)|r; = a|L; que é chamada a condicdo de compatibilidade. Se temos L; 2 Lj,
nesse caso escrivamos ¢;; :Gal(L;|K) —Gal(L;|K) que denota a aplicacao de restricao
natural, assim podemos escrever a condi¢ao de compatibilidade como ¢;¢;; = ¢; quando
i = j. Expressemos uma condicao semelhante em termos de restrigoes, se i = j = k entao
Pij ik = Pik-

Seja o grupo de Galois G :=Gal(L|K). Definamos G; :=Gal(L;|K) e a aplicacao
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¢ : G — Hie[ Gi; g = (¢l(g))’LEI

induz um isomorfismo de G sobre o grupo

Gy = {(g:)ier € [[ Gi | ¢ij(9) = gj quando i = j}.
el

Agora, podemos nés fazer mais uma pergunta, que acontece com a correspondéncia de
Galois? A resposta é que apenas certos subgrupos de G correspondem aos corpos inter-
medidrios de L|K. Para responder essa questao e saber quais subgrupos desempenham
um papel na correspondéncia de Galois, vamos munir G com a topologia de Krull. Con-
sideremos G; com a topologia discreta, assim [[,.; G; torna-se um grupo topolégico to-
talmente desconexo, compacto e Hausdorff. Logo G4 é fechado e assim G torna-se um
grupo topolégico totalmente desconexo, compacto e Hausdorff e portanto a estrutura de
G ¢ determinada por suas imagens finitas G;. Além disso, G é o limite inverso do sistema
inverso (Gj; ¢i5) de grupos finitos (Proposicao 1.3.3 (1.1)) e portanto G ¢ isomorfo a um
grupo profinito.

Se M é um corpo intermediario da extensdo L|K, entdo o conjunto GM de todos os
elemento de G que fixam M pode ser descrito em termos das restricoes dos automorfismos
para subextensoes finitas de M. De fato, GM pode ser escrito como uma intersecao de
subgrupos abertos-fechados de GG e portanto é um subgrupo fechado para a topologia de
Krull. Portanto é assim que a correspondéncia de Galois é generalizada.

4.2 Grupos pro-p

Definicao 4.2.1 Um grupo pro-p é um grupo profinito onde cada subgrupo normal aberto
tem indice igual a uma poténcia de p.
Proposicao 4.2.2 Seja G um grupo profinito

(i) Se G € pro-p e H <. G entao H é pro-p.

(ii) Seja K <. G. Entao G € pro-p se e somente se K e G/K sao grupos pro-p.
Demonstracao. Segue da defini¢do e da Proposicao 4.1.2. O

Proposigao 4.2.3 Um grupo topoldgico G € um grupo pro-p se e somente se G € topo-
logicamente isomorfo a um limite inverso de p-grupos finitos.

Demonstragao. Suponha que G é pro-p, entao é profinito por definicdo e usando a Pro-
posicao 4.1.3 temos que

G = im(G/N) e,

sendo cada G /N um p-grupo finito. Para a outra implicagao, suponha que G = lim(Gy)xer
—

onde cada G é um p-grupo finito. Entao pela Proposicao 4.1.3 G é um grupo profinito e

temos que cada subgrupo aberto de G contém um subgrupo da forma

UM)=Gn(J] Grx []{1)

AgM XeM
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para algum subconjunto finito M de I. Temos que |G : U(M)||[[car |G| e assim cada
subgrupo de G tem indice igual a uma poténcia de p. O

Proposigao 4.2.4 Seja G € um grupo pro-p, |G, G| o grupo derivado e GP = (gP | g € G),
entdo o subgrupo de Frattini de G € igual a

B(G) = GP[G, G).

Para a demonstragao veja [Proposicao 1.13, [11]].

Proposicao 4.2.5 Seja G um grupo pro-p. Entdo G € finitamente gerado se e somente
se (G) € aberto em G.

Demonstragdo.  Suponha que ®(G) é aberto em G. Entao pela Proposicao 4.1.2.(i)
o indice de ®(G) em G é finito e assim G/®(G) é finito. Logo existe um subconjunto
finito X de G tal que G = X®(G) e usando a Proposicio 4.1.8.(iii) segue que G = (X).
Para a outra implicacdo, suponha que G = (X) onde |X| = d é finito. Se ®(G) <
N <, G entao G/N é um p-grupo abeliano elementar e portanto pode ser gerado por d
elementos (Proposicio 4.2.5); assim |G : N| < p?. Vamos escolher um subgrupo Ny com
P(G) < Ny tal que o indice em G ¢é o maior possivel. Portanto se ®(G) < N <, G temos

que Ng < N. Como ®(G) é um subgrupo aberto e fechado em G segue que
o =(){N|®G)N<,G}=N,.

Assim ®(G) é aberto em G. O

Definicao 4.2.6 Seja G um grupo pro-p. Definimos a série p-central inferior de G
na forma seguinte:
P(G)=G

eparai > 1

Pia(G) = PAGPIP(G), .
Assim P»(G) = ®(G) (Proposigao 4.2.4). Observe que Pi11(G) > ®(P;(G)) para cada i.
A seguinte proposicdo mostra que a topologia dos grupos pro-p finitamente gerados

¢é determinada pela sua estrutura de grupo. Veja a demonstragao dessa proposi¢ao em
[Proposicao 1.16, [11]].
Proposicao 4.2.7 Seja G um grupo pro-p.

(i) P(G/K) = Pi(G)K/K para todo K <. G e para todo i.

(i) [P(G), P(G)] < Piy5(G) para todo i ¢ j.

(ili) Se G € finitamente gerado entao P;(G) € aberto em G para todo i, e o conjunto

{P;(G) | i > 1} € uma base para as vizinhangas de 1 em G.

Lema 4.2.8 Se G € um grupo pro-p e K € um subgrupo de indice finito em G entdo
|G : K| é uma poténcia de p.
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Proposicao 4.2.9 Se G é um grupo pro-p finitamente gerado entdo o grupo derivado
(G, G] € fechado em G.

Desses dois resultados segue o teorema seguinte.

Teorema 4.2.10 Se G € um grupo pro-p finitamente gerado entdo cada subgrupo de
indice finito em G € aberto.

Demonstracio. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado. Escrevemos Gi#} = {g’ | g€
G}, G} por ser a imagem de uma funcéo continua (g — gP) é compacto e portanto
fechado. Como G/[G,G] é abeliano entdo GP[G,G] = G{P}[@, G| e usando a Proposicao
4.2.9 GP|G,G] é fechado e é igual a ®(G). Pela Proposicao 4.2.5 segue que GP[G,G] é
aberto em G.

Seja agora K um subgrupo normal préprio de indice finito de G. Entao usando indugao
e sem perda de generalidade podemos assumir que K é aberto em M sempre que M é um
grupo pro-p finitamente gerado com K < M < G. Tomando M = GP|G,G]K, temos que
G/K é um p-grupo finito (Lema 4.2.8); segue que M < G. Como |G : M| < |G : ®(G)| <
00, temos que M é um subgrupo aberto em G. Portanto M é um grupo pro-p finitamente
gerado (Proposigao 4.1.6) e usando a hipétese indutiva; K é aberto em M. Assim K é
aberto em G e como cada subgrupo de indice finito em G contém um subgrupo da forma
de K; temos que cada subgrupo de indice finito tem que ser aberto. O

Uma observacao importante é que no caso de um grupo pro-p finitamente gerado po-
demos suprimir a “barra”da Defini¢ao 4.2.6.

Corolério 4.2.11 Se G é um grupo pro-p finitamente gerado, entio ®(G) = GP|G,G] e
Pi11(G) = P(G)P|P;(G), G| para cada i.

Recentemente Nikolov e Segal mostraram que em um grupo profinito finitamente gerado
cada subgrupo de indice finito é aberto (veja [24]); logo a topologia de um grupo profinito
finitamente gerado é determinado por sua estrutura de grupo.

Coroldrio 4.2.12 Cada homomorfismo (abstrato) de um um grupo pro-p finitamente
gerado para um grupo profinito € continuo.

Proposicao 4.2.13 Se H = (ay,...aq) € um grupo nilpotente entio cada elemento de
[H, H] € igual a um produto da forma [z1,a1]...[zq,aq] com x1,...xqy € H.

Agora vamos mencionar alguns exemplos de grupos pro-p.
(1) Todo p-grupo finito é um grupo pro-p.

(2) Seja G o grupo de Galois de uma extensao de Galois (possivelmente infinita) de um
corpo, se todo subgrupo normal de G de indice finito tem indice uma poténcia de p
entao G é um grupo pro-p.

(3) O grupo aditivo dos inteiros p-ddicos também é um grupo pro-p.
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4.3 Grupos prociclicos

Vamos ver a importancia de definir a poténcia p-ddica em um grupo pro-p e notamos qual
papel desempenha os inteiros p-adicos neste sentido.

Lema 4.3.1 Seja G um grupo pro-p e g € G. Consideremos as sequencias (a;) e (b;) de
inteiros convergentes na topologia p-ddica e tendo para o mesmo limite em Z,. Entao as
sequéncias (g%) e (g%) convergem em G para o mesmo limite.

Demonstracdo. Seja N um subgrupo normal e aberto em G, entdo |G/N| = p’ para al-
gum j. Se consideramos inteiros i e k suficientemente grandes temos que a; = a;, (modp?)
e assim g% = g% (modN). Temos que (¢%) é uma sequencia de Cauchy em G e pela
Proposigao 4.1.2 é convergente para um elemento em G, digamos g;. Analogamente (g%)
converge para um elemento go em G. Se k é um inteiro suficientemente grande entao
by = ax, (modp?), " = go (modN), assim obtemos

g1g2_1 = g“k_bk =1 (modN),

e por ser N arbitrario temos que g; = gs. O

Com o Lema 4.3.1 temos a unicidade do Limite e portanto podemos fazer a seguinte
definigao.
Definicao 4.3.2 Seja G' um grupo pro-p, g € G e A € Z,. Entao

g = lim g%
n—0o0

onde (a,) é uma sequéncia de inteiros com lim a, = A.
n—oo

A defini¢ao de “exponenciagao p-ddica”que nds terminamos de definir tem as seguintes
propriedades que podem ser demonstradas a partir de sua prépria definicao.

Proposicao 4.3.3 Seja G um grupo pro-p, sejam g,h € G, e sejam A\, u € Zp. Entao

temos que
(i) g = grg" e g™ = (g}
(ii) Se gh = hg entdo (gh)* = g*h*.

(iii) A aplicagao v — g¥ define um homomorfismo continuo de Z, para G. Sua imagem
g% € o fecho em G de (g).

Para a demonstragao veja [Proposicao 1.26, [11]].

Definicao 4.3.4 Um grupo G é prociclico se é profinito e G/N é um grupo ciclico
para cada subgrupo normal aberto N de G.
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Proposigcao 4.3.5 Seja G um grupo pro-p. Entdo as sequintes afirmagdes sdo equivalen-
tes.

(a) G € prociclico;
(b) G pode ser gerado topologicamente por um subconjunto de 1-elemento;
(c) G = g% para algim g € G;

(d) G € finito e ciclico ou € topologicamente isomorfo a Zy.

Demonstragao. ((a) = (b)). Suponha que G é um grupo prociclico e suponha que ele tem
dois subgrupos préprios maximais diferentes M e N. Entao M N N > ®(G) > GP[G, G|,
assim M e N sao subgrupos normais de indice p em G ¢ G/(M N N) é um grupo abeliano
elementar de ordem p?, mas ndo é um grupo ciclico. Entdo G = 1 ou G tem um tnico
subgrupo préprio maximal aberto; de qualquer forma em ambos casos ®(G) é aberto em
G e G/®(G) é ciclico. Portanto G' pode ser gerado topolégicamente por um conjunto de
um elemento (Proposicao 4.1.8). ((b) = (c¢)) Proposicao 4.3.3 (iii). ((¢) = (d)) Suponha
que G = g%» para algum ¢ € G e seja K o nicleo do homomorfismo 6 : Z,, — G dado por
9(\) = g*, assim 6 é sobrejetivo por definicdo e pelo Corolario 4.2.12 é continua. Como
Z,/K e G sao grupos compactos Hausdorff e assim G é topolégicamente isomorfo a Z, /K.
((d) = (a)) Simplesmente temos que observar que cada grupo quociente préprio de Z, é
ciclico. O

Todos os grupos ciclicos finitos sao grupos pro-ciclicos. Da defini¢ao 4.3.4 obtemos que
o grupo de Priifer e os inteiros p-adicos sao exemplos de grupos pro-ciclicos.

4.4 p-Grupos powerful

Nesta secao prestamos mais atencao aos p-grupos finitos. Para noés entender a estrutura
dos grupos pro-p analiticos devemos olhar nas propriedades de uma classe especial de gru-
pos finitos.

Definicao 4.4.1

(i) Um p-grupo finito G é powerful se p é fmpar e G/GP é abeliano, ou se p = 2 e G/G*
é abeliano.

(ii) Um subgrupo N de um p-grupo finito G' é powerfully embedded em G, escrevemos N
p.e. G, sep éimpare [N,G] < NP,ousep=2e[N,G] < N*

Portanto G é powerful se e somente se G p.e. G; ese N p.e. Gentao N G e N é
powerful. Quando p é impar G é powerful se e somente se GP = &(G).

Lema 4.4.2 Seja G um p-grupo finito e sejam N, K e W subgrupos normais de G
tais que N < W.

(i) Se N p.e. G entao NK/K p.e. G/K.
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(ii) Se p € impar e K < NP, ou se p =2 e K < N*, entio N p.e. G se e somente se
N/K p.e. G/K.

(iii) N p.e. G ex € G entdo (N, z) € powerful.

(iv) Se N nao é powerfully embedded em W, entao existe um subgrupo normal J de G
tal que

e sep € impar,

NPIN,W,W| < J < NP[N, W] e INPIN,W|: J|=p;
e sep=2,
NAN,W]2[N,W, W] < J < N4N, W] e IN4N, W] : J|=2.

Demonstragao. (i), (ii) Usar sé a definigdo. (iii) Definimos H = (N, z). Como N < H
temos [H, H] = [N, H|, por hip6tese temos que N p.e. G e portanto [H, H] < NP < HP
(respectivamente [H, H] < H* se p = 2). (iv) Suponha que p é impar e que [N, W] £ NP,
entao NP < NP[N,W]| = M. Sabemos que G é um p-grupo e M e N sdo normais em G
entao existe um J < G tal que NP < J < M e |M : J| = p. Portanto M/J é central em
G/J e temos o resultado (proceder da mesma forma para o caso p = 2). O

Proposicao 4.4.3 Seja G um p-grupo finito e N < G. Se N p.e. G entdo NP p.e.
G.

Para a demonstragao veja [Proposicao 2.3, [11]].

Observe que se G fosse um p-grupo finito, entao:
P (G) =G, Pi11(G)=PF(G)?[P(G),G] para cada i > 1.

Para o resto da se¢@o vamos escrever simplesmente G; = P;(G).

Lema 4.4.4 Seja G um p-grupo finito powerful.
(i) Para cada i, G; p.e. G e Gip1 = GY = ®(G,).

(ii) Para cada i, a aplica¢ao x — xP induz um epimorfismo de G;/Gi+1 para Git1/Gita.

Demonstragdao. (i) Temos que G = G é powerful, assim G p.e. G. Suponha que G; p.e
G para algum i > 1. Entao G411 = GY[Gi,G) = G, e G411 p.e. G (Proposigao 4.4.3) mas
G? < ¥(G;) = GY|G;,G;) < Giqq e assim G4 = P(G;). Entéao aplicando indugdo temos
o resultado.

(ii) Pela parte (i) podemos mostrar que G; é powerful, G, 11 = P3(G;) e Gi12 = P3(G}).
Vamos supor que i = 1 e fazemos a mudanga de G por G/G3; aqui podemos supor que
G3 = 1. Portanto [G,G] < G2 < Z(G), assim para z,y € G temos que

(zy)P = aPyP|z, y]p(p—l)/Q’
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Se p é impar temos que p|(p(p — 1)/2), assim
[yw]p(pfl)/? €Gh=G3=1,

Se p = 2 entdo [G,G] < G* < G3 = 1. Assim no qualquer caso temos que (zy)? = xPyP.
Como Gg = G3 =1 e GP = Go, isto mostra que z — 2P induz um homomorfismo de G /G2
para G2/Gs. O

Lema 4.4.5 Se G = (a1, ...,aq) € um p-grupo finito powerful, entdo G = (df, ...,al).

Para a demonstragao veja [Lema 2.5, [11]].
Proposicao 4.4.6 Se G € um p-grupo finito powerful entdo cada elemento de GP €
uma p-ésima poténcia em G.

Demonstragdo. A prova é por inducao sobre |G|. Seja g € GP. Entao existem x € G
e y € Gs tais que g = 2Py (Lema 4.4.4). Definamos H = (GP,x). Pelo Lema 4.4.4,
GP = G9 p.e. G e pelo Lema 4.4.2 (iii) H é powerful. Além disso, como y € G3 = Gb;
temos que g € HP. Suponha que H # G. Entao pela hipétese indutiva g é uma p-ésima
poténcia em H. Suponha agora que H = G. Como G = (GP,z) = ®(G)(x), temos que
G é ciclico. Nesse caso é claro que G é uma p-ésima poténcia em G. Isso termina a prova.O

Podemos agora resumir a principal caracteristica de uma série p-inferior em um p-
grupo powerful.

Teorema 4.4.7 Seja G = (ay,...,aq) um p-grupo finito powerful e seja G; = P;(G)

para cada i. Entdo:
(i) G p.e. G;

(il) Giyk = Prs1(Gy) = Gfk, para cada k > 0;

i—1 i—1

T re@y =, d) )

(ili) Gi =GP

(iv) a aplicagdo x — 2 induz um homomorfismo de G;/Giy1 para Gy /Gitpt1, isto €
para cada © e k.

Para a demonstragao veja [Proposicao 2.7, [11]].

Corolario 4.4.8 Se G = (ay,...,aq) € um p-grupo finito powerful entao G = (ay), ..., (aq),
i.e. G € o produto de seus subgrupos ciclicos (a;).

Para a demonstragao veja [Proposicao 2.8, [11]].
Para um p-grupo finito G, definimos por d(G) a menor cardinalidade de um conjunto

de geradores de G. Assim d(G) é também a dimensao de G/®(G) como um espago veto-
rial sobre [,
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Teorema 4.4.9 Se G é um p-grupo powerful e H < G entdo d(H) < d(G).

Demonstragao. Provaremos isto por indugao sobre |G|. Suponha que o resultado é valido
para os p-grupos powerful com a ordem menor que a ordem de G. Definamos d=d(G) e
m =d(G2). Entao G2 é powerful (Lema 4.4.4 (i)) e usando a hipdtese indutiva temos que o
subgrupo K = H N G satisfaz d(K) < m. Consideramos a aplicagdo 7 : G/G2 — G2/G3
dada por z +— zP, esta aplicagdo é um epimorfismo (Lema 4.4.4 (ii)) e dim(kerm)=d — m.
Assim dim(kermr N HG2/G2) < d —m. Logo

dim(m(HG2/G2)) > dim(HG2/G2) — (d —m) =m — (d — r);

onde r =dim(HG3/G2). Sejam hy, ..., h, elementos em H tais que HGo = (hy, ..., hy)Ga.
Sabemos que ® < K? < (3. Entao o subespago formado pelas classes laterais hf, ..., hf
tem dimensao ao menos dim((HG2/G2)m) > m — (d — r) e como d(K) < m podemos
encontrar d — r elementos 1, ..., yq—, € K tais que

K= <h11),...,hf,yl,...,yd,Q(I)(K).
Entao K = (b}, ..., A, y1, ..., y4—) € assim temos que
H=HnN <h17 "'ahT>G2 = <h17"'7hT>K = <h17 "'athyla "'ayd—'r>

Portanto d(H) < d. O

O posto de um grupo finito G é definido por:
rk(G) =sup{d(H) | H < G}. (4.1)

Por (1.1) e usando o Teorema 4.4.9 podemos dizer que se G € um p-grupo powerful entdo

rk(G) = d(G).

Definicao 4.4.10 Para um p-grupo finito G e um inteiro positivo r, V(G,r) denota
a intersecao dos nicleos de todos os homomorfismos de G para GL,(F,).

Definicao 4.4.11 Um grupo G é metaciclico se contém um subgrupo ciclico N, tal
que G/N é também ciclico.

Proposicao 4.4.12 Se p € impar entao cada p-grupo metaciclico finito € powerful.

Demonstragao. Seja G um p-grupo metaciclico finito. Entao contém um subgrupo ciclico
N = (z) tal que G/N = (yN) é ciclico. Se b € G ele pode ser escrito como y = z"y™.
Entao G = (z,y). Como N é ciclico entao N <G e G/N é abeliano por ser ciclico. Logo
[G,G] € N. Como {z,y} gera G entao [z,y] gera [G,G]. Assim ([x,y]) = [G,G] C N e
portanto [z, y] = #P° para algum inteiro ndo negativo e. Logo [G,G] C GP e G é powerful.O

Observagao 4.4.13 Na verdade podemos considerar os p-grupos “powerful”como ge-
neralizagoes de p-grupos finitos abelianos.



UFRJ. IM 32

Alguns exemplos de grupos powerful.
(i) Todo p-grupo finito abeliano é um p-grupo powerful.

(ii) Consideremos o grupo Z/10Z. Ele contém um subgrupo isomorfo ao grupo ciclico
Z/2Z e o subgrupo quociente é isomorfo a Z/5Z, que é também ciclico. Pela Pro-
posicao 4.4.12, Z/10Z é um p-grupo metaciclico finito e assim um p-grupo powerful.

(iii) O primeiro exemplo de um grupo powerful nao ciclico é o grupo de Klein Dihsy.
E o grupo powerful nao abeliano mais pequeno é Dihg (a prova disso é usando a
Proposigao 4.4.12).

4.5 Grupos pro-p de posto finito
Definigcao 4.5.1 Seja G um grupo pro-p.
(i) G é powerful se p é fmpar e G/GP é abeliano, ou se p = 2 e G/G* é abeliano.

(ii) Seja N <, G. Entao N é powerfully embedded em G, escrevemos N p.e. G, se p é
fmpar e [N,G] < NP, ouse p=2e [N,G] < N4

Observe que se N p.e. G entdo N <, G e N é powerful. Como NP (resp. N*%) é a in-
tersecdo de todos os subgrupos normais abertos de G nos quais N? (resp. N*) est4 contido.

Proposigao 4.5.2 Seja G um grupo pro-p e N um subgrupo normal aberto em G. Entao
N p.e. G se e somente se NK/K p.e. G/K para cada K subgrupo normal aberto em G.

Corolario 4.5.3 Seja G um grupo topoldgico. Entao G € um grupo pro-p powerful
se e somente se G € o limite inverso de um sistema inverso de p-grupos finitos powerful
onde todas as aplicacdes sao sobrejetivas.

Lema 4.5.4 Seja G um grupo pro-p finitamente gerado powerful. Entdo cada elemento
de GP ¢é uma p-ésima poténcia em G, e GP = ®(G) ¢ aberto em G. Se p =2, entio G* é
aberto em G.

Para a demonstragao veja [Proposicao 3.4, [11]].

Corolario 4.5.5 Seja G como no Lema acima. Entdo para cada i temos

i—1

)P = {ZL‘pi |z€G} pe G”

@ i—1

G = (G? (4.2)

Teorema 4.5.6 Secja G = (ay,...,aq) um grupo pro-p finitamente gerado powerful e
definamos G; = P;(G) para cada i. Entdo:

(1) Gz p.e€. G,’

(i) Givk = Pr+1(Gy) = o para cada k > 0;

1

i—1

i—1 i—1 i
={a" |zeG}=(d) ,..,d} );

(iii) G; =GP
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(iv) a aplicagio x — P induz um homomorfismo de G;/Gis1 para Gipp)Gishir para
cada i e k.

Proposicao 4.5.7 Se G = (ay---aq) é um grupo pro-p powerful entao G = (ay)...{ag),
i.e. G € o produto de seus subgrupos prociclicos (ay), ..., (aq).

Demonstragao. O conjunto A = (ay), ..., (ag) é compacto (pois é o produto de um nimero
finito de conjuntos fechados e portanto compactos), e por isso é fechado em G. Assim
A =yg,g AN. Também temos que AN/N = G/N (Coroldrio 4.4.8) para cada N sub-
grupo normal aberto em G e portanto A = G. O

Para cada grupo topolégico G, d(G) denota a menor cardinalidade de um conjunto de
geradores topoldgicos de G. Se G é um grupo pro-p finitamente gerado, entao temos

d(G) = dimg, (G/B(G)). (4.3)

Usando o Teorema 4.4.9 e a Proposicao 4.1.4, obtemos o seguinte teorema

Teorema 4.5.8 Seja G um grupo pro-p finitamente gerado powerful e H um subgrupo
fechado de G. Entao d(H) < d(G).

Na seguinte proposicao mostramos as equivalentes defini¢oes de “posto”.
Proposicao 4.5.9 Seja G um grupo profinito, e sejam:

r1 = sup{d(H) | H <.G}

ro = sup{d(H) | H<.Ged(H)< oo}

rg = sup{d(H) | H <, G}

ry = sup{rk(G/N)| N <, G}

Entao r1 =r9g =r3 =14,
Para a demonstragao veja [Proposicao 3.11, [11]].

Defini¢ao 4.5.10 Seja G um grupo profinito. O posto rk(G) de G é quaisquer dos r;
dados na Proposicao 4.5.9.

Observe que por definicado um grupo profinito de posto finito é finitamente gerado.
Se G é um grupo pro-p finitamente gerado powerful, entdao o Teorema 4.5.8 mostra que
rk(G) =d(G) e assim G tem posto finito. Generalizando, se G ¢ finitamente gerado e
possui um subgrupo powerful aberto entdo G tem posto finito. O seguinte resultado é o
principal desta secao.

Teorema 4.5.11 Seja G um grupo pro-p. FEntao G tem posto finito se e somente se
G ¢ finitamente gerado e G possui um subgrupo powerful aberto. Nestas condi¢oes, G

possui um subgrupo caracteristico powerful aberto.

Para a demonstragao veja [Proposicao 3.13, [11]].
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Corolario 4.5.12 Seja G um grupo pro-p e seja r um inteiro positivo. Suponha que cada
subgrupo aberto de G contém um subgrupo aberto normal N de G com d(N) < r. Entdo
G tem posto finito.

Teorema 4.5.13 Seja G um grupo pro-p. FEntdo as sequintes propriedades sdo equi-
valentes:

(a) existe s € N e ¢ > 0 tal que |G : GP*| < cp* para todo k;
(b) eziste s € N e ¢ > 0 tal que |G : ka| < cp** para todo k;

(¢) G tem posto finito.

Demonstragao. ((¢) = (b)). Suponha que G tem posto finito r. Entdo G possui um
subgrupo normal aberto powerful H. Definamos H; = P;(H) para cada i. Entao temos
que |H : Hy| < p" e |H : Hpy1| < p* para todo k (Proposicio 4.5.6 (iv)). Além disso
Hyyq = HY (Teorema 4.5.6 (iii)) e assim temos que

IG:G""| <|G:HY|<|G: H|p".

((b) = (a)) E simplesmente notar que |G : GP*| < |G : GP| e o resultado ¢é obvio.
((a) = (c)) Suponha que temos (a). Entdo |G : ®(G)| < |G : GP| < ¢p® é finito e portanto
G ¢ finitamente gerado. Definimos W = V(G, s) se p é impar e W = V(G,s)? se p=2.
Escrevamos G; = GP' para cada i. Como W é um subgrupo normal aberto de G existe
um m tal que G, < W e pela nossa hipétese indutiva temos que |Gy : Gi41| < p° para
algum k > m. Se nao fosse assim, entao existiria um n suficientemente grande tal que

’G : Gm-‘,—n’ > ‘Gm : Gm—i-n’ > p5+1n > cpmspns _ Cp(m—‘,—n)s7

contradizendo a nossa hipdtese. Escolhendo um k e definindo K = Gy, temos que ®(K)
KP > Gpy1, assim |K/®(K)| < p® e d(K) < s. Finalmente K é powerful e tk(K)=d(K)
s (Teorema 4.5.8).

>
<

Teorema 4.5.14 Seja G um grupo pro-p. Entdo as sequintes afirmacgoes sdo equiva-
lentes:

(a) G € o produto de um nimero finito de subgrupos prociclicos;
(b) G € o produto de um nimero finito de subgrupos fechados de posto finito;

(¢) G tem posto finito;

[

(d) G € finitamente gerado como um “Zy,-grupo powerful”, i.e. G tem um subconjunto

1\1,...,:5)‘5 com

finito X tal que cada elemento de G € igual a um produto da forma x A

ijXe/\jEZp.

Exemplo. Consideremos ao grupo Z @ Z/10Z. Esse grupo munido com a topologia
discreta é um grupo de posto finito pois é finitamente gerado e contém um subgrupo
isomorfo a Z/10Z que na se¢ao anterior mostramos que é um p-grupo powerful.
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4.6 Grupos Uniformes

Definigao 4.6.1 Um grupo pro-p G se diz uniforme ou uniformemente powerful se:
(i) G ¢ finitamente gerado
(ii) G é powerful, e

(iii) |Pi(G) : Py1(G)| = |G : P2(G)|, para cada i.

Podemos supor que um grupo pro-p G satisfaz (i) e (ii) e repensar (iii). Assim no seu
lugar podemos escrever “a aplicagdo f; : Pi(G)/Piy1(G) — Pi11(G)/Piy2(G) induzida
pela aplicacao = +— xP é um isomorfismo para cada 7”.

Teorema 4.6.2 Seja G um grupo pro-p finitamente gerado powerful. Entdo existe um k
suficientemente grande tal que Py(G) € uniforme.

Demonstracio. Definamos G; = Pi(G) e suponha que |G; : Giy1| = p% entdo temos
que dy >dy > ... >d; > diy; > ... (Teorema 4.5.6 (iv)). Assim existe m tal que di = d,,
para todo k > m. Além disso P;(Gr) = Giyi—1 para todo i e k (Teorema 4.5.6 (ii)) e
portanto Gy, é uniforme (Teorema 4.5.6 (1)). O

Corolario 4.6.3 Um grupo pro-p de posto finito tem um subgrupo caracteristico aberto
uniforme.

Com ajuda do Teorema 4.5.6 e do Teorema 4.5.8 temos que um grupo powerful G é
uniforme se e somente se d(G;/Gi+1) = d(G1/G2) = d para todo i.

Proposicao 4.6.4 Seja G um grupo pro-p finitamente gerado powerful. Entdo as se-
guintes afirmagoes sao equivalentes.

(a) G € uniforme;
(b) d(Pi(G)) = d(G) para cada i > 1;

(¢) d(H) = d(G) para cada subgrupo powerful aberto H em G.
Uma caracterizagdo de um grupo uniforme é a seguinte.

Teorema 4.6.5 Seja G um grupo pro-p finitamente gerado powerful. Entdo G € uniforme
se e somente se € livre de torsao.

Demonstracao. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado powerful e definamos G; =
P;(G) para todo i. Vamos supor que G nao é livre de torsao. Entdo G contém um elemento
x de ordem p. Se z € Gi\Gi+1 entao 1 75 G € Gi/GiJr]_ el =a2PGi49 € Gi+1/Gi+2.
Portanto a aplicacao f; : G;/Git1 — Git1/Git2 nao é injetiva e assim G nao é uniforme.

Para a outra implicacao, suponha que G nao é uniforme. Entao f; nao é injetivo
para algum i e assim existe x € G;\G;4+1 tal que 2P € G;19. Definamos zo = = e su-

ponha que para algum n > 2 podemos encontrar xo,...,x, satisfazendo :):? € Giyj e
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zj = xj—1 (modGiyj_2) para 2 < j < n. Entao existe y € Gitn—1 tal que xh = yP.

Definamos ,41 = y~!

Tn. Entdo zp,41 = x, (modGipn_1) € também z} |, € Gipnir.
Portanto xﬁ_ﬂ = 1 (modGjtn+1). Assim podemos construir uma sequéncia xg, ..., T, ...
de Cauchy convergente para algum T € G. Portanto T = x # 1 (modG,y1) e 7 = af, =

1 (modGj1,—1) para todo n, e assim 7 = 1, 0 que mostra que G nao ¢ livre de torsao. O

Lema 4.6.6 Se A e B sdo subgrupos abertos uniformes de algum grupo pro-p G. Entdo
d(A) =d(B).

Demonstragao. Seja i um numero suficientemente grande tal que P;(B) < ANB < A
e usando a Proposigao 4.6.4 temos que d(A)=d(P;(B)) =d(B). O

Definigao 4.6.7 Seja G um grupo pro-p de posto finito e seja H um subgrupo uni-
forme aberto arbitrario em G. A dimensao de G é definida por

dim(G) = d(H). (4.4)

Teorema 4.6.8 Seja G um grupo pro-p de posto finito e N um subgrupo normal fechado
de G. Entdo
dim(G) = dim(N) 4 dim(G/N) (4.5)

(Observe que N e G/N tem posto finito.)
Para a demonstragao veja [Proposicao 4.8, [11]].

Teorema 4.6.9 Seja G um grupo pro-p uniforme e d = d(G). Suponha que G € ge-
rado topoldgicamente pelo conjunto finito {a,...,aq}. Entao a aplicag¢do

(N Zg — G
(A1, ey Ag) — ai‘l...ag‘d

€ um homeomorfismo.

Demonstragao. Seja {a1,--+,aq} um conjunto de geradores topolégicos de G. Assim

G = (a1, -~ ,aq). Entdo G = {(aj)---{aq) (Proposicdo 4.5.7). Se a € G temos que
a = ai\l‘--agd com Ay, ,Ag € Zy. Seja k fixo e arbitrario. O grupo G/Gpi1 tem
ordem p*® e G/Gri1 = (a1Gri1) - - - (aqGri1), onde cada subgrupo ciclico tem ordem p*.
Entéao cada elemento de G/Gj1 pode ser escrito como af' - - - a5 Gp41 onde ey, - -+, €4 880
inteiros unicamente determinados médulo pF. Isso implica que A, -- - , \¢ sdo unicamente
determinados médulo p¥,para cada k. Assim i, -- -, \g a0 inteiros p-adicos unicamente
determinados. Obtemos que a aplicacao 0 : G — ZZ dada por 0(a) = (A1, -+, Ag) é uma
bijecao e pelo Corolario 4.2.12 é continua. Temos que ¥ : Zg — G é a bijecao reciproca,
onde Y(Ay, -+, A\g) = ai\l . ~a2‘i. Como a multiplicacdo em G é continua. Entao v é
continua. Assim v é homeomorfismo. O

Lema 4.6.10 Seja G um grupo pro-p uniforme e para cada n € N a aplicagcdo x — zP"
€ um homeomorfismo de G para Gpy1. Além disso, para cada k e m em N, a restricdao
desse homeomorfismo é uma bije¢ao de Gy para Giiy, € induz uma bijecao de Gi/Grym
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para Gn+k/Gn+k+m~
Para a demonstracao veja [Proposicao 4.10, [11]].

A importancia desse lema é que cada elemento x € G,4+1 tem uma tnica p™-ésima
raiz em G, que vamos denotar por zP . Vamos aproveitar a bijecio entre G e Gpi1.
Assim podemos usar a operagao de grupo de G,+1 em G. Nessa forma definimos uma
nova estrutura de grupo em G.

Para z,y € G definimos:

Eny = (@
Assim, a aplicacio x — xP " torna-se um homomorfismo de grupos entre G, 11 e (G, +y,).
Lema 4.6.11 Sen > 1, z,y € G, e u,v € G entao:
TUFR YV =T 4+ Y =2 +p—1y (mod Gy),
e para todo m > n

TH+myY=2+,y (mod Gpi1).

Para a demonstracao veja [Proposicao 4.11, [11]].

Definigcao 4.6.12 Seja G é um grupo pro-p uniforme e sejam z,y € G. Definimos
uma nova operagao (soma em G) por

r+y= nl;r{:ox +ny (4.6)

A partir dessa definigdo temos que z +y = x +, y (mod G,11) e se u,v € G, entao
zu+yv=x+y (modG,)

Observemos que um grupo pro-p uniforme G com a operacao + é um grupo abeliano

com elemento identidade 1 e o elemento inverso é dado por z — z L.

Lema 4.6.13 Seja G um grupo pro-p uniforme e sejam xz,y elementos de G. Entdao:
(i) Se xy = yx entdo x +y = xy
(ii) Para cada inteiro m, mz = x™.
(iii) Para cadan >1, p" 'G =G,

(iv) Sez,y € Gy, entao z +y =zy (mod Gyy1)
Para a demonstragao veja [Proposicao 4.14, [11]].

Agora vamos listar rapidamente alguns outros resultados importantes; para as demons-
tragoes veja [11].
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(i)

(vi)

Seja G um grupo pro-p uniforme e n € N, entdao G, é um subgrupo aditivo de
G, e as classes laterais aditivas de G, em G sdo as mesmas que as classes laterais
multiplicativas de G,, em G. Também a aplicacao identidade G, /Gp+1 — Gpn/Gpnt1
é um isomorfismo do grupo aditivo G, /Gp+1 para o grupo multiplicativo G,,/Gp+1,
e o indice de G, no grupo aditivo (G, +) é igual a |G : Gy|.

(G,+) é um grupo pro-p uniforme de dimensao d = d(G) (com a topologia inicial).
Além disso, qualquer conjunto de geradores topolégicos para GG é um conjunto de
geradores topoldgicos para (G, +).

Seja G um grupo pro-p uniforme de dimensao d, e seja {aj,...,a4} um conjunto de
geradores topolédgicos para G. Entao, com as operagdes acima definidas, (G, +) é
um Z,-moédulo livre com a base {a1, ..., aq}.

Seja G um grupo pro-p uniforme de dimensao d. Entao a agao de Aut(G) sobre G
é Zp-linear com respeito a estrutura de Z,-médulo sobre (G, +). Portanto Aut(G)
pode ser definido como um subgrupo de GLg(Zp).

Seja G um grupo pro-p de posto finito de dimensdo d. Entdo para algum e < d e
algum p-grupo finito F existe uma sequéncia exata

1l = Z, — G — GL4(Zyp) x F.

Seja G um grupo pro-p powerful finitamente gerado. Entao os elementos de ordem
finito de G formam um subgrupo caracteristico 7' de G. Também T é um p-grupo
finito powerful e G/T" é uniforme.

Exemplos de grupos uniformes

O grupo aditivo de inteiros p-adicos é um grupo uniforme. Além disso, todo grupo
abeliano pro-p finitamente gerado e livre de torsao é um grupo pro-p uniforme; em
outras palavras Z; onde n ¢ um inteiro positivo é um grupo pro-p uniforme.

Agora vamos mostrar que o grupo GL;(Z,) contém varios exemplos nao triviais de
grupos pro-p uniformes.

O grupo GL4(Z,)

Seja d um inteiro positivo e seja My(Z,) o espaco topoldgico das matrizes d x d sobre
Zyp. Definimos I' = GL4(Z,) o subespaco topoldgico de My(Z,) de todas as matrizes
d x d invertiveis. Entao I' é um grupo topolégico Hausdorff com a topologia p-ddica
(Observagao 2.1.2). Dado um elemento a em Mg(Z,), temos que a € I' se e somente
se det a # 0 (mod p). Entao I' é ao mesmo tempo um subespaco fechado e aberto
de My(Z,) pois cada matriz b = a ( mod p) satisfaz b € I se e somente se a € I'; isto
mostra que I' é a unidao de ao maximo pd2 classes aditivas de pMy(Zy). Portanto I'
é compacto. Uma base para as vizinhancas de 1 em I' é dada pelos “subgrupos de
congruéncia”

i={yel|[y=1, (modp)},
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para i > 0. Como I'/T; & GL4(Z/p'Z) para i > 1, temos que

C:Tyf = ' =D —p).!=p"") e
Iy : Ty = pP ) para i > 1.

Assim I' é profinito e I'y é um grupo pro-p.

Quando vamos definir o conceito de grupo p-adico analitico no capitulo 5 notaremos
que I' é um grupo p-adico analitico compacto; uma propriedade fundamental de tais
grupos é que eles contém um subgrupo pro-p powerful aberto finitamente gerado e
agora verificamos isso diretamente para I' = GLg(Z)).

Lema. Seja p primo; sep > 2 en > 2, ou se p =2 en > 3, entao todo ele-
mento de 'y, € uma p-ésima poténcia de um elemento em I'y,,_1.

Demonstragao. Temos que mostrar que para qualquer a € My(Z,) podemos resolver
14 p"a=(1+p"z)P (4.7)

com x € My(Zp). A solucdo é por aproximagao sucessiva. Comecamos com (1 +
p"la)? = 1+ p"a(mod p"*1) (sempre que n esteja no lugar indicado). Faca z1 = a
e suponha indutivamente que encontramos para r > 1, uma matriz z,, comutando
com a, tal que (1 +p"~'z,)? =1 + p"a(mod p"*"). Digamos

(1 _|_pn—1$r)P =1 _I_pna _{_pn—‘rrc'

Agora seja
z = (1 _’_pn—lxr)—(p—l)c’

e seja rr41 = x, — P’ z; note que z, comuta com c, portanto comuta com z e assim
ZTy41 comuta com a. Um calculo direto mostra que

(1+p" z,01)? =14 p"a (mod p™t" ).

Assim obtemos uma sequencia convergente (x,) em Mg(Z,), cujo limite = satisfaz
(4.7). O

Teorema. Para cada i seja Ty = {y € GL4(Z,) | v = 14(mod p*)}. Definamos
G =11 sep € impar, G = T'y se p = 2. Entdo G ¢ um grupo pro-p uniforme e
dim(G) = 1k(G) = d(G) = d?. Também P;(G) = T'iic para todo i, onde € = 0 se
p#*2,e=1sep=2.

Demonstragao. Temos Pj(G) = G = I'14¢ por definicdo. Suponha que r > 1 e
P.(G) = I'y4.. Entdo um calculo facil mostra que P.(G)?P[P.(G),G] < Trii4c €
pelo Lema 3.2.1 mostramos que ['114. < Ff+6 = P.(G)P. Como I';114¢ é um sub-
grupo fechado de G, temos que P,11(G) = I'y4146. Assim por inducdo segue que
P;(G) = I'it¢ para todo 4, e no caminho mostramos que Pi41(G) = P;(G)P para
todo i. Tomando i = 1, vemos que G é powerful (quando p = 2 notamos que
[[3,Ty] < Ty <T%); e como Py(G) = I'ay é aberto em G, o Teorema 3.1.14 mos-

tra que G é finitamente gerado. Como |I'; : T'ipq| = de é constante para todo
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i > 1, G é uniforme. Finalmente, como G/P(G) = I'i1/To4c é abeliano ele-
mentar de ordem pdz, este tem necessariamente d? geradores, de onde segue que
dim(GQ)=rk(G)=d(G) = d?. O

A teoria dos grupos powerful mostra que GL4(Z,) tem posto finito sem a neces-
sidade de fazer calculo pesado de matrizes. Se conseguimos mostrar que cada grupo
pro-p de posto finito tem uma representacao linear fiel sobre Z,, entao isto propor-
cionard mais uma caracterizagao para os grupos pro-p de posto finito.

Teorema. Um grupo pro-p é p-adico analitico se e somente se é um subgrupo
fechado de GLq(Zp) para algum inteiro positivo d.

4.7 Algebras de Lie

Seja G um grupo pro-p uniforme. Lembremos que G,, = P, (G) = Gr ! para cada n > 1.
Sejam z,y € G e n € N. Entdo [27",y""] € [Gpi1,Gni1] < Ganro. Assim faz sentido
definir uma nova operagao na forma seguinte:

Ty — 2N

(2, y)n = [P,y P

Lema 4.7.1 Sen>1, z,y € G e u,v € Gy, entdo

(xuvyv)n = (x7y)n = (‘Ta y)n—l (mOd Gn+1)
e para todo m > n
(1'7 y)m = (.%, y)n (mOd Gn+2>-

Para a demonstracao veja [Proposigao 4.28, [11]].

Definigcao 4.7.2 Para cada x,y € G definimos:

(z,y) = lim (z,9)n. (4.8)

n—oo

Teorema 4.7.3 Com a operagio (,), o Zp-médulo (G,+) torna-se uma dlgebra de Lie
sobre Zy.

Proposicao 4.7.4 Seja H um subgrupo fechado uniforme de G, e seja N <. G tal que
G/N € uniforme. Entao:

(i) A aplicagao inclusdao H — G é um monomorfismo de algebras de Lie (H,+, (,)) —
(G, 4+, (,)); em particular, H é uma subdlgebra da algebra de Lie (G, +,(,));

(ii) N é uniforme;

(iii) N é um ideal na Z,-dlgebra de Lie (G, +, (,)): e as classes aditivas de N em G sao as
mesmas que as classes multiplicativas, assim (G/N,+, (,)) = (G, +,(,))/(N,+,(,));
além disso, o epimorfismo natural * : G — G//N ¢é um epimorfismo de Z,-dlgebras
de Lie de (G,+, (,)) para (G/N,+,(,)).
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Para a demonstragao veja [Proposicao 4.31, [11]].

Obervagao 4.7.5 Com as operagoes definidas em (4.6) e (4.8) o grupo pro-p uniforme G
torna-se uma Zy-algebra de Lie. Denotando essa élgebra por log(G). Seja f : U — V um
homomorfismo entre dois grupos pro-p uniformes. Entao log(f) = f é um homomorfismo
de Zy-élgebras de Lie. Em particular a agao de conjugagao faz de log(G) um G-médulo.

Lema 4.7.6 Seja G um grupo pro-p uniforme e sejam i,j € N tais que i <j < 2+ 1.
Entdo GP' /GP’ ¢ abeliano e temos que

G¥' /GY = 1og(G) /' log(@).

como G-mddulos, onde G age por conjugagao sobre Gpi/Gpj.

Demonstragdo. Pela Proposicao 4.2.7 (ii) temos que [P;(G), P;(G)] < Pi4+;(G) para todo
i e j. Entdo disso temos que [Piy1(G), Piy1(G)] < Paira(G). Logo obtemos [GP', GP'] <
GP* e assim [Gpi, Gpi] < Gt < Gr* << GP'. Resulta disso que [Gpi, Gpi] < Gpj,
onde 7 < j < 2i+ 1. Assim obtemos que Gpi/Gpj ¢é abeliano para i < j < 27+ 1.

Para a outra parte. Pelo Lema 4.6.13 (iii), G, = GP"~ = p"log(G). Logo temos

que G¥' /G” = p'log(G) /p'log(G) = log(G)/p'~log(G). =



Capitulo 5

Grupos p-adicos analiticos e teoria
de Lie

Neste capitulo, lidaremos com alguns resultados dos grupos p-ddicos analiticos e da teoria
de Lie, basicamente, para estabelecer um isomorfismo entre as categorias de grupos pro-p
uniformes e as dlgebras de Lie em Z,, também mostraremos uma bijecao entre a categoria
de grupos p-adicos analiticos e dlgebras de Lie em Q,, tais bijeccoes, mantém a dimensao,
que é fundamental para a demonstracao do teorema principal desenvolvido no capitulo 7.
Tanto a teoria dos grupos p-adicos analiticos quanto a teoria de Lie podem ser encontradas
em J. Dixon [11], de onde obtivemos.

5.1 Variedades p-adicas analiticas

Para y € Zj, e h € N definimos

Bly,p™") = {z€Zy|la—uyl<p " Vi=1,..r}
= {y+p"x|xeZ)}.

Definicao 5.1.1 Seja V' um subconjunto aberto nao vazio de Z;, e seja

f= (f17 ---7fs)

uma fungao de V' em Zj.

(i) Sejay € V. Entdo f é analitica em y se existe h € N com B(y,p~") C V e uma
série formal de poténcias F;(X) € Q,[[X]] (i =1, ..., s) tal que

fi(y + p'x) = Fi(x) para todo x € Ly,

(ii) A fungao f é analitica sobre V' se é analitica em cada ponto de V.

Lema 5.1.2 Suponha que F(X) € Qp[[X]] pode ser avaliado em x para todo x € Z;,. Seja
a € Zy,. Entao existe G(X) € Qp[[X]] tal que F(x + a) = G(x) para todo x € Zj,.

Coroldrio 5.1.3 Suponha que V' C Z;, pode ser escrito como uma unido U{B(y(@i),p™ ") i ¢
I} de bolas e que f = (f1,..., fs) € uma fungdo de V' em Z; tal que, para cada i € I, as

42
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fungoes x — f;(y(i) +p"Ix) sdo estritamente analiticas sobre Zy, para j = 1,...;s. Entdo
f ¢ analitica sobre V.

Lema 5.1.3 Sejam f:U — V eg:V — W duas fungées analiticas, onde U C Zy,
VCZ,eWC Zﬁ, sdo conjuntos abertos nao vazios. Entao gof é analitica sobre V.

Definicao 5.1.5 (i) Seja X um espago topoldgico e U um subconjunto aberto nao vazio
de X. Um triplo (U, ¢,n) é um carta sobre X se ¢ é um homeomorfismo de U sobre um
subconjunto aberto de Z;; para algum n € N. A dimensao da carta é n. A carta (U, p,n)
é uma carta global se U = X.

(ii) Duas cartas (U, ¢,n) e (V,1,m) sobre um espago topolégico X sdo compativeis se
as aplicagoes 1) o ¢_1’¢(Uﬂv) e ¢go @D‘1|¢(UQV) sao fungdes analiticas sobre ¢(U NV)
e Y(U N'V) respectivamente.

(ili) Um atlas sobre um espago topolégico X é um conjunto de pares compativeis de
cartas que cobrem X, i.e. é um conjunto da forma

A={(Ui,¢i,ni) | i €}
com as seguintes propriedades

e Para cada i € I, (Uj, ¢;,n;) é uma carta sobre X.
e para cada i,j € I, (Us, ¢s,n;) e (Uj, ¢j,n;) sdo compativeis.
o X =Uies Ui
A é um atlas global se para algum i € I a carta (U;, ¢;,n;) é global.

(iv) Sejam A e B dois atlas sobre um espago topoldgico X. Entao A e B sao compativeis
se cada carta em A é compativel com cada carta em B; isto é, se AU B é um atlas
sobre X.

com X 4 nds denotamos o espago topoldgico dotado de um atlas A. Uma fungao f: X4 —
Yp se diz analitica se para cada par de cartas (U, ¢,n) € A e (V,1,m) € B, se satisfaz o
seguinte:

(i) f71(V) é aberto em X, e
(ii) a composigdo ¥ o f o ¢_1\¢(umf*1(V)) é uma funcao analitica do conjunto aberto

pUNf1(V)) CZ em Z7.

Lema 5.1.6 Sejam X,Y e Z espacos topoldgicos e A, B,C atlas sobre X,Y, Z respecti-
vamente. Se f : X4 — Yg eg: Yg — Z¢o sao analiticas, entdo gof : X4 — Zc € analitica.

A compatibilidade é uma relacao de equivaléncia sobre a classe de todas os atlas sobre
X. Portanto temos

Definicao 5.1.7 Seja X um espaco topoldgico. Uma estrutura de variedade p-ddica
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analitica sobre X é uma classe de equivaléncia de atlas compativeis sobre X. Se tal estru-
tura existe, X é uma variedade p-ddica analitica. Qualquer atlas pertencendo a essa classe
de equivaléncia é chamado um atlas de (a variedade) X; qualquer carta pertencendo para
este atlas é uma carta de (a variedade) X.

De agora em diante, vamos escrever “variedade analitica”’ou “variedade”’no lugar de “va-

riedade p-adica analitica”.

[©N

Definigao 5.1.8 Sejam X e Y variedades analiticas e f : X — Y uma funcao, f
analitica se existem dois atlas A e B de X e Y respectivamente tal que f: X4 — Yp

[©N

analitica.

Lema 5.1.9 Suponha que f: X =Y eg:Y — Z sdo fungoes analiticas onde X,Y e Z
sao variedades analiticas. Entdo go f: X — Z € uma funcdo analitica.

Lema 5.1.10 Seja f : X — Y uma funcdo, onde X e Y sao variedades. Suponha
que X = {J;c; Xi tal que os X; sio subconjuntos abertos em X e que flx, : X; =Y sdo
analiticas em relagao a estrutura de variedade induzida sobre X;, para cada i € I. Entdo

f € uma funcao analitica.

Lema 5.1.11 Seja f: X — Y uma funcdo analitica. Entdo f é continua.

5.2 Grupos p-adicos analiticos

Definicao 5.2.1 Um grupo topoldgico G é um grupo p-adico analitico se G tem uma
estrutura de variedade p-adica analitica com as propriedades

(i) A fungao f: G x G — G dada por (z,y) — xy é analitica.

L ¢ analitica.

(ii) A funcao i: G — G definida por x +— =~
Proposigao 5.2.2 Seja G um grupo topoldgico contendo um subgrupo aberto H. Suponha
que H tem estrutura de grupo p-ddico analitico, e que: para cada g € G, existe uma
vizinhanga aberta V, da identidade em H tal que

(i) gVgg ' CHe

1

(ii) a funcao ky : Vg — H definida por x — grg™" € analitica.

Entao existe uma unica estrutura de variedade analitica sobre G estendendo a estrutura

de variedade sobre H e tornando-se G um grupo p-adico analitico.

Lema 5.2.3 Sejam G e G’ grupos p-ddicos analiticos e seja ¢ : G — G’ um homomor-
fismo de grupos. Suponha que ¢ € analitica para um subgrupo aberto H de G. Entdo ¢

€ uma funcdo analitica.

O seguinte resultado fica dentro dos grupos pro-p uniformes
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Teorema 5.2.4 Seja G um grupo topoldgico contendo um subgrupo aberto que € um
grupo pro-p uniforme. Entdo G € um grupo p-ddico analitico.

5.3 Grupos Standard

Nesta se¢do vamos mostrar o inverso do Teorema 5.2.4.

Sejam X1, Xo, ..., Y1.Ys, ... indeterminadas, entao o seguinte
Zp[[ X1, -, Xn]] = Zp[[X]]
denota o subanel de Q,[[X]] consistente das séries formais de poténcias

F(X)= Y anX{'..X3" =) agX®
aeNn aeN™

onde a, € Z, para cada o € N". Notemos que F(X) € Zp[[X]] entao F(X) existe para
todo x € pZy,.

Definigao 5.3.1 Seja G um grupo p-adico analitico. Entao G é um grupo standard
(de dimensao 7 sobre Q) se

(i) a estrutura de variedade analitica sobre G é definida por um atlas global da forma
{(G,4,7)} onde ¢ 6 um homeomorfismo de G' sobre pZ;, (se p > 2) ou sobre 4Zj (se
p=2), com (1) =0, ¢

(ii) para j =1,...,r existe P;(X,Y) € Z,[[X, Y]] tal que
vi(ay™") = Pi(v (), v (y))

para todo z,y € G, onde ¥ = (Y1, ..., Yy)

Lema 5.3.2 Seja G[Y1,...,Yn] € Z,[Y] e sejam F;[X] € Z,[X] para i = 1,...,m. Su-
ponha que cada uma das séries F;[X] tenha termo constante 0. Entdo G oF € Z,[X] e
(G oF)(x) = G(F1(x), ..., Fn(x)) para todo x € pZ;'.

Lema 5.3.3 Seja G um grupo standard de dimensdo r. Seja w(zi,...,z,) uma pala-
vra de grupo nas varidveis ri, ..., Tn,. Entdo existe

F}'[XH, . Xlr, e an, v an] S Zp[[Xl, ey Xn“
(j =1,...,7) tal que para todo x1,...,x, € G
Yj(wlzy, oy zn)) = Fj((21), ..., (n))
Lema 5.3.4 Seja F(X) = Y cyn 0o X € Qp[[X]]. Suponha que eriste uma vizinhanga
aberta V- de 0 em Q) tal que, para todos A1, ...; A\, € V",

F(ALy o Ap) =0
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Entao aq, = 0 para todo o € N".
Agora estamos prontos para mostrar o primeiro resultado desta secao

Teorema 5.3.5 Seja G um grupo p-dadico analitico. Entao G tem um subgrupo aberto H
que € um grupo standard em relagdo a estrutura de variedade induzida por G.

Precisamos mais um Lema antes de completar a prova do resultado principal

Lema 5.3.6 Seja G um grupo standard sobre Q, com um atlas global {(G,,r)}. Entdo
existem séries de poténcias F1(X), ..., Fr.(X) € Zp[[X1, ..., X, ]] tal que

P(aP) = F(yY(z)) paratodoz € G

Fr(X) = pXp+ Z ko X paracada k,
(a)>1

onde ci o € Zyp para cada o e k. Também cada cio = 0( mod p) onde (o) = 2, sempre
que p # 2.

Teorema 5.3.7 Seja G um grupo standard de dimensao r sobre Q,. Entao G € um
grupo pro-p uniforme de dimensdo r.

Teorema 5.3.8 Seja G um grupo topoldgico. Entdo G tem estrutura de um grupo p-ddico
analitico se e somente se G contém um subgrupo aberto que é um grupo pro-p uniforme.

Corolario 5.3.9 Um grupo topoldogico G € p-ddico analitico se e somente se G tem
um subgrupo aberto que é um grupo pro-p de posto finito.

Corolério 5.3.10 As sequintes sdo equivalentes para um grupo topoldgico G
(i) G € um grupo compacto p-ddico analitico.
(ii) G contém um subgrupo aberto normal pro-p uniforme de indice finito.
(ili) G é um grupo profinito contendo um subgrupo aberto que € um grupo pro-p de posto

finito.

Corolério 5.3.11 Seja G um grupo compacto p-ddico analitico. Entdo Aut(G) € um
grupo compacto p-ddico analitico.

Definamos a dimensdo para um grupo p-adico analitico.

Teorema 5.3.12 Seja G um grupo p-ddico analitico. Entdo existe um unico inteiro
nao negativo n com as sequintes propriedades:

e cada carta pertencendo um atlas definindo a estrutura de variedade sobre G tem di-
mensdo n, no sentido da Defini¢cdo 5.1.5.
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e cada subgrupo aberto pro-p de G tem posto finito e dimensdo n, no sentido da Defini¢ao
4.6.7.
Definicao 5.3.13 Seja G um grupo p-adico analitico. Entao a dimensdo
dim(G)

de G é o ntimero n especificado no Teorema 5.3.12.

5.4 Teoria de Lie

Lema 5.4.1 Seja G um grupo standard, em rela¢io a carta global (G,1,d). Seja
Gy = Py(QG), e seja {uy,...,uqg} um conjunto de geradores topoldgicos para G, defina-
mos ¢ : G — Zg por ¢(u1\1, ...,ugd) = X para cada A = (A\1,...,\q) € Zg Entao as cartas
(G, Y]y, d) e (G, dla,,d) sio compativeis.

Um resultado importante é o seguinte

Teorema 5.4.2 Sejam G e G2 grupos p-ddicos analiticos. Entdao cada homomorfismo

continuo G1 — Go € analitico.

Corolario 5.4.3 Seja G um grupo topoldgico. Entao G tem como mdximo uma es-
trutura de grupo p-ddico analitico; e a menos que G seja discreto, o primo p € unicamente
determinado.

Teorema 5.4.4 Seja G um grupo p-ddico analitico. Sejam H wum subgrupo fechado
de G e N um subgrupo normal fechado de G.Entao

(i) H é p-ddico analitico, e a aplica¢ao inclusao H — G € um homomorfismo analitico.
(ii) G/N com a topologia quociente é p-ddico analitico, e a proje¢ao natural G — G/N

e um homomorfismo analitico.

Teorema 5.4.5 Seja G um grupo topoldgico Hausdorff, e N um subgrupo normal fe-
chado. Se ambos N e G/N sao p-ddico analiticos (com a topologia induzida e quociente
respectivamente), entio G € p-ddico analitico.

5.5 Algebras de Lie powerful

Nesta secao vamos mostrar como a correspondéncia que atribui uma &dlgebra de Lie a cada
grupo pro-p uniforme pode ser revertida.

Fixemos

e=1sepéimpar,e=2sep=2
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Uma dlgebra de Lie L sobre Z, é chamada powerful se L = Zg para algum inteiro positivo
de
(L,L) C p°L.

A férmula seguinte é chamada a formula de Campbell-Hausdorff
X,Y) = > un(X,Y)
n=1

u(X,Y) = X+Y, ug==-(X,Y)

1
2
un(X,Y) = > ge(X,Y)e (n>3) (5.1)

onde (X,Y)e = (X,Y,...,Y, X, ..., X, ...) denota um colchete de Lie esquerda-normado de
comprimento (e)+1, e a soma em (5.1) é sobre os vetores e de inteiros positivos satisfazendo

= — 1. ] o 5 . . .
(e) =n — 1. Os coeficientes ge s@0 nimeros racionais satisfazendo
€ ge € p°Zy, [p9'® ge| — 0 quando (e) — oo

Como cada u,(X,Y) é uma soma finita, podemos avaliar em qualquer dlgebra de Lie sobre
Qp; L é uma Zy-algebra de Lie powerful, entao de fato u,(X,Y) pode ser avaliado em L,
e para x,y € L a série

d(X,Y) = i un(X,Y)
n=1

converge em L. podemos portanto definir uma operacao bindria * : L x L — L por

xxy=D(x,y).

Teorema 5.5.1 Seja L uma dlgebra de Lie powerful. Entdao a operacdo * faz de L um
grupo pro-p uniforme. Se {ai,...,aq} € uma base para L sobre Z, entdo {ai,...,aq} € um
conjunto de geradores topoldgicos para o grupo (L, *), e tem dimensdo d.

Lema 5.5.2 A operacdo * sobre uma dlgebra de Lie powerful é associativa.

Teorema 5.5.3 As aplicagdes
G Lg, L (L,x*)
sdo mutuamente isomorfismos inversos entre a categoria de grupos pro-p uniforme e a

categoria de dlgebra de Lie powerful sobre Z,.

Consideremos o grupo p-adico analitico G. Pelo Teorema 5.3.8 G tem um subgrupo
que é um grupo pro-p uniforme. Se H; e Hs sdo ambos subgrupos abertos uniformes de
G, entao H = H; N Hy tem indice finito em H; e Hy, assim Ly tem indice finito em Lg;,
para ¢ = 1, 2. Portanto

Qp®z, Ly, =Qp®z, Ly = Q, ®z, Lp,.
Podemos portanto inequivocamente definir

ﬁ(G) = Qp ®Zp Ly (5.2)
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onde H é qualquer subgrupo aberto uniforme de G. Portanto temos

dimg,£(G) = dimgz, Ly (por (5.2))
= d(H) (Teorema 5.5.1)
dim(G) (Definigao 4.6.7)

e assim L£(G) é a élgebra de Lie sobre Qp; de dimensao igual a dim(H)=dim(G).

Agora suponha que f : G; — G2 é um morfismo de grupos analiticos. Escolhemos um
subgrupo aberto uniforme Hy em Ga; como f é continuo, o subgrupo f~!(Hs) é aberto
em (1, portanto contém um subgrupo aberto uniforme H;. O homomorfismo de grupos
fo = flg, : Hl — Hs é ao mesmo tempo um homomorfismo de élgebras de Lie de Ly,
para Lp,, como observamos no Teorema 5.5.3; e portanto este induz um homomorfismo
de algebras de Lie

f* =1® fo: ,C(Gl) — ﬁ(Gg),

Claramente f* nao depende da escolha de Hy e Hy. Também, se f : G1 = Go e g: Go —
(i3 sao morfismos, entao

(gof) =g of

e (Idg)* = Idg sao morfismos. Assim obtemos a primeira parte de

Teorema 5.5.4 (i) A aplicacio G — L(G), f — f* é um functor da categoria de
grupos p-ddicos analiticos(de dimensao d) para a categoria de dlgebras de Lie sobre Q, (de
dimensao d).

(ii) Sejam fi, fa : A — B morfismos de grupos p-ddicos analiticos. Entdao f{ = f5 :
L(A) — L(B) se e somente se fily = fa|u para algum subgrupo aberto U de A.

(ii) Seja G um grupo p-ddico analitico, identificar L(G) com Qg escolhendo uma base.
Entao G tem um subgrupo aberto uniforme H tal que a composi¢ao

¢:H % Ly 125 £(G) =

da uma carta (H, ¢,d) de G.



Capitulo 6

Cohomologia de Grupos Profinitos

Neste capitulo, abordaremos o conceito de Cohomologia de grupos profinitos e, para isso,
usaremos teoremas importantes obtidos de J. Neukirch, A. Schmidt and K. Wingberg,
“Cohomology of Number Fields”[14] e J. S. Wilson, “Profinite Groups”[15]. O resultado
mais importante deste capitulo é o Lemma 6.3.6 que afirma que partir de uma sequéncia
exata curta, obtemos uma sequéncia exata longa do Grupos de Cohomologia de um grupo
profinito G sobre G-mddulos topolégicos.

6.1 Cohomologia de grupos

Seja G um grupo. Um G-mddulo a direita é um grupo abeliano A junto com uma aplicagao
o:Ax G — A. Escrivamos o(a,g) = ag. Esta aplicacdo tem que satisfazer as seguintes
condicoes.

(i) (a1 + a2)g = a19 + azg, para todos aj,as € A e para todo g € G.
(ii) a(g192) = (ag1)g2, para todo a € A e todos os g1, 92 € G.
(iii) al = a, para todo a € A.

Um G-mddulo a esquerda é definido de forma andloga. Qualquer G-médulo a esquerda

1

pode ser visto como um G-médulo a direita definindo ag = g~ "a, paratodoa € Ae g € G.

A partir de agora somente usaremos G-mddulos a direita. Entdo ndo vamos considerar
a palavra direita e somente chamaremos de G-mddulo. Chamaremos A um G-mddulo to-

poldgico se a aplicacao o é continua.

Definigao 6.1.1 Seja G um grupo profinito. Para cada G-médulo topolégico A e cada
subgrupo H de G escrevemos

A" = {a | ah = a para todo h € H}

Definigao 6.1.2 Seja G um grupo profinito e A um G-médulo topoldgico. Para cada
n € N en > 0 definimos o conjunto

C"(G,A)={f] f:G"— A é uma aplicagao continua}.

50
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Definicao 6.1.3 Seja G um grupo profinito e A um G-moédulo topoldgico. Para cada
n € N e n > 0 definimos a aplicacio 9, : C" (G, A) — C"(G, A) dada por

n—1

(Onf) (@1, ey n) = f(T2y .0y Tn) —I—Z(—l)if(xl, ey LT 1y ey Tp) F (=) f (21, ooy Tp1) T

i=1
e Sen =0, entdo GO = 1.
o CV(G,A) = A
e 0,:C%G,A) — CHG, A) é a aplicacgio (01a)r = a — ax

e 0y:0— C°%G, A) é a aplicacio 9y = 0.
Lema 6.1.4 0,,,10, ¢ a aplica¢io 0 de C"~1(G, A) para C"1(G, A) para cada n > 0.

Definimos
B"(G,A) =im 0, e Z"(G,A) =ker Opq1.

Podemos mostrar por inducao sobre n que B"(G, A) < Z"(G, A). Assim temos a seguinte
definigao.

Definicao 6.1.5 Seja G um grupo profinito e A um G-mdédulo topoldgico. Entao
H"(G,A) = Z"(G,A)/B"(G,A) é o n-ésimo grupo de cohomologia de G com coefici-
entes no médulo A.

Se n =0, temos

709G, A)  Z°(G, A)

HY(G,A) = A" {0 ~ 79(G,A) = {a € A| d1a = 0}
= {a€A|z— a—azxéaaplicacio 0 sobre G}
= A“

Seja p um primo e G um grupo profinito. O subgrupo p-Frattini ®,(G) de G é o fecho do
subgrupo abstrato gerado pelo conjunto

{x7 'y ey | 2,y € GYU{a? | z € G}

Lema 6.1.6 Seja G um grupo profinito. Entdo H'(G,A) = Hom(G, A) para cada G-
mddulo topoldgico A sobre o qual G age trivialmente, e

Hl(Ga Fp) = Hom(G/Cbp(G),IF‘p),

onde IF,, € visto como uwm mddulo sobre o qual G age trivialmente.

6.2 Pares compativeis de aplicacoes

Definicao 6.2.1 Seja 0 : G; — G2 um homomorfismo continuo de grupos profinitos,
sejam A; uns G;-moédulos para cada i = 1,2 e ¢ : A5 — Ay um homomorfismo continuo
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de grupos topoldgicos abelianos. O par (6, ¢) é chamado compativel se para todo =z € Gy
e a € Ay temos p(af(x)) = p(a)z.
Lema 6.2.2 Sejam 0 : G1 — G5 e ¢ : A5 — A1 um par compativel.

(a) Para cada n >0 existe um homomorfismo induzido
(07 90)* : Cn(GQ’AQ) — Cn(Gla Al)

definido por ((0,0)*f) = o f(0x1, ..., 0x,).

(b) O diagrama
C™(Gl, Az) —2> C™H(Go, Ao)

C"(G1, A1) — 2= O™ (Gy, Ay)

com as aplicagoes verticais (8, p)* € comutativa para cada n > 0.

(c¢) Para cada n > 0 existe uma aplicacao induzida H" (G2, As) — H"(G1, A1) definida
por f+ B"(Ga, A2) — (0,¢)*f+ B"(G1, A1) (esta aplicagao também é denotada por
(6,9)").

Lema 6.2.3

*

(a) Se 0,¢ sdao aplicagoes identidades, entdo (0,¢)* é a aplicagdo identidade.

(b) Se G4 O, Ga Oz, Gs e A3 225 Ay 25 Ay sdo tais que as aplicagoes (61, 1) e (62, p2)
sao compativeis, entao a aplica¢ao induzida satisfaz (6201, p1p2)* = (61, p1)* (02, p2)*.

6.3 A sequéncia exata longa

Seja G um grupo profinito e sejam A e B de G-médulos. Para cada aplicagdo ¢ : A — B
existe um homomorfismo ¢, : H"(G,A) — H"(G,B) definida por f + B"(G,A) —
of + B"(G,B). Além disso, podemos ver que H"(G,—) é um functor covariante da
categoria de G-médulos para a categoria de grupos abelianos.

(i) Dado um homomorfismo de G-médulos A 2 B2 C temos Jnin = (ji)n, €

(ii) se ¢ : A — A éaaplicagao identidade entao ¢,, : H"(G, A) — H"(G, A) é a aplicacao
identidade.
Uma sequéncia exata de grupos é uma sequéncia (finita ou infinita)
fnfl

~--—>Gn,1—>Gnﬁ>Gn+1—>~-- (6.1)

de grupos e homomorfismos tais que ker f,, = im f,_1 para cada n > 0.

A sequéncia em (6.1) se diz exata em G, se ker fp, =im f,_1.
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Uma sequéncia exata curta é uma sequéncia da forma

1—wA-5B-1C—1,
ou equivalentemente é uma sequéncia exata com a propriedade adicional que i é injetiva
e j é sobrejetiva.
Definicdo 6.3.1 Dizemos que a sequéncia exata curta 1 — A — B Lo =1 de
grupos topoldgicos abelianos é bem ajustada ou split se

(i) A aplicagao ¢ induz um homeomorfismo de A para sua imagem.

(ii) Existe uma fungao continua 7 (que nao é necessariamente um homomorfismo) tal
que j7 =idg.

Notemos que uma sequéncia exata curta de grupos abelianos discretos é bem ajustada,
assim é também uma sequéncia exata curta de grupos profinitos abelianos.
Lema 6.3.2

(a) Seja L 5 M 3 N uma sequéncia exata de G-mddulos, e suponha que existe uma
funcdo continua k :im r — L tal que rx € a aplicacdo identidade em im r. Entdo a
sequéncia

C"(G, L) =5 C™(G, M) =5 C™(G, N)

de grupos abelianos ¢ exata.

(b) Se0— A L BLC 0 éuma sequéncia exata curta bem ajustada de G-mddulos,
entao as sequéncias

(i) 0= C™(G,A) S on@, B) L MG, 0) =0 e
(i) H(G,A) = HY(G, B) 2 H™(G,C)
sao exatas.

No seguinte Lema vamos a construir o homomorfismo de conexao

Lema 6.3.3 Seja 0 — A 4 B4 C = 0 uma sequéncia exata curta bem ajustada
de G-mddulos. Para cada n > 0 existe um homomorfismo

d: HY(G,C) — H"(G, A)
tal que a sequéncia
HYG, B) 2 HY(G, 0) -% H™Y(G, A) " B (G, B)

€ exata. Tal homomorfismo d é chamado o homomorfismo de conexao.

Teorema 6.3.4 Para cada sequéncia exata curta bem ajustada

0—A-SBLy0c—0

de G-mddulos, eriste uma correspondente sequéncia exata longa
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0— A — B¢ — C% — HYG,A) — ---
-»— H"(G,B) — H"(G,C) — H" Y (G, A) — -

de grupos de cohomologia.

Teorema 6.3.5 Seja 0 : Go — G um homomorfismo continuo de grupos profinitos

e

0 Ay By C4 0
S
0 As B Cy 0

um diagrama comutativo onde a linha superior é uma sequéncia exata curta bem ajustada
de GG1 médulos e a linha inferior é uma sequéncia exata curta bem ajustada de Go-mddulos.
Se (0, ), 0,5 e (6,7) sdo pares compativeis entao o seguinte diagrama

0 A B& co HY (G, A1) — -
0 — A2 — B2 —— CF? —— H'(Ga, Ap) — -

- ——=H"(G1, B1) —= H"(G1,C1) —= H""(G1, A1) —— -+

| | |

- ——= H"(Ga, By) — H™(G2,C3) —= H" " (Ga, Ag) — - --

comuta.

Seja G um grupo pro-p uniforme finitamente gerado e A um G-médulo topolégico.
Definimos C%, (G, A) = {f : G® — A | f é uma funcdo continua} e a aplicacio fronteira

oyt 0U(G, A) — CEHG, A) dada por

cts

(04 g1, 9i1) = 91.f (g2, gi1) + S (1Y (g1 oo Gj1s G5 Gt Gid2s o Git1)
+(=D)"* (9150 90)-

(G, A) =kerd'|! e B!, (G, A) =imd’,. Entao
Hy (G, A) = Z3,(G, A) [ Biy (G, A)

Sejam Z!

cts

é o0 i-ésimo grupo de cohomologia continuo de G com coeficientes em A.
Usando os mesmos argumentos como na prova do Teorema 6.3.4, obtemos o seguinte Lema.

Lema 6.3.6 Seja G um grupo profinito, e seja
0—A4-%B20c 0

uma sequéncia exata curta de G-mddulos topoldgicos tal que a topologia de A € induzida
pela topologia de B e tal que B € uma se¢ao continua (somente uma aplicagdo continua,
nao precisa ser um homomorfismo). Entao existe um homomorfismo de conexdo

(G,C) — H'TYG, A)

cts

d: H"

cts

e obtemos uma sequéncia exata



UFRJ. IM 55

0—s AG — BG _, oG 4y g1

cts(GvA) —
oo — HL (G, A) — HJ

" (G, B) — H% (G,C) -5 H'(G,A) — -+ .

cts cts
Agora um resultado sobre a cohomologia de grupos pro-p uniformes.

Proposicao 6.3.7 Seja G um grupo pro-p uniforme tal que L(G) tem somente derivagoes
internas. Entdo |HL (G, log(Q))| < <.

Demonstragdo. Temos que G é um grupo pro-p finitamente gerado e L(G) é uma Z,-
médulo finitamente gerado. Entdo temos que H} (G,log(G)) é um Z,-médulo finita-
mente gerado. Temos também que H} (G,log(G)) ®z, Q, = HY (G, L(G)) (veja [[25],
Teorema 3.8.2]). Assim H): (G,L(G)) = HL(L(G),L(G)) (veja [[25], Teorema 5.2.4]).
Entdao H!'(L(G),L(G)) = Der(L(G))/Inn(L(G)) = 0. Logo H},(G,log(G)) ®z, Q, =0
e assim H},(G,1log(G)) é um médulo de torsdo. Como H},(G,log(G)) é um Z,-médulo
finitamente gerado. Entao H},(G,log(G)) é finito. O

Proposicao 6.3.8 Seja G um grupo pro-p uniforme. Suponha que a dlgebra de Lie
L(G) consiste somente de derivagoes internas. Entao existe uma constante C' tal que

|H.,,(G,log(G)/p'log(G))| < C, Vi > 1.

Demonstracio. Seja ¢ : H%,(G,log(GQ)) — H%,(G,log(G)) uma aplicacio definida por
¢(0) = plo. Assim kery estd contido no subgrupo de torsao de H2, (G, log(G)).

Por outra parte temos que G é FP, e log(G) é um Z,-médulo finitamente ge-
rado. Entdo H?

cts
torsao de H2,(G,log(G)) é finito, chamaremos de P esse grupo. Pela Proposicio 6.3.7

(G,1log(G)) é um Z,-médulo finitamente gerado. Logo o subgrupo de

H.(G,log(G)) é finito e usando o Lema 6.3.6 temos que

|H5(G, 1og(G)) /p'10g(G))| < |He,(G,1og(G))|| P| < oo.



Capitulo 7

A algebra de Lie nilpotente de
Sato

Este capitulo é essencial para obter o resultado exigido no capitulo 8. O contetido na
sua totalidade é obtido do trabalho de T. Sato, “The derivations of the Lie algebras”[36],
neste artigo Sato consegue obter uma algebra de Lie de dimensao 41 com coeficientes em
um corpo de caracteristica 0. O teorema principal deste capitulo é o Teorema 7.2.1, que
mostra que existe uma algebra de Lie que nao possui derivacoes externas e possui um
centro diferente de zero.

7.1 Preliminares e notacoes

Ao longo desse capitulo vamos supor que as dlgebras de Lie tem seus coeficientes em um
corpo de caracteristica 0. Para um subconjunto M de um espagco vetorial, denotamos por
{M} o subespago gerado pelos elementos de M. Quando M é um subconjunto de uma
algebra de Lie L e k é um nimero natural, denotamos por M* o subespaco gerado pelos
elementos da forma

[mq, [ma, [...[mk—1,mg]...] (m1,ma,...,my € M).
Uma derivagao de uma algebra de Lie L é uma transformacao linear de D para D tal que
Dlz,y] = [Dz,y] + [z, Dy] z,y€L

Sejam Dj e Do duas derivagoes de L. Entao [Dy, D3] = D1D9 — Dy D1 define um colchete
de Lie. Assim o conjunto de todas as derivacoes de L formam uma algebra de Lie. Vamos
denotar essa algebra por D (L).

Sejax € L. A aplicagao ad(z) : L — L definida por (ad(x))(y) = [z,y], paratodoy € L
é chamada uma derivacdo interior de L. O ideal gerado por todas as derivagOes interiores
¢ denotado por J(L). Seja Z(L) o centro da élgebra de Lie L entao J(L) = L/Z(L). Uma
derivacao que nao é interior serd chamada de derivacao exterior.

Uma &lgebra de Lie L é soltvel se sua série derivada termina na subélgebra zero, i.e si

existe um n € N tal que
O<[L™, L") <---<[L,L]< L

O radical de uma &algebra de Lie L é o maior ideal solivel de L. Denotaremos o radical de
D (L) por R(L). Uma &lgebra de Lie é simples se ela é uma algebra de Lie nao abeliana

56
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cujos Unicos ideais sao o ideal zero e a mesma &lgebra. Uma algebra de Lie se chama
semi-simples se ela é a soma direta de &dlgebras de Lie simples. Denotamos por &(L) &
subdlgebra semi-simples maximal de D(L).

Definicao 7.1.1 Seja ©(R) a algebra de derivagdes de um algebra de Lie solivel R,
e &(R) sua subdlgebra semi-simples maximal. Se existe uma derivagdo externa que é
comutavel com todos os elementos de B(R), diremos que R pertence a classe ©. Nao é
dificil mostrar que a definigao é independente de &(R).

Seja L uma algebra de Lie real finito-dimensional. Uma decomposi¢do de Levi de L é
poder escrever L como produto semi-direto de um ideal soltivel e uma subdlgebra semi-
simples. O ideal solivel no produto direto é o radical de L. A subalgebra semi-simples no
produto direto vamos chamar subdlgebra de Levi.

Seja L uma &lgebra de Lie com as condi¢Oes antes mencionadas. Seja L = S + R uma
decomposicao Levi de L. Vamos denotar a restrigdo de ad(s) para R como adg(s). Assim
adrS = {adgr(s) | s € S}.

Proposicao 7.1.2 . Uma dlgebra de Lie R ndo possui derivagdes externas se e somente
se qualquer derivacao de R que é comutdvel com todos os elementos de adrS € uma de-
rvacao mterna.

Proposicao 7.1.3 Se o radical R da dlgebra de lie L pertence a classe ©, entdao L
possui uma derivacdo externa.

Proposicao 7.1.4 Se a dlgebra de Lie solivel R € escrito como soma direta de dois
ideais Ry e Rs, e Ry pertence a classe ©, entdo R também pertence a classe ®.

Proposicao 7.1.5 Se a dlgebra de Lie possui centro diferente de zero e ndo possui de-
rivagoes externas, entdo L nao é solivel e seu radical é nilpotente; além disso, L = [L, L].

Entao, podemos encontrar muitos exemplos de &lgebras de Lie com derivacoes externas.
Mas nao foi encontrada uma algebra de Lie com centro diferente de zero que nao possui
derivagoes externas. Na seguinte secao daremos um exemplo de tal dlgebra de Lie. Para
isso, precisamos construir uma algebra de Lie nilpotente que nao pertence a classe 2.

7.2 Exemplo de uma algebra de Lie nilpotente que nao per-
tence a classe ©

Teorema 7.2.1 (Sato) Existe uma dlgebra de Lie que ndo possui derivacoes externas e
tem centro diferente de zero.

Para provar o teorema, vamos a construir uma algebra de Lie nilpotente N de dimensao
38, e, além disso, uma algebra de Lie de dimensao 41 cujo radical é N. Sejam z1, xo, ..., X33
uma base de N, e seja N gerado como algebra de Lie pelos elementos 1,9, z3 € x4. O
colchete de Lie em N é dada pela seguinte tabela, mas quando o colchete de Lie nao
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aparece na tabela consideramos que o mesmo é zero.

[x1, 2] = @5 [x1,24] = 27 [z, 24] = w3
[z1, 73] = 76 (T2, 73] = 27 — 5 (23, 24] = T5
[.%'1, $6] = X9 [1‘2, .%'7} = T11 [1‘3, .%'8} = I15
[x1,27] = 210 [x2, 28] = 212 (€4, 6] = 214
[z1, 28] = 211 [x3, 6] = 13 (24, 77] = 215
[1'27%] = 710 [1'3,%7} =T14 [a:4,x8} = T4
(1, x9] = 217 (T2, x11] = 220 (%4, 213] = 30235
[z1, 10] = 718 [T2, 712] = 721 [€4,x14] = 20236
[z1,711] = 719 [x3, 713] = 60234 [x4,x15] = 15237
[21, 212] = 220 (23, 214] = 30235 (24, 216] = 12238
(T2, 29] = 718 (23, 715] = 20236
[x2, T10] = 719 [23, 16] = 15237
21, 217] = 222 3, 18] = 229 [T6, 711] = —230
[1, 218] = 223 [x3, 219] = 230 [x6, T12] = —x31
(71, 219] = T24 (23, 220] = 231 [x7, 9] = —T29
[xl’ 33‘20] 25 [1‘3, 3321] = I32 [1‘7, xlo] = —Z30
[21, 221] = w26 (24, 217] = T29 [x7,211] = —x31
(22, 217] = w23 (24, 718] = w30 [17,112] = —139
(T2, T18] = 24 [€4, 19] = x31 [, 9] = —x30
[‘er 1’19] = 25 [1’4, 57320] = I32 [$8, 1’10] = —I31
(22, T20] = @26 (T4, 221] = 733 [x8, x11] = —x32
[T2, x21] = Xo7 [x6, x9] = —ag [x8, T12] = —T33
(73, 217] = w28 [, T10] = —T29
[71, T29] = w34 [x3, 2] = —x37 [x7,z20] = (1/2)x37
(71, 230] = 35 (43, 227] = —138 [x7,201] = (4/5)738
[z1,731] = w36 (€4, To2] = B34 [z, 217] = —4x35
(€1, x32] = w37 [£4, To3] = 2235 s, 218] = —2736
(71, 733] = 238 [T4, 224] = 36 [zs, T19] = —237
[0, w28] = —5a34 [z4, w5] = (1/2) 237 [x8, 220] = (—2/5)x38
[T2, x2g] = —2x35 [T4, x26] = (1/5)x38 (g, x10] = —3%34
(T2, 230] = —T36 [z, T18] = 2334 (29, 211] = —3a35
(2, x31] = (—1/2)w37 [z6, 19] = 2235 [xg, T12) = —3x36
[w2, x32] = (—1/5)23s [6, T90] = 2236 (210, 711] = — 3¢
(23, T23] = —T34 [, x21] = 2237 [10, z12] = (—3/2)x37
[x3, T24] = —235 [x7, x17] = —4x3y [211, 212] = (—3/5)z3s
[x3, T25] = —x36 [x7, 218] = —135

Definimos U = {1, z2,x3,x4}. Podemos verificar que o colchete de Lie definido satisfaz
a identidade de Jacobi. Usando o fato U7 = 0, [U2,U?% = 0 e que x5 pertence ao centro
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de N, podemos também reduzir um pouco o célculo.

Agora vamos tomar os seguintes endomorfismos lineares de U':

So : I1+—>T1, T2+> —T2, T3+>r XT3, T4+r>r —T4
§1 : X1+, To—0, xz3—> x4, T4+— 0
So : x1+—0, zor—>x1, 33— 0, x4 +— 3

Entao & = {sp, s1.s2} forma uma &lgebra de Lie simples. Vamos ampliar sg, s1, s2 para
derivacoes de N. Isto é possivel pois N é decomposto numa soma direta de &-mddulos
invariantes irredutiveis como segue

N = {xl,xg} D {$3, 1‘4} D {:U5} D {xﬁ.:w — (1/2)335,.758}69
{z9, 210, 211, 212} ® {713, T14, 15, T16} D {217, T18, T19, T20, T21}
®{x22, 23, T24, T25, T26, Tar} B {T28, T29, T30, T31, T32, T33}
@{60$34, 30$35, 20$36, 151’37, 121’38}

Em relagao a operacdo de &, N possui a estrutura indicada no seguinte diagrama. Aqui
{ } é um subespacgo &-irredutivel, e denotamos por ‘—’ o processo de geragao de ideais,
e por ‘===’ a identificacao de subespacos.

Sejam
o A= {z17, 218, 219, T20, T21}
o B = {[x3,213], [x3, 214], [43, 15], [%3, w16, w4, T16]}
o C = {xa, T23, Tou, T25, T26, Tar }
o D = {298,229, T30, T31,L32, L33}

o = {60I34, 30x35, 20x36, 15I37, 12I38}

Entao
{w1,22) {w3,24)
/
{z6,27 - <1/2>x5,{ {i} = {[e1, 2] | mh{[mg,wm
\
{z9, x10, 11, 12} {z13, 714, 715, T16}
A }

7
4
4
z
z
=
_Z

b T
\

H<—0

\\
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Agora vamos provar que a algebra de Lie nilpotente N nao pertence a classe . Seja
D uma derivagao de N comutdvel com todos os elementos de &. Nao existe um somando
direto de N que seja B-isomorfo a {x1,z2} ou {x3, 24} aparte de eles mesmos. Portanto
pelo Lema de Schur, D deve ter a seguinte forma:

Dz = axy + vyrs Dxs = fxs+ 0x
Dzxy = axg + 1y Dxy = By + dx9

Entao D age sobre N como segue:

To] = w1 + yas, mo] + [21, awa + ya4] = (200 + 7)s
z4] = [Brs + 071, T4] + [73, s + d72] = (28 + )25

ZIs [
[z3

Ty = [ ] [.712,.7)3] — [04331 + ’)’1’3,.7}4] + [1'1,51‘4 + 5$2]
(21
21

Ts

[aacQ + yx4, 3] — [T2, B3 + d11] = (0 + S+ 27 + 20) 25
x3] = [axy + yx3, x3] + [x1, frs + dx1] = (o + B)zg
we] — [y + yx3, w6] + [T1, (0 + ) 6]

(2a + B)xg + yx13

0 = [z3,m9] = [Bxs + dx1,x9] + |73, 200 + B)T9 + YX13]

= (5:617 + 60’}%34

Te
T9

Portanto temos

20+y=20+0=a+F+2y+26
’)/:(5:07

isto implica que o = 5. Entao,

x13 = [x3, 6] = [vw3, 6] + |23, 206] = w13
(3, x13] = o3, z13] + [23, 3ax13] = 4afxs, T13]
T34 = [x1, T29] = [21, [23, [21, [21, 24]]]] = 6ax34.

Como [z3,x13] = 60x34, conseguimos
a=F=v=§=0,assim D =0

Portanto a derivacao de N que é comutavel com todos os elementos de & é somente 0,
e assim NN nao pertence a ®. Quando tomamos a soma semi direta & + N, temos o
centro {x5} que é diferente de zero, e nao temos derivagoes externas pela Proposicao 7.1.2.
Portanto o teorema estd provado. Observamos que [ + N,® + N| = & + N , como
menciona a Proposigao 7.1.5.



Capitulo 8

Teorema principal

Neste capitulo desenvolveremos o trabalho realizado por Gonzalez-Sanchez e Jaikin-Zapirain,
“Finite p-groups with small automorphism group”[13]. Para isso vamos usar a dlgebra de
Lie de dimensao 41 discutida na se¢ao 7.2 e do Teorema 5.5.3 para obter um grupo pro-
p uniforme também de dimensdo 41. Nessa forma vamos encontrar um exemplo de um
p-grupo finito nao abeliano de ordem maior do que a ordem de seu grupo de automorfismos.

8.1 Teorema principal

Consideramos a algebra de Lie M = &+ N de dimensao 41 construida na se¢ao 7.2. Vamos
considerar que a algebra tem seus coeficientes no corpo Q que tem caracteristica 0. Assim
M é uma Q-algebra de Lie. A algebra M possui um subanel My tal que M = My®7zQ. Seja
L = p*(Mo ®z Zy). Entao L = Z!! como Zy-médulo e [M,M] = [+ N,&+ N] =&+ N.
Note que

(L, L] = [p*(My ®7 Zp), p*(My ®72,Z,)] C p*(My®z Zp) = p*(p* Mo @z Zp)
2
= p“L.

Assim pela la segao 5.5 do Capitulo 5 temos que L é uma Z,-algebra de Lie powerful.

Seja U = exp(L). Entdo U é um grupo pro-p uniforme (Teorema 5.5.1) e L = log(U)
(Observagao 4.7.5). Além disso

= M ®qg Qp.

Assim obtemos o seguinte Lema.

Lema 8.1.1 A Q,-dlgebra de Lie L(U) tem dimensdao 41, seu centro tem dimensdo 1
e Der(L(U)) consiste somente de derivagoes internas.

Seja U; = U/UP'. Denotemos por pij : Aut(U;) — Aut(U;) (para i > j), as aplicacoes

p,-,j(oz)(uUpj) = a(uUP")U? | para todo a € Aut(U;), u € U.

61
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Proposicao 8.1.2 FErxiste uma constante k € N tal que, para todo © > 2k.
kerp; , < Inn(U;)kerp; ;. (8.1)
Demonstracao. Pela Proposigao 6.3.8 existe uma constante C' tal que

‘ cts(U7 lOg<U)/pllog(U))| S C

por isso existe k& € N tal que p*HL (U, log(U)/p'log(U)) = 0 para todo i provaremos a
proposicao por indugao sobre 1.

Se i = 2k, entao kerpyy ; < Inn(Usy)kerpay . Agora suponha que a proposigao seja
vélida para i. Provaremos a mesma para i+1. Seja ¢ € kerp; ;1 . Do diagrama comutativo

Pi+1,k

Aut(Uj1) —= Aut(Uy)

Pi+1,i
Pik

Aut Uz)

(
segue que p;k © pivii(®) = pir1k(P)
indutiva temos que kerp; ), < Inn(U;)kerp;,;—r, segue que piyii(¢) € Inn(Us)kerp;;—y e

= idy,, assim p;y;i(¢) € kerp; . Pela hipdtese

portanto ¢ € kerp;i1;—,Inn(U;41). Sem perda de generalidade, vamos supor que ¢ €
kerp;y1,;—k. Definamos a seguinte funcao

s:U—Ur " jur
w— p(ul? " Hut,

Entao

s(uy,uz) = ¢(U17U2Upi+ )Ug_lufl
= P U Yu  ud(unUP T Yy My !

= s(up)urs(ug)uy

Assim s € ZL (U, UP"" JUP"™). Pelo Lema 4.7.6, UP" " JUP"™" ¢ abeliano, pois i — k <
i+1<26i—k)+1e

i+1

U U = log(U) /pF og(U)

como U-médulo. Em particular;

pFHL (U, UuP T urTy =0 (parai=Fk+ 1)

cts

Consideramos a seguinte sequéncia exata de U-moédulos:

i—k+1 i+1 a i+1 41

11— e ettt Loprt et 1
onde a(uUP ) = wUP" e B(uUP) = w?" UP™"" . Entdo temos que a sequéncia
HYy (U0 o) S Y (0,07 o) s w007 0

é exata pelo Lema 6.3.6. Assim im o* = ker* = HL (U, Upiik/UpiH). Logo existe
8, cts(U Upl k+1/U I+1) tal que « ( ,Béts(Uv Upz k+1/Upl+l)) Bl (Uv Up /Upl+1)

cts
Daqui segue que
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§'Bl(U.UP" JUP™) = 5Bl (U,UP " /UP™) e portanto (s')~1s € Bl (U, U7 /Ur™),

cts cts . cts
Assim podemos obter um v em U /UP"" tal que para todo u € U temos que (s') ™ (u)s(u) =
[v,u] ou de igual forma s(u) = s'(u)vuv~tu~!. Logo obtemos que

i+1)

o(uUP

Se definimos 1 (u) = (u)u. N&o é dificil mostrar que ¥ € pj11,41-k. Assim ¢ €
kerpi+1’i+1_k1nn(Ui+1). O

Corolario 8.1.3 Eziste uma constante D tal que
|[Aut(U;) : Inn(U;)| < D para todo i.

Demonstragdo. Pela proposicao anterior e usando o fato que Inn(U;) N kerp; ;—p = idy,
temos que

[Aut(U;) - Inn(U;)| < |Aut(U;) : Inn(U; )kerp; i—g || Inn(U; ) kerp; ;—p = Inn(U;)|
< |Aut(U;) : kerp; | [kerp; i | < |[Aut(Uy)||kerp; i—g|-

Agora, como L(U) tem dimensdo 41 segue que d(U) = 41 e sabendo que U; = U/U?'
obtemos d(U;) = 41. Além disso, por (4.3), |[UP"" /U?'| = p*1¥.

Consideramos a € kerp;;—j e uwUP' € U; entao pm,k(a)(uUpi_k) = a(uUPi)Up
wUP ™" assim a(uU? )UP'™" ' '
(UUpi)Upifk

i—k

= uU? ", Seja a(uUP") = vUP" para algum v € U temos que
lu=ueU’ " e

= uUP ™" e portanto v=lu € UP™". Logo v~
a(uUpi) = oU? =uu U7, onde w U € Upiik/Upi.

Assim temos que as possibilidades de a(uUP") sdo no méximo \U”Hc JUP'| = p** ¢ sabendo
que a base tem 41 elementos obtemos que |kerp; ;| < p(41)2k e portanto

|Aut(U;) : Inn(U;)| < p“0°F |Aut(Uy)| = D. (8.2)
0 que queriamos provar. O
O principal resultado que queremos alcancar é o seguinte teorema que afirma que existe

um p-grupo finito nao abeliano cuja ordem é maior do que a ordem do grupo de seus
automorfismos.

Teorema 8.1.4 Para cada primo p eziste uma familia de p-grupos finitos {U;} tal que

. . AutU;
lim |U;| = o0 e lim sup % < 0.
1—00 i—00 |Us]

Em particular, para cada primo p, existe um p-grupo finito nao abeliano G tal que |Aut(G)| <
Gl
Demonstragao. Pela Definicao 4.6.1 e a Proposicao 4.6.4,

U;| = |U : Upi’ = |U:UP||U? Upﬂ,,.wpi*l : Upi’ — Pt LA A
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Assim temos que
lim |U;] = p™ = o0 (8.3)
1—00

Definimos o seguinte homomorfismo

o:Z(U)— Z(U;)

u — uUP

Seja v €kero. Entdo v € Z(U) e v € UP'. Assim kero C Z(U)NUP'. Agora consideramos
w na interse¢ao Z(U) N UP". Logo Z(U) N UP" Ckero. Entdo pelo primeiro teorema de
isomorfismo de grupos temos que

Z(U)

20)nUr < Z(Uy),

¢ pelo segundo teorema de isomorfismo de grupos Z(U)/Z(U)NUP = UP' Z(U)/UP". Por
outro lado InnU; = U;/Z(U;). Assim temos que

_ gy oy

=z S wezayoe WU O E4)

[ln(U3)| = |Ui/Z(Ui)]

A 1ltima igualdade é usando o terceiro teorema de isomorfismo de grupos.

Como dim(Z(U))=1 e dim(U) = 41, entao dim(U/Z(U))=40. Assim Temos que
(U/2W)))U/2W)| = p*
E usando os teoremas de isomorfismo obtemos
U/U” 2(U)| = |(U/2(U))/(U/ZO) | = p** (8.5)
De (8.4) e (8.5) obtemos que
IInnl;| < |U/UP' Z(U)| = p¥
Pelo Corolério 8.1.3 temos que

[Aut(U;)| = |Aut(U;) : Inn(U;)||Inn(U;)|
sendo D a constante em (8.2). Disso segue que

[Aut(Us)| _ Dp*™ _
|Ui|40/41 = ploi -

Vamos supor que para todo i temos que |U;| < |Aut(U;)|. Entao

;|4 = Uil < [Aut(U5)] <
|U;[40/41 = |y, |40/41 ’

o que contradiz (8.3). Isso termina a demonstracao. O



Referéncias Bibliograficas

1]

A. D. Otto, “Central automorphisms of a finite p-group”, Trans. Amer. Math. Soc.
125 (1966), 280-287.

A. Lubotzky and A. Mann, “Powerful p-Groups. II. p-Adic Analytic Groups”, Journal
of Algebra 105, 506-515 (1987).

A. Thillaisundaram, “The automorphism group for p-central p-groups”, Int. J. Group
Theory 1 (2012), 59-71.

B. Eick, “Automorphism groups of 2-groups”, J. Algebra 300 (2006), 91 -101.

B. Klopsch, “Five lectures on analytic pro-p groups: a meeting-ground between finite
p-groups and Lie theory”, University of Oxford, september (2007).

D. A. Craven, “The Theory of p-Groups”, Hilary Term, 2008.

E. Schenkman, “The existence of outer automorphisms of some nilpotent groups of
class 27, Proc. Amer. Math. Soc. 6 (1955), 6 -11.

G. A. Ferndndez-Alcober, “An introduction to finite p-groups: regular p-groups and
groups of maximal class”, Matematika Saila, Euskal Herriko Unibersitatea 48080 Bil-
bao (Spain)

G. C. Cook, “On Profinite Groups of Type FP..”, Department of Mathematics, Royal
Holloway, University of London, Egham, Surrey TW20 0EX, UK, 2010.

J. Buckley, “Automorphism groups of isoclinic p-groups”, J. Lond. Math. Soc. (2) 12
(1975/76), 37 -44.

J. Dixon, M. du Sautoy, A. Mann and D. Segal, “Analytic Pro-p Groups”, 2nd edn
(Cambrifge University Press. Cambridge, 1999).

J. D. V. Caicedo, “La conjetura de Serre sobre la multiplicidad de la interseccién de
dos moédulos”, Revista de la Facultad de Ciencias, Universidad Nacional de Colombia,
Seccional Medellin. No. 8 (1993).

Gonzéalez-Sanchez e Jaikin-Zapirain, “Finite p-groups with small automorphism
group”, in Forum of Mathematics, Sigam (2015), Vol.3, e7, 11 pages.

J. Neukirch, A. Schmidt and K. Wingberg, Cohomology of Number Fields, 2nd edn,
Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften, 323 (Springer, Berlin, 2008).

65



UFRJ. IM 66

[15]

[16]

[21]

[22]

23]

[27]

28]

J. S. Wilson, “Profinite Groups”, School of Mathematics and Statistics. University of
Birmingham, 1997.

K. G. Hummel, “The order of the automorphism group of a central product”, Proc.
Amer. Math. Soc. 47 (1975), 37 -40.

K. S. Brown, “Finiteness properties of groups”, Journal of Pure and Applied Algebra
44 (1987) 45-75, North Holland.

L. Sylow, “Théorémes sur les groupes de subtitutions”, Methamtische Annalen 5
(1872), 584-594. Translation into English by Robert Wilson.

M. d. Sautoy, D. Segal, A. Shalev, “New Horizons in pro-p Groups”’, Progress in
Mathematics, Vol. 184, (Springer, 2000).

M. D. Fried and M. Jarden, “Field Arithmetic’, A Series of Modern Surveys in
Mathematics. Second Edition.

M. K. Yadav, “On automorphisms of finite p-groups”, J. Group Theory 10 (2007),
859 -866.

M. Lazard, “Groupes analytiques p-adiques”, Publ. Math. Inst. Hautes Etudes Sci.
26(1965), 389-603.

N. Gavioli, “The number of automorphisms of groups of order p””, Proc. R. Irish
Acad. Sect. A 93 (1993), 177 -184.

N. Nikolov and D. Segal, “On finitely gerated profinite groups, I: strong completeness
and uniform bounds”, Annals of Mathematics, 165 (2007), 171-238.

P. Symonds and T. Weigel, “Cohomology of p-adic analytic groups”, in New Horizons
in Pro-p Groups, Progress in Mathematics, 184 (Birkh&auser, Boston, MA, 2000), 349-
410.

R. Faudree, “A note on the automorphism group of a p-group”, Proc. Amer. Math.
Soc. 19 (1968), 1379 -1382.

R. M. Davitt, “The automorphism group of a finite metacyclic p-group”, Proc. Amer.
Math. Soc. 25 (1970), 876 -879.

R. M. Davitt, “The automorphism group of finite p-abelian p-groups”, Illinois J.
Math. 16 (1972), 76 -85.

R. M. Davitt, “On the automorphism group of a finite p-group with a small central
quotient”, Canad. J. Math. 32 (1980), 1168 -1176.

R. M. Davitt and A. D. Otto, “On the automorphism group of a finite p-group with
the central quotient metacyclic”, Proc. Amer. Math. Soc. 30 (1971), 467 -472.

R. M. Davitt and A. D. Otto, “On the automorphism group of a finite modular
p-group”, Proc. Amer. Math. Soc. 35 (1972), 399 -404



UFRJ. IM 67

[32] R. Ree, “The existence of outer automorphisms of some groups II”, Proc. Amer.
Math. Soc. 9 (1958), 105 -109.

[33] S. Fouladi, A. R. Jamali and R. Orfi, “Automorphism groups of finite p-groups of
coclass 27, J. Group Theory 10 (2007), 437 -440.

[34] T. Exarchakos, “LA-groups”, J. Math. Soc. Japan 33 (1981), 185 -190.

[35] T. Exarchakos, “On p-groups of small order”,Publ. Inst. Math. (Beograd) (N.S.)
45(59) (1989), 73 -76.

[36] T. Sato, “The derivations of the Lie algebras”, Téhoku Math. J.23(1971),21-36. Vo-
lume 11, 2000.

[37] V. D. Mazurov and E. I. Khukhro, The Kourovka Notebook. Unsolved Problems in
Group Theory, 17th augmented edn (Russian Academy of Sciences Siberian Division,
Institute of Mathematics, 2010).

[38] W. Gaschiitz, “Kohomologische Trivialitdten und &ussere Automorphismen von p-
Gruppen”, Math. Z. 88 (1965), 432 -433.



