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Resumo

Nesta dissertacao estudaremos o papel do Truque de Moser em Geometria Simplética.
Concentraremos nosso estudo em trés Teoremas de Formas Normais, que sao o Teorema
de Darboux para Formas Simpléticas, o Teorema de Darboux para Formas de Contato, e
o Teorema da Vizinhanca Lagrangiana.

Palavras-chaves: Geometria Simplética, Geometria de Contato, Teorema de Darboux,
Teorema da Vizinhanca Lagrangiana, Truque de Moser.
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Abstract

In this work we will study the role of Moser Trick in Symplectic Geometry. We will focus
our study on three Normal Form Theorems, which are the Darboux Theorem for Symplec-
tic Forms, the Darboux Theorem for Forms of Contact, and the Lagrangian Neighborhood
Theorem.

Keywords: Symplectic Geometry, Contact Geometry, Darboux’s Theorem, Lagrangian
Neighborhood Theorem, Moser Trick.
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Introducao

Estudaremos o Truque de Moser em Teoremas de Formas Normais, concentraremos o
estudo no Teorema de Darboux para Formas Simpléticas, no Teorema de Darboux para
Formas de Contato, e no Teorema da Vizinhanga Lagrangiana.



Capitulo 1

Preliminares

Para entendermos melhor o Capitulo 2: Geometria Simplética e de Contato, faremos
uma breve revisao, sem demonstracao, de alguns fatos basicos de dlgebra linear, algebra
exterior de multicovetores, variedades diferencidveis, formas diferenciaveis, derivada de Lie
e multiplicacao interior, integracao em variedades e Geometria Riemanniana.

1.1 Algebra linear

Proposicao 1.1 Sobre o corpo dos complexos toda matriz € conjugada a uma matriz
triangular superior.

Definicao 1.2 SejaT : V — V um operador linear em um espaco vetorial V , de dimensdo
finita. O polindmio p(x) = det(T — xI) € chamado o polinémio caracteristico de T

Teorema 1.3 Matrizes conjugadas possuem o mesmo polinomio caracteristico.

Proposicao 1.4 Seja A uma matriz quadrada e simétrica. Entdo A € positiva definida
se, e somente se, todos o0s seus autovalores sao positivos.

Proposicao 1.5 Se a matriz A tem inversa e seus autovalores sGo 1, ..., \n, entdo A™1
tem autovalores A\[*, ..., A\t

Teorema 1.6 Seja T :V — V um operador linear sobre um espacgo de dimensdao finita V
sobre o corpo R, tal que o polinémio minimo de T € um produto de fatores lineares

plx)=(x =)™ ... (x— )",

com Ay, ..., \p € R distintos. Sejam W; = ker(T — \;I)™ o0s autoespagos generalizados.
Entao

GHV=Wa&.. ¢&W.
(ii) Cada W; € invariante sob T

(iii) Se T; = T'|w;,, entao o polinémio minimo de T; é (x — \;)".
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Além disso, se
p(x) = (x —A)B .. (= A%
€ o polinomio caracteristico de T, entao dim W; = d;.
Definicao 1.7 O grupo linear geral, é definido como
GL(n,F) ={A € F"" | A ¢é invertivel},
com a operacdo de grupo dada pela multiplicagdo de matrizes, onde F é R ou C.
Definicao 1.8 O grupo unitdrio, é definido como
U(n)={AcGl(n,C)| At = At}
Definicao 1.9 O grupo ortogonal complexo, € definido como
O(n) = {AcGl(n,C)| A~ =AY
= {AcGi(n,C)|I=A"A}.
1.2 A algebra exterior de multicovetores
Definicao 1.10 Seja V' um espaco vetorial, definimos o espa¢o dual V* de V' como:
V*={f:V = R| f € aplicagao linear }.

Os elementos de V* sdao chamados covetores ou 1-covetor em V.

Proposicao 1.11 Sejam V um espago vetorial de dimensao n, {e1, ..., ey} uma base para
1 1=7

Ve {o,...,an} covetores a; : V. — R tais que oy(ej) = 05 = 0 ' 7&3 . Entao
y VF ]

{ai,...,an} forma uma base para V*, esta base é dita ser dual a base {ey,...,en} para

V', notamos também que dimV = dim V*.

Definicao 1.12 Seja k um inteiro positivo. Uma permuta¢ao do conjunto A ={1,...,k}
é uma bije¢ao o : A — A. A permutacio ciclica (aj ag---a,), onde os a; sdo distintos e
r <mn, € a permutacao o tal que o(ay) = az, o(az) =as, ..., o(ar—1) = ar, o(a,) = ay, €
o fiza todos os outros elementos de A. Uma transposi¢do é um 2-ciclo, ou seja, um ciclo

da forma (a b) que aplica a em b e b em a, e fiza todos os outros elementos de A.

Teorema 1.13 Toda permutacdo se escreve como um produto de transposicoes. A pari-
dade do niumero de transposicoes depende somente da permutacdo.

Definigao 1.14 Denotamos por Sy o grupo de todas as permutacées do conjunto {1,..., k}.
Uma permutacao € par ou impar, dependendo se € o produto de um nimero par ou impar
de transposicoes.
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Definigao 1.15 O sinal de uma permutagao o, denotado por sgn(c) ou sgno, € definido
como

{ 1 , o €par
sgno = o
-1 , o é impar.
Definicao 1.16 Um k-tensor em um espaco vetorial V' € uma funcdao k-linear
f:Vx...xV —=R.
Definicao 1.17 Um k-tensor é um k-tensor alternado se
f(vo(1)7 s 7v0(k)) = (Sgno)f(vl, s ,Uk), Vo € Sk

Um k-tensor alternado em V' € também chamado k-covetor em V. Denotaremos por Ai(V')
o conjunto de todas as funcdes k-lineares alternadas no espaco vetorial V' para k inteiro
positivo.

Definicao 1.18 Seja f € Ar(V) e g € Ai(V). Definimos o produto exterior de f com g
como:

(fAG o1, opt) = 1 > (89n0) f (Wo(1)s - > V() I Wo(hr1)s - - > Voliors))-

Proposicao 1.19 Sejam f € Ar(V) e g€ A|(V), entdo f Ag=(—1)gA f.

Proposicao 1.20 Seja V um espago vetorial real e f, g, h funcées multilineares alternadas

em V de grau k,l, m respectivamente. Entdo

(fAgNR=FfA(gNAD).

Proposicao 1.21 Se ol,--- ,a* sio funcées lineares no espaco vetorial V e vi, ..., v €

V', entao

(ar Ao AP (v, o) = det[al(vy)].

1.3 Variedades Diferenciaveis

Definicao 1.22 Definimos o cubo aberto com lados de longitude 2r sobre a origem em
R?, como

C(r) ={(ay,...,aq) € R?| |a;| < r para todo i}.

Definicao 1.23 Se ¢ ¢ uma funcao em um espago topoldgico X, o suporte de ¢ € o
subconjunto de X definido por

Supp ¢ = ¢~ 1(R —{0}).
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Definicao 1.24 A funcio r; : R* — R definida por

ri(a) = a;,
onde a = (a1,...,aq) € RY, € chamada a i-ésima funcdo coordenada (candénica) em R
Se f: X = R%, entio denotamos

fi=riof,

onde f; € chamada a i-ésima funcao componente de f.

Definicao 1.25 Um espaco localmente Euclidiano M de dimensdo d, é um espaco to-
poldgico Hausdorff M, para o qual cada ponto tem uma vizinhanga homeomorfa a um
subconjunto aberto do espago Euclidiano R®. Se ¢ é um homeomorfismo de um conjunto
conexo aberto U C M para um subconjunto aberto de R?, o é chamado wm mapa de coor-
denadas. As fungdes x; = r; o ¢ sdo chamadas as funcgées coordenadas. O par (U, p) ( as
vezes denotado por (U, x1,...,x4) ) € chamado sistema de coordenadas.

Definicao 1.26 Um sistema de coordenadas (U, ) é chamado sistema de coordenadas

cibico se (U) ¢ um cubo aberto, centrado na origem em RY,

Definicao 1.27 Uma estrutura diferencidvel F de classe C*(1 < k < 00) em um espago
localmente Euclidiano M é uma colecao de sistemas de coordenadas {(Uy, po) : o € A}
satisfazendo:

(a) U Us =M.
a€cA

(b) a0 go/gl ¢ C* para todo o, 3 € A .

(c) F é maximal em relagao a (b).

Definicao 1.28 Se um espaco X tem uma base enumerdvel para sua topologia, entdo
dizemos que X satisfaz o seqgundo axioma de contabilidade, ou que € sequndo contdvel.

Definigao 1.29 Uma variedade diferencial de classe C* é um par (M, F), onde M é um

espaco localmente Fuclidiano d-dimensional sequndo contdvel junto com uma estrutura
diferencidvel F de classe C*.

Definicao 1.30 Se X € um conjunto, por uma estrutura de variedade em X, queremos
dizer uma escolha de uma topologia localmente Euclidiana segundo contdvel para X e uma
estrutura diferencidvel.

Notagao 1.31 Referiremos a variedades diferencidveis de classe C™° como wvariedades
diferencidveis ou simplesmente variedades, também usamos a terminologia suave para in-
dicar diferencial de classe C*°.

Definicao 1.32 Seja U C M aberto. Dizemos que f : U — R € funcdo C° em U
(f €C™) se fop !t éC® para cada sistema de coordenadas (U, ) em M.
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Definicao 1.33 Uma aplicagao continua VU : M — N se diz diferencidvel (de classe C*)
ou suave se goV € funcdo C°° em W1 (U) (onde U dominio de g) para todag:U C N — R
funcdo C°.

Observacgao 1.34 A aplicacio continua ¥ : M — N é C™ se, e somente se, oo Wor !
€ C* para cada aplicagdo coordenada 7 em M e p em N.

Observacao 1.35 A aplicacao V¥ : M — N ¢ C™ se, e somente se, para cada m € M,
existe Vi, vizinhanca aberta tal que Vly, € C™.

Definigao 1.36 Uma aplica¢do continua F : N — M ¢ um difeomorfismo se é C,
bijetiva com inversa F~1 também O,

Notacao 1.37 Os conjuntos M, N, W denotam variedades e M? denota que M ¢é vari-
edade de dimensado d.

Defini¢ao 1.38 Uma cole¢iao {U,} de subconjuntos de M é uma cobertura de W C M
se WU, .

Definigao 1.39 Um refinamento {Vg} da cobertura {U,} € uma cobertura tal que, para
cada B, existe a com Vg C U,.

Defini¢ao 1.40 Uma colecio {A,} de subconjuntos de M € localmente finita se, para
cada m € M, existe V,, vizinhanca tal que Vi, N Ay # 0 para apenas um nimero finito de
Q.

Definicao 1.41 Um espaco topologico é paracompacto se cada cobertura aberta tem um

refinamento aberto localmente finito.

Defini¢ao 1.42 Uma parti¢io da unidade em M € uma colegio {¢; : i € I} de fungoes
C*> em M (onde I é um conjunto arbitrdrio de indices) tal que

(a) {Supp ¢i:i€ I} élocalmente finito (sobre M).

(b) > i) =1VpeM ,eqi(p) >0VpeMeicl.

el
Observacao 1.43 A parti¢ao da unidade {p; : 1 € I} € subordinada a cobertura
{Uqy : o € A} se, para cada i, existe o tal que Supp p; C U,.

Lema 1.44 Seja X espago topoldgico que é localmente compacto (i.e. para cada x € X,
existe V, vizinhanga compacta), Hausdorff, e sequndo contdvel (variedade, por exemplo).
Entao X € paracompacto.

Lema 1.45 Eziste ¢ uma funcio C™ ndao negativa em R? tal que

B 1, xe@
‘P(x)_{ 0, ze(C@)"
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Teorema 1.46 (Existéncia da particao da Unidade) Seja M wvariedade diferencidvel e
{Uqy : o € A} uma cobertura aberta de M. Entao existe uma parti¢ao da unidade contdvel
{pi,i=1,2,...} subordinada a cobertura {U,} com Supp @; compacto para cada i.

Se nao requer suportes compactos, entio existe uma particio da unidade {pq} subordi-
nada a cobertura {Uy} (a saber, Supp po C Uy ) com no mdzimo enumerdveis po nao
identicamente.

Corolario 1.47 Sejam G aberto em M e A fechado em M, com A C G. Entdo eziste
uma funcao C*°, ¢ : M — R tal que

(a) 0<p(p) <1, Vpe M .

(b) p(p)=1sepeA.

(c) Supp p C G .

Definigao 1.48 Sejam M uma variedade diferencidvel e m € M. Fungoes f e g definidas
em conjuntos abertos contendo m sdo ditos ter o mesmo germe em m Se concordarem em
alguma vizinhanca de m. Isso introduz uma relagao de equivaléncia nas fungoes C*° em
vizinhancas de m. As classes de equivaléncia sao chamadas de germes.

Definicao 1.49 Sejam M uma variedade e p € M. O espago cotangente de M em p,
denotado por Ty M, € definido sendo o espago dual do espago tangente T M :

T,M = (T,M)" = Hom(T,M,R).
Definicao 1.50 Seja M uma variedade C™° com estrutura diferencial F. Definimos:

Fibrado tangente como TM = |J T,M = {(p,u)|p € M,u € T,M}.
peEM

Fibrado cotangente como T*"M = |J TyM = {(p,a)lp € M,a € TyM}, onde TyM € o
peEM
dual de T,M .

Definimos suas projecoes naturais, respectivamente, como:

m :TM — M, w(v) =p sev € T, M,
7:T"M — M, w(r)=pseT €T, M.

Observagao 1.51 Se M € variedade diferencidvel de dimensao n teremos que o fibrado
tangente T'M e o fibrado cotangente T*M serdo variedades diferencidveis de dimensdo 2n.

Definicao 1.52 Sejam M, N wvariedades diferencidveis e ) : M — N uma aplica¢do C°.
(a) ¥ € uma imersdao se dipy, € injetiva para cada m € M.
(b) O par (M,1)) é uma subvariedade de N se 1p é uma imersdao injetiva.

(c) ¥ é um mergulho se v é uma imersao injetiva que é também um homeomorfismo de

M e (M).
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Definicao 1.53 Sejam M uma variedade de dimensdo d e ¢ um inteiro, 1 < ¢ < d.
Uma distribuicao c-dimensional D na variedade M é uma escolha de um subespaco c-
dimensional D(p) de T,M para cada p em M.

Definicao 1.54 Um campo vetorial ou campo de vetores X em uma variedade M € uma
fungdo que atribui um vetor tangente X, € T,M a cada ponto p € M. Em relagdo ao
fibrado tangente, um campo vetorial em M € simplesmente uma se¢do do fibrado tangente
m:TM — M e o campo vetorial é suave se for suave como uma aplicacdo de M o T M.
Denotamos o congunto de todos os campos de vetores em M por X(M).

Definicao 1.55 Um fluxo local em uwm ponto p em um conjunto aberto U de uma variedade
M € uma fungao C'*

F:]—ee[xW =T,

onde £ € um numero real positivo e W é uma vizinhanca de p em U, tal que escrevemos
F,(q) = F(t,q), e temos

(i) Fo(q) = q para todo q € W,
(il) Fi(Fs(q)) = Fiys(q) sempre que ambos os lados sao definidos.

Se um fluzo local F ¢ definido em R x M, este ¢ chamado um fluzo global.

Definigao 1.56 Um campo vetorial com um fluxo global é chamado um campo vetorial
completo. Se F' é um fluxo global, entao para todo t € R,

FtOF_t:F_tOFt :F() :ZdM

Logo Fy : M — M € um difeomorfismo. Assim, um fluxo global em M é um grupo de
difeomorfismos a um parametro de M.

Definigao 1.57 Seja F' : N — M uma aplicagao C™ entre variedades diferencidveis.
Em cada ponto p € N, a aplicacdo F induz uma aplicagdo linear de espacos tangentes,
chamada o diferencial em p,

Fo: TyN — TppM
como a sequir: se X, € T,N, entio F(X,) € o vetor tangente em TrpyM definido por
(Fu(Xp)) f =Xp(fo F) € R para f germe em F(p). (1.1)
Como (1.1) € independente do representante do germe, na prdtica podemos ignorar a
distingao entre um germe e uma funcdo representativa para o germe.
1.4 Formas diferenciaveis

Definigao 1.58 O espaco vetorial Ap(T,M), usualmente denotado por /\k(T;M), é o
espaco de todos os k-tensores alternados no espaco tangente T, M.
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Definigao 1.59 Um elemento do espago cotangente Ty M é chamado um covetor em p.
Assim, um covetor wy, (ou wl|,) em p € um funcional linear

wp : T,M — R,

Definicao 1.60 Um campo covetor, uma 1-forma diferencial, ou mais simplesmente um
1-forma em uma variedade M, € uma aplicacdo w que atribui a cada ponto p € M um
covetor wy, em p, isto €,

w:M — T'M

D o Wy

Definicao 1.61 Um campo k-covetor em M € uma aplicacao w que atribui a cada ponto
p € M um k-covetor w, € /\k(T;M) Um campo k-covetor é chamado uma k-forma dife-
rencial, uma forma diferencial de grau k, ou simplesmente uma k-forma.

Denotemos por QF(M) o espago vetorial de k-formas C* na variedade M.

Definigao 1.62 O espago vetorial Q*(M) de formas diferencidveis C*° na variedade M
de dimensdo n € a soma direta:

Q" (M) = é QF (M.
k=0

Definicao 1.63 Uma derivada exterior em uma variedade diferencidvel M € uma aplicacao
R-linear

d: Q* (M) — QT (M)
tal que
(i) dw AT) = (dw) AT+ (=1)99w A dr,
(ii) dod =0,
(iii) se f € uma fungdo C* e X um campo vetorial suave em M, entdo (df)(X) = Xf.
Definicao 1.64 Uma k-forma w em U € fechada se dw = 0.

Definigao 1.65 Uma k-forma w em U € exata se existe uma (k — 1)-forma T tal que
w=dr emU.

Observacao 1.66 Como d?> = 0, temos que toda forma exata é fechada.

Definigao 1.67 Seja M uma variedade diferencial de dimensao d. Dizemos que a forma
diferencial pn € Q4(M) é uma forma de volume se p, # 0, Vp € M.

Definicao 1.68 Uma curva suave em uma variedade M € por defini¢do uma aplica¢do su-
ave ¢ :Ja,b|— M. Usualmente assumimos 0 €la, b[ e dizemos que ¢ € uma curva comegando
em p se c(0) = p.
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Definicao 1.69 O vetor velocidade ¢ (ty) da curva ¢ no tempo to €la,b| é definido como

d
(to) :=cy | —
c(to) C(dt

Também dizemos que ' (t,) € a velocidade de ¢ no ponto c(ty). As notagées alternativas

> S Tc(to)M'
to

para c (tg) sdo

dce d

4z (fo) ¢ T

C.
to

Definicao 1.70 Sejam M, N wvariedades diferencidveis, ¢ : M — N wuma aplica¢ao di-
ferencidvel e o uma k-forma no contradominio N. O pullback de o por o, denotado por
p*a, € uma k-forma no dominio M de ¢ definida por

() () ((v1)p, -+ 5 (vk)p) = a@(p)) (P (V1)p, - - -, Lx(Vk)p),
onde (v1)p,-..,(vk)p € TpM. O pullback de uma 0-forma (funcdo) g por ¢ serd a com-
POSICao
g =goe.
Proposicao 1.71 Seja ¢ : M — N uma funcgao diferencidvel.
(i) Para uma k-forma o e uma l-forma  em N,
p anp)= (¢ a) A(p*B).
(ii) Para uma k-forma o em N,

¢*(dar) = d(p*a).

Proposicao 1.72 Considere a n-forma diferencial em R™ definido por Q2 = dx1A. .. Adxy,,
onde (x1,...,2Ty) sao coordenadas para R™. Seja f : R™ — R™ uma funcao diferencidvel
em R™. Entao

7 = (det(f.)) - .

1.5 A derivada de Lie e multiplicagao interior

Definigao 1.73 Para X um campo vetorial suave e w uma k-forma suave na variedade
M, fizado um ponto p € M e considerando p; : U — M um fluzo de X na vizinhanca U
de p, definimos a derivada de Lie Lxw em p € M como

@?(cht(p)) — Wp — lim (piw)p — wp d

— _a *
(Lxw)p = %gr(l) " fm r =@, (prw)p-

Definigao 1.74 Se 5 ¢ um k-covetor em um espaco vetorial V ev € V, para k > 2 a
multiplica¢ao interior ou contra¢do de  com v € o (k — 1)-covetor i, definido por

(1uB)(vay ... vg) = B(v,v2, ..., vK), vo,...,v; € V.

Definimos i, = B(v) € R para um 1-covetor § em V e i, = 0 para um 0-covetor B (uma
constante), em V.
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Teorema 1.75 Seja X um campo vetorial suave na variedade diferencidvel M .

i) A derivada de Lie Lx : Q*(M) — Q*~Y(M) é uma derivacdo: é uma aplicacdo R-linear
esew € QF(M) et € QU(M), entdo

Lx(wAT)=(Lxw)ANT+wA(LxT).

ii) A derivada de Lie Lx comuta com a derivada exterior d.

iii) (Foérmula de homotopia de Cartan) Lx = dix + ixd.

Definicao 1.76 Uma isotopia é uma familia o 1-parametro de difeomorfismos de uma
variedade M, ¢y : M — M, tal que oo = Id.

Toda isotopia define um campo de vetores tempo-dependente X; através da equacao
—y = X3 0 @y 1.2
dt Pt t 0¥t (1.2)

Reciprocamente, se os campos de vetores na familia X; forem completos, entao (1.2) define

uma isotopia ¢y, t € R.
Agora podemos definir a derivada de Lie de uma forma diferencial 8 € QF(M) com respeito

a X; como
. (90t+h090t_1)*5—5
=1 . 1.
'CXtﬂ hll}’(l) h ( 3)
Entao,
* BT 90?+hﬁ_90?ﬂ o i *

Lema 1.77 Sejam wy, t € [0, 1], uma familia suave de k-formas diferencidveis em uma va-
riedade M e (@t)te[o,l] uma isotopia de M. Definimos um campo vetorial tempo-dependente
X em M por Xy o0 ¢ = %gpt, (de modo que ¢y € o fluro de Xy ). Entao,

d d

Gt = (Gon-+ L)

Demonstracgao.
Para uma k-forma tempo-independente w temos

D oiw) = i (L), (de (1.4))

dt
Vejamos para uma k-forma tempo-dependente w,
d, . ‘P:+hwt+h — prwi
—(pjwe) = lim
grlpie) =l h
— lim P nWith — PipWt T Pl W — Prwi
h—0 h
. With — Wt . @fHLwt — prwt
= lim @} T lim ——
h—0 Pith ( h > + h—0 h

d . Prpwt — Prwe
= = 1 _— 1.5
o <dtwt> +im = (15)
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Afirmacao:
Prpwt — Prwt
—

De fato, denotemos ¢y, := @ryp © @, ! onde t fixo e h varidvel temporal, notamos que ¢,

P (Lx) = lim (16)

é o fluxo de Y}, = X4, pois

(Ynodn)(p) = (Yao(pmnowr"))(p)
Xern o (@ren o 0r ) (p)
Xevn o oren) (07 (p))

Xso ¢5)(‘P;1(p))|s:t+h

o~ o~ o~ o~

= Lo )

= (e w) (¢ 6 fixo)
= (pnogr)p) (16 fixo)
= %%(p)-

Portanto, &y, = Y40 6n, e do(p) = (120 9y 1) (p) = p, ou seja, o = id, logo ¢, é isotopia
de Yh.
Como t é fixo, e h é varidvel temporal, temos que w; nao depende de h, podemos entao

s=t+h

usar (1.3), portanto,

(Ghra © P )" wr — we
a

ﬁy Wt = lim
h a—0

tomando h = 0 vamos ter que Yy = X410 = X; €

(ﬁba o ¢61)*Wt — Wt

Lx,wy = lim
a—0 a
. Qrwp —w . .
= lim Pator = w1 (pois ¢p = id)
a—0 a
-1
— lim (a0 Py ) wr — wy
a—0 a ’

Aplicando ¢} em ambos os lados,

05 (Ptta © %_I)*Wt — prwy

(L = 1
wy) = lim
(;Dt( Xt t) a0 @
-1
_ g PO ()T ol a)wr — piwr
= lim
a—0 a
Vi Wt — Prws
— i Httett et
a—0 a

Por tltimo, usando (1.6) em (1.5)

d, . L[ d X
%(90%‘]15) = ¥ (dtwt) + o7 (Lx,wt)

L[ d
= @ <dtwt —i—Etht) .
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1.6 Integragao em variedades

Teorema 1.78 (Teorema de Stokes) Para toda (n—1)-forma w com suporte compacto na
variedade orientada n-dimensional M com bordo,

/dw:/ w.
M oM

Definicao 1.79 Seja M uma variedade diferencial, o espago quociente do espago vetorial
real de p-formas fechadas mddulo o subespaco das p-formas exatas é chamado o p-€simo
grupo comoholdgico de Rham de M, i.e.

HP(M,R) = {p-formas fechadas}

{p-formas exatas}

Definicao 1.80 Seja o um p-forma fechada. Representamos a classe comoholégica de
Rham por [a].

Observagao 1.81 Duas formas fechadasw e w' determinam a mesma classe comoholdgica
se, e somente se, elas diferem em uma forma exata:

W' =w+dr.

Teorema 1.82 Seja n uma 2-forma fechada definida em uma bola aberta B centrada na
origem 0 € R¥ satisfazendo nly = 0. Considere a familia de aplicacées ¢; : B — B dada
por pi(x) = (1 —t)x e o campo nao autonomo Xi|, = %7 definido para 0 <t < 1. Entdo
a 1-forma definida por

1
A= /0 orlixm)dt,

é suave em B e satisfaz dX = n, Mo = 0 (note que o campo X; nao estd definido para
t =1, mas ainda assim a formula integral acima define uma 1-forma suave).

1.7 Geometria Riemanniana

Os fatos apresentados aqui servirao para entender a demonstracdo do Teorema de Vizi-
nhancga Lagrangiana do Capitulo 3 segao 3.4.

Definicao 1.83 Um fibrado vetorial k-dimensional € um par de variedades E e M, junto
com uma aplicagdo w: E — M, satisfazendo as sequintes condigoes:

a) Cada conjunto E, := 7~1(p), chamado o fibrado de E sobre p, é dotado da estrutura
de um espago vetorial.

b) Para cada p € M, existe uma vizinhanca U de p e um difeomorfismo ¢ : 7= (U) —
UxRF, chamado de trivializacio local de E, tal que |1y =m0 ondem : UxRF - U.

s

c) A restri¢io de ¢ em cada fibra, ¢ : E, — {p} X R*, é um isomorfismo linear.

Definicao 1.84 Seja w : E — M wum fibrado vetorial sobre M, uma se¢do de E € uma
aplicagao F : M — E tal que wo F' = Idyy, ou, simplesmente, F(p) € E,, para todo p.
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Definicao 1.85 A secdo nula ¢ € uma secdo que aplica cada p € M ao elemento ¢, = 0
da fibra E,,.

Observagao 1.86 Seja M uma variedade n-dimensional, a secao nula de T* M,
My = {(p,C) € T*MIC = 0 em Ty M)
€ uma subvariedade n-dimensional de T* M.
Definicao 1.87 Um I-tensor contravariante é uma aplicacdo multilinear
F:V*x...xV*=R.
O espago de l-tensores contravariantes serd denotado por Ti(V).

Definicao 1.88 Um tensor do tipo (’;), também chamado um tensor k-covariante,

l-cotravariante, € uma aplicacao multilinear
F:V*x..xV*xVx...xV =R

O espago dos (]lc) -tensores mistos serd denotado por le(V)

Definicao 1.89 O fibrado de (];) -tensores € definido como

1M = [] T (TM),
peEM

onde || denota a unido disjunta. O espago de fibrado (];) -tensores é denotado por 77“(M)

Definigao 1.90 Uma métrica Riemanniana em uma variedade M €é um campo 2-tensor
g € T2(M) que é simétrico (i.e., g(X,Y) = g(Y, X)) e definido positivo (i.e., g(X,X) > 0
se X # 0). Uma métrica Riemanniana determina um produto interno em cada espago
tangente T, M, que é escrito tipicamente (X,Y) := g(X,Y) para X,Y € T,M. Uma vari-
edade junto com uma dada métrica Riemanniana é chamada de variedade Riemanniana.

Definicao 1.91 Seja M uma variedade. Um campo vetorial ao longo de uma curva
v : I — M € uma aplicagdo suave V : I — TM tal que V(t) € Ty M para todo t € I.
Denotamos por T () o espago de campos vetoriais ao longo de 7.

Definigao 1.92 Sejam w : E — M um fibrado vetorial sobre uma variedade M e E(M)
o espaco de secoes de E. Uma conexdo em E € uma aplicacao

Y T(M) x E(M) — E(M)
(X,Y) — VyY,

satisfazendo as sequintes propriedades:
a) VxY € linear sobre C*°(M) em X :

Vixi4ex.Y = fVx,Y +gVx,Y, Vf,ge C¥(M);
b)VxY € linear sobre R em Y:
Vx(aY1 +bY2) =aVxY1 +bVxYs, Va,beR,
¢) V satisfaz a sequinte regra do produto:

Vx(fY) = fVxY +(X[)Y, VfeC?(M).
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Definicao 1.93 Uma conexdo linear em M ¢é uma conexao em TM, isto €, uma aplicagao
V:TM)xT(M)—T(M)
satisfazendo as propriedades a) e ¢) na definicao de uma conezxdo.

Definicao 1.94 Seja v : 1 — M uma curva. Um campo vetorial V' ao longo de v é dito
ser extensivel se existe um campo vetorial V € T (M) em uma vizinhanc¢a da imagem de

7y que estd relacionado com V, da seguinte forma, V(t) = V. ), para todo t € I,

Lema 1.95 Seja V uma conexdo linear na variedade M. Para cada curva~y: 1 — M, V
determina um unico operador

D T(y) = T()

satisfazendo as sequintes propriedades:
a) Linearidade sobre R:

Di(aV 4+ bW) = aD,V + bD,W, Va,b € R.
b) Regra do produto:
Di(fV) = fV + DV, feC>(I).
c) Se V' € extensivel, entao para cada extensdo V de Vv,

(t)‘7
Para todo V € T(v), D{V é chamada a derivada covariante de V' ao longo de 7.

Definicao 1.96 Seja M uma variedade com uma conexdo linear V, e seja v uma curva
em M. A aceleracao de v € o campo vetorial Dy ao longo de ~v. Uma curva v € chamada
uma geodésica com relagio a V se Dy =0, (3 denota a derivada de 7).

Definicao 1.97 Seja M wuma variedade diferencial, a aplicacdo exponencial € definida

como
exp: ECTM — M
V= (mav) = epr(’U) = ’Y(x,v)(l)v
onde & := {V = (v,v) € TM| a geodésica (5 € definida em um intervalo contendo

[0,1]}.



Capitulo 2

Geometria Simplética e de
Contato

Depois de fazer uma breve revisao de alguns fatos importantes no Capitulo 1, estamos
prontos para estudar Geometria Simplética e de Contato. Este capitulo servira como base
para entender o Capitulo 3, onde apresentaremos o Truque de Moser e os Teoremas de
Formas Normais.

2.1 Espaco Simplético
Definigao 2.1 Seja V um espaco vetorial. Uma funcdo f:V x V — R que satisfaz
1) fAu,v) = Af(u,v),Yu,v € VX € R,
(il) f(u, ) = Af(u,v),Yu,v € VX € R,
(iii) f(u+w,v) = f(u,v) + f(w,v),Yu,v,w € V,
(iv) f(u,v+w) = f(u,v) + f(u,w),Vu,v,w €V,
€ chamada uma forma bilinear em V, ou simplesmente forma bilinear.
Observagao 2.2 Seja f uma fungdo bilinear em V', temos
ker f ={u € V|f(u,v) =0,Vv € V}.

Definigao 2.3 Um espago vetorial simplético (V,w) é um espago vetorial real V' munido
de uma forma bilinear w: V XV — R, que é

(1) antissimétrica:  w(u,v) = —w(v,u), Yu,v € V,

(ii) ndo degenerada: w(u,v) =0, Yv € V, entdo u= 0.

A forma w € dita uma forma bilinear simplética em V' ou, simplesmente, forma simplética.
Observagao 2.4 Sempre temos,

wu,u) = —w(u,u) , YueV
2w(u,u) = 0, YueV
wlu,u) = 0, YueW.

16
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Definicao 2.5 Sejam (Vi,w1) e (Va,ws) espagos vetoriais simpléticos. Dizemos que uma
transformagao linear T : Vi — Vo é simplética se T*ws = wi, ou seja wy(Tu,Tv) =
w1 (u,v) para quaisquer u,v € V1. Se Vi e Va tém a mesma dimensao, entao dizemos que
T é um simplectomorfismo, e que (Vi,w1) e (Va,ws) sdo simplectomorfos.

Exemplo 2.6 O espaco vetorial (V,wp), onde V =R? e wy: V x V — R definida como
wo((u1,u2), (v1,v2)) = urvy — ugvy € um espago vetorial simplético.

De fato, pois R? é um espaco vetorial real. Por outro lado wy € linear e antissimétrica, s6
resta ver que ela € ndo degenerada, suponha

wo((u1,uz), (v1,v2)) = 0, Y(v1,v9) € R

uive —ugv; = 0, Yop,ve €R
tomando v9 = uy e v = —Ug
2 2
Uq +U2 =
Uy = U2 = 0
(u1,u2) = 0,

entdo wy € nao degenerada, logo (R% wp) € espaco vetorial simplético.

Exemplo 2.7 Podemos extender o exemplo anterior tomando V = R?" ¢

n
wo =Y dai N dpy, (2.1)
k=1
onde (q1, .- yqn,P1,---,Pn) SGo coordenadas, dqx(z) = z e dpx(2) = znik,

Vk € {l,...,n},Vz = (z1,..., 22n) € R?".
Para verificar que wy € uma forma simplética basta mostrar que ela € nao degenerada, pois
ser antissimétrica ¢ uma consequéncia direta da definicdo de produto exterior de formas.

2n
Tomando e, -- ,ea, a base candnica de R*", seja u = Z ae; € R?™ tal que
=1
wo(u,v) =0 , Yv € R?". Entdo, em particular, temos que wo(u,e;) =0 , Vi=1,--- 2n.
Mas,
n
wolu,e;) = Y dgy Adpg(u,e;)
k=1
S e [ dane)
prt dpy(u)  dpr(ei)
n
= Z(Oék:(S(k;Jrn)z‘ — QknOki)
k=1
_ Qi_p, Set=n+1,...,2n
N —Qiin, sei=1,...,n ’
Em qualquer caso, resulta que a; =0, para it =1,---,2n. Ou seja, u = 0 e, portanto, wy

€ nao degenerada.
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s

A forma simplética wy também pode ser escrita como wo(-,-) = (Jo-,-), onde (-,-) € o
produto interno Euclidiano canénico de R*™ e Jy € R?™X2" ¢ o matriz dada em blocos

0 —I
J:
0 [I 0]7

esta forma é chamada forma simplética candnica.

n X n por

Exemplo 2.8 Sejam V um espago vetorial real de dimensao n, e V* seu espaco dual.
Entao E =V xV* com a forma bilinear w : E x E — R definida como w((v, ), (v/,a')) =
o/ (v) — a(v') é um espago vetorial simplético.

De fato, pois E € uma espaco vetorial real, w € bilinear e antissimétrica, sé resta provar
ela é nao degenerada, suponha

w((v,a),(w,8)) = 0, V(u,B) €FE
Bw)—au) = 0, V(u,pB) €E, (2.2)

tomando § = «

aw)—alu) = 0, YueV
alv—u) = 0, VueV,

entao o = 0, logo em (2.2) temos
Bv)=0, VBe V7,
entao v=0. Portanto, (v,a) = (0,0) o que implica que w é ndo degenerada.

Definicao 2.9 Os simplectomorfismos lineares de V' formam um grupo de Lie denotado
por Sp(V,w) e é chamado de grupo linear simplético. No caso em que V = R?™ e w = wy
como em (2.1), usa-se a notagio Sp(2n) em vez de Sp(R*™, wy).

Definigao 2.10 Seja (V,w) um espago vetorial simplético e L C V' um subespago vetorial.
O ortogonal simplético de L € o conjunto

L' ={ueV | wuv)=0 Yo L}.
E claro que L+ € subespaco vetorial. O subespaco vetorial L € dito um subespaco
- Isotrépico se L ¢ L*.
- Coisotrépico se L+ C L.
- Lagrangiano se for isotrdpico e coisotrépico, i.e., L = L= .

- Simplético se w for nao degenerada em L, i.e., (L,w) é espago vetorial simplético.
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Exemplo 2.11 Sejam (R?,wq) espaco vetorial simplético e L = {()\,0) | A € R} su-
bespaco vetorial de R?, vamos ver que L é subespaco Lagrangiano. Sabemos que

Lt ={ueR? | wylu,v) =0 Vv e L},
seja u = (uy,uz) € L+, entdo

0 = wo((u1,u2),v), Vo€ L
= wo((u1,u2),(A,0)), VAER
= —ugA, VAER

entdo ug = 0, logo
Lt = {(u1,0), Yu; € R},
assim L = L+, portanto L € subespaco Lagrangiano.
Proposicao 2.12 Na notacao da Definicao 2.10 vale que
dim L + dim L+ = dim V.

Demonstracgao.
Consideremos o espaco dual V* de V' e o anulador

L% ={0 € V*/L C ker6}.
A aplicagao

T:V — V*

v — T(v) =w(v,-)

é linear.
Além disso, tem ntcleo trivial, pois se

uekerT e w # 0
Tu) = 0

wlu,-) = 0 (w nao degenerada)
v = 0

logo ker(T") = {0}.
Portanto, T" é injetiva e dim(ker(7")) = 0, para ver que T' é sobrejetiva, é suficiente notar
que

dim(V*) = dim(V') = dim(ker(T")) + dim(Im(T")) = dim(Im(T)),

concluimos que T é isomorfismo.
Por outro lado

Lt =77YL% ,onde T7Y(L%) = {v € V/T(v) € L°}.
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De fato,

velt —
—
—
—
—

w,u) =0 Vue L
T(v)(u) =0 Yue L
L C ker(T'(v))
T(v) € L°
ve T (LY.

Portanto, como T'(L*) = LY e T' é um isomorfismo

dim L+ = dim(T(L1))
dimLt = dimL°.

Além disso, temos

dim L

dimL +dimL’ = dimV.

De fato, sejam {v1,...,vp, Vp41,...,0,} uma base de V e {vy, ..
{v],...,v}} é uma base de L*.
Parai=r+1,...,n, v (v;) =0 para j=1,...,r, entdo

L Cker(vy) , i=r+1,...,n,

logo

{orsn -

Entao,

v*} é base de LP.

dimL*+dimL’ = dimV*
dimL +dimL° = dimV.

Por dltimo, de (2.3) e (2.4), temos

dimL+dim Lt = dimV.

O
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(2.3)

(2.4)

.,y } uma base de L, logo

Definicao 2.13 Se W € um subespaco de um espaco vetorial V de dimensdo finita, entdo

a codimensao de W em V € dado por:

codim(W) = dim(V') — dim(W).

Proposigao 2.14 Sejam (V,w) um espago vetorial simplético e L um subespago de V,

SEqUE que:

i) (LYt =L.

ii) Se L tem codimensao 1, entdo L € coisotropico.

iii) Lo Lt =V < L ¢é simplético.
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iv) Se L é isotropico = 2dim L < dim V.
v) L é simplético <= L* ¢ simplético.
Demonstracgao.
i) (LYt = L.
De fato, pela Proposicao 2.12, temos L subespago de V', entao
dim L + dim L+ = dim V,
como Lt é também um subespaco de V, entao
dim L+ 4 dim(L1)t = dim V,
logo
dim L = dim(L1)*. (2.5)
Por outro lado, dado v € L temos

wv,u) =0, Yue Lt
ve (LH)*t
Lc (LY (2.6)

de (2.5) e (2.6), concluimos que (L*)* = L

ii) Se L tem codimensao 1, entdo L é coisotrépico.
De fato, temos

codim(L) = 1
dimV —dimL = 1
dimV -1 = dimLZ, (2.7)

além disso, como

dimL+dimLt = dimV
dimV —14+dimL+ = dimV (de (2.7))
dimL+ = 1.

Seja {u1} a base de L+, provaremos que L+ C (L)t = L. Seja u € L, entdo u = Auj.
Afirmagdo: w(u,w) =0 , Yw € L*.
De fato, dado w € Lt, entdo w = auy

w(u,w) = w(iuy,our) = aw(ug,u;) =0

wu,w) = 0, Ywe L.

Entdo u € (L*+)*, logo L+ C (L*)* = L. Portanto, L é coisotropico.

iii) L ® L+ =V <= L é simplético.
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(=)
Como L @ L* é soma direta, temos L N L+ = {0}.
Por outro lado, seja u € L, provaremos que, se w(u,v) =0, Vv € L, entdo u = 0. Temos

w(u,v) = 0, Yvel
u € L*
we LNL = {0},

entao u = 0, logo L é simplética.
(=)
Provaremos que L N L+={0}.
(2)Como L e L* sdo subespacos de V, entdo 0 € LN Lt ie. {0} C LNL*.
(C) Se u € LN L+, entdo
wel e wuelt
vel e w(u,v)=0, YveL
u = 0 (L é simplético)
LnLt < {o}.
Logo, LN L+ = {0}, e como dim L 4 dim L+ = dim V, temos
LeLt=V.

iv) Se L é isotrépico = 2dim L < dim V.
De fato, como L é isotrépica L C Lt entdo
dim L dim L+
dim L 4 dim L dim Lt + dim L
2dimL < dimV.

<
<

v)L é simplético <= L+ é simplético.
De fato,
L é simplético <= L@ Lt =V (de iii))
= LteL=V ( V é espago vetorial)
= LteLhH)t=Vv (de i)
= L+ é simplético (de iii) e Lt é subespaco de V)
O
Lema 2.15 Sejam E, F subespacos de V, entdo E+ N FL+ = (E + F)*.

Demonstracao.

(€)
Seja u € E+ N FL, entdo u € E+ e u € F-, além disso, temos
w(u,v) = w(u,v; +v2), Yv=wv+v9€ E+F,
= w(u,vn)+w(u,v2) Yv=v1+vy€E+F,
= 0 YWeE+F (ucEteucFh,
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entdo u € (E 4+ F)*, logo E-NF+ C (E+ F)*

(2)

Seja u € (E + F)*, temos

w(u,v) = w(u,v+0), 0€FYvekFE
= 0, WweE (ue(E+F)?h

logo u € E+, também temos

wu,w) = wu,0+w), 0€EVYweF
= 0, YweF (ue(E+F)?h)

logo v € F*, portanto, u € E+ N F*, isto é, (E+ F)L C E+ N FL. Logo tem-se que
E+rnFt=(E+ F)*.
O

Proposicao 2.16 Seja (V,w) um espago vetorial simplético nao trivial. Entdo existem
n >1 e uma base

{617"'7en7f17"'7f7l}

de V tal que
w(€i>ej) = w(fufj) = 01 w(eiafj) = 5@]7

para todo i,j € {1,...,n}. Em particular, dimV ¢é par.
Uma base com estas propriedades é chamada de uma base simplética de (V,w).

Demonstragao.

Afirmamos que dim V' > 2, pois se dim V' = 1, existe v € V tal que {v} é base de V.
Tomando e; € V com e # 0, como w é ndao degenerada, existe f; € V tal que w(ey, f1) # 0.
Como {v} é base de V, entao existem A e « tais que e; = Av e f1 = av, logo w(ey, f1) =
Aaw(v,v) = 0 que é uma contradigao.

Paro o caso dimV = 2, tomemos {ej, f1} base de V, por ser w nao degenerada temos
w(er,e1) = 0 e w(fi, f1) = 0, além disso, temos que w(ey, f1) # 0, pois se w(ey, f1) = 0,
ao tomar u € V temos u = ey + af, entdo w(er,u) = w(er, Aer + afi) = Aw(er,e1) +
aw(ey, f1) = 0, como u é arbitrario temos w(ej,u) =0 , Yu € V, entdo e; = 0, que é uma
contradi¢ao. Entao w(ey, f1) # 0, podemos assumir w(eq, f1) = 1, pois se w(ey, f1) = B,

. € ~ [
onde 8 é um nimero real, s6 temos que definir ¢} = ﬁl, entdo temos w(el, f1) = w(gl, fi) =
1
Ew(ebfl) =1

Para dimV = N > 2, provaremos por indugao, assumamos que é valido para espacos
simpléticos de dimensao < NNV, seja e; € V um vetor nao nulo.

Como w é nao degenerada e e; nao nulo, existe f1 € V tal que w(eq, f1) = 1.

Seja V4 C V o subespaco gerado por e e fi. Claramente (V,w) é simplético (ver Exemplo
2.18 ).

Logo, como Vf‘ também é subespago de V do item v), da Proposi¢ao 2.14, temos que
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(Vi,w) é simplético, entdo do item iii), da Proposicdo 2.14, temos V3 @ Vi- = V.
Entao

dimV; +dim Vit = dimV
2+dimVE = N
dimVi: = N -2

como dim VIJ- = N — 2 < N, da hipétese de indugao, temos que existe n > 2, tal que
dimVit = N—-2=2n-2,
e além disso, existe uma base simplética
{ea,...,en, fo,..., fn} de (Vf‘,w).
Portanto, como

dimV; +dim Vit = dimV
242n—2 = dimV
2n = dimV,

entdo dim V' é par e {ey,...,en, f1,..., fn} é uma base simplética de (V,w).
a

Exemplo 2.17 Uma base para o espago simplético (R*™,w) é {e1,...,en, f1,- ) fats

onde
er = (1,0,...,0,0,...,0), com 1 na primeira coordenada
en, = (0,0,...,1,0,...,0), com I na n-ésima coordenada
fi = (0,0,...,0,1,...,0), com 1 na n+1-ésima coordenada
fn = (0,0,...,0,0,...,1), com 1 na 2n-ésima coordenada
Exemplo 2.18 Seey,...en, f1,..., fn € uma base simplética de (V,w) entao

e O gerado por e, f1 € simplético.

De fato, seja Vi o gerado por ey, f1 , provaremos que w € ndo degenerada em Vi.
Seja u € Vi tal que w(u,v) =0 , Yv e V.

Como u € Vi, entdo existem \i,a1 € R tais que u = \ie; + oy f1, temos

w(u,v) = 0, YweWp
w(u, e +afy) = 0, YNaeR , (poisv e V)
w(Aier +arfi,e1 +afi)) = 0, YA aeR
A +ary = 0, VAN, aeR | (definicao de base simplética)
A=y 0
0.

u =
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Portanto, Vi € simplética.

e O gerado por ey, ey € isotropico.
De fato, seja Vo o gerado por ey, es, provaremos que Vo C VQL.
Temos

Vit = {ueV/jwu,v)=0, Yve s}
Vit = {ueV/jw(u,leg +aes) =0, YA a€R}

Seja uy € Vo, entdo existem A, a1 € R tais que up = ey + aies, logo para todo v € Vs

w(ur,v) = w(Aer + ares, Aep + aesz)
= 0, (definicio de base simplética)
portanto, uy € V-, entdo Vo C V4.

Logo, Va é isotrdpico.

e O gerado por eq,..., ey, f1, fo € coisotrdpico.
De fato, seja V3 o gerado por e1, ..., en, f1, fo, provaremos que Vgl CcVs

Vit = {ueV/iw(u,v)=0, Yve s}
Seja u € V3-, como u € V5~ C V, temos que existem N, o, € R Vi € {1,...,n} tais que
u=MNei+...+Ne,+aifit+...+alfn
Além disso, como u € Vgl, temos que

wu,v) = 0, YveV;
wu, \er + ... + A\pep + a1 f1 + aa fa) 0, VAj,ar,ae € R Vie{l,...,n}
Ny +Mag+aih +...+al\, = 0, VN,a, a0 €R Vie{1,...,n}
AD2+ () + (@))* +... + (ap)? = 0
0

/ / / /
)\1:)\2:@1:...:()4” = s

logouw = Nsez+...+ N ey e, assim, u € V3, ou seja, V3L C V3, portanto, V3 € coisotropico.

Proposigao 2.19 Todo espaco vetorial simplético de dimensdao 2n € simplectomorfo a
(R2n,w0).

Demonstracao. Seja (V,w) o espago vetorial simplético de dimensao 2n e, entao pela

Proposigao 2.16, possui base simplética {uq, ..., up, v1,...,0,}.
Seja T : R?® — V, dada por

n n
T(z) =Y ziui+ Y Znyivi,
=1 =1

onde z = (21, -+, z2,) € R?™,
Afirmacao: T é um simplectomorfismo.
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e T ¢é linear. De fato, sejam z,w € R?", temos

n n

T(z+w) = Z(Z’ + w;)u; + Z(Zn_H‘ + Wn14)V;

i=1 i=1
n n n n
i=1 i=1 i=1 i=1

= T(z)+T(w).
n n

T(A2) = > Az)ui+ Y (Azag)i

i=1 =1

n n
= A (Z Zil; + Z Zn_:,_ﬂ)i)
i=1 i=1

= N(2).
e T é isomorfismo, pois T'(e;) = u; e T(f;) =v; , Yi=1,...,n, onde
{e1,...,en, f1,..., fn} é a base simplética canonica de R?". Logo T é isomorfismo.

o T*w = wy, pois dados z,w € R?", temos que

WO('z?w) = Zko/\dpk(sz)
k=1

B - o dgi(z) dgg(w)
B 2;;(1t ( dpr(z)  dpg(w) )

" z w
= Z det K K
1 Zk4n Wk4n
n

= Z(kan+k — zn+kwk). (2.8)
k=1

Por outro lado,

n

n n n
w(Tz,Tw) = w(z Zju; + Z Zn45Vj Zwkuk + an+kvk)
j=1 k=1 k=1

j=1
n n
= (zjwrpw(uj, ug) + 2jwpkw(uj, V) + Zpgjwew (V;, ug)
j=1 k=1
+2n 4 j W kw(V5, VE)) (w é bilinear )
n n
= Z (2jWnak0jk — Zn4jWEOjk) (definigao de base simplética)
j=1 k=1
n
= > (zwnrj — Znajw;). (2.9)

<
Il
-

De (2.8) e (2.9), w(Tz,Tw) = wo(z,w) , Vz,w € R?" portanto, T*w = wp e T é um
simplectomorfismo entre R?" e V.
O

Observacao 2.20 A Proposicio 2.19 quer dizer que (R?*",wg), a menos de isomorfismos,
€ 0 unico exemplo de espaco vetorial simplético de dimensdo 2n.
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Observagao 2.21 Seja (V,w) espago vetorial simplético nao trivial, da Proposi¢do 2.16,
a matriz de w relativa a base simplética €

wler,er) -+ wler,en) wlen, fi) -+ wler, fa)

J = w(en,el) w(enaen) W(6n7f1) w(en’fn)

w(fi,er) - w(fi,en) w(fi, 1) - w(fi, fa)

w(.fnvel) w(fnven) w(fnufl) w(fnvfn)

0 0 1 0
0 0 0 1
N -1 0 0
0 -1 0 0

(%)

e dados u,v € V podemos expressar w(u,v) na forma matricial como w(u,v) = u'Jv, ou
também podemos expressar por w(u,v) = (Jou,v), onde Jy = Jt, J denota a transposta
de J e (-,-) € o produto interno Euclidiano canénico de R*".

Lema 2.22 T € Sp(2n) <= T'JoT = Jy, onde T? denota a transposta de T.

Demonstragao.
(=) Seja T € Sp(2n), temos

wo(u,v) = wo(Tu,Tv) , Yu,v eV (T*wo = wp)
(Jou,v) = (JoTu,Tv) , Yu,v €V (defini¢ao de wq )
= (T'JyTu,v) , Yu,v €V
Jo = T'JoT.

(«<=) Seja (R?",wp) espaco simplético e T : R*® — R?" transformacao linear, temos

wo(u,v) = (Jou,v) , Yu,v eV (defini¢ao de wp )
= (T'JyTu,v) , Yu,v €V (T'JoT = Jp)
= (JoTu,Tv) , Yu,v eV
= wo(Tu,Tv) , Yu,v €V,

entdo T' € Sp(2n).
O

Lema 2.23 Seja V' um espaco vetorial real de dimensao 2n. Uma forma bilinear alternada
w em V € forma simplética se, e somente se, w"™ = w A --- Aw (n fatores) é forma de
volume.
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Demonstracgao.
(=)
Se w for simplética, entdo pela Proposi¢ao 2.16 encontramos uma base simplética {e1, f1,
.y en, fn}. Das propriedades de base simplética se conclui que w™(eq, fi,...,en, fn) =
n!, logo w™ # 0. De fato, como {ei, fi,...,en, fn} é base simplética de V', temos que
{e1, fr,...,er, fx} é base de V*. Com isto temos
wo= > wlenee Aes+ > wlen [ A+ > wlen )N
1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
n
= Z er N f (definigao de base simplética)
logo

n

W= Qe A"

i=1

= (Zef/\fi*> ARRRA (Zef/\fz‘*>

i—1 i=1

= Z €r) N oy N AN ey AN Tom)
ceS(n)

= nlle] NffAN---Ney A fr).

Entao
%wn(el,fl, aenafn):
= (eINfIANegAfp)er, fiso. e, fn)
N filen, fi) o el A fi(en, fn)
= det : :
6:1/\f:;(617f1) 6;/\f7t(enafn)
[ et Y (et et
et(ff(el) fi (1) “\ i) i)
= det : :
e e Y o enlen) enlf)
et( “(er) Fi(h) N\ filen) £2G
1 0
= det | : : (pois € (e5) = 045, fi (f5) = dij)
0 1
= 1.
Portanto, w™(e1, f1,...,en, fn) = n!
(=)

Para cada j denotemos por S(j) o grupo das permutagoes de {1,---,j}.
Recapitulando a féormula do produto exterior: se « é k-forma alternada e 8 é I[-forma
alternada, entao

aB(vry...,0p) = Z sinal(o)o(Va(1ys - - Vo (k) ) B(Vo(kt1)s - - » Vo (ki) )
oeS(k,l)
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onde S(k, 1) denota o subconjunto de S(k+1) das permutacoes o satisfazendo o(1) < ... <
ok)eok+1)<...<oa(k+1).

Como w é uma forma bilinear alternada w em V, sé resta provar que w é nao degenerada.
Para isso provaremos a seguinte afirmagao.

Afirmacgao: Se w é degenerada, entao w™ = 0.

De fato, suponha que existe u; € V'\ {0} tal que

w(ui,v) =0, Yo e V. (2.10)
Completemos u; a uma base B = {uy, -+ ,uz,} de V.
Provemos por inducdo em j que para todo subconjunto B’ = {w1,...,wy;} C B com 2j
elementos vale que, se u; € B’ = w’ (w1, ... ,waj) = 0.

Para j = 1, temos B’ = {wy, w2}, como uy € B, seja wq = u;. Entdo, de (2.10) segue que
w(uy,w2) =0, Yo e V.
Agora suponha valido para N < j, provaremos que é valido para j. Temos

Wl (wy, ... ,wey) = wh AW wy, ... way)

= > sinal(0)w(we(ry, o)W (Wo(s)s - - We2)))-
reS(2,:2(—1))

Se up € {wi,...,wz;}, entdo como {wi,...,wa} = {We(1), We2)} U {Wo(3), - - - Wa(2)}
temos que ou u1 € {Wy(1), We(2)} OU U1 € {Wy(3),- - -, We(25)}- Pela hipdtese de indugao,
ou W(We(1), We(z)) = 0 ou wj_l(wg(g), cy We(25)) = 0, entao w’ (wy, ..., wa;) = 0.

Logo, se cumpre w"(uy,...,us,) = 0.

Portanto, como {ui,...,us,} é base de V e w"(uy,...,us,) = 0, concluimos que w"(u)

0, Yu € V, entao w™ = 0. Demonstramos que se w é degenerada, entao w™ = 0. O
reciproco é w" # 0, entdo w é ndao degenerada. Portanto, w é simplética.
g

Lema 2.24 T € Sp(2n) = detT = 1.

Demonstracao.
Seja wy a forma de volume em R?" determinada por wp. Entdo, pela definicio de deter-
minante através de formas, temos que

T*wg (vi, ..., v2,) = (det T)wy (v1, ..., v2,), (Proposicao 1.72e T, =T)  (2.11)

para todo vy, - - - ,vg € R?™. Mas
T*wy = T"(woA- - Awp)
= (T"wo) A--- A (T"wp) (Proposicao 1.71(i7))
= wo A - Awp (T é simplética)
T (2.12)

Logo de (2.11) e (2.12) temos que det T' = 1.
O

Definigao 2.25 Se chama espectro de T, e o denotaremos por o(T), ao conjunto de
autovalores de T'; i.e.

o(T) ={X € R/\ € um autovalor de T'}.
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Lema 2.26 Uma matriz simplética T € Sp(2n) satisfaz as sequintes propriedades:
i) T e T~ sdo conjugadas e, consequentemente, vale que A € o(T) <= A\~! € o(T).
ii) Se \ N € o(T)NR, v € ker(T — AI), v/ € ker(T — N'I) e AN # 1, entao wy(v,v’) = 0.

Demonstracao.
i) Pelo Lema 2.22 temos

T'JWT = Jo
T = JoT'Jyt, (2.13)

logo T% e T~! sdo conjugados.
Sabemos que T" e T sao sempre conjugados. Entao existe B tal que

Tt = B~'TB. (2.14)
Logo, de (2.13) e (2.14), temos

B'TB = JoT'J;!
T BJ,T~'J;'B™!
T = (BJ)T Y(BJy)™"

e, assim T e T~! sdo conjugados, e possuem o mesmo polinémio caracteristico(ver Teorema,
1.3).

Portanto, sabemos que os autovalores de T' sao as raizes de seu polinémio caracteristico,
como T e T~! possuem o mesmo polinémio caracteristico, também possuem os mesmos
autovalores, i.e.

Beo(l) = Beo(T™). (2.15)
Por tdltimo,
Aeo(T) A é autovalor de T'
Tx =Mz
z=\T"1z
D A

A lautovalor de 71
Ml eo(T™h) (de(2.15)
A eo(T).

rrrreey

ii) Temos A\, \' € o(T') N R autovalores, com seus respectivos autovetores v € ker(T' — \I)
e v’ € ker(T — N'I), portanto, Tv = \v, Tv' = XNv'. Por tltimo,
wo(v,v') = wo(Tv, TV') (T € Sp(2n))
= wo(Av, N'v)
= Mwy(v,v)
(1 — AN )wo(v,0") = 0 (AN #1)

wo(v,v') = 0.
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Coroldrio 2.27 Se T € Sp(2n), entdo as multiplicidades algébricas de 1 e de —1 como
(possiveis) autovalores de T sao pares.

Demonstragao.

Seja A autovalor de T'. Como T é invertivel (pois det T = 1 # 0) temos que A~ é autovalor
de T~! com a mesma multiplicidade de A em T. Além disso, do Lema 2.26 i), temos que
se A é autovalor de T, entdo A~! é autovalor de T, portanto, o nimero de autovalores
diferentes de +1 é par. Portanto, as multiplicidades algébricas dos autovalores diferentes
de £1 é par.

Logo, se —1 for autovalor, entdo sua multiplicidade deve ser par, pois

det T = A{' ... N
onde Aq,..., Ao, sdo autovalores de T e qy, ..., g2, suas multiplicidades algébricas. Logo,
se A1 =1 e Ay = —1 temos
1 = ()®(-1)2AP-...- X (pois X e Al eo(T))
1 = (=1)%,

portanto, g2 é par. Logo as somas das multiplicidades algébricas dos autovalores diferentes
de 1 é um nimero par, digamos 2m. Logo,

q+et...+q¢ = 2n=dim(Sp(2n))
q+2m = 2n
@ = 2(n—m)

e assim ¢ é par.
O

Lema 2.28 Se T € Sp(2n) € simétrica e positiva definida, entao T € Sp(2n) para todo

numero real s > 0.

Demonstragao.

Como T é simétrica e positiva, da Proposicao 1.4, temos que todos seus autovalores sao
positivos i.e. o(T) C (0, +00).

Pelo Teorema 1.6 (Teorema Espectral) existe decomposigao

R*" = ®|reo(m) M,

onde M) é o autoespago do autovalor A\. Denote o' = o(T) N (0, 1], e para cada A € o’
escreva

Ey\ =My + My-1.

Pelo Lema 2.26 vale que se A\, u € 0/ , A # u, entao E) C Elf
De fato, pois dado v € M) , como \, u € 0’ e X\ # p, temos que X - u # 1. Do Lema 2.26,
temos

wo(u,w) =0 , Yue My, Ywe M,
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entao
wo(v,w) =0 , Yw e M,,
logo v € MML, isto é, My C M“l Também temos

wo(v,u) = wo(Tv,Tu), Vué& M,
wo(Av, p M), Vu € My,

= M lwo(v,u), Vue M,
(1= g Hwo(v,u) = 0, Yue M-,
entdo v € M:-_l, isto é, M C Mj_l, logo M)y C Mj N M-+ (M, + er1)L = EL (do

pot T "
Lema 2.15).
Por outro lado, seja v € M,-1, temos

wo(v,u) = wo(Tv,Tu) Yuec M, (T € Sp(2n))
woA Yo, ) Yu e M,
A twg(v,u) V€ M,
(1=2"1u Hwg(v,u) = 0 Vue M,
1— () Hwolv,u) = 0 Yue M,
wo(v,u) = 0 Yue M,-x  (Au#1),

entao v € Mlj:l, logo My-1 C M::l, também temos

wo(v,u) = wo(Tv,Tu), Vue M,
wo(A\ o, pu),  Vu € M,
= A luwo(v,u),  Vu€ M,
(1-A'wwo(v,u) = 0, VYue M,
0

WO(Uvu) = ) Vu € M,u ()‘ 7& /-L)v

entdo v € M, isto é, My—1 C M-, logo My-1 C Mu{l NM; = (M,-1 + M)t = E (do
Lema 2.15).

Portanto, como M) C Ej e My-1 C Ef;, temos Ey = My + M,-1 C Eﬁ-

Do resultado anterior podemos deduzir que cada E) é espago simplético. De fato, vamos
provar que

Vu € Ey com u # 0,3v € E) tal que wp(u,v) # 0.

Seja u € E), como w é ndo degenerada em R?” temos que existe v € R?" tal que wo(u,v) #

0. Além disso, como R?" = @‘/LEU’(T)ElM temos que v = Z vy, com v, € ). Entao
pea’(T)

temos wp(u,v) # 0 e

wo(u,v) = wolu, Z V)

peo’(T)

= Z wo(:u?v/i)

pea’(T)

= wo(u,vy) (poisu € E) e se X\ # u, entao E) C E;J[)
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e assim wo(u,vy) # 0, ou seja, existe vy € E) tal que wo(u,vy) # 0, ou seja, Ey é
simplético.

Obviamente R?*" = ®|ycoEx e A € 0’ \ {1}, entdo E\ = My © My-1.

Por definicao sabemos que T° é aquela que atua em cada M) pela multiplicacao por \° e,
consequentemente, cada E) é T*-invariante.

Os fatos descritos até aqui implicam que 7" é simplético se, e somente se, T°| g, é simplético
em (E),wo|E,xE, ), para todo A € o’.

Afirmagao 1: T%|p, é simplética

De fato,

e Se A\ =1, By = My ® My = My, agora seja u,v € My, entao wo(T*u, T°v) = wo(u,v),
logo T%|g, = T*°|nr, € simplético .

e Se A\ € o’ \ {1}, temos que M), é Lagrangiano, pois se u € M) temos

wo(u,v) = wo(Tu,Tv), Yue M, (T € Sp(2n))
wo(Au, \v),  Yu € M),
= MNuwo(u,v), Yue M,
= (A= Dwo(u,v), Yue M, (\ed \{1})
0 = wo(u,v), Yuée M,,

entao u € MAl, logo M) C MAl, e como dim M) = dimMj- temos que M)y = Mj‘, ou seja,
M, é Lagrangiano, do mesmo modo M,-1 é Lagrangiano.

Por tultimo tome vetores u,v € Ey = M) @& M),-1 e escreva u = ug + u1 € v = vg + v1 com
up,vg € My e ui,v; € M -1. Entao

wo(T?u, T°v) = wo(T*(ug + u1), T°(vo + v1))

wo(T?ug + TPuy, Tvo + T%v1)

wo(T%ug, T?vo) + wo (T ug, Tv1) + wo(T?ur, T?vo) + wo (T ur, T%v1)
0(A°ug, A°vo) + wo (A ug, A %v1) + wo( A %ur, N2vg) + wo( A ug, A %v1)
= wo(Nug, A\"%01) + wo(A"*u1, A*vg) (pois My = My e My-1 = Mj=,)
AT (wo(up, v1) + wolug,vo))

o(uo, v1) + wo(u1, vo)

(
(
(
(

€

[
g >

€

0(uo, v1) + wo(u1, vo) + wo(ug, vo) + wo(u1,v1)
wo(uwo + u1,v9 + 211)

u,v),

|
€

0

portanto, 7| g, ¢ simplético.
Afirmagao 2: T%|g, é simplético, entao T é simplético
De fato, Sejam u,v € R?", como R?" = @|ycoFy temos que u = Z Uy, uy € By, e
nea’(T)
v = Z vy, Uy € E), portanto, temos
Aed!(T)



UFRJ. IM 34

wo(T?u, T°v) = wp Z uy, T Z vy,

pea’ (T)
= Wwo Z TS’LLM, Z TS’U)\
nea’' (T) A€o/ (T)

= Z wo(T%uy, Tvy)  (wp € bilinear )
ueo’(T),\ec’(T)

= Z wo(uy,vy) (1%, ésimplética)
peo’(T), ea’(T)
= Wo (u7 U),

logo T é simplético.

a

Toda matriz M € C™*™ pode ser escrita como M = A+ 1B, com A, B € R"*",
A inclusdo C™*" — R2"*2" dada por

A -B
A+iB+—
T B A
é R-linear e respeita multiplicacgao matricial.
Além disso,
A -B
A+iB)" —
(A+iBy— | o 0]

onde (A + iB)* denota a transposta conjugada.

Deste modo podemos enxergar GL(n,C) e todos os seus subgrupos como subgrupos

de GL(2n,R). A matriz i é mapeada na matriz [ ? _OI = Jp via esta identificagao.
Logo,
GL(n,C) ~{T € GL(2n,R)/TJy = JoT'}
Lema 2.29
Sp(2n) N O(2n) = Sp(2n) N GL(n,C) = O(2n) N GL(n,C) = U(n).
Demonstragao.

Seja T' uma matriz real 2n x 2n, ela satisfaz o seguinte:
T e GL(n,C) <= TJy=JoT,
T € Sp(2n) <= T'JyT = Jo,
TcO@2n) < T'T=1I.
Notamos que, qualquer duas destas condicoes implica a terceira, assim fica demonstrado

as duas primeiras igualdades do Lema. Para terminar, demostremos que Sp(2n)NO(2n) =
U(n), o subgrupo Sp(2n) N O(2n) consiste das matrizes

X -Y
T = L(2n,R
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com
Xy =YX, X' X +YY = Iun.
Pois T € O(2n), i.e.
Lyxon = T'T,

Xt vyt X -Y
IQnXZn = —Yt Xt Y X

XX +YY -X'Y4YiX
IQ’I’LXZTL = t t t t
-YV'X+ XY YYVY+X'X
Xy =YX, XX +YYW = Iun.

Isto é precisamente a condigdo em U = X + ¢Y para ser unitario. Portanto, Sp(2n) N
O(2n) =U(n).
O
Logo,

Un)={T € GL(2n,R)/TJy = JoT e T* =T~}
Segue que U(n) C Sp(2n) é subgrupo.

Definicao 2.30 Sejam X um espaco topologico e A C X, dizemos que A € retragao por
deformagao de X se existe uma aplica¢ao continua F : [0,1] x X — X satisfazendo:

i) F(0,z) =z, Vo € X.

ii) F(t,z) =z, Yx € A, VYt € [0,1].

iii) F(l,z) € A, Vz € X.

Lema 2.31 U(n) é uma retragao por deformagao de Sp(2n).

Demonstracgao.
Para todo T € GL(2n,R) vale que U = (TT!)"2T € O(2n).
De fato, provaremos que U'U = I

UtU = (TTH 2T)NTT") 2T

TH(TTY) " 2) (TTY) =T
TH(TTYY) 2 (TTY 2T
THTTY) 2(TT") 2T

= TYTTH'T

= TYTH" T

= I
Denotando P = (TTt)%, entdo T' = PU é a decomposicao polar de T. Se T € Sp(2n),
entdao 1% € Sp(2n). Pelo Lema 2.28 temos
TT" € Sp(2n)
P = (TT"? € Sp(2n)
U= (TT") 2T € Sp(2n)
T = PU € Sp(2n).
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Em particular U € O(2n) N Sp(2n) = U(n)
Defina
r:[0,1] x Sp(2n) — Sp(2n) (2.16)
(s,T) — r(s,T)=P5U.

O mapa r é continua. Vamos ver se r cumpre com as propriedades i), i7) e iii) da defini¢ao
2.30, tomando s = 0 temos

r(0,T)=PU =T , VT € Sp(2n)
i,e r(0,-) é identidade em Sp(2n) e assim cumpre i), e se T' € U(n)

r(s,T) = P™U
= (772071 2T
= (TTY) 2T (T € U(n))
(I)~=°T

= T’

=

entdo r(s,T) =T ,VT € U(n) i.e. r(s,-)|y(m) € identidade em U(n) Vs € [0, 1], com isto
temos 7). Por ltimo, tomando s = 1 temos

r(1,T)=P'U=U€U(n), VT € Sp(2n)

com isto cumpre ii7). Logo U(n) é uma retracao por deformacao de Sp(2n).
a

Coroléario 2.32 Sp(2n) € conexo.

Demonstragao.

Provaremos que qualquer elemento de Sp(2n) pode ser conectado & identidade por um
caminho continuo que se encontra em Sp(2n). Entao, qualquer dois elementos A e B de
Sp(2n) pode ser conectado por um caminho que vai de A para a identidade e depois da
identidade para B. Seja T € Sp(2n), da Proposicao 1.1, temos que existe uma matriz
quadrada C' de ordem n invertivel tal que

A=CBC™!,
onde B é uma matriz triangular superior:
A *
B= .
0 )\Zn
Como detT =1 e detT = det B = A1 --- gy, temos que A; # 0 para todo 1 < i < 2n.
Seja B(t) obtido multiplicando a parte acima da diagonal de B por (1 —¢) para 0 <¢ <1
e seja A(t) = CB(t)C~1, A(0) =T e A(1) = CDC™!, onde
A1 0
D = _
0 A2n
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Além disso, o det A(t) = A1 -+ Aoy, = det A = 1 para todo 0 < ¢ < 1. Portanto, A(t) é um
caminho que estd em Sp(2n).

Agora, podemos definir A;(t) que conecta cada A; a 1 em R\ {0} no intervalo 1 <t < 2
para cada 1 < i < 2n — 1, notamos que A\;(1) = A\; e A\i(2) = 1, e definimos Mgy, (t) =
(A@#) - Ap1(t)) 7! para 1 <t < 2 e Agp(2) = Aoy, Temos entdo

A1(t) 0
Alt)y=C cL.
0 A2n(t)

Este é um caminho continuo que comeca em CDC~! quando t = 1 e termina em CIC™! =
I quando t = 2. Como det A(t) = A () ... Aon—1(t)A2n(t) = A1(t) - oo Aap—1(8) (A1 (2) -
oo Aon—1(t)) 7 =1, temos que A(t) esta em Sp(2n). Vemos entdo que toda T' € Sp(2n)
pode ser conectada a identidade por um caminho continuo de Sp(2n). Portanto, Sp(2n)
é conexo.

O

2.2 Variedades Simpléticas

Definicao 2.33 Seja W uma variedade diferencidvel. Uma forma simplética em W é
uma 2-forma diferencidvel w € Q*(W) satisfazendo:

i) w € fechado, ou seja, dw = 0.
ii) w nao degenerada, ou seja, Vo € W temos que w|z(u,v) =0 Vv € T,W = u = 0.

Definigao 2.34 Uma variedade simplética é um par (W,w) formado por uma variedade
W e uma forma simplética w em W.

Definigao 2.35 Seja X um espaco topoldgico. Dada x € X, denotamos por C, a unido
dos subconjuntos conexos de X que contém x. Entao Cy é o maior subconjunto conexo de
X que contém x. Diremos que Cy é a componente conexa de X que contém x.

Pela Proposigao 2.16 as componente conexas de uma variedade simplética (W, w) tem
dimensao par. Se W é 2n-variedade, entao o Lema 2.23 nos diz que a 2n-forma w™ é uma
forma de volume em W e, portanto, W é orientavel.

Lema 2.36 Se (W,w) é uma variedade simplética fechada (compacta), entao [w] # 0 em
H?(W,R).

Demonstracgao.
Seja [w] € H2(W,R), como w™ € Q?**(W) é uma forma de volume (do Lema 2.23), temos

w™ # 0, logo
/ w #£0.
w
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Por outro lado, se [w]™ = 0 temos que w™ é exata, entao existe uma (n — 1)-forma 6 tal
que w" = df. Pelo Teorema se Stokes (Teorema 1.78), temos

/ / do = / 0=0 (W n&o tem bordo),
ow

que é uma contradigao, entao [w]" #
g
O seguinte Lema nos diz que nao toda variedade de dimensao par admite forma simplética.

Lema 2.37 Se k > 3, entdo S* ndo admite forma simplética.

Demonstracgao.

Como H?(S* R) = 0, Vk > 3, entdo [w] = 0 em H%(S*,R). Do Lema 2.36, temos que a
variedade S* nao admite forma simplética.

g

Apresentaremos alguns exemplos de variedades simpléticas

Exemplo 2.38 Sejam a 2-esfera S?> C R3 e p € S2, definimos a 2-forma w em S?, como
wp(u,v) = (u x v,p) para todo u,v € TpSQ.
O par (S%,w) ¢ uma variedade simplética.

Exemplo 2.39 Considere R?" com coordenadas (qi, ..., Gn,P1s---,Pn) €

wo = Z dg; N dp;. Temos que (R®™,wq) é uma variedade simplética. De fato, pois R*™ ¢é
i=1
uma variedade diferencial e wg é uma 2-forma diferencial, no exemplo 2.7 mostramos que

wo € nao degenerada, resta provar que wy € fechada, mas
n
dog = d()_dgi Adp;)

= > d(dg;) Adp; + (—1)"9 ) dg; A d(dp;)
=1
=0 (d*> =0).

Logo (R?",wq) € uma variedade simplética.

Exemplo 2.40 Sejam X wuma variedade, T*(X) seu fibrado cotangente e a proje¢do

natural,

T:T"X X , 7(r)=mseteT, (X).
Seja U C X um aberto com coordenadas (x!,...,2™). Entdo temos 1—formas dx' € Q' (U)
associadas e, para cada q € U, o conjunto {dz'|,,...,dz"|,} é uma base para T;X. Se

n

§eT;X, entio § = Zﬁidxi]q, onde & € R sao unicamente determinados por . Temos,
i=1

portanto, coordenadas naturais

(..., 2" &, ..., &) € R
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em T*U. Podemos considerar as 1—formas dzi = 7 dat € QYT*U) e definir a 1—forma

tautoldgica auayut € a forma simplética canonica Weqn em T*U por
n . n __
Qtqut = E fidajl, Wean 1= dQqut = § dgz A dz'.
i=1 i=1

Para que (T* X, wean) seja uma variedade simplética, provemos a sequinte proposi¢do.

Proposigao 2.41 As formas Qiqut € Wean MGo dependem das coordenadas e, portanto,
estao globalmente definidas em T*X.

Demonstracao.

Como wean = daygyt, basta verificar que ayq,; ndo depende das coordenadas. Seja V C X
outro aberto munido de coordenadas (3!, ..., y"). Temos entdo um sistema de coordenadas
naturais (y',...,y", €1,...,&,) definidas em T*V. Como

P =07
da’ = ; B—yjdyj em UNYV, (2.17)

e dyl = 7*dy’, temos

j=1 j=1
" 9z
= 7" Z -y’
=
= Tda’ (de (2.17))
= dzt
Portanto, temos
cﬁi:iaxiﬁg\ﬁem THUNV). (2.18)
0y

Jj=1

Entao, obtemos

£ = ) Gdot
i=1

= Z%—;dw (de (2.17))

ij=1

= > Gy,
j=1



UFRJ. IM 40

onde (; = Zﬁzg; Logo
i=1

Qtqut = Zﬁzd"ﬁ

= Y ePa (de(218)

e
n —

= D Gdy
=1

Portanto, aiq,: nao depende das coordenadas, entao weq, nao depende das coordenadas.
a

Portanto, o fibrado cotangente T*X se torna variedade simplética quando munido da
forma simplética wean = dagut.

Definigao 2.42 Uma aplicagio simplética ¢ : (Wi,w1) — (Wa,we) entre variedades
simpléticas € uma aplicagdo diferencidvel satisfazendo p*ws = wi. Se ¢ for um difeo-
morfismo, entdo diz-se que @ € um simplectomorfismo.

2.3 Geometria de Contato

Definigao 2.43 Seja M uma variedade de dimensao 2n+ 1, onde n € NU{0}. Dizemos
que a 1-forma A em M € de contato se

AN (AN)" nunca se anula. (2.19)

Por definigao, se A é forma de contato, entdao A A (d\)" define uma forma de volume em
M e, portanto, M deve ser orientavel.

Definicao 2.44 O campo de Reeb X associado a forma de contato A em M € definido
implicitamente por

{ ix,dA =0 (2.20)
ix, A =1

Definicao 2.45 Seja M uma variedade. Uma 1-forma X € dita de contato se d\|, € ndo
degenerada em ker A|,, Vp € M.

Observagao 2.46 Na definicio 2.45 temos uma 2-forma d\|, nao degenerada no espago
vetorial ker A|,, portanto, (ker A|,, d\|,) € um espago vetorial simplético.

Lema 2.47 Seja M wma variedade carregada de uma 1-forma de contato A\, no sentido
da defini¢ao 2.45. Entao dimker A = dim M — 1.

Demonstracgao.
Sejap € M. Sabemos que Al : T,M — R, entao ImA|, C R. Logo dim ImA|, < dimR =1
e, assim, dim ImA|, =1 ou 0.
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Se dim ImA|, = 0, entao ImA|, = {0}, isto é, A|,(u) =0, Vu € T,,M, logo A|, = 0 e como
p é arbitrario em M temos que A = 0. Logo d\ = 0, mas d\|, é nao degenerada em ker\|,
que é uma contradi¢ao, portanto, dim ImA|, = 1.

Assim, como

dim I'mA|, + dimker |, = dimT,M
1+ dimker A, = dimM
dimker [, = dimM —1.

Como p é arbitrario temos dimker A[, = dim M — 1, ¥p € M.

Lema 2.48 Seja M uma variedade que carrega uma 1-forma de contato no sentido da
definicao 2.45. Entao dim M ¢é impar.

Demonstracgao.

Fixando p € M arbitrariamente, a 1-forma nao pode se anular identicamente em uma
vizinhanca qualquer U de p pois, caso contrario, terfamos dA|y = 0, portanto, dA|, é dege-
nerada, o que é impossivel ja que A é de contato. Logo existe p’ arbitrariamente préximo
de p tal que Ay # 0. Suponha que dim7TyM = dim M é par. Do Lema 2.47, temos
que dimker A,y = dim T,y M — 1, portanto, dimker A|,; é impar, que é uma contradicao,
pois na observagao 2.46 vimos que (ker A|,/, dA|,/) é um espago vetorial simplético, ou seja,
ker A|,y é de dimensao par, logo dim M ¢é impar.

O

Lema 2.49 Seja M uma variedade que carrega uma 1-forma de contato no sentido da
defini¢ao 2.45. Entdo dim(kerd\|,) =1 e T,M =ker A, @ kerdA|, , Vp € M.

Demonstragao.

Pelo Lema 2.48 sabemos que dim M ¢é impar, vamos supor que dim M = 2n + 1, onde
n € NU{0}. Considere p € M. Do Lema 2.47, temos que dimker A|, = (2n+1) — 1 = 2n.
Por outro lado, lembremos como se definem os nticleos de A|, e dA|,

ker A, = {ueT,M|\,(u)=0}
ker dA|, {u € T,M| d\|,(u,v) = 0,Vv € T,M},

portanto, ker A|, e ker dA|, sao subconjuntos de T),M.

Se ker d\|, = {0}. Entao d\|, é ndo degenerada em T,M, logo (T,M,d\|,) é um espaco
vetorial simplético, portanto, dim7,M ¢ par, que é uma contradi¢ao, pois dim7T,M =
dim M a qual é impar. Logo kerdA|, # {0} e , assim, dimkerdA|, > 1. Por outro lado
também temos que ker A\|,Nker d\|, = {0}, pois se existe u # 0 tal que u € ker A|,Nker dA|,
entao

u € ker \|, e u € kerd)\|,
u € ker A|, e dA|p(u,v) =0 Vv € T,M
u € ker A|p e dA|p(u,v) =0 Vv € ker \|, C T, M

e como dA|, é nao degenerada em ker \|,, temos que u = 0, que é uma contradicao.
Portanto, ker A|, Nker dA|, = {0} e, assim,

ker |, @ ker d\|, C T, M. (2.21)
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Logo

dim(ker A|,) + dim(ker dA|p) dim T, M
2n + dim(ker dA|,) 2n+1
dim(kerd\|,) < 1,

mas temos dim(ker dA|,) > 1, entdao dim(ker dA|,) = 1. Por dltimo, temos
dim(ker A|, @ ker d\|,) = dim(ker A|,) + dim(kerdA|,) =2n + 1 =dimT,M, (2.22)

portanto, de (2.21) temos ker A|, @ ker dA|, = T, M, como p é arbitrario em M temos que
dim(kerd\|,) =1 e T,M = ker A|, @ kerd\|, , Vp € M.
O

Lema 2.50 As definicdes 2.43 e 2.45 de forma de contato sdo equivalentes.

Demonstracgao.
Seja dim M = 2n + 1, onde n € NU {0}. Se X satisfaz a definigdo 2.43, temos que

A A (d\)" nunca se anula.

Se (dA[p)™ se anula no ker |, entdo A|,A(dA|,)" se anula no kerA|,, que é uma contradigao,
n

pois A A (dA)™ nunca se anula, portanto, (dA|,)"” nao se anula em ker \|,, e, assim, do
Lema 2.23, temos que d\|, é forma simplética, ou seja, dA|, é ndo degenerada em ker A,
Por tdltimo, como p é arbitrario, temos que A satisfaz a definicao 2.45. Reciprocamente,
suponha que X satisfaz a definicao 2.45. Fixe p € M, como (ker Ay, d\,) é um espago
vetorial simplético, escolhendo uma base simplética {e1, fi..., e, fn} de (ker A|p, dA|p)

temos que

d>\|p(ei7 6]) = d)\’p(f’bv f]) = 07 d)‘|p(ei7 f]) = 51]7

para todos i,j € {1,...,n}. Além disso, sabemos do Lema 2.49 que a dim(kerd\|,) =1 e
T, M = ker A|, @ ker d)|,,, entdo existe v € T,M \ ker |, tal que ker d\|, = Ro, portanto,

Ap A (dX]p) (v, er, fiy--ven, fn) = Ap(v)dApler, fi) ... d\|p(en, fn) +04+...+0
= Alp(v) #0 (pois v € TyM \ ker A|,),

logo A, A (dA]p)™ nunca se anula e, assim, \ satisfaz a definicao 2.43.
O

Lema 2.51 Seja M uma variedade que carrega uma 1-forma de contato . Entdo o campo
de Reeb X existe e € unico.

Demonstragao.
Como M|, # 0, Vp € M, temos que existe um campo Z tal que A|,(Z,) # 0, Vp € M.
Consideramos agora W, = ﬁ € T, M e notamos que

)"p(Wp) = )“p <)\|pZ(pr)>
1
- 7A|p(ZP)A\p(Zp)_1.
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Por outro lado, como T, M = ker A|, @ d\|, temos que W), =Y, + X, onde Y}, € ker \|,, e
X, € d\|p. Logo

Ap(Wp) = Alp(Yp + Xp)
= Ap(¥p) + Ap(Xp)
= 0+ Ap(X,) (¥, €kerAlp)

e, assim, A|,(X,) = A[p(Wp) =1, com X, € kerdX|,.
Para ver que ¢ unico, suponha que existe X, € ker d\|, tal que A|p(Xp) = 1. Entao

)"p(Xp) = )‘|p(Xp):1
)“p(Xp_Xp) = 0,

logo X, — Xp € ker A|p, e como X, f(p € kerd\|, temos X, — Xp € ker d)|,, portanto,
X, — X, € kerd\|,Nker \|, = {0}, ou seja, X, = X,. Por tltimo, como p € M ¢ arbitrario
eix,Ap = Ap(Xp) =1 e X, € kerd)|, (ix,d\p, = d\|,(Xp,-) = 0), temos que

ixdA =0
ixA =1,
portanto, X é o campo de Reeb associado a forma de contato A em M.
a

Exemplo 2.52 A 1-forma
n
Ao =dz+ Z xidy;,
i=1

onde (x1,...,%n,Y1,.-.,Yn,2) SGo coordenadas em R*"*1 ¢ uma forma de contato em
R2"+1 . De fato, pois

dho = d(dz+ ) widy;)
=1

= d(dz)+ Y _(dz; Ndy; +z; Ad(dys))
=1

= Y dziAdy; (& =0),
=1

logo
(dXo)" = nl(dxy Ndyr A ... Ndxy, A dyy).

Por dltimo,

Ao A(dho)" = (dz+ Y widy) Anl(dey Adys A ... Aday A dyy)
=1
= nl(dz Adxy ANdyp A ... Ndzxy, A dyy),

entao Ao A (dX\o)™ nunca se anula e, assim, Ao € uma forma de contato em R2n+1,
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Exemplo 2.53 A 1-forma a = (cosz)dz + (senz)dy onde (x,y,z) sdo coordenadas em
R3 € uma forma de contato em R3. De fato

da = (senz)dx A dz — (cosz)dy N dz,

logo
aNda = ((cosz)dx + (senz)dy) A ((senz)dz A dz — (cosz)dy A dz)
= (senz)?dy Adx A dz — (cosz)dx A dy A dz
= —dzx ANdyAdz,

entdo a A da nunca se anula e, assim, o € wma forma de contato em R3.

Exemplo 2.54 A 1-forma a = (cosr)dz + r(senr)df onde (r,0,z) sdo coordenadas
cilindricas em R® é uma forma de contato em R3. Para a prova ver [2].

Definicao 2.55 Uma estrutura de contato em uma variedade M é uma distribuicao & C
TM de codimensdo 1 localmente definida por formas de contato. O par (M,§) é dito uma
variedade de contato.

Observagao 2.56 Se A € forma de contato em M, entdo
£ :=ker A
€ estrutura de contato.

Definigao 2.57 Sejam (My,&1), (Ma, &) variedades de contato. Dizemos que um difeo-
morfismo ¢ : M1 — Ms € um contactomorfismo se p,&1 = &s.



Capitulo 3

O Truque de Moser e Teoremas de
Formas Normais

3.1 O Truque de Moser

Jirgen Kurt Moser (Konigsberg 1928 - Schwerzenbach 1999 ) foi um matematico
alemao - estadunidense cuja pesquisa teve um efeito profundo na matematica, assim como
na astronomia e na fisica. Ele fez contribuigoes profundas e importantes para uma gama
extremamente ampla de questoes em sistemas dinamicos e mecanica celeste, equagoes dife-
renciais parciais, analise funcional nao linear, geometria diferencial e complexa e o calculo
de variacoes.

Moser nasceu em Koénigsberg, Alemanha no ano 1928. Aos 15 anos foi recrutado em uma
forga auxiliar militar, que o ajudou a ele nesses momentos dificeis foi o habito de buscar
refigio na matematica que ele desenvolveu pela primeira vez no quartel. “Eu me esqueci
do mundo exterior e pensei em um problema matematico que inventei e tentei resolver na
minha cabega”, lembrou ele. “Isso foi muito reconfortante, os policiais poderiam gritar
comigo o que quisessem.” Apds a guerra, ele passou dois anos terminando o ensino médio
no que, mais tarde, se tornou a Alemanha Oriental. Ele fugiu para o oeste em 1947 para
estudar em Gottingen.

Uma Bolsa Fulbright permitiu que o Dr. Moser passasse um ano em Nova York. Depois
ele retornaria brevemente a Gottingen para trabalhar como assistente de Siegel, escre-
vendo um livro sobre mecanica celeste com seu mentor. Em setembro de 1955, voltou
a N.Y.U. e se casou com Gertrude Courant. Dois anos depois, ele aceitou um cargo no
M.I.T. Tornou-se cidadao dos EUA em 1959 e, um ano depois, aceitou uma oferta para re-
tornar ao Instituto Courant como professor. Em 1965 publicou seu artigo ”On the volume
elements on a manifold”onde ele usou o truque de Moser pela primeira vez. Em 1967,
assumiu a direcao do Instituto Courant de Ciéncias Matemadticas, servindo trés anos, e no
ano 1984 foi diretor do Instituto de Investigacdo de Matemédtica da ETH. Aposentou-se
em 1995, ano em que recebeu o prémio Wolf de matematica. Ele também serviu como
presidente da Uniao Internacional de Matematica de 1983 a 1986. O Dr. Moser morreu
em Schwerzenbach, Suica no ano 1999.

45
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O truque de Moser foi usado por Moser, como mencionamos na biografia, em um de seus
artigos “On the volume elements on a manifold”, publicado em 1965, para provar que em
qualquer variedade orientavel compacta, quaisquer duas formas de volume normalizadas
sao equivalentemente difeomorficas. Este teorema serd enunciado a seguir:

Teorema 3.1 Seja M wariedade compacta, conexa e orientada de dimensao n. Sejam g,

71 € Q"(M) formas de volume tais que

/’7'0:/ T1.
M M

Entao existe um difeomorfismo ¢ : M — M tal que ©*1 = 19.

Demonstracgao.
Definamos a familia de n-formas em M dada pelas combinacoes convexas de 1 e 7

7= (1—t)19 +tr, t€][0,1],

notando que cada 7 é forma de volume e dr = 0 pois, o grau dr =n+ 1 >n = dim M.
A hipétese de que 19 e 71 tem a mesma integral sobre M assegura que essas formas sao
comohomélogas, ou seja, existe 3 € Q" 1(M) tal que 71 = 79 + d3, de modo que

m = (1—t)70+tn
= (1—t)To—|-t(T0—|—dﬂ)
= 10+ tdp. (3.1)

Queremos encontrar uma isotopia ¢, : M — M, t € [0, 1], tal que ¢g =id e
wiT =10, YVt € [0,1]. (3.2)

Desta forma ¢ satisfaz ¢j11 = 70.
A isotopia serd obtida integrando-se um campo de vetores X;, t € M. Para isto, derivemos
(3.2)

d d
0=—(kim) = i (EXtTt + Tt) (do Lema 1.77) (3.3)
dt dt
d
= ¢ilix,dn +dix, i+ < (10 +tdB))  (Teorema 1.6 i) e (3.1))
= ¢ (dix, 7 + dp) (dry = 0)

= ¢ (dlix,m + B)).
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Entao, para poder ter ¢; (d(ix, 7 + )) = 0, devemos encontrar Xy, t € [0, 1], satisfazendo
d(ix, 7 + ) = 0, ou seja,

ix,me+B=0. (3.4)

Como 7; é uma forma de volume, a aplicagdo X(M) — Q" Y(M), X ~ ixm, é um
isomorfismo para cada t. Portanto, para cada ¢, (3.4) tem solugao tnica. O fluxo de
X define uma isotopia ¢; satisfazendo ¢f1; = 79, por ultimo, tomando ¢ = ¢; temos o
difeomorfismo desejado.

g

O truque de Moser consiste essencialmente na forma na qual foi obtido o difeo-
morfismo ¢ na demostragao do Teorema 3.1. Veremos como este método serd usado nas
demostracoes dos teorema de formas normais, e assim veremos que ele é peca fundamental
na demonstracao de varios resultados de rigidez local. Neste trabalho nos centraremos
em trés destes resultados, os quais sao o Teorema de Darboux para Forma Simpléticas,
o Teorema de Darboux para Formas de Contato, e o Teorema da Vizinhanca Lagrangi-
ana. O Truque de Moser aproveita as principais caracteristicas de uma forma simplética
e formas de contato para mostrar a equivaléncia de estruturas simpléticas e de contato
respectivamente.

3.2 O Teorema de Darboux - Formas Simpléticas

O seguinte teorema, chamado o Teorema de Darboux, nos diz que variedades simpléticas
nao possuem invariantes locais, isto é, localmente todas elas sao simplectomorfas ao espaco
simplético padrao (R?",wp). O teorema de Darboux foi provado pela primeira vez, em uma
forma ligeiramente diferente, por Gaston Darboux em 1882, em conexao com seu trabalho
sobre equagoes diferenciais ordindrias que surgem na mecanica cldssica.

Teorema 3.2 (Darbouz) Seja (W,w) uma variedade simplética de dimensao 2n e seja
p € W. Considere R*" munido da forma simplética canénica wo (2.1). Entdo existem
vizinhancas U C W de p, V. C R?™ de 0 € R?*™ e um simplectomorfismo ¢ : U — V tal

que o(p) =0 e *wy = w.

(W, w)

\

Figura 3.1: Simplectomorfismo ¢

Demonstracgao.
Como W é uma variedade diferencial e p € W, existe um homeomorfismo v : Uy — V,
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onde Uy C W vizinhanga de p, V = ¥(U;) C R?" vizinhanca de 0 € R?" e 3 (p) = 0.
Além disso, como ¢~ : V — Uy e w € Q2(U7), temos Q = (~1)*w € Q?(V) (Figura 3.2).
Por outro lado, como TpV é um espagco vetorial real e Qg é forma bilinear antissimétrica

man

(W, w)

Q= (1w
(V,0)

-
LA

Figura 3.2: Amplificacao

e nao degenerada temos que (TpV,€|p) é um espaco vetorial simplético. Da Proposigao

2.19, existe
M : (ToV, Qo) = (R*™, wp), com M(0) =0 e Q| = M*wp.
Como TpV ~ R?”, temos

M : (R?™ Qo) — (R*", wp), com M(0) =0 e Qo = M*wp,

além disso, como M~ : M(V) = V e Q € Q*(V) temos Q' = (M~1)*Q € Q2(M(V))

(Figura 3.3).

(W, w)

,’l[ml :,r\.'_‘.ll M

Q= (M-1)*Q

\(;\!{1'}‘ )
°/

A

Figura 3.3: Aplicacdo M
Como Q|o = M*wy, temos

Q‘O(a76) = M*WO(CV75)7 va’BERZH
= wo(Ma, MB), Va,B € R* (definicio de M*)

trocando a com M 'av e 5 com M~13 temos

Qlo(M ', M~'8) = wo(a, B) Va, 3 € R,
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Portanto,

V9o(u,v) = (M H*Q)|o(u,v), Yu,v € R*"
= Qp-1(0) (M~ Yu, M), Yu,v € R®*™ (definicdo de (M ~1)*)
= Qo(M tu, M), Vu,v € R*™
= wo(u,v), Yu,v e R?™ (de 3.5),

entao ]y = wo.
Se conseguirmos ¥ um simplectomorfismo tal que ¥(0) =0 e U*wy = ', teremos

\I’*UJO = Q,

= Y
(W) (M) T'w = w
(PoMoY)'wy = w.

Tomando ¢ = ¥ o M o, vamos ter um simplectomorfismo ¢ tal que p*wy = w e p(p) =
(WoMo)(p) =V(M(p)) =Y (M(0)) = ¥(0) =0 e o Teorema ficaria demonstrada.
Entao vamos mostrar que existe esse simplectomorfismo. Temos duas formas simpléticas
wo e Q' definidas em uma vizinhanca U = M (V) de 0 € R?" tais que wplg = '|o, isto é,
(wo—)|o =0.

Por uma versdo do Lema de Poincaré (Teorema 1.82), existem Uy C U vizinhanga de 0, e
1-forma p definida em Uy, tais que (wo — Q')|, = dp e plo = 0. Seja

Q% = (1-0)Q +tw
Q —+ t(wo — Q,)
= O +tdp .t €10,1]. (3.6)

Além disso, de (wp — )|, = dp e (wo — Q')|o = 0, temos dulp = 0. Portanto, podemos
diminuir Uy a Uy C Up, se necessario, de modo que para cada p € Uy, 4, seja simplética
para todo t € [0,1]. De fato, para t = 0 temos

(Qo]o)™ = (Y]0)" = (wo)" #0  (pois wy é simplética e do Lema 2.23).

Logo, do Lema 2.23, temos que g|o é simplético. Por outro lado, da continuidade de €2
em t e diferenciabilidade de €, existe Uy C Uy tal que (]p)" # 0Vt € [0,1], Vp € Ui,
logo € é simplético em U; para todo ¢ € [0, 1].
Por outro lado, afirmamos que, para p € U; e para todo t € [0, 1]

Qt|p : TpL{1 — T;Z/ﬁ

u = Qlp(u,-)

¢ isomorfimo. De fato, como Q|,(u,-) = 0, temos que u = 0, pois w¢|, é ndo degenerada,
portanto, Nu(Qp) = {0} e, assim, |, é injetiva. Como dim(Tih) = dim(T,Uy), temos
que §|, é sobrejetiva, logo |, é isomorfismo.
Entao, dado —pl, € TyU1, existe um tnico Xy|, € Tyl tal que

Qulp(Xilp,-) = —plp

ix,, 2% = —#lp,
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logo como tomamos p € U; qualquer, temos
Z-)(tglt = —H, (37)

para todo t € [0,1] em U; e depende suavemente de ¢.
Agora, note que Xy|p = 0,Vt € [0, 1]. De fato,

ix, oo = —plo
Qtlo(Xtlo,:) = 0 (€ é nao degenerada)
Xilo = 0.

Portanto, para Us C U; suficientemente pequena, podemos integrar X, atét=1e
obter uma isotopia p; : Us — U, t € [0, 1], satisfazendo py = id , dt =Xioprep(0)=0
(a partir de (1.2) e da definigao de isotopia).

Temos, entao

P = *(déz + Lx, %) (do Lema 1.77)

= il (Q’ +tdp) + Lx, %) (de (3.6))

= p%“(du + Lx,h)

= pi(dp+d(ix, ) +ix,dQ)  (Teorema 1.75 iii))

pr (dp + d(ix, Q) +ix,0)) (Q; é simplética)

prd(p+ ix, )
prd(p — p) (de (3.7))

= 0.

Portanto, temos % P = 0 e integrando temos
p;h = ¢, ¢ constante,

tomando ¢t =0

poflo = ¢
idQY = ¢
QO = ¢

entdo pfl = . Agora, tomando ¢t = 1, temos piQ = , isto é, pjwy = Q' com
1:Us — p1(Uh) C Uy e p1(0) = 0. Tomando U := (p~ o M D) , V i= p1(Uo) e
U = p; (Figura 3.4), concluimos a demonstragao.

O

3.3 O Teorema de Darboux - Formas de contato

O Teorema de Darboux 3.2 para formas simpléticas nos diz que variedades simpléticas de
mesma dimensao sao localmente simplectomorfas. Veremos que o mesmo tipo de flexi-
bilidade local vale em geometria de contato. Veremos que toda estrutura de contato em
uma vizinhanca de uma variedade de dimensao 2n + 1 tem o mesmo comportamento que
a estrutura de contato canonica em R?"H!,
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mw2n

M 1 B2n M

__-,E'_J.u “f — [‘,“; ]}°$E

v =p 7 (M(V), )
7 n [M_)] / /‘N

Figura 3.4: Aplicacao p1

Teorema 3.3 (Darbour - formas de contato) Seja A uma forma de contato em uma
variedade M sem bordo de dimensao 2n+ 1. Dado p € M, existe uma vizinhanca U C M
de p com coordenadas (x1,...,ZTn,Y1,--.,Yn,2) tal que nessas coordenadas p = (0,...,0)

n
e My ~dz+ Z:cldyl
i=1

Demonstracao.
Seja Uy C M uma vizinhanca aberta de p com coordenadas = (Z1,...,Zn, Y1, .-, Yn, 2)
tal que p = (0,...,0). Sabemos que T,M = span{a%l,...,%,...,%,...,%,%} e,

do Lema 2.49, temos T,M = ker)|, @ d\|,, com dim(ker A|,) = 2n e dim(kerd\|,) =
1, portanto, por uma mudanca de coordenadas linear em R?"t! podemos assumir que
ker A[, = span{a%i,a%i,i = 1...n}, % € kerd\|, e )\|p(%) = 1. Mais ainda, como
(ker Alp, dA|p) é um espago simplético, pela Proposicao 2.19, temos que (ker A|p, dA|,) é

n

simplectomorfo a (R**,wp), ou seja, dA|, = g ds; A dri, onde (S1,...,80,T1,...,Ty) SA0
i=1

coordenadas em ker A[,. Podemos também assumir, por uma nova transformagao linear,

que dA|, = Z dx; A dy;, logo A|p, = dz + Z x;dy;.
i=1 i=1

n
Seja agora A9 a l-forma em Uy escrita nestas coordenadas como dz + indyi, isto é,
N " =1
Xolg = dz + indyi, Vq € Uy, portanto, dolq = Zdwi A dy;, Vq € Uy, em particular,
i=1 =1
n n
como p € Uy, temos Ag|, = dz + indyi e d\olo = Zd%' A dy;, a qual é uma forma

i=1 i=1
de contato em U, pois Ag A (dAg)™ nunca se anula em Uy. Temos entdo duas formas de

contato A e A\g em Uy com M|, = Aolp € dA|, = dXolp.
Seja Ay = (1 —t)\g + tA, t € [0,1], a familia de 1-formas em Uy dada pelas combinagoes
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convexas de A e \g. Pela observagao anterior,

Mlp = ((T=8) Ao +tN)]p
(1 =1t)Aolp +tA[p
= (1 - t))\O‘p + t)“O (/\0’17 = )“p)
= >‘O|p>
entao Alp = Aolp = Alp € dM\i|p = dXolp = dA|p. Temos ent@o (A:A(dA)™)|t=0 = Ao A(dXo)"™
nunca se anula. Pela continuidade de Ay A (d\;)™ e a compacidade de [0,1], temos que
existe uma vizinhanca U; C Uy suficientemente pequena de p, tal que Ay A (dA;)™ nunca se
anula em Uy, para todo t € [0, 1], portanto, A; é uma forma de contato em Uy, para todo
t €[0,1].
Queremos encontrar uma vizinhanca Us C Uj suficientemente pequena de p e uma isotopia
pt : Us — Uy, t €]0,1], tal que pg = id,
pt(p) =pe p:‘j)‘t = Ao, Vt € [07 1] (38)

Desta forma p; satisfaz pjA = Ao, e basta tomarmos coordenadas em U := p;(Uz) dadas

n

por T; = x; o pl_l, Ui = Y; © pl_1 ez=zo pl_1 para obtermos A = dz + Ziidgi e concluir
i=1

a demonstragao (Figura 3.5).

1

Figura 3.5: Aplicagdo @ o p~

A isotopia serd obtida integrando-se um campo de vetores Xy, ¢t € [0,1] em U;. Para
ver que forma deveria ter X;, derivemos (3.8)

d dX;

= a(Pr)\t) = p <£Xt)\t + > (do Lema 1.77) (3.9)

0
dt

— prliedh + dix M+ %((1 _ A +1)))  (Teorema 1.6 iii))

= p:(ixtd)\t + diXt)\t + A= )\0).

Entao, para poder ter p;(ix,d\: + dix, A\t + A — o) = 0, devemos encontrar Xy, t € [0, 1],
satisfazendo

iXtd)\t‘FdiXt)\t‘f’)\_)\O = 0. (3.10)
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Como X;|, € T,M = kerd\|, ® ker |4, Vq € Uy, temos Xy = ARy + By, onde R; com
Ry|q € kerd)¢|q, Vg € Uy, é o campo de Reeb de A (ou seja, ig,d\y =0 e ip, A\t =1 ), isto
vem do Lema 2.51, B, € ker \; em U; para cada t € [0,1] e A; é uma familia de fungoes.
Calculando (3.10) em Ry, obtemos

iRt(iXtd)\t + diXt)\t +A—Xo
iRt(ind)\t) + iRt(diXt)\t +A—Xo
ir, (AXe( X, +)) + i, (AN (X2)) + X = Xo

)

)

) (da definigao de 1)
0+ ir, (d(A\e(AeRe + Bt)) + A — Xo)

)

)

)

0
0
0
0 (ig,d\ = 0)
ig, (d(AN(Re) + Me(Be)) + A — Ao 0

ir, (d(Agim, M) + A — Ao 0 (B € ker \y)

im, (dA; + X — Xo 0 (im A =1)

ir,dA; = ig,(Ao— A),

logo denotando por f; =ig,(Ag — A), temos
ft = tr,dA;. (3.11)

Esta é uma familia suave a 1-pardmetro t € [0, 1] de equagoes lineares a derivadas parciais
de primeira ordem n&ao homogéneas para a familia de funcoes A;. E sempre possivel,
através do método das curvas caracteristicas, encontrar uma familia suave de solucoes A,
t € [0,1], em U; desde que U; seja uma vizinhanga suficientemente pequena de p. Note
que podemos também assumir que A;|, = dA;|, = 0 para todo t € [0,1]; veja o Lema 3.5.
Encontraremos agora a componente B; de X;. De (3.10) temos também

(Xt = Ath + Bt)
(da definigao de 1)

PA R+ B, ANt + dig, R+ B A+ A — Ao =

dM(AR + By, ) + d(M(AiRy + By, ) + A — Ao =
ApdNi(Ry, ) + dNe(By,-) + d(Ag (R, ) + M(Bg, 1)) + X — Ao
Agig,dNs + i dhe + d(Agig e +0) + X — Ao
imdAe + d(Arig M) + A — Ao

igdh+dAi+ X — X =

0
0
0
0 (B: € ker \y)
0 (ig,d\ =0)
0 (igAh=1). (3.12)

Definamos

(d\)T :ker Ny  —  (ker \p)*
v ’ivd)\t = d)\t(v, )

Notamos que (dA\:)™ ¢é injetiva, pois se d\¢(v,u) = 0, Yu € ker \;, temos que v = 0,
afinal, d\; é ndo degenerada em ker \;. Entao ker((d\)") = {0}, que significa que (d\;)*"
¢ injetiva, além disso, temos dim(ker \;) = dim(ker \;)*, logo (d\;)* é um isomorfismo.
Por outro lado, como —(dA; + A — Xo)|q € (T,M)* e ker \¢|q C T,M, Vq € Uy, temos
—(dAt+ X —X0)|ker n, € (ker \p)*, e como (d\;)T é isomorfismo, existe um tinico v € ker Ay,
tal que i,d\; = —(dA; + XA — \g), restringindo (3.12) a ker Ay, obtemos finalmente v = By,
t € [0,1], que fica unicamente determinado.

O campo X; assim definido é tal que X;|, = 0, para todo t € [0,1]. De fato, pois de (3.12)
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temos
i d\ = —(dAs+ X —No)
iBtd)\t]p = —(dA;+ )\ — AO)]p
(d)‘t(Bta ‘))|p = _dAt‘p - )‘|p + )‘0|p
((1 - t)d/\O + t>‘)|p(Bt|p’ ) =0 (dAt|p =0, )"p = )‘0|p)
((1 —t)d)‘o‘p+t)“p>(3t‘p>‘)) =0
(d)‘O‘p)(Bt‘pv )) =0
By, = 0 (d\o|p ndo degenerada).
Logo

Xilp = (AtRi+ By)lp
= At|pRt’p + Bt|p
=0 (At|p:07Bt|p:0)

temos entdo X[, = 0 e, portanto, a isotopia p;, obtida integrando-se X;, deixa p fixo.
Mais ainda, em uma vizinhanca Us C U; suficientemente pequena, p¢|y, estd definida para
todo ¢ € [0, 1], com valores em U; e satisfaz %(p;f)\t) = 0. Em vista de (3.9) integrando
este ultimo temos

pi A\t = ¢, c constante, (3.13)
tomando t =0
poro = ¢
Zd)\o = C
)\0 = C,

entao p; A\ = A\g. Agora, tomando ¢t = 1 temos pjA1 = A, isto é, piA = Ag. Isso completa
a demonstragao.
0

Corolario 3.4 Sejam My, Ms variedades de mesma dimensdo com formas de contato
A1, Ao, respectivamente. Entdo para quaisquer dois pontos p; € M, i = 1,2, existem
vizinhangas U; C M; de p; e um difeomorfismo ¢ : Uy — Uy satisfazendo ¢(p1) = p2,
P Aa = A1

Lema 3.5 Considere funcdes suaves by, ..., by, f definidas em uma vizinhanca V de 0 €
R*. Se by ndo se anula em V N {x = 0}, entio dada qualquer funcio ug definida perto
de 0 € RF"1 existe uma “tnica”solucio u(xy, ..., x1) de
k
ou
° Zi
=1

satisfazendo u(xy, ..., x5-1,0) = wo(x1,...,TK_1).
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3.4 O Teorema da Vizinhanca Lagrangiana

Definicao 3.6 Seja (M,w) uma variedade simplética, uma subvariedade Y de M é uma
subvariedade lagrangiana se, para todo p € Y, T,,Y € uma subespaco lagrangiano de T, M,
i.e., wpl,y =0 e dimT,Y = %TPM.

Definigao 3.7 Uma estrutura complexa em um espago vetorial V € um automorfismo
J:V =V tal que J?> = —id. Com tal estrutura V torna-se um espaco vetorial complexo
por i = +/—1 correspondendo a J

CxV —=V:(s+it,v) — sv+tJo.

Em particular, V' € necessariamente de dimensdao par sobre os reais. Denotamos o espaco
de estruturas complexas em V por J(V).

Definicao 3.8 Seja M uma variedade 2n-dimensional real. Uma estrutura quase com-
plexza em M é uma estrutura compleza J no fibrado tangente TM. Um 2-forma w € Q*(M)
€ dita compativel com J se é compativel com J como uma forma bilinear simplética no
fibrado vetorial TM . FEsto significa que a forma bilinear

(v, w) = w(v, Jw)

define uma métrica Riemanniana em M. Uma métrica Riemanniana g(v,w) = (v, w) €
dita compativel com J se

(Jv, Jw) = (v, w)

para v, w € TM. Neste caso a 2-forma w(v,w) = (Jv,w) € ndo degenerada e compativel
com J e o triplo (w,J,g) € dito compativel. Assim existe uma correspondéncia bijetiva de
2-formas nao degenerada compativel com J e métricas Riemannianas compativeis com J.

Lema 3.9 Sejam M uma variedade de dimensao 2n e Q C M wuma subvariedade com-
pacta. Suponha que o0s wy, w1 € Q2(M) sdo 2-formas fechadas tais que em cada ponto q de
Q as formas wy e wy sao iguais e ndo degeneradas em Ty M. Entao existem vizinhancas
abertas Ny e N1 de Q e um difeomorfismo v : Nog — N7 tal que

gb‘Q = ’id, qb*wl = Wy-

Observagao 3.10 Tomando @ como um ponto em M no Lema 3.9, obtemos o Teorema
de Darbouz para Formas Simpléticas (Teorema 3.2).

Lema 3.11 Seja L uma subvariedade n-dimensional da variedade M. Entao
TqoT"L=T, Lo T,/ L.

Demonstracao.
Escolhemos coordenadas (x1,...,x,) em uma vizinhanga de ¢ € L, de modo que
(1., Tn,Y1,---,Yn) sdo coordenadas correspondentes em T7*L. Sabemos que o fibrado
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cotangente T* M tem projecao natural 7* : TM — M, logo temos seu diferencial
(%) : T(T*M) — T M, note que

0 0
ker((7),) = <z 2
er((7")«) span{ayl ayn}

Por outro lado, como Ty L = T, 0)(Ty L) e T(4,0)(Ty L) = ker(7")., existe um isomorfismo

¢: T L — ker((7")«) C T(T*M),
portanto existe

¢~ ker((7*),) C T(T*M) = T; L.

Como Ti40)(T*L) C Tiq0)(T*M) e T(4,0)(T; L) = ker(r*). teremos

Tl oy 1) Tqo)(T*L) = TyL.
Podemos definir

U T,0(T°L) — T,LeTiL
v U() = ((17)(v), 07 ()

que é um isomorfismo, logo T, 0\ (T L) = T,L ® Ty L.
g

Teorema 3.12 (Teorema da Vizinhanga Lagrangiana) Seja (M,w) uma variedade
simplética e L C M wma subvariedade Lagrangiana compacta. FEntao existem uma vi-
zinhanca Lo C T*L da secdo nula, uma vizinhanca V. C M de L, e um difeomorfismo
p: Lo —V tal que

* .
Y w= _datauta 30|L = Zd,
onde gyt € a 1-forma canonica em T* L.

Demonstracgao.
Como L C M, temos TL C TM|r, pois

TL = {(z,u)| v€ LiueT,LCT,M}e
TM|, = {(z,v)] ze€LiveT,M}.
Seja J : TM — TM, com J? = —id, uma estrutura complexa no fibrado tangente T'M.
Afirmacdo: w € Q%(M) é compativel com .J.
De fato, para provar isso vejamos que a forma bilinear (u, v) = w(u, Jv) define uma métrica
Riemanniana em M.
Sejam u,v € T, M,
(u,vy = w(u,Jv)
= —w(Jv,u)
—w(—v, Ju)
w(v, Ju)

= (vu),
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logo (-, -) é simétrica. Agora tomando u € T, M com u # 0,
(u,u) = w(u,Ju) >0, (w énao degenerada)

logo (-, -) é definida positiva. Portanto (-,-) é uma métrica Riemanniana em M.
Afirmacao. J(T,L) L T, L em T, M
De fato, sejam Jv € J(T,L) e u € T, L, notamos que
(u, Jv)y = w(u,J(Jv))
w(u, —v)
= 0, (u,v € T, L e T, L é Lagrangiano)
entio J(T,L) L T,L.
Afirmagao. T,M = J(T,L) ® T, L.
De fato, seja u € J(T,,L) N T, L, entao
(uyuy =0, (J(T,L) L T,L)

ou seja, u = 0, logo J(T,L) L T, L = {0}. Portanto J(T,L) ® T, L C T, M.

Por outro lado, temos que M é uma variedade simplética, portanto tem dimensao par,
seja dim M = 2n, além disso temos L subvariedade Lagrangiana de M, entao

dim L = % dim M = n e portanto dim T,,L = n, e como J é injetiva, temos dim J(7,.L) = n.
Logo

2n = dim J(T,L) + dim T, L = dim(J(T,L) ® T,L) < dim T, M = 2n,

ou seja, T,M = J(T,L) & T, L.
Agora definamos

Ve : Tyl —  (TL,L)*
v <"U>

que é linear pois (-, )|,z € bilinear. Como 1, é injetiva e dimT,,L = dim T} L temos que
1, € um isomorfismo, logo definimos

¢x = (ta) " ¢ (TL)" = T, L,
com isto podemos definir
0 :T'L — TL
(z,k) — (x,¢4(kK)).
Temos a aplicacao exponencial
exp:TM — M
(z,0) > exp,(v),

lembre que exp,(0) = .
Considere agora a seguinte composicao

®:=expoJog:T'L — M
(k) > expy(J(da(k))).
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Sua diferencial é
AP 5.0) : Tw0)(T*L) = To M.
Do Lema 3.11 temos T\, 0)(T*L) = T, L + T, L, entao

d@(x,o) : TxL + T;L — Ta;M
v+ B = dP 0 (v+B).

Vejamos como estd definida. Para isto, primeiro vejamos como estd definida d®, ) (v+0),
para v € T, L. Considere

v:(—€e€) — L
com v(0) = z e 7//(0) = v e, assim, definimos

I':(—ee€e) — T°L
t — (v(1),0)

com I'(0) = (2,0) e I'(0) = v 4 0, portanto

Pol'(t) = @(v(t),0)=~(t)
BoT(0) = ~(0)=ux

(@oL)(t) = 7'(t)
(@oI)(0) = (0)=v
d®rpI'(0) = v
d® (4.0 (U +0) = .

Agora vejamos como estd definida d®, o) (0 + 3) para 8 € T, L. Para isto, definamos

n:(—ee€e) — T'L
to— n(t) = (z,t5)

com (0) = (x,0) e 1/(0) = 0+ B, logo

(Pon)(t) = P(z,th)
= epr(J(¢x(tB>))
= exp,(tJ(9.(5))).

Notamos que (@ o 7)(0) = exp,(0) = z e
(@on)'(t) = d(exp)exp, (t1(s.(8)) ] ($=(8)),

logo (® 0 7)"(0) = d(exp)exp, (0)/ (¢(B)) = d(exp)a (d2(B)) = J(¢=(B)) e, assim,
AP ;0)(0 + B) = (2 on)'(0) = J(¢2(8)),
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consequentemente

AP 0)(v + B) = v+ J(dx(B)).
Por outro lado, sejam vy + B1, va + B2 € T, L+ T L
P W 0) (V1 + Br,v2 + B2) = Wa(a,0)(dP(r0) (V1 + B1), Py 0)(v2 + B2))

= wy(v1 + J(92(81)), v2 + J(d(B2)))

= we(v1,v2) + we(v1, J(B2(B2))) + wa(J (d2(B1)), v2)
+wz (J(@2(B1)), J(¢2(52)))

= wa(v1, J(¢2(B2))) — wa(v2, J(92(B1)))

= (v1,02(B2)) — (v2, d=(B1))-

Lembre que ¢, = ()}, logo

portanto

D*w(z0)(v1 + Pr,v2+ B2) = (v1,02(B2)) — (v2, ¢ (1))
= fa2(v1) — Bi(v2). (3.14)

Sabemos que dim L = n, logo n = dim 7, L = dim T} L, entao
dim T*L = dim T, )(T*L) = dim T, L + dim T L = 2n.
Seja © = (q1,...,qn) coordenas em L; C L, logo
0 0
T.L = span< —,...,—
; b {6(11 aQn}
T:L = span{dqi,...,dqn}.

Se k € Ty L, temos k = pi1dq1 + ... + pndqy. Logo, como (x,k) =(q1y--,GnsD1s---,Pn) €

T*L, entdao T, ,.)(T*L) = span{a%l, cey %, aipl, e ap } e uma vez que
T (T*L) = T L + Ty L também temos T L = span {%, ce %}. Seja agora dogqur a

2-forma canonica nestas coordenadas damut (z,5) = Z dp; N\ dg;. Como vy,ve € T L e

n
. 0 0
B1,P2 € T L, temos que v; = kg_l vlf o0 g U2 8 b1 = ;:1 B{% e

- 0
Br= B . Logo
=1 qi

daut (z,0) (V1 + B1,v2 + B2) = Z dpi N in(Z U’fa Z Z 88 Z 38
i=1 k=1 =1 9P q=
= > (Bivh — Bio})
i=1

= Pi(v2) — B2(v1). (3.15)
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Logo de (3.14) e (3.15), temos
P w(z0)(v1 + B1,v2 + B2) = —dataut (z,0)(v1 + B1,v2 + Ba).

Portanto tenho ®*w, —dayg,: duas 2-formas fechadas tais que sao nao degeneradas e
®*w = —daygyr em T, L1, para todo x € L1, entao pelo Lema 3.9 sabemos que existe V3
e V, vizinhancas de L; em T*L e um difeomorfismo ¥ : V; — V5 tal que V|, = idr, e
U*(d*w) = —dayqy:- Basta tomar ¢ = oW e Ly = V).

a
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