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Resumo

Um dos objetivos de geometria da informacdo € revisitar métodos consagrados na estatistica
com ferramentas de geometria diferencial. Neste trabalho apresentamos a linguagem bdésica
da Geometria da Informagdo, como a matriz de informagao de Fisher, as a-conexdes e as
funcgdes de divergéncia. Em seguida, apresentamos um anédlogo ao Teorema de Pitdgoras para
as divergéncias de Bregman e concluimos com algumas aplicacdes deste teorema.

Palavras-chave: Geometria da Informacdo, Divergéncia de Bregman, Matriz de Informacgao
de Fisher, Conexdes Duais, o-conexdes, Teorema Pitagoreano, Teorema da Projecao
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Abstract

Information Geometry aims to see statistics with a geometric point of view. The main goal
is to reach a deep understanding of how well and efficient some of the statistics tools really
are. In this work, we present some basic definitions such as the Fisher Information Matrix, o -
connections and divergence functions. Next, we present the Pythagorean Theorem for Bregman
divergences and will conclude with some applications of this theorem.

Keywords: Information Geometry, Bregman Divergence, Fisher Information matrix, Dual
Connections, &-Connections, Pythagorean Theorem, Projection Theorem
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CAPITULO 1

Preliminares de Probabilidade e Estatistica.

1.1 Espacos de probabilidade e variaveis aleatorias

Definicao 1. Seja Q um conjunto qualquer e X uma familia de subconjuntos de Q2. Chamamos
Y de ¢-algebra quando satisfaz as seguntes condigoes:

(i) 0 e Q pertencem a X.
(ii) Se A pertence a X, entdo o complementar A€ pertence a X.

(iii) Se (An)nen € uma sequéncia enumerdvel de conjuntos em X, entdo a unido U, A,
pertence a X.

O par (Q,X) é chamado de espaco mensurdvel. Um elemento de ¥ é chamado de conjunto
Y-mensurdvel.

Defini¢do 2. Uma fungdo P : ¥ — RU {40} é chamada de medida de probabilidade sobre ¥
quando satistaz as seguintes propriedades:

(i) P(A) >0 paratodo A € X.
(i) P(Q)=1.
(iii) Se (A,) € uma sequéncia de conjuntos disjuntos em X, entdo P(U;_|A,) =Y, P(Ap).

A tupla (Q,X,P) é chamada de espaco de probabilidade. Neste caso, um conjunto E € ¥ ¢
chamado de evento de Q.

Definicdo 3. Seja B € X um evento tal que P(B) > 0. Definimos a probabilidade condicional
do evento A dado B por
P(ANB)

P(B)
Note P(- | B) define uma nova medida de probabilidade em Q, e em B (com a c-algebra re-
lativa). Dizemos que A e B sdo eventos independentes se P(ANB) = P(A)P(B). Neste caso,
segue-se diretamente que P(A|B) = P(A) e P(B|A) = P(B).

P(A|B) =

Proposicao 1.1 (Teorema da Probabilidade Total). Se {B,}, é uma particdo de Q (i.e., uma
familia disjunta de eventos que cobrem ), entao vale

P(A) =Y P(A| By)P(By),

para qualquer evento A.
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Demonstragdo.

P(A) :P(Aﬂ(Uan)) :P(Un(AﬂBn)) :ZP(AﬂBn) :ZP(A ‘ Bn)P(Bn)'

n n

Teorema 1.2. (Teorema de Bayes) Se A e B sdo dois eventos com P(A) > 0, entdo vale que

Pwp@:f@g%ﬂﬁ

Defini¢do 4. Uma varidvel aleatéria é uma fungdo X : Q — 2" = X (Q) C R" mensurdvel, ou
seja, para todo Boreliano B C R", tem-se X !(B) € X. Assim, se X : Q — 2 =X(Q) CR" é
uma varidvel aleatéria entdo cada uma de suas componentes X/ de X = (X',...,X") é também
uma varidvel aleatoria.

Uma varidvel aleatéria X = (X,...,X,) induz de maneira natural uma medida de probabi-
lidade na o-dlgebra induzida pela c-algebra de Borel. Basta definir u(B) = P[X € B, onde
a notagio [X € B] denota o conjunto X '(B) = {® € Q| X(w) € B}. Definimos a funcdo de
probabilidade acumulada de X por F(xy,...,x,) = P[X; <xi,...,X, < x,]. No caso de um ve-
tor aleatério X = (Xi,...,X,), com n > 2, a medida u é chamada de medida de probabilidade
conjunta de Xj,...,X,. Sobre uma funcio mensurdvel f : 2~ — R* define-se a integral [ fdu
de f com respeito a medida de probabilidade u.

Abaixo, definimos os dois principais tipos de varidveis aleatdrias, a saber as varidveis alea-
torias discretas e continuas.

Definicao 5. Uma varidvel aleatoria é dita discreta quando a imagem %2 de X é um conjunto
enumerdvel. A fung¢do P(x) = P[X = x| é chamada de func¢do massa de probabilidade de X. A
integral de uma fung¢io mensuravel f : 2 — R* é dado por [ fdu =¥ ,c o f(x).

Definicao 6. Uma varidvel aleatoria X é dita continua quando existe uma funcio nao-negativa
p:R — [0,4) de modo que [~ p(x)dx =1 e, para todo a < b tem-se,

PRG@M:L%@M.

A fungdo p € chamada de fungdo densidade de probabilidade de X. Na verdade, pelo Teorema
de Radon-Nikodym, isto é equivalente a dizer que a medida u(B) = P[X € B] é absolutamente
continua em relagdo a medida de Lesbegue. Convém observar que a densidade de probabilidade
p ndo é uma probabilidade; em geral p(x) pode assumir valores maiores do que 1. A integral
de uma fungdo mensuravel f : 2~ — R¥ é dada por [ fdu = [ f(x)p(x)dx.

Vejamos também alguns modelos simples de distribui¢des de probabilidades.

Exemplo 1. Fixado um pardmetro A € (0,1), dizemos que uma varidvel aleatéria X possui
distribui¢cdo de Bernoulli se a imagem 2" = {0,1}, e

P(x)=A*(1-2)'"*, xe{0,1}.

Escrevemos X ~ Ber(1).
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Exemplo 2. Dizemos que uma varidvel aleatoria discreta X com 2" = {0,1,...,} tem distri-
bui¢do de Poisson com parimetro A > 0 quando a fung¢do de probabilidade de X é dada por

lx
— A
P(x)=e L
Escrevemos X ~ Pois(A).
Exemplo 3. Dizemos que uma varidvel aleatéria T > 0 tem distribui¢cdo exponencial com
pardmetro 3 > 0 e escrevemos T ~ exp(f}) se sua fungdo densidade de probabilidade é dada
por

p:p) = e

Claramente, f(t;3) > 0, para todo t > 0 e é imediato verificar que [, p(t;)dt = 1.

Exemplo 4. Sejam o, 3 > 0. Dizemos que uma varidvel aleatoria X > 0 tem distribuicdo gama
com pardmetros & e 3 se a densidade de probabilidade é dada por

axa—le—ﬁx
px|a,B)= BFT

OndeT'(at) = [ t% e~ 'dx.
Exemplo 5. Sejam o, B > 0. Dizemos que uma varidvel aleatéria 0 < X < 1 tem distribui¢do

beta com pardmetros o e 3 se a densidade de probabilidade é dada por

plox] ) = ot (1P

Exemplo 6. Dizemos que uma varidvel aleatoria X tem distribui¢do normal univariada com
pardmetros (L € (—o0,0) e 62 > 0 quando sua distribuicio de probabilidade é dada por

1 (a—p)?

e 2?2 | paratodo —oo <x < oo,

p(x;u,0) =
2T o

Escrevemos X ~ N(l,0).

Exemplo 7. Seja u € R" e ¥ uma matriz simétrica positiva-definida. Dizemos que um vetor
aleatério X = (X',...,X") tem distribui¢do normal multivariada com parimetros y e T, se a
densidade de probabilidade é dada por

! 1 .
plxp,X) = Wexp{—i(x—ﬂ) X I(X—N)}

Chamamos U de vetor de médias e X de matriz de covaridncias. Escrevemos X ~ N,(i,X).
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1.2 Distribuicoes multivariadas

Nesta secdo, falaremos de conceitos importantes em distribui¢des multivariadas, tais como
independéncia, distribui¢cdes marginais, distribuicdes condicionais e amostras 1.i.d. Comecare-
mos considerando um vetor aleatério X = (X!,....X"): Q — 2" = X(Q) C R" e uma distri-
buiciio de probabilidade conjunta f(x!,...,x") associada 2 X = (X!,... . X").

Definiciao 7. Dizemos que dois vetores aleatérios X : Q — 2 CR"eY : Q — % C R™ sdo
independentes se, para quaisquer conjuntos Borelianos B| C R" e By C R™, vale o seguinte:

P [XEBl]ﬂ[YEBQ] :P[XEBl,YGBQ]:P[XEBI]P[YEBz].

Note que se as componentes de um vetor aleatério X = (X', ..., X") sdo varidveis aleat6rias
independentes entdo a distribuicao conjunta acumulada satisfaz:

n
PIX; <x1,..., X, <xa] =[] PIXi < xil,
i=1
para quaisquer nimeros reais xi,...,X,. Sabemos que se os eventos E,...,E, € ¥ sdo inde-
pendentes entdo

P[ﬁEi] :ﬁP[Ei]. (1.1)
i=1 i=

Em termos de varidveis aleatdrias, a equacdo (1.1) acima € equivalente a dizer que as funcdes
indicadoras X; = I, sdo varidveis aleatorias independentes. Aqui, dado E € X, definimos a
fun¢do indicadora [z (w) = 1 se w € E e 0 caso contrério.

Definicdo 8. Seja f(x,y) a fungdo de probabilidade conjunta de (X,Y ). Definimos a funcdo de
probabilidade marginal de X por

flx) = / f(x,y)dy. (1.2)

No caso em que Y € uma varidvel aleatoria discreta, a integral se reduz a soma: f(x) = P(X =
x) =Y, P(X =x,Y =y) =Y, f(x,y). No caso em que a distribui¢io marginal f(y) > 0, define-
se a probabilidade condicional de X dado Y por

~ fxy)
fx|y)= o) (1.3)

Das definicoes (1.2) e (1.3) acima, segue-se a seguinte versao do Teorema da Probabilidade
Total:

10 = [ 11 5) 70y

Além disso, se Xi,...,X, sdo varidveis aleatdrias independentes entao a distribuicdo conjunta é
o produto das distribui¢des marginais, ou seja, f(xy,...,x,) = f(x1)... f(x,). Alé disso, o Te-
orema de Bayes é dada por: f(x|y) = f(y|x)f(x)/f(y), onde f(x) e f(y) sdo as distribui¢des
marginais.
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Definicao 9. Diremos que as varidveis aleatorias Xi,...,X, sdo independentes e igualmente
distribuidas (i.i.d.) se elas forem independentes e as suas respectivas distribuicoes marginais
fx, definirem uma mesma fun¢do f. Também diremos que uma amostra {xi,...,x,} € i.i.d. se
o vetor (xy,...,x,) € gerado a partir de um vetor aleatério X = (X1,...,X,) cujas componentes
sdo varidveis aleatorias i.i.d. Na prdtica, obtém-se amostras i.i.d. a partir de visualiza¢des inde-
pendentes de uma mesma varidvel aleatoria, ou seja, por sucessivas realiacdes independentes
de um mesmo experimento.

1.3 Esperanca e variancia de uma variavel aleatoria

Definicdo 10. SejaX : Q — 2" = X(Q) C R”" um vetor aleatdrio. Definimos a esperanga de X
pela integral

— / X (w)dP(w). (1.4)

Como exemplo simples, consideremos Q = {HH,HT,TH,TT } como sendo o resultado de
dois lancamentos independentes de moedas fiéis (ou seja, os resultados H ("Cara’) e T ("Coroa’)
sdo equiprovaveis). Como os lancamentos sdao independentes, segue-se que a probabilidade de
qualquer resultado de Q € 1/4. Considere a varidvel aleatéria, X (w) = numero de *Caras’ em w.
Segue que

E[X] = X(HH)P(HH)+X(HT)P(HT)+X(TH)P(TH)+X(TT)P(TT)
= %(2+1+1+0):1.

Se X € uma varidvel aleatéria discreta, entdo como a imagem 2~ = X (Q) é enumerdvel e

/X JdP(w)=Y Y X(w)P(w)=Y xP([X =x]). (1.5)

XweXx

Em geral, vale o seguinte
EX) = [ xdu(), (1.6)

onde u denota a distribui¢ao de probabilidade sobre 2" induzida por X. Se X > 0 é uma va-
ridvel aleatoria (unidimensional) ndo-negativa entdo segue-se que X € limite de uma sequéncia
mondtona nao-decrescente de varidveis aleatdrias discretas ndo-negativas X, > 0 (isso vem do
fato de que X, sendo uma fun¢do mensurdrel ndo-negativa, é limite de uma sequéncia mono6-
tona ndo-decrescente de fungdes simples). Como E[X,| = [xdu,(x) = Y xP[X, = x|, segue-
se do teorema da convergéncia monétona que E[X] = limE[X,] = [xdu(x). O caso geral
X:Q — 2% C R" segue-se decompondo cada componente X/ de X = (X!,...,X") em suas
partes positiva (X/)* = max{0,X/} e negativa (X/)~ = max{0, —X/}.

Propriedades importantes da esperanca. Os seguintes itens seguem diretamente das equa-
coes (1.4) e (1.3).
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(i) Se X =c (isto é, X (w) = ¢ para todo @ € Q), entdo E[X| =c.

(i) Se Xi,...,X, sdo varidveis aleatérias e ay,...,a, sdo constantes, entao
E[Y aiXi]| =Y aE[X)]
i i
(iii)) Se Xi,...,X, sdo varidveis aleatérias independentes, entao
n n
E[sz] = HE[X,]
i=1 i=1

Exemplo 8. Se X ~ Ber(A), entdo E[X] =0P[X =0]+ 1P[X = 1] = 4.

Exemplo 9. Se X ~ Poi(1), entdo

Exemplo 10. se X ~ N(u,6?), entdo

1 _ =)
:/x e 202 :‘LL
2w o

Teorema 1.3 (Lei do Estatistico Preguicoso). Seja X : Q — x C R" uma varidvel aleatoria e
f: 2 — R¥ uma fungio mensurével. Considere a varidvel aleatériaY = f(X). Temos que a
esperanca E[Y]| = [ydu(y) pode ser calculada por:

= [ r@dut)

Demonstragdo. Vamos considerar um caso simples onde X € uma varidvel aleatdria discreta.
Escreva y = f(x). Assim,

ElY] = ZyP[YZy]ZZyP[f( =Y Z P[x

Yy xef~Yy)

= Z Z fE)PX =x]=) f(x)PX =x]. (1.7)

Y xef~1y) xex

]

Definicdo 11. Seja X uma varidvel aleatéria com esperanga L = E[X]. A varidncia de X (de-

notada por V[X] ou G)% ou 62), quando existir, é definida por

VIX) = E[(X 1) = [ (v p)dn(). (1.8)

Propriedades importantes da variancia.
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(V1) Se X =c, entdo V[X] =0.
(V2) V(X)=E(X?)—p*
(V3) Sea e b sio constantes entdo V(aX +b) = a*V (X).

(E,) Se Xj,...,X, s@o varidveis aleatorias independentes e ay, .. .,a, sdo constantes, entdo

4

ZaiXi
i

=) a;VIXi.

Exemplo 11. Se X ~ Ber(A), entdo E[X] = E[X?] = OP([X = 0]) + 1P([X = 1]) = A, donde
VIX]| =E(X?) —E[X]?=A—A?=A(1—A). Se X ~ Bin(n, )

o = () k-

entdo podemos escrever X = X1 + ...+ X, onde X1,...,X, sdo varidveis aleatorias indepen-
dentes distribuidas por Ber(A). Temos assim que E[X| = E[X||+ ...+ E[X,] =nA e V[X] =
VIXi]|+...4+V[Xy) =nA(1-2).






CAPITULO 2

Variedades diferenciaveis e modelos estatisticos

2.1 Variedades diferenciaveis e modelos estatisticos

Definicdo 12. Um conjunto S e uma familia de aplicagdes biunivocas &, : U, C R" — S, de
abertos U, de R" € uma variedade n-dimensional se

(1) L&J 5a(Ua) =3S;

(i) Para todo par a, b com &,(U,) N &,(Uy) = W # 0, os conjuntos &1 (W) e &, 1 (W) sdo
abertos de R" e as aplicagoes &, Yo &, sdo diferencidveis (vide figura 2.1);

(iii) A familia {(U,,&,)} (chamada de atlas de S) é maximal em relagdo a (i) e (if)

= R
Y e
A
‘; ‘\ (Pu( Uu) II
1 3 ] {
P Pu°Pp -y .
R n _}
- el ,_’- e \‘
' $ ) T aup-1 N
t o (U y (pls‘ (pu " these maps are or
. W defined on the she
TSR regions, and must
smooth there.

Figura 2.1 Variedade Diferencidvel

Neste trabalho, apresentaremos principalmente variedades cujos pontos sdo distribui¢des
de probabilidades. Uma simplificac@o que se mostrara bastante util € que para esses conjuntos
consideraremos apenas parametrizagdes globais.

Definicao 13. Seja 2~ a imagem de uma varidvel aleatéria X. Um modelo estatistico n-
dimensional S = { pg} € uma familia de distribui¢ées de probabilidades sobre 2", globalmente
parametrizadas por um aberto ® C R”". Ou seja,

S=A{pe(x) =px:§) [x€ 2 e €O},

€ uma variedade n-dimensional cujo atlas {(®, )} € unitdrio e € dado por y : § € @+ pg € S.

9
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Figura 2.2 Modelo Estatistico

Fixado um atlas global {®, y} de um modelo estatistico S, segue-se (vide figura acima) que
qualquer outro atlas global {(®, ¢} € da forma y = @ o ¢, sendo ¢ : ® — © um difeomorfismo.
O difeomorfismo ¢ : & € ® — N € ® é chamado de mudanga de parametrizagdo de S.

Definicio 14. Diremos que um modelo estatistico S = { pé} é regular se satistaz as condigoes
abaixo.

(i) O suporte de cada pg nao depende de &, ou seja, o conjunto

supp(pg) = {x € Z|pe (x) > 0}

é constante em relagdo a &.

(ii) Podemos trocar livremente a ordem de integragdo e derivagdo. Por exemplo,
/8,-p(x,c§)dx = Qi/p(x, &)dx = 0. (2.1

(iii) Fixado x € 2, as fungdes & € @ — p(x,é) sdo suaves, ou seja, admitem derivadas par-
ciais (em relagédo a &) em todas as ordens.

(iv) Paracada p € S as derivadas parciais a%, p(x;&), comi=1,2,....n, sdo linearmente inde-
pendentes (LI) como fungdes de x.

Assim, os vetores coordenados d; = y,e; (veja defini¢do de vetor tangente na proxima se-

. . . . )
¢do) da parametrizagdo Y : § — pg podem ser representadas pelas derivadas parciais J; = ai;i,

comi=1,...,n. Propriedade importantes sobre vetores tangentes ¢ mudancgas de coordenadas
serdo dadas na préxima secao.

Observe que S é um subconjunto de P(Z") = {p: Z — (0,) | [ p(x)du(x) =1}. Sem
muitos detalhes, se 2 € infinito, entdo P(.2") € uma variedade diferenciavel de dimensao
infinita, cujo espago tangente em cada ponto pode ser representado por 7,P(Z") = {a : Z~ —
R | [a(x)du(x) = 0}. Assim, modelos estatisticos sdo subvariedade imersas em P(.2"). No
caso em que o 2 ¢ finito, veremos que P(.2Z") € um modelo estatistico de dimensao | 2| — 1.
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Exemplo 12. (Modelo finito ou Distribui¢des categoricas P(Z") com Z = {0,...,n})

Dada uma distribui¢do de probabilidade p(x) sobre 2" = {0,1,...,n}, usando que p(j) > 0,
para todo j, e Y._o p(j) = 1, considere o vetor 1 = (N1,...,Mx), comn; = p(j). Temos que N
pertence ao simplexo S, ={n = (N1,...,M,) | N >0e Y n; < 1}. Alem disso, a aplicagdo:

1N € Sy p(x),
com p(i) =M, comi=1,...,n e p(0) = 1 — Y ;n;, define uma parametrizagao de P(Z").
Exemplo 13. (Modelo Normal). A distribui¢do normal de média i € R e desvio padrao o > 0

é dada por

1 _-w?

e 2% . 2.2)

= X, =
pe = p(x,§) o
Variando (i,0) € E = R x (0,), obtemos um modelo estatistico sobre 2" = R.

Exemplo 14. (Distribuicdo Gama) A distribui¢do Gama € dada por

p(xvg) = %xaleﬁxa x> 07 (2.3)

com & = (a,B) € E = (0,00) x (0,0). Segue-se que S = {p¢ }¢cp € um modelo estatistico de
dimensao 2 sobre 2" = (0,00).

Exemplo 15. (Distribuicio de Poisson) A distribui¢do de Poisson é dada por

comxe 2 ={0,1,...} e§ € E=(0,).

Exemplo 16. (Variedade de medidas positivas finitas). Muitas vezes é conveniente considerar
o espago das densidades positivas e finitas sobre 2. Ou seja, ao invés de P(Z"), considere

Dens (2) = {p: 2 = (0.29)| [ plx)du(x) <=},

Se 2 ={1,...,n} entio Dens (X ) =R ={m= (my,...,my,) | m; > 0} é um aberto de R",
donde é uma variedade n-dimensional parametrizada. Note que Dens (2" ) ={q=ap | o >
OepeP(Z)}. Assim, P(Z") C Dens,(Z") possui codimensio 1.

2.2 Espaco tangente

Nesta se¢do, introduziremos a nocao de aplicacOes diferencidveis, vetor tangente e espago tan-
gente de uma variedade diferencidvel S. Por fim, mostraremos que modelos estatisticos sdao
subvariedades imersas em P(.2") (ou em Dens (Z") para modelos ndo-normalizados).
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Definicao 15. Sejam M e N variedades diferencidveis de dimensdo m e n, respectivamente.
Uma aplicagdo F : M — N ¢é diferencidvel em p € M se, dada uma parametrizagdo y : V C
N — y(V) C R" de f(p), existe uma parametrizacdo ¢ : U C M — ¢(U) C R™ de p tal que
F(U) CV e aaplicagio

yoFop l:9(U)—R"
é diferencidvel em ¢ (p) (vide Figura 2.3). A aplicagdo F € diferencidvel em um aberto de M

se for diferencidvel em todos os pontos desse aberto. Naturalmente, a definicdo dada acima
independe da escolha de parametrizagoes.

U /J'{V - B \
( F o/ v
| p \\ *Fp)
\ N\
¢ v
d’ (U) ~ V)
‘\\\ o Fo N
o O(p) ‘_.,l ¢ Wip) |

Figura 2.3 Aplicacdes diferencidveis

Uma curva em M é simplesmente uma aplicac@o diferencidvel y: (—¢&,€) — M.

Defini¢do 16. Sejam y uma curva em M com y(0) = p e f : M — R uma fungio diferencidvel
em p. O vetor tangente a curvay emt = 0 € a aplicacao

/ . d(fOY)
v0):fm =

e (2.4)

Um vetor tangente em p € o vetor tangente em t = 0 de alguma curva y em M com y(0) = p.

Vamos calcular a expressao do vetor 7'(0) a partir de uma parametrizagdo ¢ : U C M — R™.
Considere ¢/(1) 1= ¢°(y(r)) e £(¥(1)) = F*(9(1),....0"(r)). onde f*(9',...,¢") = fop~".
Por abuso de notacio, escrevemos f(¢!,...,0") = f*(¢',...,¢"). Neste caso, diremos que f
estd expressada em termos de coordenadas locais. Segue-se que

PO = 5100, = a0 (I e
p

9 o
d¢! ¢!
ser expresso como combinag¢do linear dos vetores coordenados d; = g—q{, ou seja,

d
m0(8W>p' (2.6)

onde (=%;), denota o vetor tangente a%,( p): [ =L(p). Assim, o vetor tangente ¥’ (0) pode

sy A9
7@)272-
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Figura 2.4 Vetores tangentes

Da defini¢do (16), a no¢do de vetor tangente independe do sistema de coordenadas. Ja da
equagdo (2.6), temos que vetores tangentes sdo gerados como combinacio linear dos vetores
coordenados d;. Assim, o espaco tangente de S em p, dado pelo conjunto dos vetores tangentes
no ponto p,

T,S={Y(0) | y: (—€,&) — S diferencidvel com y(0) = p}

¢ um espaco vetorial de dimensdo n, visto que 7,5 = span{(d;)p,...,(dn),} € 0s vetores coor-
denados d; sdo linearmente independentes em cada ponto p.
Agora, dado um outro sistema de coordenadas [p;], usando que a mudanca de cartas ¢ um

difeomorfismo, podemos escrever p; = p j(gb] ,---,@™) (em termos das coordenadas locais ¢).
Assim,
90

of _ 9P 9f @.7)

d¢t d¢' dp;
Logo, os vetores coordenados das parametrizagdes [¢'] e [p;] relacionam-se por

d ap; 9

L 2.8)
dot d¢' dp;

Proposicao 2.1. Seja F : M — N uma aplicacao diferencidvel entre duas variedades M e N.
Dados p € M ev € T,M, considere uma curva diferencidvel o : (—¢€,€) — M tal que o/(0) = p
e &'(0) = v. Considere a curva f3(t) = F(c(t)). A aplicagdo dF, : T,M — Tp(,)N dada por
dF,v = B/(0) é linear e independe da escolha de o.

Demonstragdo. Sejam ¢ e y sistemas de coordenadas locais de M e N, respectivamente.
Em termos de coordendas locais, F(¢y,...,¢,) = (W1,...,¥,), onde cada coordenada y; =
Vi(@1,...,0m). Seja a(t) = (¢1(),...,¢n(t)) em coordendas locais. Assim, em coordendas
locais, B(t) = F(o(t)) se escreve por

B(t) = (wi(@1(t),--,0n())s- - Win( 1 (1), ..., Pu(2))).
Portanto,

B0 = (GeLe)(0)... 5m0i00))
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Logo, B/(0) independe da escolha da curva o, apenas de ¢’ (0). Além disso, B’(0) = dF,a’(0),
onde dF), : TyM — Tp(,)N € uma aplicacdo linear, cuja representa¢do matricial, fixada as bases

coordenadas {%} e {ﬁ , € dada por (g—;’)”) Logo, dF, é uma aplicacdo linear.
J J
Definicao 17. A aplicagdo dF,, definida acima € chamada de diferencial de F em p.

Definicao 18. Seja F : M — N uma aplicagio diferencidvel entre duas variedades M e N. Di-
zemos que F' € uma imersdo se a diferencial dF), for injetiva em cada ponto p € M. Dizemos
também que F é um mergulho se for F uma imersao injetiva e, considerando F (M) C N com
a topologia relativa, temos que F é um homeomorfismo sobre F(M). Se M C N e a inclusdo
i: M — N é um mergulho, dizemos que M € uma subvariedade de N.

Quando 2" é finito, podemos identifica-lo ao conjunto {0, 1,...,n}. Assim, vale o seguinte
Teorema 2.2. Modelos estatisticos regulares sobre 2~ sdo subvariedades imersas em P(%Z").
Demonstragdo. Seja S = {pg},com& € E C R¥, um modelo estatistico regular sobre 2. Te-
mos que provar que a aplicacdo inclusdo: W: pg € S — pg € P(Z") é uma imersdo injetiva. A
injetividade € obvia. Para provar que ¥ € uma imersao, temos que mostrar que, vista em termos

de coordenadas locais, ¥’ possui derivada injetiva. As coordenadas de p¢, visto como elemento
de P(Z") sdo dadas por N = (11,...,Mn) € Sy com N; = pe(j). Assim, em termos de coorde-

nadas locais, ¥(£) = 1. Afirmamos que os vetores ¥, d; = %n, com j=1,...,k, s@o vetores
linearmente independentes. De fato, se o/ %n = 0 € uma combinacdo linear nula, entdo, cada
coordenadas é também nula, ou seja, aj%n,- =0,comi=1,...,n. Como p (0)=1-Y"_, n;
e pg(l’) = 1;, segue-se que o/ a%/ pe = 0. Como S € um modelo estatistico regular, segue-se
que as fungdes 8j = 8%1 Pe sdo linearmente independentes, donde cada o/ = 0. Portanto, a
aplicacao ¥ possui derivada W, injetiva. Assim, ¥ € uma imersao. ]

2.3 Campos de vetores

Definicao 19. Seja S uma variedade. Uma aplica¢do X : p — X, que associa a cada ponto p € §
um vetor tangente X,, € T,S € chamada campo de vetores.

Exemplo 17. Dado um sistema de coordenadas [§] em uma variedade S, temos n campos de
vetores definidos por d; : p + (9;) ,,i=1,...,n.

Dado um campo de vetores (ou campo vetorial) X e um sistema de coordenadas [£], para
cada ponto p € S escrevemos X, = Xl’; (d) p» OU seja, para cada p € S, existem n escalares
Xf’ ,..., X} que determinam X, unicamente. Definimos as componentes de um campo de veto-
res X em relaciio a um sistema de coordenadas [£] pelas fungdes X' : p Xl’;. Escrevemos entao
X =X () - Dado outro sistema de coordenadas [p;], da mesma forma temos X = X+ (9)
Segue entdo que

P’

* lap] _
R 1 9p,

2.9
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Se as componentes de um campo de vetores X em relacdo a um sistema de coordenadas é C*,
entdo as componentes sao C™ em relacdo a qualquer outro sistema de coordenadas. Quando
isto ocorre, chamamos tal campo de vetores de um campo de vetores C*. Neste trabalho,
consideraremos apenas tais campos. Denotaremos por 7(S) ou simplesmente T o conjunto de
todos os campos vetoriais em S. E facil ver que as funcdes

ODX+Y:p—=X,+Y,
(i) cX:p—cX,,ceR

também sdo campos vetoriais. Temos também que se f : § — R é uma funcio C*, a aplicagdo
fX : p— f(p)X também pertence a 7.

Podemos pensar em um campo de vetores como uma aplicacdo X : D — D do conjunto das
funcdes C™ de S em R do seguinte modo:

Xf)(p) :xgg—g<p>,f €D (2.10)

Com esta interpretagdo de X, podemos considerar os iterados de campos vetoriais. Sejam X
e Y campos de vetores em S e f € D. As fungdes X (Y f) e Y (X f) em geral ndo sdo campos
vetoriais, entretanto temos o seguinte resultado:

Teorema 2.3. Sejam X e Y campos de vetores em S. entdo existe um tinico campo de vetores
Z tal que, paratodo f € D, Zf = (XY —YX)f. Este campo de vetores é chamado de colchete
de X eY, e denotado por [X,Y].

Demonstragdo. Escreva X = X'0; e Y =Y/d;. Entdo, XY f = X(Y/9;f) = X'9,(Y/9;f) =
X'0,Y/9;f +X'Y/9,0;f. Da mesma forma, YX f = Y/9;X'0;f +Y/X'9;0;f. Pelo Teorema de

Schwarz, [0;,d;]f = did;f —d;0if = ag;j;;j — agggi = 0. Assim,

Zf =[X,Y]f = (X'9Y' —Y'9:X7)d;f. (2.11)

Assim, Z = [X,Y] = (X'9;Y/ — Y'9;X/)d;, define de fato um campo de vetores.

2.4 Meétricas Riemannianas e métrica de Fisher

Definigdo 20. Seja S = {pg} um modelo estatistico n-dimensional e pz € S. A matriz de
informagdo de Fisher de S no ponto p é a matriz [g;;(§)] definida por

6i(8) ™ By, [0teojte] = [ ate ()9t (3)pz (x)d. 212)

onde (g (x) = In pg (x) € il (x) = 3z Le.

Também podemos representar a matriz de informacao de Fisher de outras maneiras:
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(1) gij =4 i(y/pe(x))9;(y/ P (x))dx.

. ~ oipe 0; dipe 9
Isto segue-se diretamente da expressio g;;j(§) = [ pi;;—l;g pe(x)dx= [ \/—% \;}% dx.

(2) gij = —Ep5 [8,8,65]

De fato, como Ep, [0;lg] = [(djle)pg = [ djpe = 9; [ pe = 9;(1) =0, segue-se que

0 = 8i/8j€§p§ :/(8,-8]-£§)p,§+/8_,-€§8i175

= / (019jle)pe + / djlgdilepe
= Epé[aiajgg]-f—gij.

E imediato verificar que a matriz de informac@o de Fisher é simétrica e suave sobre &. Note
também que ela € positiva-semidefinida pois, para todo ¢ € R",

lai(@)le = clgy(8) = [{cat(x,&) pxE)dr = 0. 213

Veremos também que a matriz de informac¢do de Fisher define uma métrica Riemanniana sobre
um modelo estatistico regular.

Definicao 21. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel S é uma fungio
diferencidvel de S que associa a cada ponto p € S um produto interno (,), no espago tangente
T,,S. Em outras palavras, se & : U C R" — S é um sistema de coordenadas locais em torno de p,
e {d1,...,d,} sdo os campos coordenados de & (isto €, d;(§(q)) = d&,(e;)), entdo as fungdes

8ij:q €U gij(q) = (9:(§(4)),9;(E(9))e(q)

sdo diferencidveis em §(U). Além disso, para todo q € U, a matriz (g;j(q)) é simétrica,
positiva-definida e se u = u'9;(§(q)) ev=v/d;(§(q)) sdo vetores tangentes em & (q), o produto
interno (u,v)e 4 = u'v/gi;(q) independe da escolha do sistema de coordenadas &.

Teorema 2.4. Seja S uma variedade estatistica regular. Entdao a matriz de informacao de Fisher
define uma metrica Riemanniana em S.

Demonstracdo. Fixemos um sistema de coordenadas em S, ou seja, S = { pg}, com & de-
finida num espaco de pardmetros E C R". Primeiro, vamos provar que [g;;(£)] é uma ma-
triz positiva-definida. De fato, de (2.13) segue-se que a matriz de informacdo de Fisher é
positiva-semidefinida. Alem disso, mantendo-se a mesma notacdo acima, se ¢ € R” satisfaz

c'[gij(€)]c = 0 entdo, por continuidade, ¢'0;(x,&) = 0, para todo x. Como dile = %, da hi-

pétese de regularidade, temos que as fungdes {01/, .. .,dle } sdo linearmente independentes
(como fungdes de x). Assim, temos que ¢ = 0. Portanto, a matriz [g;;(&)] é positiva-definida.



2.4 METRICAS RIEMANNIANAS E METRICA DE FISHER 17

Agora, dado p = pg, considere vetores tangentes u,v € T),S e escreva u = u'o; e v=1/ dj em
termos de coordenadas locais. Assim, da defini¢do de vetor tangente, temos que

u(ly) = 'dy(te) = uﬁ;};g - ”if). (2.14)

Logo, uiai(ég) = @ depende apenas do ponto p e do vetor tangente u. Assim,

W'vigij(§) = uVE,[0iledile] = Ep[(u'dily) (v djle)] = Eplu(le)v(le)]
" p p 7

depende apenas do ponto p e dos vetores tangentes u,v € T,S. Como g;;(&) é uma matriz
positiva-definida que varia suavemente com o pardmetro &, segue-se que g(u,v), = u'v/g;;(§)

define uma métrica Riemanniana em S. [
Exemplo 18. Seja S = {p: = N(- | u,062) | u€Reo >0} omodelo de distribuioes normais
com parametrizagdo & = (1,0) € R x (0,4+00). Vamos calcular a matriz de informagdo de
Fisher de S.
Observemos que {¢ =Inpg = — (x; (52)2 —Inv2mo. Logo, derivando em relagdo a U e o,
al 214 —u)2
() gi=Sf e gi=U4 L
0% 0% 2x— 0% 3(x—u)?
(11) é - _#’ a,uaéo - (03#) e 8G§ - (ch) +$'

Usando que . = Ej, [x] e o’ = Ep.[(x— 1)?] e usando que g;; = —Ep, [didjl¢], temos

(@) gn = —Ep.[—%] = &

o2
2(x—
(b) g12 =821 =— pé[_%]zo'
3(x— 2
(©) g0 =—Ep [~ ("64“) +#]:%_§:%'

Assim, S é uma superficie cuja métrica Riemanniana ds*> = g,-_,-dﬁi ®dEJ é dada por:

1
ds* = g(duz +2do?). (2.15)

Esse modelo é muito parecido com o plano de hiperbélico (modelo do semiplano de Poincaré),
dado por H? = {(1,0) | 4 € R e 6 > 0}, com a seguinte métrica Riemanniana:

1
ds® = g(duz +do?). (2.16)
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Figura 2.5 Plano Hiperbdlico

A métrica ds* de H?, dada por (2.16), € completa, possui curvatura Gaussiana constante —1 e
as geodésicas sdo as retas verticais [ = constante, ou os semicirculos que interseptam ortogo-
nalmente o eixo U (veja Figura 2.5).

J4 no nosso caso, a métrica de Fisher ds? de S, dada por (2.15), é completa, possui curvatura
Gaussiana constante —1/2 e as geodesicas sdo as retas verticais [t = constante, ou elipses que
interseptam o eixo U ortogonalmente.

Exemplo 19. Vimos que o modelo das distribui¢des categéricas P(Z") com 2" ={0,1,...,n}
pode ser parametrizado pelo simplexo S, ={n = (N1,...,Mx) | Ni > 0e ¥.n; = 1}. Ou seja,
cada pp € P(Z") é dado por py (i) =n;, comi=1,...,ne py(0) =1—Yn;. Defina

com j=0,...,n. Segue-se que &; > 0, para todo j, e ||€||> = =0 512 = 4. Assim, 0s pontos
E=(&,...,&) € 5(2) =5"(2) NR™"! (porgio da esfera de raio 2 de coordenadas positivas).
Sendo S” (2) um aberto da esfera S"(2), segue-se que S (2) € uma variedade de curvatura
seccional constante 1/2. Além disso, S, (2) pode ser parametrizada por § = (§;,...,&,).
Um vetor tangente a S". no ponto & é dada pela derivada §'(0) = (£(0),...,&,(0)), sendo

&(t) a curva em S (2) dada por &(t) =2/ pp()(k), com n(t) € Sy, t € (—€,€), en(0) = 0.

Assim, derivando emt = 0,
1

£i(0) = ———=puy (o) (k),
P (k) n’(0)
comk =0,...,n. Logo, os campos coordenados de S" (2) sdo dados por
d 1
= [——am®)]
agi prl (k) k=0,....,n

comi=1,...,n.
A métrica Riemanniana de S", (2) € induzida pelo produto escalar usual de R Assim,

Jd d
<o7—§_i7 8_§_J> = 4;%(@(/‘))31'(\/19_11(@) = 8ij(1)-

Isso mostra que a metrica de Fisher de P()) coincide com a métrica usual de S'(2), logo P(¥)
possui curvatura seccional constante positiva 1/2 (veja Figura 2.6).
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Figura 2.6 Na figura acima vemos o simplexo S, e, em seguida, vemos o modelo das distribuicdes
categéricas P()), com y = {0,1,...,n}, visto como a por¢do positiva da esfera.

Vejamos algumas outras propriedades importantes da matriz de informacao de Fisher G.

Aditividade. Sejam S; = {pe (x) | x € X1 }ecp € S2 = {qe (V) | ¥ € X2} ecp dois modelos esta-
tisticos regulares possuindo em comum o mesmo espago de parametros E. Segue-se que

S ={re(x,y) = pe(x)qe (v)}

também define um modelo estatistico regular. Consideremos G(&),G;(&),G(&) as matrizes
de informacdo de Fisher de S, S| e S;, respectivamente. Temos

G(§) = G1(§) +Ga(s)-

De fato, como Inrg (x,y) = In pg (x) +1Inge (), tem-se d;d;Inrg (x,y) = 0;9;In pg (x) +0;d; Ingg (y).
Assim,

E/[00;Inre (x,y)] = // didjInrg (x,y) p(x)q(y)dxdy

— [ aoinpe@p) [ a0)+ [ 90,nge (at) [ plx)
Epg [8i8j lnpg] —|—qu [8,8]- lnqé].
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Usando (2), temos que G(&) = G1(&) + G2 (&).

Convexidade. Sejam S| = {p1(x;&) | x € x}ecp € S2 = {p2(x;&) | x € x}eep dois mode-
los estatisticos regulares possuindo em comum o mesmo espaco amostral .2~ e de parimetros
E. Fixado A € [0, 1], segue-se que

Sy ={pa(x:8) = (1 =A)p1(x: &) + Apa(x; €)1,

define um modelo estatistico regular. As matrizes de informacgdo de Fisher G,G»,G,, de S,
S, e S, respectivamente, satisfazem:

Gr(6) 2 (1=24)Gi(5) +AG2(6), (2.17)

onde ” < significa que a diferenga entre G (&) e (1 —1)G (&) +AG, (&) é negativa-semidefinida.
A desigualdade (2.17) serd provada mais adiante (vide Teorema 4.8), como consequéncia da
convexidade da Divergéncia de Kullback-Leibler (ou mais geralmente, das f-divergéncia).

Monotonicidade e invariancia por estatisticas suficientes. Uma estatistica é uma fungao
mensuravel F : 2~ — % entre espacos amostrais. A grosso modo, F' comprime os dados de
uma varidvel aleatéria X e espera-se poder inferir a distribui¢do de probabilidade p(x) rela-
cionada a X simplesmente olhando para os resultados da varidvel aleatéria Y = F(X). Mos-
traremos que a matriz de informacdo de Fisher capta essa perda de informagdo no sentido de
que a diferenca da matriz original com a induzida pela estatistica € positiva-semidefinida. E as
matrizes ndo se alteram se, e somente se, a estatistica € suficiente. Para isso, vamos precisar
de algumas definicdes. Uma distribuicdo de probabilidade p(x) sobre 2 induz uma distri-
buigdo de probabilidade g(y) sobre ¢ da seguinte forma: Se B C % € mensurdvel entdo, a
probabilidade P(B) = [5q(y)du(y) € dada por P(B) = [p1 () p(x)d}i(x). Chamaremos ¢(y) a
distribuicdo de probabilidade induzida de p pela estatistica F'.

Se F é um difeomorfismo entre abertos 2" e % de R", e du(x),du(y) sdo as correspon-
dentes medidas de Lebesgue, entdo pelo teorema da mudanga de varidveis, [zq(y)du(y) =
Jr-1(8)4(F (x))|JF (x)|dpi(x), onde JF(x) € o determinante Jacobiano. O mesmo vale se 2~
e % sdo variedades Riemannianas e di(x),du(y) séo as correspondentes formas elemento de
volume. Assim, vale o seguinte:

p(x) = q(F(x))|JF (x)]. (2.18)

Mais geralmente, apenas supondo F uma estatistica, escreva p(y | x) = 0(y — F(x)), onde
0 ¢ a fungdo de Kronecker, dada por 0(z) = 1se z=0¢e d(z) =0 se z # 0. Assim,

p(xly)=p(y\X)(—=5(y—F(X))q(F(x))- (2.19)

Logo,
p(x) =q(F(x))p(x| F(x)). (2.20)
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Definicao 22. Seja F : 2" — % uma estatistica entre espagos amostrais. Dado um modelo
estatistico S = {pg (x)} sobre 2", considere o modelo estatistico induzido Sp = {q¢(y)} sobre
% . Diremos que F € uma estatistica suficiente para S se a probabilidade condicional p¢ (x|
F(x)) ndo depender do pardmetro &.

Por (2.18), difeomorfismos entre espacos amostrais (sendo estas variedades Riemannianas)
s@o casos particulares de estatisticas suficientes. Considere também o seguinte exemplo.

Exemplo 20. Sejam Xi,...,X, varidveis aleatorias independentes e igualmente distribuidas
pela distribuigio de Bernoulli Ber(x | £) = £X(1—&)17*, comx € {0,1} e £ € (0,1). Considere
a estatistica F : 27" = {0,1}" - % ={0,1,...,n} dada por F(xy,...,x,) = X1+ ...+ X,. A
varidvel aleatéria X = (X1,...,X,) é distribuida pela distribuigdo Multinomial Mult(x | ) =
I &5 (1— &)1 = EFM (1 — €)= F() com x = (x1,...,x,) € {0,1}" e a varidvel aleat6ria
Y =F(Xy,....X,) = X1 + ...+ X, € distribuida pela distribui¢do binominal Bin(y | n,&) =
()& (1 —&)"*. Usando (2.20), a probabilidade condicional p¢ (x | F(x)) é dada por

l Flx) — Mult(x| &) EF() (1 — g)n=F(x) o
Pé( | F(x) = Bin(F(x) | n,&) - (F’(lx))gF(x)(l _g)n—F(x) = (F?x))7

que independe de &. Logo, obtemos que F' € uma estatistica suficiente para o modelo estatistico

§={Ber(x[ )}

O teorema abaixo d4 uma condi¢do necessdria e suficiente para que uma estatistica seja
suficiente.

Teorema 2.5 (Decomposic¢do de Fisher-Neyman). Uma estatistica F : 2~ — % ¢é suficiente
para um modelo estatistico S = { pg (x) } e se, e somente se, existem fungdes s(y; &) et(x) tais
que vale a seguinte decomposi¢do:

pe(x) = s(F(x); &)t (x), (2.21)
paratodox€ 2 e& € E.

Note que a condi¢do "necessaria" do Teorema 2.5 € obtida a partir de (2.20), juntamente
com a hipdtese de F' ser uma estatistica suficiente.

A monotonicidade da matriz de informacao de Fisher € descrita no seguinte teorema:

Teorema 2.6 (Monotonicidade). Seja F : 2" — % uma estatistica em espagos amostrais. Seja
G(&) = (gij(&)) a matriz de informagao de Fisher de um modelo estatistico S = {p¢ } sobre Z".
Seja GF' = (gf;) a matriz de informagdo de Fisher do modelo induzido Sr = {q¢(y)}. Temos
que G(&) = Gp (&), no sentido de que a matrizAG(§) = G(§) — Gp (&) é positiva-semidefinida.
Além disso, a igualdade vale se, e somente se F' é uma estatistica suficiente.
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Demonstragdo. Seja B C % mensurdvel

| togas (v)ag (v)dy = [ digev)dy =0 [ ge(v)dy
_8/ dx_/Fl(B) 8,-logp§(x)p§(x)dx
= / Blogpg / pe(x | y)qe (v)dydx
= /B /X 8,~10gpg (X)pe (x [ ¥)ge (v)dxdy.

Para a ultima igualdade, usamos que p(x|y) =0sexc F~!(B)ey¢ Bouseyc Bex¢ F~!(B).
Isso segue do fato de que p(x | y) € um multiplo de p(y | x) = 8(y — F(x)) (veja (2.19)). Logo,
como B € arbitrario,

dilogqe (y) = E[dilog pe (X) | y]. (2.22)
Por outro lado, por (2.20), temos que p¢ (x) = gg (F (x))rg (x), onde reg (x) = p(x | F(x)). Assim,
3ilog pz (x) = Ailog gz (F (x)) + dilog e (x).
Dai temos
Eldilogpg (x) | F(x)] = E[dilogqg (F (x)) | F(x)] + E[d;logre (x) | F(x)]
= dilogqe (F(x)) + E[d;logre (x) | F(x)].
Por (2.22), segue-se que 0d;logqe (F(x)) = E[d;log pg (X) | F(x)], donde
E|0; logre (x) | F(x)] =0. (2.23)
Denotando /¢ (x) = log pg (x), por (2.22), temos que matriz de covariancia,
cov[ohts3it; | ¥] = E[(3it — E[dity |33t — 1)tz |5 |]
= E[0ilz 0tz | y] — E[dilg | YIE[Djlg | V]
=E[9iled;ls | y] — dilogqe (v)d;jlogqe ().
Assim,
B [cov[aitedjts Y]] = B [EX[0ite it | Y]] — E[logq ()9;10g e ()]
= E"[0ilz djle] — E”[dilogqe (v)djlogge (v)]
=8ij(&) — i;(&)- (2.24)
Aqui, para evitar embiguidades, denotamos E*,EY as esperancas nas varidveis x e y, res-
pectivamente. Como matrizes covariantes sdo positiva-semidefinidas, segue-se que AG(&) =

G(&) — G (&) é uma matriz positiva-semidefinida.
Além disso, se AG(&) = 0 entdo, cov[dilgdjle | y] = 0, para todo y. Em particular,

0= 8,65 (x) — E[&,Q ‘ F(x)] = 816,5 (x) — (9,' lqu§ (F(x)) = 8,- logrg (X),
para todo i. Como rg (x) = pg(x | F(x)), segue-se que pg (x | F(x)) independe de §. Logo, F ¢
uma estatistica suficiente. U

Provaremos uma versdo mais geral desse teorema mais adiante, na secao 4.2.



CAPITULO 3

Conexoes

3.1 Conexoes afins e c-conexoes

Definicao 23. Sejam S uma variedade diferencidvel, X,Y,Z campos de vetorese f,g € F. Uma
conexdo afim em S é uma aplicagdo V : (X,Y) — VxY e que satisfaz:

(D) VixiegrZ = fVxY +gVyZ;
(i) Vx(Y+Z) =VxY +VxZ;
(iii) Vx(fY)=fVxY +X(f)Y.

Vamos escrever VyY em termos de coordenadas locais [£]. Escrevendo X = X0, Y =Y/9;
e V50, = Ffjﬁk, temos

VxY =Vx(Y/0;) =X (Y7)d;+ X'Y/V0; = {X(Y*) + X'Y'T};} o) (3.1)

Os coeficientes Ff-‘j sao chamados de simbolos de Christoffel em relagdo ao sistema de coor-
denadas. De (3.1), vemos que em cada ponto p € S, a conexdo (VxY)(p) depende apenas de
X(p) e de Y ao longo de uma curva tangente a X proximo ao ponto p.

Definicdo 24. Uma conexdo V em uma variedade diferencidvel S é simétrica se satisfaz
VxY —VyX =[X,Y]. (3.2)
Aqui, [X,Y] = XY —YX é o campo colchete entre X e Y (veja Teorema 2.3).
Por (2.11) € (3.1), temos que [X,Y] = {X'9,Y/ —Y'9,X/}0;. Assim,
VxY —VyX — [X,Y] = X{OY* + YT}, }o — Y {9,X* + X'T;} o — {X 9Y* — Y'9,X*} o)
= {X'Y'T};, — X/Y'T};} o = X'Y{I}; - T%} 0.
Portanto, temos o seguinte:
Proposicao 3.1. Uma conexdo V em uma variedade S é simétrica se, e somente se l“i-‘j = F];-i.
Proposicao 3.2. Seja S uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Entdo existe

uma tnica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo de uma curva Y um

outro campo vetorial (que denotaremos por % e chamaremos de derivada covariante de V ao

t
longo de 7), tal que:

23
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(i) g(v+W) =0V oV,
(ii) %(fV) +f —r» onde V é um campo vetorial e f : I — R € diferencidvel;
(iii) Se V(1) =Y (¥(t)), para algumY € ©(S), entdo BF = V%Y.

Demonstragdo. Supondo a existéncia, a expressao de V' em um sistema de coordenadas [E7] é
dada por

DV (dvF ayadvi_,
— = —+——T% %9,
dt {dt+dtdt’}k’

0 que prova a unicidade. Para provar a existéncia, basta definir 3‘; como a equagao acima e

verificar que satisfaz (i), (ii) e (iii)

Definicao 25. Seja S uma variedade diferencidvel com uma conexéo V. Um campo vetorial V
ao longo de uma curva y: I — S é chamado transporte paralelo se 2¥ = 0, para todot € I.

Proposicao 3.3. Seja S uma variedade diferencidvel e V uma conexdo em S. Sejay: I — R
uma curva em S e Vy um vetor tangente a S em c(ty) € S. Entdo existe um tnico transporte
paralelo 'V ao longo de vy satisfazendo V (tp) = Vp.

Demonstragcdo. Supondo inicialmente a existéncia e que Y estd contida em uma parametriza-
¢ao, a expressao da derivada covariante é

DV (dv dydv_,
A S S Sl .0 N R
dt {dt+dtdt’}k

Logo, temos um sistema de equacdes diferenciais

dvk L4y dy dv/
dt dt dr

que possui solugdo tnica dada a condigdo inicial v¥(fp) = v&. O

Vimos que modelos estatisticos regulares admitem, de modo natural, uma métrica Rieman-
niana, a saber, a métrica de Fisher. Essa métrica possui a importante propriedade de ser, a
menos de uma constante, a tinica métrica Riemanniana (sobre modelos estatisticos) que ¢€”
invariante por estatisticas suficientes. Vamos exibir uma familia de conexdes sobre modelos
estatisticos, as o-conexdes. Tais conexdes também possuem a propriedade de serem as tnicas
conexdes afins e simétricas invariantes por estatisticas suficientes (veja Céncov [11] e N. Ay, J.
Jost, H. V. Lé and L. Schwachhofer [4]).

Defini¢do 26. Seja S = {ps } um modelo estatistico munido com a métrica de Fisher g. Dado

o € R, defina a o-conexdo afim V%), cujos simbolos de Christoffel sao dados da seguinte
forma:

Ffz]Z(é) = E§ |:(a d; fé + 8658 fg) (8,{65)} . 3.3)
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Em outras palavras, as funcoes l“l(]a,z definem V(%) da seguinte forma

(V599,90 =T\,

E imediato verificar que a @-conexao é simétrica. Além disso, vale que, para todo f € R,

) _ ey @—B

ik = “ijk ) Tiji

onde Ty < E¢[0i6:0;0z L.

3.2 Conexoes Riemannianas

Definicao 27. Seja S uma variedade com uma conexdo V e uma métria Riemanniana g e sejam
X,Y,Z campos vetoriais em S. Dizemos que uma conexdo é compativel com a métricag = ( , )
se vale

Z(X,Y)=(VzX,Y)+(X,VzY). (3.4)

Proposicao 3.4. Em coordenadas locais, a expressdo (3.4) € equivalente a
okgij = Tkij+Tkji- (3.5

Demonstracdo. E imediato que (3.4) implica em (3.5), basta tomar X = d;,Y = dj e Z =0
Reciprocamente, escreva X = X'0;,Y =Y/0; e Z = Z*9;. Basta observar que

(VZX,Y) =Z"Y1(V3,X'9;,0;) = Z'VIX'(V5,0:,9) + 24V (9eXi)gig
= ZY X Ty j+ 2"V (X ")gij.

Da mesma forma, temos (X,VzY) = ZijXiij,i +ZkXi(aij)gij- Assim, usando que dig;; =
[ki j+T%j,i» temos
Z(X,Y) = 2k, (X'9,,Y19;) = Z} 9 (XY T gi))
= ZMO XY gi;+ ZKX (O Y ) gij + Z°XTY T (9hgi))
= Zk(akXi)ngij —I—ZkXi(aij)gij —|—ZkXin(rki,j + i)
= <VZX7Y> + <X7VZY>7
L]

Definicao 28. Seja S uma variedade com uma métrica g. Dizemos que uma conexaoV em S é
Riemanniana (ou de Levi-Civita) se V é simétrica e compativel com a métrica g.

Teorema 3.5. Uma variedade Riemanniana (S, g) admite uma tinica conexdo V de Levi-Civita.
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Demonstragcdo. Supondo a existéncia, vale:

Z(X,Y) = (VZX,Y) + (X,VzY); (3.6)
X(Y,Z) = (Vx¥,Z) + (Y,VxZ); (3.7)
Y(Z,X) = (VyZ,X)+ (Z,VyX). (3.8)

Temos também
(VxY,Z)+(Z,VyX) =(VxY,Z) — (Z,VyX) +2(Z,VyX)
=([X,Y],Z) +2(Z,VyX).
Dai, somando (3.7) e (3.8) e subtraindo (3.6), temos
XY, Z)+Y(Z,X)—Z(X,Y) =(VxY,Z)+{Y,VxZ) + (VyZ,X)+
(Z,VyX) —(VzX,Y)+(X,VzY).
Logo,
XY, Z)+Y{(ZX)—Z(X,Y)=2(Z,VyX)+([X,Y],Z)
+([X,Z],Y) +([Y,Z],X).
Dai,

(Z,VyX) :%{X(Y,Z) +Y(Z,X)—Z(X,Y)
—<[X,Y],Z>—<[X,Z],Y>—<[Y,Z],X>}. (3-9)

O que mostra que V € tnica. A identidade (3.9) é conhecida por Formula de Koszul. Para
mostrar a existéncia, basta definir V pela equacdo acima e verificar que € simétrica e compativel
com a métrica g. ]

Proposicao 3.6. Os simbolos de Christoffel de uma conexdo Riemanniana V sdo dados por

1 m
T = 5 {918 m + 9jgmi — ngi}g™. (3.10)
Demonstragdo. De (3.9), temos
1
<Ffjal’ Om) = l_‘fjglk = E{aigjm + ajgmi - mgij}- 3.11)
De onde, multiplicando pela matriz inversa g"*, segue o resultado. [

Teorema 3.7. Seja S uma variedade estatistica com g a métrica de Fisher. Entdo a 0-conexao é
a conexao de Levi-Civita em relagdo a g.

Demonstragdo.
akgij = 8kE [8,&9]6]
= E[(9kdil)(9;0)] + E[(9i€)(0k9;0)] + E[(i) (9;€) (I L)]
(1-a)

—E Kakaie +: a,xa,-e) (ajz)} +E Kakaje+ u ; %) akzaje> (aie)}
=+,

Dai vemos que a condi¢ao de compatibilidade (3.5) € satisfeita se, e somente se, o = 0. ]
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3.3 Conexoes duais

Definicio 29. Seja S uma variedade munida de uma métrica Riemanniana g = (,) e sejam V
e V* duas conexdes em S. Diremos que V e V* sdo conexoes duais se, para todos campos
vetoriais X,Y,Z € 1(S), vale

Z(X,Y) = (VzX,Y) + (X,V5Y) (3.12)

Analogamente a Proposi¢cao 3.5, mostra-se que a expressdao em (3.12) € equivalente, em
coordenadas locais, a dgi; = I'i; j+ T i

Proposicao 3.8. Dada uma métrica g e uma conexao em S, existe uma tinica conexao dual V*
deV emrelagioa g

Demonstragdo. Basta definir V* por (X,V3Y) = Z(X,Y) — (VzX,Y). A unicidade decorre
imediatamente. O

A conexdo de Levi-Civita é auto-dual, isto é, satisfaz a condi¢do de dualidade com V* = V.
logo mais apresentaremos conexdes que nao sdo auto-duais.

Proposicao 3.9. Seja (S,g,V,V*) uma estrutura dual e suponha V e V* simétricas. Entdo a

~ — * 7 ~ . . . ~ ~ Ve .
conexao V = @ é a conexdo de Levi-Civita em relacdo a métrica g.

Demonstragdo. E simples verificar que V € uma conexdo compativel com a métrica. Para isto,
basta somar as duas equagdes abaixo

%Z(X,Y): (VzX,Y) +(X,VzY))

| =

%Z<y,x> = %((VZY,X> + (¥, VZX)),

Agora, suponha que V e V* sdo simétricas. Temos que
V V 1 * 1 *
1 1
1

=§[X,Y]+%[X,Y].

Assim, segue-se que V € simétrica. Conclui-se entdo que V € a conexao de Levi-Civita. [

Teorema 3.10. Seja S um modelo estatistico. Entdo a a-conexdo e a (—a)-conexao sdo duais
em relacdo a Métrica de Fisher.
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Demonstragdo.

Okgij =OkE|[ilg djl]
—E[(hle ) (L)) + E[(9:Le ) (0kdiLe )] + E[rls 03 il
—E[(9dile) (9L )] +E[(3iLe) (3kd;te)] + ITE[a 0:9i0: L] + 1+—O‘E[a 0290l

=T+ T

ki, j
[]
Teorema 3.11. Denotando R e R* respectivamente a curvatura com respeito V e V*, entdo para

todos campos de vetores X,Y,Z,W € 1(S) temos que (R*(X,Y)Z,W) = —(R(X,Y)W,Z). Em
particular R = 0 se, e somente se, R* = 0.

Demonstragdo.

(R X VZW) = (VyVRZW) — (ViViZ,W) + (Vi Z,W)
Y(VXZ,W) = (VxZ,VyW) = (X(VyZ,W) = (VyZ,VxW)) + (Vx y}Z,W)
= YX(Z,W)—Y(Z,VxW) — (V3Z,VyW) — XY (Z,W) +X(Z,VyW)

(VSZ, VW) + (Vi ZW)

—(Y(Z,VxW) —(VyZ,VxW)) + (X(Z,VyW) — (VX Z,VyW))

—(X. YKZ,W) = (Vix y1Z,W))

—(VyVxW,Z) +(VxVyW,Z) — (Vix yyW,Z)

—(R(X,YW,Z).

3.4 Geodésicas

Definicao 30. Seja S uma variedade diferencidvel munida de uma conexao afim V. Dizemos
que uma curva diferencidvel y: I — S é uma geodésica se

:VY/}/’:O (3.13)

para todo t € I. Em outras palavras, uma geodésica é uma curva que cuja derivada é um
transporte paralelo.

“Em termos de coordenadas locais [§'], escreva y(t) = [y!(¢),...,Y"(¢)]. Temos que y'(z) =

%ai, logo
Dy’ ) dy' d*yt,  dy! d*y* . dy'dy/
=V, v' =V, [ —0; —>0; —V, 10; = — 0 + — V50,
dt 'Y v ( di l) dr? tar dt dr? kT dr dr 97

d*yk L dyldy/
- ( dr? F’J dt dt )a
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Logo, ¥y € uma geodésica se, e somente se

eyt dy'dy’
@ e G

Portanto, usando o teorema de existéncia e unicidade de solucdes de sistema de equacdes dife-
renciais, temos o resultado abaixo:

Teorema 3.12. Seja S uma variedade diferencidvel munida de uma conexdo afim V. Entao, para
cadap € S,v € T,S ety € R, existem um intervalo I C R contendo fy e uma tinica geodésica

y:1— S tal que y(to) = p e ¥ (o) = v.

Se (S, g) € uma variedade Riemanniana munida de uma conexao Riemaniana V, entdo

oo _5PY
dt<y,y>—2< d;’”_o

Isto &, |Y/| é constante. Logo, as geodésicas sdo parametrizadas proporcionalmente ao compri-
mento de arco, i.é., se y: [0,b] — S é uma geodésica, entdo para todo s € [0,b], temos que o
comprimento L(7l|jo5) = Jo |Y(t)|dt = cs, para alguma constante c. Dizemos que a geodésica
y estd normalizada se |y/| = 1. E claro que toda geodesica pode ser renormalizada. Para isso,
basta reparametrizar ¥(t) = y(at), para algum a € R.

J4 para conexdes ndo-Riemannianas, essa propriedade ndo € valida em geral. No entanto,
se ¥(r) e y*(t) sdo geodesicas com respeito as conexdes duais V e V*, temos

d / */_D_'}’/ ! /D'}f“_
dt(%?f >—<dt Y)Y 7 )=0

Assim, (y’,7*') é constante.

Exemplo 21. (Geodésicas do R") Como a métrica do R" é dada por g;j = (ej,ej) = 0;j e a
conexdo Riemanniana € dada (via seus simbolos de Christoffel) por

1
Ii; = 5108 jm + 9jgim — Imgij} ¢ =0

Temos que a equagao das geodésicas (3.14) é dada por

d2
7}:( =0 (3.15)

Dai, y(t) = ct + vy, para alguns c e vp em R". Isto é, as geodésicas do R” sdo retas em R”.

Note que (3.15) € valido sempre que I';; x = 0. Dizemos nesse caso que as coordenadas [E7]
(1) _

sdo V-afim. Veremos mais adiante que familias exponenciais satisfazem I'; k= 0, com respeito

(=1)

ao sistema de coordenadas naturais. E para as familias misturas temos I’; ik

aos parametros da mistura.

= 0 com respeito
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3.5 Conexoes planas

Definicdo 31. Seja X € 7(S) um campo vetorial em S. Se para quaquer curvay em S, Xy : t —
Xy(+) € paralelo ao longo de y em relagdo a uma conexao V, dizemos que X € paralelo em S (em
relacdo a conexao V).

Usando a unicidade do transporte paralelo, verifica-se facilmente que para qualquer curva v,
ligando dois pontos p,q € S, o transporte paralelo X, em g ao longo de y € dado por [[, X), = X.
Equivalentemente, note que um campo de vetores X € paralelo se, e somente se VyX = 0 para
todo Y € 7(S).

Definicao 32. Seja S uma variedade S com uma conexdo afim V. Dizemos que um sistema de
coordenadas [E'] é afim com respeito 4 V (ou simplesmente V-afim), se 0s campos coordena-
dos 91, ...,0d, sdo paralelos com respeito 4 V. E imediato que [E'] é V-afim se, e somente se,
Vs, 8j = 0, ou equivalentemente, os simbolos de Christoffel Ffj sdo identicamente nulos.

Por outro lado, uma conexao afim V é plana se admitir um sistema de coordenadas V -afim.
Obs. Mesmo sem demonstra¢do vale a pena comentar que uma conexdo simétrica é plana se, e
somente se, o tensor curvatura, R(X,Y)Z =VxVyZ—-VyVxZ — V[X’y}Z, ¢ identicamente nulo.

Proposicio 3.13. Seja [£] um sistema de coordenadas para uma variedade S com uma conexao
V. Séo equivalentes:

(i) [E] é um sistema de coordenadas afim para V;
(ii) V5.0 =0, para todos i, j;
(iii) Os simbolos de Christoftel F{fj sao nulos.

Vamos ver agora uma condi¢@o necessdria e suficiente para outro sistema de coordenadas
[p/] ser afim. Os simbolos de Christoffel nesse sistema sdao dados por

o 9% Ip
" dprdps dER
Dai,
2¢k
d“& _0
dp,0p;

Dai, tiramos que &(p) = Ap(p) + B, onde A é uma matriz regular n x n e B € R". Isto é,
sistemas de coorenadas afins sdo preservados por transformacdes afins.

[N, =0 <

3.6 Familias exponenciais e familias misturas

Dizemos que um modelo estatistico S = {pg|0 € ®} é uma familia exponencial de dimensao n
se cada distribui¢ao de probabilidade p € S pode ser expressada por

Cx—Q—i@iI’ix— 0
o, 8) = LOTEIEIvO
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onde C e F; sdo fungdes reais de 2", y uma funcao real de ® e o conjunto {1,F,...,F,} é
linearmente independente como fungdes de x. O sistema de coordenadas [0] é chamado de
sistema de coordenadas naturais (ou canonicos).

H4 uma vasta lista de modelos estatisticos que sao familias exponenciais, incluindo distri-
bui¢des normais, gamma, beta, Dirichlet, Bernoulli, Poisson, dentre outros. Familias misturas
(veremos a seguir), em geral, ndo sdo familias exponenciais. Um outro exemplo de modelo es-
tatistico que ndo é da familia exponencial € o modelo de Weibull, cujas func¢des de distribuicdao
de probabilidades sao dadas por

w(x, &) = kr(kx)rfle(kx)ril k,T > 0.

Veja Khadiga Arwini [3] para mais detalhes da geometria desta distribuicdo. A funcdo y: 6 —
R € dada por

w(6) =1In / LCOHOE) gy
e € chamada de fun¢ao cumulante.

Exemplo 22. Modelos finitos P(Z"), com 2 = {0,...,n}, sdo familias exponenciais. De fato,

n
como p(x) = Y. pi6(x—1i), temos
i=0

n n
logp(x) =) logp;8(x—i) = Y logpi&(x—i) +log po&(x—0)
i=0 i=1
= Z (log—l) O(x—1i)+logpo.
i—1 Po
Dai, C(x) = 0; 8/ = logf)—é eFi(x)=6(x—j),comj=1,...,n; e y(0) =—logpy. Agora,
como p; = poeej, com j=1,....n, temos que po =1—-Y"_,pj=1 —pOZ?:leej. Donde,

po=(1+X)_e”)"". Logo, y(6) = ~logpo = log (1+Ee").

Exemplo 23. No modelo das distribui¢des normais S = {N(x; u,02) |t € R e 6 > 0}, temos
(i) C(x) =0, Fi(x) =x, F(x) = x%.
(i) 6' = L5, 62 = — ]

- 202"

612
(iii) y(8) =~ G + 3 In(~ ).
Geometricamente, familias exponenciais sdo 1-planas com respeito ao sistema de coorde-
nadas naturais. De fato, como (g (x) =Inpg(x) = C(x) + 6'F;(x) — y(6). Assim,

Fg},)k = /8,~8j€98k€9dx = —8,~8j1//(9)/8k€9dx =0. (3.16)

Chamamos a 1-conexdo de conexdo exponencial ou e-conexao e escreveremos vih = v,
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Vamos apresentar agora um tipo de modelo estatistico que deixa a (-1)-conexdo plana. Fa-
milias misturas sd3o modelos estatisticos S = {pg} cujas distribui¢cdes de probabilidades pg(x)
podem ser escritos da forma '

po(x) =C(x) + Y 0'F(x). (3.17)

Misturas de probablidades sao distribui¢des de probabilidades definidas por
n .
px) =Y o pi(x), (3.18)
i=1

onde a°,..., " € [0,1] sdo tais que Yo = 1 e po(x),...,pn(x) sdo distribuicdes de proba-
bilidades. E claro que mistura de probabilidades sdo familias misturas, para isto basta es-
crever p(x) = (1 =Y, a')po(x) + a'pi(x). O sistema de coordenadas [6'] em (3.17) é cha-

mado de sistema de coordenadas misturadas (ou pardmetros misturados). Como d;{y = 1%
e didjlg = —F;(Xg)(; ), temos que d;0;lg + dilgdjly = 0. Assim, os coeficientes da conexdo
v satisfazem

ri) = / (00,0 + 9ilgd;le)dlodx = 0. (3.19)

Logo, o sistema de coordenadas misturadas [6] é (-1)-afim. Chamamos a conexdo V=D de
conexao mistura ou m-conexao.

No modelo finito P(x), com ) = {0,...,n}, temos p(x) = ¥ ;pi6(x —i). Logo P(x) ¢é
uma mistura de probabilidades. As coordenadas da mistura sdo 1; = p;comi=1,...,n. Em
Exemplo 22, também mostramos que P() é uma familia exponencial.

3.7 Conexoes induzidas sobre subvariedades

Seja (S,g, V) uma variedade Riemanniana munida uma conexdo V e seja f : M — S uma imer-
sdo de uma variedade diferencidvel M em S. Nesse caso, dizemos que M é uma subvariedade
imersa em S. A métrica induzida de S em M € definida por

(X,Y) = (fiX, f.Y) (3.20)

para quaisquer X,Y € ©(M). Aqui, f. denota a diferencial (f.X)(p) = df,(X(p)), para todo
p € M. Se M € munida da métrica induzida (3.20), dizemos que a imersao € isométrica. Como
exemplo, familias exponenciais curvadas sdo simplesmente subvariedades imersas em uma fa-
milia exponencial. Induzido em ambas variedades a métrica de Fisher, temos que a subvarie-
dade estd isometricamente imersa.

A conexdo V induzida sobre uma variedade isométricamente imersa em M ¢é dada pela
projecdo ortogonal

(VxY,Z) = <Vf*Xf*Y7f*Z>>

para quaisquer campos de vetores X, Y e Z € 7(M). Ou seja,

V¥ = (£) 7 ((Vxf)T). (3.21)
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Como f ¢ uma imersdo, temos que, em cada ponto p € M, a derivada (f.)(p) =df, é um
isomorfismo de 7,M sobre sua imagem f,(7,M) = d f,(T,M). Por abuso de notagdo, vamos
identificar f,X com X. Assim, V = V7 ¢ a projecio ortogonal de V sobre M. Vé-se que V
define as hipéteses de uma conexao afim sobre M (veja Defini¢ao 23).

Sejam [£] e [u“] sistemas de coordenadas de S e M, respectivamente. Considere os campos
de vetores X = X%9,,Y = Y9, € t(M). Como V define uma conexio afim sobre M temos

VxY = Vx(Y?9y) = X (Y?)d + Y?Vx ) = X (Y?) 9y + XYV 5, 0,
= X(Yb)ab +XaYbFab,chdad,

onde Iy, (Vy, 0p,dc) sdo os simbolos de Christoffel da conexdo V. Usando que V = VT,
podemos escrever I'y;, . em termos da conexdo do ambiente V da seguinte forma:

_ 0&J (9251 ag
1—‘ab,c = <V8aab7ac> = <V8a (ﬁ8]>7a > = 8ub81/t <8]7a > ou b <V8 &Jaa >
£ FRES
aubau <ajaa> ou ba a<Vaaj»3>

el ogt | 9aLiogt

= 2oy, ou S ua b due

Assim, uma subvariedade imersa f : M — S herda do ambiente S tanto a métrica g quanto
a conexdo V = V7,

A projegdo ortogonal B(X,Y) = (V1.x f.Y)N é chamada de segunda forma fundamental da
imersdo f. Usando (3.21), segue-se a formula de Weingartein,

VixfY = f(VxY)+B(X,Y). (3.22)

Assumindo que V é simétrica temos que B é simétrica e tensorial (i.e., B(X,Y)(p) depende
apenas de X (p) e Y(p)). De fato,

B(X,Y)=B(Y,X) = (Vex fi¥)" = (Vey fiX)" = [£.X, fY]" =0

Assim, como (VxY)(p) depende de X apenas no ponto X (p) e como B(X,Y) = B(Y,X), temos
que B(X,Y)(p) depende apenas de X(p) e Y (p). Logo, B é tensorial.

3.8 Subvariedades totalmente geodésicas

Definicao 33. Uma subvariedade M isometricamente imersa em S € dita totalmente geodésica
se a imagem por f de geodésicas de M sdo geodésicas de S.

Por exemplo, vimos que as geodésicas do espago Euclideano sdo retas y(t) = vt + vg, com
v,v9 € R". Assim, uma subvariedade m-dimensional M € totalmente geodesica se, e somente
se, € parte de um m-plano.

Em termos de conexdes,
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Proposicao 3.14. Sejam (S,g = (, ), V) uma variedade diferencidvel n-dimensional munida de
uma conexdo V e seja M uma subvariedade m-dimensional em S. Entdo, M é uma subvariedade
totalmente geodésica se, e somente se, VxY € T(M), para quaisquer X,Y € ©(M). Em outras
palavras, M € totalmente geodésica se, e sO se, a segunda forma fundamental da imersao €
identicamente nula.

Teorema 3.15. Uma subvariedade isometricamente imersa M em uma familia exponencial
(analog. familia mistura) S é uma familia exponencial (analog. familia mistura) se, e somente
se M € e-totamente geodésica (analog. m-totalmente geodésica) em S.

Demonstragcdo. Suponha que M € uma familia exponencial e seja f : M — S uma imersao iso-
métrica injetiva de M = {q,(x)} sobre a familia exponencial S = {pg (x)}. Escreva logq,(x) =
D(x) +u®G,(x) — @(u), sendo 1,Gy,...,G,, fun¢des linearmente independentes. Assim, M =
{Gu = f o q,} é uma familia exponencial curvada da forma

log (x) = D(x) + G (x) — 9(u) = Cx) + & () Fi(x) — w(E ().

Derivando-se ambos lados duas vezes em relagio a u¢ e u?, temos

2£i
— 0,0, (1) = ;u—fubﬂ(x) — 0.0y (&(u)).

Temos assim, %Fi(x) + 3,0, (@(u) — w(&E(u))) =0. Usando que 1, Fy, ..., F, sdo Li., segue-
se que % =0=0,9,(@(u) — w(E(u))), para quaisquer i = 1,...,nea=1,...,m. Assim,

Ei(u) = A’ +b' e w(E(u)—@(u)=cutd, (3.23)

com A}, b',c,d constantes. Como G, (x) = f(qu(x)) = p¢ (u) (%), usando (3.23), os campos coor-
denados de M = {q, } satisfazem

Ipg 98" _ 9¢&
0Ei dut  Jud

aaéu = f*aaCIu = aipé :Aéai-

Como S € e-plana, segue-se que os vetores coordenados d; sdo e-paralelos. Assim,
(V) F-0h, Oh) = Y ALANY)9;,9) = 0,
L,j

paratodosa,b=1,....nek=1,...,m. Segue-se que M € e-totalmente geodésica.
Agora, suponha que M ¢€ e-totalmente geodésica. Entdo, a segunda forma fundamental

B(3a, ) = (V¢ £.05)" =0.
Logo, dada uma curva (t) € M ligando dois pontos e um e-transporte paralelo V (¢) ao longo de

o, tem-se que f,(V(¢)) é um e-transporte de S ao longo de B(¢) = f(a(t)). Como S é e-plana, o
e-transporte paralelo ndo depende da curva ligando os pontos extremos. Assim, 0 e-transporte
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()

paralelo sobre M também ndo depende da curva. Segue-se que M possui e-curvatura R;,” = 0.
Como a conexdo V(€ é simétrica, tem-se que M admite coordenadas e-afins u = [?]. Usando

que d; sdo e-paralelos, f.(d,) = 3—5;8,-, e V;i)a fx0p = FE;Z)C fx0c+B(dy,0,) = 0, segue-se que

afl 8251'

0 . (92 i
oub ™ %) = 8u“8ubai+ : Vet = :

Qub ~ fut 8u“8ubaj.

0 = Vi £3, =V, (5%

Logo, aaaglb = 0, para quaisquer i,a,b. Temos que &'(u) = ¥, Al u® + b', sendo A’ e b' cons-
tantes. Como S € uma familia exponencial, segue-se que

loggu(x) = p(x;é(u))= C(x)+ & (u)F; (x)—w(é(u))
= C(x)+b'F(x) +ZZA’ () u — w(E(u)).

Donde, M = {g,} é uma familia exponencial. Isto implica que M = {g,} é também uma fami-
lia exponencial.

Da mesma forma prova-se que uma subvariedade isometricamente imersa M de uma familia
mistura € uma familia mistura se, e somente se M € m-totalmente geodésica em S. [l






CAPITULO 4

Divergéncia e Teorema Pitagoreano

Um dos pontos principais do estudo de geometria da informacio é sem duvida a nocdo de
divergéncias. Com ela € possivel medir dissimilaridades e hierarquias em dados. Veremos nos
proximos capitulos que algumas medidas usuais de posicado e dispersdo podem ser traduzidos e
generalizados de um modo simples e natural ao contexto de divergéncias.

Veremos como divergéncias induzem métricas Riemannianas e conexdes afins sobre mo-
delos estatisticos. Isso serd bastante ttil tanto ao Teorema Pitagoreano (que veremos a seguir)
quanto ao estudo de convergéncia no algoritmo EM, que serd feita no dltimo capitulo.

4.1 Geometria induzida por uma divergéncia

Em geometria, € comum medir a distancia entre dois pontos p € g em uma variedade diferen-
cidvel S (ndo necessariamente um modelo estatistico). Uma distancia em § € uma aplicagdo
d:S xS —[0,00) que satisfaz as seguintes condicdes:

(i) d[p: q] > 0e vale a igualdade se e s6 se p = g;
(ii) d é simétrica: d[p:q] =d[q: p];
(iii) d satisfaz a desigualdade triangular: d[p : q] < D[p: r|+ D|r: q|, para todo r.

No entanto, em andlise de dados, a no¢do de proximidade pode ter mais a ver com as nog¢des
de similaridade ou hierarquia do que simplesmente distancias em si. Porém, a relacdo de simi-
laridade € obviamente assimétrica. Por exemplo, em anélise de dados, poderiamos nos deparar
facilmente com o seguinte:

"Coreia do Norte"¢ similar a "China"mais do que "China"¢ similar a "Coreia do Norte".
Ou ainda,
"Bayes"esta para "Matemdtica"mais do que "Matemaética"estd para "Bayes".

Nesta secdo, apresentaremos a no¢do de divergéncia, que é uma medida de dissimilaridade
entre dois pontos de um modelo estatistico S. Veremos também que uma divergéncia induz de
maneira natural uma métrica Riemanniana sobre S, além de duas conexdes afins duais.

Definicao 34. Sejam S uma variedade diferencidvel e considere dois pontos p,q € S. Uma
divergéncia é uma fungdo suave D : § X § — R satisfazendo os seguintes itens:

37
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(i) Dlp:q] > 0;
(i) D[p: q] = 0 se e somente se p = g;

(iii) Se p e g sdo proximos (isto é, p e g estdo num mesmo sistema de coordenadas locais, e
tais coordenadas &, e §; = £, 4 d¢& estdo proximas), entdo vale o seguinte:

DIGp: 6p+dE] = gu(ip)dé & +o(||dg|P?), 4.1)

onde a matriz G = [g;j] € simétrica e positiva-definida.

Em todo este texto, estamos sempre supondo que a variedade diferencidvel S é parametri-
zada globalmente. Isso simplifica a defini¢cdo de p e ¢ serem pontos préximos. Além disso,
frequentemente escreveremos D[p : g] = D[&,, : &,], referenciando pontos de S com suas coor-
denadas correspondentes. Para mais detalhes sobre como se definir uma divergéncia D em uma
variedade que ndo dispOe de uma parametrizagdo global, veja [9].

Definiremos as derivadas parciais em relacdo as primeiras e segundas coordenadas, além
das coordenadas mistas, do seguinte modo:

= 9eiD[Gp 1 &l
=9 D[Sy &)

e assim por diante.
Observe que o ponto de minimo de D € atingido quando p = ¢. Portanto, vale que

D[p:(d)p] =D[(di)p:p] =0. 4.2)

Isto também se verifica derivando a expressdo (4.1). De fato, D[p: (9;),] = gi;(p)d&/ |4=p=0.
Pela linearidade da derivada, vale, de uma forma mais geral, que a derivada em relagdo ao
campo de vetores X = X'0;, satisfaz:

Dp: X(p)] =X'(p)D[(9): p] =0.
Vamos definir as seguintes funcoes:
D[-: 9] :p—D[p:(d)pl;
DI[0; : dj] :p = D[(di)p : (9))pl;
D[0;d; : o] :p = D[(9i9})p : (k) p]-
Observe que, derivando duas vezes a expressao (4.2), obtem-se
Dlp: (did;)p] = 8ij(p)- (4.3)

Como g;; € simétrica e positiva-definida, tem-se de (4.3) e da proposi¢do abaixo, que D define
de modo natural uma dnica métrica Riemanniana sobre S.

¢ =Dl :99)). (4.4)
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Proposicao 4.1. Seja D uma divergéncia em uma variedade diferencidvel S. Entao,

(D)

gi; =D[- :0:9;] =D[9,d;: -] =—Dld;: Jj]. 4.5)

Demonstragdo. Segue diretamente derivando duas vezes a expressao (4.1) e usando (4.2). [

A expansdo de Taylor de D de ordem 3 é dada por

1 | o
Dlp:q) =581 (P)AE'dE! + chig) (p)d&'agiag! +o([d&|1). (4.6)
onde h;j, = D[d;djd : - |. Observe que uma divergéncia define uma conexdo simétrica v(D)
por
) = (v, = ~D[d; : 9. 4.7)

Nao h4 dificuldade em se verificar que (4.7) define de fato uma conexdo afim (vide Defini¢do
23 no Capitulo 3.1).

Proposicao 4.2. A divergencia dual D*[p : q| := D|[q : p] induz a mesma metrica sobre S. Além
disso, a conexdo afim de D* coincide com a conexdo dual de D, ou seja VIP") = (V(D))*.

Demonstragdo. Pela Proposi¢ao 4.1, temos que g;; = D*[-: d;d;| = D[d;d; : -] = gij. Agora,
derivando g,
8kg,‘j = 8k(—D[a,~ . 8]]) = —D[akai . 8]] —D[&i . 8k8j] = <Vak8i,aj> + (a,-,ng&j}
=Tk j+ T -

A proposicdo estd provada. []

Note também que a funcado hgk (p), que aparece na expansdo de Taylor (4.6), também pode

ser usada para se definir a conexdo afim v(D), De fato,
hll-;k = D[&,ﬁj&k . p] = 8kD[<9,- . &]] —D[8j8k . 81] = —8kg,~j +F_]Dk,i7

donde T'?

i = hgk + dkgij. Como gg = gg*, concluimos que as expansdes de Taylor de D e D*

diferem exatamente na derivada de ordem 3, a menos que a conexao v(D)

ponto importante € que reciproca também € verdadeira

seja Riemanniana. O

Proposicao 4.3. Dados uma métrica Riemanniana g;; e uma conexdo afim simetrica V, pode-
mos definir localmente uma divergencia D que satisfaca g = g0 ev=vD),

Demonstragdo. Basta definir, em termos de cartas locais,

1

1 o o
Dlp:q| = Egijdé’dﬁf + ghijkdgldéjdfk;

onde hijk = D[&,&j&k : p] = —8kgij+rﬁ<,i- ]
Para mais detalhes sobre como a tupla (g,V,V*) é induzida por uma divergéncia no sentido

global, veja [13].
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Exemplo 24. (Divergéncia Euclideana) A divergéncia Euclideana em uma variedade S é dada

por
Dlp: 4= 3 Y (&)~ £(4))

Neste caso, D € simétrica e
D[(d)p:q) =E&'(p)—&'(q) e DIAd;||-]1=5;. (4.8)
Isto é, G = [g;;] € a matriz identidade.

Exemplo 25. (Divergéncia de Kullback-Leibler) A divergéncia de Kullback-Leibler, definida
sobre o espago das distribui¢oes de probabilidade P( ), é dada por

Dki[p:q] = /p(X) log (%) dx.

Note que Dky, > 0, pois, usando que — log € uma fungdo convexa, pela desigualdade de Jensen,
vale que

/p(x) log (%) dx— —/p(x) log (%) dx > —log (/p(x)l%dx) 0.

Considere um modelo estatistico S C P()), veremos que a divergencia de Kullback-Leibler
induz a metrica de Fisher sobre S. De fato, considere pontos p e q sobre S de parametros £, e
&, respectivamente. Temos

8,- X
Dralp 3] =~ [ o0 %05 a
logo
NI diq(x)
Dxe[(9))p: (@0g) = = [ () TS (4.9)

Aplicando em p = g:

Dy, 9 = / ajp(x)agzs;)dx: / p(x)9;1og p(x)dlog p(x)dx

= E,[0d;log pd;log p].

Donde g;j = —Dx[d; : dj] coincide com a metrica de Fisher em S.
Sobre a conexdo induzida por Dk, veremos que V(L) coincide com a m-conexdo. Com
efeito, derivando (4.9) na variavel p,
djq(x)

DkL[(9dh)p : (9)g) = — / (hdip()) 2L 5 (4.10)

Logo, fazendo p = ¢, os simbolos de Christoffell da conexado induzida sdo dados por

o,
Iy} = ~D3id;: 9 = / aiajp(x)—;}(?i))c)dx. @.11)
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Como
9idjp(x) = {d;djInp(x) +d;Inp(x)d;Inp(x)} p(x), (4.12)
escrevendo £¢ = In pg, vale que

L) = Egl(9id;ls + dite djte)dule) =T}, (4.13)

. ~ . . ~ * . .
Em particular, a e-conexio coincide com a conexdo dual (VP)* = V2", Veremos mais adiante
que, sobre familias exponenciais, a divergencia dual da divergéncia de Kullback-Leibler € a
divergéncia de Bregman proveniente da fun¢do cumulante.

Outra caracteristica importante € a assimetria da divergéncia de Kullback-Leibler. Con-

sideremos p(x) = \/szne_xz/ 2 (distribuicio normal padrio) e g(x) = m (distribui¢do de

Cauchy). Entao,

2

> 1 _2 me T (14x%)
D . :/ e 21lo —_—
KL[p CI] 700@ g \/ﬁ

log\/7 \/ﬁ/ (——+log(1+x )) 5 dx.

Note que —x* < log(1 4 x?) < x?, portanto

dx

2 2
| ——+log(1+x V<5 (4.14)
De onde segue que Dk, < oo. Por outro lado,
© 1 2 1
Dki[q: pl :/ ——log( \/j— dx
oo (1 4+x?) ”(H—xz)e*%
2 | x?
=log/=—2 ) — = +log(1+x*
Og\/; /o 7r(1+x2)( 5 Hlog(l+x )>
Como m (’sz +log(1 —|—x2)> = —ﬁ +o0(1), quando x — oo, segue-se que a integral di-

verge, donde Dky[q : p] = +oe.
Alguns outros exemplos de divergéncias sdo o seguinte:

Exemplo 26. (Divergencia de Itakura-Saito) A divergéncia de Itakura-Saito, definida sobre
R?, ={x=(x!,...,x") | x' >0, para todo i}, é dada por

n xi xi
D 1y = ——log——1).
ishx : ] ,;(y‘ 0g; )
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Exemplo 27. (I-divergéncia) A I-divergéncia, também definida sobre R’ |, € definida por

n ) xi ) )
Difx:y| =Y (x’log; —x'+)")
i=1
Exemplo 28. (Divergéncia y*) Seja S,, o modelo finito. A divergéncia x* é definida por

s

i=1

2

l\)l'—‘

4.2 f-divergéncias

A f-divergéncia é uma classe de divergéncias introduzida por Csiszér [12]. A defini¢do € a
seguinte:

Definicdo 35. Seja f : [0,00) — R uma fun¢do convexa tal que f(1) = 0. Seja S um modelo
estatistico sobre X € sejam p,q € S. Entdo a fungdo Dy : S X S — R definida por

Dylpial= [ p(x)f(%)dx. (4.15)
é chamada f-divergéncia sobre S.

Proposicao 4.4. Dy € uma divergéncia e induz em um modelo estatistico S a métrica de Fisher
multiplicado por uma constante ¢ > 0

Demonstragdo. Note que D¢[p : g] > 0, pois pela desigualdade de Jensen, vale

[rwr(45)ax= r( [ 55 a) = ( [atax) =g =o. o)

Além disso, vale a igualdade, se e somente se, % ¢ constante. Como [ p(x)dx=1= [¢g(x)dx,

segueque k=1ep=gq.
Para mostrar que Dy € uma divergéncia e induz a métrica de Fisher, consideremos p,q € S,
de coordenadas §, e &, respectivamente. Assim,

Dp: ()4 =/p(X)f’<% de:/&q(x)f’ (ﬁxi) dx

e x) djq(x
d = [ s (5 )av [ duos (523 )

Aplicando em p = g e usando que f(1) = 0, temos

Dlp: @00, =5"(1) [ 7

iy 2iPe(03ipg(x) = 1(1) [ p(x)a110g pg ()3, log py ()
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Que é a expressdo da métrica de Fisher escalada pela constante ¢ = f”(1) > 0, pois f € convexa.
Assim, a expansdo de Taylor de grau 2 de Dy, € dada por

Dy[Ep: &y +dE] = %f”(l)gij(iip)dii"dij +0(|dE[?),

0 que mostra a condicao (iii) da defini¢ao (34). [l

No capitulo 2, vimos o teorema da monotonicidade. Vamos mostrar este resultado segue-se
de um fato mais geral, que é a monotonicidade da f-divergéncia sobre transi¢do de probabili-
dades. Mais especificamente, seja {k(y|x) > 0|x € 2",y € #} uma transi¢ao de distribui¢cdes
de probabilidades, ou seja, k(y | x) > 0e [k(y|x)dy = 1 para todo x € Z". Como exemplo, seja
F: 2 — % uma estatistica e defina k(y | x) = 0(y — F(x)). Note que k(y|x) leva distribui-
¢Oes de probabilidades sobre 2~ em distribui¢des de probabilidade sobre #. Para isso, dado
px) € 2(Z), defina p(y|x) = k(y|x), assim py(y) = [, k(y|x)p(x)dx. Se S = {p(x;&)} é um
modelo estatistico sobre .2, teremos (induzido pela transi¢do de probabilidades {k(y|x)}) um
modelo estatistico S = {px(y; &)} sobre . Primeiro, vamos provar a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 4.5. Nas condi¢des acima, temos o seguinte:

Dre[p(): q(0)] = Dic[ph(y) : qu()] + Epyiy) [ Dclp(x | 9) e[ 3)]]. - @a7)
Damanrain, Com 35~ 4 s~ B s e 53 A A
E, ) |Dkelp(x]y): Q(XIy)]} Z/pk(y)/p(ﬂy) log (Zg || i;)dxdy

= / / pe(y)p(x|y)log (%Zﬁgi)dxdy
p(x) ar(y)
—//pk(y)p(X\y)log (W> +//pk(y)p(x\y)10g pi(y))
p(x) a(y)
= //pk(y)p(x | v)log (W) +//p(X)p(y | x) log (pi(y)>

Proposi¢do 4.5 estd provada. ]
Pela Proposicao 4.1, derivando (4.17) duas vezes em relacdo a g e, depois, tomando g = p,
temos também o seguinte resultado, que generaliza Teorema 2.6,

Teorema 4.6. Sejam S = {p(x; &)} um modelo estatistico e Sy = {p(y; &)} 0 modelo induzido
pela transi¢do de probabilidade {k(y|x)}. As métricas de Fisher G,Gy de S e S, respectiva-
mente, satisfazem: G >~ Gy. Mais geralmente,

gij(€) = gi(&) + Epylgii (€ )], (4.18)
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onde g;;(& | y) = E[d;log p(x|y;£)0djlog p(x[y; &) | v] € a matriz de informagdo de Fisher do
modelo estatistico Sy, = {p(x | y; &)}. Assim, a igualdade G = Gy vale se, e somente se, as
probabilidades condicionais p(x|y; &) ndo dependem do parimetro &.

Uma das principais propriedades das f-divergéncias é monotonicidade. Mais especifica-
mente, provamos o seguinte:

Teorema 4.7 (Monotonicidade). Seja S um modelo estatistico e {k(y|x) > 0;x € x,y €Y} uma
transi¢do de distribuigbes de probabilidades. Entdo vale que

Dylp:q] = Dylpk - qi]- (4.19)
A igualdade vale se e somente se as probabilidades condicionais p(x|y; &) ndo dependem de &.

Demonstragdo. Sejam p,q € S. Entdo

Dylp:q]= /p(X)f (%) dx = / (/p(x | y)pk(y)dy) f (Z%) dx
— /[ s 19pe) (%) dydx= [ py) [ plx| 01 (%) dxdy
> [ ([ o192 ax) ay (420

pela desigualdade de Jensen aplicada a distribui¢do p(x | y). Como

q(x)  qx|y)a(y) (4.21)

temos que

Dy[p:q] prk(y)f </ (x |y)p(( ;dX) dy = /pk(y)f (/Q(Hy)iig;dX)

o (52}

Usando (4.21), note que a igualdade vale se, e somente se Eﬂ‘i ; C(y). Como [ p(x|y)dx=

1 = [g(x | y)dx, segue que p(x |y) = g(x |y). Pela arbitrariedade de p,q € S, temos que a
probabilidade condicional p(x|y; &) ndo depende do pardmetro &. O teorema estd provado. [

Uma questdo bastante interessante (conjecturada em alguns textos) € sobre a reciproca: serd
que divergencias que satisfacam o teorema da monotonicidade sdo f-divergencias?

Mais adiante, em Teorema 5.4 (Secdo 5.1), voltaremos a demonstracao deste teorema e
mostraremos que a diferenca em (4.19) é dada por uma informagdo de Bregman condicional
esperada. Divergéncia e informacdo de Bregman serdo os assuntos das proximas segoes.

Agora, vamos provar a propriedade de convexidade da métrica de Fisher (como haviamos
prometido em (2.17), como consequéncia da f-divergencia. Sejam S = {p1(x;&) |x € x }ecpe
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S2 ={p2(x;&) | x € x} £ dois modelos estatisticos possuindo em comum os mesmos espagos
amostral ) e de pardmetros E. Fixado 4 € [0, 1], segue-se que

Sp =P (&) = Ap1(x; )+ (1-2A)p2(x:8)},
define um modelo estatistico. Temos o seguinte resultado:

Teorema 4.8 (Convexidade). Na notagdo acima, a f-divergéncia é convexa no seguinte sentido:

Dylpa(x:8) 1 qx(x;8)] < ADg[p1:qi]+(1—A)Dy[pa: g2l

paratodo p1,q1 € S1 € p2,q2 € S2. Além disso, as matrizes de informacao de Fisher G1,G>,G),
de S1, $> e S, respectivamente, satisfazem a condi¢do de convexidade:

G(8) 2AG1(8) + (1= 2)Ga(8).

Demonstragcdo. Escreva

a A +(1-A)g
pr  Api+(1-2)p,
_ Api q (I-)p2 @
CApi+(I=A)papi Api+(1—2)ps p>

A 1-2
_Apar  (1=M)prga

Pr D1 P P2
Como f é convexa e % + % =1, temos

()= ) ()
P P P1 P p2

Assim, multiplicando ambos lados por p; e integrando, temos:

D¢lps :q2] = /mf (%)

Si/plf((ﬂ) +(1—1)/P2f(2>
D1 P2

ZlDf[pl qu]—{-(l—ﬂ,)Df[pziqz]. 4.22)
A primeira parte do teorema estd provada.

Agora, vamos provar a convexidade para a matriz de Fisher. De fato, sabemos que:
Dylpy - aallgy=ps =0
Dylpy : 9llgp=p, =0
Dy[p : 9idjllg,=p, = f"(1)gij(p2)-

Por (4.22), segue-se que a derivada segunda respeita a desigualdade (visto que as derivadas
anteriores se anulam quando g = p;). Como f”(1) > 0, temos que as matrizes de Fisher,

G(8) 2AGI(8) + (1= 2)Ga(8).

O teorema esta provado. [
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Proposicao 4.9. Seja Dy uma f-divergéncia. Entdo vale que
(i) Dy = Dy, onde g(u) = f(u) +c(u—1), ceR.
(ii) D% = Dy-, onde f*(u) = uf (1)

Demonstragdo. (i) Como

/ p(x)e (% _ l)dx —c { / g (x)dx— / p(x)dx} 0, (4.23)

vale que
Dl = [ (22 as=s(p 0 24
(i1) Temos
Dy Z/p(X)f* (%) Z/p(X)%f %)
~ [ (22) =it 10

Exemplo 29. (Divergéncia de Kullback-Leibler) A divergéncia de Kullback-Leibler é definida
a partir de f(u) = —logu

Exemplo 30. (a-divergéncia)

Fluy = —2 (1—u'+T°‘)— 2 -1y, (4.25)

)

Dalpi )= s [{1-p(0)' a0 ¥ }ax. (4.26)

Vale comentar que a o-divergéncia pertence tanto a classe das f-divergéncias como a classe
das divergéncias de Bregman [14], a qual serd apresentada a seguir.

4.3 Divergéncia de Bregman

Definigdo 36. (Divergéncia de Bregman) Sejam S = {p; }, & € E C R" aberto, uma variedade
diferencidvel globalmente parametrizada e Y : U C R" — R uma fungdo estritamente convexa,
definida sobre um aberto U contendo E. A fungdo Dy, : S X § — R definida por

Dyp: q] =Dyl : &g = w(Sp) = W(Sg) = VW(&y) - (5 — &y)- (4.27)

é chamada Divergéncia de Bregman.
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Figura 4.1 Divergéncia de Bregman de & a &.

A expressdo em (4.27) representa a diferenca entre os pontos (§,, y(§,)) do grifico de y e
(€p,z) pertencente ao plano tangente de y que passa por (&,, w(&,)) (vide figura (4.1)). Vamos
mostrar que Dy, € uma divergéncia: como € estritamente convexa, o grafico de Y estd sempre
acima de quaisquer de seus planos tangentes, donde Dy [p : g] > 0 e vale ” = 0" se, e somente
se, p = ¢. Além disso, usando a expansdo de Taylor de ordem 2 da fungdo y no ponto &,

w(&p) = w(E) +ay(&) (&) — &) + %8@11//(54)(%,’; = &&=+ 0018 = &lIP).
Usando (4.27), segue que

Dyléy - &) = 500w (E) &~ EDE &) +0U1E — &),

C p . (D)
omo Y ¢ estritamente convexa, segue-se que g; j

que mostra que Dy, € de fato uma divergéncia.

= 0;d;y ¢é simétrica e positiva-definida, o

Exemplo 31. Seja v : R" — R a seguinte fun¢do convexa

W(E) = 5617 = S L&Y

O gradiente de y é dado por Vy(&) = &. Assim, a divergéncia de Bregman Dy [§ : &y] é dada
por

Dyl& - &o] = w(E) ~ v(&) - V¥(&) - (€~ &)
= SHEIR &l &+ (€ — &)
= SlE- &P

que é a distancia Euclideana apresentada no exemplo 24.
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Exemplo 32. Recordemos que o modelo finito S,, = P()), com ) = {0,...,n}, é dado por

n n

Sn = {pn(x) = (1—Zni)5(x—0)+2n,-5(x—i) | n; >0 e Zni < 1}.

i i

Afirmamos que a entropia negativa ¢(1) = —H|[pyn] = Y"_, pn(x)log py (x) é uma fun¢io con-
vexa. De fato, como

n n

n) =Y pilogpi=(1 Z )log(1 Zni>+2nilogni,

temos
e n D
— = —log(1—-Y n)—1+logn;+1=1log
81‘[]' ; / Po
% 1 1 1 1
amam; ~ Top = g %
Aqui, estamos usando que as coordenadas de um ponto p € P() sdo dadas porn” = (py,...,pn)-

Assim, @ é uma fungdo convexa. Além disso, a divergéncia de Bregman associada a ¢ entre
dois pontos p,q € P()), de coordenadas N’ = (py,...,pn) € N?=(qi,-..,qn), respectiva-
mente, € dada por

Dylp:q) = (n’ Za—(p ny —n?)

n .
=Y pilogpi— Z‘]ilOg(Zi - Z log(—J)(pj —q;)
i=0 i=0 j=0

n

p
—szlog l +Z —4j 10gqo—2p,10g )
j=0 i=0 qi

= DKL[p . q].

Isto €, Dy coincide com a divergéncia de Kullback-Leibler.

, Cw)+ £ 0°F (x)-w(6) . .
Exemplo 33. Seja S = {pg(x) = =1 } uma familia exponencial. Afirmamos

que a fungdo cumulante y(0) € convexa. De fato, primeiro, observemos que

diln pg(x) = Fi(x) — diy(0).
Dai, como E,[d;Inpg| = 0, temos d;y(0) = [ Fi(x)pg(x)dx = E[F;(X)]. Assim,

0id;y(6) = /E(X)ajpe(X)dx = E[F; djInpg| = E[F; (F; — d;y(0))]
= E[FiFj] — E[F]E[Fj] = Cov(F;, F}).
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Como a matriz de covaridncia € sempre simétrica e positiva-definida, segue-se Y € convexa.
Agora vamos mostrar que a divergencia de Kullback-Leibler coincide com a divergencia de
Bregman dual Dy, [p,q]. De fato,

Drsla: )= [ atotoe 4= [ a(IR6'(0) - 0'p) - wia) + w(plax
= y(p) — v(g) +EF](6'(q) — 6'(p))
= w(p) -~ v(9) — Aw(a)(6'(p) — 6'(q))
= Dv/[P 1 q). (4.28)

4.4 Transformada de Legendre

Sejam S uma variedade globalmente parametrizada e £ : E C R"” — S um sistema global de
coordenadas. Seja v : U C R" — R uma funcio estritamente convexa definida num aberto U
contendo E.

Lema 4.10. O gradiente de y,
& =Vy(&) (4.29)

€ um difeomorfismo de U sobre um aberto V C R".

Demonstrag¢do. Primeiro, observe que a aplicagdo & — &* € injetiva. Para isso, note que o
vetor normal ao gréfico de y no ponto (&, y(&) é dado por N(&) = (—Vy(E),1) = (&% 1).
Como o grifico de y é bordo de um corpo convexo (vide Figura 4.1) tem-se que N(&) é injetiva,

P

donde & — £* é injetiva. Como a matriz Hessiana de y € positiva-definida, temos que & — &*
¢ um difeomorfismo local. Pela injetividade de £*, segue-se que é um difeomorfismo. O]

A transformada de Legendre y* : V — R € definida por
(3 Zg}gg{é’-é*—w(é’)} (4.30)
Proposicao 4.11. A transformada de Legendre y*(£*) satisfaz
vi(ST) =8¢ —v(s), (4.31)

onde & é dada por £* = Vy/(§). Além disso, y* satisfaz os seguintes itens:

(i) & =Vy(&");

(ii) A Hessiana V>y*(E*) = (V2y(€))~!. Em particular, y* é estritamente convexa.
Demonstracdo. Derivando a fungéo F(E') =&’ &* — w(&') temos g—g/(é’) =& —y(&). As-
sim, VF(&’) = 0 se, e somente se, Vy(&') = &*. Por Lema 4.10, temos que £’ = £. Alem
disso, a Hessiana F;;(§’) = —;;(&’) € negativa-definida, donde § = argmaxg F(&'). Assim,

y(8") =maxg F(S') = F(5) =& 5" —w(&).
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9 T 28 _
38 = Vi (&), donde a matriz inversa 3 =

yi/(&). Aqui, (W (E)) = (y;(€)) ! denota a matriz inversa de V2y/(&) = (y;;(&)). Assim,
a derivada parcial de y* é dada por

v A . oy 9E ., ., dyaek

9& Tag s T ar T ag v T T azag
— YOG 8 w(EWIE) = WIEE +E - &I
_ ¢,

Agora, usando (4.29), a derivada parcial

Logo, o gradiente Vy*(£¥) = £. Além disso, % = g—gi = y'/(€). Donde, a hessiana
i j i
V2y*(E%) = (V2w (&))~!. Proposigio 4.11 estd provada. O
Chamamos ¥ e y* de fungdes potenciais.

Proposicao 4.12. Seja Dy uma divergéncia de Bregman, a divergéncia de Bregman da fung¢do
y* € a divergéncia dual de Dy, isto €, Dy, = Dy+. Em particular, DkL[p : q] = Dy+[p : q].

Demonstragdo. De fato,

Dy:[p:ql =y (&) —v(5) = Vv (§,)- (5, = &)
=8p-Sp —W(8p) —6q- &5 T W(&) =S4 (6 — &)

(&p)
= (&) —w(Sp) =&, (S —Sp)
=y(&) —w(Sp) —Vy(Sy) - (& —6p)
=Dylq: p|=Dylp:ql.

Em particular, temos que Dxz[p : ] = Dy[q : p] = Dy+[p : q|. O
Teorema 4.13. Se Dy, € uma divergéncia de Bregman, entdo vale que
Dylp:ql=w(5p) + v (&) — &Sy
Donde segue-se a desigualdade de Frenchel:
w(8p)+ v (8y) —Sp8, 20,
e vale a igualdade se, e somente se, p = q.

Demonstracdo. Basta substituir

V(Sg) =646y —W(Sg) e V(S =6,

na equacao (4.27). ]
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Teorema 4.14. Sejam S uma variedade diferencidvel globalmente parametrizada, e & = [£1] :
E C R" — § um sistema de coordenadas globais definida sobre um aberto E de R". Seja
Vv : U — R uma fungdo estritamente convexa definida sobre um aberto U contendo E. Sobre S,
considere a métrica (X,Y) = —Dy[X,Y] e a conexdo VxY = —Dy[XY : Z|, com X,Y € 1(S).
Entio, (S,g,V,V*) é dualmente plana com respeito aos sistemas de coordenadas duais & = [E']
e [ = wi(§)]. Em outras palavras, os seguintes itens sdo validos:

(i) 8ij(§) = (0ei, 9¢i) € 8ij(E") = (O, dg;) satisfazem g/ (&) = gij(£*):
(i) & =[&'] é V-afim, isto €, V,0; = 0, para todo i, ;
(iii) [ = y;(§)] € V*-afim. Além isso, dg = g/ (§)dyj = 9. Assim, V3,07 = 0.

Demonstragdo. DaProposigdo 4.11, a métrica g satisfaz g;;j(&) = —Dy[d;: ;] = y;j(§) = gg i

Do Lema 4.29, * = y(&) € uma mundanga de coordenadas. Assim, sendo d; = dgi e ;" = I
os campos coordenados correspondentes, temos

QEK
d&;*
Logo. g}j(E") = (95:.9) = (9. 0%) = §(&).

Agora, do Teorema 4.13, dados p,q € S, de coordenadas &, §,, respectivamente, temos

Dylp:al=w(Sp)+ v (&) —5p-&;-

aéi* = 85k = g”‘&k = 8i.

Assim,
Dy(9z 4] = Vi(&y) — ()
Dy |99, - al = vi;(&p)
Lijx(p) = —Dylg; 9y : derllg=p = 0.
Analogamente, prova-se que V*;0/ = 0. O teorema est4 provado. ]

Exemplo 34. Considere uma familia exponencial natural da forma

S = {Pe()’) = eeiyiil’/(e)}

Por um argumento simples, toda familia exponencial pode ser escrita dessa forma. Vimos
no Exemplo 33 que y é uma fungdo convexa, Vy(0) = E,,[y| e a divergéncia de Bregman
Dy|p,q| = Dkilq, p]. Além disso, a métrica de Fisher g;; = y;;(0) = —Dy/[0;,d;]. As coor-
denadas duais sdo dadas por 6* = Vy(0) = E,[y| e a transformada de Legendre de y ¢ dada
por

v(6")=6-0"—y(0)
=0 -Ep, [y —y(0) =Ep,[0-y—y(0)]
= Ep,[Inpg] = —H|ps].
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Ou seja, a transformada de Legendre coincide com a entropia negativa de pg. Em particular,
a fungéo cumulante Y pode ser dada por y(0) = 0 -E, [y] + H[pe]. O campos coordenados

di = ae, ed; = 8(2)* satisfazem g(0;,d;) = 6;;. Do Teorema 4.14, a conexao induzida

VxY = —Dy[XY : Z] = —Dg.[Z : XY

(1)

€ plana, logo VxY coincide com a e-conexao, Vy 'Y, e também a conexao dual

ViY = —Dy[Z : XY] = —Dgr[XY : 7]

.. ~ -1
coincide com a m-conexao, V; )Y .

4.5 O teorema Pitagoreano e o teorema da projecao

Teorema 4.15. Sejam Dy, uma divergéncia de Bregman e p,q,r in S. Entdo vale que

Dylp:ql+Dylg: r]=Dylp: 1] = (6, —6;)- (N, —ny),
onde [0] e [n] sdo sistemas de coordenadas duais em S.

Demonstrag¢do. Suponha que Dy € uma divergéncia de Bregman e seja ¢ a transformada de
Legendre de y. Entdo,

Dy[p:ql=w(6,)+@(ny) — 6, -1y
Dylq:r]=w(6,) +@(n,) — 6,1,
—Dy(p:r]=—-y(6,) — (1) + 6p1;-

Dai, somando-se as trés equagdes acima,

(
(

Dylp:ql+Dylq:r]—=Dylp:rl=y(6,) +@(ng) — 6, -1y — 04Ny + 6 - 1Ny

Pelo Teorema (4.13), vale
v(6g) +@(ng) = 64-Mg.
Logo,
Dylp:q|+Dylg:r|—Dylp:r]= (6, —0;) - (N, —Mg)-
O]

Teorema 4.16. (Teorema Pitagoreano) Sejam p, g e r trés pontos de um espago dualmente
plano (S,g,V,V*) induzido por uma divergéncia de Bregman Dy,. Sejay aV-geodésica ligando
p aq e sejay" aV*-geodésica ligado g ar. Se Yy e y* se interceptam ortogonalmente em q.
Entao, vale o seguinte:

Dy[p:q]+Dylq:r]=Dylp:T1].
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geodesic

f R

) dual geodesic

Figura 4.2 Teorema Pitagoreano

Demonstracdo. Como (S,g,V,V*) é dualmente plana, as equagdes das geodésicas em rela¢do
a cada sistema de coordenada tem segunda derivada zero. Logo, podem ser parametrizadas
como segmentos de retas:

0(t)=(1—1)6,+18y,;

n(t) = 1—1)ng+n;.

Assim, os vetores tangentes sdo dados por

d . o
7'(t) = 10°()d: = (6;— 6,)9)

70 = S = (f )2

Donde, usando que as geodésicas intersectam-se ortogonalmente no ponto ¢, segue-se que

0= (.7 O) = So'ar. Cnd )= (0 6o (nf —n)a’)

= (0, — 0,) - (N, —14)(0:,9") = (8, — 8;) - (N, — ). (4.32)

Logo, de (4.32) e usando Teorema 4.15, vale que

Dylp:q]+Dylq:r]=Dylp:r],
como queriamos provar. O

Corolario 4.17. (Teorema da Projecdo) Seja (S,g,V,V*) induzido por uma divergéncia de
Bregman Dy, e sejam p € S e M uma subvariedade em S. Se g = argmin,cy Dy[p,r] (respec-
tivamente, g* = argmin,eMDl,,[r, pl), entdo, a V-geodésica ligando p a g (respectivamente, a
V-geodesica ligando p a g*) é ortogonal a M. Além disso, se M é V*-totalmente geodésica
(resp. V-totalmente geodésica), entao a reciproca também ¢é verdadeira.
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V- geodesic

Figura 4.3 Teorema da Projecéo

Demonstragdo. Suponha que g = argmin,ey Dy[p,r] e seja [u,] um sistema de coordenadas
para M. Entdao

0=DI[p: (da),] = Dlp: (8a1i9")g) = (damy),Dlp : (9"),]
= (2umi)q (8] — 6)) = (umi)y (6} — 0,)(2",3)
= ((3umi0"): (05— 8,)90) = ((30), + 10— 63}(30), ).

de onde segue que a V-geodésica que liga p a g € ortogonal a M. O caso em que ¢* =
argmin,cy Dy[r, p| é totalmente andlogo. Suponha agora que M seja V*-totalmente geodé-
sica e que a V-geodésica ligando p a g € ortogonal a M no ponto g. Pelo Teorema (4.16), vale
que

Dylp:q|+Dylq:r]=Dylp:r1],

para todo r € M logo, Dy/[p : g] < Dy[p:r] e, daequagio acima, vale a igualdade se, e somente
se Dylg:r] =0,isto é, g =r. O

Definicdo 37. Nas hipoteses do Teorema da Projegdo (Coroldrio 4.17), g = argmin,cp Dy [p : 7]
serd chamado de V -proje¢do sobre M.

Exemplo 35. Se o ambiente S é uma familia exponencial entdo a fun¢do cumulante y(0)
€ convexa, donde define uma divergéncia de Bregman Dy,. Sabemos que a divergéncia de
Kullback-Leibler ¢ a dual de Dy, ou seja, Dx1[p : q] = Dy|q : p], para todo p,q € S (vide
(4.28) no Exemplo 33). Além disso, considere a tupla (S,g,V¢, V"), onde g é a métrica de
Fisher, V(©) = V(1) ¢ a e-conexdo (ou 1-conexdo) e V™) ¢ a m-conexdo (ou (—1)-conexdo).
Temos também que (S,g, V¢, V") é dualmente plana e induzida por Dy,.

Agora, sejam p € § e M uma familia exponencial curvada (ou, em outras palavras, uma
subvariedade imersa em ), do teorema da projecdo, segue-se que:

(i) e-projecdo: q(e) =arg minreMDl,,[p,r] = argmin,ey D1 |1, pl;
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(ii) m-projecdo: g™ = argmin,cy Dy [r, p] = argmin,cy Dk [p, 1].

Vale ressaltar que os pontos g\ e glm podem, em geral, diferir. Esse exemplo serd fundamental
na nossa formulagdo do EM-algoritmo.






CAPITULO 5

Aplicacoes do Teorema Pitagoreano

Neste capitulo, vamos falar de algumas aplicacdes do teorema Pitagoreano (e do teorema da
projecdo). Na secao abaixo, falaremos da informacdo de Bregman, que ¢ uma medida de disper-
sdo baseada nas divergéncias de Bregman e que unifica, por exemplo, variancia e informacao
mutua. Um ponto importante a se destacar nessa secao € que o erro em se aplicar o Desigual-
dade de Jensen € dado exatamente pela informagdo de Bregman.

5.1 Informacao de Bregman

Definicao 38. Seja v : U — R uma fung¢io convexa definida sobre um aberto convexo U C R".
Seja X uma varidvel aleatoria cuja imagem 2 estd contida em U. Seja Dy, a divergéncia de
Bregman induzida por y. A informacdo de Bregman € definida por

Iy[X] = minE[Dy[X : 1)) = n%in/ol,,[x  ]p(x)dx. 5.1)

Proposicdo 5.1. Existe um tinico minimizador de I [X], dado por n* = E[X| = [xp(x).

Demonstragdo. Como U é convexa, temos que N* = E[X] pertence a U. Para 1 € U, temos

EIDyX 0~ EIDyX :07)| = [ (Dyle:n) = Dyles ) p(x)
= (") =y + [ (Vy)a—n") = Vy(m) =) pl)
=vy(n") —y(n)+Vym")(EX]-n") - Vy(n)(EX]-n)
=vy(n")—vn)-Vymn —n)
=Dy[n":n] =0

e a igualdade vale se, e somente se 1 =n*. [

Um ponto importante a destacar ¢ que n* = argminy E[Dy[X : n]] = E[X] independe de .
Vale a pena também ressaltar (mesmo sem demonstracao) que a reciproca também € verdadeira,
ou seja, se uma divergéncia D satisfaz E[X] = argminy E[D[X : n]] entdo D é uma divergéncia
de Bregman (veja Banerjee et al. [6]).

Exemplo 36. A varidncia de uma varidvel aleatéria X é a informagdo de Bregman relativa a
fungido y(z) = |z|*. De fato,

Iy[X] = E[Dy[X : E[X]]] = E[|X - E[X]]"] = V[X].

57
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plx,y)

I(X.Y)
M, :independent
distributions

Figura 5.1 A Informagdo Mitua é a m-projecdo de p(x,y) em M

Exemplo 37 (Informacdo mutua). A informacdo miitua entre duas varidveis aleatorias X e Y,
definida por

I[X,Y] = Dgr[p(x,y) : p(x)p(y)]-
Afirmamos que I[X,Y] é uma informagdo de Bregman. De fato, primeiramente, considere a

varidvel aleatériaZ : x € Y +— Zx = {p(y | x) }yea, com probabilidade p(x). Em outras palavras,
para cada x € ), a varidvel aleatéria Z assume o valor Z, = p(- | x) € P(%') com probabilidade

p(x). AmédiaE(Z) = [ Z:p(x) = [ p(- | x)p(x) = p(-) € P(@)- Assim,

I[X,Y] = Dki[p(x,y) : p ]—// xleg ())dxd

_/ / x)log ;()[))dyde/p(x)DKL[P(y|x) :p(y)]dx

= E[DkL[Z : E[Z]] = Ipy, [Z].

Proposicao 5.2. A informacdo mitua I[X,Y] é a m-proje¢do de p(x,y) sobre o espaco das
distribui¢des de probabilidade independentes de sobre 2" x %, via a divergéncia de Kullback-
Leibler. Em outras palavras,

IX:Y]= min Dgr[p(x,y): q(x,y)].

q(xy)EP(Z xY)
q(x.y)=q(x)q(y)

Demonstragdo. Considere a variedade S = {p(x,y)}, formada por todas as distribui¢des con-
juntas de X e ¥ como sendo uma familia exponencial. Seja M a subvariedade em S formada
por todas as distribui¢des independentes de X e Y, isto €,

M={qeS|qlxy) =q(x)q0)},

onde ¢g(x),q(y) denotam as distribuicdes marginais sobre x e y respectivamente. Note que

M §é e-totalmente geodésica. De fato, sejam qj,qo € M e A € [0,1]. A curva g, (x,y) =
()

q1(x,y)"*g2(x,y)* é uma e-geodesica em S, pois V 5 ai = aa—zzlogql = 0. Além disso,
a7
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g5 € M, pois usando que g1(x,y) = q1(x)q1(y) e g2(x,y) = q2(x)g2(y), segue-se diretamente
que g3 (x,y) = (¢1(x)" g2 (0)*)(q1 ()" *g2(y)*). Donde, M é e-totalmente geodésica. As-
sim, do teorema da projegio, segue-se que p = argmingey Dir[p : q| € atingido na m-projecdo
de p em M. Vamos mostrar que p(x,y) = p(x)p(y), ou seja, p é dado pelo produto das distri-
bui¢des marginais de p(x,y). De fato, como Dk [p : p| é minimo,

p(x,y) p(x,y)

p(x,y)log = dxdy =Dkr|p: p| < DkL|p 1 q Z/p x,y)log dxdy,
/ &) p(x,y) p: ) p:d] (x.) q(x,y)
para qualquer g € M. Dai,
/ p(x,y)log p(x,y)dxdy > / p(x,y)logq(x,y)dxdy. (5.2)

Mas g(x,y) = q(x)q(y) e p(x,y) = p(x)p(y). logo
/ p(x,y)logq(x,y)dxdy = / p(x,y)logq(x)dxdy + / p(x,y)logq(y)dxdy

—/ x)logg(x dx+/ )oggq(y)dy. (5.3)

Da mesma forma, a equagdo acima também vale para p, ou seja,
/ p(x,y)log p(x,y)dxdy = / p(x,y)log p(x)dxdy + / p(x,y)log p(y)dxdy
= / p(x)log p(x)dx + / p(y)log p(y)dy.

Tome ¢(x,y) = p(x)p(y) € M. Usando (5.3) e (5.2), temos que

0> /p x,y)logg(x,y —/p x,y)log p(x,y)

/ x)log p(x) + / )log p(y / p(x)log p(x) — / p(y)logp(y)
=Dgr[p(x) : p(x)]+Dxr[p(y) : P(y)].

Portanto, como Dk > 0, segue-se que p(x) = p(x) e p(y) = p(y). Concluimos que p =
argmingey Dxi[p : q) satisfaz
min  Dgr[p(x,y) 1 ¢(x,y)] = Dr[p(x,y) : p(x,y)] = Dxr[p(x,y) : p(x)p(y)]
q(x.y)=4(x)q(y)
= I[X :Y],

como queriamos provar. ]

A desigualdade de Jensen diz que se v : U C R"” — R é uma fun¢do convexa definida sobre
um aberto convexo U e X é uma varidvel aleatéria cuja imagem ) estd contida em U, entdao
vale a seguinte desigualdade:

Ely(X)] = y(E[X]). (5.4)
Além disso, vale a igualdade se, e somente se, X é constante. Veremos que a diferenca
Ely(X)] — w(E[X]) é exatamente a informagdo de Bregman Iy, [X].
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Teorema 5.3. Nas condi¢bes dadas acima, temos que Iy[X| = E[y(X)] — y(E[X]), de onde
segue-se imediatamente a desigualdade de Jensen.

Demonstragdo.

Iy[X] = E[Dy[X : EIX])) = [ Dylx: EX]p(x)dx

- / y() — Y(EX)) = VY (EIX]) - (r— EX))) p() dx
V(X)) ~ W(EX) ~ Vy(EIX])- (EIX] - E[X))
0] i)

e a igualdade vale se, e somente se, X € constante.
Como haviamos dito anteriormente, vamos voltar a prova do Teorema 4.7 a fim de provar
que a diferenca em (4.19) é dado por uma informacao de Bregman.

Teorema 5.4 (Monotonicidade para f-divergéncias). Seja f : (0,o0) — R uma fungdo convexa
com f(1) =0 e considere Dy como a f-divergéncia sobre um modelo estatistico S = {p(x;&)}.
Considere uma transi¢do de probabilidade {k(y | x)} e seja Sy = {pr(y| &)} 0 modelo estatistico
induzido por k. Temos entao,

Dylp:ql = Dylpx: qi] + Ep(y) [If[;]% Iy]]. (5.5)

onde I¢[- | y] é a informagao de Bregman induzida por f condicionada ay.

Note que a f-divergéncia Dy ndo coincide com a divergéncia de Bregman BD . Por exem-
plo, se f(z) = —log(z), com z >0, entdo D¢[p : q], com p,q € P(}), coincide com a divergéncia
de Kullback-Leibler Dg; [p : g]. Ja a Divergéncia de Bregman BD ¢[z : w|, com z,w > 0, coincide
com a Divergéncia de Itakura-Saito Dyg[z: w] = £ —log(%) — 1.

Demonstragdo. Sejam p,q € S. Entdo, usando o Teorema 5.3,

Dilpial= [ por (45 )ax= [ ([ pxlmiar) 7 (45 ) as
= [[ 1 omtr (45 ) avae= [ o) [ pix 130 (235 ) anay

= [ ([t 9 L) ay+ [ mii 23 1)

onde I;[Z[X] | y] denota a informagdo de Bregman da varidvel aleatéria Z[X| com probabilidade
p(x|y). Por defini¢do, p(y | x) = g(y | x) = k(y | x). Assim,

= . (5.6)
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Logo,
q(x) qk\y
/pk (/p P >dy /Pk </ x|y) k()dx>
p(x) pk(y)
= [ peW)Sf < )dy
/ 0) pr(y)
= Dy[pr: qil-
Portanto, ( )
q\x
D¢lp:ql=D¢\pr:qgr) +E [I—y].
sl =)= Drlpe: ad +En |1 [ 75 1]
O teorema estd provado. [
Observacao. A respeito do Teorema 5.4, a informagao de Bregman If[% | v] pode ser escrita
da seguinte forma:
q(x) a(x) . ()
Is|—= |y|=E|BDs|—=: y|. 5.7)
oy 191 =ELB0r T ) )

De fato, note que a média

/q x| y)ak(y) x|y)dx:qk_(y)/q(x|y)dx:qk(y).

(x| y)pe(y Pe(y) Pe(y)

Assim, denotando por BDy a d1vergenc1a de Bregman induzida por f, temos

If[ﬁw]:/ (x| y)BDy [CI() E[ﬂm} :/ (x| y)BD; [Q() Qk()’)}

p(x) plx) ) p(x) " pi(y)
a(x) . ax(y)
_ E* [BD KAS20 y} ,
o p!!
onde E* denota a esperanga na varidvel x. Portanto, (5.5) se reescreve por

qx) . qk(y)] | ” 5.8)
p(x)  pr(y)

Proposicao 4.5 segue-se como Corolario do Teorema 5.4. De fato, considere novamente
f(z) = —In(z), com z > 0. Vimos que a f-divergéncia, D¢[p : gq] = Dgr[p : q| e a divergéncia
de Bregman, BD [z : w] = Dys[z : w]. Assim,

Dylp: ) = Dylpi: ail + E? |E*|BD; |

qx)  qe) ] _ () pe0y) | ral) peby)y
BDf[p(X) .Pk()’)} () @) 1 (p(X) Clk()’)) :
:q(X\y)_ln<Q(XIy)>_1
p(x]y) pxly)/
donde,
[ ot 13980, [£5 B — [t y)in (4520) = Dralp(x ) gt )

Usando (5.7) e o Teorema 5.4, Propomgao 4.5 segue-se. ]
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Teorema 5.5 (Principio da maxima entropia). Seja M um modelo estatistico sobre um espago
amostral finito ¥ = {0,1,...,n}. Entdo, a distribuicdo em M que maximiza a entropia

—argmax H
p = argmax 4]

coincide com a e-projecdo da distribui¢ao uniforme po(x) = 1 sobre M.

Demonstracdo. Relembrando, a entropia H[gq] = ¥, q(x)log(1/¢g(x)) = — ¥, q(x)log(g(x)).
Assim,

Dl pol = ¥ q(x) log( %) Y () logg(x) — ¥ () log(1/(n+ 1))

X X X

= —Hlq] +log(n+1).

Portanto, argmax,cy H|q| = argmingey Dk1[q : pol, que € a e-projecdo de po sobre M. O

Assim, uma interpretacdo geométrica da distribuicdo que maximiza a entropia no modelo
estatistico € que ela possui a informagao mais vaga o possivel, no sentido de ser a distribui¢ao
no modelo estatistico mais proxima da distribui¢do uniforme.

Exemplo 38. Sejay = {0,...,n} e considere o vetor aleatdrio c = (c1, ..., c;) : ¥ — R¥. Fixado
um vetor a € R*, considere a subvariedade M dada por

Mn—k( ) {qu Zq

Note que M,,_;(a) é m-totalmente geodésica, visto que M,,_j(a) € invariante por combinagdes
lineares convexas. Logo, do teorema da projecdo, existe uma tnica e-projecao da distribuicio
uniforme po(x) = 1/(n+1) sobre M,,_y(a) (veja Figura 5.2). Donde, a maxima entropia é dada
de modo tnico.

5.2 Estimadores de maxima verossimilhanca

Considere uma varidvel aleatéria X cuja distribuicdo px(x) pertenca a um modelo estatistico
M ={ Pe }. Gostariamos de estimar o pardmetro £. Para isto, considere N observagdes indepen-

dentes geradas a partir da v.a. X. O estimador de maxima verossimilhanga cf = é(xl, coxy) €
definido por

§ = argmax [ pe (x).
i=1

Vale a seguinte interpretacdo geométrica de é .

Proposicao 5.6. Sendo é = é(xl, ...,Xn) o estimador de maxima verossimilhanga, a distribui-
¢do p¢ (x) € M é a m-projecdo da distribuicdo empirica g(x) = %Zi O(x —x;) sobre M.
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Figura 5.2 Principio da Maxima Entropia

Em outras palavras, p g (x) € M é, dentre todas as distribuigoes de M, aquela que é mais

préxima da distribuicdo empirica g(x) = zlei 0 (x—x;), via a divergéncia de Kullback-Leibler.
Demonstracao. Como log é uma fungio crescente, segue que

A

& = argmax log <Hp§ (x,-)) = argmax Z log pe (xi).
£ i=1 £ =

Por outro lado, usando que [ 6(x —x;) f(x)dx = f(x;), temos que

> N .
Dgrlg(x) : pe ()] = / 4(x) 10g(;;()2) Jdx = % ; / 8 (x —x;) log( p‘; ((2))

1Y g(x;) e
=~ 2 log( ) = —logN — =) log(pe(xi)).
N lzzi pe(xi) N ,:Zi S
Assim, A
argmin Dy (4 pg] = argm;leog(pg (0) = & (x1,- -, xN)- (5.9)
X
A proposicao estd provada. ]

Exemplo 39. Consideramos S = {pg(x) = p(x | 0)} uma familia exponencial da forma

p(x| 9) _ eC(X)‘FO'F(X)*l[/(O)

Y
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com ©® = {0} (espago de parimetros) sendo um aberto de R" e F = (Fy,...,F,) : x — R" uma
aplicacao sobre R". Assim, dados {xy,...,xy} gerados a partir de uma v.a. X, cuja distribui¢do
px(x) € S, vamos calcular o estimador de mdxima verossimilhanca. Observe que

a N N

N
86] Zlog xl|6)):ZFJ('xl) 89] ZFJ er]’

i=1 i=1

onde n; = % = E,,[F;(x)] sdo as coordenadas duais (ou coordenadas esperadas) de S =

{pe}. Assim, o estimador de maxima verossimilhan¢a fj = f|(xy,...,x,), em termos das coor-
denadas duais, é dado por

™M=

R 1
=y :1E(x).

Por exemplo, no modelo normal pg(x) = N(x | ,0?), temos que F(x) = (x,x?) e as
coordenadas esperadas 1 = (11,12) de pg = N(x | ,062) sdo dadas por ; = Ep[x] = u e

N2 = E,[x*] = u®+ 02. Assim, o estimador de maxima verossimilhanga ) = (f);,f2) € dado
por

Ly

JICEED W
Ni:]
1 N

fla(x) = N Y i =p"+67%

I
—_

sendo [l = ]lVZf-V:lx,- a média amostral e 6% = N Z | (i — f1)? a varidncia amostral.
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O Algoritmo EM

6.1 Algoritmo em

Nesta secdo, apresentamos o algoritmo em, cujo objetivo é minimizar uma divergéncia de Breg-
man entre duas subvariedades de um ambiente dualmente plano. Mostraremos que o algoritmo
EM € um caso particular do algoritmo em, quando o ambiente € uma familia exponencial e
a divergéncia de Bregman escolhida Dy, € dada pela dual da divergencia de Kullback-Leibler,
Dg1, = Dy,. Isso fornecerd uma interpretagdo geométrica do algoritmo EM.

Seja (M, g,V,V*) uma variedade dualmente plana induzida por uma divergéncia de Breg-
man Dy, e sejam S e K subvariedades de M. Considere o problema de achar pontos p* € S e
q* € K que satisfacam

Dylp*:q*] =Dy[S.K]:= min D 1 ql.
ylP" :q'| =DylS,K]:= min Dylp:d]

Nosso objetivo € descrever um algoritmo que seja capaz de encontrar p* e ¢g*. Considere 0 e
7N as coordenadas duais de M, ou seja, 8 sendo as coordenadas de y e n = Vy/(0) sendo as
coordenadas da transformada de Legendre y*. O algoritmo em consiste no seguinte:

Passo zero: Inicialize tomando pg € S (arbitrariamente, por exemplo).
Repita até "convergir":

e-Passo: Tome g = argmingex Dy[po : g] (V-projegdo sobre K).
m-Passo: Tome p; = argmin,csDy/[p : qo| (V*-projecdo sobre S).

(A): Atualize pg < pi.

Nenhuma convergéncia €, a priori, garantida. Na pratica, espera-se que o algoritmo convirja
para minimos locais de D[S : K]. Para garantir esta convergéncia, vamos assumir as seguintes
hipéteses de convexidades nos e-passo e m-passo:

Hipoéteses de convexidade no em-algoritmo:

Convexidade no e-Passo: Para a V-projecdo, go = argmingex Dy[po : g|, assuma que a V-
geodésica ligando pg a gg e a subvariedade K estdo em lados opostos do plano tangente
a Ty K (em n-coordenadas).

65
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Figura 6.1 Algoritmo em

Convexidade m-Passo: Para a V*-projegdo, p; = argmin,csDy[p : qo], assuma que a V*-
geodésica ligando ¢gg a p; e a subvariedade S estdo em lados opostos do plano tangente a
T,,S (em 6-coordenadas).

Prova da convergéncia do algoritmo em: Vamos assumir as hipéteses de convexidades nos
e,m-passos. Sejam p,, qn, Pn+1,qn+1 as €, m-projecdes sucessivas obtidas através do algoritmo
em (veja Figura 6.1). Do Teorema Pitagoreano, vale que

Dw[pn : Pt +Dl//[pn+1 2 qn] —DI[py : gn) = (0(Pn) — 0(Pns1),M(qn) =M (Pur1)).  (6.1)

Pela hipétese de convexidade do m-passo, a V*-geodésica y* : (1 — )N (ppt1) +11(gn) (em
n-coordenadas) que liga p,+ a g, e a subvariedade S, estdo em lados opostos com respeito ao
plano tangente 7, ,, S (em 6-coordenadas). Isto implica que (y*'(0),7'(0)) < 0, para qualquer
V-geodésica y partindo de p, 1 ligando qualquer ponto de S, em particular o ponto p,. Assim,
as geodésicas

Y:0(t) = (1—1)0(pps1) +16(pn)
Y@ —=)n(pas1) +11(qn).-

satisfazem (¥ (0),7*'(0)) = (0(pn) — 0 (Pn+1),N(qn) —M(pn+1)) < 0. Logo, de (6.1), segue-se
que

D‘I/[pn—H 2 qn] < D[pn : qn)- (6.2)

Similarmente, do Teorema Pitagoreano,

D'V[Pn—H : ‘In-i-l] +DII/[Qn+1 : qn] _DII/[Pn—H : qn] = <9(Pn+1) - 6(‘]n+1)a T'I(Cln) - n(Qn+l)>—
(6.3)
Da hipétese de convexidade do e-passo, a V-geodesica y: (1 —1)0(gpt1)+10(pnr1) € a subva-
riedade K estdo em lados opostos, com respeito ao plano tangente 7;, ., K (em n-coordenadas).

Ou seja, dado g € K a V*-geodesica y* : (1 —1)n(gns1) +11(q) satisfaz (¥'(0),7*'(0)) <O0.

Em particular, aplicando no ponto g, temos (Y (0),7*'(0)) = (6(pn+1) — 0(gn+1),M(qn) —
N(gn+1)) < 0. Assim, de (6.3), tem-se

Dy[pnt1 i Gni1] < Dy[pnii : qnl- (6.4)
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Portanto, de (6.2) e (6.4), segue-se que
Dy/(pn : qn] = Dy[pn+1 : gnt1]- (6.5)

Donde Dy/[p, : x| € uma sequéncia monénota nio-crescente e limitada, donde converge. Além
disso, a convergéncia Dy/[p* : ¢*] = limDy[p, : gu] deve satisfazer: ¢g* = argminDy[p* : K|
(V-projegdo de p* em K) e p* = argminDy[S : ¢*] (V*-projegdo de ¢* em ).

6.2 Algoritmo EM

Vamos iniciar esta secdo com o seguinte exemplo.

Exemplo 40. Digamos que uma pesquisa foi feita numa determinada cidade, onde uma grande
amostra de alturas de individuos, todos de uma mesma idade, foi coletada. No entanto, na
pesquisa, por algum erro de comunicagdo, ndo perguntaram os sexos correspondentes. Serd
que, apenas com os dados coletados de alturas, {hy,...,hy}, é possivel estimar a propor¢do
entre homens e mulheres, e as respectivas médias e variancias?

E razodvel supor que as alturas entre pessoas do mesmo sexo e idade, sdo distribuidos por
uma distribuicio normal N (h | i, 62), desse modo a distribuicio de probabilidade das alturas é
dado por uma mistura de probabilidades:

p(h)=p(h|s=M)p(M)+p(h|s=F)p(F)
=N(h|w,01)p(M)+N(h | w2, 067)p(F),

sendo s € {M,F} a varidvel aleatéria categérica conforme o sexo "masculino"ou "feminino”,
p(M), p(F) sdo as propor¢ées entre homens e mulheres, e (11, 01), (U2, 02) sdo as respectivas
médias e desvio padrdo entre homens e mulheres (veja Figura 6.2). No entanto, a varidvel
aleatoria "sexo'"ndo foi observada.
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Figura 6.2 Exemplo de distribuicdo de alturas.

Veremos que o algoritmo EM serd capaz de estimar os respectivos pesos p(M), p(F); e
pardmetros (U1, 01), (U2, 02), maximizando uma certa verossimilhanga. Além disso, para um
novo dado de altura h*, seremos capazes estimar a probabilidade do sexo correpondente ser
"masculino"ou "feminino".
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Seja X = (Y,H) uma varidvel aleatdria tal que Y é totalmente observada, mas H nio. Gos-
tarfamos de, pelo menos, poder estimar a probabilidade marginal p(y). Em geral, H é usada
como uma varidvel aleatéria latente, cuja probabilidade p(y, k) pertenca a um modelo estatistico
S = {pg(y,h)} mais simples do que o modelo estatistico que contem a probabilidade marginal
p(y). Note que p(y) esta contida na mistura de probabilidades

pe0) = [ pelidutn) = [ p(y| hpg(hau(n). ©6)

onde du(h) denota a medida o-finita sobre 77’ e pg(h) denota a probabilidade marginal de
Pe (y,h) sobre 7. O objetivo do algoritmo EM é estimar a maxima verossimilhanga marginal

A

&= argm;Xp(D 1€),

onde D = {y,...,yn} sdo os dados e p(D | &) = [ pe (i) € a fungdo de verossimilhanga.
Seja g(y) = %va: 1 0(y—yi) a distribui¢do empirica dos dados. Vimos em (5.9) que o esti-

A

mador de maxima verossilhanca & é dado minimizando-se a divergéncia de Kullback-Leibler:
E= argméinDKL[é(y) 1 pe()]-

No entanto, a distribuigéo pe (y), dado pela integral (6.6), ndo possui, em geral, uma forma
fechada. Logo, estimar a maxima verossimilhanca de pe (v) pode ser um problema bem dificil.
Assim, vamos trabalhar com a variavel x = (y, i), ignorando o fato de 4 ndo ter sido observada.

Como temos apenas a distribuicdo empirica de Y, g(y), qualquer candidato a distribui¢do
empirica de X = (Y, H) deve pertencer a seguinte subvariedade

K = {a(y.h) = q(h | »)a0y) | a(h|y) > Oe /%qu)dh: 1},

a qual chamaremos de subvariedade observada. Note que K é m-totalmente geodésica. De
fato, sejam ¢q1,q> € K. Sabemos que a m-geodésica (do ambiente) ligando g a g, € dada por
g = (1—1)q1 +1tg2, comt € [0,1]. Além disso, como g;(y,h) = qi(h|y)g(y), i = 1,2, segue-se
que, para todo ¢ € [0, 1],

(1 =0)q1(y,) +1q2(y,h) = (1 =1)qi (h [ y)g(y) +1q2(h | )4(y)
=[(1=0)gqi(h]y)+1q2(h | y)la(y) € K,
pois
[ =0y +1as(n | y)an=1.
Assumindo que K e S = {p¢(y,h)} sdo subvariedades de uma familia exponencial (o que
sempre é verdade, mesmo que Z = % x J¢ seja infinito), aplica-se o algoritmo em com o
objetivo de minimizar a divergéncia de Bregman Dy, induzida do modelo do ambiente, entre S

e K. Como a divergéncia de Kullback-Leibler satisfaz Dk, = Dy, equivalentemente, queremos
encontrar p g€ S e g € K satisfaga:

Diilg,ps| = Dgr|K : S| = i Dk1\q : . .
kLlg, pe]l = DL[K - S] qel?};?es kL[q : e (6.7)

Veremos que é ¢ um estimador de méxima verossimilhanga de peg (y)-
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Teorema 6.1. Se §(y,h) =q(y)q(h|y) €K e p¢ (y,h) € S minimizam Dg,[K : S], entdo & é o
estimador de maxima verossimilhanga do modelo M' = {p¢(y)} e q(h|y) = p ¢ (h]y).

Demonstragdo. Vamos calcular Dg1[G(y,h) : pg(y,h)].

Diala(yh): pe(s)] = [ <>1og dx— / (h 0 og TG o

—// (h|y)q( log dydh—l—// h\y y)log (())ddh

= Eq(y) [DKL[q(h\y) :pg(h !y)]} +Dxr[q(y) : pe(y)]- (6.8)

O dltimo termo da equagdo (6.8) segue-se do fato de que [¢(h | y)dh = 1. Note que (6.8)
também segue-se diretamente da Proposigao 4.5.
Considere & um estimador de maxima verossimilhanga de M’ = {pg(y)} e considere tam-

bém Go(y,h) = G(y)pg (h | y) € K. Usando que ming Dk [g(y) : pe(v)] = Dxr[q(y) : pg(v)], da
equagdo (6.8), para todo g(y,h) € K e pg(y,h) €,
Dula(v,h) : g (5sh)] = Eqy [ Dxela(h | 3) : pe ()] +Dre[a(y) : pe(v)]
> 0+DKL[ (v) = pe ()]
= Byt | Dralpg (| 5): p(h | )]] +Dxela(y) : pe ()]
= Dkrl[Go(y.h), pg (v, )]

Donde Dkr[go(y,h),p ¢ (y,h)] = DkL[K,S] e aigualdade ocorre (igualando-se as duas primeiras

linhas da inequagdo acima) se, e somente se, g(h | y) = pe(h | y), sendo & um estimador de
maxima verossimilhancga. O teorema estd provado. [

Como j4 vimos, K é m-totalmente geodésica. Em particular, K satisfaz a condicao de m-
convexidade (das hipéteses do em-algoritmo). Além disso, usando (6.8), podemos também
garantir uma expressao simples para a e-projecao.

Teorema 6.2 (E-passo). A e-projegdo de pg(y,h) € S sobre K, dada por

_argmlnDKL[C[( h): Pé()’a h)],

satistaz g(h | y) = pe(h|y).

Demonstragdo. Em (6.8), como Dk.[G(y) : pe(y)] ndo depende de , segue-se a e-projegdo de
pe(y,h) em K € dada por

é(y,h)—argmmDKL[Q( h) : pe(y, )]Zargrqrg;gEg(y) DKL[‘](h|)’):p§(h|Y)]]'

A dltima igualdade € minimizada simplesmente tomando-se §(% | y) = pe (h | y). O
Agora, vamos calcular a m-projecao sobre S.
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Teorema 6.3 (M-passo). A m-projecido de q(y,h) € K sobre S, dada por

pg(y,h)—argngnDKL[Q( h) : pe(y,h)],

satisfaz & = argmaxg L[E | g], com

N
LE g =Y. [ ath|y)togp(imdu(h).
i=1
Veremos um caso particular importante do EM-algoritmo (o soft k-means), onde o M-passo
assume uma expressao fechada simples.

Demonstracdo. Fixado g(x) = g(y,h) € K, note que
Diala(y.h) : pe( )] = [ ax)loga(x)dux) ~ [ ) log pe(v)du(x)
= [t ogatau ) — g | dl, ©9)

com

NLs 1= / x)log pe (x) // q(h|y)logpe (y,h)du(h)dp(y)
= [a0) [ ath | »)1ogpe (v mdn(man()

N
Z./ (h | yi)log pe (vi,h)du(h).

Por (6.9), temos que p (v,h) = argming Dk [q(y, ) : pg(y,h)] satisfaz = argmaxg L[& | g].
O teorema esta provado. [
E importante observar que a monotonicidade, dada por (6.5), ou seja

Dkilgn : pe,) > Dkilgny1 : e, (6.10)

¢ garantida sob as hipéteses de S e K serem e-convexa e m-convexa, respectivamente. A m-
convexidade de K é verdadeira, visto que ele é m-totalmente geodésico. J4 a e-convexidade
de S ndo €, em geral, satisfeita. Alguns algoritmos (k-means ++, por exemplo) buscam obter
um chute inicial &y perto do ponto 6timo &, onde espera-se que a e-convexidade seja satisfeita,
garantindo a convergéncia.

6.3 Soft k-means

Um caso particular importante do EM-algoritmo é o soft k-means, onde p(y) é uma mistura de
probabilidades,

k
Z (v [ h) m,
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D={qy(») q(hly)}

e-projection m-projection

M={p(y.h:$)}

Figura 6.3 Algoritmo EM

com7m, >0e 21;1:1 mt, =1, e p(y | h) pertencendo a uma familia mesma familia exponencial Z,
ou seja,
p(y | h) = p(y; 6;) = COIHOLF=v(6),

Assim, H : h € {1,...,k} é uma varidvel aleatéria latente com p(y,h) pertencente ao seguinte
modelo estatistico

S= {pf (y7h) = p(ya eh)nh ’ g = [nh/;eh/]l;l’ZI}'

Outra interpretagdo da varidvel latente H = {h}, é a de que ela representa clusters dos da-
dos gerados pela varidvel aleatéria Y = {y} e cada dado y pertencerd ao cluster 7 com uma
certa probabilidade ¢g(h | y). Essa abordagem difere do hard k-means, onde os cluster sepa-
ram completamente os dados, via seus representantes mais proximos. Note que isso pode
ser visto como um caso particular do soft k-means, tomando g(h | y) = 8(h — h(y)), onde
h(y) = argminy Dy : tyy]) é o cluster Cj, no qual y estd mais proximo de seu representante fi,.

Nosso objetivo serd dar uma forma fechada para o M-passo, dado pelo Teorema 6.3. Con-
sidere a mesma notagdo do EM-algoritmo. Dado ¢(y,h) € K, usando que a integral [,, ¢ dada
pela soma Y'X |, temos que

N k N k
L | q] = Z Z (h| yi)logpe (yi,h) = Y. Y q(h | yi)(log p(yi: ) +logm,),  (6.11)
h=1 i—1h=1

sendo & = [my, Gh/]’;l,zl.

Primeiro, vamos derivar L em relagdo a & = [nh]’,jzl. Note que isso ndo € tdo simples pois
os pardmetros ndo sdo livres, visto que 7, > 0 satisfaz 7y +...+m = 1. Se t — 7, = [m,(t)]5_,
é uma curva no simplexo Sy = {7 = [m]*_, | m, > 0e m +...+m = 1}, a derivada satisfaz
Yk _ @ (t)=0,o0useja = ddf’, é dada por oy, = m, (1) com (e, (1,...,1)) =0, ou seja, o plano
tangente 7Sy = (1,...,1)* (complemento ortogonal do vetor (1,...,1) em R¥). Assim, seja
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o € Ty Sy, temos que a derivada L.o de L[ | ¢] aplicada ao vetor o é dado por

k
,a>.
h=1

k
Portanto, L. = 0, para todo o € TS se, e somente se, o vetor Z = [ N oq(h| yi)nlh}hzl
ortogonal ao plano tangente TSk E isso, é equivalente a dizer que Z = c¢(1,..., 1), para alguma

constante c. Logo, YN | q(h | yl) =c, para h=1,... k. Multiplicando 7, em ambos lados e
somando em /, temos

h=1i

||
I Mz

i (A1) Och—<[th|y,

z

N k
g ly) =YY qlh|y)=

i=1h=1

Mz

N
I
_

Assim,
1 N
= 24|y (6.12)
i=1

Agora, vamos derivar em relagdo a 8 = [6,]. Fixado &, note que log p(y; 6;) = C(y) + 6, -
F(y) — y(6y). Assim, tomando-se uma coordenada 6;, usando (6.11), temos

891 Z‘”’| Vi [ (i) = alggzh)] :ﬁ‘,CI(hb’i) [E’()’i)_nih]

i=1

onde n" = Vy(6),) = Ep(y:0,)[F ()], sdo as coordenadas esperadas da familia exponencial X.

JL

Assim, se 90

= (0, para todo 6y, temos que

N N (s
nh = iz19(h | yi) Fi(vi) (6.13)

N a(h|yi)

Portanto, usando (6.12) e (6.13), o M-passo consiste no seguinte: dado

P (y: )7,

g(h|y)=pe(h|y) = :
: Y 1 P% (v: O )

1. Atualizar os novos pesos: ()" = LYY q(h|y);

N NE (v
2. Atualizar os novos parimetros: (n")"*! = %W.
i=1 !

E importante observar que os pardmetros obtidos pelo M-passo sdo os pardmetros esperados nh
da familia exponencial ¥. Em muitos casos, a distribui¢do p(y; 6y) ja é dada em termos desses
pardmetros 1”. Por exemplo, a distribui¢io normal pode ser dada em termos da média u e do
segundo momento u? + o2.



6.3 SOFT K-MEANS 73

Tal como no algoritmo hard k-means, o soft k-means pode ser expressado diretamente por
divergéncias de Bregman. Isso decorre de um teorema dado por Banerjee [5], no qual prova-se a
existéncia de uma bijecao entre familias exponenciais e divergéncias de Bregman, satisfazendo

p(y’ 9) — eiD(P[y:r”+k(y)

Y

onde ¢ é a Transformada de Legendre de y e k(y) é uma fungdo.
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