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Resumo

A Geometria da Informacdo é uma drea da matemdtica relativamente nova que faz uso de
ferramentas geométricas no estudo de modelos estatisticos. Neste presente trabalho, daremos as
condig¢des suficientes para enxergarmos modelos estatisticos como variedades Riemannianas, a
saber, a métrica Riemanniana empregada € dada pela matriz de informacao de Fisher. Com a
nocao de conexdes afins duais e as a-conexdes, investigamos algumas propriedades de modelos
estatisticos, principalmente aqueles modelos que sao familias exponenciais.

Na ultima parte deste trabalho, como aplicacdo da robusta estrutura geometrica empregada
nos modelos estatisticos, provamos um importante teorema de inferéncia estatistica, a saber,
o Teorema de Cramér-Rao. Por fim, damos uma condicdo necesséria e suficiente para que
modelos estatisticos possuam estimadores eficientes.

Palavras-chave: Geometria da Informacdo, Matriz de Informacao de Fisher, Conexdes Duais,
a-conexdes, Familias Exponenciais , Teorema de Cramér-Rao.
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Abstract

Information Geometry is a relatively new area in mathematics that makes use of geometrical
tools in the study of statistical models. In this present work, we will give conditions to see
statistical models as Riemannian manifolds, namely, the Riemannian metric used is given by
the Fisher information matrix. We eill be able to investigate other properties of statistical
models with the notion of dual connections and o-connections.

In the last part of this work, as an application of the robust geometric structure employing
statistical models, we prove an important theorem of statistical inference, the Cramér-Rao The-
orem. Finally, we provide a necessary and sufficient condition for statistical models to have
efficient estimators

Keywords: Information Geometry, Fischer information matrix, Dual connections, @-Connection,
Exponential family, Cramér-Rao Theorem.
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CAPITULO 1

Conceitos basicos de probabilidade

O objetivo deste capitulo € fazer uma breve introducdo sobre os conceitos bésicos da te-
oria de probabilidade, por esse motivo, tal introducao é feita sem grande rigor matematico e
os resultados ndo sdo todos demonstrados. Para mais detalhes consultar [8] ou [6]. O pro-
posito principal € introduzir os conceitos de varidveis aleatdrias independentes e igualmente
distribuidas, esperanca e matriz de variancia e covariancia de vetores aleatorios.

1.1 Espaco de probabilidade

Defini¢ao 1.1. Seja Q um conjunto qualquer e ¥ uma cole¢ao de subconjuntos de Q. Dizemos
que X € uma c-algebra quando satistaz as seguntes condigoes:

(i) 0,Q pertencem a X.
(ii) Se A pertence a X, entdo o conjunto complementar A€ pertence a ¥.

(iii) Se (A,) é uma sequéncia finita ou enumerdvel de conjuntos em X, entdo a unido U;;_A,
pertece a X.

O par (Q,X) é chamado de espagco mensurdvel. Um conjunto de ¥ é chamado de conjunto
Y-mensurdvel.

Observe que se (4,) é uma sequéncia em X, entdo (A9) também € uma sequéncia em X. Pela
lei de Morgan, por (ii) e (iii) temos que (U (A,)) =N_,A, € X. Isto é, uma c-algebra é
fechada para a intercessao enumeravel.

n=1

Definicdo 1.2. Uma fungdo it : ¥ — RU{+£e} é chamada de medida sobre ¥ quando satisfaz
as seguintes propriedades:

(i) u(A) >0 paratodo A € .

(i) 1(0)=0.

(iii) Se (A,) € uma sequéncia de conjuntos disjuntos em X, entdo u(Uy_A,) = Yo 1(Ay).
O trio (Q,X, i) é chamado de espaco de medida.

Uma funcdo f: Q — R € dita ser X-mensurdvel (ou apenas mensurdvel) quando para todo
o € R, tem-se que f ' ((at,»)) ={w € Q: f(w) > a} € X.

1



2 CAPITULO 1 CONCEITOS BASICOS DE PROBABILIDADE

Lema 1.1. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes para uma fungio f de Q em R :

(a) Paratodo a € R, o conjuntoAg = f~'((at,)) € X.
(b) Paratodo o € R, o conjunto By = f~!((—0,a]) € X.
(c) Paratodo a € R, o conjunto Cq = f~1([at,0)) € X.
(d) Paratodo o € R, o conjunto Dy, = f~!((—o0,t)) € X.

(e) Paratodoa e € R com o < B oconjuntoE = f~'((e,B)) € X.

Demonstracdo. Ja que Ay e By sdo complementares um do outro, a afirmac@o (a) é equivalente
a afirmac@o (b). Analogamente, a afirmagdo (c) é equivalente a afirmagdo (d). Se vale (a),
entdo Ay 1/, € X, para todo n. Ja que

COC = m Aafl/na

n=1

segue que Cy, € X. Assim (a) implica (¢). Por outro lado, note que

Ag = U COH—l/n'

n=1

Portanto, (c¢) implica (a). Agora suponha que vale (a), conseguentemente vale (c¢). Note que
(e, B)) = fH (=, B) N (et,00) = £ ((—o0, B) N f ! (@, 0)) = D NAq.

Portanto, f~!((c, ) € X, isto é, (a) implica (e). Reciprocamente se vale (e), basta notar que

(o)

Ag = F (@, a+n)).

n=1

logo, (e) implica (a). O

Agora estamos prontos para definirmos os conceitos bésicos de probabilidade. Uma me-
dida de probabilidade sobre um conjunto £ ou apenas uma probabilidade ¢ uma medida u
com i(Q) =1. A medida y neste caso serd denotada habitualmente por P. Um espaco de
probabilidade é um espaco de medida (,X,P), com uma medida de probabilidade P. Neste
caso os elementos de X sd@o chamados de eventos. Uma medida de probabilidade atribui um
numero real ndo negativo a cada evento, chamado de probabilidade do evento. O conjunto
€ chamado de espaco amostral,Q2 € o conjunto que consiste de todos os resultados possiveis de
um experimento aleatorio. Uma variavel aleatoria X € qualquer funcdo mensurdvel f : Q — R.

Existem trés classes distintas de variaveis aleatorias: discreta, continua, e mistura das duas.
Vamos discutir apenas os dois primeiros tipos.

Definicdo 1.3. Uma varidvel aleatdria é dita ser discreta quando a imagem de X, denotada
por x é da forma x = {x1,x2,...,x,} ou ¥ = {x1,x2,...,}; em outras palavras, uma variavél
aleatoria é dita ser discreta quando sua imagem é um conjunto enumerdvel. A fungdo Px(x) =
PX =x)=P{weQ; X(®w) =x}), x € R é chamada de fungdo de probabilidade de X .
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Pela defini¢do segue que Py (x) > 0 e que Z Px(x)=1.
xex
Dada X uma varidvel aleatdria e A um subconjunto Boreliano de R, denotamos P(X € A) =

PX'A)=P{ocQ; X(w) €A}).

Definicao 1.4. Uma varidvel aleatoria X ¢é dita ser continua quando existe uma fungdo nao
negativa fx : R — R de modo que [ f(x)dx =1 e paratodoa eb € R, coma < b tem-se,

P(X € (a,)) /fX

A funcio fx é chamada de funcgao de distribuicdo de probabilidade de X.

Note que teoricamente qualquer funcdo f : R — R ndo negativa, que cumpre a propriedade
[ f(x)dx =1 da origem a uma varidvel aleatdria continua. Algumas vezes escreveremos

[ f(x)dxemvezde [*_ f(x)dx

Exemplo 1.1. Dizemos que uma varidvel aleatéria discreta X com x = {xo,x1,...,} tem dis-
tribui¢do de Poison com pardmetro A € (0,00) e escrevemos X ~ Pois(A) quando a fung¢do de
probabilidade de X €é dada por

lx
—/l
Px(x)=e" .

Note que,
7L
Yot

xex

n X
=t Z— =e et =1.
i=o it

Exemplo 1.2. Dizemos que uma varidvel aleatoria T tem distribuicdo exponencial com para-
metros 3 > 0 e escrevemos T ~ exp(f) se sua fungdo de distribuicdo de probabilidade é dada
por

ée"/ﬁ, se t>0

0, se t <O0.
Claramente f(t;3) > 0, para todo t € R e é imediato verificar que [ f(t)dt = 1.

1.2 Distribuicoes bivariadas

Definicdo 1.5. Dado X e Y um par de varidveis aledtorias discretas, definimos a fungdo de
probabilidade conjunta de X eY por fx y(x,y) := f(x,y) = P(X =x e Y =Yy). Frequentemente
escreveremos P(X=x, Y=y) em vez de P(X=x e Y=y).

Definicao 1.6. Dado X e Y um par de varidveis aledtorias continuais, chamaremos uma fung¢ao
f(x,y) de fungdo de distribui¢do probabilidade conjunta de X eY se

1. f(x,y) >0 para todo (x,y).
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3. Para todo Boreliano A C R?, tem-se P((X,Y) € A) = [ [, f(x,y)dxdy.

Definicdo 1.7. Se (X,Y) tem uma fungdo de probabilidade conjunta fxy, definimos a fungdo
de probabilidade marginal para X por

fx(x)=P(X =x)=) P(X =x,Y =y) =) f(x.y)

e a funcdo de probabilidade marginal paraY por

fX(x):P(X:x) :ZP(X:)C,Y:y) :Zf(x7Y)‘

X

Definicao 1.8. No caso de varidveis aleatorias continuais definimos as fungoes de distribuicdo
de probabilidade marginais de X e Y respectivamente por

fx (x) :/f(x,y)dy, e fr(v) Z/f(x,y)dx.

Definicao 1.9. Dizemos que duas varidveis aleatérias X e Y sdo independentes quando para
todos A e B subconjuntos Borelianos de R, vale que

P(X€AYeB)=P(X cA)P(Y €B).

Teorema 1.2. Sejam (X,Y) com fungdo de probabilidade conjunta fxy. Entdo X e Y sdo
independentes se e somente, se fxy(x,y) = fx(x)fr(y) para todoxey.

Exemplo 1.3. Sejam X e Y varidveis aleatorias distribuidas de acordo com a tabela abaixo.

Y=0 Y=1

X=0|1/4 /4112

X=1|1/4 1/4 | 1/2
1/2 121 1

Note que, fx(0) = fx(1) =1/2 e fy(0) = fy(1) = 1/2. X e Y sdo independentes, pois
fxy (0,0) = fx (0) £y (0), fxy (1,0) = fx (1) fr(0), fxr (0,1) = fx (0) fr (1) e fxy (1,1) = fx (1) fr (1)

Por outro lado, se X eY distribuidas de acordo com a seguinte tabela.

Y=0 Y=1
X=0|1/2 0]1/2
X=1|0 1/21/2

1/2 121 1

Entdo, X e Y ndo sdo independentes, pois fxy(0,1) =0e fx(0)fy(1) =1/4.
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Exemplo 1.4. Sejam X e Y cuja fungdo de distribuicio de probabilidade conjunta é dada por
2e D) gex>0 ey>0
f(xy) = B
0, €aso contrdrio.
E simples ver que

—e*, sex>0ey>0 2072, sex >0ey >0
fx(x) = T e flay) = -
0, caso contrdrio. 0, caso contrario.

Logo fxy(x,y) = fx(x)fr(y) e portanto X e Y sdo varidveis aleatorias independentes.

1.3 Distribuicao multivariadas e amostras IID

Seja X = (Xj,...,X,), onde Xj,...,X, sdo varidveis aledtorias. Vamos chamar X de veror
aleatorio. Denotamos a fun¢do de distribui¢ao probabilidade conjunta (quando Xj,...,X, sdo
varidveis aleatdrias continuas) ou a fun¢do de probabilidade conjunta (quando Xi,...,X, sdo
varidveis aleatdrias discretas) apenas por f(xy,...,x,). Assim, como fizemos no caso bivari-
ado, podemos definir as probabilidades marginais fy,, definindo, por exemplo, a probabilidade
marginal de X; pondo

fx, (x1) :/_0:0.../_D;f(xl,...,x,,)dxz...dxn.

Dizemos que as varidveis aleatdrias X, ..., X, sdo independentes se, para quaisquer Borelianos
Ay,..., A, de R, tem-se

n
P(X; €A1,.... X, €Ay) = [[P(X; € A)).
i=1
Pelo teorema (1.2), Xj,...,X, sdo independentes se e somente, se f(x1,...,%,) = [1%; fx, (xi)-

para todo xq,...,x,

Definicao 1.10. Se Xi,...,X, sdo varidveis aleatorias independentes e cada uma delas tem a
mesma fungao de distribui¢do de probabilidade marginal (caso continuo) ou a mesma fungao
de probabilidade marginal (caso discreto) f, dizemos que X1, ...,X, sio independentes e igual-
mente distribuidas (IID) e escrevemos X1, ...,X, ~ f. Também chamamos Xi,...,X, de uma
amostra aledtoria de tamanho n de f

No exemplo (1.4), as varidveis aleatdrias X e Y ndo sao IID.

1.4 Esperanca e Variancia de uma Variavel Aleatdria

Definicao 1.11. A esperanca de uma varidvel aleatdria X, quando existir, € assim definida



6 CAPITULO 1 CONCEITOS BASICOS DE PROBABILIDADE

(a) X discreta: E[X|= Z xPx (x).
xXex

(b) X continua: E[X]= /xfx(x)dx.
Algumas vezes denotaremos a esperanga de X como [y ou apenas por (L.

Teorema 1.3. SejaY = g(X). Entdo se Y tem esperanga bem definida

Z g(x)Px(x), se X édiscreta
xex

/ g(x)fx(x)dx, se X é continua.

Propriedades importantes da esperanca.
(E1) Se X =c (isto é, X(@) = ¢ para todo @ € Q), entdo E[X]| = c.

(Ep) Se Xj,...,X, sdo varidveis aleatérias e ay,...,a, sao constantes, entao

E

Za,-X,-
i

= ZalE [X,] .
i
Definicao 1.12. Seja X uma varidvel aleatoria com esperanga (L. A varidncia de X (denotada

por V[X] ou G,% ou 62), quando existir, é assim definida

Z (x—u)*Py(x), se X édiscreta
xXex

VIX]=E[(X —u)*] = (1.1)
/(x — 1) fx(x)dx, se X é continua.

Propriedades importantes da variancia.
(V1) Se X =c, entdo V[X] =0.
(Va) V(X)=E(X?)—pu?.
(V3) Se ae b sio constantes entdo V(aX +b) = a*V (X).

(Ey) Se Xj,...,X, s@o varidveis aleatorias independentes e ay, ..., a, sdo constantes, entao

1%

Y aiX;
i

= Z_a%x/[xi].
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Exemplo 1.5. Dizemos que uma varidvel aleatéria X tem distribui¢cdo normal com pardmetros
U € (—o0,00), 62 € (0,00) e escrevemos X ~ N(u,c) quando sua fungio de distribuicio de
probabilidade é dada por

1 _ew?
e 2% | paratodo —oo <x < oo,

f(X;u’(j) =

2ro
Evidentemente, f(x;,0) > 0, para todo x e pode-se provar que:

/f(x;u,a)dx: 1, EX]=u ¢ V[X] = o

As distribui¢cdes normais desempenham um papel fundamental em probabilidade e estatis-
tica. Um dos teoremas mais importantes da probabilidade € o teorema central do limite que
garante que a distribuicdo da média aritmética de varidveis aledtorias IID é aproximadamente
uma distribuicao normal, veja [8], pag. 77. A figura 1.1 é uma particular curva normal, deter-
minada por uma média |l e uma variancia 2.

f{x)

L X

Figura 1.1 Curva Normal

Exemplo 1.6. Quando X ~ Pois(A) temos
= ke AAk k2( k

EX|=Y — =72 Z

k=0

De de maneira analoga obtemos que E[Xz] = A2+ A, logo V[X] =A.
Para T ~ exp(B). através de integracdo por partes, obtemos que E[T] = B e V[T] = B°.

L
(k)]

My

Quando X é um vetor aledtorio, X= (X1,...,X,)! definimos a esperanca de X como o vetor
EX] = (E[X1),...,E[X)])"

e a matriz de varidncia e covaridncia de X por

VIXi] CovX1,X2] -+ Cov[X1,X,]
V[X] _ COVP?,X}] V[?(z] COV[)Z(Q,Xn]
CovlX,, Xi] Cov[XpXa] -  V[X]

onde Cov[X,Y] = E[(X — E[X])(Y — E[Y])], chamada de covaridnciade X e Y.






CAPITULO 2

Nocoes de geometria Riemanniana

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos basicos de geometria Riemanniana. Nao
faremos a demostracdo de todos os resultados apresentados. Para uma boa compreensdo do
proximo capitulo, daremos destaque para variedades planas e falaremos sobre conexdes afins
duais e da geometria Hessiana, conceitos que ndo sao tdo comuns nos livros tradicionais de
geometria diferencial.

2.1 Variedades diferenciaveis

Definicao 2.1. Uma variedade difencidvel de dimensdo n é um conjunto M e uma familia de
aplicagoes injetivas xq : Uy C R" — M de abertos Uy de R" tais que:

() Uxa(Ua) =M.

(i) Para todo par a, B, com xq(Ug) Nxg(Ug) =W # 0, os conjuntos x,' (W) exlgl(W) sdo

abertos de R" e as aplicacoes xEl oxq sdo diferencidveis (veja Figura 2.1).

Figura 2.1 Variedades diferencidveis. Extraida de [5]

(iii) A familia {(Uy,x¢)} € maximal relativamente as condigdes (i) e (ii)

9



10 CAPITULO 2 NOCOES DE GEOMETRIA RIEMANNIANA

O par (Ugy,x¢) (ou a aplicagdo xg) com p € xq(Ugy) é chamada uma parametrizacdo (ou

sistema de coordenadas) de M em p; xo(Uy) € entdo chamada uma vizinhanga coordenada em
p. Uma familia {(Uq,xq)} satisfazendo (i) e (if) é chamada uma estrutura diferencidvel em
M. Algumas vezes vamos nos referir a um sistema de coordenadas x como [x;] ou ([x]). A
condigdo (iii) comparece por razdes puramente técnicas. Portanto, diremos que uma variedade
diferenciavel é um conjunto munido de uma estrutura diferenciavel.
Observacao 1: Uma estrutura diferencidvel em um conjunto M induz de maneira natural uma
topologia em M. Basta definir que A C M é aberto de S se x5 ' (ANxy(Uq)) é um aberto de R”
para todo ¢. E imediato verificar que M e o conjunto vazio sdo abertos, que a unido de abertos
¢ aberto e que a interseccao finita de abertos € aberto. Observe que a topologia € definida de tal
modo que os conjuntos xq (Uy ) sdo abertos e as aplicacdes xq sdo continuas.

O espaco euclidiano R" e seus subconjuntos abertos, com a estrutura diferencidvel dada
pela identidade sdo exemplos triviais de variedades diferencidveis. De agora em diante, quando
indicarmos uma variedade po M", o indice superior n indicard a dimensao de M.

Defini¢do 2.2. Sejam M| e M5' variedades diferencidveis. Uma aplicagdo ¢ : My — M, €
diferencidvel em p € M se dada uma parametrizacioy :V C R™ — M, em ¢(p) existe uma
parametrizagdo x : U C R" — M| em p tal que ¢(x(U)) C y(V) e a aplicagdo

ylogox:UcCR'—R" 2.1

é diferencidvel em x~'(p) (veja Figura 2.2). A funcio ¢ é diferencidvel em um aberto de M,
se é diferencidvel em todos os pontos deste aberto.

¥x(U))
x (U

I8

y(¥)

¢ (p)
Sht——
¢

y'loWOI

|

Figura 2.2 Fungdes diferencidveis. Extraida de [5]

Decorre da condicao (i) da defini¢do (2.1) que a defini¢cdo dada € independente da escolha
das parametrizagdes. A aplicacdo (2.1) € chamada expressdo de ¢ nas parametrizagdes x e
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y. Ja que R € uma variedade diferencidvel, fica definido o que € uma fungdo f: M — R ser
diferencidvel, o mesmo vale para fun¢des de R em M. Uma funcdo diferencidvel o : R — M
serd chamada de curva(diferencidvel) em M. Denotaremos por D(M) o conjunto de todas as
funcdes diferencidvei de M em R. Para f € D(M) a expressdo de f na parametrizacdo [x;]

¢ dada por fox:U C R" — R, definimos a’t(p) %(g), onde g =x"!(p) €U C R".

Algumas vezes escreveremos (W) »f ou, simplesmente, (d;),f no lugar de %

Definicao 2.3. Sejam S" uma variedade diferencidvel e o : (—&, €) — S uma curva diferencidvel
tal que a(0) = p € S. O vetor tangente a curva @ emt =0 é o operador o/’ (0) : D(S) — R dado

por
d(fo
a0 =2,

Um vetor tangente em p é o vetor emt = 0 de alguma curva o : (—€,€) — S com a(0) = p € S.
O conjunto dos vetores tangentes a S em p serd indicado por T),S.

Sendo x : U — §" uma parametrizacdo em p = x(q), podemos exprimir a fungdo f e a

curva o nesta parametriza¢do por (fox)(q) = (fox)(xy,...,x,), com g = (x1,...,x,) €U, e
(x Lo (t) = (x1(1),...,x,(t)), respectivamente. Portanto, restrigindo f a o,
d(foa) d(fo x)(x'oafr))
"oV F=222 — |, = _
o' (0)f dr li=0 I =0
d
= Efo x(xl(t) ey Xn (1)) =0

= (0) 5 (fox)(a) = Ex0 (aXI)f

Em outras palavras, o vetor ’(0) pode ser expresso na parametrizagio x por

le ( ax,) (2.2)

A equacdo (2.2) mostra que o vetor tangente a uma curva & em p depende apenas das derivadas
de a em um sistema de coordenadas. Decorre também de (2.2) que o conjunto 7,S, com as
operacdes usuais de fungdes, forma um espago vetorial de dimensao n, e que a escolha de uma

. ((;;)p} em T),S.
O espaco vetorial T),S € chamado o espago tangente de S em p.
Com a nocdo de espago tangente vamos estender a variedades diferencidveis a nocdo de dife-
rencial de uma aplicagdo difencidvel.

parametriza¢do x : U — S determina uma base associada B), = { (aixl) )

Proposicao 2.1. Sejam S| e S5 variedades diferencidveis e seja ¢ : S| — S> uma aplicagdo
diferencidvel. Paracada p € S e cadav € T,S, escolha uma curva diferencidvel o : (—€,€) —
Scoma(0)=peS, a'(0)=v. Faga B = ¢ oa. A aplicagio de, : T,S1 — Ty(,)S2 dada por
d@,(v) = B’(0) é uma aplicagio linear que nio depende da escolha de c.
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Demonstracdo. Sejamx:U — Sy ey:V — S, parametrizagdes em p e @(p), respectivamente.
Exprimindo ¢ nestas parametrizacdo, temos

y_1 o@ox(q) =1 (X1y--sXn)see s Ym(X1,- -y Xn))

q= (Xl,...,xn) S U7 (yla"'ayn> € V.
Fazendo o mesmo para ¢, temos

Assim,
y! oB(t) = (i1 (x1(),. ., x0(1))ye s ym(x1(2), ..., x0(2))).

Decorre dai que a expressdo de /(0) na base { (%) } de Ty (,)S2, associada a parametrizag¢do
y, € dada por
dy|

/ - aym '
0) = i 2.3
p(0) <; o Z " ) (2.3)

A equagdo (2.3) mostra que 3/(0) ndo depende da escolha de a. Além disso, (2.3) pode ser
escrita como

dyi : :
B'(O):d(pp(v):(%)xj'(O), i=1,....m; j=1,....n

onde (%) denota uma matriz m x n e x;'(0) denota uma matriz coluna com n elementos.
J

Portanto, d¢,(v) é uma aplicagdo linea de 7,S| em T, o(p)S2 cuja a matriz nas bases associadas

as parametrizagdes x e y é exatamente a matriz (3}{ ’ ) . Il
J

Definicao 2.4. Sejam M™ e S" variedades diferencidveis. Uma aplicagdo diferencidvel ¢ : M —
S € uma imersdo se d@p : TyM — Ty ,)S € injetiva para todo p € M. Se, além disso, ¢ € um
homeomorfismo sobre (M) C S, onde ¢ (M) tem a topologia induzida por S, dizemos que ¢ é
um mergulho. Se M C S e ainclusdoi: M — S é um imersao, diz-se que M € uma subvariedade
imersa de S, quando i : M — S é um mergulho, diz-se que M é uma subvariedade S.

Definicao 2.5. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel S é uma correspon-
déncia que a cada ponto p € S associa um vetor X (p) € T),S.

izacao x : S {
Tomando uma parametrizacao x : U C R" — § é possivel escrever

Zal ( - > 2.4)
d

onde a; sao funcdesde Sem R e { (;) } é abase associadaax,i=1,...,n. Dizemos que X é
1
p

diferencidvel quando as fung¢des a; sdo diferencidveis. Sendo X = ):a, ( > eY = ):b ( I )
J
campos de vetores diferencidveis ao longo de S, definimos o campo de vetores [X, Y] por

db; daj\ d
X y]=) (a, ax; b axl> ox;’

L,j
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tal campo ¢ chamado de campo colchete. Claramente o campo colchete € diferencidvel. Note

que [+ a‘i s | =0 paratodo i,j = 1,...,n. Também pode ser provado que o campo colchete é

escrito da seguinte forma [X,Y] = XY —YX. A operagdo colchete possui as seguintes proprie-
dade:

Proposicao 2.2. Se X,Y e Z sao campos diferencidveis em S, a, b sdo niimeros reais, e f, g sdo
fungdes diferencidveis, entdo

1. [X,Y] = —[Y,X] (anticomutativa),

2. [aX 4+ bY,Z) = a[X,Z) + b]Y,Z] (linearidade),

3. [[X,Y],Z)+[IY,Z),X] + [[Z,X],Y] = O (identidade de Jacobi)
4. [fX,g¥Y] = felX Y]+ fX(g)Y —g¥(f)X

A prova desta prosi¢ao € dada apenas usando a defini¢do do colchete e iremos omiti-la.
[ref..]. Também temos a nogdo de campos de vetores ao longo de uma curva.

Definicao 2.6. Um campo de vetores V ao longo de uma curva c : I — S é uma aplicagdo que
a cadat € I associa um vetor tangente V (t) € T.(1)S. Diz-se que V é diferencidvel se para toda
fungdo diferencidvel f em S, a fungdot — V (¢t)f é diferencidvel em I.

O campo de vetores dc ( T ) indicado por dt , € chamado campo campo velocidade de c.
Observe que um campo de vetores ao longo de uma curva ndo necessariamente pode ser exten-
dido a um campo de vetores definido em um aberto de S.

Finalizando essa seciio, observemos que dados [x'] e [y’] dois sistemas de coordenadas para S e
f € D(S) podemos escrever

f(p) = fox(q) :fox(xl(yl,...,yn),...,xn(yl,...,yn))

usando a regra da cadeia obtemos que

ox' of
Z " Jy/ oxi.

Olhando a ultima expressdo como campo de vetores, temos

(9y1 lz‘ 8y1 8x’ 2.5)

2.2 Meétricas Riemannianas

Definicao 2.7. Uma métrica Riemanniana em S é uma aplicacdo que associa a cada ponto p € S
um produto interno (isto €, uma forma bilinear simétrica, positiva definida)

8p = <'>'>P
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no espago tangente T,S que varia diferenciavelmente com p no sentido de que se x: U —'V €

ox; 0xy,

T,S associada a esta carta para cada p € V , entdo as fungdes g;; : V — R
(a), (55)
8ij = 3. s\ 3.
ax,’ p 8xj p

E comum deixar de indicar o indice p em (-,-)p sempre que ndo houver confusdo. As fun-
¢Oes g;; sdo chamadas expressdo da métrica Riemanniana (ou "os g;; da métrica") no sistema
de coordenadas x : U C R" — §. Uma variedade diferencidvel com uma métrica Riemanniana
chama-se uma variedade Riemanniana.

uma carta para uma vizinhanga coordenada 'V de S e B, = { < 0 ) yeens ( 0 ) } ¢é a base de
p p

sdo diferencidveis.

Definicao 2.8. Sejam M, S variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M — S (isto é, f
é uma bijegao diferencidvel com inversa diferencidvel) é chamado uma isometria se:

(u,v)p = (dfp(u),dfp(v)) (p) ,Paratodo p € M,u,v € T,M (2.6)

Definicao 2.9. Sejam M, S variedades Riemannianas. Uma fung¢do diferencidvel f : M — S é
uma isometria local em p € M se existe uma vizinhanga U C M de p tal que f : U — f(U) é
um difeomorfismo satistazendo (2.6). Se para todo p € M f é uma isometria local, dizemos M
é localmente isometrica a S.

Exemplo 2.1. Métrica Euclidiana. A variedade Riemanniana mais simples é o R" com a mé-
trica euclidiana g;; = (e;,e;) = &;;

Exemplo 2.2. Imersées isométricas. Seja f : M" — S"* uma imersdo. Se S tem uma estrutura
Riemanniana entdo f induz uma estrutura Riemanniana em M por

(u,v)p == (dfpu),dfp(v) r(p), u,vE€T,M.

Como a diferencial df, € injetiva, (,), € positivo definido. As demais condigdes da defini¢do
(2.7) sao de simples verificagdo. A métrica de M é chamada entdo de métrica induzida, e f,
munida das métricas acima definidas, € uma chamada de imersdo isométrica.

Exemplo 2.3. Espaco Hiperbolico. Considere semi-espago superior de R"
H" ={(x1,...,x,) € R" [x, > 0}

e introduza em H" a métrica
8ij(X1,. s Xn) = %
ij\Aly---5An 2
n

H" é chamado o o espaco hiperbolico de dimensao n.
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2.3 Conexoes Afins

Denotaremos por 7(S) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em S e por F(S) o
anel das func¢de reais de classe C™ definidas em S.

Definicao 2.10. Uma conexdo afim V em uma variedade deiferencidvel S é uma aplicacdo
V:t(S) x 1(8S) — 1(S)

denotada por (X,Y) AA VxY e que satisfaz as seguintes propriedades:
(@ VixyovZ=fVxZ+gVyZ,
(b) Vx(Y+Z)=VxY+VxZ,
(© Vx(fY)=fVxY +X(f)Y
Onde X.,Y,Z c t(S) e f,g € F(S).
Algumas vezes vamos escrever apenas conexao no lugar de conexao afim.

Proposicdo 2.3. Seja V uma conexdo em uma variedade diferencidvel S. Se X,Y € ©(S) sdo
campos vetoriais que se expressam em coordenadas locais por

d
X:;xiai € Y:;yjaj, onde 8,: a—

Xi

entao
VxY = Z x;iy;V.0; + ZX yj)o 2.7
i,j=1 J=1
Em particular, (VxY), depende apenas do valor de X em p e do valor de Y ao longo de uma
curva tangente a X,.

Demonstragdo. Usando as propriedades de uma conexao, temos

n
Vx¥ =Vx (ZM) ZVX vi% nyvxa t ZX ¥i)o
j=1 Jj=1 j=
n n
= LV (52 00) %+ LX0)9 = ZWJVaa+Zny
j=1

J=1 i,j=1 J=

Em particular
n

(VxP)p= Y 5oy () (Ve + Y X(i(0)(@),.

ij=1 j=1

Os coeficientes x;(p), ..., x,(p) dependem apenas do valor de X (p) e dos valores de Y ao longo
de uma curva passando por p cujo vetor tangente em p € X),. ]
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Da equagdo (2.7), escrevendo os campos vetoriais V5.d; em termos dos campos dj na
forma

V50 =Y T}iok,
k

obtemos a seguinte expressao local para o campo VY :

VxY = Z ( Y xy T+ X (y )) Ok (2.8)

i,j=1

Quando S possui um parametrizagdo global [x;] (d; = %), entdo n’ fungdes arbitrariais F{-‘j
diferenciaveis de S em R definem uma conexdo em S. Para ver isto, basta definir a conexdo
como em (2.8).

Definicao 2.11. As funcdes suaves Ff.‘j definidas pela expressao (2.8) sdo chamadas os simbolos
de Christoffel associados a carta particular utilizada

Proposicao 2.4. Seja S uma variedade diferencidvel com uma conexdo V. Entdo existe uma
Unica correspondéncia que associa um campo vetotial V ao longo a curva diferencidvelc : I — S
um outro campo vetorial =~ DV ao longo de ¢, denominado derivada covariante de V ao longo de
c, tal que:

D __ DV , DW
1. D(vyw)y=20V W

2. %(fV) V + RV > onde V € um campo de vetores ao longo de c e f € uma fungdo
diferencmvel eml.
3. SeV é induzido por um campo de vetores Y € 1(S,), isto &, V(t) =Y (c(t)), entdo 2 =

VaY.
dt

Demonstragdo. Suponha que existe uma corresponéncia satisfazendo (1),(2) e (3). Sejam
x:U CR" — S um sistema de coordenadas com ¢(I) Nx(U) # @ e (x1(t),...,x,(t)) a expressdo
local de c(t),r € I. Seja d; = ai, Entdo podemos expressar o campo V localmente como

V =Y/ 0;, onde v/ = v/(t) e d; = (9j),() Por (1) e (2), temos que
J

DV

:Dd
E—Z 8~|—;v1d—]

Por (3) e por (a) da defini¢do (2.10),

D8j dx,'
a V4 V():‘fj"'a,) %=L g Vo
7 t l
Assim, .
DV dv/ " odx; .
— =Y —9; —VIV;0;. 2.9
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A expressdo (2.9) mostra que se existe uma correspondéncia satisfazendo as condi¢des da
proposi¢do (2.4), entdo tal correspondencia € tinica.
Para determinar a existéncia de %, dado um sistema de coordenadas (x,U) para uma vizi-
nhanga de c(t), defina o campo % em x(U) pela expressio (2.9). E imediato verificar que um

campo definido desta forma satisfaz todas as propriedades do enunciado. ]

Ainda na equagio (2.9), escrevendo V.0, =}, rfjak, e trocando j por k obtemos que
k

nofavk I dxg
— = — il L
dt )3 { dt +ij.2_:1V dt ’f} g
Definicao 2.12. Seja S uma variedade diferencidvel com uma conexdo V. Um campo vetorial

V ao longo de uma curva c : [ — S é chamado paralelo (com respeito a conexdo V) quando
% =0, para todot € I.

Proposicao 2.5. Seja S uma variedade diferencidvel com uma conexdo V. Sejac: 1 — S uma
curva diferencidvel em S e vy um vetor tangente a S em c(ty),ty € I (isto é, vy € Ti¢(p))S)- Entao
existe um tnico campo de vetores paralelo 'V, . ao longo de c, tal que V,, .(to) = Vo, (O campo
Wi, € chamado o transporte paralelo de V (to) ao longo de c)

Demostracdo. Ver [5] [l
O transporte paralelo [] : T,(,)S — TS definida por [[(v) = V;, .(¢) € uma aplicagdo

linear. De fato, sejam v,u € T, (S € a,b € R. Considere o campo W () = aV,,(t) + bV (1),

DW _ D D — 0 icta & ‘ 4
note que =~ =agzV,c+b;Vic =0, isto € W € um campo paralelo ao longo de ¢, além

disso W(t,) = av+ bu. Pela unicidade do campo paralelo temos que [J(av+bu) = aV, .(t) +
bVic(t) =all(v)+bI1(u)

2.4 Conexao Riemanniana

Proposicao 2.6. Seja S uma variedade Riemanniana com uma conexao V. Entdo as seguintes
afirmacoes sdo equivalentes:

1. Para todos os campos paralelos V e W ao longo de qualquer curva diferencidvel c em S
vale
(V,W) = constante.

2. Para todos os campos vetoriais V e W ao longo de qualquer curva diferencidvel c em S

vale d DV DW
—(V,W)=( —,W V,— ).
dt<’ ) <dt’ >+<’dr>

3. Para todos os campos vetoriais X,Y e Z vale

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y,VxZ)
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Demonstragdo. Ver [4] O]

Definicao 2.13. Seja S uma variedade Riemanniana com uma conexdo V. Dizemos que a
conexdo V é compativel com a métrica de S, quando ela satisfaz qualquer uma das condig¢oes
da proposigdo anterior.

Definicao 2.14. Uma Conexao V em uma variedade diferencidvel S é dita simétrica quando
VxY —VyX = [X,Y] paratodoX,Y € 1(S). (2.10)

Note que em um sistema de coordenadas (U, x), o fato da conexdo V ser simétrica é equi-
valente a qualquer umas das afirmagaoes abaixo:

(@) Vy0; =V, paratodoi,j=1,....n
(b) If;=T%

A equivaléncia (a) < (b) é imediata. Supondo V uma conexdo simétrica, fazendo na equa-
¢d0 (2.10) X = d; e Y = d; e lembrando que [d;,d;] = 0 obtemos (a). Reciprocamente, se vale
(a), dados X =Y x;d; e Y =Y y;d; dois campos de vetores sobre S. Pelas expressio (2.7) temos

i J

VxY =Y xiyiVy0i+ ) X(y;)9;

n

ij=1 =1
© n n
Vyx = Z x,-ijaiaqu Z Y(Xj)aj.
ij=1 =
Assim
VxY —VyX = Z (X(yj)—Y(xj)) 8j: Z (xi8i(yj)—y,~8i(xj))8j: [X,Y]
=1 ij=1

Lema 2.7 (Férmula de Koszul). Seja S uma variedade Riemanniana munida com uma conexao
V simétrica e compativel com a métrica de S. Entao para todos os campos X,Y e Z € t(S) vale
que:

(VyX,Z):%(X(Y,Z)+Y<Z,X>—Z<X,Y>—([X,Z],Y)—<[Y,Z],X>—([X,Y],Z)). (2.11)

Em particular, uma conexao simétrica compativel com a métrica é unicamente determinada
pela métrica.

Demonstracdo. Sejam X,Y e Z € ©(S), pelo item (3) da proposi¢do (2.6) temos que:
(1) X(Y,Z)=(VxY,Z)+ (Y,VxZ),

(i) Y(Z,X) = (VyZ,X)+(Z,VyX),
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Somando (i) e (if), dai, subtraindo (iii), teremos, pela simetria de V, que

X(Y,Z)+Y(Z,X)—Z(X,Y) = (VxY,Z)+ (Y,VXZ) + (VyZ,X) + (Z,VyX)
—(VzX,Y)—(X,VzY)
= (X,VyZ —VzY)+ (Y,VxZ - VzX) 4+ (VxY,Z) + (Z,VyX)
=(X,[Y,Z]) + (Y,[X,Z]) + (VxY — VyX,Z) +2(Z,VyX)
= (X, [Y,Z]) + (¥, [X, Z]) + ([X,Y]) + 2(Z, V¥ X).

Daf segue o resultado. []

Teorema 2.8. (Levi-Civita). Seja (S,g) uma variedade Riemanniana. Entdo existe uma tnica
conexao V em S que € simétrica e compativel com a métrica g.

Demonstragdo. Pelo lema anterior, se tal conexao existe ela € inica. Para mostrar a existéncia,
basta definir V por (2.8) e verificar que V estd bem definida e que satisfaz as proprieadades
desejadas. ]

Definicao 2.15. Seja S uma variedade Riemanniana. A conexao dada pelo teorema (2.8) é
denominada por conexdo de Levi-Civita ou, simplesmente, conexdo Riemanniana de S.

Agora veremos como os simbolos de Christoffel de uma conexdo Riemanniana podem ser
calculados através dos componentes g;; da métrica. Para isto, dado um sistema de coordenadas
(U,x), fazendo na equagdo (2.8) X = d;,Y = dy e Z = dj obtemos

1
Liju = Z thglk =(V5,9j,0k) = > ~(digjk + 9jgki — ok&ij) (2.12)

onde 8ij = <8,-,8j>. N
Como a matriz [g;;] admite um inversa [¢"/], multiplicando a dltima expressdo por y.g""
k

obtemos que

m 1 m
[jj = 5 2 (9igji+ 9k — Okgij)g™" (2.13)
k

2.5 Curvatura

Definicao 2.16. O tensor curvatura de uma variedade Riemanniana S munida com uma cone-
x40 V é uma correspondéncia R que associa a cada par X,Y € 1(S) uma aplicagdo R(X,Y) :
7(S) — t(S) dada por

R(X, Y)Z =VyVxZ-VxVyZ+ V[Xy]Z.

Proposicao 2.9. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das seguintes proprieda-
des:
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1. R é bilinear em t(S) X T(S), isto é,

(@) R(fX1+gX2,Y1) = fR(X1,11) +gR(X2,11),
(b) R(X1,fY1+gY2) = fR(X1,Y1) +gR(X1,12),

[,8€F(S), X1,X,11,Y2 € 1(8).
2. Paratodo par X,Y € 1(S), o operador curvatura R(X,Y) : ©(S) — 1(S) € linear, isto é,

(@ R(X,Y)(Z+W)=R(X,Y)Z+R(X,Y)W,
(b) R(X,Y)fZ=fR(X,Y)Z

[:8€F(S), ZWer(S).

Demonstracdo. Vamos apenas usar a definicdo de conexao e as propriedades do campo con-
chete. A prova de (1a) e (1b) sdo analogas, portanto, verificaremos apenas (1a).

R(fX1+8X2,Y)Z=VyV s 1e%,0)Z = V(1% +g%) VY Z+ VYV 1x, 14,012
= Vy(fV%Z+8VZ) — V%, Vv Z — gV, Vv Z+ Vi yiZ + Vigs, v Z
= fVyVx,Z+Y(f)Vx,Z+gVyVx,Z+Y(g)Vx,Z— fVx,VyZ
8V VrZ Vs -y (nx)Z TV -y o)
= VYV, Z+Y(f)Vx,Z+gVy Vi, Z +Y(g)Vx,Z — fVx, VyZ
=8V, VYZ+ fVix v Z—Y( )V, Z+8Vx,v)Z —Y(8)Vx,Z
=f(VyVx,Z -V, VyZ+Vx, yZ)
+8(VyVx,Z —Vx,VyZ+Vx, y|Z)
= fR(X1,Y) +gR(X2,Y).

O item (2a) é de imediata verificacdo, vejamos a prova de (2b)

R(X,Y)fZ =VyVxfZ—VxVyfZ+VixyfZ
=Vy(fVxZ+X(f)Z) = Vx(fVyZ+Y(f)Z) + fVix v/ Z+ X, Y](f)Z
= fVYVXZ+Y(f)VxZ+X(f)VyZ+Y(X(f))Z - fVxVyZ
—X(NVYZ=Y(N)VxZ=X(Y(/)Z+ [Vixy/Z+[X,YI(f)
= f(VyVXZ —VxVyZ+Vx y)Z) +[X,Y](f) = [XY = YX]f
= f(VyVxZ~VxVyZ+Viy yZ)
= fR(X,Y)Z.
_ O]
Como R(X,Y)Z € ©(S), dado [x'] um sistema s e coordenadas para S, vamos expressar a
curvatura na base {(d;) }. Escrevemos

R(3:,9;)d ZRl]ka,
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Se

X :inai, Y:ny8j Z:sz8k,
i j k
obteremos pela linearidade de R,

R(X,Y)Z=Y x'yIZRL,0,.
i,j.k,l

Por outro lado, da defini¢do de R, vem que

R(0;,0})0k =V §,V5.0— V3,V .0k

_v, (Zrlka) ( rkas)

= ZV& lka V&, (F k8s>
=X (Thvsas+ . 1)) = X (TiVad+a(T3)3)
= ZF Z O] — ZF kZl‘ o +Zaj( ) Os —Z&i( y

trocando o s por / nos ultimos dois somatdrios, obtemos

R(0;,0;)0k = Z(ZP Zl“ L+ 0,(TY) — 8l~(l“§~k)) J

€ portanto,

Rl = ZT = YT+ 0;(Ty) — (%), (2.14)

Notacao: Daqui em diante usaremos a notagao de Einstem para somas. Ou seja, em vez de
se usar o sinal de somatorio ) para denotar uma soma, convencionamos que sempre que uma
expressao contém um indice como um superescrito € 0 mesmo indice como subescrito, uma
soma € implicita sobre todos os valores que este indice pode tomar. Por exemplo, escrevemos:

; d ox' df
—=xo; R - ==
X =x'0;, Vy0d;=T}0, 9y " 3yl o’
no lugar de
: ox' df
— . L k
X_;xla,, V.9, _; If;0k, 8—y] Z 3y o
respectivamente.

2.6 Variedades planas

No que se segue, vamos trabalhar com variedades diferencidveis que possuam uma parametri-
zacdo global.
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Definicao 2.17. Sejam S uma variedade diferencidvel munida com uma conexdo V e X um
campo de vetores sobre S. Se para toda curva c : [ — S tem-se que X é paralelo ao longo de ¢
entdo dizemos que X é um campo paralelo sobre S

Pela unicidade do campo paralelo (rever teorema (2.5)), se X € um campo paralelo ao longo
de S, entdo o transporte paralelo de X), ao longo de ¢ ([].(X,)) ndo depende de c, além disso,
vale que ([1.(X,)) = X;. Uma condigdo necessdria e suficiente para que um campo de vetores
X seja paralelo é que VyX =0 para todo Y € 7(S).

Definicao 2.18 (Coordenadas planas). Seja S uma variedade diferencidvel munida com uma
conexdo V. Se existe um sistema de coordenadas global [x'] de S de modo que os campos de
vetores d; = % (i=1,...,n) sdo todos paralelos sobre S, entdo dizemos que S é plana com
respeito a V e que [x'] é um sistema de coordenadas V-afim para S.

Evidentemente, a condi¢do de que os campos d; sejam todos paralelos é quivalente a qual-
quer uma das condic¢des abaixo:

(@) V59;=0,

(b) r’fj =0,

l
def
© 0=Tyx= (V40,9 =Tgn.

Dado alguma conexd@o V, um sistema de coordenadas afim ndo existe em geral. Sejam
[x'] um sistema de coordenadas afim e [y,| outro sistema de coordenadas para S (denotamos

04 = Bia)' Escrevendo 0“ na base {(d;)}, temos que 9% = ;g—;‘;&i. Dai e da expressdo (2.8),

uma condi¢@o necessdria e suficiente para que Vxd“ =0 é que X (g—;;) =0, que € 0o mesmo que
dizer que para todo (i,a =1,...,n) os temos g—;: sdo constantes. Isto é, [y,] é um sistema de
coordenadas afim para S se e somente, se existe uma matriz n X n A e um vetor B € R” tal que
x=Ay+B.

Se (8, V) admite coordenadas V-afins, a derivada covariante ndo depende da curva, em par-
ticular o transporte paralelo também nao depende da curva. Note também que pela linearidade
do transporte paralelo que um campo X = x;0; é paralelo se e somente se, 0s componentes x;
sdo constantes. Denotando por [x] o sistema de coordenadas V-afim para S, como Ff.‘j = Fﬁ-‘j =0
segue que a conexao V € simétrica e, por (2.14), que R = 0. Reciprocamente temos o seguinte

resultado.

Teorema 2.10. Seja (S,g,V) uma variedade Riemanniana munida com uma conexdo afim si-
métrica V com a propriedade que o tensor curvatura R definido por essa conexao seja identi-
camente nulo. Entdo, S é localmente V-plana, no seguinte sentido: para todo p € S existe um
aberto U C S contendo p que admite coordenadas V -afins.

Demonstragdo. Ver[4], pag 107.
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2.7 Conexoes Duais

No préximo capitulo veremos modelos estatisticos como variedades diferenciavéis. Sur-
girdo naturalmente conexdes afins sobre essas variedades, que em geral sdo conexdes ndo-
Riemannianas. No entanto, juntamente com a métrica Riemanniana, tais conexdes admitem
conexdes duais, que desempenham um papel fundamental no estudo desses modelos. Mesmo
do ponto de vista puramente matematico, a no¢ao de conexdes duais € por si s interessante.
Nesta secao, estudamos este importante conceito de dualidade.

Sejam S uma variedade diferencidvel, g = (-,-) uma métrica Riemanniana sobre S e V uma
conexdo afim sobre S. A conexdo dual V* de (S, g,V) é definida por

para todo campo de vetores X,Y,Z € t(S). Verifica-se facilmente que V* define, de fato, uma
conexdo afim sobre S. Dizemos que V e V* sdo conexdes duais ou conexdes conjugadas com
respeito a métrica g. Note que da equacao acima, dadas uma métrica g € uma conexao V sobre
S, existe uma tdnica conexdo dual V* de V. A consequéncia disso é que (V*)* = V. Vamos
denotar este trio (g,V,V*) por estrutura dual sobre S. Em termos de coordenadas, podemos
definir V* como a conexao afim que satisfaz:

akg,'j = Fki7j+1“7;j7i. (2.16)

Vimos que uma conexdo € plana se existe um sistema de coordenadas afins [6'], ou seja,
V5.0 =0, para todo i, j.

Definicao 2.19. Sejam S uma variedade diferencidvel e (g,V,V*) uma estrutura dual sobre S.
Se (S,V) e (S, V*) sdo planas diremos que S é dualmente plana.

Provaremos a seguir que se uma conexdo V possui tensor curvatura R =0e¢ V e V* sdo
ambas conexdes simétricas entdo a estrutura (g, V, V*) é dualmente plana e, além disso, existem
sistemas de coordenadas afins [8] e [1/] de V e V*, respectivamente, relacionando-se com a
métrica g da seguinte forma:

00! on'

Primeiramente, verificamos o seguinte resultado:

ij

Proposicio 2.11. Assuma que V e V* sdo conexdes simétricas entdo a conexdo V = %(V +V)
€ Levi-Civita.

Demonstragdo. E simples verificar que V = 3(V + V*) é uma conexdo compativel com a mé-
trica. Para isto, basta somar as duas equagdes abaixo

1 1

SZY) = S ((VZX,Y) + (X, V3Y))
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%Z<Y7X> = % ((VzY,X) + (Y, VX)),

as quais sdo vdlidas pela equagdo (2.15). Agora, assuma que V e V* sdo simétricas. Temos que

. . 1 1
VxY —VyX = E(VXY +ViY) — E(VyX +V5iX)

1 1 " "
—I[XY]—I—I[XY]
2 20

Assim, segue-se que V € simétrica. Conclui-se entdo que V é uma conexdo Riemanniana.
[

Uma propriedade importante que vale apenas para conexdes Riemannianas € a seguinte:
Dados campos paralelos X (7) e Y (¢) ao longo de uma curva diferencidvel em S, o produto
(X(1),Y(t)) é constante em ¢. Isso falha em conexdes ndo-Riemannianas. No entanto, o se-
guinte vale: Sejam y: I — S uma curva diferencidvel em S, X e Y campos de vetores ao longo
deye % e D;ty, respectivamente, as derivadas covariantes de X com respeito a V e de Y com
respeito a V*. Usando a equagdo (2.15) temos que

E 00,0 = (2 x 0 + (0,250,

t

Assim, se X € paralelo com respeito a V e Y € paralelo com respeito a V*, segue da dltima
equagdo que (X(¢),Y(¢)) é constante. Em particular temos o seguinte resultado:

Proposicio 2.12. Sejam [y, [T, : Tp(S) — T4(S), onde p e q sdo pontos de y €[], e [y deno-
tam, respectivamente, os transportes paralelos ao longo de y com respeito a V e V*, entdo para
todo X.Y € T),S vale que

(MO IT ™) = x.1),

q

A expressdo acima nos diz que se conhecermos o transporte paralelo [] com respeito a V,
entdo também conheceremos o transporte paralelo [T* com respeito a V*. Em particular, se []
ndo depende da curva, o mesmo vale para []*. No caso em que (§,V) é plana obtemos que []
e [T* independem da curva.

Proposicao 2.13. Denotando R e R* respectivamente a curvatura com respeito V e V*, entdo
para todo campo de vetores X,Y,Z,W € T(S) temos que (R*(X,Y)Z,W) = —(R(X,Y)W,Z).
Em particular R = 0 se, e somente se, R* = 0.
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Demonstragdo.

(R*(X.V)ZW) = (VyVXZW)— (VXViZW)+ (Viy y Z,W)
= Y(VXYZ,W)—(VXZ,VyW)— (X(VyZ,W) —(VyZ,VxW)) +{ E‘XJ,]Z,W)
= YX(ZW)-Y(Z,VxW)—(VXZ,VyW) —XY(Z,W)+X(Z,VyW)

HVIZVXW) + (Vi Z.W)

—(Y(Z,VxW) = (VyZ,VxW)) + (X(Z,VyW) — (VxZ,VyW))

~(XYNZW) — (Vi y Z,W))

—(VyVxW,Z) + (VxVyW,Z) — (V[X’Y]W,Z)

= —(R(X,Y)W,Z).

E, por fim, provamos o seguinte resultado:

Teorema 2.14. Assuma o tensor curvatura R de (S,g,V) seja identicamente nulo e que V e
V* sdo ambas conexdes simétricas. Entdo, (S,g,V,V*) é dualmente plana. Além disso, local-
mente, valem as seguintes itens:

(i) Existem sistemas de coordenadas afins 6 = [0'] e 1 = [n;] de V e V*, respectivamente,
relacionando-se com a métrica g da seguinte forma:

00! 811,
Ly o=
g anj € glj aej

(ii) Existem fungées convexas Y ( ), @(n), que satisfazem a Transformada de Legendre:

p) .
wvo) o 20 _ i
20! d ni
Em particular, Hessy = g;; € Hessy = g'/.
Demonstragdo. Pela proposicdo (2.13), de R =0 tem-se R* = 0. Como V é simétrica, segue do
Teorema (2.10) que S € plana com respeito a conexao V*. No entanto, o sistema de coordenadas
V*-afim que procuramos deve satisfazer os itens (i) e (ii).

Primeiramente, provaremos (i). Dado um sistema de coordenadas [67] sobre (S,g= (-,-),V),
consideremos o referencial dual {9’ = g9}, onde {0; = %} denota o referencial dos ve-

tores coordenados e (g/) a matriz inversa de (g;;). Em outras palavras, 9/ é definido por
(0;,07) = &/, para todo i, j. Assim, temos o seguinte:

(V507,00) = 97(97,0k) — (97, Vuh)y = 9'(8]) — (97.8"V 5,01 )
— (97,6}, ) = —g"T}(97,0,) = ~'Tj 8/ = ~¢'T. @.17)

Assumindo que [0] é um sistema de coordenadas afins em (S,g,V) temos que Fﬁfj =0, donde
Vgiaf = 0, para todos i, j. Por hipotese, V* simétrica, logo

07,07] = V5,0/ —V5,0' =0
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Assim, pelo Teorema de Frobenius, localmente, existe um sistema de coordenadas [n j] tal que
d/ = i. Da equagdo (2.17) e do fato que [0'] é V-afim, segue-se que [1,] é V*-afim.

Como a%l e 3‘9 sdo campos coordenados em S, temos da equacdo 2.5 (mudanca de varia-

vel), que
g .0 26" 9 96
U = o) = — = 0
s (911j Zamae’ on;
i oni 9 _ Ini
8ij0" = ;= 891 Z 00/ dn; 918
Assim, temos 3_3; =gl e 3—353 = gij. Note ainda que a inversa da matriz g;;(0) é a matriz
gij(m) = (9',97) = §/. -

O item (i) do Teorema (2.14) pode ser reescrito da seguinte maneira: Seja (g,V,V*) uma
estrutura dual para S, tal que as conexdes V e V* sdo simétricas, entdo S é plana com respeito a
V se e somente se, S € plana com respeito a V*. Além disso, se [Bi] ¢ um sistema de coordenadas
V-afim para S, entdo os campos de vetores definidos por {9’ = g’* 9} sdo campos coordenados
de um sistema de coordenadas V*-afim para S.

Agora, provaremos (ii). Considere as 1-formas w = Y., 1;d0" e v = ¥, 0'dn;. Usando que

% = gij = &ji» temos que a diferencial dw satisfaz:

an;

dw = Zdni/\de’—z 5467 NdO" =) gi;d6 Ndb'
i i,

= Zg],d()’/\def— Zg,jdef/\dG’ —dw,
’]

donde dw = 0. De maneira andloga, dv = 0. Como 1-formas fechadas sdo localmente exatas,
segue-se que, localmente, w = dy e v = d@, para fungdes y e @, definidas sobre um aberto

de R". Tem-se que ge, =7 e &q’ = 0'; donde, por (i), segue-se que 83,%, 33’, =gij €
2

83 3(Pn‘ = 3—3 = g"/. Como (g;;) e (g") sdo matrizes positiva-definidas, segue-se que as fungdes
i J J

V¥ e @ sdo convexas. Item (ii) estd provado. [

2.8 Subvariedades Autoparalelas

Definiciio 2.20. Seja S uma variedade Riemanniana munida com uma conexio V. Uma sub-
variedade M de S € dita ser autoparalela ou totalmente geodésica quando para quaisquer dois
campos X,Y € ©(M) vale que VxY € ©(M).

Dada qualquer subvariedade M em S, pode-se definir naturalmente uma conexdo sobre M,
simplesmente projetando-se ortogonalmente a conexio de S sobre M, ou seja, VyY = (Vx¥)T,
comX,Y € 7(M). Verifica-se facilmente V define uma conexdo sobre M. Além disso, define-se
a segunda forma fundamental de M em (S, g, V) por

a(X,Y) = (VxY)t,
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onde (-)* denota a projeciio ortogonal sobre o fibrado normal de M em S. Assim, em outras
palavras, M € autoparalela se, e somente se, a segunda forma fundamental @ de M em S é
identicamente nula. Um conjunto aberto A C S é um exemplo trivial de subvariedade auto-
paralela. Como M herda a conexdo de S, podemos naturalmente definir o transporte paralelo
[1:T.(4)M — T (;yM sobre M ao longo de c: [a,b] — M. Por unicidade, este transporte concide
com o transporte [] : T;.(4,)S — T(;)S sobre S restrito ao espago tangente de M. Isto €,

[1™ =TTlznwm (2.18)

Sejam M™ uma subvariedade de S , [x] e [y“] sistemas de coordenadas de S e M, respectiva-
mente, € J; = %, o Biy“ sejam V uma conexao sobre S e Fﬁ-‘j os simbolos de Christofel de

V com respeito a [x/]. Sendo X = x“d, e Y =y}, € t(M), temos
VxY =X (")) + x4V 5, 0p. (2.19)

Portanto, M é autoparalela se e somente, se V, dj, € T(M). Que por sua vez, é equivalente a
existirem m?> funcdes I, diferencidveis de M em R de modo que

V3,0 =T5,0,. (2.20)

Essas fungoes I'C, sdo os coeficientes de V com respeito ao sistema de coordenadas [y“].
Usando a identidade d, = d,x'd;, podemos reescrever (2.20) da seguinte forma

TG, 0 = (0,x") (Opx! )T} + 0. (2.21)

Note que, se existem Ey, ..., E, (m = dimM) campo de vetores linearmente independentes
sobre M que sdo paralelos com respeito a conexao de S, entdo M € subvariedade autoparalela.
De fato, para X = x“E, e Y = y’E}, € (M) obtemos

VxY =X(")Ey+)'VxE, = X(Y*)E; € T(M).

Quando M é uma subvariedade autoparalela de S, a conexdo de S € ainda uma conexdo em
M. Portanto, Se Ry = 0 (curvatura de S) entdo Ry; = 0. Em particular se S € plana (com respeito
V), tem-se que V € simétrica e Ry; = 0. Pelo teorema (2.10) M é localmente plana. Sem perda
de generalidade, suponha que [x] e [y*] na equagdo (2.21) sdo os sistemas de coordenadas
afim de S e M, respectivamente. Portanto, se M € autoparalela (Ffj =0e ng = 0) vale que
9u0px* =0 paratodo a,b=1,....mek=1,...,n, . Isto é, existe uma matriz n x m A e um
vetor B € R" de modo que
x=Ay+B. (2.22)






CAPITULO 3

A estrutura geométrica de modelos estatisticos

No presente capitulo, veremos certos modelos estatisticos como variedades Riemannianas.
Com uso de tal estrutura geométrica, faremos a prova do famoso teorema de Cramér-Rao e
em seguida daremos uma condicao necessdria e suficiente para que modelos estatisticos pos-
suam estimadores eficientes.

3.1 Modelos Estatisticos

Definicao 3.1. Uma distribuicdo de probabilidade sobre um conjunto y € uma funcio p : x —
R tal que

(i) p(x) >0, para todox € x;

(ii) Z p(x) =1, quando ) é um conjunto enumeravel e
xeX

(iii) /p(x)dx =1, quando x é um aberto de R".

Para n > 2, o simbolo da integral em (iii) denota uma integral multipla. Quando ) for um
conjunto discreto, frequentemente escreveremos [ p(x)dx para denotar Y p(x).

Definicao 3.2. Seja S uma familia de distribui¢cbes de probabilidades sobre um conjunto X.

Suponha que cada ponto de S seja parametrizado por n valores reais & = (E1,... E") num
subconjunto ® C R", isto €,
S={Pe=px&)| E=(§',....§") cOCR"}. 3.1)

E, além disso, que a fungdo & : ® — § seja injetiva. Chamamos S de um modelo estatistico
sobre ¥, de dimensao n.

Vamos denotar S como S = {pg } € por pg = p um ponto de S.

Definicao 3.3. Seja S um modelo estatistico sobre ¥ de dimensao n. Diremos que S é um
modelo estatistico regular se satistaz os itens abaixo:

(1) ® C R" € aberto.

(2) Fixado x € y, as fungdes & € O — p(x, &) sdo suaves.

29
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(3) Podemos trocar livremente a ordem de integracao e derivagao, isto é,
9 dp(x;8)
Paratodop e Sei=(1,2,..,n).

(4) Paratodo p € S, o conjunto Z := {x € x | p(x;&) > 0} independe de &.

(5) Para cada p € S as fungoes 8%1 p(x;€), com i =1,2,...,n, sdo linearmente independentes
(LI) como funcgoes de x.

Segue-se, dos itens acima, a aplicacdo & € © — pg € S define um sistema de coordenadas

em S, fazendo de S uma variedade globalmente parametrizada, e o referencial {9; = g—é’l} sd0 0s

campos coordenados desta parametrizagdo. Abaixo faremos algumas outras obsevagdes sobre
a Defini¢ao 3.3 acima.

1: Verificar a equacdo (3.2) € equivalente verificar que:

Ip(x;8) ,
/ S dr=0. (33)

Jaque [p(x;&)dx=1.

2: Sendo S um modelo regular podemos redefinir ¥ = Z,. Dessa forma, tem-se p(x) > 0
paratodox € y e & € O.

3: A condi¢do das fungdes a%ip(x;é), comi=1,2,....,n, serem LI (como fun¢des de x) é

2

equivalente a condicao das fungdes 5 3 In(p(x;&)) comi=1,2,...,n serem LI.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 3.1. (Modelo Normal) Sendo y =R, & = (1,0), ® = {(1,0) € R?*|c >0} e pe =
p(x;u,0) dado por

1 (x—p)?
e 20 . (3.4)

= x’ 70 =
pe = p(x,14,0) o

Pode-se mostrar que / p(x;E)dx = 1 para todo & € @. E claro que p(x;,0) > 0 para todo
x € x. Suponha que p(x; 1y, 01)=p(x; Up, 02) para todo x € ). Temos que

(x—wm)*  (x—w)?
Ino, —Ino; = — , para todo x €
2 1 2612 2622 p xXex

Escolhendo xy = U e x; = Wy, obtemos:

2 2
(.UZ—,UI) +(H2—H1) _o
(o] (6]
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Segue-se que U = Uy e 6] = 03, donde mostramos que a fungdo & : ©® — S € injetiva. Portanto
S = {pe} € um modelo estatistico sobre R de dimensdo 2. Agora, vamos mostrar que S € um
modelo regular. Para isto, observe que

Ip(x;p,0) _ (x—p) -t

g 20
U V2ro3 ¢

ap(x;1,0) _ 1 ef(’::; N

Jdo V2102

(3.5)

(x—p)? _teup
\/ﬁ(ﬁe 202, 3.6)

dp(x;u,o) . dp(x;u,0)

sdo LI. Além

O fato de as fungoes {1,x,x*} serem LI implica que

u do
disso,
dp(x;pu,o) 1 o1 I P
/ Su = E(X ) = (E(X) )= 50=0
dp(x;pu,o) 1 . 1 11
/ P dx——G/p(x,,LL,G)dx+G3V(X)——G+G—0.

Vemos assim que S é um modelo regular.

Exemplo 3.2. (Distribuigoes exponenciais) Sendo y =R, =f,0={B € R| B >0} e pz =
p(x; B) dado por

1
pe = Ee*x/ﬁ. (3.7)

E simples ver que S = { pe } para pg definido como na equagdo anterior € um modelo estatistico
de dimensao 1 sobre o intervalo (0,0). Como

[ 2B,

1 1
_E p(x;B)dx%—E/xp(x;B)dx
1 1 1 1
——E%—EE(X)_—E 5=0

Mostrando assim que S € modelo regular.

Exemplo 3.3. (Distribuigdes de Poisson) Sendo y = {0,1,2,3,...}, @ ={£ € R| & >0} e
pe = p(x; &) dado por

X

&6
pr=et (3.8)

o £x
Sabemos que Z = é a série de poténcia de €5, como em uma série de poténcia podemos
=
derivar termo a termo, segue a validade da condigao (3) da defini¢do (3.3).
Todas as outras condigdes sdo de imediata verificagdo, logo S = { pé} com pg definido em (3.8)
é um modelo estatistico regular de dimensao 1.
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Exemplo 3.4. (Modelo finito) Seja ¥ um conjunto finito, onde
n
X=(x0,..,xn), O={(EV, ... E)ERYE >0, Vi=1,...,ne Z§’< 1} e
i=1

éi, sel<i<n
p(xi&) = Z eio (3.9)

Suas derivadas parcias sao

0, sei#lei#0

dp(xi;
POEE) L1 sel L (3.10)
3 —1, sei=0.
Logo Z x,; =0 paratodo! =1,...,n verificando a condicdo (3) da defini¢do 4.
j=1 98
A ) . Ip(x;&)
gora suponha ay,...,a, nimeros reais tais que Z aj = ( para todo x € ¥, fazendo

LU g
X = X1, na ultima equacao obtemos que a; = 0. lA]nalogamente mostramos a, = az = ... =
a, = 0 verificando assim a condig¢do (5) da defini¢do (3.3). As outras condigdes sdo imediatas
e portanto temos aqui um modelo estatistico regular de dimensdo n — 1. Chamaremos este
modelo de modelo finito e o denotaremos por (). As coordenadas & = [£'] serdo chamados
de parametros naturais de ()

Vale observar que apesar da defini¢io de modelo estatistico regular ter bastante restri¢des,
esta ndo € tao excludente como parece, isto €, os modelos estatistico tradicionais na maioria
das vezes sdo modelos regulares. No entanto, segue abaixo um exemplo de modelo estatistico
que ndo é modelo regular.

Exemplo 3.5. (Distribui¢des uniformes) Sendoy =R, & = (o, B), O ={(ot,B) eR? | B > &t}
e pe = p(x;a,B) dado por

1
pe = a sea<x<pf G.11)
0, caso contrdrio.

Considere que p(x;ay,B1) = p(x;ap,B2) para todo x € . Suponha por contradi¢cdo que
(ay,B1) # (0, B2), sem perda de generalidade podemos supor que o < 0.
Seja x( entre oy e oy tal que xo € (04, B1); aplicando xo na tltima igualdade vem que:

1
Pi—

Absurdo! Logo (o, B1) = (a2, B2), a fungdo & : ® — S € injetiva e S = { p¢ }, onde Py € definido
na equagdo (3.11) ¢ um modelo estatistico sobre X, de dimensdo 2. Mas S ndo € modelo regular
pois o supp(p) varia com « e 3. Este fato ja é suficiente para que S ndo seja regular, mas além
disso, é simples ver que as derivadas parcias de p(x, &, ) com relagdo a o e  ndo sdo LI.

=0.
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Teorema 3.1. Seja S = {p¢ } um modelo estatistico regular sobre  de dimensdo n. Entdo S é
uma variedade diferenciavel de dimensao n, de Hausdorff e com base enumeravel.

Demonstragdo. Da hipétese segue a existéncia de uma fungao bijetiva ¢ : ®@ — S, e tal que
® C R”" € aberto. Seja o conjunto:

M= {fo:0 = Uy CR" | Uy é aberto e f é difeomorfismo C}.

Defina yg := @ o fy ' : Uy — S, é simples ver que a familia A = {(Ug,yq)} é uma estrutura
diferencidvel em S e portanto S € uma variedade diferencidvel de dimensdo n. A afirmacao de
que esta variedade é de Hausdorff e com base enumerdvel decorre do fato de S possuir uma
parametrizacdo global. ]

Teorema 3.2. Seja S um modelo estatistico regular sobre o conjunto Y = (xo,...,x,). Entdo S
é uma subvariedade imersa do modelo finito ().

Demonstracdo. Note que () nada mais é do que o conjunto de todas as distribui¢des de
probabilidade (estritamente positivas) sobre o conjunto )y = (xp,...,X,) € que é parametrizado
por ¢ : ®@ — @(x) onde ¢(&) = p(x;&) (p(x;E) e O foram definidos no exemplo (3.4)).
Assim, considere

SZ{qnzq(x;n)l n:(nl,...,nk)eUch},

um modelo estatistico regular sobre . Naturalmente, S C #(x) e k < n. Assim, para provar-

1 n
mos que S é uma subvariedade de () temos que mostrar que os k vetores B; = (g—‘f}l, - ‘;—i,),
com ! =1,...,k, sdo linearmente independentes. Escrevemos

gi(nla"wnk)v sel <i<n

Q(xi;n>:p(xi;§(n)): 1_i§j<rll,,_.,r’k), sei=0.
=1

Assim

d . [o¢&! aE" &
a—mq(xl,n)—(a—w, PP Z )

Jj= l
Como, por defini¢do de modelos regulares, as k funcdes a—n,q(x,-; n) sdo linearmente indepen-

dentes, segue-se que os vetores B; sdo linearmente independentes.
[

3.2 A Métrica de Fisher

Definicao 3.4. SejaS = { Pe } um modelo estatistico regular. Definimos a matriz de Informagdo
de Fisher de S em p¢, como sendo a matriz G(&) = [g;(§)] definida por

8ij(§) = E¢[dilg djle] = / 9l (x; )9t (x; &) p(x; & )dx. (3.12)
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Aqui denotamos 0; = e bg =L(x;8) =Inp(x;§).

d
&
Algumas vezes escreveremos E¢[.] para denotar E,|.]. Embora existam modelos nos quais
a integral da defini¢do acima diverge, neste trabalho, vamos considerar apenas modelos nos
quais a matriz (g;;) € finita para todo & e, além disso, a fungdo g;; : ® — R é de classe C*.
Veremos que a matriz de informagdo de Fisher define uma métrica Riemanniana sobre modelos
estatisticos. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.6. Considere S modelo das distribuicdes normais visto no exemplo (3.1). Vamos
calcular sua matriz de informagao de Fisher.

(x—p)?
202

Logo, os coeficientes da matriz de informagao de Fisher sdo dados por

((x;1,0) =Inp(x;p,0) = —In(v27w) —Ino —

dl(x;u,0) dl(x; 0,0
g11(u,o) :/ (xaﬁ ) ();ﬁ )p(X;u,G)dx
(r—p) (x—p) 1 1
= / 2 52 p(xu,0)dx = FV(X) ==

dl(x;p,0) %(Jca;g,c)p(x;H,G)dX

glz(H,G)Zgzl(M,G)Z/

u
:/(X;Z“) (%1+(x;—3“)2) p(x L, 6)dx
= JEX ]+ gE[X 1)’ =040=0
en(.0) — / ae();;g.o) ae@;g.a)p(x;uﬂ)dx
_ (_éJr(x;—f)z)zp(x;u.c)dx

:% (x;/.L,G)—l-—%V[X]+3E[(x_.u)4]

1 2 30% 2
o2 2766 o2
(0 (o3 (o3 (03

L0
62

OBS. Vemos que os coeficientes da métrica G sioE = 1/62, F =0 e G =2/0>. Sendo assim,
pode-se provar que (S,G) é uma superficie completa, simplesmente conexa, e de curvatura
Gaussiana constante —1/2. Sendo assim (S, G) € isométrica ao plano hiperbdlico de curvatura
Gaussiana constante —1/2.

Logo,
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Exemplo 3.7. Seja (), com xy ={0,1,...,n}, o modelo finito, visto na se¢do anterior. Temos

Iné&’, sel<i<n

5é(i>:1npé(i>:{1n(1_ " &), sei=0

245 i) ) D1 pe i) ) (1)7/51 Ss:ii:;éll ei#0
0E! d¢&! —1/(1— }}:1€j)a sei=0

e os coeficientes da matriz de informagao de Fisher sdo dados por

9L (i) dLg (i) 1/(1=Y"_ &N+ 1/E, sel=k
Z Q& (96" (x,-):{ 1/(1— i?:iéf), sel #k.

Mostraremos que () ), com a métrica de Fisher, possui curvatura constante positiva. De
fato, considere qg (x) =2, / pe (x), comx € ¥, e gz :=[q¢(0), ... ,q¢ (n)]. Temos que gz € R"*!
satisfaz q¢ (i) > 0, para todo i, e Y (g (j)*> = 4, donde qe pertence a esfera S5 C R+

centrada na origem e raio 2. Note que a matriz de informagdo de Fisher g = (g;;) de S = {p¢ }
também se escreve-se como

" (2 PE) A2 PE)  dq: da
Loog ow oE oE

8ij =

onde "- " denota o produto escalar de R"*!. Segue-se que p € S — q = 2,/p € §5 € uma imersao
isométrica, donde (S, g) possui curvatura secctional constante positiva.

Exemplo 3.8. Considere S o modelo formado pelas distribui¢bes exponenciais, S = {p(x; ) =
%e‘x/ ﬁ}. Neste caso, sabemos que S é um modelo estatistico de dimensdo 1. Além disso,

usando integragdo por partes, vemos facilmente que a média Eg(X) = 8 e a varidncia Vg (X) =
B2. Usando que

x

t(x;B) =Inp(x;B) = —Infp — B’

segue-se que a Informacao de Fisher é dada por

dl(x;B) dl(x; x—B)? V(X 1
1) = [ Z P pprar— [Eo P paprax =5 =

Note que Eg(X) = B e a varidncia V (X ) = B% = 1/I(B). Veremos adiante que isso é um caso
particular do Teorema de Cramer-Rao.

Lema 3.3. A expressao dos coeficientes da matriz de informagao de Fisher também podem ser
expressos da seguinte forma;

8ij(§) = —E¢[did;Le]. (3.13)
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Demonstragdo. Primeiro observe que
Eg[djte] =0,
pois,

‘9”;5;@ Pl E)ds

p(x; &
1=0.

5

g/
J

E

Agora derivando a equacdo (3.14) em relagdo &/, obtemos

SENLUTCL WA
azauépa(gf i [ SR

— B2 [0:0;t¢] +/ah‘§’§] ops) o 2

:Ef[aiajﬁg]—k/aln;éj’é)alngéi’é)p(x;é)dx

= E¢[0idle] +8ij(S).

(3.14)

]

Teorema 3.4. Seja S = {pg } um modelo estatistico regular. Entdo a matriz de informagéo de

Fisher define uma métrica Riemanniana sobre S.

Demonstragdo. Fixemos p = p(-;§) € Se X,Y € T,S. Escrevamos X e Y em termos da base
coordenada, X =Y X'd;e Y =Y ,Y'0;, onde 9; = aé, Usando que d;f = —8 (p), temos o

seguinte:

LX) = [ LX) 3w p s

i,] L]
B X9ip(c;8) = ¥19;p(:8) o\
- /; p(x:6) ; pcg) e

Xp:&)Yp(xi&) | oy
[5e o) P

Da ultima igualdade, segue-se que a matriz de informagdo de Fisher determina o seguinte 2-

tensor sobre S Xp(iE) Yol
s - [HE DT o
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Segue-se diretamente que g(p) estd bem definida sobre 7),S, é simétrica e g(p)(X,X) > 0, va-
lendo zero se, e somente se X (p) =Y. X'd;(p) = 0. Como J;(p) sdo linearmente independentes
(como fungdo de x), segue-se que X = 0. Donde g é uma métrica Riemanniana sobre S.

A métrica acima definida é chamada de métrica de informacao de Fisher, ou, simplesmente,
métrica de Fisher.

3.3 As a-Conexoes

Como vimos no capitulo 1, dada M uma variedade Riemanniana, existe uma unica conexao
V em M que é simétrica e compativel com a métrica de M , chamada de conexao de Levi-Civita.
Nesta se¢do, para S um modelo estatistico munido com a métrica de Ficher, vamos introduzir
uma familia de conexdes simétricas. Evidentemente, pelo que mencionamos, apenas uma co-
nexao dessa familia serd compativel com a métrica de Fisher. Tais conexdes sao fundamentais
para o estudo dos modelos estatisticos do ponto de vista geométrico.

Seja § = { pé} um modelo estatistico regular. Para cada o € R, consideremos as funcdes

Fl(jalz : ® — R definidas por:

l—«o
FE;T,Z@ = E¢[(idjtg + —— il 0jl)dle). (3.15)

(a)

As n? funcdes Fii’k(f,‘) definem uma conexdo V(% sobre S dada por

<Vf;f‘)8j, ) = Ffff,i(é), (3.16)

onde g = (-,-) é a métrica de Fisher. Vamos chamar a conexdo V(%) de a-conexdo. Lembrando
que para cada x € ) as fungdes p(x, &) sdo de classe C*, segue do teorema de Clairaut-Schwarz
que d;d;le = d;dl¢ e portanto as fungdes FI(JO‘,Z sdo simétricas nos dois primeiros indices. Con-
sequéncia imediata disso € que as a-conexdes sdo conexdes simétricas.

Quando S for plana com respeito V(@) diremos que S é a-plana e que [{] é um sistena de
cordenadas - afim. Nos casos especiais: @ = 1, diremos que S € e-plana e, para @ = —1, que
S é m-plana.

Teorema 3.5. A 0-conexdo € a conexdo Riemanniana com respeito a métrica de Fisher.

Demonstragdo. Como a conexao V() ¢ simétrica, basta mostrar que v g compativel com a
métrica de Fisher.
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Derivando a equacdo (3.12) em relagdo EX temos
8kg,-j = E& [(8,@65 )8,65] + Eg [8,65 (8k8]£5 )] + E& [8,55 8165 8k£§]
1 1
= Eg [(akalﬁg )8165] + Eg [alfg (akajgg )] + EEg [8165 8165 akﬂg] + EEé [8,65 8J£§ 8,(65]

1 1
= E§ [(ak&ﬂg )8,-&3] + EEJ; [a,ﬁg 8j£§ (Mg] + E§ [aif‘g (8k8j€§ )] + EE‘g [aigg ajgg 3k€5]

(0)

. ry.

ki, j
Mostrando assim que a 0-conexdo € compativel com a métrica de Fischer. O]

Teorema 3.6. Seja S = {pg} um modelo estatistico regular e g = (-,-) a métrica de Fisher.
Entéo as conexdes V(%) e V(=% sio duais.

Demonstracdo. Em termos de coordenadas,

1l—«o 1+o

1—‘]({?2- +F]((;7;x) = E§ [(akalgg + 5 8k€5 8,6@8,65] —|—E§ [(akajfé + 5 8k€§8J€§)8,£§]
= E§ [(akalfé)ajgg] —|—E§ [&155 (akajgg)] —|—E§ [&ffé 8,55 8k£§]
= 8kE5 [(Mg 8J£5] = 8kgl-j.
Segue de (2.16) que V(~% ¢ a conexdo dual de V(®). O

A partir deste ultimo resultado, juntamente com a Teorema (2.14), temos que um modelo
estatistico é a-plana se e somente se, é (—a)-plana.

(a)

ijk € 0 (-tensor curvatura

R®) para o modelo normal. Antes vejamos trés identidades que nos ajudardo nas préximas
contas.

Para exemplificar, vamos calcular os simbolos de Christoffel I"

1
V2o

Lema3.7. Sep = p(x;u,0) = e 20% ,entdo

Demonstracdo. Basta usar integracdo por partes.
Para (a), considere
z=(x—u)’ e dv=(x—p)pdr,
dai

dz=3(x—p)’dx ¢ v=—c’p.
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Ja que zv|” =0, temos que
oo )

/(x—u)4p dx:302/(x—u)2p dx =302V [X] = 30*.

(b), seja
y=(x—p) e dv=(x—p)pdx,

entao

dy=5(x—p)dx e v=—0o?p.

Como yv‘o_ooo =0, temos que

/(x—u)6p dx:5c;2/(x—u)4p dx = 56%36* = 1506°.
(c), tome
y=(x—p) e dv=(x—p)pdx

logo

dy=2(x—p)dx e v=—0’p.

Como yv‘o_ow =0, temos que

/(x—,u)3pdx:262/(x—u)pdx:262E[X—u] =0.

[
Proposicao 3.8. As fungoes Fl(]‘xlz sdo dadas por
(@ 1—0o
Lhn= P
(@) _plo) _ 10
P =Ty = o3
Iph=- o3

Enquanto 0S outros componentes sdo zero.

Demonstragdo. Por defini¢dao

(a)_/ d’Inp 81np+1—oc8lnp8lnp81np .
ik~ | | 9Ei9ET 9k 2 9E Q&I QEk p

)2
Inp(x;u,0)=— (ln\/27r—|—ln6+ (Xzo_,;) ) .

Calculando as derivadas parciais, temos



40 CAPITULO 3 A ESTRUTURA GEOMETRICA DE MODELOS ESTATISTICOS

dlnp  x—u 821np_—1

ou o’ 2u o2’
dlnp _(x—p)? 1 Plnp 1 (x—p)
Jdo o3 c' d%’c oZ o4
€
*Inp _(x—u)
oudo o3

2 2
(@ _ (|1 G=p)? 1\ 1-a/x—p\"((x—p? 1
F“vz_/[?(T_E T\ e o7 o)|P%
1 1

o3
1 1 1l—a /1 1
= —V[X]+ —=( —=30*— —V[X
o’ o X] 2 <G7 o’ [ ])
l—oa 2 11—
-0 i
+ 2 o3 o3

Fgg’)l :/ [(_2()6;314)) <x;2H) N 1—2a (x;2u> <(x;éul)2 —é) <x;211)] pdx

_ 2 (x—u)zpdx+l_2a (x_“)2<(x_“)2—l)pdx

c? o3 c

ng)z:/ [(%_3&;{1)2) ((x;su)z_é) N 1—2a <(x;§i)2 _éf] p dx
! /( pdx——/pdx——/ pdx+%/(x—u)2pdx
+1‘T‘"($/<x—u> par-2r [ (py’ pdx+%/<x—u>2pdx—$/pdx>

11 3., 3 d1—af1 _ 3., 3 , 1
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Como
2
Y T g = (V570;,00) =T(, (m=1,2.)
I=1
Entdo
2
o o k
= X
m=1
Lembrando que
1
— 0
6o = (5 3 ).
(o3

obtemos o seguinte resultado:

Corolario 3.9. Os simbolos de Christoftel Ff;a) da V(%®) sdo dados por

o) _pl(a) _ 1+a
I =) =- c
2(a)_1—06

T 20 ’

200)  20+1

F22 = — P

Enquanto os outros componentes sao zero.

Corolario 3.10. Os coeficientes Rg.](:) do tensor curvatura R'%) sdo dados por

2
200) _ p2a) @71
R121 __R211 - 262

Enquanto os outros componentes sdo zero. Em particular, R(®) ¢ identicamente nulo se e so-
mente se, « = 1 ou oo = —1, equivalentemente (S,V%*) é plana se e somentese, o. = 1 ou
o = —1. Neste caso, podemos dizer que o modelo normal é e-plana e m-plana (mostraremos
este fato de um modo muito mais simples na préxima se¢ao).

A demostracgao é feita por um calculo direto, apenas usando a expressao dos coeficientes do
tensor curvatura e o Corolario (3.9). Mais adiante veremos que muitos modelos estatisticos sao
variedades dualmente planas.

3.4 Familias Exponenciais e Misturas

Dentre os modelos estatisticos, duas classes de destaque sdo as Familias exponenciais e as
misturas. Veremos que as misturas sdo, naturalmente, m-planas, enquanto que as familias
exponenciais sdo, naturalmente, e-planas. Conclui-se que ambas sdo dualmente e e m planas.
Muito dos modelos exemplificados neste trabalho sao familias exponenciais.
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Definicao 3.5 (Familias Exponenciais). SejamC, Fy,...,F,: x — R fungdes tais que 1, Fy, ..., F,
sdo linearmente independentes. Seja

©={6=[6',...,6" | w(0) = 1n/eC<X>+Zf9i‘”f(X>dx é finito}.
Assim,
S={po(x) = p(x;0) = LOTLOFED-VE) | g — (9! . 9")c®CR"

é um modelo estatistico regular sobre ¥ de dimensdo n. Dizemos que S é uma familia expo-
nencial. Neste caso, chamamos 6 = [0'] de parametros canénicos de S.

Além disso, como /g = Inpg = C(x) + Y, 0'F;(x) — (), temos

0= E[%lnpe] = /pg(x;e)(Fj(x) — age(?))dx = Eg[Fj(X)] — a;,éje)
Assim,
Eo[F;(X)] = 9;w(6). 3-17)

Além disso, %{;m Inpg = —%;mw(e). Logo, a métrica de Fisher satisfaz
8ij(0) = —Eg[0idjle] = 9;0;y(8). (3.18)

Em particular, y € uma fungdo convexa.

E sabido que muitos modelos estatisticos tradicionias sdo familias exponenciais. Abaixo
vamos mostrar que todos os exemplos de modelos estatistico regulares da se¢do (3.1) sdo fami-
lias exponenciais.

Exemplo 3.9. Dada uma distribuig¢do de probabilidade do modelo normal, podemos reescrevé-
la da seguinte forma

<fln 2%07%> <x%fx2%f“—2271n 277.'0')
px;u,0)=e 00 ) =e\ o 207 20 . (3.19)
Tomando
Ko a0 1
0l =5, 02 =——;
o2’ 202’
Fi(x) =x, Ex(x) :xz, C(x)=0, e
2 1\2
1 g2y M (e 1 -
y(6',6 )_fﬂ+ln 2n0 = — 102 +§ln(m).

Obtemos que

(11, G) = q(x: 01, 07) = LU+ T FWO (6! %)
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Exemplo 3.10. Quando S é um modelo formado pelas distribui¢des exponenciais, escrevemos

1 _=x I R_X
p(B)= e B =e"P70.

B

Tomando

Obtemos que

Exemplo 3.11. Para S um modelo de Poisson, temos
(xg) _ e—§ g _ e—lnx!+xln€§—§
P> x! '

Tomando
F(x)=x, 6=InE, Ckx)=—-Inx e y(0)=2¢°

segue-se que
px:§) = q(x;0) = LAWY,

Exemplo 3.12. Considere o modelo finito (¥ ), com x = {0,1,...,n}. Escreva F;(j) = 0;j, e

(@)Y & L
e‘l(mm)‘l&—yﬁa>’ (=1om)

Cx)=0 e wyw(0)=—Inp(x)=1In <1 + ieel) :
i=1

Segue-se que & = &(0) e pe(x) = cCOIFEL 0'F(x)-y(0) para todo x € ). Concluimos que S é
uma familia exponencial.

Proposicao 3.11. Uma familia exponencial S é uma variedade dualmente plana. Mais especi-
ficamente, se S = {p(-;0)} € da forma
p(x;8) = eCOIHOF)—y(®)

Y

entdo as coordenadas 6 = [0'] sdo e-afins e as coordenas 1 = [E[Fj|] = Vy sdo m-afins. Além

2
disso, a métrica de Fisher g;; = % e as coordenadas 0 e M sdo duais, i.e., satistazem as
seguintes relagcées:

an; _ 0) — o/
o = 2ii(8) = g'(m).
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Demonstragdo. Vejamos que os parametros candnicos 6 = [0'] formam um sistema de coor-
denadas e-afim. De fato,

l(x;0) =In p(x;0) =C(x) + Z 0'F;(x) — w(0).

Logo,
9i¢(x;0) = Fi(x) — dy(0) (3.20)

8i8j€(x; 9) = —8i8j1//(9). (3.21)
Dai, por (3.14), temos que a métrica de Fisher é dada por g;;(0) = —E[d;d;({)] = didjy e
a 1-conexdo Fl(]e)k = E,[0,0j(0)0k({)] = —9idjy(0)Eg[dlg] = 0. Assim, 6 ¢ um sistema de
coordenadas e-afim para S.
Agora, considere

d
nj:= EQ[FJ'] = &_61 (9) (3.22)
A tltima igualdade segue-se de (3.20). Derivando em relacio a 6, obtemos
8nj 02

Observe que 1 define um sistema de coordenas, visto que g;; € uma matriz positiva-definida,
logo ndo-singular.

Vamos concluir mostrando que 1) € um sistema de coordenas m-afim. Escrevendo 0; = %,

como 3‘37 33; a%, 87(0)0;, segue-se que 9’ := g9, = a . Assim,

0 J ; .

2 TN _ 5.9 :<a. Jka> 5/,

<ael7an]> <l7 > l7g k g gk
Portanto, para todo Z € TS,
0=2(8))=2(3,07) = (V5'3,07) + (2, v"97) = (3, V"),

Segue-se que 9/ = % sdo campos m-paralelos, donde o sistema de coordenadas 1 é m-

J
afim. O

Observe que a demostracdo da Proposicao (3.11) nos diz como obter um sistema de coor-
denadas m-afim para uma familia exponencial. Por exemplo:

(i) para o modelo normal, (n1,1m;) = (E[X],E[X?]) = (u,u’+ c?),
(ii) para o modelo finito @(x), N, = E[F;(X)]=&'e

(iii) para o modelo de Poisson, n = E[X] = &.
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Note ainda que depois de concluirmos que % = 8‘9 =g"(0) aae” ndo era preciso mostrar que

o sistema de cordenadas 1 é m-afim, pois este argumento ¢ dado na demostracdo do Teorema
(2.14).

Proposicio 3.12. Sejam §" = {pg = p(-;§)} e M" = {q, = q(-;u)} dois modelos estatistico
sobre . Assuma que S é uma familia esponencial e M seja uma subvariedade isometricamente
imersa em S. Entao, M e-autoparalela em S se, e somente se, M é uma familia exponencial.

Demonstragdo. Seja f : M — S uma imersao isométrica injetiva de M™ = {q,} sobre a fami-
lia exponencial S = {pg }. Escreva pg(x) = CONEE Tl (©)}, onde 1,F;(x),...,F,(x) sdo
funcdes linearmente independentes. Segue—se que M = {qu = f(q(x;u)) = p(x; 5( ))} € um
modelo estatistico.

Primeiro, assuma que M é uma familia exponencial e escreva g, (x) = P(®)T4/Galx)=0(),
sendo 1,Gy,...,G,, fungdes linearmente independentes. Assim, M’ = {G, = foq,} é uma
familia exponencial da forma

Ing,(x) = +ZM“G (u) = C(x)+ Y &' (W)Fi(x) — y (& (w).

Derivando-se ambos lados duas vezes em relagdo a u e u?, temos
82 g i
— a0 (u Za 2 Fi(0) = dadpy (S (u)).

Temos Z, 3 be( )+ 940, (@(u) — w(&(u))) = 0. Usando que 1,F,...,F, sdo Li., segue-se
= 0,9 (@(u) — w(&(u))) =0, para quaisquer i = 1,...,nea=1,...,m. Assim,

E'(u) =) A’ +b' e y(E(u))=cutd,

a

que aub

com A, b', c,d constantes. Os campos coordenados de M = {g,,} satisfazem

dpe IE!
a(]u f* aqu = Z 8;’ ud Za " ng ZA 3zp§

Como S € e-plana, segue-se que os vetores coordenados d; sdo e-paralelos. Assim,
VD f0pa) = Y A%AL (V9,9 =0
7.9,)%%: %k Z Vo 95,0k ) =
i

paratodosa,b=1,....nek=1,...,m. Segue-se que M & e-autoparalela.
Agora, assuma que M € e-autoparalela. Entdo, a segunda forma fundamental

B(34,95) = (V') f29)" =0

Logo, dada uma curva a(t) € M ligando dois pontos e um e-transporte paralelo V() ao longo
de o, tem-se que f,(V(¢)) é um e-transporte de S ao longo de B(¢) = f(a(t)). Como S é
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e-plana, o e-transporte paralelo nao depende da curva ligando os pontos extremos. Assim, o e-
transporte paralelo sobre M também nao depende da curva. Segue-se que M possui e-curvatura

Rz(v? = 0. Como a conexio V(¢) é simétrica, tem-se que M admite coordenadas e-afins u = [u® ]
Usando que d; sdo e-paralelos, fi(d;) =Y; gaﬁ d;, e Vf % fidp=Y.T ab ‘f*8 + B(0y,0p) =
segue-se que

B (e) 85’ 826 5 825’
0 = Vf* Z Z&uaaub oub fauaa Zau“¢9ub

azgi

Logo, 523 =0, para quaisquer i,a,b. Temos que El(u) = Y, Al ut+ b, sendo Al b' constan-
tes. E como § € uma familia exponencial, segue-se que

Ing,(x) = p(x;f(u))ZC(X)+Z§i(u)E(X)—W(€(u))
= C(x)+b'F(x +Z ZA’ v(&E(u)).

Donde, M’ = {g,} é uma familia exponencial. Isto implica que M = {g,} é também uma
familia exponencial.

Definiciio 3.6 (Misturas). Seja S = {Py = p(x;0) | & =(6',...,0") € ® C R"} um modelo
estatistico regular sobre ¥ de dimensao n tal que existam fungées C,F;: y - R comi=1..,n
de modo que cada ponto de S € escrito na forma

p(x;0) =C(x) + Z 0'F;(x). (3.24)

Dizemos que S é uma familia mistura. Neste caso chamamos [6'] de parametros mistura de S.

Exemplo 3.13. O modelo finito g()) é uma familia mistura. Para verificar isto, basta tomar
1 sex=x;
F](x)_{ 0 sexz#x;

j=0,1,...,n e ver que

n

p(x;&) = Fo(x) + Y &' (Fi(x) — Fo(x)).

i=1

Dado n+ 1 fungdes de distribuicdo de probabilidade {py,...,p,} sobre um conjunto ¥,
sempre podemos construir uma familia mistura S de dimensao n, pela seguinte maneira

— i 0'pi(x) + <1 - i 9i> po(x)
i=1 '

m+émmm—mm»

n
Onde 0 >0 paratodoi=1,...,ne 29’ < 1. E claro que p(x,0) > 0 e que /p(x,@)dx:
i=1
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Proposicao 3.13. Uma familia mistura € m-plana

(=1)

Demonstragcdo. Basta mostrar que I = 0. De fato, da defini¢do de familia mistura, segue

que v
l(x,0)=Inp(x,0)=In (C(x) + Zn‘i GiFl-(x)> :
Logo, -
0il(x,0)0;l(x,0) = % e 0;0jl(x,0) = —%

=D _o.

Assim temos que sz,k
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3.5 O Teorema de Cramér-Rao

Até aqui tratamos sobre modelos estatistico e de sua estrutura geométrica. Nesta secdo final,
falaremos do Teorema de Cramer-Rao, que d4 uma cota inferior para a matriz de covariancia
de estimadores ndo-enviesados. Daremos uma prova geométrica deste teorema. Daremos tam-
bém uma condi¢do necessdria e suficiente para que modelos estatisticos possuam estimadores
eficientes, i.e., estimadores ndo-enviesados cuja variancia atinge esta tal cota inferior.

Seja X uma variavél aleatéria e suponha que sua fungdo de distribui¢do de probabilidade
pertenga a um modelo estatistico resular S = {p¢ } de dimenséo n. Consideremos o problema de
estimar o pardmetro & (desconhecido por natureza). Definimos o estimador para o pardmetro

& como sendo uma fungdo & : y — R". Além disso, quando
Eg [E(X)] =¢ paratodo £ €0

diremos que & é um estimador ndo-enviesado. Do contrério, diremos que & é um estimador
enviesado. Por exemplo, considerando S = {Py 5(x) = p(x; 4, 0)} 0 modelo normal com para-

metros (i, o), o estimador E : x — R2, definido por E (x) = (x,x?), é um estimador enviesado,

pois Ep, ,[E(x)] = EP”G[(X,XZ)] = (u,u? + 0?). Contudo, se supormos & conhecido, o esti-
mador (x) = x é ndo-enviesado. Para um estimador nfo-enviesado a matriz de covariancia é

~

dada por V¢ [§] = [vgj], onde

. .

W = E¢[(E'(x) - &)(E/(x) - &),

Teorema 3.14. (Desigualdade de Cramér-Rao) Seja S = {pg = p(-;§)} um modelo estatistico

regular de dimensdo n e & um estimador ndo-enviesado do parametro &. Entdo, a matriz de
varidncia e covaridncia V¢ [E] de § satisfaz a desigualdade

Ve[E] = G(&)7, (3.25)

onde G(£)~! é a inversa da matriz de informagio de Fisher de S. A desigualdade acima é no

~

sentido de matrizes, ou seja, a matriz Vg [§] — G(&)~! é positiva semidefinida. Além disso, a
igualdade ocorre se, e somente se, S € uma familia exponencial da forma:

p(x; ) = LTSV (6)

onde 6 = 0(&) é uma reparametrizacdo de S. Aqui, C = C(x),y = y(0) sdo fungdes reais.

Um estimador nao-enviesado E que alcanga a igualdade Vg [E] = G(&)~! é chamado de
estimador eficiente. A primeira parte do Teorema 3.25 diz que um estimador eficiente € o
melhor estimador dentre os estimadores os ndo-enviesados, no sentido de possuir a menor
variancia possivel. No entanto, um estimador eficiente pode ndo existir. A segunda parte do
Teorema 3.25 diz que a existéncia de estimadores eficientes implica em fortes restricdes tanto
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no modelo estatistico quanto na sua parametrizacao. Antes de iniciarmos a prova deste teorema
(que na verdade serd parte da demostracdo deste) vamos mostrar que familias exponenciais
admitem naturalmente estimadores eficientes. Considere S = { pg } uma familia exponencial da
forma '

p(x;0) = C)+O'Fi(x)—w(8)

Segue-se da Proposi¢do 3.11 que as coordenadas 8 = [8/] sdo e-afins e as coordenadas 1 =
[Eg|Fi]] sdo m-afins. Assim, a aplica¢do f}(x) := [F;(x)] é um estimador ndo-enviesado para 1.
Usando que 0;(¢) = F; — y; = F; — E[F;], segue-se que a matriz de covariincia

V[F)ij = E¢|(F;— E[F])(Fj — E[F}])] = E[0;(¢)9;(£)] = gi;(6) = g (n).

Concluimos que 7} (x) é um estimador eficiente para 1.
Provaremos agora o Teorema 3.14.

Demonstracdo. A condicdo de E : X — R" ser um estimador ndo-enviesado dd-nos que
[ @ -ehpg)ac—o.
Assim, derivando em relagio a &/, tem-se
[ € —haptg)ar =5/ = g (3.26)
Multiplicando g em ambos lados, e somando em i, dd-nos que
[ @)~ &hotdx =g gug =g, (3.27)
onde 9! = gl'd;p(-; &). ‘ B ‘ _
Fixe v = (v1,...,v,) € R", v # 0, arbitrario e consideremos v/ = v;g"/, X = v;d' =v/d;,
A=Ely; eA= &Jv;j. Assim, a métrica g de S satisfaz:
8(X,X) = g(vig“ Ok, vig’ 9) = vig"vg g = viv;g". (3.28)
Por (3.27), tem-se
(X, X)=vivgl = /(Z(x) —A)X(p)dx. (3.29)

Usando que g(X,Y) = [ %”)%p, para todo X,Y € 7,,S, temos que

exX) =[G -ax(par= [@w-ap T pla 630
< (@ -appa 2 [ (L pay (31
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Donde, g(X,X)"/2 < V[A]'/2. Logo, por (3.28), temos v;v;g" = g(X,X) < V[A] = vivp'/[€].
Assim, como v é arbitrrio, a matriz (v/[€] — g'/) é positiva semidefinida. Aqui, V/[E] =
cov[Ei I = E[(E1 — &1)(EJ — £7)] denota a matriz de covariancia de &. A primeira parte do
teorema esta provada.

Suponhamos que ocorra a igualdade em (3.25). Entdo vale a igualdade em (3.31), o que
implica (usando o caso da igualdade na desigualdade de Cauchy-Schwarz) que (A —A) pl/ 2 =

),X( p) pl/2=2 g 2), para algum A = A(&). Assim, por (3.30),

gX.X) = /<A<x>—A>p1/2 Frar= 221070
— QL/ X;p dx=28(X,X),

donde A = 1. Segue-se entdo que X (¢) = @ — A —A, onde £ = Inp. Pela arbritrariedade de
v, temos

I =§-¢ (3.32)
donde
(D) = g1s0* () = gis(6° = &) e ) (3.33)
0;9;(€) = (9igjm)(E™ — &™) + gjm(—0[") = (digjm)(E™ — &™) — gij.
Afirmamos que as coordenadas & sdo m-planas. De fato,
[9:9;(0) +3()3;(0)](6) = (a,-g,-m>gks<§ ")(E —8) —gigu(& &)
+ gagimsrs(§' —EN(E"—EM)(E° - &Y. (3.34)

Agora, como & é um estimador eficiente, temos
E¢[(91gjm)gis (8" — E™)(E° —&")] = (g jm)gusv™ [E] = (digjm)srss™ = Aige (3.35)
Eg(gijgrs(& — &%) = gijersE[E* — &'] = 0. (3.36)

Usando (3.33), temos g jx = E¢[9;(£) 9(£)] = g jmgisEe [(E" — EM)(ES — €%)] = g jmgasV"™. Como
¢ ¢ um estimador eficiente, gi V" = gr8™ = 6}, donde

digjik = (0igjm)8&ksV"™ +&jm(igrs V"™ + & jm8us (V™)
= 0igjk+ 9igkj+ &jm8&ks(AV™)

= 20ig it g jm8ks O / (Em—Em)(&° — &) pdx
= Zaigjk_gjmgks/Sim(és_és)pdx_gjmgks/(ém_ém)&‘spdx
g [ (7= Em)(E —E)AUOpd

A

= 20+ gmss [ (87— E")(E —E)gu(€' ~&") pa.
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Assim, . . .
digjk = — 8ugjm8rsEe [(E™ — E™)(E — &%) (&' = &N). (3.37)
Usando as equacdes (3.34) a (3.37), segue-se que
T = Eel(99;(0)+ai(0)9;(4)ak(0)]
g jk+ 8ugmgusEe[(EN — EY(EM — Em)(E° - &Y)]
= Jdigjk—digjk =0,

Portanto, as coordenadas sdao m-planas.

Pelo Teorema 2.14, existem coordenadas e-afins 6 = [6;] e fun¢des convexas y = y(60) e
¢ = @(&) satisfazendo 9’ = (%, Vy(0) =&, V(&) =06, Hessy (0) = G e Hessp(&) = G,

onde G = (g;j(&)) denota a matriz de informagéo de Fisher. Considere a seguinte fungéo:

~

g(x;0) = 205 —w(8)
El_yi(0) =EI— & =9i(0) = d(Inp). Assim,

0(x;&) =Ing(x;0) +C(x) = C(x) + 6,5 — w(6).

Segue-se que d'(Ing) = aalg?

Segue-se que p ¢ uma familia exponencial. O teorema esta provado. ]

3.6 Observacoes Independentes

Seja S = {P:} um modelo estatistico sobre ¥. E comum na inferéncia estatistica definir um
estimador para o parAmetro & como uma fungdo definida sobre observag¢des xi,...,xy, com
x; € X,independentes e igualmente distribuidas (iid). Provaremos o seguinte:

Teorema 3.15. Usando a notacdo acima, considere &y : NV = x x ... x x — R" um estimador
ndo-enviesado do pardmetro & com respeito a distribui¢do conjunta

pN(x;8) = pe(x1)... pe(xn),

comx = (xy,...,xn), i.e., Ep, [EN] = . A desigualdade de Cramer-Rao toma a seguinte forma:
—~ 1 _
Ve[n] = G(&) ™ (3.38)

Onde V¢ [EN] é a matriz de covariancia em relagio a distribuicdo py(x;E) e G(E)~! é a inversa
da matriz de informagio de Fisher de S = { Pe }. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente,
se S € uma familia exponencial.

De fato, primeiro observe que Sy = {py(x; &)} é um modelo estatistico sobre ¥". Supondo
que &y é ndo-enviesado entdo, pela desigualdade de Cramér-Rao (Teorema 3.14), vale que

VelEn] = Gn (€)™, (3.39)
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onde GN(?;)’1 ¢ a inversa da matriz de informacdo de Fisher de Sy. Como x,...,x, € X sdo
observagdes iid, py(x;&) = pe (x1) ... pe (xn), segue-se que

N
In(x,E) ==Inpy(x;€) = Y Inp(x;:&). (3.40)
=1
Assim, pelo Lema 3.3,
N N
gn&) = —E[0idiln(x:8)] = —E[i9; ;lnp(%;i)] =— ;E[%f?j Inp(x;;&)]
— Ngi(8), (34D

isto é, Gy (&) = NG(&), em particular, Gy (&) ! = 1,G(&) 1. Por (3.39), segue que

1
N
A primeira parte do teorema estd provada.

Agora, vamos assumir que a igualdade acima ocorre, para todo &. Do Teorema 3.14 segue-
se que Sy = {pn(-;&)} é uma familia exponencial da forma:

In py (x: 0) = C(x) + 66} (x) — w(6), (3.42)

comx=[x]€x) e &£ =E,, [€x(x)] sendo coordenadas m-planas em Sy. Aqui, @ = [6;] sdo
coordenadas e-planas, satisfazendo y;(6) = E,, [61] = &', para todo i. Vamos provar que S é
também uma familia exponencial. De fato, usando (3.40) e (3.42), segue-se que

A

Y, 2 np(e€) = o Inpy(x:0) = E(x) ~ vi(6).

Integrando ambos lados sobre ¥ = [x2,...,xy] € ¥V~ e como

d 0
Lo ggmetsma@de = || Smpt psadz=o,

paratodot =2,...,N,onde X = [x2,...,X—1,X+1,---,XN], teMOS

%hlp(xl;é) =&'(n) — wi(0) = &'(xn) — &,

onde &(x;) = Syv-1 é]{,(x)df, com x = [xq,...,xy] = [x1,% € xV. Assim, Ep[éi(xl)] =& para
todo i. Isso implica que & (x;) = [€%(x1)], com x; € %, é um estimador ndo-enviesado de & em
S. Assim, usando a desigualdade de Cramer-Rao,

V€)= 87(6)
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Com os mesmos argumentos acima, com x; ao invés de xp, podemos definir os estimadores
E(x;), comt € {1,...,N}. Por outro lado, a matriz de variancia Ve [€x] ¢ dada por:

VUG = Epl(Bh— )&~ 600 = Epu (o npn(x:0)) (57 1n pi(x:6)]

= YE, [(aaellnpN(xs, ))(aae Inpy(x:;0))]

S/

d 0
ZE [(ael lnpN(x,,G))(aej In py(x:;60))] (3.43)
= ZE &N(E/(x) — &)
= NVJ[E(x)].
A igualdade (3.43) € obtida a partir da independéncia de xi, ..., xy.
Fixemos (v1,...,vy) € RY arbitrério e considere X = v;0" € T,S e Xy = v;d}; € T, Sn. Tal
como fizemos em (3.41), temos que
vivigh(€) = en(Xn,Xn) = Epy(e) X (Inpr(x: €)X (Inpy (x:£))]
= LEN(npy Xr,f))X(lnPN(Xs;i))]

= ZEpé (Inpn (x5 8))X (In py (x1;€))]
= NEp, [X(Inpg (x1))X (Inpg (x1))] = Ng(X,X) = Nvi;g" (&).
Usando que éN (x) é um estimador eficiente, segue-se que
Nviv VI [6 (r1)] = viv Ve [En] = vivjghf (§) = an(X,X) = Ng(X, X) = Nvyw;g!(&).

Logo, V,ij [€(x1)] = g"(€), donde & é um estimador eficiente. Portanto, do Teorema 3.14,
segue-se que S = { pg} ¢ uma familia exponencial. Reciprocamente, é claro que se S € uma
familia exponencial, digamos da forma

p(z,8) = LC+ECi(9)—y(6)

)

com z € x, entdo Sy = {py(x; &)} é uma familia exponencial, da forma

p(x, &) = COHEENW-N(0)

cAomx—(xl, xn) €N, C(x) =C(x1)+ ... +Clxw) e En(x) = é(x1)+ .+ & (xy). E como
&(z) é um estimador eficiente de & em S, segue-se diretamente que §N( ) é um estimador
eficiente em Sy. O teorema estd provado. ]
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3.7 A geometria de () ), com Y finito.

Nesta ultima se¢do, apresentaremos fatos geométricos importantes sobre a geometria de ().
Como jd vimos, o espago das distribui¢des de probabilidades sobre x, (), com x finito, é um
modelo estatistico. A dificuldade de se estudar £() no caso em que y € infinito € que, neste
caso, () passa a ser uma variedade diferencidvel de dimenséo infinita. Como ndo tratamos
desse caso nos preliminares, considemos apenas o modelo finito (x), onde y = {0,...,n}.
Para simplificar a notagdo, iremos denotar () apenas por .

Como ja vimos, & além de ser uma familia exponencial também é um familia mistura.
Neste ultimo caso, o sistema de coordenadas (m-afim) para 2 é dada pelos parAmetros & = [E'],
com &l = p; = p(i),comi=1,...,n,donde pg = p(0) = 1 — ¥ E. Assim,

pe=(1- ié"')Sw 2156

onde J;(j) = 6;;. Para simplificar a notagdo, denote () ) simplesmente por .
Seja Vj o espaco vetorial definido por

Vo={A€RY| ¥ A(x) =0},

xey

onde R% := {A : y — R}. E simples verificar que V; tem dimensdo n. Portanto, fixado pe €
e usando que ¥, 0; pe =0, € imediato verificar que a aplicagdo definida por X € 7,0 — X (m) .=
X( pg) € um isomorfismo linear entre 7, £ e V. Chamaremos X (m) e m-representacdo de X e

€sCrevemos
7" o= {X" =X(p) | X € T,0} = V.
Observamos que Tp(m)p: Tq(m)p: Vo, para todo p,q € e que (Qi)ém) = dipg = 6 — & € V.
)

Considere Hgflq o transporte paralelo de T), para T, com respeito a m-conexao vim),
Temos que

) (xX) =x' & x'0) = x(),

De fato, se V(t) = Vi(t)0;, t € [0, 1], é um transporte paralelo ao longo de uma curva qualquer

ligando p a ¢, entdo, usando que I l.;."k = 0, segue-se que V' & constante, donde, V (¢) = Vid;.

Como Bi(m) = (8 — &), temos V") (1) = VI(8; — &) = X", para todo 7. Logo, X" = x'"),
Faremos outra identificacdo de T, . Considere Vi o espago vetorial definido por

Vi={AeR¥| Y A(x)p(x) =E,[A] =0} = {B—E,[B] | B R*}.
xex

E claro que se E,[A] = 0 entdo A = A — E,[A]. Por outro lado, E,[A — E,[A]] = 0, o que
justifica a igualdade dos conjuntos acima. Além disso, vé-se facilmente que V| € n-dimensional.
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Observe que a aplicacdo linear

1 1
X €T, X9 =X(Inps) = ]—)X(pé) = ;X('”) evi

é um isomorfismo. Chamaremos X(¢) de e-representacio de X e Tp(e) =X | X € T,0}.

Em particular, X ") — X(©) = 1x (") & ym isomorfismo linear entre Tp(m)p =We Tp(e)p =Vi.
A relacdo entre a métrica de Fischer e a e-representacdo € dada por

X(p)Y
(X,Y>p:/%%pdx:Ep[X(e)Y@] (3.44)

onde (,) é a métrica de Fisher.

Ao contrario do que acontece com Tp(m) £, 0 espaco vetorial Tp(e)p depende de p, isto é€,
um elemento A € Tp(e)p pode ndo pertencer a T(](e)p, com g # p. No entanto, A’ = A — E,[A]
pertence a Tq(e)(((o), visto que E,[A'] = 0. Segue-se que A € Tp(e)p —A—EyA] € Tq(e)p é um
isomorfismo linear entre Tp(e) () e Tq(e)(p).

Dados X : p — X, um campo de vetores arbitrrio sobre £ e d; os campos de vetores do
sistema de coordenadas [£'], segue da defini¢do da e-conex@o ( equagéo (3.16) para o = 1) que

(VX)) = EplaiX (€) Akl ] = Eplaixy) (). (3.45)

Vamos provar que o e-transporte paralelo, Hg,ezl (X) = X’ é dado por

x'(e) — x(e) —Eq[X(e)].

De fato, fixado p, considere o vetor X € T, . Seja A € R” tal que a e-representacdo de X seja
dada por X ,Se) =A —E,[A]. Considere Y o campo de vetores em &, dado por Yq(e) =A—E,[A],
para todo ¢ € . Tomando a derivada em relagdo a £, temos que 9;Y(¢) = —9;E,[A], ndo
depende de x. Por (3.45), segue-se que

(V. ak>q = E,[0%190) = 9\ E, 10l = 0,
donde Y € um campo e-paralelo. Como Y, = X),, pela unicidade dos campos paralelos, segue-se

que X' =Y,. Assim, X'© = ¥\9) = A—E_[A] = A— E,[A] — (E,[A] — E,[A]) = X\” — E,[x}")],
como queriamos.

Definicdo 3.7. Dada uma variedade Riemanniana (S, g) e uma fungio diferencidavel f : S — R,
defina o gradiente (V f), € T,S dado por ((V f)p,v) = v(f), para todo vetor v € T}S.
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Da defini¢do acima, dada uma curva & = ot (r) em S, com o (0) = p e |&'(0)| = 1, segue-se
que [[Vf]| > ((Vf)p, @' (0)) = 4|, _o(f o &) (t). Logo, assim como no caso Euclideano, o vetor
gradiente de f aponta na direcdo onde f mais cresce.

Agora, fixemos uma fungdo A : y — R e considere a func¢do E[A] : p € o+ E,[A]. Como
observado, o vetor gradiente VE[A] aponta na direcdo em que a média E[A] mais cresce. Assim,
considerando g como sendo a métrica de Fisher, a norma ||VE[A] H[% = g(VE[A],VE|A]),, daria
uma forma natural de se medir a dispersao de A. No entanto, provaremos que esta medida de
dispersdo coincide com a variancia V,[A] = E,[(A — E,[A])?], para todo p € .

Teorema 3.16. Dada uma fungdo A : y — R, a fungdo E[A] : p € x — E,[A] satisfaz
IVE[A]I; = V,lA],
para todo p € . Aqui, denotamos || X ||*> = g(X,X), sendo g a métrica de Fisher de .

Demonstragdo. Dado X € T), temos que

g(X.VE[A]), = X(EA])=X(} p(x,5)A(x)) =) X(p(x,£))A(x)

xeX xeX
= Y X"A(x) = E,[X\DA] = E,[X9 (A - E,[A))]. (3.46)
xeX
Para a dltima igualdade, usamos que E,[X(°)E,[A]] = E,[A]E,[X ()] = 0.
Como (A—E,[A]) e VI = Tp(e)((a, existe ¥, € T, tal que Ylge) =A —E,[A]. Assim, de
(3.46), segue-se que g(X,E[A]), = E,[X©Y(©)] = g(X,Y),, para todo X € T,S. Logo,

(VE[AD} =A~EplA) (3.47)
para todo p € . Portanto, [|[VE[A]||2 = E,[(A — E,[A])*] = V,[A]. O

Seja § = {pg} um modelo estatistico e A € R*. O gradiente da restri¢do E[A][s : S — R,
no ponto p, € dada pela projegdo ortogonal V(E[A]|s) = (VE[A])T sobre o plano tangente 7,S.
Do Teorema 3.16, segue-se

Corolario 3.17. Seja S uma subvariedade de o, a restricio E[A]|s : S — R satisfaz

IVE[AIs]; < VplAl,

e vale a igualdade se e somente, se A — Ep[A] € Tp(e)S ={X©) | X € T,(S)}.
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