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Resumo da Dissertacdo apresentada a IM/UFRJ como parte dos requisitos
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Esta dissertacao trata do problema de empacotamento de esferas no espaco
euclidiano 8-dimensional. Estudaremos em detalhe a demostracao de que o
empacotamento mais denso no espaco euclidiano 8-dimensional é o empacotamento
associado ao reticulado Eg. A prova pode ser dividida em dois passos cruciais. O
primeiro é o teorema de Cohn-Elkies, que afirma que dada uma funcao especial
em um espago de Schwartz que assume valores nao-positivos fora de uma bola de
raio r, enquanto sua transformada de Fourier assume valores nao-negativos sobre
todo o espaco n-dimensional, entao a densidade de um empacotamento no espago
euclidiano n-dimensional é limitada superiormente pelo volume da bola de raio
r/2, por uma constante que depende da fungao, da sua transformada de Fourier
e da dimensao n. A segunda parte consiste em produzir uma tal fungao para
n = 8 e mostrar que o reticulado Eg produz um empacotamento cuja densidade é
exatamente igual a constante de limitagao do teorema de Cohn-Elkies. Ao longo
do texto apresentaremos em detalhe as ferramentas envolvidas nos passos mencio-
nados acima, como preceitos na teoria de analise de Fourier, bem como conceitos
basicos da teoria de formas modulares. Ao final desta dissertacao, usaremos ferra-
mentas de programacao (SageMath) para obter informagoes de negatividade e da

positividade da funcao produzida e da sua transformada de Fourier respectivamente.
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Victor Benicio Vergara Segura
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Advisors: Cecilia Salgado
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This dissertation deals with the sphere packing problem in dimention 8. We
will study in detail the demonstration that the densest packing in 8-dimensional
Euclidean space is the sphere packing associated with the Ejg lattice. The proof can
be divided into two crucial steps. The first is the Cohn-Elkies Theorem, which states
that given a special function in a Schwartz space that assumes non-positive values
outside a ball of radius r, while its Fourier transform assumes non-negative values
over all n-dimensional space, then the density of a packing in the n-dimensional
Euclidean space is bounded from above by the volume of the ball of radius r/2, times
a constant that depends on the function, its Fourier transform, and the dimension
n. The second part is to produce such a function for n = 8 and show that the
lattice Eg produces a sphere packing whose density is exactly equal to the limiting
constant of the Cohn-Elkies Theorem. Throughout the text we will present in detail
the tools involved in the steps mentioned above, as precepts in the theory of Fourier
analysis, as well as basic concepts the theory of modular form. At the end of this
dissertation, we will use programming tools (SageMath) to obtain information about
the negativity and the positivity of the function produced and its Fourier transform

respectively.
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Capitulo 1
Introducao

Qual é a melhor forma de empilhar laranjas? Essa pergunta seria respondida intui-
tivamente de forma correta por qualquer fruteiro (veja Figura . Do ponto de
vista cientifico, essa questao foi levantada primeiro no seculo XVII pelo matematico
e astronomo Johannes Kepler no seu pequeno livro “De Nive Sexangula”(1611)
na tentativa de dar uma explicacao da forma hexagonal dos flocos de neve. Ele
conjecturou que a melhor maneira possivel de empilhar esferas idénticas no espaco

é como faria um fruteiro (ver descrigao abaixo para mais detalhes).

Essa conjectura se revelou porém, muito mais complicada do que parecia inicial-
mente e resistiu aos matemaéticos por quase quatro séculos. Uma prova satisfatéria
do ponto de vista do rigor matematico s6 foi dada recentemente por Thomas C.

Halles com assisténcia de computadores [20].

Figura 1.1: Empilhamento

A pergunta feita por Kepler em 1611, no caso do espaco tridimensional R?, pode
ser estendida a outras dimensoes do espaco euclidiano R™. Matematicamente, ela
pode-se reformular da seguinte maneira: como arranjar esferas idénticas no espaco

euclidiano R™ de tal forma que ocupem a maior parte possivel do espago?



Este tipo de problema, conhecido como problema de empacotamento, forma

uma classe de problema de otimizagao em geometria discreta.
Daremos agora, uma breve descricao do estado da arte em cada dimensao.

No caso n = 1, o problema é trivial, ja que as esferas sao intervalos, e portanto,

elas podem ser empilhadas de forma canonica sem perda de espago.

No caso n = 2, existem duas formas naturais de empilhar circulos no plano: o
arranjo hexagonal e o ctibico, como na Figura respectivamente. Foi provado
por Axel Thue em 1892 que, dentre todos os empilhamentos de circulos no plano, o

melhor é o empilhamento hexagonal [36].

(a) Arranjo hexagonal (b) Arranjo cubico

Figura 1.2: Arranjos de circulos

No caso tridimensional, a situacao é mais complicada. Um jeito natural seria
empilhar as esferas por camadas. A primeira camada pode ser colocada num
arranjo hexagonal como na Figura (esquerda). Nesta camada ficam vaos,
0s quais marcamos alternadamente com cores cinzas e pretos. Para colocar a
segunda camada temos duas opgoes; os vaos cinzas ou pretos. Se escolhemos os
vaos cinzas, teremos novamente duas opcoes para colocar a terceira camada e
assim por diante. Portanto, ha infinitas possibilidades de empilhar esferas com a
mesma densidade. Por essa razao, a solucao da conjectura de Kepler dada por

Thomas Hales s6 conseguiu ser concluida com o uso de célculos computacionais [20].
Quando a dimensao ¢ maior que 3, pouco se sabia até recentemente.

Em 2003, Henry Cohn e Noam Elkies estabeleceram cotas para a melhor
densidade dos empacotamentos em dimensoes entre 4 e 36, usando técnicas de pro-
gramagao linear [9]. Eles também conjecturaram que em dimensoes 8 e 24, a maior
densidade de empacotamento é associada a certos reticulados com propriedades

especiais (par, unimodular, autodual).



Figura 1.3: Empilhamento de esferas

Essas conjecturas foram provadas recentemente por Maryna Viazovska em
dimensao 8 [37] e Henry Cohn, Abhinav Kumar, Stephen D. Miller, Danilo
Radchenko e Maryna Viazovska em dimensdo 24 [I10]. Essas provas combinam o

uso de andlise de Fourier e formas modulares.

O objetivo desta dissertacao é estudar a prova do teorema de Viazovska em

dimensao 8.
A seguir, descreveremos a organizacao da dissertagao.

No Capitulo 2, estudaremos a teoria de empacotamentos de esferas e as séries de
Fourier. Primeiramente, introduzimos os reticulados em R" e suas caracteristicas
basicas e definimos o reticulado FEg, fundamental no teorema estudado aqui.
Definimos, em seguida, os empacotamentos de esferas em R"™ e o conceito de
densidade associado a eles. Finalmente relembramos a teoria bésica das séries
de Fourier associadas a funcoes periddicas com respeito a reticulados de R™. Em
particular, provamos a férmula de somatéria de Poisson, ferramenta importante no
resultado de Cohn e Elkies.

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo das formas modulares. Estudaremos primeiro
o grupo modular SLs(Z) das matrizes 2 x 2 com entradas inteiras e determinante
1. Em seguida, definimos as formas modulares e cuspidais de peso k associadas
a subgrupos de SLy(Z), chamados subgrupos de congruéncias. Finalmente,
ilustramos esses conceitos com as séries de Einsenstein Gy, a forma cuspidal A,
a fungao j-eliptica invariante j, as fungoes theta de Jacobi 8y, 01,610 € as séries
theta, associadas a reticulados pares e unimodulares ©,. Todas essas funcoes serao

usadas na construgao de uma fungao 6tima no proximo capitulo.

No Capitulo 4, estudaremos a prova do Teorema de Viazovska em dimensao 8.

Em um primeiro tempo, enunciamos e provamos o Teorema de Cohn-Elkies, que



afirma que dada uma funcao especial suficientemente regular que assume valores
nao-positivos fora de uma bola centrada na origem, enquanto sua transformada
de Fourier assume valores nao-negativos sobre todo o espaco n-dimensional, entao
a densidade dos empacotamentos de esferas no espaco euclidiano R™ é limitada
superiormente por uma constante que depende da funcao, da sua transformada de
Fourier e da dimensao n. Para concluir a prova do Teorema de Viazovska, precisamos
entao construir uma funcao étima, cuja cota dada no teorema de Cohn-Elkies é
exatamente igual a densidade do empacotamento associado ao reticulado Eg descrito
no Capitulo 2. A funcao 6tima é construida a partir das séries de Einsenstein e
das fungoes theta de Jacobi definidas no Capitulo 3. Finalmente, para verificar as
condigoes sobre a fungao 6tima e sua transformada de Fourier usamos o programa

SageMath. Colocamos os comandos usados no apéndice.



Capitulo 2
Empacotamentos de reticulados

O material desenvolvido neste capitulo dard defini¢des basicas da teoria de empaco-
tamento de esferas no espaco Euclidiano. Um ponto no espaco m-dimensional R™ é

simplesmente um arranjo de niimeros reais

r=(x1,2Ta,...,Tpm).

O produto interno e a norma induzida por ele, chamada norma Euclidiana ou lo-

norma, definidas para z,y € R™ como

m
x-y::inyi, |z|| := \/x%—l—xqu...—l—m%l.
i=1
Se M € Myym € x = (1,9,...,2,) € R™ o produto matricial é dado por

M = (y1,y2, -, Ym) € R™.

A bola aberta m-dimensional com centro em u = (uy, ug,...,uy,) e raio p > 0 é o
conjunto
B (u, p) :={z € R : |lz —ul| < p}.

O volume dos conjuntos aqui considerados denotado por Vol(-) é calculado com
respeito a medida de Lebesgue em R™.

Estudaremos os reticulados, que sao subgrupos de R™ e os empacotamentos os
quais ficam determinados pelos centros das esferas que formam um reticulado, as

propriedades deles bem como seus elementos associados .



2.1 Reticulados em R™

A seguir daremos algumas defini¢oes e conceitos envolvendo a nogao de reticulado
no espac¢o Euclidiano, omitiremos algumas demonstracoes e colocaremos uma boa

referéncia onde podem ser encontradas as provas.

Definicao 2.1. Consideremos n vectores linearmente independentes em R™, diga-

mos
U1 = (7111,1)12, .- 7711m)
V2 = (U21,U22, . 7U2m)
Up = (UnhvnQa cee >Unm)7

onde m > n. Um reticulado o qual denotamos por A € o conjunto de combinacoes

lineares inteiras da forma

{iffﬂ% & € Z} .
i=1

A matriz
Vi1 V12 ... Uim
V21 V22 ... UVoam
M =
Unt Un2 ... Unm

no conjunto M xm(R) € denominada matriz geradora do reticulado. Escreveremos
A = L(M) para indicar que o reticulado é gerado pela matriz M. O conjunto

B = {vi,vy,...,u,} € chamado base do reticulado e a matriz G = MM" ¢é

denominada matriz de Gram do reticulado.

Denotaremos por span(A) ao espago vetorial

{iaivi Ty € R} )
i=1

Dizemos que o posto de A € n e sua dimensao ¢ m. Quando seja m = n o

reticulado € de posto completo.
Observagao 2.2. Note que da Definicao[2.1, (A, +) é um subgrupo do grupo (R™, +)
ou um Z-modulo livre de posto finito. No Corolario mostraremos que ele € um

subgrupo discreto.

Exemplo 2.3. O reticulado Z™ = {(x1, 2, ..., x,) € R" 1 x; € Z} com matriz gera-

dora M = I,, é chamado reticulado cibico ou integral em R". Toda matriz em



Mosin(Z) com det*(M) = 1 gera Z" fato que mostramos no Exemplo .

Exemplo 2.4. O reticulado em R?

1 0
Ay =L(M) onde M = (1/2 \/§/2>

¢ chamado reticulado hexagonal. E dito assim devido ao padrao hexagonal que
aparenta no plano. Este reticulado € associado ao empacotamento com maior densi-
dade em R? ver [§]. Para fins tedricos é conveniente expressar Ay dentro do espago

R3 gerado pela matriz (ver [12, capitulo 4]).

1 -1 0
M = .
<O 1 —1)

Exemplo 2.5. O reticulado f.c.c (face-center cubic) em R?® gerado pela matriz

-1 -1 0

o qual € ilustrado em todo texto de quimica e encontrado no padrdao que sequem 0s
centros de laranjas em forma de piramide nos estantes dos fruteiros. Este arranjo
de esferas tem a maior densidade no espago tridimensional (Conj. de Kepler, ver
[20]). outra maneira de expressar este reticulado € via Ds: (x,y,2) tais que x,y, 2

inteiros x +y + z € par.

Exemplo 2.6. O reticulado b.c.c (body-center cubic) em R? gerado pela matriz

2 00
M=10 2 2
1 11

Também € frequentemente encontrado na quimica. Qutra definicdo simples € via

D}: (x,y,z) onde x,y,z sdo inteiros todos pares ou todos impares.

Mais detalhes destes exemplos podem ser encontrados em [12]. Nos seguintes

graficos ilustramos os exemplos anteriores



y
(%)
€ Q)
M <
€1
" x
(a) O reticulado Z? com (b) O reticulado A; com base v1 = (1,0) e vg =
base e; = (0,1) ex = (1/2,7/3/2).

(1,0).

Figura 2.1: Reticulados ctbico e hexagonal

(a) Reticulado f.c.c (b) Reticulado b.c.c

Figura 2.2: Arranjos de esferas f.c.c e b.c.c

Definicao 2.7. Considere um conjunto de vetores em R™ linearmente independentes

B = {vi,va,...,v,}. Definimos o Paralelepipedo fundamental associado a B
como
P = {Zyivi:Ogyi<1}.
i=1
Seja A um reticulado com base B = {vy,vq,...,0,} € seja P o paralelepipedo asso-

ciado a B. Definimos o determinante do reticulado como:
det(A) := Vol*(P)

Observagao 2.8. Note que na definicao acima o determinante depende da base e
ha formas diferentes de escolher uma base para um reticulado tendo diferente parale-
lepipedo fundamental como verenos a sequir, mas o volume desta regiao € unicamente

determinada por A. Mais adiante damos uma prova deste fato no Teorema |2.1



O seguinte reticulado representa o reticulado cubico Z? com bases distintas.

y
U
S 7 S S
e
— @ €2® ® ° X
— @ L » @
€1 X
(a) O reticulado Z? com base (b) O reticulado Z? com base v; = (1,1)
€1 = (07 1)3 €2 = (170) € V2 = (27 ]-)a
e seu paralelepipedo fundamental e seu paralelepipedo fundamental associ-
associado. ado.

Figura 2.3: Paralelepipedos fundamentais de Z?2

A seguinte proposicao da uma condigao suficiente e necessaria sobre um conjunto

para que este seja uma base do reticulado.

Proposicao 2.9. Seja A um reticulado de posto n em R™ e sejam by,....,b, € A n
vetores linearmente independentes. Entao B = {b1,...,b,} € uma base para A se e
S0 se

PnA={0},
onde P € o paralelepipedo fundamental associado a B.

Demonstragao. Suponhamos que B € uma base para A. Seja x € PN A, entao
como x € P, x = > ybi com 0 < y; < 1 e por outro lado como = € A,
r =" Gb com G €L, logo (; =y; =0.

Reciprocamente suponhamos que P N A = {0} e que A = L(M) com M €
M (R).

Seja x € A C span(M). Como B € linearmente independente, B € uma base para

span(M). Entdo existem o; € R tal que

n
i=1

Agora, temos que ' =>"" | [ou] bi € A porque A é um grupo. Entdo



n

x—1 = Z(ai — [ai])b; = zn:)\ibi €A
i=1

i=1
onde \; = oy — [oy] € [0,1). Logo x — 2’ € PN A = {0}, entio a; = [o;]. Como

consequéncia B € uma base para A.

Definicao 2.10. Dizemos que os conjuntos linearmente independentes By e Bs
em R™ com matrizes associadas My e My respectivamente, sao equivalentes, se 0s

reticulados gerados por elas sao igquais. Em simbolos

L(My) = L(Ms).

O processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt é um procedimento béasico em
algebra linear que obtém de um conjunto de vetores linearmente independentes um
conjunto de vetores ortogonais que geram o mesmo espaco. O processo faz a projecao

ortogonal de cada vetor sobre o espaco ortogonal do span dos anteriores.

Defini¢ao 2.11. Para um conjunto de vetores B = {vy,va, ...,v,} linearmente in-
dependentes em R™, definimos sua ortogonalizagcao de Gram-Schmidt como o

conjunto de vetores:

i—1 «
* * Ui - Uj * i —1.9
vy =1, U =0 — v, 1=1,2,....n
. vt
]:1 J J
ook 4 * 0k *
Em outras palavras: v} é a componente de v; ortogonal a vi,vs, ..., v} 4.
. . . ~ v¥ . ~ .
As matrizes cujas linhas sao os vetores v} e o &= 1,...,n sao chamadas matrizes
1

de ortogonalizacao e ortonormalizacao respectivamente.

Lema 2.12. Considere um reticulado A com base B = {vy,vq,...,v,} em R™.

B* = {v},v;,...,v5} sua ortogonalizagao de Gram-Schmidt. Entao

Vol(P) = [T Il
=1

onde P € o paralelepipedo associado a B.

Demonstra¢ao. Consideremos N a matriz de ortonormalizacao de Gram-Schmidt de

B e M a matriz associada a A. Sejam
Ty : span(A) — R"*, Ty : R® — span(A)

dadas por Ty(z) := aN* e Ty (y) := yM.
Notemos que Ty é um isomorfismo isométrico de espacos vetoriais, pois N! tem colu-

nas ortonormais, entao Vol(P) = Vol(Ty(P)). De outro lado T, é um isomorfismo

10



tal que Tp/([0,1)") = P. Logo

Vol(P) = Vol(Tx(P)) = Vol(Tx Ty ([0,1)™)) = det(MN*)Vol([0,1)") = det(MN?).

Agora MN' = (a;;) com a;; = v; - ik i,j =1,...,m e como os vetores v;, vj sao

ortogonais se i # j pois

i—1

* * . * . * * . *
Vi~ V; = (v + E HikVy) Vj = Uy Uy,
k=1

ViU ~
—*  Entao

onde i =

vEvg
Vol(P) = det(a;;) = det(v Huv .

]

Lema 2.13. Seja A C R™ wum reticulado de posto n tal que A = L(M) e P o

paralelepipedo associado as linhas de M. Entao

det(A) = det(MM?") = det(G)

onde G € a matriz de Gram.
Em particular quando m=n, det(A) = det®(M).

Demonstracao. Consideremos a matriz de ortogonalizacao de Gram-Schmidt M*

associada as filas de M. Matricialmente temos que:

M =TM?,

onde T' = (;;) € Myxn(R) é uma matriz triangular inferior onde yu;; = 1, p1; j = %
J J
se > 7.

Sabemos do Lema que Vol(P) = [[;_, [[v; ||, entdo como det(T") = 1 por ser T

triangular, temos
det(MM?") = det(M*TT"(M*)") = det(M*(M*)") det(T) det(T") = det(M*(M*)").

Agora, como a matriz M*(M*)! é diagonal com d;; = v} - v} = ||v;]|?, entao

det(M*(M*)") = [ (v; = H||v )2 = Vol?(P) = det(A).

j=1

Quando m = n, a matriz M é quadrada e det(M) = det(M?") o que conclui. O
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Definigao 2.14. Uma matriz U € M,x,(Z) tal que det*>(U) = 1 ¢ chamada uni-

modular.

Note que se U ¢ unimodular entao U~! também é.
As matrizes unimodulares que definimos a seguir desenvolvem um papel fundamental

no capitulo 3.

Lema 2.15. Dois conjuntos linearmente independentes By e By de n vetores em R™

sao equivalentes se e so se existe U € My,xn(Z) umimodular tal que My = U M,.

Demonstragao. Sejam que By = {vq,vg,...,v,} e By = {wy,ws, ..., w,} com respec-
tivas matrizes M; e Ms. Se os conjuntos s@o equivalentes entdao A = L(M;) = L(Ms)
e dado que w; € L(M;), existem m; € Z para cada 1,7 = 1,2...n tal que

w; = Y7 mhv;. Considere U = (m}) € Mpxm(Z), entdo My = UM;. Analo-
gamente, existe V € M, (Z) tal que M; = V M.

Combinando as igualdades tememos que
MoM} = (UV )My ML(UV)E

Nao é dificil verificar que a matriz MM, é invertivel. Tomando determinantes
obtemos: det?(UV) = det*(U)det*(V) = 1, e como det(U),det(V) € Z temos que
det?(U) = det*(V) = 1. Logo U é umimodular.

Reciprocamente suponhamos que existe uma matriz umimodular U tal que M,
UM;, entdao L(My) C L(M;) e como U~ também ¢ umimodular temos que £(M;) C
L(Ms), logo A = L(M;) = L(My).

U

Corolario 2.16. Sejam By e By conjuntos linearmente independentes em R™ com
matrizes associadas My, My respectivamente. Entdo By e By sdo equivalentes se

somente se My pode ser obtida de My a través das sequintes operagoes:
1) b; — b; + kb; para algum k € Z.
2) b <+ b;.
3) b; <> —b;.

Demonstracdo. Dado que toda matriz umimodular pode ser obtida a partir das

operacoes acima, a conclusao segue do Lema [2.15] O]

Teorema 2.17. O determinante de um reticulado esta bem definido e nao depende

da escolha da base.
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Demonstracdao. Sejam By, By duas bases de A e M, M, as matrizes associadas a
elas respectivamente tais que A = L(M;) = L(M,). Pelo Lema existe U
umimodular tal que My = UM;. Portanto segue-se do Lema que

det(A) = det (MM} = det(UMM!U?Y) = det*(U) det(M, M) = det (M, M?).

]

Exemplo 2.18. Uma base para Z™ é a base canonica {ey, ey, ...,e,} de R™, logo B

é uma base de Z" se e so se a matriz associada M ¢é unimodular.

2.2 Minimos Sucessivos

Um parametro basico de um reticulado é o vetor de minimo comprimento. Este
parametro é denotado por A;. Minkowski deu uma prova nao construtiva de que:
A < /ndet'/"(A) para reticulados de posto completo. Ainda nao é conhecido um
algoritmo eficiente para encontrar tal comprimento, este problema torna-se com-
putacional denotado por SVP (Shortest Vector Problem). Em [22] pode-se encon-
trar alguns variantes do SVP e problemas discretos associados a reticulados. Aqui
por comprimento denotamos a norma euclidiana ou a ly-norma como definimos no

comeco do capitulo.

Definicao 2.19. Seja A um reticulado de posto n em R™. Para i = 1,2,...,n

definimos o i-ésimo minimo sucessivo por

Xi(A) :=inf {r > 0 : dim(span(A N B(0,r))) > z} ,

onde B(0,7) = {z € R™ : ||z|| < r} a bola fechada de raio r e centro 0.

A seguinte proposicao da uma cota inferior para a comprimento do vetor de

comprimento minimo num reticulado.

Proposicao 2.20. Seja A um reticulado em R™ de posto n com matriz geradora M,
e seja M* a matriz de ortogonalizagcao de Gram-Schmidt com linhas v}, 1 <1 < n.
Entao

A1(A) > min |[vf|| > 0.
1<i<n

Demonstracao. Seja & € Z", & # 0 dado. Escolhemos 7 o maior inteiro tal que
& # 0. Entao

€M - v =D &) - f = 1) &lvi- 0)| = &1y - 5| = &1 loj 11
i=1 1=1

13



Logo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

[EM - ]|

< ||EM||. 2.1
o < eMI 21)

loj 1l < &1l 1l =
Agora, seja r > 0 tal que dim(span(A N B(0,7))) > 1, entao existe & € Z", & # 0
tal que [[§ M| < 7. Portanto de (2.1)) existe j tal que r > [|§ M| > [jv]| >
ming <;<, ||v}]|. Concluimos assim pela defini¢do do infimo,

> ] *
M(A) = i [Jef]

]

Corolario 2.21. Seja A um reticulado. Entao existe € > 0 tal que para todo x,y € A
distintos

|z —yll > e

Em particular um reticulado é um conjunto discreto de R™

Demonstracao. Sejam x,y € A com x # y, entao xr —y # 0 com x —y € A. Logo,

pela Proposicao vale
lz =yl = A (A).

Escolhendo € = A1 (A), concluimos a prova. O

Corolario 2.22. O minimo sucessivo € atingido, i.e, para cada 1 <1 < n existe um

vetor v; € A tal que
[oil] = Ai(A)

Demonstragao. Pelo coroldrio anterior a bola de raio 2A;(A) tem apenas um nimero
finito de pontos de A. E segue da definigdo de A\;(A) que existe um v; em A tal que
[oill = Ai(A). O

Para o caso especial A;(A) = min {||z|| : 2 € A,z # 0}, o numero p = A (A) ¢

chamado raio de empacotamento do reticulado, do qual falaremos na préxima secao.

2.3 Empacotamentos em R”

Nesta secao estudaremos empacotamentos de esferas em R™. Veremos que todo
reticulado da origem a um empacotamento, mas que existem outros além destes.
Mais precisamente associaremos empacotamentos a conjuntos discretos (nao ne-
cessariamente grupos). Estudaremos também os empacotamentos periédicos; tais

empacotamentos sao associados a uma uniao finita de traslacoes de um reticulado.
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Definigao 2.23. Seja X C R"™ um conjunto discreto de pontos tais que ||z —yl|| > 2p
para algum p > 0 e para todo x,y € X com x # y. Entdo, a unido

Py = | Bu(x,p) (2.2)

zeX

¢ chamado empacotamento de esferas de raio p. No caso que X seja um
reticulado dizemos que &x € um empacotamento em reticulado de esferas de

raio p.

Seja A um reticulado em R™ e x1,x9,... 25y € R"\ A, um empacotamento

periddico ¢ definido como em ({2.2)) fazendo

N
U:EJ+A

onde z + A := {x+v:v € A}. O seguinte exemplo mostra um empacotamento

periédico.

2 3
Exemplo 2.24. Considere A = L(M), onde M = ( 1) exy = (0,1), =

0,2), z3 = (0,3).

Figura 2.4: Empacotamento periédico
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Dado que o conjunto associado a um empacotamento é discreto, o numero
I .
p=gmin{llz —yll 12,y € X,z #y} >0
¢ denominado raio de empacotamento. Quando X é um reticulado tem-se

1 1
p= Emm{HxH crxeX,x#0} = éAl(X),

onde A\; como na Definigao [2.19¢é o vetor de comprimento minimo no reticulado. Se
X = L(M), entdo para cada x € A

2]]* = 2@ = (EM) - (€M) = £GE" = [(¢), (2.3)

onde £ € Z" e G = MM" é a matriz de Gramm.

Note que f é uma forma quadratica e vale:

40 = min {f(¢) : € € 2"} .

Tal minimo da fungao f é chamado minimo homogéneo. A formas definidas
positivas com coeficientes racionais guardam muita relacao com os reticulados, para
mais detalhes ver [7].

Dado um empacotamento & e r > 0 o nimero

 Vol(B,(0,r)n )
Ap(r) = Vol(B,(0,7))

é chamado densidade finita.

Definigao 2.25. A densidade de empacotamento de um empacotamento Py €

Ay = limsup Az (r) (2.4)

r—>+00
o limite superior das densidades finitas.

A constante de empacotamento ¢ definida por
A, =supAgy, (2.5)
P
onde o supremo é feito sobre todos os possiveis empacotamentos & em R".

Em [19, Existence Theorem] mostra-se que o valor (2.5) é atingido para cada
n € Nyg. Sao poucos as valores para os que se conhece A,. Em dimensao 1

é trivial A; = 1. Em dimensdao 2 o empacotamento associado ao reticulado
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hexagonal do Exemplo tem maior densidade no plano, fato mostrado por Axel
Thue [36] em 1892 ver [16]. Em dimensao 3, torna-se mais dificil. O Problema
conhecido como conjetura de Kepler desde 1611; afirma que Az = \/Lfs' Em 1998
Thomas Hales deu uma prova desta conjectura e mostra que a igualdade é atingida
pelo empacotamento associado ao reticulado f.c.c do Exemplo basada em
calculos computacionais, a revista Annals of Mathematics decidiu dar um 99%
da vericidade da prova, ja que era impossivel verificar os trés gigabytes de codigo

veja [35], [20].

O numero que deseja-se conhecer é A, para cada n € N. Recentemente Maryna
4

Viazovska provou Ag = 357 ~ 0.25367 ¢ atingido pela densidade do empacotamento

em reticulado

% {(:m) €78V (Z+ %)8 : 21::1: =0 mod(2)} (2.6)

o qual é chamado Fg-empacotamento que estudaremos mais em detalhe na seguinte

secao.

A seguir mostraremos que a férmula (2.4) quando &x é um empacotamento em
reticulado ou periédico, tem uma expressao em termos dos elementos do reticulado.

Para isto usaremos o resultado abaixo cuja prova pode ser encontrada em [18, Satz
4].

Teorema 2.26. Seja K um conjunto compacto e convexo e & um empacotamento

em R". Entao vale

) 1
Ay = limsup Vol K) Z Vol(B),
B

r—>00
onde rK = {rz:x € K} e a soma € feita sobre todas as bolas do empacotamento

tais que B C rK.

Corolario 2.27. Sejam A um reticulado em R™ e &P\ o empacotamento em reticu-

lado associado a A. Entao

_ Vol(B(0, p)) _ /2 pn
A Vol(P) det?(M)T(n/2+1)

Ay (2.7)

Aqui p € o raio de empacotamento, P ¢ o paralelepipedo fundamental associado a A

el € a fungcio Gamma.

Demonstra¢ao. Suponhamos que A = L(M) onde M tem linhas v;,i = 1,...,n.
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Consideremos o conjunto

= {Xn:tivi 1<t < 1},
i=1

compacto e convexo. Note-se que Vol(K) = 2"|det(M)|. Pelo Teorema [2.26} para
m e N

Ay, =limsup ——— Voll mK Z Vol(B

m—r0o0

Como mK = {>"""  tjv;: —m < t; < m}, entdo # {B: B C mK} = (2m—1)". Dai

E:vw = (2m — 1)"Vol(B(0, p))
Assim,
LS Vol(B) = ———(2m — 1)"Val(B(0, p))
Vol(mk) & ")~ vol(k) " FABP
1
— 2m — 1)"Vol(B(0
o dean 2m Vel (B, o)

L pVelB.)

B 2m’ | det(M)|
Fazendo m — oo obtemos o que queremos, o que conclui a prova. O
Corolario 2.28. Seja A um reticulado em R™ e xq,xs,..., 2y € R"\ A. Considere

Px um empacotamento periodico associado a X = Uévzl(xj + A). Entao

N,ﬂ_n/2pn
[ detY2(A)T(n/2 + 1)

Ay, =

onde p € o raio de empacotamento.

Demonstracdo. consideremos

L.
p=smin{llz—yll: 2.y € X,z £y}

o raio de empacotamento. A configuracao de bolas da translacao associada a x; é a

mesma configuracao associada ao reticulado, ver Figura [2.4] entao vale

n/2 n
Al = 1/2 z p )
det?(A)'(n/2 +1)
mas ha N configuragoes do mesmo tipo, logo Ap, = A; + As+ ... + Ap. m
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2.4 Reticulado dual

Nessa secao fins definiremos o reticulado dual, os sub-reticulados, as homotetias, os
reticulados inteiros, pares, unimodulares e os autoduais. Damos a seguir a defini¢ao

de sub-reticulados como subgrupos do mesmo reticulado.

Seja A um reticulado. Dizemos que A" C A é um sub-reticulado de A quando A’
é um reticulado contido em A. Também podemos definir num reticulado a operagao

de multiplicacao por uma constante nao nula.

Definicao 2.29. Dado um reticulado A em R™, definimos a opera¢cdo homotetia
tal que para cada t € R
tA ={tv:v e A}

o qual € um reticulado em R™.

Podemos ver das defini¢oes que A C span(A) € R™. Portanto, podemos con-
siderar A como subgrupo aditivo normal de span(A). Assim podemos considerar o
grupo quociente span(A)/A = {x + A : x € span(A)}. Da mesma forma é possivel
para um subgrupo A’ de A, A/A = {z+ A 2z € A}

Notemos que para cada k € Z, kA C A. A seguinte proposicdo nos permite

descrever de maneira explicita os grupos quocientes anteriormente mencionados.

Proposigao 2.30. Seja A um reticulado em R™ de posto n. Entdo
i) span(A)/A = R" /7"
i) Para cada k € Z, kA € um subgrupo de A e AJkA = (Z/KZ)".

Demonstragao. i) Suponhamos que A = £(M) onde M tem linhas linearmente inde-
pendentes v; € R™, i = 1,...,n. Consideremos a aplicagao o : span(A) — R"/Z"
dada por o(>° | av;) = (ay,...,a,) + Z". E claro que o é um homomorfismo
de grupos com Ker(oc) = A. Logo, a conclusao segue do primeiro dos teoremas de

isomorfismos.

ii) Nao ¢ dificil verificar que kA é um subgrupo de A. definamos agora ¢ : A —
Z™ dada por ¢(v;) :=e;,i = 1,...,n. Fica claro que ¥ é um isomorfismo de grupos.
Portanto
ANEANZT7"K(Z)" = (Z/KZ7)".

O

A seguir vamos considerar apenas reticulados de posto completo e damos nomes

a alguns reticulados especiais que apareceram na teoria desenvolvida aqui.
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Definicao 2.31. Seja A um reticulado em R™. O reticulado dual A* ¢ definido
por

N={zeR'":z-veZ, Yvel}. (2.8)

O seguinte lema mostra que A* é de fato um reticulado e dd uma caracterizagao

dele a partir da matriz geradora de A.
Lema 2.32. Seja A um reticulado em R™ tal que A = L(M). Entao A* = L([M']").

Demonstragao. Seja N = L([M~']"). Mostremos que A’ = A*.
Seja w € A’ entao w = &[M~'|* para algum & € Z". Tome v € A, entao v = &M

para algum & € Z", entao
w"Uzgl[M_l]t'é-QM:gl'fQ cZ

Assim, w € A*.
Seja agora x € A* como [M '] ¢ invertivel, existe y = (y1,...,y,) € R" tal que

x = y[M~1]*. Mostraremos que y € Z".

Para £ € Z™ qualquer, temos
y-E=y - EMM ™' =2 &M € Z.

Em particular para £ = e;, temos que y; € Z parai = 1,2...n, entao y € Z". Como

consequéncia x € A, H
Definigao 2.33. Seja A um reticulado em R".

1) A € inteiro se v - w € Z para todo v,w € A

2) A € par se ||[v]|? € 2Z para todo v € A

3) A é umimodular det(A) =1

4) A € autodual se A* = A

Lema 2.34. Seja A um reticulado em R™ inteiro. Entdo vale

Demonstracao. Seja v € A, como A é inteiro para cada w € A, v-w € Z, entao
v e A*. Assim A C A*.
Para a segunda inclusdo: Suponhamos A = L(M) para alguma M € M, «,(R)
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invertivel. Pelo Lema [2.32) A* = L((M~1)").
De outro lado a matriz de Gram G = MM" = (v; - v;) € Myxn(Z) tem inversa

1 .
= mAdﬂG)a

onde Adj(G) é a matriz adjunta de G. Logo, dado w € A*, existe £ € Z" tal que
w=EMT) =M MTM = ¢(MY) T MM = ¢(MMY) ™' M

—¢G™'M = &M,

EAJA(G)M =

det(A) det(A)

onde & = £Ajd(G) € Z™. Assim A* C A. O

1
det(A)

Teorema 2.35. Seja A um reticulado em R™. Se A ¢é inteiro e unimodular entao,

A € autodual.

Demonstragao. Dado que A inteiro e det(A) = 1. Pelo Lema temos A = A*.
Isto é A é autodual. O

Corolario 2.36. Todo reticulado par e unimodular € autodual.

Demonstragdo. Segue-se da identidade, (v,w) = 1 (|jv 4+ w||* — |[v]|* — [Jw||*) para
todo v,w € A, que todo reticulado par é inteiro. Logo, do Teorema [2.35 A é
autodual. O]

Na seguinte secao damos o mais importante exemplo de reticulado sobre o qual

¢ basado o principal resultado nesta dissertacao.

2.5 O reticulado FEjy

O reticulado Eg é um reticulado gerado por vetores z € Fg tais que ||z]* = 2,
também conhecido como (Gosset lattice. Este pode ser caracterizado como o
tinico, par e unimodular de posto 8 em R® cuja forma quadrética é definida
positiva veja [32]. O grupo das isometrias (transformagoes ortogonais dele mesmo

em ele mesmo) ¢ gerado pelas reflexdes e tem ordem 2'13°527 veja [30), Teorema 6.

O seguinte teorema provado por Mordell, afirma a unicidade do reticulado Ejy

em R®. Uma prova pode ser encontrada em [31], [17].

Teorema 2.37. Seja A um reticulado de posto n < 8, integral e unimodular. Entdo
AZZ" oun=8 e A= Eg.
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A seguir damos uma definicao do reticulado Eg.

Eg := {(azi)EZSU(Z—l—%)S: ZS:xiEOmoaM}. (2.9)

Mostramos a seguir que Fg ¢ de fato um reticulado.

Lema 2.38. Temos que Es = L(M) onde

2 0 0 0 0 0 0
-1 1 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0

vl 0o 0o -1t 1 0 0 0 o0 (210)
0o 0 0 -1 1 0 0 0
0 0 0 0 -1 1 0 0
o 0 0 0 0 -1 1 0

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

Demonstragao. Seja A = L(M). Mostraremos que Eg = A.

Como as linhas de M estao em FEg, temos que A C FEg. Para a outra inclusao
seja X = Eg \ A. Mostraremos que X = (). Suponhamos X # (). Seja v € X,
entdo v € Eg e v ¢ A. Como A contem a (1/2,1/2,...,1/2) podemos supor que
v tem coordenadas inteiras. Por inspecao verificamos que A contem os vetores da
forma 2e;,7 = 1,2...,8. Portanto os elementos de X sao da forma v = (v;) onde
v; € {0,1}. Isto forga v = (0,...,0) ouwv = (1,1,...,1) o qual é um absurdo. Logo,
X =0. Assim Eg = A. O

Corolario 2.39. O reticulado Eg é unimodular.
Demonstragao. Um calculo simples mostra que det(M) =1 O
Lema 2.40. O reticulado Eg € par.

Demonstragdo. Seja v = (v;) € Fg. Mostraremos que |[v||*> € 2Z. Como v € F,
8

1
(v;) ezf‘u(z+§)8 e > v;=0mod?2. (2.11)
=1

Suponhamos que Zle v; = 2s, para algum s € Z. Logo,
O v =l +2) vjop =45 j,k=1,...,8 (2.12)
i=1 Ak
De (2.11]) resultam os dois casos:
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o Sev € Z° de ([2.12) temos: |jv||* =4s* =23, vjup, =0 mod 2

e Sev e (Z+ %)8, entao existem m; € Z tais que 2v; = 2m; + 1,2 =1,...,8.

Logo,

8

1657 = (37 (200))” = 2007 +2 3 (20;) 200) = 4ll0]>+2 3 (2m, + 1)(2mi+1)
i=1 Jj#k J#k
(2.13)

Dado que (2m; 4+ 1)(2my, + 1) = 4t + 2s; + 1 para alguns ¢, Sjx € Z, j, k =
1,...,8. Entao de (2.13)) temos que

Afo|> =165 — 2> (4t + 255, + 1)

7k
=165 —8) tjp—4) spp—2) 1
ik 7k 7k

Assim, |[v||* € 2Z, o que conclui a prova.

Lema 2.41. Ezistem 240 vetores em Eg com norma minima A (Eg) = V2.

Demonstracdo. As tnicas formas possiveis de escolher estos vetores com norma v/2

Sa0:

e (£1,£1,0,0,0,0,0,0) e permutacoes.

o (£1/2,+1/2,...,41/2) e permutagoes.

No segundo caso o nimero dos signos (—) deve ser par e o numero dos signos (+)
também ¢é par. Para o primeiro caso ha 22 (2) = 112 vetores e para o segundo caso

hé 27 = 128 vetores, para um total de 240 vetores. O]

2.6 Séries de Fourier e formula somatoria de Pois-

son

Estudaremos Séries de Fourier para fungoes A-periddicas onde A é um reticulado de
posto completo em R™, nosso objetivo serda dar as condigoes suficientes para ter a
convergéncia da série derivar a féormula somatoria de Poisson.

Dado A um reticulado de posto completo em R"™. Diremos que uma funcao f :

R"™ — C é A-periddica se
flx4+v)=f(z), YxeR" YveA

23



para todo x € R" e todo v € A. Tais funcoes podem ser identificadas como fungoes
definidas em 7" := R™/A chamado Toro n-dimensional com respeito a A. Quando
A = 7" escreveremos T". Como toda fun¢ao periddica fica completamente determi-
nada pelos valores sobre o paralelepipedo fundamental, vamos considerar apenas o
paralelepipedo P associado a A e o cubo n-dimensional Q,, = [0, 1)™ associado a Z™.
Faremos a identificagao de integracao e mesurabilidade sobre o toro com a measura-
bilidade e integracao no paralelepipedo P com respeito da medida de Lebesgue da

seguinte forma
f(z)dz = / f(z)dz.
™ P

Para simplificar a escrituras das derivadas adotamos a notagao de Laurent Schwartz.

Para f:R" — C,z € R" e I = (iy,...,1,) € N”

n
ol f . .
I ::Zz’- Nfi=——t Ml =gl gpin
g j=1 » Ot ozt ... Oxin’ 1 n

Definimos os espacos

CHI™) :={f:T" — C: 0" f é continua, |I| < k}.

No caso k=0, C°(T") é o conjunto das fungoes continuas sobre T".

LP(T) = {f T C: (/ \f(x)|pdx>l/p < oo}

onde 1 < p < oo.
A convolucao de f,g € L'(T™) ¢ dada por

Frg)i= [ glo =)y

para todo x € T™.
A transformada de Fourier (continua) de f : R® — C ¢ definida como se faz

usualmente

FUNE) = | flaye e

para £ € R™.

Dado um reticulado A em R™. Dizemos que a expressao

P(x) = Z a,e®™",  a, €C,

vEA*

¢ um polinomio trigonométrico sobre A, se todos os termos na soma sao nulos exceto
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uma quantidade finita deles. Definimos
Ay :={P:T" — C: P ¢é polinomio trigonométrico sobre A}

o conjunto dos polinémios trigonométricos sobre A. Nesta secao vamos entender
quando uma funcao A-periédica pode ser representada como limite de polinomios

trigonométricos.

Definigao 2.42. Seja A um reticulado em R". Consideramos o conjunto
Py:={f:R" — C: f é A-periddica } .

ara A e para cada v efinimos o v—ési i i
P e P d e AN, d ésimo coeficiente de Fourier

de f
1

[A] Jr»

Z jc\(U)eQﬂ'ix-v

vEA*

flv) = fla)e 2mievdy,

onde |A| :==Vol(P). A série

¢ chamada série de Fourier de f.

A seguinte proposi¢ao mostra algumas propriedades da transformada de Fourier.
Proposigao 2.43. Sejam A um reticulado em R", f, g € Py. Entao
i) O operador ~: LY(T™) — (*(A*) € linear e limitado, e vale

|l ae) < | Al o

|A
i) Para f € L*(T™), tem-se ;h?( ) = e 2T ]/C\( ) onde T, f(x) := f(x — h).

iii) Se f € CK(T™) entdo (D/I?)( ) = (2miv)l f( ) para todo I € N%, com |I| < k.
iv) Se f,g € LN(T™), Fxg(v) = [A|f(v)g(v).

v) Para [ € L'(T™), temos

A asser¢ao v) é chamado lema de Riemann-Lebesgue.

Demonstragao. i) e ii) sado imediatos da defini¢ao. Para verificar iii), aplicamos
integragao por partes. Para provar iv) utilizamos o teorema de Fubini.

Vamos provar v). Suponhamos que A = L(M). Para cada v € A*, vale

1

f 727rix-vdx'
AT Jp 7)€

flo) =
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Pelo Lema existe £ € Z" tal que v = (M ~1)". Entao

1

727ri:t-§(M_1)td )
|A| - f( ) €

fv) =
Fazendo a mudanga de variavel
T:R" — R", wu+——uM.

Temos um isomorfismo tal que 7(Q,,) = P e det(T') = det(M). Pelo Lema [2.13]
Vol(P) = |det(M)|, entao

N det . ~ . _
(v) = | €|/(\| ) fuM)e ™8 dy = f(x)e 2™z, onde f(x):= f(xM).
T T
Além disso, f € LY(T") & f € LY(T™).
Entao, sem perda de geralidade vamos supor que A = Z". Agora, como o conjunto
das fungoes em escada é denso em L'(T"), dado € > 0, existe uma fungao em escada

s tal que || f — s||z,(m) < €/2. Logo
7] < 1F = sllimoan) + 5] < 1T = sllia@m + 15(6)] < e/2+5(6)].

Entao, é suficiente mostrar que o lema vale para fungoes em escadas. Para isso é

suficiente mostrar que:

n b;
lim e 2™ 8y = lim H/ e ™t dy; = 0 (2.14)
1 a

€ll—o0 J R [[€]]—o0 i

para todo retangulo R = H?Zl[aj, bj] C Q,.

Com efeito, como [[{|| — oo, existe j, 1 < j < n tal que |£;| — oo entdo

bj 4 1 . . 1
’/ e | = | —— {72 — 72 | < — 0 quando || — oo
Py 271'25]' { } 7T|§j| J ’

que prova (2.14)). O

Vérios resultados sao parecidos ao caso uni-dimensional. Aqui o produto interno

que faz de L*(T™) um espago de Hilbert ¢ definido como se faz usualmente

()= [ fa)glayds

O conjunto de polinémios trigonométricos é um conjunto denso nos espagos C°(T™)

e L>(T™). A seguir mostraremos este e outros fatos.
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Lema 2.44. Seja A um reticulado em R" tal que A = L(M). Para cada v € A*
definimos

f'u (I‘) — 627Ti:p-v

para v € T™. Entdo f, € Py para cada v € A* e o conjunto {f,},cp+ € um conjunto

ortogonal.

Demonstracao. Sejam A* o reticulado dual de A, P o paralelepipedo fundamental
associado a A. E claro que f, € Py para cada v € A*.

Sejam v, w € A*. Se v = w, entao (f,, f) = Vol(P). Suponhamos que h = w —v #
0,h € A*, pelo Lema sabemos que A* = L([M~1]}). Entdo existe £ € Z", £ # 0

tal que h = {[M~']*. Sabemos que a mudanga de varidvel
T:-R" —R", u—uM=ux

¢ um isomorfismo tal que 7(Q,,) = P e det(T) = det(M). Entao, pelo teorema de

mudanca de variaveis temos que:

{fos fu) :/ e AT AT Iy 2/ 2w M gy — det M| | €™ d.

"H‘n

Como existe & € Z tal que & # 0. Entao

noo
/ eQﬂi:p-fdx — H/ 62ﬂ'ixi§idxi =0.
" =170

Assim o conjunto { f,},c,- ¢ ortogonal. O

Proposicao 2.45. Seja A um reticulado em R™. Entdo,

i) O conjunto Ap é denso em C°(T™) e LP(T™), para 1 < p < oo.

ii) Se f € LY(T") tal que f(v) = 0 para todo v € A*, entao f(z) = 0 em q.t.p
x € R™.

iii) Se f € L\(T") e f € I'(A*), entdo
flx) =" flw)eme (2.15)
veN

para quase todo x € T™. FEm particular f pode ser modificada num conjunto de
medida nula tal que f € C°(T™) e vale ainda (2.15)).

Demonstracao. i) Consideremos o conjunto A, dos polindmios trigonométricos
sobre A. Entao Aj é um dlgebra em C°(T™) que separa pontos, contem as
constantes e é fechado pela conjugacao complexa. Entao, pelo Teorema de
Stone-Weierestrass, Ay é denso em C°(T™). Como C°(T™) é denso em LP(T™)
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ii)

para 1 < p < 00, isso conclui a prova de i).

Suponhamos que fA: 0, entao

(z)e ™ Vdy =0 Vv e A*.

T’FL

Logo, [, f(z)P(x)dx = 0 para todo P € Ay. Isto implica

- f(x)g(x)dz =0 (2.16)

para toda fungao g € C°(T™).

Agora, sejam a € int(P) e r > 0 tal que B(a,r) C P. Definimos
h(z) = XB(an(z), Yz €P.
Para cada m € N consideremos a sequéncia de fungoes f,, : R* — R. Dadas

por

(@) = dist(x,P\ B(a,r)) |
dist(x,P\ B(a,r)) + dist(xz, B(a,r,))
f(x +0) := fulz), Vo €P VoA,

xeP,

onde a sequencia {7y, },, .y satisfaz: 0 <1, < rppy <7 e limy,o0 77 = 7. Nao
é dificil verificar que f,, € C°(T™), VYm e Ne

lim f,(x) =h(z), VreR"

Agora, por (2.16]) e o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue [28,
Teorema 1.34]

i [ f@)f()de = [ f@nmn(@ds = [ fahxmon(a - o)z =0
m—oo |p P P

(2.17)
Logo, pelo teorema de diferenciagao de Lebesgue [29, Corolario 2.13] e ([2.17))
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temos

1
a)=lim ———— x)dx
fla) r—0+ Vol(B(a,r)) /B(a,r)f( )

i 1
= rli%{r m /P f(:L‘)XB(T,O)(a — l‘)dl‘

=0
em q.t.p a € R".

~

iii) Dado que ) f(v)] < o0, temos que a fungao

vEA*

glw) ="y o)

vEA*

é o limite uniforme de fungdes continuas. Logo g € C%(T™) C LY(T") e g(v) =
f(v) para cada v € A*, pelo Lemam temos entdo, que h = f — g € LY(T")
com h = 0. Por ii) se segue que h = 0 em q.t.p z € R", isto é f = g em q.t.p
r € R™

O

A seguir vamos provar um teorema de grande importancia e aplicacoes na ma-

teméaticalll
Proposicao 2.46. (Parseval)
Seja A um reticulado em R"™. Se f € L*(T"), entdo fE ?(A*) e vale

-~ 1
[ fllezany = 7 I fllzzemy.-
(A*) |A| (™)

Mais ainda, o operador ~: L2(T™) — (2(A*) € sobrejetivo.

Demonstragdo. Seja f € L*(T™) e consideremos o conjunto de fungdes em L?(T™)

1

M= ——f,(x):weA }.
S

Sabemos M é um conjunto ortonormal pelo Lema e pela Proposicao [2.45),

spanS = L*(T") na norma de L*(T™). Por [34, Teorema 2.3] parte iii), a sequéncia

1 1 ~ ,
SN xr) = , —— JwlT —— fu(x) = w e2mz-w
D= 3 <f T >> i = 3 Jw

IPorém, esse resultado néo serd usado nesta nesta dissertacio.
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é tal que
]\}gnoo ||SN — f||L2(Tn) =0

Dai

. -~ 1
Jm 1SwlEe = 1718 & 3 1F@) = il s < 1flew = o7l liscy

wEA*

Seja {ay},cp- em 1*(A*), consideremos sy(x) = D ol<N a,e*™"Y entao para
M,NeNcom N <M

v = snllez < Y auf®

N<v|<M

2miz-v

Portanto, {sy}ycy ¢ de Cauchy, existe g € L*(T") tal que g(x) = Y, cx aue
Como 5y(v) = [ysn(x)e*™dx = a,, temos que a, = g(v) para cada v € A*
se segue que o operador transformada de Fourier é sobrejetivo, o que conclui a

prova. O

Vamos apresentar agora um resultado que relaciona a transformadas discretas
e continuas de Fourier conhecido como férmula de somatéria de Poisson. Aqui

precisa-se de um decaimento das fungoes f e F(f).

Teorema 2.47. [Férmula somatéria de Poisson)]

Seja f : R" — C uma funcao continua. Suponha que existam C,e > 0 tais que

1 1

W |]:(f)(€)| < Cw, (2.18)

[f(2)] < C

para todo x,§ € R™. Entao vale

> fl@+w) A > F(f)(w)emie (2.19)
vEA | | weA*

para todo x € R™. Em particular

>0 - 1 5 Frw

vEA weEN*

Demonstragdo. Da condigao (2.18)) temos que f,F(f) € L'(R™). Portanto que
F(f) € C°(R™). Definimos

:Zf(x—i—v), reR"

vEA

Notemos que F' € P,. Pela condigao (2.18) e v € A com ||v|| o suficientemente
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grande

1 1

flx+v)| <C <C :
ol < o= < Ya=r+ o

R = max |z|,
zeP

para todo x € R™. Entao ) ., [f(z +v)| converge absolutamente e uniformemente
em R". Logo F € C°(T™).

Por outro lado

/ \fo+v|dx—2/\fx+v]dq:—||fHL1Rn . (2.20)

vEA

Entao, F' € L'(T"). Deduzimos de e o teorema de Fubini que

T P,

vEN vEA

para todo w € A*.
Os coeficientes de Fourier de F'. Obtemos usando (2.21)) que

F\(w) :ﬁ s F(z)e 2w gy = ﬁ/ {Z fla +U)€2ﬂix-w} de

vEA

f LC—l-U —27rmwdl,} _ f —27rix~wdx

Wil ] e T
zml‘}"(f)(w) para todo w € A*.

A condigao (2.18)) para F(f) implica que

C 1

~ 1

para todo w € A*. Entao, Fe I'(A*) e deduzimos da Proposi¢ao m parte iii)

F(z) =) F(w)e* (2.22)

wEA*

em q.t.p z € R". Como F € C°(T"), (2.22)) vale em todo x € R", o que conclui a

prova do teorema. O]

Observagao 2.48. A formula (2.19) da Teorema vale em q.t.p v € R™ ainda

sem supor f continua.

Para um estudo mais detalhado do analise da convergéncia das Séries de Fourier
quando A = Z", ver [6].
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Capitulo 3

O grupo modular e formas

modulares

Neste capitulo encontraremos transformacoes do tipo

, _ar+b
et +d’

onde a, b, ¢, d sao inteiros com ad —bc = 1. Definiremos as formas modulares como as

Séries de Eisenstein G(7), a fungao determinante A(7) e fungao eliptica j-invariante

3 (7).

3.1 O grupo modular

Definicao 3.1. O grupo modular € o grupo das matrizes 2x 2 com entradas in-

teiras e determinante 1,

SLy(Z) = { <a 2) € Mayo(Z) : ad — be = 1} )

Proposicao 3.2. O grupo modular SLy(7Z) € gerado pelas matrizes

11 0 —1
T = e S= ,
0 1 1 0
isto €, para cada o € SLy(7Z) existem r € Nyg e inteiros n;,i = 1,...,r tais que

a=TmgmTms ST (3.1)

(a representagao nao € inica)
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Demonstra¢ao. Primeiramente nao é dificil verificar as duas seguintes identidades :

1 0 1
2= ] = =" ") vmez
0 -1 0 1

b
Seja a = ¢ € SLy(Z). Sem perda de generalidade vamos supor que ¢ > 0.
c

Procederemos por indugao sobre c.
Se ¢ = 0, temos que ad = 1, entdo a = d = +1 e portanto a = 7% ou S*T?.

Sec=1,b=ad—1, entao

d—1
a= (""" = TST.
1 d

Vamos supor que vale (3.1)) para todo 0 < k < ¢. Como ad—bc = 1, entédo (¢,d) = 1,

pelo algoritimo da divisao euclidiana, existem ¢,r € Z tais que

d=cqg+rcom0<r<ec.

r —C

deduzimos pela hipoteses de inducao que: o195 = TmS"2Tms S™—=1T"  isto
prova que (3.1) vale para c.

Como

]

O seguinte exemplo mostra duas descomposicoes diferentes para a mesma matriz
em SLo(Z)

Exemplo 3.3.

17 29
( ; 12) = T?ST 38T 28T 2ST = T3ST?ST*ST>.

Os elementos do grupo modular podem também ser vistos como automorfismos

da esfera de Riemann C = C U {oo}, como as transformacoes fracionais

b .
<a )Z::az—i—b z € C. (3.2)

c d cz+d’

Temos em particular que a transformacao acima satisfaz o seguinte:
Se ¢ # 0, —%»—>oo, e cor— 2. Sec=0, 00+ 0.

A matriz identidade I e sua negativa —I sao enviadas na mesma transformacgao
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identidade. Mais geralmente, cada par +a € SLy(Z) é enviado em uma unica
transformacao. O grupo das transformacoes assim definidas pelo grupo modular,

i.e, fazendo a identificacao (3.2)) é finitamente gerado pelas transformacoes
1
z—z+1, z+— ——.
z
Este grupo é conhecido como PSLy(Z) := SLy(Z)) {£1}.
O semiplano superior complexo H sera denotado por

H:={reC:Im(r) >0}.

O grupo modular age sobre H da seguinte maneira:

SLao(Z) x H — H, ((Z Z) T)

Nao é dificil verificar que se cumprem as condigoes:

, a b m(r y
i) Im( ( d) (1) = i, i) 1) =7 i) a(B(r) = (@B)(r).
Para um estudo mais completo desta agao, o leitor pode consultar |23 pag.19-22].

A seguir vamos definir certos subgrupos do grupo modular.

Para simplificar a nossa notagao escreveremos I'; como o grupo modular SLy(Z).

Definicao 3.4. Seja N um inteiro positivo. O subgrupo de congruéncia de

a b a by (10
['(N) :z{(c d>€F1:<C d>:<0 1) mod(N)},

onde a congruéncia € tomada entrada a entrada.

nivel N é

Notemos que I'(1) = I'; e para cada N € N, a aplicagdo natural

que associa a classe médulo N a cada entrada de uma matriz em I'y é tal que
[(N) = ker(p).
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Para cada N € N, o subgrupo I'(/V) tem indice finito em I';, dado exatamente por

LDV =N ][ - ).

p|N

onde o produto e percorre todos os nimeros primos p que dividem N (veja [I5]
Capitulo 1]).

Definicao 3.5. Um subgrupo I' de I'y é chamado um subgrupo de congruéncia
se existe um inteiro positivo N tal que I'(N) CT'. Em tal caso dizemos que I" é um

subgrupo de nivel N.

Entre tais subgrupos se destacam:

e pode-se verificar que
© a b
[''(N) 5 Z/NZ, com ¢( J ) := b mod(N)
c

¢ um epimorfismo. Logo, ker(¢) = I'(N) < I'/(N) e [I1(NV) : I'(N)] = N. Analo-

gamente temos que

a b

To(N) % (Z/NZ)*, com ¢(<C )

)) :=d mod(N)

¢ um epimorfismo com ker(¢)) = I'y (N )<y (N), e portanto [I'o(N) : I'1 (N)] = ¢(N),

onde ¢ é a fungao tociente de Euler. E como consequéncia

Ty : T4 (N)] = NH(lJr%).

pIN

-1 0 1 0 11
Proposicao 3.6. As matrizes —1 = , Qg = e =
0 -1 2 1 01

geram o subgrupo de congruéncia I'o(2).
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Demonstra¢ao. Observemos que «; € [4(2),i = 0,1 e —I € Ty(2). Logo,
<—], Qp, Oél> g F0(2)
b
Seja ¢ J € I'y(2). Se b =0, entdo ad =1, dai a = d = 1 e como ¢ = 0 mod 2,
c
existe k € Z tal que ¢ = 2k. Assim

a b +1 0
— = + iZkE —7 .
<c d) <2k il) " € (=10, m)

Suponhamos que b # 0. Notemos que a # 0 porque ¢ = 0 mod 2. Dado que
b 2nb b
¢ ap = @ren , neZ (3.3)
c d c+2nd d
b b
¢ af' = @ am+ , mEZL. (3.4)
c d c cm+d

Multiplicaremos por poténcias adequadas de ag e aq até reduzir a matriz a uma do

tipo considerado anteriormente. Consideramos os casos:

i) Se |a| > |b], pelo algoritimo da divisdo modificado, existem ¢, € Z tais que
a=2bq+r, |r| <|bl. De (3.3) fica,

a b\ T b
O{O - .
c d c—2qd d
ii) Se |b| > |a|, pelo algoritimo da divisdo, existem ¢,r € Z tnicos tais que
b=aq+r,0<r<gq. De (3.4) fica,

Oél — .
c d c —cq+d

Aplicando estes passos alternadamente, chegamos ao caso onde b = 0. Logo, existe

uma matriz g € (ap, aq) tal que

a b
( )g€<—l,04070[1>.
c d

a b a b
Assim ( d) = ( d> 99" € (=I,ap,a1). Como consequéncia temos que
c c

I'o(2) € (—1, 0, 11). O

Da mesma forma podemos mostrar que o subgrupo de congruéncia I'(2) é finita-
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mente gerado. Deixamos este resultado como uma proposi¢ao cuja prova pode ser

encontrada em [I1, Teorema 3.1].

-1 0 1 0 1 2
Proposicao 3.7. As matrizes —I = , ag = e al =
0 -1 2 1 01

geram o subgrupo de congruéncia I'(2).

Seja I' um subgrupo de congruéncia de I'y. Consideremos a acao de I' sobre
Q := QU {oo} dada por

I'xQ—Q, (G,s)— Gs.
Nao é dificil verificar que esta agao é transitiva. Portanto a relacao
SlNSQ@HGGFZSQIGSh

define uma relacao de equivaléncia sobre Q. Denominaremos “~” uma

I'-equivaléncia.

Definicao 3.8. Seja I' um subgrupo de congruéncia I'y. Uma classe de uma I'-

equivaléncia € chamada uma ctaspide de T'.

A seguir escreveremos uma classe de equivaléncia s de uma I'-equivaléncia sim-

plesmente por s.

Observacao 3.9. Note que para cada s € Q, existe G € 'y tal que s = Goo. Como

I'y € uma unido finita de classes laterais ', digamos

exviste G' € T' e ig tal que G = G'ay,. Logo, s = G'a;,00, e assim o numero de
cispides de T € limitado por [I'y : T'] < co. Para mais discussoes sobre as cuspides,

sua finitude e resultados importantes (veja [15, se¢iao 3.8]).
A seguinte proposicao determina as cuspides de I'y.

Proposicao 3.10. O grupo modular I'y tem uma unica cispide, a saber oo.

Demonstragao. Seja C o conjunto das cuspides de I';. Mostremos que C = {oc}.

Com efeito;

11
Seja T' = 01 € I'y. Como Too = o0, vale {oo} C C.

Reciprocamente, peguemos ™ € Q com (m,n) = 1. Entao, existem r, s € Z tais que
. m —s
mr +ns = 1. Seja a = (

) € I'1. Tomemos 3 = aTa~t € T'y, temos que
n o

foo = a(Too) = aco = =, logo ™ ~ oo e portanto se tem C C {oo}. O
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3.2 Formas modulares

Nesta secao estudaremos as formas modulares, funcoes de importancia no estudo
da teoria analitica dos nuimeros, curvas elipticas e geometria discreta como é nosso

caso (veja [15]) .

Duas funcoes importantes no estudo das formas modulares sao:

O fator automérfico j(v,7) € C definido por

b
Jjlvy,7) =T +d, ’yz(a d)efl, TEH,
c

e o operador de k-peso, k € Z, denotado por |py, v € PSLy(Z) agindo sobre
funcoes f : H — C como

(fler)(7) = j(v, ) f(y7), TEH.

O seguinte lema mostra algumas das propriedades do fator automoérfico e do

operador de k-peso.

Lema 3.11. Para todo v,y € 'y e 7 € H, entdo
i) §(vy's7) =Gy T)i 7)),
ii) dadas f: H — C e o, € PSLy(Z), vale

(flea) kB = flr(aB).

Demonstracao. i) é consequéncia da definigao. Para ii), temos

(flea)lwB(r) = §(B,7) " (fleer) (BT) = 5(B,7) " j(a, Br) " f(aBT)
= ((8,7)j (v, ) f(aBr) = j(aB, 7) 7" f((aB)r) = flu(aB)(7).

[]

Definicao 3.12. Sejam k um inteiro, I' um subgrupo de congruéncia de I'y e f :
H — C uma fungcao meromorfa. Dizemos que f é fracamente modular de peso
k com respeito a I' ou que f é meromorfica e de k-peso invariante com respeito a

I' se
flxy = f, para todo v €T.

Se f é fracamente modular de peso k respeito a I', entao seus zeros e polos sao

['-invariantes como conjuntos.
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Observacao 3.13. Quando I' =11, se f € de k-peso invariante com respeito a T,

para a = —1 temos
kpr
(= =1
Em particular, nao existem fungoes nao nulas meromorficas de k-peso invariante

com respeito a I'1 quando k € impar.

A seguir, dada uma funcao f meromorfa sobre H e de k-peso, invariante com

respeito a I'. Estudaremos quando f é holomorfa nas cuspides de T'.

Como I' é um subgrupo de congruéncia, existe m € Z* tal que

1 m
el.

Vamos tomar m minimo. Logo, f é mZ-periddica, e portanto, existe g : D* — C,
onde D* é o disco unitario sem o 0 tal que f(7) = g(qm), onde g, = e*™/™. Note
que :

=27 Im(T)/m

TEHS |gn| =€ <1&gq, € D"

Se f ¢é holomorfa em H, entao g é holomorfa em D* e tem expansao em séries de
Laurent. Diremos que f é holomorfa no oo, se g pode ser estendida holomorfi-

camente a origem do disco unitario D. Nesse caso, f possui uma expansao em série

f(T) — ianq% — iane%ri‘rn/m.
n=0 n=0

Considere agora s € (Q uma cuspide de I', entao existe a € I'y tal que s = «aoo.

de Fourier

Defina f := f|pa. Pode-se verificar sem dificuldade que: f é holomorfa sobre H
implica f é holomorfa sobre H e f e de peso k invariante com respeito a I'. Diremos

que f é holomorfa em s se f é holomorfa no co.

Definicao 3.14. Seja k um inteiro e I' um subgrupo de congruéncia de I'1. Uma
fungao f: H — C é uma uma forma modular de peso k£ com respeito a I

se
1) f € holomorfa em H,
2) f € de k-peso invariante com respeito a T,

3) f é holomorfa nas cuspides de .

Se, além disso,
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4) ap = 0 na expansao em Séries de Fourier de f|ra para todo o € T'y, entdo f

¢ dita uma forma cuspidal de k-peso com respeito a I'.

O conjunto das formas modulares de peso k com respeito a I é denotado por

M (T) e o conjunto das formas cuspidais por Si(T').

Se mudamos as palavras holomorfa em (1) e (3) por meromorfa, diremos que f
¢ uma forma modular fracamente-holomorfa de peso k£ com respeito a I'.

O espago das formas modulares fracamente-holomorfas de k-peso é denotado por

M (T).

Observacao 3.15. A condicio (3) e (4) na definicio acima sé precisa ser

verificada para um numero finito de «’s pela Observacao|3.9
p p ¢

Quando I' =Ty, a Proposicao nos diz que a unica cuspide é co. Além disso
¢ — 0< Im(1) — 0.

Note que, para mostrar que uma funcao f : H — C holomorfa e fracamente
modular com respeito a 'y € holomorfa no oo, nao é necessdrio exibir a sua
expansao em série de Fourier, basta mostrar que limp,y,(;)—o0 f(T) existe ou que f(T)

¢ limitada quando Im(71) — oo.

Observacao 3.16. Na condicdo (3), a expansdo em série de Fourier de f ndo €

unica. Com efeito, seja s € QU {oo} uma cispide de T', entdo existe a € I'y tal que

a(co) = s.
. : AN
Para cada 7 € Z a matriz £af onde B = 01 é tal que af(oc0) = s e

Fle(EaB)(r) = (ED (flea)(T +j).

1 h
Seja h € Nyo minimo tal que (O 1) € a 'Ta. Como I'(N) C T para algum

N € Z-y e T(N) € normal em Ty, temos que T'(N) C a 'Ta e h divide N.

Logo, se
o

(Flhe)(7) = 3 angh, g = e27/n

n=0
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temos que

(fl(£ap)(r) = (FD)F Y a0 = (£1)F Y " an
n=0

n=0

2mi/h

onde p, = e ¢ a raiz h-ésima da unidade. Tais expansoes em Séries de Fourier

sao igualmente vdlidas para f.

Notemos que o produto de duas formas modulares em M, (I'), i = 1,2 respec-

tivamente pertence ao espago My, 1, (I'). Assim, a soma direta

M(D) = P My (D)
keZ
¢ um anel graduado.
As formas cuspidais Sg(I') formam um subespago do espago vectorial Mg(I") e o

anel graduado

S(T) = P Su(I)

kEZ

¢ um ideal graduado de M(T").

A seguir vamos estudar em detalhe algumas formas modulares de peso par com

respeito a I'1 que possuem um papel especial na teoria.

3.3 Séries de Einsenstein

Definiremos no que segue as series de Einsentein, que sao formas modulares fraca-
mente holomorfas, pertencentes a My (') para k > 3. Utilizaremos entao tais series
para construir uma forma modular cuspidal, o discriminante. Finalmente, vamos
combinar tais fungoes para definir a fungao J de Klein que é uma forma modular

fracamente holomorfa de peso 0 respeito a I';.

Definicao 3.17. Sejam wy,wy € C tal que =2 ¢ R. Seja
Q= {mw, +nwy : m,n € Z}

o reticulado gerado por wy,wsy (conjunto de periodos). Para k € Z, a série

1
wefl
w#0

é chamada Série de Einsenstein de ordem k.
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Lema 3.18. Se a € R a série .

we
wef)
w#0

converge absolutamente se e so se o > 2.

Demonstrag¢do. Considere a regidao R da Figura 3.1 r = min,epr|z| e R =
max,esr |2

Observemos que temos r < |w| < R para 8 w’s em Q2 N IOR.

/"1: /’ |I
o Fa
w; — wlr o~ - /# w,
\ I’j/-'/ I|||
/ 0
o wy, — wl
" —w
— 2

Figura 3.1: Regiao R

No seguinte paralelogramo concéntrico 2R, temos 2r < |w| < 2R para 16 w's em
QNI(2R).
Indutivamente para cada n € N, nos paralelogramos nR concéntricos a R, temos

nr < |w| < nR para 8n w's em QN I(nNR).

Consideremos )
S(n) - Z ‘ ‘a
wed(nR)
Entao,
8+16+ +8n < S(n) < +16+ +8r
R>  (2R)~ (nR)> —r (2r)« (nr)«
isto é
8 w 1 8 = 1
By ey
Jj=1 j=1
Portanto, {S(n)}, oy converge se e s6 se a > 2. O

Agora, pelo Lema [3.18] a série G (w1, ws) = Gy, converge para cada k > 3 inteiro.
Em particular quando 7 € H, temos que

Gur) =Gl = 3 ;::Z(; (3.6)

= (mT +n)k mt + n)k
(m,n)#(0,0)

m,n
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converge absolutamente.

A seguir mostraremos que Gg(7), k > 3 define uma fungao holomorfa sobre H.

Lema 3.19. Para o > 2, a funcao
1
)= = (3.7)

define uma funcao holomorfa sobre H.

Demonstra¢ao. Suponha o > 2 fixo. Mostraremos que a série (3.7) converge

normalmente sobre H.

Seja A, 6 > 0 e consideremos a faixa
FA’(;Z:{S—FZ'ZSEHZ‘S‘§A€O<5<t}. (38)

Mostraremos que existe uma constante M = M(A,d) > 0 tal que

1 M
|m7 +nl® ~ |mi+n|®’

(3.9)

para todo 7 € F s ¢ todo (m,n) # (0,0) e depois concluiremos pelo Lema [3.18]
Para provar (3.9)) é suficiente mostrar que

K|mi +nl* < |mr + n|?
para alguma constante K = K(A,d) > 0, o que é equivalente a
K(m® +n*) < (ms+n)”+ (mt)’, V7=s+it€ Fag. (3.10)

Consideremos os seguintes casos:
e Se m = ( entao (3.10]) vale para 0 < K < 1.

e Sem # 0, seja ¢ = =, entao (3.10) é equivalente a mostrar que existe K > 0

tal que
(s+q)?+t .
< qu, VT:S—F’LtEFA’(j, qu@ (311)
Vamos mostrar que (3.11)) vale para K = % > 0.

Consideremos os subcasos:
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e |q| < (A+4). Como (q+6)*>0et?> % entdo

52 t2 <(s+q)2+t2'

K= <
1+ (A+06)? " 1+¢>~ 1+¢

* || > (A+9). Como |2] < 15 <i<1e|1+§|21—|§|zi temos

Ats > Ate A+s)
lg + s| > Aq_-id‘ Entao vale

(s +q)* +t* - 52 q>

3.12
I+¢* 7 (A+6)21+¢ (3.12)
Como a funcao r l_f% para x > 0, é crescente, tem-se
2 A 5 2
¢ o, A+ (3.13)

1+¢> 7 1+ (A+0)?

Logo, as desigualdades (3.12)) e (3.13) implicam (3.11)) .

Como cada compacto de H estd contido numa faixa do tipo F4 5 para certos A, 6 >

0, a série converge uniformemente sobre os compactos de H e como cada fungao

fmn(T) = (mT_lm)a ¢ holomorfa sobre H, segue que f é holomorfa. Em particular
para k > 3 inteiro, a série de Einsenstein G ¢ holomorfa sobre H. O

O lema a seguir é uma ferramenta para encontrar a expansao em séries de Fourier

de G}, para k > 2 inteiro par.

Lema 3.20. Para z € C\ Z vale:

1 [ 1 1
t == :
meot(mz) z+;{z—d+z+d]

Demonstracao. Sejam f(z),g(z) os lados esquerdo e direito respectivamente da

igualdade acima. Mostraremos que f = g.

As fungoes f e g fungoes sao meromorfas em C com polos simples em cada inteiro
com residuo 1 e Z-periodicas.
Pode-se verificar que a expansao em Séries de Laurent de f em torno de z = 0 é

dada por

f2) =Y %ﬁ”z%l = é + hy(2),

n=0

para alguma funcao h; holomorfa em z = 0, com hy(0) = 0.

Além disso, g(z) = 1+ hy(z) para alguma funcdo hs holomorfa em z = 0,

com hy(0) = 0. Logo, f — g é limitada numa vizinhanca de z = 0. Como f,g
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sao Z-periddicas, entao f — g é limitada numa vizinhanca de cada inteiro d € Z e

portanto é inteira.

Mostraremos agora que f — g é limitada. Como f — ¢ é limitada na direcao do

eixo x é suficiente mostrar que f e g s@o limitadas quando |Im(z)| — oo .

Como (n2) o
cos(mz , !
meot(nz) = Wsin(ﬂz) =M= T i (3.14)
Entao
5 .
Im(g)lloo f(Z) s
e como f é impar
lim  f(z) = mi.

Im(z)——o0

Como consequéncia f é limitada quando |Im(z)| — oc.

Por outro lado para z = x 4+ iy com 0 < z < 1 e |y| > 1, temos as desigualdades

lyl <lz[ <yl +1

|22 —d?| = |2 —y® —d® + 2zyi| > P+ d* —2* > P+ dP -1

Dai segue que

1 > 2z
<
9 <+ A
d=1

o

1 1
<= +2yl+ 1)y s

Seja t = |y] € N5y. Entdo, pelo algoritmo da divisao euclidiana

[e.e]

- 1
E:y-+#—ﬁ_ Z;z;y—%nw+ﬂ 1

Para m € Ny, temos

t

1 1
< = .
; v+ (mt+r)2—17" 2+ (mt)2 (1 +m?)

Logo,

(e}

g < L 12 ”'y' 3

|y
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Portanto, g é limitada quando Im(z) — oo. Logo, pelo Teorema de Liouville,
f — g = c para alguma ¢ € C. Fazendo z = %, obtemos ¢ = 0, o que conclui a

prova. ]

Lema 3.21. Para k > 3 inteiro e par temos

2minT

Gi(T) = 2¢(K)

onde C € a fungdo zeta de Riemann e 0 € a fung¢do aritmética oo(n) =3, d°.

Demonstra¢ao. Do Lema (3.20) e da igualdade (3.14)) temos que

1 R 1 1
== = mi—2
ZT—i—d T+Z|:T—d+7'+d} m qu,
dez d=1 =0

onde ¢ = €™ e 7 € H. Derivando (k — 1)-vezes esta identidade e usando o fato que

k é par, obtemos

1 2k o= 1y .
Z(T+d)k:(§<—)1)!z_:3k 7 (3.15)

deZ

Agora, mudando 7 por m7, em (3.15)) deduzimos:

2.0 s = oraln)g
m=1 s=1 n=1
Isto conclui a prova. O

Teorema 3.22. Para k > 3 inteiro par, Gj, € My(I'y).

Demonstracao. Seja k > 3 inteiro par. Vamos mostrar que G} satisfaz as trés

condigoes da Definicao [3.14]

46



b
A condicao (1) vale pelo Lema|3.19, Para verificar a condigao (2), seja (a d) €
c

Fla

a b aT b 1
Gk(( d> N =G = X G

m,n cT+d

1
=(er +d)" ) ((ma + no)r + (mb + dn))*

m,n

b
“ d) = (ma+nc,mb+nd) = (m/,n’), entao pelo Exemplo [2.18

Agora, se (m,n) (

c

a

temos que Z* = E((
c

c d m'T +n’)

Gk(<a b) 7) = (cr + d)* Z i T L == (cT+ d)*Gr(1).

m’ n’
Em outras palavras, Gi|ra = Gy para todo « € T'y, o que prova a condigao (2).

A condicao (3) é o Lema O

Observacao 3.23. Note que

Im(7T)—00
Definimos a série de Einsenstein normalizada por:

_ Gi(7)

Ex(7) : 2(R)

. (3.16)

Em [3, Secao 12.12] mostra-se ((k) = _(227;:!)k By e ((1—k) = —2& para k > 0, onde

Bj, sao os numeros de Bernoulli. Dai

Ej(1) =1 — %i > opi(n)e?™n” (3.17)
n=1
14 ﬁ S on s (n)erm. (3.18)
n=1

Exemplo 3.24. A fun¢ao A(T).

Para um exemplo da forma modular cuspidal consideremos as fungoes

g2(7) = 60G4(T) e g3(7) = 140G4(T).
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Definimos a fungao discriminante A : H — C como

A(T) := g5 (1) — 27g3().

Da definicao de A, vemos que A € Mys(I'y). Mais ainda, pode-se mostrar que
A(T)#0, paratodoT € H e A(r)=(127)" ZT(n)ezmm
n=1

(veja [2, Teoremas 1.14,1.19]). Dai temos que A € S12(I'1). A funcgdo aritmética

7(n) € chamada funcgdo tau de Ramanujan.

Exemplo 3.25. A funcao j(7)
Definimos a fungao J de Klein J : H — C como

Note que J € holomorfa sobre H e fracamente modular de peso k = 0 com respeito

a I'y. Pode-se verificar que
123 J(7) = e 2™ 4 144 + Z c(n)e*m T
n=1
(veja [2, Teorema 1.20]) onde c(n) sao inteiros. Isto nos permite definir a fungao
eliptica j-invariante como
j(r) :==12%J(7)
a qual pertence a My(Ty), pois tem um polo no infinito. Com manipulagoes
algébricas pode-se verificar que

_12°E3(7)
= e - B

Uma consequéncia do Teorema de Riemann-Roch é o teorema a seguir, que da
uma férmula para a dimensao dos espagos vetoriais My (T") e Sg(T") no caso em que
[' =T'; e que nao provaremos aqui (veja [I5, Teorema 3.5.2]), mais detalhes em [2]
segao 6.4, 6.5].

Teorema 3.26. As formas modulares de peso 0 sao My(I'y) = C. Para k < 4,
M (1) = {0} e Sp(T'y) = {0}. Para todo inteiro par k > 4 temos que

Mi(T) = Si(Ty) ® CE,
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onde B € a série de Einsenstein normalizada e

ﬁj—l se k=2 mod 12

2
L—J em outro caso.

O anel das formas modulares M(I'1) e o ideal S(I'y) das formas cuspidais sao po-

linomios em duas varidveis e um ideal principal respetivamente, isto €
M(Fl) = C[E4, Eﬁ] € S(Pl) == M(Fl)A,

onde A € a forma cuspidal discriminante.

Como consequéncia deste teorema; dada uma forma modular f de peso k& com

respeito a I'1, k > 4 par, temos

f=> casGiGe,

a,b

onde ¢, € C e a soma estende-se sobre os inteiros a,b > 0 tais que 4a + 6b = k.

3.4 A série de Einsenstein de peso 2

A série definida em converge absolutamente somente para k& > 2 e define
uma forma modular respeito a I'y para k > 2 inteiro par. A férmula para Gy no
Lema define uma funcao holomorfa sobre H também no caso quando k = 2
(veja [39) secao 2.3]).

Definicao 3.27. Definimos a série de Einsenstein de peso 2 G5 : H — C

como
2 oo
T .
Galr) i= T — 8 ; o1 (n)e2mn.

A série de Einsenstein normalizada de peso 2 é

Ga(r) _
2¢(2)

Ey(1) = 1—-24 Z o1(n)e™mT,
n=1

Mais precisamente em [39, Proposicao 6], mostra-se que G5 satisfaz a equagao fun-

cional
ar +b

p— d) = (e1 + d)*Gy(1) — wic(er + d)

G
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a
para todo 7 € ‘H e todo <
c

b
) € Fl. Dai
d

T_ZEQ(_%) = By(1) — il (3.19)

™ T

para todo 7 € H.

A série de Einsenstein normalizada de peso dos Fy é um exemplo de forma

quase-modular (veja [39, Secao 5.1]).

3.5 Séries Theta

Nesta secao vamos considerar uma funcao em duas varidveis complexas que sera

usada no capitulo seguinte, chamada funcao theta de Jacobi.
Definicao 3.28. A funcao theta de Jacobi é dada por
O(g/) = MmetmmiT e Cor e,
meEZ

Mostraremos a seguir que a fungao theta é holomorfa.

Lema 3.29. Para cada § € C, a funcao 0(&/-) define uma fungdo holomorfa sobre
H.

Demonstragao. Seja & € C fixo. Definimos para cada m € Z

f (7_) e 627rim§+7rim27'
m = .

Note que para todo m, f,, é holomorfa sobre H.

Para A, ¢ > 0 consideremos a faixa F4 5 como em ({3.8). Entao como

’fm<7>’ — efmﬂ(mlm(‘r)JrZIm({)) < 677T|m|67 para |m| grande

—mmld ¢ convergente, pelo M-critério de Weierstrass, a série

> ful7)

meZ

easérie) e

converge e uniformemente sobre F4 5. Como cada compacto K de H estd contido
numa faixa Fj4 s para algum A > 0 e algum ¢ > 0, a série converge uniformemente
sobre os compactos de H. Isso nos permite concluir que 6(£/-) é holomorfa sobre

H. ]

20



Para alguns valores de £ a funcao theta define fungoes especiais as quais
desempenham um papel crucial na construcao de algumas fungoes que sao de vital

importancia nesta dissertagao. Listaremos tais fungoes abaixo.

Definimos
0,(7) ::e%fe(gr/f) - %eﬂ“m%ﬁ (3.20)
05(7) :=0(0/7) = Zze:i (3.21)
Ou(r) = (g/f) :mezez(—mmeﬂm% (3.22)

Outros tipos de fungoes importantes sao:
V(1) 1= €20 T/T Z TR ke 7. (3.23)
meZ

As fungoes ([3.20))-(3.22)) estao relacionadas por um labirinto de identidades. A mais
profunda foi descoberta por Poisson (1827) e Jacobi (1828) e é enunciada no teorema

abaixo.

Teorema 3.30. Para cada £ € C e T € H temos

1
0(¢/7) = (—it)” 1/26””9( /=)
onde a raiz quadrada é tomada no argumento principal.
Demonstragao. Ver [38, pag.468| e [4, pag.4]. ]

As seguintes identidades sao consequéncias do teorema acima e mostram a sime-

tria das fungoes 6y, 05 e 0,:
02(7’ + 1) = \/7—:92(7')7 93(7’ + ].) = 94(7’), 94(’7’ + ].) = ‘93(7’)

Oa(—1/7) = (7/i)"20(7), 05(=1/7) = (7/1)"/?05(7), 64(=1/7) = (7/i)/*04()

Aqui vamos utilizar a seguinte notagao 6y := 63, 01 := 05 e 6y, := 0, e das anteriores

igualdades segue que

T 2000(—1/7) = — bo(7) (3.24)
T 2060 (=1/7) = — (1) (3.25)
T 200(=1/7) = — b5,(7) (3.26)
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O (T + 1) =05, (7) (3.27)
O, (T + 1) =05, (7) (3.28)
0l (7+ 1) = — 07, (7). (3.29)

Mais ainda, elas cumprem a identidade de Jacobi
Oo1 + 010 = O5o- (3.30)

As fungoes theta de Jacobi estao ligadas a fungoes associadas a reticulados como

veremos a seguir.

Definicao 3.31. Associamos a cada reticulado par A de R™ uma funcdo chamada
O-série definida por

Or(7) = Z eI e . (3.31)

vEA

Verificaremos a seguir que a série é convergente e daremos uma nova formulagao.

Lema 3.32. Seja A um reticulado em R™ par. Entdo O, define uma fun¢ao holo-

morfa sobre H e vale

Oa(T) = Z Cn(m)e?™mT, (3.32)

m=0

onde c,(m) = #{v e A : ||v]|* =2m}.

Demonstra¢ao. Mostraremos que a série (3.31)) converge normalmente sobre H.

Sejam M, > 0 e consideremos a faixa
Fys:={re€HH :|Re(r)| <M, 0<d<Im(r)}.
Primeiro, vamos mostrar que a série (3.31]) converge uniformemente sobre Fyy .
Para cada v € A considere f,(7) := e™II°T_ entao
_ 2
|fv(7-)| <e el 5a TE FM75‘

E suficiente mostrar que a série:

_ 2
§ eleis

vEA
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—lv||*s

é convergente. Consideramos as somas parciais Sy, = Y cp € , onde

R, ={veA:|v]*<2m}.

Entao

Sm < Cn(k)e—ka(S < Z Cn(l{?)e_%rkd.
k=0

m
k=0
Provaremos que esta iltima série é convergente.

Primeiro mostramos que : ¢, (m) = O(m"/?).
Com efeito, sejam m € N e v € A tal que a igualdade ||v]|* = v? + v3... +v2 =2m

vale. Entdo para cada 1 < j < n, vale |v;| < (2m)Y2. Assim, |v;| < [(2m)Y?] + 1,

onde |-| denota a parte inteira. Portanto
[ Lo | < [2m)"2] +1 <2 [(2m)"?].

Isto nos da uma cota superior para o ntimero de v;’s que podemos escolher para

igualdade acima, a saber 4 | (2m)'/?],

Como anozo m"2e=2mm < 5o, a estimativa anterior garante que
oo
E cn(m)e 2™ < oo,
m=0

Podemos concluir, pelo M-critério de Weierstrass, que a série ) _, f,(7) converge
uniformemente sobre Fj;s. Como cada compacto de H esta contido numa faixa do
tipo Fs, temos que a convergéncia da série ¢ normal. Dado que cada f,
¢ holomorfa sobre H temos que ©, ¢é holomorfa sobre H. Um reordenamento dos

termos nos da igualdade ((3.32)) . O

Dado que A é par, temos que :
@A(T + 1) = @A(T). (333)

Mostraremos que para certos valores de n, supondo que existem reticulados pares
e unimodulares dentro do espaco R", as ©-Séries associadas a estes reticulados sao

formas modulares com respeito a I'; para algum peso k.

Lema 3.33. Suponha que A € um reticulado par e unimodular de R™. FEntdo, para
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s> 0,
Ou(is) = s 20,(i/s).

Demonstra¢ao. Sabemos do Corolério que A é autodual. Consideremos a fungao

F(s) = 0,(is) = Y eI 550

vEA

e a homotetia s'/?A. Entéo (81/2/\)* = g 12A\* = g7 1/2/.

Agora, sabemos que a gaussiana (z) = e "I7I” ¢ tal que v € S(R") e

Logo, pela férmula de somatéria de Poisson (Teorema , vale

F(s) =3 A(s")

vEA

= ) )

ves/2ZA

1
:m Z Y(w)

wes—1/2A

:an/Q Z ’)/(871/211})
weA
=s"2F(1)s).
O]
Teorema 3.34. Suponha que A € um reticulado par e unimodular de R™. Entdo
OA(T) = (—iT)™20,(-1/7), TEH. (3.34)
Demonstracao. Sabemos do Lema que

On(is) = s 20, (i/s) = (—i(is)) ™20 (—1/is).

Entao, (3.34]) vale para todo 7 = is com s > 0. Como ambos lados de (3.34)) definem

funcoes holomorfas em H, a conclusao segue do principio de extensao analitica. [J

Corolario 3.35. Seja A um reticulado par e unimodular em R™. Se n = 0 mod 8,
entao O € My ().

Demonstracao. Vamos mostrar que ©, cumpre as trés condi¢oes da Definicao [3.14

com k =n/2.
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A condicao (1) segue de Lema [3.32] A condicao (2) segue de (3.33)) e (3.34)), que

sao equivalentes a

Orlns2T = Oa
Oaln/2S = On,

ja que I'y é gerado por T, S pela Proposigao . Finalmente, a condicdo (3) segue
da igualdade (3.32)). O

Um estudo mais profundo das ©-séries associadas a reticulados pode ser encon-

trado em [12| capitulo 4].

Exemplo 3.36. Considere o reticulado A = FEs em RS. Pelo Lema e o
Corolcim’o A € par e unimodular. Logo, pelo Corolcim’o Op € My(Ty).

Por outro lado, o Teorema nos diz que dim(My(T'1)) = 1, o que implica
, Oa = MGy, para alguma constante X € C. Podemos determinar tal constante
explicitamente. Com efeito, note que o premer coeficiente da série de Fourier em

(13.32) satisfaz
cs(0) = lim Op(1)=1.

Im(r)—o0

Pela Observagao (3.23), temos que A\ =

%@4) e portanto Op, = %G4.
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Capitulo 4

Problema de empacotamento em

dimensao 8

Neste capitulo apresentamos uma prova, devida a Viazovska [37], que ndo hé empa-
cotamento de esferas unitdrias no espaco Euclidiano R® com densidade maior que o
empacotamento associado a uma homotetia do reticulado Ej.

Para isto mostraremos que a constante de empacotamento em R® é:

4

T
Ag = — 22 0.25367.
57 384

Consideremos o empacotamento associado ao reticulado em R® dado por:

8
1
_ 8 8 . _
ES—{(L-)EZ U(Z—|—§) .Elxi_Omon}.

Lembremos que Eg é o tinico reticulado par e unimodular de posto 8 em RS.
Sabemos do Lema que o vector de comprimento minimo em FEg é A\(Eg) =
min {||z|| : = € As \ {0}} = V2. O Es-empacotamento é o empacotamento asso-
ciado homotetia \%Eg. O principal resultado provado recentemente pela Maryna

Viazovska nos diz que o Es-empacotamento ¢ o mais denso possivel em RS,

Teorema 4.1. (Viazovska) Nao hd empacotamento de esferas unitdrias no espago

Euclidiano R® com maior densidade que o Eg-empacotamento.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma: Na secao provaremos o
teorema de Cohn-Elkies. Na Secao construimos fungoes suplementares a,b :
R® — 4R as quais sao auto-funcoes da transformada de Fourier e que tém zeros
duplos em quase todo ponto de Fgs. Esta construcao ¢ crucial para a prova do

Teorema [4.1 Finalmente na segao [4.3] completamos a prova.

56



4.1 O teorema de Cohn-Elkies

A prova do Teorema {4.1] é basada no teorema de Cohn-Elkies. Este teorema junto
com um método de programacao linear foi usado para dar cotas das densidades
de empacotamentos nos espacos euclidianos n-dimensionais para um conjunto de
valores de n. O nome “programacao linear” refere-se 4 optimizacao de uma funcao
linear sujeita a restrigoes lineares. A técnica desenvolvida por eles “linear program-
ming bounds” foi usada com éxito para aproximar solu¢goes num amplo nimero de
problemas de otimizacao discreta tais como: ”error-correcting codes” [I3], “equal

weight quadrature formulas” [I4] e “sphere code”[21], [26].

Em 2003 Cohn e Elkies [9] aplicarom “linear programing bound” ao problema
de empacotamento de esferas. Usando seu novo método, eles melhoraram as
cotas previamente conhecidas para a constante do empacotamento de esferas em
dimensoes entre 4 e 36. Os mais surpreendentes resultados obtidos por esta técnica

foram para as dimensoes 8 e 24. Isso que permitiu fazer conjeturas com repeito de
Ag e Agy (vejald]).

Precisaremos de uma classe ampla de funcoes para comecar nosso.

Dizemos que a funcao f : R® — C é admissivel se existem € > 0 e C' > 0 tais
que

[f@)] <CA+z[)™",  [FHEOI < CA+ g™

para todo z € R", £ € R™.

O seguinte teorema ¢ uma ferramenta importante para a prova do Teorema [4.1].

Teorema 4.2. (Cohn-Elkies) Seja f : R" — R uma fun¢do continua, admissivel,

nao identicamente nula, satisfazendo

f(z) <0 para |[z||>1 (4.1)
F(f)(&) >0 paratodo &€ R"™ (4.2)

Entao, a densidade dos empacotamentos n-dimensionais de esferas A, € limitado

superiormente por
j0)
F(HO) 2D(5+1)

Demonstracao. Notemos primeiro que pela admissibilidade de f, temos que
[, F(f) € LY(R™). Além F(f) é continua, e pelo teorema de inversao da trans-

o7



formada de Fourier vale

fla)= | F(f)Eemerde.

Rn

Dado que F(f)(¢) > 0 e f é nao nula, temos que f(0) > 0. Se F(f)(0) = 0, entdo

f(o . . ~
escrevemos f(})()o) = o0 e o0 teorema segue imediatamente. Vamos supor entao que

F(f)(0) > 0.

Mostraremos que a cota vale para empacotamentos periddicos que sera suficiente

para concluir a prova (veja [9][Apéndice A]). Sejam A um reticulado em R™ de posto

completo, xy,...,xy pontos em R" tai que z; ¢ A,i=1,..., N,
N
j=1

e Px o empacotamento (periddico) associado a X. Escolhemos uma escala tal que

o raio de empacotamento é p = % Sabemos do Corolario M que

NV,
WX - W, (43)
onde V,, = —+1) é o volume da esfera de raio 1.
Do Teorema (Férmula somatéria de Poisson), temos
Zf $+U A Z J—_' 27Tza:w
vEA ‘ |w€A*
para cada x € R". Fazendo x = x; — x}, temos
Zf(v o — k A Z F 27rixj-w€—27ria:k~w‘
vEA ‘ |w6A*
Somando respeito de j e k,
2mix ;w2
S S b= 3 FN@I Y
1<5,k<N veA weN* 1<j<N
O termo para w = 0 na parte direita da igualdade acima é %, entao pela

condigao ({4.2))
> Y ok -y z 2O,

1<j,k<N veA
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Agora, para a soma do lado esquerdo a diferenca entre os vetores v+ x; e z; é uma

diferenca entre centros de esferas do empacotamento. Portanto
v +z; —x|| <1l v=001x=ux

Para j # k, temos ||v + x; — xx|| > 1 para todo v € A. Assim,

) fw+z—a) + NFO) > %

1<j,k<N vEA
v#0

Logo, pela condigao (4.1))

N2F(f)(0)
NfO) 2 =7

Multiplicando por V,, e dividindo por 2"F(f)(0), concluimos a prova do teorema

combinando (4.3)) e (4.4). ]

Suponhamos que existe uma funcao f radial como no Teorema [4.1, Dado que
FEy é unimodular, pelo Lema temos que:

(4.4)

1 1
(EES)* — \/§E87 e |EE8| = 2_4.

Usando o Teorema (férmula somatoria de Poisson), deduzimos entao

> fwy=2" Y F(H)).

UE%ES UE\/§E8
Logo, se f satisfaz (4.1) e (4.2)), entao
F(f)(0)

Dizemos que uma fungao admissivel f : R® — R é 6tima se satisfaz (4.1]), (4.2)) e
além disso
/(0)

F(£)(0)

O grande passo na nossa prova do Teorema [4.1] é a construcao de uma funcao étima.

=24

Para a nossa conveniéncia normalizaremos o dominio das funcoes por v/2.

Teorema 4.3. Eziste uma fungdo radial pertencente a S(R®), g : R® — R que

29



satisfaz

g(x) <0 para || = V2 (4.5)
F(g)(&) >0 para todo &€ R® (4.6)
9(0) =F(9)(0) = 1. (4.7)

O Teorema aplicado & funcdo 6tima f(r) = g(v/2z) imediatamente implica
o Teorema [.1] j4 que

ORI
loll 2 1 IV2sl 2 V2, 50 =1 F 0 — 2

Notemos que, assumindo a existéncia de uma tal funcao f, o supremo das densidades

Ay satisfaz
f(0) m mt m

FF0) 2°T(5) _ 2°T(5) 384"

Esta tltima é a densidade do Eg-empacotamento dada pelo Corolério [2.27] .

Ag <

Daremos uma breve explicagao da estratégia para a prova do Teorema dada
por Maryna Viazovska ver [37]. Observemos que as condigoes — implicam
propriedades adicionais da fungao g. Suponhamos que existe uma funcao g no espaco
de Schwartz que satisfaz —. A férmula somatéria de Poisson implica:

Y 9= Flo)w). (4.8)

vEEg vEES

Desde que ||v|| > v/2 para todo v € Eg \ {0} entdo ([£.5) e (4.7) implicam

> " g(v) < g(0) = 1. (4.9)

vEFSg

Por outro lado, a condigao (4.6) e (4.7) implicam

> Flg)(v) > Fg(0) =1 (4.10)

Como consequeéncia de ([4.8), e (4.10), F(g)(v) = g(v) = 0 para todo v €
B\ {0}.

Mais precisamente, construiremos uma funcao g tal que as primeiras derivadas % g(r)
e LF(g)(r) também se anulam com multiplicidade dois em todos os pontos do
reticulado Es de comprimento maior que v/2. Na secdo uma fungao g que
satisfaz - ¢ dada em forma fechada. A saber, esta é definida como uma

transformagao integral (transformada de Laplace) de uma forma modular.
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4.2 Autofuncoes da Transformada de Fourier

Nesta secao construiremos duas funcoes a,b : R® — R tais que

Fla)=a (4.11)
F(b) = —b. (4.12)
Com zeros duplos em todos os vetores de Fy com comprimento maior que v/2,

lembrando que cada vetor de Eg tem comprimento v/2m para algum m € N.g (por

ser Fg par).

Na secao mostramos que uma adequada combinagao de a e b satisfaz as

condigoes (4.5))-(4.7)).

Primeiro definimos a funcao a. Para isto consideremos as series de Einsenstein
E,, Eg definidas em ([3.16)) e as formas modulares fracamente holomorfas

| —12°E,E,

g = 4.13
1232
Ly mE—. 4.14

Sabemos do Exemplo que g := j € M}(T;). Dado que E} — E? = cA onde
A(T) é a fungao discriminante do Exemplo e ¢ € C. Temos que ¢_s, ¢_4 nao
tem polos em H, mais ainda, p_, € M' ,(Ty), p_4 € M' ,(T';) e usando o método
dos circulos de Hardy-Ramanujan [27, p. 460-461] ou as séries nao-holomérficas de

Poincaré [25] pode-se mostrar que os coeficientes de Fourier satisfazem

[e.9]

o (n) = 20" 3 AW ATV, (4.15)

= j

onde n € Z-g,k = 0,—2,—4 e I,(x) é a primeira solucdo da equagdo de Bessel

modificada (veja [1]) e

A(m)= 37 IO b = —1 mod j,
h mod j
(hj)=1

e a soma ¢ feita sobre todos as classes h em Z; = {6, 1,...,7 — 1} tais que (h,j) = 1.
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Consideremos:

¢_4 =P 4 (416)
¢_2 IZQO_4E2 + Y_2 (417)
bo :=p_sE2 +2p_oFy + j — 1728, (4.18)

A funcao ¢g nao é modular, mas a identidade ([3.19)) implica a seguinte transformagao

b= oo - 2l - B Lo (4.19)

w22t

%o

T

Mais precisamente, temos que

¢,2 = — 3D(<,074) -+ 3@,2, (420)

Po =12D*(p_4) — 36¢_o + 245 — 17856, (4.21)

onde Df := ﬁ% f. Estas identidades combinadas com (4.15) ddo uma férmula
assimptética para os coeficientes de Fourier de ¢y, (1) ,¢p_,(n) € cg,(n). Os primeiros

termos das correspondentes expansoes em Séries de Fourier sao

b_4(T) = ¢~" + 504 + T3764q + 26950404 + 54755730¢° + O(¢*), (4.22)
d_o(T) = 720 4 203040q + 94176004> 4 2234736004° 4 3566782080¢" + O(¢°),
(4.23)

¢o(T) = 518400¢ + 31104000¢* + 8709120004¢° + 15697152000¢* + O(q°), (4.24)

2miT

onde g =-¢e

Definicao 4.4. Para x € R® definimos

N A illol|?» .
a(x) ._/1%( Z+1)(z+1)26 dZ+/1¢o( pop|

i 1 ) 100 )
—2/ qzﬁo(—;)zze”"'x"QZdz + 2/ o (z)e™1#1P=
0 i

)(z — 1)26”“'9””2%2

(4.25)

Vejamos que a fungao a esta bem definida. Para isto mostraremos que cada inte-
gral de (4.25]) converge absolutamente e uniformemente. De (4.24]) existem C,0 > 0
tais que

|po(2)] < Ce 2™ se Im(z) > 2%5 > 1. (4.26)

Parametrizando o contorno de integragao da primeira integral de (4.25)) por:
2(t) = (=14+t)+it, 0<t<Ll
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Entao,

/ 1|¢0(—;)(2(t) +1)2em P20 2 ()| dt =

22 / e T

o )|t26_7rz”2tdt} .

Sabemos que a segunda integral desta ultima igualdade existe pela continuidade do

integrando. Para a primeira temos:

[e.e]

1
/ ool + 5Dl < 0 / tre- /Iy < © / e dt < o
0 1/6

Isto mostra a convergéncia absoluta e uniforme do primeiro somando de .
Analogamente se mostra a convergéncia para o segundo e terceiro somando de (4.25)).
Para a tltima integral de (£.25)), parametrizamos o contorno de integracao: z(t) =
11,0 <t < co. Entao

/ o (2(2))e™ 121720 o (1| dt = / o (it)[e ™It < © / e 2 dt < oo.
1

1 1

Logo, a quarta integral de (4.25) converge absolutamente e uniformemente. Assim

a funcao a estd bem definida.

Mostremos que a satisfaz (4.11)).

Proposigao 4.5. A funcao a definida por (4.25) encontra-se no espago de Schwartz
S(R®) e satisfaz

F(a)(§) =al§)  VEER
Demonstragdo. Primeiramente, mostraremos que a € S(R8). Com efeito, de
e deduzimos que

1
| coo(n) |< 26", n e §Z>o-
Agora, seja 7 € H com Im(7) > L. Entao,

|do(2)| < Ce ™™ para  Im(z) > =, (4.27)

N | —

onde C'=3%"" a,>0ea,:= ehmvn=m(n=1) e Nog.

Denotamos por ay,as,as e ay as integrais de respectivamente. Mostraremos
que a; € S(R®),j = 1,2,3,4. Notemos que para cada j, a;(z) = f;(]|z|*) onde
fi : [0,00) — C. Agora, para cada multi indice J € NSZO, existem C, € R,
Je € N& tais que:
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chxJkdtk t), e t=|z|*

k<|J]

Entao, se I € N¥; e ||z > 1 temos

o) <€ 3 PO = 0 3 e,

k<|J| k<|J|

onde my = |I + Ji| e C = maxy, C}.

Para mostrar que a; € S(R®) é suficiente mostrar que:

k

il fi(t)] < oo, patatodo m,k € Nxg. (4.28)

sup tm\
t>1

A seguir provaremos (4.28)). Sejam m, k € N>q. Para f;, parametrizamos o contorno
de integracao :z(s) = —14+s+1i5,0<s <1

i 1
t) :/ ¢0(_ Z—|—1)2 mtzdz_ 1+Z / ¢0 __+2 ) 2 —7rt( 1+s+zs)d8
—1
Entao
f (t) = (mi)*(1 +)® /1 {(-1+5) +is}k s (_i + li>677rts+7rt(fl+s)ids'
dtk 1 0 025 ' 2s

De (4.27)), temos

1 1
fl < Oktm s—1 2 + 82 k/2 826—7r/s—7rtsd8 < Ctm 82—k€—7r/s—7rtsds
dtk ; 0

< Cotm/ 82—k6—7r/s—7rtsd8 < Cotm—i_%Kk_g(Qﬂ'\/%),
0

mas as funcao Kj_3 cai mais rapido que qualquer polinomio. Dai, temos que
k A~ .

sup,s [t 45 f1(t)] < oo e como consequéncia a; € S(R®). Analogamente, mos-

tramos que ay,az € S(R®). Para ay, temos

100

fa(t) = bo(2)e™*dz = /1Oo Po(is)e ™5ids.

%
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Logo, de (4.27)

d* 00 .
|tm%f4(t)‘ = tm’/ (_73)k¢0(i8)67ﬂt8id3| < Cﬂ_ktm/ Ske—n(2+t)sd8
! 1
1
= C,tm —27r(2+t)P L
1ite k+1 7T(2 n t) ,

onde Py,; é um polinomio de grau k + 1.

Portanto sup,-, |tm%f4(t)| < 00. Assim, concluimos que a € S(R®).

Da definicao no Capitulo 1 da transformada de Fourier, pode-se mostrar que:
Fle ™Iy (&) = s7/2¢=m 167y > 0, (4.29)
Baseado nessa propriedade mostraremos que: Para £ € R® fixo,

/ e Ml o =2mizd g A emillElP(-1/T) oy e . (4.30)
R8

Para isto mostramos que ambos lados de (4.30]) sdo func¢oes holomorfas e usaremos

o principio de extensao analitica.

Com efeito, é claro que o lado direito de (4.30) define uma fungdo holomorfa
sobre #. Para o lado esquerdo, consideremos F(x,7) := e ™llzl’=2miz€ - ¢ 9/ ¢
seja

H(T) = / F(ﬂ:,T)dl‘ :/ 67Ti7-||x|‘2€_27rixfdl“
RS RS

Verifiquemos que H é holomorfa sobre H.

A funcao F satisfaz a seguintes propriedades:
i) Para cada x € R", a fun¢ao F(z,-) é holomorfa sobre H.

i) |F(x,7)| < e ™I#I” para todo z € R® e § > 0 tal que Im(r) > & para todo
TEH

Entao, usando [33 Teorema 5.4], temos que H é holomorfa sobre H.

Agora, para cada s > 0, temos H(is) = F(e "% al*)(&) = s~4e=m Il
Entao, por (4.29)) e o principio de extensao analitica segue (4.30)).

A seguir usamos o teorema de Fubini para mudar o contorno de integracao de

z e da transformada de Fourier com respeito a z em (4.25)) e usamos a identidade
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(4.30) para obter :

o=/ i¢o(—

9 / bo(— D) 22212 gy _ o [ g () 5l g

1

)(z — 1)24emlEP 1) g

e R
1

Fazendo w = —%, temos
1
/¢>O —1- —)(1 - )2 2emilEle gy +/ do(—1 — —)(— + 1) 2w?em P gy
w
—2/ ¢0(w)e”i||§2wdw+2/ ¢0(——)w26””5”2wdw.
ico i w
Dado que ¢g é Z-periddica, temos
/§Z5o - U} _ 1)2 7rz||a:z||2wdw + /quﬁ()(—#)(w + 1)267ri||§H2wdw
1 w41
el | el
+ 2/ o (w)e™ €M gy — 2/¢0(—E)w2e’””5| Ydw
i 0
Isto termina a prova da proposic¢ao. 0

Daremos outra representacao integral para a funcao a.

Proposicao 4.6. Para r > \/2, podemos expressar a(r) na sequinte forma:

w2 e

a(r) = —4 siDQ(T) ¢0(—%)z26”"2zdz, (4.31)
0

onde r = ||z||.
Demonstragao. Consideremos o lado direito de (4.31]) como:
7T7"2 100

1 2
d(r) = —4 siHZ(T) Po(—=)2%e™ *dz.
0 z

De (4.19) e das expansoes ({4.22))-(4.24)) para z(t) = it, 0 < t < oo, temos que

1 27
\¢0(—-—)| <Ce i, t—07, (4.32)

|¢0(——)| <Ct?2e ™™, t— oo (4.33)
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Além disso,

1 . x
|¢0(__)Z2€7rzr2z| < Ot2€_276_m"2t, t — O+
z

|¢0(_1>2267ri7“22| < 0627rt6—27rr2t _ Cv€2m€(2—r2)7 t — oo,
z

Assim, as integrais i) e 7i) sdo absolutamente convergentes. Portanto, para r > V2,

d(r) esta bem definida.

.. 2 . 2 . 2 ~
Agora, escrevemos —4isin®(T-) = €™ — 2+ ™ entao

100—1
1) = [ o e et 2 [ oD
1

100—1
+/1 ¢0(_Z_1>(Z_1)2 27rzr Zdy.

Segue da estimativa (4.33)) que ¢0(—%)z2e””2’" — 0 quando I'm(z) — oo, para
todo r > /2.

Entao, podemos mudar os contornos de integragao e reescrever

‘ 1 2 1o 1 i
— o 127m"zd - 127mrzd
) /_1¢0< e DR [ () e

7 1 = 100 )
_2{/ (bo(—;)ZQemr Zdz 4 ¢0( ) 2 mr z}
0 i

(A 1 ) ’LOO 1 )
+ / ¢o(— )z — 1)26”"2zdz + oo(— )z — 1)2emr2zdz.
1 i Z =

z—1 1

Agora, de (4.19) e da Z-periodicidade das fungoes ¢, p_2, ¢_4 temos

Go(—z7) (2 + 1) = 2¢0(—3) 2% + ¢o(—27) (2 — 1)?
= do(z +1)(2 +1)* = 2¢0(—1)2* + do(2 — 1) (2 — 1)?
2o 5z + 1) (2 4+ 1) =20 5(2)2 + ¢2(2 — 1)(2 = 1)}
— B {pa(z4+1) = 20_4(2) + ¢_4(z - 1)}
= 2¢(2).

Logo,

67



' 1 2 ' L. o i
d — . 127rz7"zd -9 - 27Tzrzd
0= [ ol + 02 =2 [ (-

1 100

+ /11 ¢o(—z — 1)(z —1)%™ 5z — 2 do(2)e™ A dz
=a(r).

i

Isto finaliza a prova da proposicao. O

Finalmente, vamos encontrar outra expressao para a(r) com r > 0 e avaliar os

valores a(r) em r =0 e r = /2.

Proposicao 4.7. Para r > 0, temos

2 36 8640 18144
— 44 sin? - —
) = 4 e gy~ et T (134
+/°°<t2¢ (1) B ﬁe%t N 864015 B 18144)6’”%6#) '
0 N 2 T 2

A integral converge absolutamente para r > 0.

Demonstracio. Suponha r > /2. Pela Proposicao
LSRN AR N p—
a(r) = 4isin (T) gbo(%)t e dt.
0

De (4.19) obtemos:

60(5) = ulit) = Z50-2(i8) = T3 szt
= Gu(it) = —6-2(1) + 50 ai),
entao, segue de — que:
B0l = Pit) — 6 it) + g6t (4.35)
= Bpen B, I o2, (4.36)

quando t — oo.

Além disso, calculamos para r > /2

> 36 8640 18144
/ (;62”% —tt )e ™t
© 36 8640 18144 (4.37)
m(r2—-2)  art 372
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o que implica a identidade ({.7]) para r > v/2.

Por outro lado, de (4.25)), implica que a é analitica em qualquer vizinhanca de
[0,00). A expressao assintética (4.35]) implica que o lado direito também é analitico

em qualquer vizinhanca de [0, 00). Portanto do principio de extensao analitica segue

que a identidade vale para qualquer r > 0, o que conclui a prova da proposicao. [l

De (4.7) vemos que a(r) € iR para todo r > 0. Em particular, o caso r = 0 é

obtido por continuidade.

Proposicao 4.8. Temos:

a(o):_i8640’ 2(v3) =0, a,(\@:mﬂ'

Demonstragao. Da Proposicao [.7], temos para r > 0

7r? { 36 8640 18144

g 2
a(r) =4isin (7) (2 =9 ~ 5 + oy

o 1, 36,, 8640 18144 .,
+/0 (t2¢0(¥)——62t+ t———)e tdt}.

2 T T

. _ . 2 . . 4, . T ..
Sabemos que lim,_,g+ 72 smz(%) = 0 e a integral imprépria é limitada numa vizi-

nhanca de r = 0, entao

mr? 8640
a(0) = Tll)rél 47 sin(—— 5 )(—7(3714)
_ _i86§10 lim {sm(m“ )}2 @8640 (r2)
™ =0t (%)
18640
= —

Analogamente, usando a regra do L’Hopital temos que

144 sin?(%0) 74,
a(v2) = = Zr1—1>I\I/1§ ) = rl_l}I\I}iSHl(ﬂ'T ) =0.

Agora, calculamos a derivada da funcao a

d/(r) = i {w sin(rr?) (W?)(L

r
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onde

8640 18144 > 5,1 36 5., 8640, 18144 _ _ o,
pi(r) = 5. + - +/0 (t ¢0(t) ¢ + - t — Je dt
34560 36288 < 51 36 5., 8640 18144, __ o,
pz(r) = 35 - 33 - 27”"\/0 t(t ¢0<¥) - Fe + - t— 2 )6 dt,
sao funcdes limitadas numa vizinhanca de r = /2. Logo
J(V/3) = di 36v/2 fim sin(mr?) 722 sin(7)
w2 vz (r? —2) ™ (r2—2)
4 36v2  18V2 . sin(mr?) L 36v2 182 i72v/2
=4 - im ————= /=4 — = .
T w2 5ve (r2—2) T s T
O

Agora, passaremos a construcao da fungao b. Consideremos a forma modular

h = 128—930 - 0,

4.

onde
900<7_) _ ZeanT’ 001<7_) _ Z(_l)nemn%" 010(7_> _ Z eﬂi(n+%)27' (439)
nez neL nes

sao as theta fungoes de Jacobi como da Secao [3.5]

Verifiquemos que h € M' ,(I'y(2)). Temos que verificar que h satisfaz as trés
condigoes da Definicao |3.14]
Para verificar (1), dado que 619 nao tem zeros em H (veja [24, Capitulo I, Lema
4.1]) e bpo, Oo1, B19 s@o holomorfas sobre H, tem-se que h é holomorfa em H em
particular, meromorfa.

Para verificar (2), pela Proposicao [3.6, T'o(2) é gerado pelas matrizes

-1 0 10 11
—I = ) Qo = ) = )
0 -1 2 1 01
entao é suficiente verificar que h|_sag = h e h|_sa; = h.

Pelas relagoes (3.24)-(3.29), temos 603, 05, 01y € M2(T'(2)). Logo, como g €
['(2) temos que: h|_sag = h.
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Por outro lado,

Opo(T +1) + 05, (7 +1) _ 05, (7) + 050(7)
9?0(7 +1) 9?0(7)

(h|_20q)(T) = h(T+1) = = h(T).

Para verificar (3), h poderia ter polos nas cuspides de I'g(2). Pode-se verificar que

na cuspide oo, h tem expansao em séries de Fourier da forma

h(7) = ¢~ 4+ 16 — 132q + 640¢> — 25504 + O(q*).
Consideremos as matrizes

()6 )

elementos em I';. Definimos

lZJ[ =h — h‘_QST (440)
Yr =] T (4.41)
g =11 _2S. (4.42)

Mais exatamente

0, + 08, 04 — 01
W =128{ 00; oL 4 0194 10y (4.43)
10
03, + 03, 94 + 04
Yp =128{-2L 7 o0 7 101 (4.44)
10 01
4 4
¢S — _ 128{000 _L_ 910 910 3 901} (445)
001 000

que resultam da definigdo de h. De (4.39)) as expansoes em Séries de Fourier sao

Wr(T) =¢~ ' + 144 — 512047 + 70524q — 626688¢2 + 4265600¢> + O(q2),  (4.46)
Ur(T) =q~' + 144 + 51202 + 70524q + 626688¢2 + 4265600¢> + O(q?),  (4.47)
Ws(T) = — 102402 — 12533762 — 483287042 — 1059078144 + O(q2). (4.48)

Estas funcgoes satisfazem seguintes propriedades:

|28 = =, (4.49)
Yr|_2S = g, (4.50)
Ys|-28 = ¢y, (4.51)
Y+ s = 1. (4.52)
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Com efeito, para mostrar a igualdade (4.49)), da definicdo de 11 temos

Ur|—2S =(11]-25)|-25
={(h — h|2ST)| 2T} | 25
=(h|2T)| 28 — {(h| 25T)| 2T} | -2S.

Sabemos que as fungoes theta tem as propriedades ((3.24)-(3.29)), entao

(h|-2T)S(1) =h| 2TS(7)
:TQh(—%—i-l)
oo JOoo(—7 +1) + 05 (=7 +1)
o (M

—12877 {9310(79)8179)30(7) } .

Além disso, seja

ho(r) = (h|_sST)|sT(r) = hl_sST(7+1) = h| ((1) _11> (1) = (F+1)*h(-—).

entao,

ho(T) :128(T+2)2{9§o( )+91 (= T+2)}

9?0( 7—+2)
081 (1)
Isto implica que
1
{(h|-2ST)| 2T} |-2S(7) =T2h0(—;)

(-7)
= — 1287 G
{ 981 (=7) }

.

Assim,

brl oS = — 128 {930<7-9>81+( 7_9)%0@) } o {eéove)?; ;o)ém }

= —yr.
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A igualdade (4.50]) segue de (4.42)). Para mostrar (4.51)), temos
V5|28 = (V1] 29)|-2S = V1| 2S% = Y| oI = ¥y.

Procedamos a mostrar agora (4.52)).

Ur + s = Ur| 2T + 1|28
— (h = h|sST)|aT + (h — h|_sST)| 29
— h|_oT + h|_oST? + h|_»S — h|_»STS
— | _oT + h|_2ST?S? + h|_2S — h|_»STS
— B oT + (h — h|_»ST?S)|»S — h|_sSTS.

—2
Por outro lado, (h — h|_9ST%S) = 0, porque ST?S = ( 5 (1)> € I'h(2) e h €
M ,(T'4(2)). Entéo,
Yr + s = h| 9T — h|_5STS = h|_oT — h|_2STS(ST)*(ST).

Por outro lado, observe que
-1 —-1g-1 -1 I -1
STS(ST) " =STST S =8TST S = 01 € T'v(2)

e T €TI'y(2). Portanto
Ur + s =h —h| 25T = ¢y

Isto que conclui a prova das identidades (4.49)-(4.52)).

A partir destas fungoes vamos definir a funcao b.

Definigao 4.9. Para x € R® definimos

b(iL‘) = /Zl wT(Z)efriHCCH?zdz n /1‘Z wT(Z)eﬂHx“dez

i ico (4.53)
—2/ Wr(z)em =g — 2/ Ws(z)e™ =gz,
0 i

Mostremos que b satisfaz (4.12]).

Proposigao 4.10. A funcao b definida por ([4.53)) encontra-se no espago S(R®) e
satisfaz
F(b)(€) = —b(€), para todo & € R®
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Demonstragao. Utilizamos a identidade (4.30)) e mudando a ordem de integragao da

transformada de Fourier em x e o contorno da integragao em z temos que
i

F(b)(&) = ZZJT(Z)z 4 mill€l?(=1/2) dz—l—/ br(z L—4omillElP(=1/2) g,

5 / U (2) 5 AemIEP 1D g, @/)S(z)z_4e”i||£||2(_1/z)dz.

Fazendo w = —%, deduzimos que

i 1 . i 1 .
:/ wT(__>w2em||§H W dw +/ wT(__)wQ(amHgH © daw
1 w _1 w
‘ 1 ) 0 1 '
_ 2/ djl(__)w?eﬂ%“g“?wdw N 2/ @/Js(——)wze”’”E”dew.
100 w i w

De - temos

_ / (eI gy — / ()™ I gy
1 —1

+2 P (w)e™ P gy + 2/ U (w)e™ I gy
0

%

o que termina a prova da Proposicao.
O
Proposigao 4.11. Para r > /2 a funcdo b(r) pode ser exprimida como
b(r) = —4sin (T)/ Yr(z)e™ *dz. (4.54)
0

Demonstra¢ao. Denotemos por ¢(r) o lado direito de (4.25). Mostremos que ¢(r)
estd bem definida. Com efeito, temos da identidade (4.51) e da expansao em séries
de Fourier de 1g em ({4.48]),

bi(2) = 22 {e1q"? + e3q™? + e3g”? + es¢ + O(¢°?) }

271'1'1/27 fazendo z = it com t >0 fica

onde ¢ = e~
Vr(it) = — 2 {ere™™" + c3e ™ 4 e 4 cre ™+ O(e7 ) )

Entdo, ¢y (it) = O(t?e~™/t) quando t — 0F.
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Por outro lado, pela expansao em Séries de Fourier de 17 em (4.46]),
1/”(’2) = C—lq_1 + co + Clq1/2 + coq + C3q3/2 + C4q2 + (’)(q5/2),

onde q = €™, fazendo z = it com t > 0 temos que ¥7(it) = O(e*™), t — oo

Logo,
V()™ dz = 2/ Wr(it)e ™tz
0 0
1 2 o0 2
:/ Wr(it)e ™ de—/ WYr(it)e” ™A dt,
0 1
i) i)
Entao
|¢I(Z~t)€7rir2z| < Ct2€—7r7"2t6—7r/t t— O+
e

oy (it)e™ %] < Ce™ ¢ o0,

Portanto as integrais i) e ii) sdo convergentes para r > V2. Como consequéncia, a
fungao ¢(r) estd bem definida.

Usando a identidade —4 sin?(™°) = ¢~

2 2
— 2+ €™, observamos que

2 100
c(r) = — 4SIH(K) ¢I(z)€ﬂzr2zdz
2 0
= ¢1(2)6ﬂir2(z+1)dz —2 ¢I(Z)eﬂir2zdz + ¢1<Z)€wir2(z_1)dz
0 0 0

—14100

w[(z)eﬂiTQZdz +/ w[(z)eﬂiﬁ(zfl)’

-1

100

1+i00 =
:/ Yr(z—1)e™ @ dz — 2
1

0
de (4.46)), temos que

Yi(r) = e 2™ L O(1) quando  Im(r) — oo,

pela hipétese r > v/2, podemos mudar os contornos de integracdo e escrever

—1+4i00 % 100
/ Wz + 1) dz = / Wr(2)e™ 2 dz + Wi (2)e™ *dz (4.55)
-1 -1 7

14400 - 7 - 100 .,
/ Yr(z—1)e™ *dz = / Yp(2)e™ Fdz + Yr(z)e™ *dz. (4.56)
1 1

7
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Temos entao:

e(r) = /21 Wr(2)e™ 2 dz + /12 Yr(2)e™ 2 dz (4.57)

—2 [ ()" 2 / m(wT(z) — r(2))e™ dz (4.58)
0 i

e da identidade (4.52), ¥ + s = ¢

) = [ wr@eds s+ [ (e
-1 1
-2 Wr(2)e™  dz — 2 Ws(2)e™ % dz
0 i

= b(r).
[l

Mostramos outra representacao integral para a fungao b(r) para r € Rs e ava-

liaremos os valores de b(r) em 7 = 0 e r = /2.

Proposicao 4.12. Para r > 0 temos

b(r) = 4i sinQ(ﬂ)

144 1 e 2
! {_ P S /0 (W (it) — 144 — 2™y tdt}. (4.59)

w2 w(r? —2)

Demonstragao. A prova serd andloga & prova da Proposigao 4.7 Suponhamos que
r > /2, entdo pela Proposicao m

ar?. [ 2
b(r) = —4isin2(7) / Yr(it)e ™t
0

De (4.46) temos que
Yr(it) = ™ + 144+ O(e™™) t — oo. (4.60)

Também, temos que para r > /2

00 144 1
27t 4 14d)e b = — 4 4.61
/0 (e + 14d)e 72 + 7(r2 —2) ( )

Portanto (£.59)) vale para todo 7 > v/2.

De outra parte vemos que da definicao (4.53)), b(r) é analitica em alguma vi-
zinhanga de [0,00). A férmula assintética (4.60) também diz que o lado direito
de (4.59) é também analitica em alguma vizinhanca em [0,00). Por tanto, pelo

principio de extensdo analitica, segue que (4.59)) vale para todo r € (0, 00). ]
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Notemos que b(r) € iR para todo r € (0,00). Uma consequéncia desta Pro-

posi¢ao é:
Proposicao 4.13. Temos
b(0) =0, b(V2)=0, ¥(V2)=2V2nmi (4.62)

Demonstracao. Da Proposicao temos que

b(r) = 4i sinQ(%TZ) { 14 + ! + /Oo(zﬂ](it) — 144 — e%t)e_”zt)dt} :
0

2 w(r? —2)

7'I"I"2

5-) = 0 e a integral imprépria ¢ limitada numa vizi-

Sabemos que lim,_,+ =2 sin?(

nhanca de r = 0, entao

r—0+ T r2

144 sin (7>
b(0) = lim 4i{— (% )} =0.
Analogamente, usando a regra do L’Hopital temos que
7'('1"2

b(V?2) = 4i {l lim SHIQ(—”} — 2 lim sin(7r?) = 0.

T r—2 (T2 - 2) r—v2
Agora, calculamos a derivada da fungao b,

1 2

V(r) = 4i {m« sin(mr?) (m + pg(r)) +sin?(72) (-ﬁ + pg(r)) } |

onde
144 *
pz(fr’) =— + / (@b[(@t) — 144 — 627rt)e—ﬂ-r2tdt’
mr 0
288 o 2
ps(r) = —— — 27rr/ t(Yr(it) — 144 — *™)e ™ dt,
mr 0

sao funcoes limitadas numa vizinhanca de r = v/2. Logo

b(V2) = 4i {\/5 i SO 22 sin("1-) }

ryvz (12 — 2) w (r2 —2)2

=43 {\/5% — \/_5 lim sin(m"z) } =4 {\/§7r — gw} = 2V/27i.

2 r—v2 (TQ — 2)
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4.3 A funcao magica
Estamos preparados para dar uma prova do Teorema [1.3]

Teorema 4.14. A funcdo

) 1

9(7) = g304®) + 33570

satisfaz as condigoes (4.5))-(4.7). Em particular g e F(g) se anulam apenas nos

pontos do reticulado Ey.

Demonstra¢ao. Primeiramente, mostraremos que vale (4.5). Pela Proposigao e

Proposicao sabemos que para r > v/2

v )
90) =goa0 " Hﬁb( )
4 7r7“ 7T7’
- . = t2 —7r2 rdt G
8640 > ol 240 sin’ / V(=

S sm<%> {— / (¢0(—%)t2 n ;w(t))e-”"’tdt} -

Entao,
T .t [ 2t
or) = gz sin("2) /0 A(t)e= gt
onde . %6
A(t) = —(t2¢0(—ﬁ) + ow(it)).

Verificaremos que A(t) < 0 para todo ¢t > 0. Com efeito;

De (19) e (I32) segue que:

A(l) =~ oo~ + 2us(), £ 0,

A(t) = — toit) + 17T—2t¢2(z't) - %m(m - gwf(it), IS 0.

Do Lema temos que existem fungoes A(()m)(t), Al (t) tais que:

At) = AT (1) + O(2e ™Y, ¢ — 0t
A(t) = AT () + O(t?e™™™),  t — 0.

Além disso, deduzimos de (4.22))-(4.24) e (4.48)) que.

6 51215
AE) )(t) — t2(— 3678340efﬁ/t_51840006727r/t_ 401:%036 8737r/t_311040008747r/t_ 4517%%536 6757r/t)
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e de (4.22)-(4.24) e (4.46) que

6 - X
Ago) (t) — _ %627715_ 233228 + 184%20 e~ Tl _ 5194368 6727715_’_ 22560768 e—3mt_ 250583040 6747rt+ 869916672 e— o7t
™ ™ ™ ™ ™ ™ ™

+t( 82;10 + 2436480 6—27rt 113011200 6_47Tt)7t2 (5184006_27rt+31104000€_4ﬂt).

™ ™

Gréficos das fungoes A(t),AéZ) (t) e AY (t) sd@o mostrados na Figura

é t

—B000F

(2)
AG0)

............ AU:[”

=5

—16000F

Figura 4.1: Graficos de A(t), AP (t) = 368040426/t ¢ AQ (1) = —D2g2nty 5040 _ 23328

T2

Do Corolario para cada m € Ny podemos estimar o erro das expansoes

assintéticas de A(t):

A(t) — AT ()] < RYV(t), t— 0"

e
A(t) = A (1) < REI(E), t— oo,
onde oo
R{™(t) = £(1+ % S 0ereriem® |t 0F
j=m
e 00
R{V(t) = (£ + 177—2t + %) > oe?VrieTmit s o,

j=m

Do Lema temos que valem as desigualdades:

RP() < 1A (#)], t € (0,1]; (1)
RO(t) < [AD ()], te [l o00); (2)
AP #) <0, te(0,1]; (3)
A9 )y <0, te[l,o00). (4.

Assim, de (1') — (4') obtemos que A(t) < 0 para todo t € (0,00). Das identidades
(4.63) implicam que vale a condigao (4.5). A seguir mostraremos que vale (4.6)). Da
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Proposigao [4.7] e Proposigao 4.11], para r > 0 temos

Flg)(r) = ﬁ Sin(%) /0 " Blt)edt (4.69)

onde %6
B(t) = —t%¢o(i/t) + wa(it).

Verificaremos que B(t) > 0 para todo ¢ > 0. Da mesma forma que a fungao A(t) ,

a fungao B(t) pode ser escrita da seguinte maneira:

B{t) =~ o0(~

B(t) = — t*¢o(it) + %tgbg(it) - §¢4(z‘t) + %wf(it), t — oco.

36 ?
— Zpg(=), t—0F
) = S50s(),

Entao, para cada m € Ny existem fungoes B(gm) e BU tais que

B(t) = B () + O(2e ™), t— 0"
B(t) = BM™(t) + O(t’e™™™), t — oo.

2 (t) e BY (t) sd@o mostrados na Figura

[P

Gréficos das fungoes B(t),B

40001

20000

Figura 4.2: Gréficos de B(t), B(()Q) (t) = 368840427/t ¢ B2 (t) = 8040y _ 20928

Andlogo &s desigualdades (1') — (4') pode-se mostrar que vale:

Ry (t) < By (8)]. ¢ €(0,1]
RO(t) < |BO(t)], te[l,00)
Bt >0, te(0,1]
BO(#) >0, te]l,o0)

Dai, temos que B(t) > 0 para todo ¢t € (0,00). Logo, a identidade (4.69) implica
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(4.6). Agora, para verificar (4.7]) usamos a Proposicao e a Proposicag4.13|

) )

9(0) :88640a(0) + %b(O) =1
F(9)(0) =ggemsa(0) + 575b(0) = 1.

Isto finaliza a prova do Teorema [4.14] e como consequéncia fica provado o Teo-
rema 1.3 ]
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Apeéendice A
Expansoes assintoticas

Neste apéndice daremos expansoes assintéticas para as fungoes A(t) e B(t) que
foram usadas para deduzir desigualdades na Secao 4.3. Tais funcoes ficaram
expressas em termos das fungoes ¢g, 11 e 1s. Estabeleceremos formulas assintoticas

para A(t) e B(t) quando t é “pequeno” e t é “grande”.
Lema A.1. Para m > 1 existem func¢oes AE{”) e AT tais que
A(t) = ATV (1) + O(2e ™Y, t — 07,

A(t) = AT () + O(t’e ™), t — oo.

Demonstragao. De (4.19) e (4.42) segue que:

A(t) = - t2¢0(—§) + %W%L t— 0%, (A1)
A(t) = — 260 (it) + %qs_z(it) _ %(/)_4(%) - %@Z)I(it), IS0, (A2)

Das expansoes em séries de Fourier (4.22)-(4.24) de ¢_4, ¢_2 € ¢y temos:

¢—a(T) = Z C¢74(n)qn - Z Cs_4 (k)ekmﬁ—,
n=—1 k>—2,par

¢-a(T) = ZCQLQ (n)g" = Z C¢74(k)ekm‘Ta
n=0 k>0,par

¢0(7) = ZC% (n)qn = Z C¢0(k)€km7-a
n=1 k>0,par
onde
k k k
C¢—2<k) = C(b&(i)a C¢—4(k) = C¢—4(§)7 C¢o(k) = C¢0(§)'
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E as expansoes (4.46)-(4.48) de ¢y, ¢y e ¢s:

d} ( )_ Cd}[ q—l + Z CQP} q _wal —271'17 +ZC¢[ k7r727"
ne = ZZO
wT(T) - C’l/JT + Z C’l/JT q _CwT T + Z CwT ka?
nes ZZO
k k T
¢S(7—) = Z Cd)s 5 q° = Z Cws e* )
gE%Z>O keN>o
k impar k impar
onde ) "
Cy (k) = ey, (5 ) Cur (k) 1= ey (5), Cus (k) 1= cys(5)- (A.3)

Mais precisamente, da expansao convergente em Séries de Fourier de uma forma
modular fracamente holomorfa (veja [5, Proposi¢ao 1.12]) encontramos que o n-

ésimo coeficiente de Fourier ¢y, (n) de v satisfaz

1
“Zy = |Cy, (k)] < e2VP™VE ke Ny fmpar. (A.4)

|C¢I (n)| < 647r\/ﬁ’ n e 9

Desigualdades similares seguem para os coeficientes de Fourier de vg, ¢g, p_2 € ¢_4:

1
|cys(n)| < 2e¥™V7 n € 5250 & |Cys (k)] < 2e2V?™VE I € Noy fmpar  (A.5)

1
|Coo ()| < 2™V € 5250 € |Coo ()] < 2¢2V>™VE L € Noy par (A.6)
ey ,(n)] < 64”ﬁ, n € Zso < |Cy (k)| < 62\/57“/%, k € Ny par (A.7)
lcy ,(n)] < 64”‘/5, ne€Zso s |Cy (k)] < 62\/§W\/E, k € Nyy par. (A.8)

Agora das identidades (A.1]), (A.2)) obtemos:

Aty = =120 > Cyylk Z Cls(k . t—0F (A.9)

kEN>0 kEN>0
k par k impar

e 12 36 e
t)=—1> Y Cylk)e ’“+?t > Cyu(k)e ’”—ﬁ > Gy (ke

k>0,par k>0,par k>—2,par

36
7T2 {01!11 e? + Z Cd)[ _km} , t—o00.

k>0

(A.10)
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De e (A.10) definimos para cada m € Ny

A(()m) ( Z C(bo Z Cws

2<5<51(m) 1<J<J2(m)
par impar

e
Aé’zf>< £) = =t Lacicym Con()e ™ + 12@0“;& om Coa (7)™
Z 2<%}§£1(m Oqﬁ 4( ) —Imt 2 {sz - 2Trt + Zl<]<m 1% jﬂ}
onde
, m—2 m par , m—1 m par
ji(m) = , , J2(m) = . m € Nyg.
m—1 m {mpar m—2 m impar

]

Daqui, podemos ter uma férmula para os erros de aproximacoes para a funcao
A(t) através das expansoes assintdticas A(()m)(t) parat € (0,1] e Aggl)(t) para t €
[1,00) .

Corolario A.2. Para m € Ny, existem funcoes R(()m), R tais que

JA(t) — AS (1) < RY™(t), t € (0.1),
A(t) — AD(1)] < RUV(E), t € [1, 00)

Demonstracdo. E consequéncia do Lema A.lL (A.4)-(A.8)) a desigualdade triangular.

De fato, para cada m € Nyg:

m 36 . /G, —
RI™ (1) ::t2(1+ﬁ)2262*/§ View® | te(0,1]

Jj=m

12 36, — .
m L 2 2V2m\/j  —mjt
R™(t) == (£ + _7rt+7r2)§ 2e Jemmit t e [1,00).

00
j=m
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Apendice B
Programas em SageMath

Neste apéndice vamos mostrar alguns resultados numéricos para a verificacao de
desigualdades da Secao 4.3 que envolvem funcgoes dadas por séries definidas nos

intervalos (0, 1] e [1,00). Tais desigualdades seguem das seguintes estimativas:

Lema B.1. Valem as desigualdades:

B () < AP @) € (0,1); (1)
RQ)(t) < |AQ(®)], t € [L o0); (2)
APy <0, te(0,1]; (3)
A9(1) <0, el 00) (@)
Demonstragao. Para mostrar (1’). Lembremos que Aéﬁ)(t) =230 _a(m)e ™",

onde a(m) > 0. Entao

©) (©) i 2o ()
RO (t) S ’AO (t>| A Ze S 2(1 4 @) ?
j=6 ™

Vte (0,1. (B.1)

Dado que 2v/27+/j — 7j/t < —mj/2t quando j > 32. Para mostrar que (1) vale é

suficiente provar que:

31 —167/t fo a(j)e ™/t
2VEnV-mift . _© <z 0<t<1 B.2
]Z:;e +1—e*“/2t_ 2(1+%) ) < 1. (B.2)

Sejam f(t),g(t) os lados direito e esquerdo da desigualdade (B.2) respec-
tivamente.  Verificaremos que hy(t) = f(t) — g(t) > 0, Vt € (0,1). Note
que lim; ,o+ hy(t) = 0. Implementamos um programa em sage que calcule
(minge(o,1) ha (), z9) o minimo local e o ponto onde é atingido da funcao h; no
intervalo (0,1) com uma tolerancia de € = 1.48¢ — 08 e um maximo de 500 valores

da fung¢ao pra o método usado junto com o graficos escalados.
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In [3]:
# Variavel t.
t=var(’t’)
In [4]:
# Constante.
c=2%(1+36/(pi~2))
# Vetor de Coeficientes.
a=vector ([368640/pi~2, 518400, 45121536/pi~2, 31104000, 1739833344/pi~2])
In [5]:
def f(t):
return sum(ali]*e” (-pi*(i+1)/t) for i in range (0,5))/c
In [6]:
£(0.2) .00
Out [6] :
0.000605573143306811
In [7]:
def g(t):
tl = sum( exp(2*sqrt(2)*sqrt(j)*pi-j*pi/t) for j in range(6,32))
return tl1 + e~ (-16*pi/t)/(1-e~ (-pi/(2%t)))
In [8]:
(£(0.1)/g(0.1)).n0)
Out [8] :
2.34524650391897e62
In [9]:
def hi(t): return (£(t)-g(t))
In [10]:
print( find_local_minimum(h1(t),0,1))
(0.0, 0.0029544001645663816)
\% time h1(0.1).n()
Out [10] :
CPU times: user 252 ms, sys: O ns, total: 252 ms
Wall time: 277 ms
9.12607279655736e-11
In [11]:
ts = range(1,200)
\/%time fts = [£(t/200).n() for t in ts]
\%time gts = [g(t/200).n() for t in ts]
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CPU times: user 304 ms, sys: 20 ms, total: 324 ms
Wall time: 343 ms

CPU times: user 3.35 s, sys: 68 ms, total: 3.42 s
Wall time: 3.46 s

In [12]:

import numpy

list_plot([fi - gi for fi,gi in zip(fts,gts)], scale="semilogy")

10710 F /f

1030 &
10750 Lo
1070
10°0 |
10-110 |
10130 §
10-150 |
10170 |
10-190 |
10210 |
10230 |
10-250 -

1 1 1
0 50 100 150 200

Figura B.1: semilogy de hq(t)
In [18]:
log_quots = [log(fi/gi) for fi,gi in zip(fts,gts)]

In [19]:
list_plot(zip(ts,log_quots), scale="loglog")

103 L

102 L

].0] L

Figura B.2: loglog de hy

Esto mostra que vale (1').
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Para (2). Observemos que

N - AL ()]
RO(t) < [AD(t)] & Y e2Vamviznit < A . B.3
Portanto é suficiente verificar que :
31 o —16mt A©) (4
E :62\/§7T\ﬁ*7rjt_'_ € < | 0;’2( )| =5~ (B4)
1-— B_ﬂ—t/g 2(t2 + ?t + F)

j=6

Consideremos hsy(t) a diferenga das fungoes dos lados direito e esquerdo de (B.4)

respectivamente. Verificaremos que ho(t) > 0, ¢ € (1,100). Usando Sage temos:

In [62]:
def A6(t): return (-(72/pi~2)*exp(2*xpixt)-(23328/pi~2)+
(184320/pi~2) *exp (-pi*t)-(5194368/pi~2) *exp (~2%pi*t)+
(22560768/pi"~2) *exp (-3*pi*t)-(250583040/pi~2) *exp (~4*pixt)+
(869916672/pi~2) *exp (~5*pi*t)+t* (8640/pi+(2436480/pi) *exp(-2+pi*t)+
(113011200/pi) *exp (-4*pi*t))-(£t"2)*(518400*exp (-2*pi*t)+31104000*exp (-4*pi*t)))
3 hours ago
0.003 seconds
In [55]:
def fO(t): return (abs(A6(t))/(2x(t~2+(12/pi)*t+(36/pi~2))))
In [66]:
def gO(t):
tl = sum( exp(2*sqrt(2)*sqrt(j)*pi-j*pi*t) for j in range(6,32))
return (t1 + e~ (-16*pixt)/(1-e” (-pix*t/2)))
In [67]:
def h2(t) : return (£f0(t)-g0(t))
In [68]:
print( find_local_minimum(h2(t),1,100))
2 minutes from now
0.063 seconds
(5.019420899850819e+266, 99.99999703462143)
%time h2(10) .n()
#ts = range(1,200)
\/time fOts [f0(t/200) .n() for t in ts]
\%time gOts = [g(t/200).n() for t in ts]

Out [68]:

CPU times: user 24 ms, sys: O ns, total: 24 ms
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Wall time:

4.98559009953025e25

In [69]:
t0s =
\/%time fOts
\%time gOts

range

22.2 ms

(1,100)

[fO0(t).n() for t in tOs]
[g0(t) .n() for t in tOs]

CPU times: user 296 ms, sys: 12 ms, total: 308 ms

Wall time: 299 ms

CPU times: user 1.65 s, sys: 36 ms, total: 1.69 s
Wall time: 1.74 s

In [70]:

list_plot([fi - gi for fi,gi in zip(fOts,gOts)], scale="semilogy")

10249 L e
10230 [ e
10211 | ...-"
10192 | o
10173 b -
10154 |
10135 L o
10116 | o ’
109 | ._.-'
1078 b
1059 b
109 L o
102
1024

0 20 40 60 80 100

Figura B.3: semilogy de hs(t)

In [35]:
log_quots =
In [36]:
list_plot(zip(ts,log_quots), scale="loglog")

[log(fi/gi) for fi,gi in zip(fOts,glts)]
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103 F /

102 |

10! b

10° 10! 10?

Figura B.4: loglog de hs
O que prova (2'). A desigualdade (3') é imediata da defini¢ao de A(()G) (t).

Para (4"). Notemos que AY (t) — —oo quando t — oo. Mostraremos que
AY (t) < 0 para t grande. Sera suficiente verificar e (t) > 0 no intervalo [1,100).

Usamos o programa em Sage e obtemos

(-3859.2812326337534, 1.0000808351158538)
—Ag(t)
)

10?53 |
102&3
10223
1p202 |
1082 |
10]63 L
101&3
10123
10103 L
1083 B
1053 L
10-13
1023

10? 1

0 20 40 60 80 100

Figura B.5: Funcdo A (1)

Aqui, escalamos o eixo y. Isto mostra que vale (4'). ]
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