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Resumo da Dissertação apresentada à IM/UFRJ como parte dos requisitos

necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)

PROBLEMA DE EMPACOTAMENTO EM DIMENSÃO 8. O

E8-EMPACOTAMENTO

Victor Benicio Vergara Segura

Outubro/2017

Orientadores: Cecilia Salgado

Didier Pilod

Programa: Matemática

Esta dissertação trata do problema de empacotamento de esferas no espaço

euclidiano 8-dimensional. Estudaremos em detalhe a demostração de que o

empacotamento mais denso no espaço euclidiano 8-dimensional é o empacotamento

associado ao reticulado E8. A prova pode ser dividida em dois passos cruciais. O

primeiro é o teorema de Cohn-Elkies, que afirma que dada uma função especial

em um espaço de Schwartz que assume valores não-positivos fora de uma bola de

raio r, enquanto sua transformada de Fourier assume valores não-negativos sobre

todo o espaço n-dimensional, então a densidade de um empacotamento no espaço

euclidiano n-dimensional é limitada superiormente pelo volume da bola de raio

r/2, por uma constante que depende da função, da sua transformada de Fourier

e da dimensão n. A segunda parte consiste em produzir uma tal função para

n = 8 e mostrar que o reticulado E8 produz um empacotamento cuja densidade é

exatamente igual à constante de limitação do teorema de Cohn-Elkies. Ao longo

do texto apresentaremos em detalhe as ferramentas envolvidas nos passos mencio-

nados acima, como preceitos na teoria de analise de Fourier, bem como conceitos

básicos da teoria de formas modulares. Ao final desta dissertação, usaremos ferra-

mentas de programação (SageMath) para obter informações de negatividade e da

positividade da função produzida e da sua transformada de Fourier respectivamente.
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Abstract of Dissertation presented to IM/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

THE SPHERE PACKING PROBLEM IN DIMENTION 8. THE E8-PACKING

Victor Benicio Vergara Segura

October/2017

Advisors: Cecilia Salgado

Didier Pilod

Department: Matemática

This dissertation deals with the sphere packing problem in dimention 8. We

will study in detail the demonstration that the densest packing in 8-dimensional

Euclidean space is the sphere packing associated with the E8 lattice. The proof can

be divided into two crucial steps. The first is the Cohn-Elkies Theorem, which states

that given a special function in a Schwartz space that assumes non-positive values

outside a ball of radius r, while its Fourier transform assumes non-negative values

over all n-dimensional space, then the density of a packing in the n-dimensional

Euclidean space is bounded from above by the volume of the ball of radius r/2, times

a constant that depends on the function, its Fourier transform, and the dimension

n. The second part is to produce such a function for n = 8 and show that the

lattice E8 produces a sphere packing whose density is exactly equal to the limiting

constant of the Cohn-Elkies Theorem. Throughout the text we will present in detail

the tools involved in the steps mentioned above, as precepts in the theory of Fourier

analysis, as well as basic concepts the theory of modular form. At the end of this

dissertation, we will use programming tools (SageMath) to obtain information about

the negativity and the positivity of the function produced and its Fourier transform

respectively.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Qual é a melhor forma de empilhar laranjas? Essa pergunta seria respondida intui-

tivamente de forma correta por qualquer fruteiro (veja Figura 1.1). Do ponto de

vista cient́ıfico, essa questão foi levantada primeiro no seculo XVII pelo matemático

e astrônomo Johannes Kepler no seu pequeno livro “De Nive Sexangula”(1611)

na tentativa de dar uma explicação da forma hexagonal dos flocos de neve. Ele

conjecturou que a melhor maneira posśıvel de empilhar esferas idênticas no espaço

é como faria um fruteiro (ver descrição abaixo para mais detalhes).

Essa conjectura se revelou porém, muito mais complicada do que parecia inicial-

mente e resistiu aos matemáticos por quase quatro séculos. Uma prova satisfatória

do ponto de vista do rigor matemático só foi dada recentemente por Thomas C.

Halles com assistência de computadores [20].

Figura 1.1: Empilhamento

A pergunta feita por Kepler em 1611, no caso do espaço tridimensional R3, pode

ser estendida a outras dimensões do espaço euclidiano Rn. Matematicamente, ela

pode-se reformular da seguinte maneira: como arranjar esferas idênticas no espaço

euclidiano Rn de tal forma que ocupem a maior parte posśıvel do espaço?
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Este tipo de problema, conhecido como problema de empacotamento, forma

uma classe de problema de otimização em geometria discreta.

Daremos agora, uma breve descrição do estado da arte em cada dimensão.

No caso n = 1, o problema é trivial, já que as esferas são intervalos, e portanto,

elas podem ser empilhadas de forma canônica sem perda de espaço.

No caso n = 2, existem duas formas naturais de empilhar ćırculos no plano: o

arranjo hexagonal e o cúbico, como na Figura 1.2 respectivamente. Foi provado

por Axel Thue em 1892 que, dentre todos os empilhamentos de ćırculos no plano, o

melhor é o empilhamento hexagonal [36].

(a) Arranjo hexagonal (b) Arranjo cubico

Figura 1.2: Arranjos de ćırculos

No caso tridimensional, a situação é mais complicada. Um jeito natural seria

empilhar as esferas por camadas. A primeira camada pode ser colocada num

arranjo hexagonal como na Figura 1.3 (esquerda). Nesta camada ficam vãos,

os quais marcamos alternadamente com cores cinzas e pretos. Para colocar a

segunda camada temos duas opções; os vãos cinzas ou pretos. Se escolhemos os

vãos cinzas, teremos novamente duas opções para colocar a terceira camada e

assim por diante. Portanto, há infinitas possibilidades de empilhar esferas com a

mesma densidade. Por essa razão, a solução da conjectura de Kepler dada por

Thomas Hales só conseguiu ser conclúıda com o uso de cálculos computacionais [20].

Quando a dimensão é maior que 3, pouco se sabia até recentemente.

Em 2003, Henry Cohn e Noam Elkies estabeleceram cotas para a melhor

densidade dos empacotamentos em dimensões entre 4 e 36, usando técnicas de pro-

gramação linear [9]. Eles também conjecturaram que em dimensões 8 e 24, a maior

densidade de empacotamento é associada a certos reticulados com propriedades

especiais (par, unimodular, autodual).
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Figura 1.3: Empilhamento de esferas

Essas conjecturas foram provadas recentemente por Maryna Viazovska em

dimensão 8 [37] e Henry Cohn, Abhinav Kumar, Stephen D. Miller, Danilo

Radchenko e Maryna Viazovska em dimensão 24 [10]. Essas provas combinam o

uso de análise de Fourier e formas modulares.

O objetivo desta dissertação é estudar a prova do teorema de Viazovska em

dimensão 8.

A seguir, descreveremos a organização da dissertação.

No Caṕıtulo 2, estudaremos a teoria de empacotamentos de esferas e as séries de

Fourier. Primeiramente, introduzimos os reticulados em Rn e suas caracteŕısticas

básicas e definimos o reticulado E8, fundamental no teorema estudado aqui.

Definimos, em seguida, os empacotamentos de esferas em Rn e o conceito de

densidade associado a eles. Finalmente relembramos a teoria básica das séries

de Fourier associadas a funções periódicas com respeito a reticulados de Rn. Em

particular, provamos a fórmula de somatória de Poisson, ferramenta importante no

resultado de Cohn e Elkies.

O Caṕıtulo 3 é dedicado ao estudo das formas modulares. Estudaremos primeiro

o grupo modular SL2(Z) das matrizes 2 × 2 com entradas inteiras e determinante

1. Em seguida, definimos as formas modulares e cuspidais de peso k associadas

a subgrupos de SL2(Z), chamados subgrupos de congruências. Finalmente,

ilustramos esses conceitos com as séries de Einsenstein Gk, a forma cuspidal ∆,

a função j-eĺıptica invariante j, as funções theta de Jacobi θ00, θ01, θ10 e as séries

theta, associadas a reticulados pares e unimodulares ΘΛ. Todas essas funções serão

usadas na construção de uma função ótima no próximo caṕıtulo.

No Caṕıtulo 4, estudaremos a prova do Teorema de Viazovska em dimensão 8.

Em um primeiro tempo, enunciamos e provamos o Teorema de Cohn-Elkies, que

3



afirma que dada uma função especial suficientemente regular que assume valores

não-positivos fora de uma bola centrada na origem, enquanto sua transformada

de Fourier assume valores não-negativos sobre todo o espaço n-dimensional, então

a densidade dos empacotamentos de esferas no espaço euclidiano Rn é limitada

superiormente por uma constante que depende da função, da sua transformada de

Fourier e da dimensão n. Para concluir a prova do Teorema de Viazovska, precisamos

então construir uma função ótima, cuja cota dada no teorema de Cohn-Elkies é

exatamente igual à densidade do empacotamento associado ao reticulado E8 descrito

no Caṕıtulo 2. A função ótima é constrúıda a partir das séries de Einsenstein e

das funções theta de Jacobi definidas no Caṕıtulo 3. Finalmente, para verificar as

condições sobre a função ótima e sua transformada de Fourier usamos o programa

SageMath. Colocamos os comandos usados no apêndice.
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Caṕıtulo 2

Empacotamentos de reticulados

O material desenvolvido neste capitulo dará definições básicas da teoria de empaco-

tamento de esferas no espaço Euclidiano. Um ponto no espaço m-dimensional Rm é

simplesmente um arranjo de números reais

x = (x1, x2, . . . , xm).

O produto interno e a norma induzida por ele, chamada norma Euclidiana ou l2-

norma, definidas para x, y ∈ Rm como

x · y :=
m∑
i=1

xiyi, ‖x‖ :=
√
x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

m.

Se M ∈Mn×m e x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn o produto matricial é dado por

xM := (y1, y2, . . . , ym) ∈ Rm.

A bola aberta m-dimensional com centro em u = (u1, u2, . . . , um) e raio ρ ≥ 0 é o

conjunto

Bm(u, ρ) := {x ∈ Rm : ‖x− u‖ < ρ} .

O volume dos conjuntos aqui considerados denotado por V ol(·) é calculado com

respeito à medida de Lebesgue em Rm.

Estudaremos os reticulados, que são subgrupos de Rm e os empacotamentos os

quais ficam determinados pelos centros das esferas que formam um reticulado, as

propriedades deles bem como seus elementos associados .
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2.1 Reticulados em Rm

A seguir daremos algumas definições e conceitos envolvendo a noção de reticulado

no espaço Euclidiano, omitiremos algumas demonstrações e colocaremos uma boa

referência onde podem ser encontradas as provas.

Definição 2.1. Consideremos n vectores linearmente independentes em Rm, diga-

mos

v1 = (v11, v12, . . . , v1m)

v2 = (v21, v22, . . . , v2m)

...

vn = (vn1, vn2, . . . , vnm),

onde m ≥ n. Um reticulado o qual denotamos por Λ é o conjunto de combinações

lineares inteiras da forma {
n∑
i=1

ξivi : ξi ∈ Z

}
.

A matriz

M =


v11 v12 . . . v1m

v21 v22 . . . v2m

...

vn1 vn2 . . . vnm


no conjunto Mn×m(R) é denominada matriz geradora do reticulado. Escreveremos

Λ = L(M) para indicar que o reticulado é gerado pela matriz M . O conjunto

B = {v1, v2, . . . , vn} é chamado base do reticulado e a matriz G = MM t é

denominada matriz de Gram do reticulado.

Denotaremos por span(Λ) ao espaço vetorial{
n∑
i=1

αivi : αi ∈ R

}
.

Dizemos que o posto de Λ é n e sua dimensão é m. Quando seja m = n o

reticulado é de posto completo.

Observação 2.2. Note que da Definição 2.1, (Λ,+) é um subgrupo do grupo (Rm,+)

ou um Z-modulo livre de posto finito. No Corolário 2.21 mostraremos que ele é um

subgrupo discreto.

Exemplo 2.3. O reticulado Zn = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : xi ∈ Z} com matriz gera-

dora M = In é chamado reticulado cúbico ou integral em Rn. Toda matriz em

6



Mn×n(Z) com det2(M) = 1 gera Zn fato que mostramos no Exemplo 2.18.

Exemplo 2.4. O reticulado em R2

A2 = L(M) onde M =

(
1 0

1/2
√

3/2

)

é chamado reticulado hexagonal. É dito assim devido ao padrão hexagonal que

aparenta no plano. Este reticulado é associado ao empacotamento com maior densi-

dade em R2 ver [8]. Para fins teóricos é conveniente expressar A2 dentro do espaço

R3 gerado pela matriz (ver [12, capitulo 4]).

M =

(
1 −1 0

0 1 −1

)
.

Exemplo 2.5. O reticulado f.c.c (face-center cubic) em R3 gerado pela matriz

M =

−1 −1 0

1 −1 0

0 1 −1


o qual é ilustrado em todo texto de qúımica e encontrado no padrão que seguem os

centros de laranjas em forma de pirâmide nos estantes dos fruteiros. Este arranjo

de esferas tem a maior densidade no espaço tridimensional (Conj. de Kepler, ver

[20]). outra maneira de expressar este reticulado é via D3: (x, y, z) tais que x, y, z

inteiros x+ y + z é par.

Exemplo 2.6. O reticulado b.c.c (body-center cubic) em R3 gerado pela matriz

M =

2 0 0

0 2 2

1 1 1

 .

Também é frequentemente encontrado na qúımica. Outra definição simples é via

D∗3: (x, y, z) onde x, y, z são inteiros todos pares ou todos impares.

Mais detalhes destes exemplos podem ser encontrados em [12]. Nos seguintes

gráficos ilustramos os exemplos anteriores
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x

y

e2

e1

(a) O reticulado Z2 com
base e1 = (0, 1) e2 =
(1, 0).

x

y

v1

v2

(b) O reticulado A2 com base v1 = (1, 0) e v2 =
(1/2,

√
3/2).

Figura 2.1: Reticulados cúbico e hexagonal

(a) Reticulado f.c.c (b) Reticulado b.c.c

Figura 2.2: Arranjos de esferas f.c.c e b.c.c

Definição 2.7. Considere um conjunto de vetores em Rm linearmente independentes

B = {v1, v2, . . . , vn}. Definimos o Paraleleṕıpedo fundamental associado a B
como

P :=

{
n∑
i=1

yivi : 0 ≤ yi < 1

}
.

Seja Λ um reticulado com base B = {v1, v2, . . . , vn} e seja P o paraleleṕıpedo asso-

ciado a B. Definimos o determinante do reticulado como:

det(Λ) := V ol2(P)

Observação 2.8. Note que na definição acima o determinante depende da base e

há formas diferentes de escolher uma base para um reticulado tendo diferente parale-

leṕıpedo fundamental como verenos a seguir, mas o volume desta região é unicamente

determinada por Λ. Mais adiante damos uma prova deste fato no Teorema 2.17
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O seguinte reticulado representa o reticulado cubico Z2 com bases distintas.

x

y

e2

e1

(a) O reticulado Z2 com base
e1 = (0, 1), e2 = (1, 0)
e seu paraleleṕıpedo fundamental
associado.

x

y

v1
v2

(b) O reticulado Z2 com base v1 = (1, 1)
e v2 = (2, 1),
e seu paraleleṕıpedo fundamental associ-
ado.

Figura 2.3: Paraleleṕıpedos fundamentais de Z2

A seguinte proposição da uma condição suficiente e necessária sobre um conjunto

para que este seja uma base do reticulado.

Proposição 2.9. Seja Λ um reticulado de posto n em Rm e sejam b1, ..., bn ∈ Λ n

vetores linearmente independentes. Então B = {b1, . . . , bn} é uma base para Λ se e

só se

P ∩ Λ = {0} ,

onde P é o paraleleṕıpedo fundamental associado a B.

Demonstração. Suponhamos que B é uma base para Λ. Seja x ∈ P ∩ Λ, então

como x ∈ P, x =
∑n

i=1 yibi com 0 ≤ yi < 1 e por outro lado como x ∈ Λ,

x =
∑n

i=1 ζibi com ζi ∈ Z, logo ζi = yi = 0.

Reciprocamente suponhamos que P ∩ Λ = {0} e que Λ = L(M) com M ∈
Mn×m(R).

Seja x ∈ Λ ⊆ span(M). Como B é linearmente independente, B é uma base para

span(M). Então existem αi ∈ R tal que

x =
n∑
i=1

αibi.

Agora, temos que x′ =
∑n

i=1 [αi] bi ∈ Λ porque Λ é um grupo. Então
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x− x′ =
n∑
i=1

(αi − [αi])bi =
n∑
i=1

λibi ∈ Λ

onde λi = αi − [αi] ∈ [0, 1). Logo x − x′ ∈ P ∩ Λ = {0}, então αi = [αi]. Como

consequência B é uma base para Λ.

Definição 2.10. Dizemos que os conjuntos linearmente independentes B1 e B2

em Rm com matrizes associadas M1 e M2 respectivamente, são equivalentes, se os

reticulados gerados por elas são iguais. Em śımbolos

L(M1) = L(M2).

O processo de ortogonalizacão de Gram-Schmidt é um procedimento básico em

álgebra linear que obtêm de um conjunto de vetores linearmente independentes um

conjunto de vetores ortogonais que geram o mesmo espaço. O processo faz a projeção

ortogonal de cada vetor sobre o espaço ortogonal do span dos anteriores.

Definição 2.11. Para um conjunto de vetores B = {v1, v2, ..., vn} linearmente in-

dependentes em Rm, definimos sua ortogonalização de Gram-Schmidt como o

conjunto de vetores:

v∗1 = v1, v∗i = vi −
i−1∑
j=1

vi · v∗j
v∗j · v∗j

v∗j , i = 1, 2, . . . , n.

Em outras palavras: v∗i é a componente de vi ortogonal a v∗1, v
∗
2, . . . , v

∗
i−1.

As matrizes cujas linhas são os vetores v∗i e
v∗i
‖v∗i ‖

, i = 1, . . . , n são chamadas matrizes

de ortogonalização e ortonormalização respectivamente.

Lema 2.12. Considere um reticulado Λ com base B = {v1, v2, . . . , vn} em Rm.

B∗ = {v∗1, v∗2, . . . , v∗n} sua ortogonalização de Gram-Schmidt. Então

V ol(P) =
n∏
i=1

‖v∗i ‖,

onde P é o paraleleṕıpedo associado a B.

Demonstração. Consideremos N a matriz de ortonormalização de Gram-Schmidt de

B e M a matriz associada a Λ. Sejam

TN : span(Λ) −→ Rn, TM : Rn −→ span(Λ)

dadas por TN(x) := xN t e TM(y) := yM .

Notemos que TN é um isomorfismo isométrico de espaços vetoriais, pois N t tem colu-

nas ortonormais, então V ol(P) = V ol(TN(P)). De outro lado TM é um isomorfismo
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tal que TM([0, 1)n) = P . Logo

V ol(P) = V ol(TN(P)) = V ol(TNTM([0, 1)n)) = det(MN t)V ol([0, 1)n) = det(MN t).

Agora MN t = (aij) com aij = vi ·
v∗j
‖v∗j ‖

, i, j = 1, . . . , n e como os vetores vi, v
∗
j são

ortogonais se i 6= j pois

vi · v∗j = (v∗i +
i−1∑
k=1

µikv
∗
k) · v∗j = v∗i · v∗j ,

onde µik =
vi·v∗k
v∗k·v

∗
k
. Então

V ol(P) = det(aij) = det(vi ·
v∗j
‖v∗j‖

) =
n∏
i=1

‖v∗i ‖.

Lema 2.13. Seja Λ ⊂ Rm um reticulado de posto n tal que Λ = L(M) e P o

paraleleṕıpedo associado às linhas de M . Então

det(Λ) = det(MM t) = det(G)

onde G é a matriz de Gram.

Em particular quando m=n, det(Λ) = det2(M).

Demonstração. Consideremos a matriz de ortogonalização de Gram-Schmidt M∗

associada ás filas de M . Matricialmente temos que:

M = TM∗,

onde T = (µij) ∈Mn×n(R) é uma matriz triangular inferior onde µii = 1, µi,j =
vi·v∗j
v∗j ·v∗j

se i > j.

Sabemos do Lema 2.12 que V ol(P) =
∏n

j=1 ‖v∗j‖, então como det(T ) = 1 por ser T

triangular, temos

det(MM t) = det(M∗TT t(M∗)t) = det(M∗(M∗)t) det(T ) det(T t) = det(M∗(M∗)t).

Agora, como a matriz M∗(M∗)t é diagonal com dii = v∗i · v∗i = ‖vi‖2, então

det(M∗(M∗)t) =
n∏
j=1

(v∗i · v∗i ) = (
n∏
j=1

‖v∗j‖)2 = V ol2(P) = det(Λ).

Quando m = n, a matriz M é quadrada e det(M) = det(M t) o que conclui.
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Definição 2.14. Uma matriz U ∈ Mn×n(Z) tal que det2(U) = 1 é chamada uni-

modular.

Note que se U é unimodular então U−1 também é.

As matrizes unimodulares que definimos a seguir desenvolvem um papel fundamental

no caṕıtulo 3.

Lema 2.15. Dois conjuntos linearmente independentes B1 e B2 de n vetores em Rm

são equivalentes se e só se existe U ∈Mn×n(Z) umimodular tal que M2 = UM1.

Demonstração. Sejam que B1 = {v1, v2, . . . , vn} e B2 = {w1, w2, . . . , wn} com respec-

tivas matrizes M1 e M2. Se os conjuntos são equivalentes então Λ = L(M1) = L(M2)

e dado que wi ∈ L(M1), existem mi
j ∈ Z para cada i, j = 1, 2 . . . n tal que

wi =
∑n

j=1 m
i
jvj. Considere U = (mi

j) ∈ Mn×m(Z), então M2 = UM1. Analo-

gamente, existe V ∈Mn×m(Z) tal que M1 = VM2.

Combinando as igualdades tememos que

M2M
t
2 = (UV )M2M

t
2(UV )t.

Não é dif́ıcil verificar que a matriz M2M
t
2 é invert́ıvel. Tomando determinantes

obtemos: det2(UV ) = det2(U) det2(V ) = 1, e como det(U), det(V ) ∈ Z temos que

det2(U) = det2(V ) = 1. Logo U é umimodular.

Reciprocamente suponhamos que existe uma matriz umimodular U tal que M2 =

UM1, então L(M2) ⊆ L(M1) e como U−1 também é umimodular temos que L(M1) ⊆
L(M2), logo Λ = L(M1) = L(M2).

Corolario 2.16. Sejam B1 e B2 conjuntos linearmente independentes em Rm com

matrizes associadas M1,M2 respectivamente. Então B1 e B2 são equivalentes se

somente se M2 pode ser obtida de M1 a través das seguintes operações:

1) bi → bi + kbj para algum k ∈ Z.

2) bi ↔ bj.

3) bi ↔ −bi.

Demonstração. Dado que toda matriz umimodular pode ser obtida a partir das

operações acima, a conclusão segue do Lema 2.15.

Teorema 2.17. O determinante de um reticulado está bem definido e não depende

da escolha da base.
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Demonstração. Sejam B1,B2 duas bases de Λ e M1, M2 as matrizes associadas a

elas respectivamente tais que Λ = L(M1) = L(M2). Pelo Lema 2.15, existe U

umimodular tal que M2 = UM1. Portanto segue-se do Lema 2.13 que

det(Λ) = det(M2M
t
2) = det(UM1M

t
1U

t) = det2(U) det(M1M
t
1) = det(M1M

t
1).

Exemplo 2.18. Uma base para Zn é a base canônica {e1, e2, ..., en} de Rn, logo B
é uma base de Zn se e só se a matriz associada M é unimodular.

2.2 Mı́nimos Sucessivos

Um parâmetro básico de um reticulado é o vetor de mı́nimo comprimento. Este

parâmetro é denotado por λ1. Minkowski deu uma prova não construtiva de que:

λ1 ≤
√
n det1/n(Λ) para reticulados de posto completo. Ainda não é conhecido um

algoritmo eficiente para encontrar tal comprimento, este problema torna-se com-

putacional denotado por SVP (Shortest Vector Problem). Em [22] pode-se encon-

trar alguns variantes do SVP e problemas discretos associados a reticulados. Aqui

por comprimento denotamos a norma euclidiana ou a l2-norma como definimos no

começo do caṕıtulo.

Definição 2.19. Seja Λ um reticulado de posto n em Rm. Para i = 1, 2, . . . , n

definimos o i-ésimo mı́nimo sucessivo por

λi(Λ) := inf
{
r > 0 : dim(span(Λ ∩B(0, r))) ≥ i

}
,

onde B(0, r) = {x ∈ Rm : ‖x‖ ≤ r} a bola fechada de raio r e centro 0.

A seguinte proposição dá uma cota inferior para a comprimento do vetor de

comprimento mı́nimo num reticulado.

Proposição 2.20. Seja Λ um reticulado em Rm de posto n com matriz geradora M ,

e seja M∗ a matriz de ortogonalização de Gram-Schmidt com linhas v∗i , 1 ≤ i ≤ n.

Então

λ1(Λ) ≥ min
1≤i≤n

‖v∗i ‖ > 0.

Demonstração. Seja ξ ∈ Zn, ξ 6= 0 dado. Escolhemos j o maior inteiro tal que

ξj 6= 0. Então

|ξM · v∗j | = |(
n∑
i=1

ξivi) · v∗j | = |
n∑
i=1

ξi(vi · v∗j )| = |ξj||vj · v∗j | = |ξj|‖v∗j‖2.
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Logo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

‖v∗j‖ ≤ |ξj|‖v∗j‖ =
|ξM · v∗j |
‖v∗j‖

≤ ‖ξM‖. (2.1)

Agora, seja r > 0 tal que dim(span(Λ ∩ B(0, r))) ≥ 1, então existe ξ1 ∈ Zn, ξ1 6= 0

tal que ‖ξ1M‖ ≤ r. Portanto de (2.1) existe j tal que r ≥ ‖ξ1M‖ ≥ ‖v∗j‖ ≥
min1≤i≤n ‖v∗i ‖. Conclúımos assim pela definição do ı́nfimo,

λ1(Λ) ≥ min
1≤i≤n

‖v∗i ‖.

Corolario 2.21. Seja Λ um reticulado. Então existe ε > 0 tal que para todo x, y ∈ Λ

distintos

‖x− y‖ ≥ ε.

Em particular um reticulado é um conjunto discreto de Rm

Demonstração. Sejam x, y ∈ Λ com x 6= y, então x − y 6= 0 com x − y ∈ Λ. Logo,

pela Proposição 2.20 vale

‖x− y‖ ≥ λ1(Λ).

Escolhendo ε = λ1(Λ), conclúımos a prova.

Corolario 2.22. O mı́nimo sucessivo é atingido, i.e, para cada 1 ≤ i ≤ n existe um

vetor vi ∈ Λ tal que

‖vi‖ = λi(Λ)

Demonstração. Pelo corolário anterior a bola de raio 2λi(Λ) tem apenas um número

finito de pontos de Λ. E segue da definição de λi(Λ) que existe um vi em Λ tal que

‖vi‖ = λi(Λ).

Para o caso especial λ1(Λ) = min {‖x‖ : x ∈ Λ, x 6= 0}, o numero ρ = 1
2
λ1(Λ) é

chamado raio de empacotamento do reticulado, do qual falaremos na próxima seção.

2.3 Empacotamentos em Rn

Nesta seção estudaremos empacotamentos de esferas em Rn. Veremos que todo

reticulado dá origem a um empacotamento, mas que existem outros além destes.

Mais precisamente associaremos empacotamentos a conjuntos discretos (não ne-

cessariamente grupos). Estudaremos também os empacotamentos periódicos; tais

empacotamentos são associados a uma união finita de traslações de um reticulado.
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Definição 2.23. Seja X ⊆ Rn um conjunto discreto de pontos tais que ‖x−y‖ ≥ 2ρ

para algum ρ > 0 e para todo x, y ∈ X com x 6= y. Então, a união

PX :=
⋃
x∈X

Bn(x, ρ) (2.2)

é chamado empacotamento de esferas de raio ρ. No caso que X seja um

reticulado dizemos que PX é um empacotamento em reticulado de esferas de

raio ρ.

Seja Λ um reticulado em Rn e x1, x2, . . . xN ∈ Rn \ Λ, um empacotamento

periódico é definido como em (2.2) fazendo

X =
N⋃
j=1

(xj + Λ),

onde x + Λ := {x+ v : v ∈ Λ} . O seguinte exemplo mostra um empacotamento

periódico.

Exemplo 2.24. Considere Λ = L(M), onde M =

(
2 3

−1 1

)
e x1 = (0, 1), x2 =

(0, 2), x3 = (0, 3).

Figura 2.4: Empacotamento periódico
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Dado que o conjunto associado a um empacotamento é discreto, o numero

ρ :=
1

2
min {‖x− y‖ : x, y ∈ X, x 6= y} > 0

é denominado raio de empacotamento. Quando X é um reticulado tem-se

ρ =
1

2
min {‖x‖ : x ∈ X, x 6= 0} =

1

2
λ1(X),

onde λ1 como na Definição 2.19 é o vetor de comprimento mı́nimo no reticulado. Se

X = L(M), então para cada x ∈ Λ

‖x‖2 = x · x = (ξM) · (ξM)t = ξGξt = f(ξ), (2.3)

onde ξ ∈ Zn e G = MM t é a matriz de Gramm.

Note que f é uma forma quadrática e vale:

4ρ2 = min {f(ξ) : ξ ∈ Zn} .

Tal mı́nimo da função f é chamado mı́nimo homogêneo. A formas definidas

positivas com coeficientes racionais guardam muita relação com os reticulados, para

mais detalhes ver [7].

Dado um empacotamento P e r > 0 o número

∆P(r) :=
V ol(Bn(0, r) ∩P)

V ol(Bn(0, r))

é chamado densidade finita.

Definição 2.25. A densidade de empacotamento de um empacotamento PX é

∆P := lim sup
r→+∞

∆P(r) (2.4)

o limite superior das densidades finitas.

A constante de empacotamento é definida por

∆n := sup
P

∆P , (2.5)

onde o supremo é feito sobre todos os posśıveis empacotamentos P em Rn.

Em [19, Existence Theorem] mostra-se que o valor (2.5) é atingido para cada

n ∈ N>0. São poucos as valores para os que se conhece ∆n. Em dimensão 1

é trivial ∆1 = 1. Em dimensão 2 o empacotamento associado ao reticulado
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hexagonal do Exemplo 2.4 tem maior densidade no plano, fato mostrado por Axel

Thue [36] em 1892 ver [16]. Em dimensão 3, torna-se mais dif́ıcil. O Problema

conhecido como conjetura de Kepler desde 1611; afirma que ∆3 = π√
18

. Em 1998

Thomas Hales deu uma prova desta conjectura e mostra que a igualdade é atingida

pelo empacotamento associado ao reticulado f.c.c do Exemplo 2.5 basada em

cálculos computacionais, a revista Annals of Mathematics decidiu dar um 99%

da vericidade da prova, já que era imposśıvel verificar os três gigabytes de código

veja [35], [20].

O número que deseja-se conhecer é ∆n para cada n ∈ N. Recentemente Maryna

Viazovska provou ∆8 = π4

384
≈ 0.25367 é atingido pela densidade do empacotamento

em reticulado

1√
2

{
(xi) ∈ Z8 ∪ (Z +

1

2
)8 :

8∑
i=1

xi ≡ 0 mod(2)

}
(2.6)

o qual é chamado E8-empacotamento que estudaremos mais em detalhe na seguinte

seção.

A seguir mostraremos que a fórmula (2.4) quando PX é um empacotamento em

reticulado ou periódico, tem uma expressão em termos dos elementos do reticulado.

Para isto usaremos o resultado abaixo cuja prova pode ser encontrada em [18, Satz

4].

Teorema 2.26. Seja K um conjunto compacto e convexo e P um empacotamento

em Rn. Então vale

∆P = lim sup
r−→∞

1

V ol(rK)

∑
B

V ol(B),

onde rK = {rx : x ∈ K} e a soma é feita sobre todas as bolas do empacotamento

tais que B ⊂ rK.

Corolario 2.27. Sejam Λ um reticulado em Rn e PΛ o empacotamento em reticu-

lado associado a Λ. Então

∆PΛ
=
V ol(B(0, ρ))

V ol(P)
=

πn/2ρn

det1/2(Λ)Γ(n/2 + 1)
. (2.7)

Aqui ρ é o raio de empacotamento, P é o paraleleṕıpedo fundamental associado a Λ

e Γ é a função Gamma.

Demonstração. Suponhamos que Λ = L(M) onde M tem linhas vi, i = 1, . . . , n.
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Consideremos o conjunto

K =

{
n∑
i=1

tivi : −1 ≤ ti ≤ 1

}
,

compacto e convexo. Note-se que V ol(K) = 2n| det(M)|. Pelo Teorema 2.26, para

m ∈ N
∆PX

= lim sup
m−→∞

1

V ol(mK)

∑
B

V ol(B).

Como mK = {
∑n

i=1 tivi : −m ≤ ti ≤ m}, então # {B : B ⊂ mK} = (2m−1)n. Dáı∑
B

V ol(B) = (2m− 1)nV ol(B(0, ρ))

Assim,

1

V ol(mK)

∑
B

V ol(B) =
1

mnV ol(K)
(2m− 1)nV ol(B(0, ρ))

=
1

mn2n| det(M)|
(2m− 1)nV ol(B(0, ρ))

= (1− 1

2m
)n
V ol(B(0, ρ))

| det(M)|

Fazendo m −→∞ obtemos o que queremos, o que conclui a prova.

Corolario 2.28. Seja Λ um reticulado em Rn e x1, x2, . . . , xN ∈ Rn \Λ. Considere

PX um empacotamento periódico associado a X = ∪Nj=1(xj + Λ). Então

∆PX
=

Nπn/2ρn

| det1/2(Λ)|Γ(n/2 + 1)
,

onde ρ é o raio de empacotamento.

Demonstração. consideremos

ρ =
1

2
min {‖x− y‖ : x, y ∈ X, x 6= y}

o raio de empacotamento. A configuração de bolas da translação associada a x1 é a

mesma configuração associada ao reticulado, ver Figura 2.4, então vale

∆1 =
πn/2ρn

det1/2(Λ)Γ(n/2 + 1)
,

mas há N configurações do mesmo tipo, logo ∆PX
= ∆1 + ∆2 + . . .+ ∆N .
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2.4 Reticulado dual

Nessa seção fins definiremos o reticulado dual, os sub-reticulados, as homotetias, os

reticulados inteiros, pares, unimodulares e os autoduais. Damos a seguir a definição

de sub-reticulados como subgrupos do mesmo reticulado.

Seja Λ um reticulado. Dizemos que Λ′ ⊆ Λ é um sub-reticulado de Λ quando Λ′

é um reticulado contido em Λ. Também podemos definir num reticulado a operação

de multiplicação por uma constante não nula.

Definição 2.29. Dado um reticulado Λ em Rm, definimos a operação homotetia

tal que para cada t ∈ R
tΛ = {tv : v ∈ Λ}

o qual é um reticulado em Rm.

Podemos ver das definições que Λ ⊆ span(Λ) ⊆ Rm. Portanto, podemos con-

siderar Λ como subgrupo aditivo normal de span(Λ). Assim podemos considerar o

grupo quociente span(Λ)/Λ = {x+ Λ : x ∈ span(Λ)}. Da mesma forma é posśıvel

para um subgrupo Λ′ de Λ, Λ/Λ′ = {x+ Λ′ : x ∈ Λ}.
Notemos que para cada k ∈ Z, kΛ ⊆ Λ. A seguinte proposição nos permite

descrever de maneira expĺıcita os grupos quocientes anteriormente mencionados.

Proposição 2.30. Seja Λ um reticulado em Rm de posto n. Então

i) span(Λ)/Λ ∼= Rn/Zn

ii) Para cada k ∈ Z, kΛ é um subgrupo de Λ e Λ/kΛ ∼= (Z/kZ)n.

Demonstração. i) Suponhamos que Λ = L(M) onde M tem linhas linearmente inde-

pendentes vi ∈ Rm, i = 1, . . . , n. Consideremos a aplicação σ : span(Λ) −→ Rn/Zn

dada por σ(
∑n

i=1 αivi) := (α1, . . . , αn) + Zn. É claro que σ é um homomorfismo

de grupos com Ker(σ) = Λ. Logo, a conclusão segue do primeiro dos teoremas de

isomorfismos.

ii) Não é dif́ıcil verificar que kΛ é um subgrupo de Λ. definamos agora ψ : Λ −→
Zn dada por ψ(vi) := ei, i = 1, . . . , n. Fica claro que ψ é um isomorfismo de grupos.

Portanto

Λ/kΛ ∼= Zn/k(Z)n ∼= (Z/kZ)n.

A seguir vamos considerar apenas reticulados de posto completo e damos nomes

a alguns reticulados especiais que apareceram na teoria desenvolvida aqui.
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Definição 2.31. Seja Λ um reticulado em Rn. O reticulado dual Λ∗ é definido

por

Λ∗ = {x ∈ Rn : x · v ∈ Z, ∀v ∈ Λ} . (2.8)

O seguinte lema mostra que Λ∗ é de fato um reticulado e dá uma caracterização

dele a partir da matriz geradora de Λ.

Lema 2.32. Seja Λ um reticulado em Rn tal que Λ = L(M). Então Λ∗ = L([M−1]t).

Demonstração. Seja Λ′ = L([M−1]t). Mostremos que Λ′ = Λ∗.

Seja w ∈ Λ′ então w = ξ1[M−1]t para algum ξ1 ∈ Zn. Tome v ∈ Λ, então v = ξ2M

para algum ξ2 ∈ Zn, então

w · v = ξ1[M−1]t · ξ2M = ξ1 · ξ2 ∈ Z

Assim, w ∈ Λ∗.

Seja agora x ∈ Λ∗ como [M−1]t é invert́ıvel, existe y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn tal que

x = y[M−1]t. Mostraremos que y ∈ Zn.

Para ξ ∈ Zn qualquer, temos

y · ξ = y · ξMM−1 = x · ξM ∈ Z.

Em particular para ξ = ei, temos que yi ∈ Z para i = 1, 2 . . . n, então y ∈ Zn. Como

consequência x ∈ Λ′.

Definição 2.33. Seja Λ um reticulado em Rn.

1) Λ é inteiro se v · w ∈ Z para todo v, w ∈ Λ

2) Λ é par se ‖v‖2 ∈ 2Z para todo v ∈ Λ

3) Λ é umimodular det(Λ) = 1

4) Λ é autodual se Λ∗ = Λ

Lema 2.34. Seja Λ um reticulado em Rn inteiro. Então vale

Λ ⊆ Λ∗ ⊆ 1

det(Λ)
Λ.

Demonstração. Seja v ∈ Λ, como Λ é inteiro para cada w ∈ Λ, v · w ∈ Z, então

v ∈ Λ∗. Assim Λ ⊆ Λ∗.

Para a segunda inclusão: Suponhamos Λ = L(M) para alguma M ∈ Mn×n(R)
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invert́ıvel. Pelo Lema 2.32, Λ∗ = L((M−1)t).

De outro lado a matriz de Gram G = MM t = (vi · vj) ∈Mn×n(Z) tem inversa

G−1 =
1

det(Λ)
Adj(G),

onde Adj(G) é a matriz adjunta de G. Logo, dado w ∈ Λ∗, existe ξ ∈ Zn tal que

w =ξ(M−1)t = ξ(M−1)tM−1M = ξ(M t)−1M−1M = ξ(MM t)−1M

=ξG−1M =
1

det(Λ)
ξAjd(G)M =

1

det(Λ)
ξ′M,

onde ξ′ = ξAjd(G) ∈ Zn. Assim Λ∗ ⊆ 1
det(Λ)

Λ.

Teorema 2.35. Seja Λ um reticulado em Rn. Se Λ é inteiro e unimodular então,

Λ é autodual.

Demonstração. Dado que Λ inteiro e det(Λ) = 1. Pelo Lema 2.34 temos Λ = Λ∗.

Isto é Λ é autodual.

Corolario 2.36. Todo reticulado par e unimodular é autodual.

Demonstração. Segue-se da identidade, 〈v, w〉 = 1
2

(‖v + w‖2 − ‖v‖2 − ‖w‖2) para

todo v, w ∈ Λ, que todo reticulado par é inteiro. Logo, do Teorema 2.35, Λ é

autodual.

Na seguinte seção damos o mais importante exemplo de reticulado sobre o qual

é basado o principal resultado nesta dissertação.

2.5 O reticulado E8

O reticulado E8 é um reticulado gerado por vetores x ∈ E8 tais que ‖x‖2 = 2,

também conhecido como Gosset lattice. Este pode ser caracterizado como o

único, par e unimodular de posto 8 em R8 cuja forma quadrática 2.3 é definida

positiva veja [32]. O grupo das isometrias (transformações ortogonais dele mesmo

em ele mesmo) é gerado pelas reflexões e tem ordem 21435527 veja [30, Teorema 6].

O seguinte teorema provado por Mordell, afirma a unicidade do reticulado E8

em R8. Uma prova pode ser encontrada em [31], [17].

Teorema 2.37. Seja Λ um reticulado de posto n ≤ 8, integral e unimodular. Então

Λ ∼= Zn, ou n = 8 e Λ ∼= E8.
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A seguir damos uma definição do reticulado E8.

E8 :=

{
(xi) ∈ Z8 ∪ (Z +

1

2
)8 :

8∑
i=1

xi ≡ 0 mod 2

}
. (2.9)

Mostramos a seguir que E8 é de fato um reticulado.

Lema 2.38. Temos que E8 = L(M) onde

M =



2 0 0 0 0 0 0 0

−1 1 0 0 0 0 0 0

0 −1 1 0 0 0 0 0

0 0 −1 1 0 0 0 0

0 0 0 −1 1 0 0 0

0 0 0 0 −1 1 0 0

0 0 0 0 0 −1 1 0

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2


. (2.10)

Demonstração. Seja Λ = L(M). Mostraremos que E8 = Λ.

Como as linhas de M estão em E8, temos que Λ ⊆ E8. Para a outra inclusão

seja X = E8 \ Λ. Mostraremos que X = ∅. Suponhamos X 6= ∅. Seja v ∈ X,

então v ∈ E8 e v /∈ Λ. Como Λ contem a (1/2,1/2,. . . ,1/2) podemos supor que

v tem coordenadas inteiras. Por inspeção verificamos que Λ contem os vetores da

forma 2ei, i = 1, 2 . . . , 8. Portanto os elementos de X são da forma v = (vi) onde

vi ∈ {0, 1}. Isto força v = (0, . . . , 0) ou v = (1, 1, . . . , 1) o qual é um absurdo. Logo,

X = ∅. Assim E8 = Λ.

Corolario 2.39. O reticulado E8 é unimodular.

Demonstração. Um calculo simples mostra que det(M) = 1

Lema 2.40. O reticulado E8 é par.

Demonstração. Seja v = (vi) ∈ E8. Mostraremos que ‖v‖2 ∈ 2Z. Como v ∈ E8,

(vi) ∈ Z8 ∪ (Z +
1

2
)8 e

8∑
i=1

vi ≡ 0 mod 2. (2.11)

Suponhamos que
∑8

i=1 vi = 2s, para algum s ∈ Z. Logo,

(
8∑
i=1

vi)
2 = ‖v‖2 + 2

∑
j 6=k

vjvk = 4s2, j, k = 1, . . . , 8 (2.12)

De (2.11) resultam os dois casos:
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• Se v ∈ Z8, de (2.12) temos: ‖v‖2 = 4s2 − 2
∑

j 6=k vjvk ≡ 0 mod 2

• Se v ∈ (Z + 1
2
)8, então existem mi ∈ Z tais que 2vi = 2mi + 1, i = 1, . . . , 8.

Logo,

16s2 = (
8∑
i=1

(2vi))
2 = ‖2v‖2+2

∑
j 6=k

(2vj)(2vk) = 4‖v‖2+2
∑
j 6=k

(2mj+1)(2mk+1)

(2.13)

Dado que (2mj + 1)(2mk + 1) = 4tjk + 2sjk + 1 para alguns tjk, sjk ∈ Z, j, k =

1, . . . , 8. Então de (2.13) temos que

4‖v‖2 = 16s2 − 2
∑
j 6=k

(4tjk + 2sjk + 1)

= 16s2 − 8
∑
j 6=k

tjk − 4
∑
j 6=k

sjk − 2
∑
j 6=k

1

Assim, ‖v‖2 ∈ 2Z, o que conclui a prova.

Lema 2.41. Existem 240 vetores em E8 com norma mı́nima λ1(E8) =
√

2.

Demonstração. As únicas formas posśıveis de escolher estos vetores com norma
√

2

são:

• (±1,±1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) e permutações.

• (±1/2,±1/2, . . . ,±1/2) e permutações.

No segundo caso o número dos signos (−) deve ser par e o numero dos signos (+)

também é par. Para o primeiro caso há 22
(

8
2

)
= 112 vetores e para o segundo caso

há 27 = 128 vetores, para um total de 240 vetores.

2.6 Séries de Fourier e fórmula somatória de Pois-

son

Estudaremos Séries de Fourier para funções Λ-periódicas onde Λ é um reticulado de

posto completo em Rn, nosso objetivo será dar as condições suficientes para ter a

convergência da série derivar a fórmula somatória de Poisson.

Dado Λ um reticulado de posto completo em Rn. Diremos que uma função f :

Rn −→ C é Λ-periódica se

f(x+ v) = f(x), ∀x ∈ Rn, ∀v ∈ Λ
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para todo x ∈ Rn e todo v ∈ Λ. Tais funções podem ser identificadas como funções

definidas em T n := Rn/Λ chamado Toro n-dimensional com respeito a Λ. Quando

Λ = Zn escreveremos Tn. Como toda função periódica fica completamente determi-

nada pelos valores sobre o paraleleṕıpedo fundamental, vamos considerar apenas o

paraleleṕıpedo P associado a Λ e o cubo n-dimensional Qn = [0, 1)n associado a Zn.

Faremos a identificação de integração e mesurabilidade sobre o toro com a measura-

bilidade e integração no paraleleṕıpedo P com respeito da medida de Lebesgue da

seguinte forma ∫
Tn
f(x)dx :=

∫
P
f(x)dx.

Para simplificar a escrituras das derivadas adotamos a notação de Laurent Schwartz.

Para f : Rn −→ C, x ∈ Rn e I = (i1, . . . , in) ∈ Nn

|I| :=
n∑
j=1

ij, ∂
If :=

∂|I|f

∂xi1 . . . ∂xin
, x|I| = xi11 . . . x

in
n

Definimos os espaços

Ck(T n) :=
{
f : T n −→ C : ∂If é cont́ınua, |I| ≤ k

}
.

No caso k = 0 , C0(T n) é o conjunto das funções continuas sobre T n.

Lp(T n) :=

{
f : T n −→ C :

(∫
Tn
|f(x)|pdx

)1/p

<∞

}

onde 1 ≤ p <∞.

A convolução de f, g ∈ L1(T n) é dada por

f ∗ g(x) :=

∫
Tn
g(x− y)f(y)dy

para todo x ∈ T n.

A transformada de Fourier (cont́ınua) de f : Rn −→ C é definida como se faz

usualmente

F(f)(ξ) :=

∫
Rn
f(x)e−2πix·ξdx

para ξ ∈ Rn.

Dado um reticulado Λ em Rn. Dizemos que a expressão

P (x) :=
∑
v∈Λ∗

ave
2πix·v, av ∈ C,

é um polinômio trigonométrico sobre Λ, se todos os termos na soma são nulos exceto
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uma quantidade finita deles. Definimos

AΛ := {P : T n −→ C : P é polinômio trigonométrico sobre Λ}

o conjunto dos polinômios trigonométricos sobre Λ. Nesta seção vamos entender

quando uma função Λ-periódica pode ser representada como limite de polinômios

trigonométricos.

Definição 2.42. Seja Λ um reticulado em Rn. Consideramos o conjunto

PΛ := {f : Rn −→ C : f é Λ-periódica } .

Para f ∈ PΛ e para cada v ∈ Λ∗, definimos o v−ésimo coeficiente de Fourier

de f

f̂(v) :=
1

|Λ|

∫
Tn
f(x)e−2πix·vdx,

onde |Λ| := V ol(P). A série ∑
v∈Λ∗

f̂(v)e2πix·v

é chamada série de Fourier de f.

A seguinte proposição mostra algumas propriedades da transformada de Fourier.

Proposição 2.43. Sejam Λ um reticulado em Rn, f, g ∈ PΛ. Então

i) O operador ̂ : L1(T n) −→ `∞(Λ∗) é linear e limitado, e vale

‖f̂‖`∞(Λ∗) ≤
1

|Λ|
‖f‖L1(Tn).

ii) Para f ∈ L1(T n), tem-se τ̂hf(v) = e−2πiv·hf̂(v) onde τhf(x) := f(x− h).

iii) Se f ∈ Ck(T n) então (̂DIf)(v) = (2πiv)|I|f̂(v) para todo I ∈ Nn
≥0 com |I| ≤ k.

iv) Se f, g ∈ L1(T n), f̂ ∗ g(v) = |Λ|f̂(v)ĝ(v).

v) Para f ∈ L1(T n), temos

lim
|v|→∞

f̂(v) = 0.

A asserção v) é chamado lema de Riemann-Lebesgue.

Demonstração. i) e ii) são imediatos da definição. Para verificar iii), aplicamos

integração por partes. Para provar iv) utilizamos o teorema de Fubini.

Vamos provar v). Suponhamos que Λ = L(M). Para cada v ∈ Λ∗, vale

f̂(v) =
1

|Λ|

∫
Tn
f(x)e−2πix·vdx.
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Pelo Lema 2.32, existe ξ ∈ Zn tal que v = ξ(M−1)t. Então

f̂(v) =
1

|Λ|

∫
Tn
f(x)e−2πix·ξ(M−1)tdx.

Fazendo a mudança de variável

T : Rn −→ Rn, u 7−→ uM.

Temos um isomorfismo tal que T (Qn) = P e det(T ) = det(M). Pelo Lema 2.13,

V ol(P) = |det(M)|, então

f̂(v) =
|det(M)|
|Λ|

∫
Tn
f(uM)e−2πiu·ξdu =

∫
Tn
f̃(x)e−2πiv·ξdx, onde f̃(x) := f(xM).

Além disso, f̃ ∈ L1(Tn)⇔ f ∈ L1(T n).

Então, sem perda de geralidade vamos supor que Λ = Zn. Agora, como o conjunto

das funções em escada é denso em L1(Tn), dado ε > 0, existe uma função em escada

s tal que ‖f − s‖L1(Tn) < ε/2. Logo

|f̂(ξ)| ≤ ‖f̂ − s‖l∞(Λ∗) + |ŝ(ξ)| ≤ ‖f̂ − s‖L1(Rn) + |ŝ(ξ)| < ε/2 + |ŝ(ξ)|.

Então, é suficiente mostrar que o lema vale para funções em escadas. Para isso é

suficiente mostrar que:

lim
‖ξ‖→∞

∫
R
e−2πix·ξdx = lim

‖ξ‖→∞

n∏
j=1

∫ bj

aj

e−2πxj ·ξdxj = 0 (2.14)

para todo retângulo R =
∏n

j=1[aj, bj] ⊆ Qn.

Com efeito, como ‖ξ‖ → ∞, existe j, 1 ≤ j ≤ n tal que |ξj| → ∞ então

|
∫ bj

aj

e−2πix,ξjdx| = | 1

2πiξj

{
e−2πiaj − e−2πibj

}
| ≤ 1

π|ξj|
−→ 0 quando |ξj| → ∞,

que prova (2.14).

Vários resultados são parecidos ao caso uni-dimensional. Aqui o produto interno

que faz de L2(T n) um espaço de Hilbert é definido como se faz usualmente

〈f, g〉 :=

∫
Tn
f(x)g(x)dx.

O conjunto de polinômios trigonométricos é um conjunto denso nos espaços C0(T n)

e L2(T n). A seguir mostraremos este e outros fatos.
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Lema 2.44. Seja Λ um reticulado em Rn tal que Λ = L(M). Para cada v ∈ Λ∗

definimos

fv(x) := e2πix·v

para x ∈ T n. Então fv ∈ PΛ para cada v ∈ Λ∗ e o conjunto {fv}v∈Λ∗ é um conjunto

ortogonal.

Demonstração. Sejam Λ∗ o reticulado dual de Λ, P o paraleleṕıpedo fundamental

associado a Λ. É claro que fv ∈ PΛ para cada v ∈ Λ∗.

Sejam v, w ∈ Λ∗. Se v = w, então 〈fv, fw〉 = V ol(P). Suponhamos que h = w− v 6=
0, h ∈ Λ∗, pelo Lema 2.32 sabemos que Λ∗ = L([M−1]t). Então existe ξ ∈ Zn, ξ 6= 0

tal que h = ξ[M−1]t. Sabemos que a mudança de variável

T : Rn −→ Rn, u −→ uM = x

é um isomorfismo tal que T (Qn) = P e det(T ) = det(M). Então, pelo teorema de

mudança de variáveis temos que:

〈fv, fw〉 =

∫
Tn
e−2πix·ve2πix·wdx =

∫
Tn
e2πix·ξ[M−1]tdx = |detM |

∫
Tn
e2πix·ξdx.

Como existe ξj ∈ Z tal que ξj 6= 0. Então

∫
Tn
e2πix·ξdx =

n∏
i=1

∫ 1

0

e2πixiξidxi = 0.

Assim o conjunto {fv}v∈Λ∗ é ortogonal.

Proposição 2.45. Seja Λ um reticulado em Rn. Então,

i) O conjunto AΛ é denso em C0(T n) e Lp(T n), para 1 ≤ p <∞.

ii) Se f ∈ L1(T n) tal que f̂(v) = 0 para todo v ∈ Λ∗, então f(x) = 0 em q.t.p

x ∈ Rn.

iii) Se f ∈ L1(T n) e f̂ ∈ l1(Λ∗), então

f(x) =
∑
v∈Λ′

f̂(v)e2πix·v (2.15)

para quase todo x ∈ T n. Em particular f pode ser modificada num conjunto de

medida nula tal que f ∈ C0(T n) e vale ainda (2.15).

Demonstração. i) Consideremos o conjunto AΛ dos polinômios trigonométricos

sobre Λ. Então AΛ é um álgebra em C0(T n) que separa pontos, contem as

constantes e é fechado pela conjugação complexa. Então, pelo Teorema de

Stone-Weierestrass, AΛ é denso em C0(T n). Como C0(T n) é denso em Lp(T n)
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para 1 ≤ p <∞, isso conclui a prova de i).

ii) Suponhamos que f̂ = 0, então∫
Tn
f(x)e−2πix·vdx = 0 ∀v ∈ Λ∗.

Logo,
∫
Tn
f(x)P (x)dx = 0 para todo P ∈ AΛ. Isto implica∫

Tn
f(x)g(x)dx = 0 (2.16)

para toda função g ∈ C0(T n).

Agora, sejam a ∈ int(P) e r > 0 tal que B(a, r) ⊂ P . Definimos

h(x) := χB(a,r)(x), ∀x ∈ P .

Para cada m ∈ N consideremos a sequência de funções fm : Rn −→ R. Dadas

por

fm(x) :=
dist(x,P \B(a, r))

dist(x,P \B(a, r)) + dist(x,B(a, rn))
, x ∈ P ,

fm(x+ v) := fm(x), ∀x ∈ P ∀v ∈ Λ,

onde a sequencia {rm}m∈N satisfaz: 0 < rm < rm+1 < r e limm→∞ rm = r. Não

é dif́ıcil verificar que fm ∈ C0(T n), ∀m ∈ N e

lim
m→∞

fm(x) = h(x), ∀x ∈ Rn.

Agora, por (2.16) e o teorema da convergência dominada de Lebesgue [28,

Teorema 1.34]

lim
m→∞

∫
P
f(x)fm(x)dx =

∫
P
f(x)χB(a,r)(x)dx =

∫
P
f(x)χB(0,r)(a− x)dx = 0.

(2.17)

Logo, pelo teorema de diferenciação de Lebesgue [29, Corolário 2.13] e (2.17)
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temos

f(a) = lim
r→0+

1

V ol(B(a, r))

∫
B(a,r)

f(x)dx

= lim
r→0+

1

V ol(B(r, 0))

∫
P
f(x)χB(r,0)(a− x)dx

= 0

em q.t.p a ∈ Rn.

iii) Dado que
∑

v∈Λ∗ |f̂(v)| <∞, temos que a função

g(x) =
∑
v∈Λ∗

f̂(v)e2πix·v

é o limite uniforme de funções continuas. Logo g ∈ C0(T n) ⊂ L1(T n) e ĝ(v) =

f̂(v) para cada v ∈ Λ∗, pelo Lema 2.44 temos então, que h = f − g ∈ L1(T n)

com ĥ = 0. Por ii) se segue que h = 0 em q.t.p x ∈ Rn, isto é f = g em q.t.p

x ∈ Rn.

A seguir vamos provar um teorema de grande importância e aplicações na ma-

temática.1

Proposição 2.46. (Parseval)

Seja Λ um reticulado em Rn. Se f ∈ L2(T n), então f̂ ∈ `2(Λ∗) e vale

‖f̂‖`2(Λ∗) =
1

|Λ|
‖f‖L2(Tn).

Mais ainda, o operador ̂ : L2(T n) −→ `2(Λ∗) é sobrejetivo.

Demonstração. Seja f ∈ L2(T n) e consideremos o conjunto de funções em L2(T n)

M :=

{
1√
|Λ|

fv(x) : w ∈ Λ∗

}
.

Sabemos M é um conjunto ortonormal pelo Lema 2.44 e pela Proposição 2.45,

spanS = L2(T n) na norma de L2(T n). Por [34, Teorema 2.3] parte iii), a sequência

SN(f)(x) :=
∑
‖w‖≤N

〈
f,

1√
|Λ|

fw(x)

〉
1√
|Λ|

fw(x) =
∑
‖w‖≤N

f̂(w)e2πix·w

1Porém, esse resultado não será usado nesta nesta dissertação.
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é tal que

lim
N→∞

‖SN − f‖L2(Tn) = 0

Dáı

lim
N→∞

‖SN‖2
L2 = ‖f‖2

L2 ⇔
∑
w∈Λ∗

|f̂(w)|2 =
1

|Λ|
‖f‖L2(Tn) ⇔ ‖f̂‖`2(Λ∗) =

1

|Λ|
‖f‖L2(Tn)

Seja {av}v∈Λ∗ em l2(Λ∗), consideremos sN(x) =
∑
|v|≤N ave

2πix·v então para

M,N ∈ N com N < M

‖sM − sN‖L2 ≤
∑

N<|v|≤M

|av|2.

Portanto, {sN}N∈N é de Cauchy, existe g ∈ L2(T n) tal que g(x) =
∑

v∈Λ∗ ave
2πix·v.

Como ŝN(v) =
∫

Π
sN(x)e2πix·vdx = av, temos que av = ĝ(v) para cada v ∈ Λ∗

se segue que o operador transformada de Fourier é sobrejetivo, o que conclui a

prova.

Vamos apresentar agora um resultado que relaciona a transformadas discretas

e continuas de Fourier conhecido como fórmula de somatória de Poisson. Aqui

precisa-se de um decaimento das funções f e F(f).

Teorema 2.47. [Fórmula somatória de Poisson]

Seja f : Rn −→ C uma função cont́ınua. Suponha que existam C, ε > 0 tais que

|f(x)| ≤ C
1

(1 + ‖x‖)n+ε
e |F(f)(ξ)| ≤ C

1

(1 + ‖ξ‖)n+ε
, (2.18)

para todo x, ξ ∈ Rn. Então vale

∑
v∈Λ

f(x+ v) =
1

|Λ|
∑
w∈Λ∗

F(f)(w)e2πix·w (2.19)

para todo x ∈ Rn. Em particular

∑
v∈Λ

f(v) =
1

|Λ|
∑
w∈Λ∗

Ff(w).

Demonstração. Da condição (2.18) temos que f,F(f) ∈ L1(Rn). Portanto que

F(f) ∈ C0(Rn). Definimos

F (x) :=
∑
v∈Λ

f(x+ v), x ∈ Rn

Notemos que F ∈ PΛ. Pela condição (2.18) e v ∈ Λ com ‖v‖ o suficientemente
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grande

|f(x+ v)| ≤ C
1

(1 + ‖x+ v‖)n+ε
≤ C

1

(1−R + ‖v‖)n+ε
, R = max

x∈P
‖x‖,

para todo x ∈ Rn. Então
∑

v∈Λ |f(x+ v)| converge absolutamente e uniformemente

em Rn. Logo F ∈ C0(T n).

Por outro lado∫
Tn
|
∑
v∈Λ

f(x+ v)|dx =
∑
v∈Λ

∫
P
|f(x+ v)|dx = ‖f‖L1(Rn) <∞. (2.20)

Então, F ∈ L1(T n). Deduzimos de (2.20) e o teorema de Fubini que

∫
Tn

{∑
v∈Λ

f(x+ v)e−2πix·w

}
dx =

∑
v∈Λ

{∫
Tn
f(x+ v)e−2πix·wdx

}
(2.21)

para todo w ∈ Λ∗.

Os coeficientes de Fourier de F . Obtemos usando (2.21) que

F̂ (w) =
1

|Λ|

∫
Tn
F (x)e−2πix·wdx =

1

|Λ|

∫
P

{∑
v∈Λ

f(x+ v)e−2πix·w

}
dx

=
1

|Λ|
∑
v∈Λ

{∫
P
f(x+ v)e−2πix·wdx

}
=

1

|Λ|

∫
Rn
f(x)e−2πix·wdx

=
1

|Λ|
F(f)(w) para todo w ∈ Λ∗.

A condição (2.18) para F(f) implica que

|F̂ (w)| = 1

|Λ|
|F(f)(w)| ≤ C

|Λ|
1

(1 + ‖w‖)n+ε

para todo w ∈ Λ∗. Então, F̂ ∈ l1(Λ∗) e deduzimos da Proposição 2.45 parte iii)

F (x) =
∑
w∈Λ∗

F̂ (w)e2πix·w (2.22)

em q.t.p x ∈ Rn. Como F ∈ C0(T n), (2.22) vale em todo x ∈ Rn, o que conclui a

prova do teorema.

Observação 2.48. A fórmula (2.19) da Teorema 2.47 vale em q.t.p x ∈ Rn ainda

sem supor f continua.

Para um estudo mais detalhado do analise da convergência das Séries de Fourier

quando Λ = Zn, ver [6].
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Caṕıtulo 3

O grupo modular e formas

modulares

Neste caṕıtulo encontraremos transformações do tipo

τ ′ =
aτ + b

cτ + d
,

onde a, b, c, d são inteiros com ad−bc = 1. Definiremos as formas modulares como as

Séries de Eisenstein Gk(τ), a função determinante ∆(τ) e função eĺıptica j-invariante

j(τ).

3.1 O grupo modular

Definição 3.1. O grupo modular é o grupo das matrizes 2×2 com entradas in-

teiras e determinante 1,

SL2(Z) :=

{(
a b

c d

)
∈M2×2(Z) : ad− bc = 1

}
.

Proposição 3.2. O grupo modular SL2(Z) é gerado pelas matrizes

T =

(
1 1

0 1

)
e S =

(
0 −1

1 0

)
,

isto é, para cada α ∈ SL2(Z) existem r ∈ N>0 e inteiros ni, i = 1, . . . , r tais que

α = T n1Sn2T n3 . . . Snr−1T nr (3.1)

(a representação não é única)
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Demonstração. Primeiramente não é dif́ıcil verificar as duas seguintes identidades :

S2 = −I =

(
−1 0

0 −1

)
, Tm =

(
1 m

0 1

)
,∀m ∈ Z.

Seja α =

(
a b

c d

)
∈ SL2(Z). Sem perda de generalidade vamos supor que c ≥ 0.

Procederemos por indução sobre c.

Se c = 0, temos que ad = 1, então a = d = ±1 e portanto α = T b ou S2T−b.

Se c = 1, b = ad− 1, então

α =

(
a ad− 1

1 d

)
= T aST d.

Vamos supor que vale (3.1) para todo 0 ≤ k < c. Como ad−bc = 1, então (c, d) = 1,

pelo algoŕıtimo da divisão euclidiana, existem q, r ∈ Z tais que

d = cq + r com 0 < r < c.

Como

αT−qS =

(
−aq + b −q

r −c

)
,

deduzimos pela hipóteses de indução que: αT−qS = T n1Sn2T n3 . . . Snr−1T nr , isto

prova que (3.1) vale para c.

O seguinte exemplo mostra duas descomposições diferentes para a mesma matriz

em SL2(Z)

Exemplo 3.3.(
17 29

7 12

)
= T 2ST−3ST−2ST−2ST = T 3ST 2ST 4ST 2.

Os elementos do grupo modular podem também ser vistos como automorfismos

da esfera de Riemann Ĉ = C ∪ {∞}, como as transformações fracionais(
a b

c d

)
z :=

az + b

cz + d
, z ∈ Ĉ. (3.2)

Temos em particular que a transformação acima satisfaz o seguinte:

Se c 6= 0, −d
c
7−→ ∞, e ∞ 7−→ a

c
. Se c = 0, ∞ 7−→ ∞.

A matriz identidade I e sua negativa −I são enviadas na mesma transformação
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identidade. Mais geralmente, cada par ±α ∈ SL2(Z) é enviado em uma única

transformação. O grupo das transformações assim definidas pelo grupo modular,

i.e, fazendo a identificação (3.2) é finitamente gerado pelas transformações

z 7−→ z + 1, z 7−→ −1

z
.

Este grupo é conhecido como PSL2(Z) := SL2(Z)/ {±I}.

O semiplano superior complexo H será denotado por

H := {τ ∈ C : Im(τ) > 0} .

O grupo modular age sobre H da seguinte maneira:

SL2(Z)×H → H, (

(
a b

c d

)
, τ) 7−→

(
a b

c d

)
(τ).

Não é dif́ıcil verificar que se cumprem as condições:

i) Im(

(
a b

c d

)
(τ)) = Im(τ)

|cτ+d|2 , ii) I(τ) = τ, iii) α(β(τ)) = (αβ)(τ).

Para um estudo mais completo desta ação, o leitor pode consultar [23, pag.19-22].

A seguir vamos definir certos subgrupos do grupo modular.

Para simplificar a nossa notação escreveremos Γ1 como o grupo modular SL2(Z).

Definição 3.4. Seja N um inteiro positivo. O subgrupo de congruência de

ńıvel N é

Γ(N) :=

{(
a b

c d

)
∈ Γ1 :

(
a b

c d

)
≡

(
1 0

0 1

)
mod(N)

}
,

onde a congruência é tomada entrada a entrada.

Notemos que Γ(1) = Γ1 e para cada N ∈ N, a aplicação natural

β : Γ1 −→ SL2(Z/NZ))

que associa a classe módulo N a cada entrada de uma matriz em Γ1 é tal que

Γ(N) = ker(β).
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Para cada N ∈ N, o subgrupo Γ(N) tem ı́ndice finito em Γ1, dado exatamente por

[Γ1 : Γ(N)] = N3
∏
p|N

(1− 1

p2
),

onde o produto e percorre todos os números primos p que dividem N (veja [15,

Caṕıtulo 1]).

Definição 3.5. Um subgrupo Γ de Γ1 é chamado um subgrupo de congruência

se existe um inteiro positivo N tal que Γ(N) ⊆ Γ. Em tal caso dizemos que Γ é um

subgrupo de ńıvel N .

Entre tais subgrupos se destacam:

Γ0(N) =

{(
a b

c d

)
∈ Γ1 :

(
a b

c d

)
≡

(
∗ ∗
0 ∗

)
mod(N)

}

Γ1(N) =

{(
a b

c d

)
∈ Γ1 :

(
a b

c d

)
≡

(
1 ∗
0 1

)
mod(N)

}
onde ∗ denota não especificado ou não ter em conta essa entrada. Observamos que

Γ(N) ⊆ Γ1(N) ⊆ Γ0(N) ⊆ Γ1

e pode-se verificar que

Γ1(N)
ϕ→ Z/NZ, com ϕ(

(
a b

c d

)
) := b mod(N)

é um epimorfismo. Logo, ker(ϕ) = Γ(N) E Γ1(N) e [Γ1(N) : Γ(N)] = N . Analo-

gamente temos que

Γ0(N)
ψ→ (Z/NZ)∗, com ψ(

(
a b

c d

)
) := d mod(N)

é um epimorfismo com ker(ψ) = Γ1(N)EΓ0(N), e portanto [Γ0(N) : Γ1(N)] = φ(N),

onde φ é a função tociente de Euler. E como consequência

[Γ0 : Γ1(N)] = N
∏
p|N

(1 +
1

p
).

Proposição 3.6. As matrizes −I =

(
−1 0

0 −1

)
, α0 =

(
1 0

2 1

)
e α1 =

(
1 1

0 1

)
geram o subgrupo de congruência Γ0(2).
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Demonstração. Observemos que αi ∈ Γ0(2), i = 0, 1 e −I ∈ Γ0(2). Logo,

〈−I, α0, α1〉 ⊆ Γ0(2).

Seja

(
a b

c d

)
∈ Γ0(2). Se b = 0, então ad = 1, dáı a = d = ±1 e como c ≡ 0 mod 2,

existe k ∈ Z tal que c = 2k. Assim(
a b

c d

)
=

(
±1 0

2k ±1

)
= ±α±2k

0 ∈ 〈−I, α0, α1〉 .

Suponhamos que b 6= 0. Notemos que a 6= 0 porque c ≡ 0 mod 2. Dado que(
a b

c d

)
αn0 =

(
a+ 2nb b

c+ 2nd d

)
, n ∈ Z (3.3)(

a b

c d

)
αm1 =

(
a am+ b

c cm+ d

)
, m ∈ Z. (3.4)

Multiplicaremos por potências adequadas de α0 e α1 até reduzir a matriz a uma do

tipo considerado anteriormente. Consideramos os casos:

i) Se |a| > |b|, pelo algoŕıtimo da divisão modificado, existem q, r ∈ Z tais que

a = 2bq + r, |r| < |b|. De (3.3) fica,(
a b

c d

)
αn0 =

(
r b

c− 2qd d

)
.

ii) Se |b| ≥ |a|, pelo algoŕıtimo da divisão, existem q, r ∈ Z únicos tais que

b = aq + r, 0 ≤ r < q. De (3.4) fica,(
a b

c d

)
α−q1 =

(
a r

c −cq + d

)
.

Aplicando estes passos alternadamente, chegamos ao caso onde b = 0. Logo, existe

uma matriz g ∈ 〈α0, α1〉 tal que(
a b

c d

)
g ∈ 〈−I, α0, α1〉 .

Assim

(
a b

c d

)
=

(
a b

c d

)
gg−1 ∈ 〈−I, α0, α1〉. Como consequência temos que

Γ0(2) ⊆ 〈−I, α0, α1〉.

Da mesma forma podemos mostrar que o subgrupo de congruência Γ(2) é finita-
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mente gerado. Deixamos este resultado como uma proposição cuja prova pode ser

encontrada em [11, Teorema 3.1].

Proposição 3.7. As matrizes −I =

(
−1 0

0 −1

)
, α0 =

(
1 0

2 1

)
e α2

1 =

(
1 2

0 1

)
geram o subgrupo de congruência Γ(2).

Seja Γ um subgrupo de congruência de Γ1. Consideremos a ação de Γ sobre

Q̂ := Q ∪ {∞} dada por

Γ× Q̂→ Q̂, (G, s) 7−→ Gs.

Não é dif́ıcil verificar que esta ação é transitiva. Portanto a relação

s1 ∼ s2 ⇔ ∃G ∈ Γ : s2 = Gs1,

define uma relação de equivalência sobre Q̂. Denominaremos “∼” uma

Γ-equivalência.

Definição 3.8. Seja Γ um subgrupo de congruência Γ1. Uma classe de uma Γ-

equivalência é chamada uma cúspide de Γ.

A seguir escreveremos uma classe de equivalência s de uma Γ-equivalência sim-

plesmente por s.

Observação 3.9. Note que para cada s ∈ Q, existe G ∈ Γ1 tal que s = G∞. Como

Γ1 é uma união finita de classes laterais Γα, digamos

Γ1 =
n⋃
i=1

Γαi

existe G′ ∈ Γ e i0 tal que G = G′αi0. Logo, s = G′αi0∞, e assim o numero de

cúspides de Γ é limitado por [Γ1 : Γ] <∞. Para mais discussões sobre as cúspides,

sua finitude e resultados importantes (veja [15, seção 3.8]).

A seguinte proposição determina as cúspides de Γ1.

Proposição 3.10. O grupo modular Γ1 tem uma única cúspide, a saber ∞.

Demonstração. Seja C o conjunto das cúspides de Γ1. Mostremos que C = {∞}.
Com efeito:

Seja T =

(
1 1

0 1

)
∈ Γ1. Como T∞ =∞, vale {∞} ⊆ C.

Reciprocamente, peguemos m
n
∈ Q com (m,n) = 1. Então, existem r, s ∈ Z tais que

mr + ns = 1. Seja α =

(
m −s
n r

)
∈ Γ1. Tomemos β = αTα−1 ∈ Γ1, temos que

β∞ = α(T∞) = α∞ = m
n

, logo m
n
∼ ∞ e portanto se tem C ⊆ {∞}.

37



3.2 Formas modulares

Nesta seção estudaremos as formas modulares, funções de importância no estudo

da teoria anaĺıtica dos números, curvas eĺıpticas e geometria discreta como é nosso

caso (veja [15]) .

Duas funções importantes no estudo das formas modulares são:

O fator automórfico j(γ, τ) ∈ C definido por

j(γ, τ) := cτ + d, γ =

(
a b

c d

)
∈ Γ1, τ ∈ H,

e o operador de k-peso, k ∈ Z, denotado por |kγ, γ ∈ PSL2(Z) agindo sobre

funções f : H −→ C como

(f |kγ)(τ) := j(γ, τ)−kf(γτ), τ ∈ H.

O seguinte lema mostra algumas das propriedades do fator automórfico e do

operador de k-peso.

Lema 3.11. Para todo γ, γ′ ∈ Γ1 e τ ∈ H, então

i) j(γγ′, τ) = j(γ, γ′τ)j(γ′, τ),

ii) dadas f : H −→ C e α, β ∈ PSL2(Z), vale

(f |kα)|kβ = f |k(αβ).

Demonstração. i) é consequência da definição. Para ii), temos

(f |kα)|kβ(τ) = j(β, τ)−k(f |kα)(βτ) = j(β, τ)−kj(α, βτ)−kf(αβτ)

= (j(β, τ)j(α, βτ))−kf(αβτ) = j(αβ, τ)−kf((αβ)τ) = f |k(αβ)(τ).

Definição 3.12. Sejam k um inteiro, Γ um subgrupo de congruência de Γ1 e f :

H −→ C uma função meromorfa. Dizemos que f é fracamente modular de peso

k com respeito a Γ ou que f é meromórfica e de k-peso invariante com respeito a

Γ se

f |kγ = f, para todo γ ∈ Γ.

Se f é fracamente modular de peso k respeito a Γ, então seus zeros e polos são

Γ-invariantes como conjuntos.
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Observação 3.13. Quando Γ = Γ1, se f é de k-peso invariante com respeito a Γ,

para α = −I temos

(−1)kf = f.

Em particular, não existem funções não nulas meromórficas de k-peso invariante

com respeito a Γ1 quando k é impar.

A seguir, dada uma função f meromorfa sobre H e de k-peso, invariante com

respeito a Γ. Estudaremos quando f é holomorfa nas cúspides de Γ.

Como Γ é um subgrupo de congruência, existe m ∈ Z+ tal que(
1 m

0 1

)
∈ Γ.

Vamos tomar m mı́nimo. Logo, f é mZ-periódica, e portanto, existe g : D∗ −→ C,

onde D∗ é o disco unitário sem o 0 tal que f(τ) = g(qm), onde qm = e2πiτ/m. Note

que :

τ ∈ H ⇔ |qm| = e−2πIm(τ)/m < 1⇔ qm ∈ D∗.

Se f é holomorfa em H, então g é holomorfa em D∗ e tem expansão em séries de

Laurent. Diremos que f é holomorfa no ∞, se g pode ser estendida holomorfi-

camente à origem do disco unitário D. Nesse caso, f possui uma expansão em série

de Fourier

f(τ) =
∞∑
n=0

anq
n
m =

∞∑
n=0

ane
2πiτn/m.

Considere agora s ∈ Q uma cúspide de Γ, então existe α ∈ Γ1 tal que s = α∞.

Defina f := f |kα. Pode-se verificar sem dificuldade que: f é holomorfa sobre H
implica f é holomorfa sobre H e f e de peso k invariante com respeito a Γ. Diremos

que f é holomorfa em s se f é holomorfa no ∞.

Definição 3.14. Seja k um inteiro e Γ um subgrupo de congruência de Γ1. Uma

função f : H −→ C é uma uma forma modular de peso k com respeito a Γ

se

1) f é holomorfa em H,

2) f é de k-peso invariante com respeito a Γ,

3) f é holomorfa nas cúspides de Γ.

Se, além disso,
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4) a0 = 0 na expansão em Séries de Fourier de f |kα para todo α ∈ Γ1, então f

é dita uma forma cuspidal de k-peso com respeito a Γ.

O conjunto das formas modulares de peso k com respeito a Γ é denotado por

Mk(Γ) e o conjunto das formas cuspidais por Sk(Γ).

Se mudamos as palavras holomorfa em (1) e (3) por meromorfa, diremos que f

é uma forma modular fracamente-holomorfa de peso k com respeito a Γ.

O espaço das formas modulares fracamente-holomorfas de k-peso é denotado por

M!
k(Γ).

Observação 3.15. A condição (3) e (4) na definição acima só precisa ser

verificada para um número finito de α’s pela Observação 3.9.

Quando Γ = Γ1, a Proposição 3.10 nos diz que a única cúspide é ∞. Além disso

q1 → 0⇔ Im(τ)→∞.

Note que, para mostrar que uma função f : H −→ C holomorfa e fracamente

modular com respeito a Γ1 é holomorfa no ∞, não é necessário exibir a sua

expansão em série de Fourier, basta mostrar que limIm(τ)→∞ f(τ) existe ou que f(τ)

é limitada quando Im(τ)→∞.

Observação 3.16. Na condição (3), a expansão em série de Fourier de f não é

única. Com efeito, seja s ∈ Q∪{∞} uma cúspide de Γ, então existe α ∈ Γ1 tal que

α(∞) = s.

Para cada j ∈ Z a matriz ±αβ onde β =

(
1 j

0 1

)
é tal que ±αβ(∞) = s e

f |k(±αβ)(τ) = (±1)k(f |kα)(τ + j).

Seja h ∈ N>0 mı́nimo tal que

(
1 h

0 1

)
∈ α−1Γα. Como Γ(N) ⊆ Γ para algum

N ∈ Z>0 e Γ(N) é normal em Γ1, temos que Γ(N) ⊆ α−1Γα e h divide N .

Logo, se

(f |kα)(τ) =
∞∑
n=0

anq
n
h , qh = e2πiτ/h
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temos que

(f |k(±αβ))(τ) = (±1)k
∞∑
n=0

ane
2πi(τ+j)/h = (±1)k

∞∑
n=0

anµ
nj
h q

n
h

onde µh = e2πi/h é a raiz h-ésima da unidade. Tais expansões em Séries de Fourier

são igualmente válidas para f .

Notemos que o produto de duas formas modulares em Mki(Γ), i = 1, 2 respec-

tivamente pertence ao espaço Mk1+k2(Γ). Assim, a soma direta

M(Γ) :=
⊕
k∈Z

Mk(Γ)

é um anel graduado.

As formas cuspidais Sk(Γ) formam um subespaço do espaço vectorial Mk(Γ) e o

anel graduado

S(Γ) :=
⊕
k∈Z

Sk(Γ)

é um ideal graduado de M(Γ).

A seguir vamos estudar em detalhe algumas formas modulares de peso par com

respeito a Γ1 que possuem um papel especial na teoria.

3.3 Séries de Einsenstein

Definiremos no que segue as series de Einsentein, que são formas modulares fraca-

mente holomorfas, pertencentes aMk(Γ1) para k ≥ 3. Utilizaremos então tais series

para construir uma forma modular cuspidal, o discriminante. Finalmente, vamos

combinar tais funções para definir a função J de Klein que é uma forma modular

fracamente holomorfa de peso 0 respeito a Γ1.

Definição 3.17. Sejam ω1, ω2 ∈ C tal que ω2

ω1
/∈ R. Seja

Ω := {mω1 + nω2 : m,n ∈ Z}

o reticulado gerado por ω1, ω2 (conjunto de peŕıodos). Para k ∈ Z, a série

Gk :=
∑
ω∈Ω
ω 6=0

1

ωk
(3.5)

é chamada Série de Einsenstein de ordem k.
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Lema 3.18. Se α ∈ R a série ∑
ω∈Ω
ω 6=0

1

ωα

converge absolutamente se e só se α > 2.

Demonstração. Considere a região R da Figura 3.1, r = minz∈∂R |z| e R =

maxz∈∂R |z|.
Observemos que temos r ≤ |ω| ≤ R para 8 ω′s em Ω ∩ ∂R.

Figura 3.1: Região R

No seguinte paralelogramo concêntrico 2R, temos 2r ≤ |ω| ≤ 2R para 16 ω′s em

Ω ∩ ∂(2R).

Indutivamente para cada n ∈ N>0, nos paralelogramos nR concêntricos a R, temos

nr ≤ |ω| ≤ nR para 8n ω′s em Ω ∩ ∂(nR).

Consideremos

S(n) =
∑

ω∈∂(nR)

1

|ω|α
.

Então,

8

Rα
+

16

(2R)α
+ . . .+

8n

(nR)α
≤ S(n) ≤ 8

rα
+

16

(2r)α
+ . . .+

8r

(nr)α

isto é
8

Rα

n∑
j=1

1

jα−1
≤ S(n) ≤ 8

rα

n∑
j=1

1

jα−1
.

Portanto, {S(n)}n∈N converge se e só se α > 2.

Agora, pelo Lema 3.18, a série Gk(ω1, ω2) = Gk converge para cada k ≥ 3 inteiro.

Em particular quando τ ∈ H, temos que

Gk(τ) := Gk(1, τ) =
∑
m,n∈Z

(m,n)6=(0,0)

1

(mτ + n)k
:=
∑
m,n

1

(mτ + n)k
(3.6)
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converge absolutamente.

A seguir mostraremos que Gk(τ), k ≥ 3 define uma função holomorfa sobre H.

Lema 3.19. Para α > 2, a função

f(τ) =
∑
m,n

1

(mτ + n)α
(3.7)

define uma função holomorfa sobre H.

Demonstração. Suponha α > 2 fixo. Mostraremos que a série (3.7) converge

normalmente sobre H.

Seja A, δ > 0 e consideremos a faixa

FA,δ := {s+ it ∈ H : |s| ≤ A e 0 < δ < t} . (3.8)

Mostraremos que existe uma constante M = M(A, δ) > 0 tal que

1

|mτ + n|α
≤ M

|mi+ n|α
, (3.9)

para todo τ ∈ FA,δ e todo (m,n) 6= (0, 0) e depois concluiremos pelo Lema 3.18.

Para provar (3.9) é suficiente mostrar que

K|mi+ n|2 ≤ |mτ + n|2

para alguma constante K = K(A, δ) > 0, o que é equivalente a

K(m2 + n2) ≤ (ms+ n)2 + (mt)2, ∀ τ = s+ it ∈ FA,δ. (3.10)

Consideremos os seguintes casos:

• Se m = 0 então (3.10) vale para 0 < K ≤ 1.

• Se m 6= 0, seja q = n
m

, então (3.10) é equivalente a mostrar que existe K > 0

tal que

K ≤ (s+ q)2 + t2

1 + q2
, ∀ τ = s+ it ∈ FA,δ, ∀q ∈ Q. (3.11)

Vamos mostrar que (3.11) vale para K = δ2

1+(A+δ)2 > 0.

Consideremos os subcasos:
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• |q| ≤ (A+ δ). Como (q + δ)2 ≥ 0 e t2 ≥ δ2, então

K =
δ2

1 + (A+ δ)2
≤ t2

1 + q2
≤ (s+ q)2 + t2

1 + q2
.

• |q| > (A + δ). Como | s
q
| ≤ |s|

A+δ
< A

A+δ
< 1 e |1 + s

q
| ≥ 1 − | s

q
| ≥ δ

A+δ
, temos

|q + s| ≥ qδ
A+δ

. Então vale

(s+ q)2 + t2

1 + q2
≥ δ2

(A+ δ)2

q2

1 + q2
(3.12)

Como a função x 7→ x2

1+x2 para x ≥ 0, é crescente, tem-se

q2

1 + q2
≥ (A+ δ)2

1 + (A+ δ)2
. (3.13)

Logo, as desigualdades (3.12) e (3.13) implicam (3.11) .

Como cada compacto de H está contido numa faixa do tipo FA,δ para certos A, δ >

0, a série converge uniformemente sobre os compactos de H e como cada função

fm,n(τ) = 1
(mτ+n)α

é holomorfa sobre H, segue que f é holomorfa. Em particular

para k ≥ 3 inteiro, a série de Einsenstein Gk é holomorfa sobre H.

O lema a seguir é uma ferramenta para encontrar a expansão em séries de Fourier

de Gk para k > 2 inteiro par.

Lema 3.20. Para z ∈ C \ Z vale:

πcot(πz) =
1

z
+
∞∑
d=1

[
1

z − d
+

1

z + d

]
.

Demonstração. Sejam f(z), g(z) os lados esquerdo e direito respectivamente da

igualdade acima. Mostraremos que f = g.

As funções f e g funções são meromorfas em C com polos simples em cada inteiro

com reśıduo 1 e Z-periódicas.

Pode-se verificar que a expansão em Séries de Laurent de f em torno de z = 0 é

dada por

f(z) =
∞∑
n=0

(−1)n2n

(2n)!
π2nz2n−1 =

1

z
+ h1(z),

para alguma função h1 holomorfa em z = 0, com h1(0) = 0.

Além disso, g(z) = 1
z

+ h2(z) para alguma função h2 holomorfa em z = 0,

com h2(0) = 0. Logo, f − g é limitada numa vizinhança de z = 0. Como f, g
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são Z-periódicas, então f − g é limitada numa vizinhança de cada inteiro d ∈ Z e

portanto é inteira.

Mostraremos agora que f − g é limitada. Como f − g é limitada na direção do

eixo x é suficiente mostrar que f e g são limitadas quando |Im(z)| −→ ∞ .

Como

πcot(πz) = π
cos(πz)

sin(πz)
= πi− 2πi

1− e2πiz
. (3.14)

Então

lim
Im(z)→∞

f(z) = −πi,

e como f é impar

lim
Im(z)→−∞

f(z) = πi.

Como consequência f é limitada quando |Im(z)| −→ ∞.

Por outro lado para z = x+ iy com 0 ≤ x < 1 e |y| > 1, temos as desigualdades

|y| ≤ |z| ≤ |y|+ 1

e

|z2 − d2| = |x2 − y2 − d2 + 2xyi| ≥ y2 + d2 − x2 ≥ y2 + d2 − 1.

Dáı segue que

|g(z)| ≤ 1

|y|
+

∣∣∣∣∣
∞∑
d=1

2z

z2 − d2

∣∣∣∣∣
≤ 1

|y|
+ 2(|y|+ 1)

∞∑
d=1

1

y2 + d2 − 1
.

Seja t = byc ∈ N>0. Então, pelo algoritmo da divisão euclidiana

∞∑
d=1

1

y2 + d2 − 1
=

∞∑
m=1

t∑
r=1

1

y2 + (mt+ r)2 − 1
.

Para m ∈ N>0, temos

t∑
r=1

1

y2 + (mt+ r)2 − 1
≤ t

t2 + (mt)2
=

1

t(1 +m2)
.

Logo,

|g(z)| ≤ 1

|y|
+ 2

(1 + |y|)
byc

∞∑
m=1

1

1 +m2
.
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Portanto, g é limitada quando Im(z) → ∞. Logo, pelo Teorema de Liouville,

f − g = c para alguma c ∈ C. Fazendo z = 1
2
, obtemos c = 0, o que conclui a

prova.

Lema 3.21. Para k ≥ 3 inteiro e par temos

Gk(τ) = 2ζ(k) +
2(2πi)k

(k − 1)!

∞∑
n=1

σk−1(n)e2πinτ

onde ζ é a função zeta de Riemann e σα é a função aritmética σα(n) =
∑

d/n d
α.

Demonstração. Do Lema (3.20) e da igualdade (3.14) temos que

∑
d∈Z

1

τ + d
=

1

τ
+
∞∑
d=1

[
1

τ − d
+

1

τ + d

]
= πi− 2πi

∞∑
j=0

qj,

onde q = e2πiτ e τ ∈ H. Derivando (k−1)-vezes esta identidade e usando o fato que

k é par, obtemos ∑
d∈Z

1

(τ + d)k
=

(2πi)k

(k − 1)!

∞∑
s=1

sk−1qs. (3.15)

Agora, mudando τ por mτ , em (3.15) deduzimos:

Gk(τ) =
∑
m,n

1

(mτ + n)k

= 2ζ(k) +
∑
m6=0

∑
n∈Z

1

(mτ + n)k

= 2ζ(k) + 2
∞∑
m=1

(
(2πi)k

(k − 1)!

∞∑
j=1

jk−1qjm)

= 2ζ(k) + 2
(2πi)k

(k − 1)!

∞∑
m=1

∞∑
j=1

jk−1qjm.

Por outro lado, um reordenamento mostra que:

∞∑
m=1

∞∑
s=1

sk−1qsm =
∞∑
n=1

σk−1(n)qn.

Isto conclui a prova.

Teorema 3.22. Para k ≥ 3 inteiro par, Gk ∈Mk(Γ1).

Demonstração. Seja k ≥ 3 inteiro par. Vamos mostrar que Gk satisfaz as três

condições da Definição 3.14.
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A condição (1) vale pelo Lema 3.19. Para verificar a condição (2), seja

(
a b

c d

)
∈

Γ1,

Gk(

(
a b

c d

)
τ) =Gk(

aτ + b

cτ + d
) =

∑
m,n

1

(maτ+b
cτ+d

+ n)k

=(cτ + d)k
∑
m,n

1

((ma+ nc)τ + (mb+ dn))k
.

Agora, se (m,n)

(
a b

c d

)
= (ma+ nc,mb+ nd) = (m′, n′), então pelo Exemplo 2.18

temos que Z2 = L(

(
a b

c d

)
) e portanto

Gk(

(
a b

c d

)
τ) = (cτ + d)k

∑
m′,n′

1

(m′τ + n′)k
= (cτ + d)kGk(τ).

Em outras palavras, Gk|kα = Gk para todo α ∈ Γ1, o que prova a condição (2).

A condição (3) é o Lema 3.21.

Observação 3.23. Note que

lim
Im(τ)→∞

Gk(τ) = 2ξ(k).

Definimos a série de Einsenstein normalizada por:

Ek(τ) :=
Gk(τ)

2ζ(k)
. (3.16)

Em [3, Seção 12.12] mostra-se ζ(k) = − (2πi)k

2k!
Bk e ζ(1− k) = −Bk

k
para k > 0, onde

Bk são os números de Bernoulli. Dáı

Ek(τ) =1− 2k

Bk

∞∑
n=1

σk−1(n)e2πinτ (3.17)

=1 +
2

ζ(1− k)

∞∑
n=1

σk−1(n)e2πinτ . (3.18)

Exemplo 3.24. A função ∆(τ).

Para um exemplo da forma modular cuspidal consideremos as funções

g2(τ) = 60G4(τ) e g3(τ) = 140G6(τ).
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Definimos a função discriminante ∆ : H −→ C como

∆(τ) := g3
2(τ)− 27g2

3(τ).

Da definição de ∆, vemos que ∆ ∈M12(Γ1). Mais ainda, pode-se mostrar que

∆(τ) 6= 0, para todo τ ∈ H e ∆(τ) = (12π)12

∞∑
n=1

τ(n)e2πinτ

(veja [2, Teoremas 1.14,1.19]). Dáı temos que ∆ ∈ S12(Γ1). A função aritmética

τ(n) é chamada função tau de Ramanujan.

Exemplo 3.25. A função j(τ)

Definimos a função J de Klein J : H −→ C como

J(τ) =
g3

2(τ)

∆(τ)
.

Note que J é holomorfa sobre H e fracamente modular de peso k = 0 com respeito

a Γ1. Pode-se verificar que

123J(τ) = e−2πiτ + 144 +
∞∑
n=1

c(n)e2πinτ

(veja [2, Teorema 1.20]) onde c(n) são inteiros. Isto nos permite definir a função

eĺıptica j-invariante como

j(τ) := 123J(τ)

a qual pertence a M!
0(Γ1), pois tem um polo no infinito. Com manipulações

algébricas pode-se verificar que

j(τ) =
123E3

4(τ)

E3
4(τ)− E2

6(τ)
.

Uma consequência do Teorema de Riemann-Roch é o teorema a seguir, que dá

uma fórmula para a dimensão dos espaços vetoriais Mk(Γ) e Sk(Γ) no caso em que

Γ = Γ1 e que não provaremos aqui (veja [15, Teorema 3.5.2]), mais detalhes em [2,

seção 6.4, 6.5].

Teorema 3.26. As formas modulares de peso 0 são M0(Γ1) = C. Para k < 4,

Mk(Γ1) = {0} e Sk(Γ1) = {0}. Para todo inteiro par k ≥ 4 temos que

Mk(Γ1) = Sk(Γ1)⊕ CEk,
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onde Ek é a série de Einsenstein normalizada e

dim(Sk(Γ1)) =

{⌊
k
12

⌋
− 1 se k ≡ 2 mod 12⌊

k
12

⌋
em outro caso.

O anel das formas modulares M(Γ1) e o ideal S(Γ1) das formas cuspidais são po-

linômios em duas variáveis e um ideal principal respetivamente, isto é

M(Γ1) = C[E4, E6] e S(Γ1) =M(Γ1)∆,

onde ∆ é a forma cuspidal discriminante.

Como consequência deste teorema; dada uma forma modular f de peso k com

respeito a Γ1, k ≥ 4 par, temos

f =
∑
a,b

ca,bG
a
4G

b
6,

onde ca,b ∈ C e a soma estende-se sobre os inteiros a, b ≥ 0 tais que 4a+ 6b = k.

3.4 A série de Einsenstein de peso 2

A série definida em (3.6) converge absolutamente somente para k > 2 e define

uma forma modular respeito a Γ1 para k > 2 inteiro par. A fórmula para Gk no

Lema 3.21 define uma função holomorfa sobre H também no caso quando k = 2

(veja [39, seção 2.3]).

Definição 3.27. Definimos a série de Einsenstein de peso 2 G2 : H −→ C
como

G2(τ) :=
π2

3
− 8π2

∞∑
n=1

σ1(n)e2πinτ .

A série de Einsenstein normalizada de peso 2 é

E2(τ) =
G2(τ)

2ζ(2)
= 1− 24

∞∑
n=1

σ1(n)e2πinτ .

Mais precisamente em [39, Proposição 6], mostra-se que G2 satisfaz a equação fun-

cional

G2(
aτ + b

cτ + d
) = (cτ + d)2G2(τ)− πic(cτ + d)
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para todo τ ∈ H e todo

(
a b

c d

)
∈ Γ1. Dáı

τ−2E2(−1

τ
) = E2(τ)− 6i

π

1

τ
(3.19)

para todo τ ∈ H.

A série de Einsenstein normalizada de peso dos E2 é um exemplo de forma

quase-modular (veja [39, Seção 5.1]).

3.5 Séries Theta

Nesta seção vamos considerar uma função em duas variáveis complexas que sera

usada no caṕıtulo seguinte, chamada função theta de Jacobi.

Definição 3.28. A função theta de Jacobi é dada por

θ(ξ/τ) :=
∑
m∈Z

e2imξ+πim2τ , ξ ∈ C, τ ∈ H.

Mostraremos a seguir que a função theta é holomorfa.

Lema 3.29. Para cada ξ ∈ C, a função θ(ξ/·) define uma função holomorfa sobre

H.

Demonstração. Seja ξ ∈ C fixo. Definimos para cada m ∈ Z

fm(τ) := e2πimξ+πim2τ .

Note que para todo m, fm é holomorfa sobre H.

Para A, δ > 0 consideremos a faixa FA,δ como em (3.8). Então como

|fm(τ)| = e−mπ(mIm(τ)+2Im(ξ)) ≤ e−π|m|δ, para |m| grande

e a série
∑

m∈Z e
−π|m|δ é convergente, pelo M-critério de Weierstrass, a série∑

m∈Z

fm(τ)

converge e uniformemente sobre FA,δ. Como cada compacto K de H está contido

numa faixa FA,δ para algum A > 0 e algum δ > 0, a série converge uniformemente

sobre os compactos de H. Isso nos permite concluir que θ(ξ/·) é holomorfa sobre

H.
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Para alguns valores de ξ a função theta define funções especiais as quais

desempenham um papel crucial na construção de algumas funções que são de vital

importância nesta dissertação. Listaremos tais funções abaixo.

Definimos

θ2(τ) :=e
π
4
τθ(

π

2
τ/τ) =

∑
m∈Z

eπi(m+ 1
2

)2τ . (3.20)

θ3(τ) :=θ(0/τ) =
∑
m∈Z

eπim
2τ . (3.21)

θ4(τ) :=θ(
π

2
/τ) =

∑
m∈Z

(−1)meπim
2τ . (3.22)

Outros tipos de funções importantes são:

ψk(τ) := e
π
k2 iτθ(

π

k
τ/τ) =

∑
m∈Z

eπi(m+ 1
k

)2τ , k ∈ Z. (3.23)

As funções (3.20)-(3.22) estão relacionadas por um labirinto de identidades. A mais

profunda foi descoberta por Poisson (1827) e Jacobi (1828) e é enunciada no teorema

abaixo.

Teorema 3.30. Para cada ξ ∈ C e τ ∈ H temos

θ(ξ/τ) = (−iτ)−1/2e
ξ2

πiτ θ(
ξ

τ
/− 1

τ
),

onde a raiz quadrada é tomada no argumento principal.

Demonstração. Ver [38, pag.468] e [4, pag.4].

As seguintes identidades são consequências do teorema acima e mostram a sime-

tria das funções θ2, θ3 e θ4:

θ2(τ + 1) =
√
iθ2(τ), θ3(τ + 1) = θ4(τ), θ4(τ + 1) = θ3(τ)

θ2(−1/τ) = (τ/i)1/2θ2(τ), θ3(−1/τ) = (τ/i)1/2θ3(τ), θ4(−1/τ) = (τ/i)1/2θ4(τ)

Aqui vamos utilizar a seguinte notação θ00 := θ3, θ10 := θ2 e θ01 := θ4 e das anteriores

igualdades segue que

τ−2θ4
00(−1/τ) =− θ4

00(τ) (3.24)

τ−2θ4
01(−1/τ) =− θ4

10(τ) (3.25)

τ−2θ4
10(−1/τ) =− θ4

01(τ) (3.26)
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e

θ4
00(τ + 1) =θ4

01(τ) (3.27)

θ4
01(τ + 1) =θ4

00(τ) (3.28)

θ4
10(τ + 1) =− θ4

10(τ). (3.29)

Mais ainda, elas cumprem a identidade de Jacobi

θ4
01 + θ4

10 = θ4
00. (3.30)

As funções theta de Jacobi estão ligadas a funções associadas a reticulados como

veremos a seguir.

Definição 3.31. Associamos a cada reticulado par Λ de Rn uma função chamada

Θ-série definida por

ΘΛ(τ) :=
∑
v∈Λ

eπi‖v‖
2τ , τ ∈ H. (3.31)

Verificaremos a seguir que a série é convergente e daremos uma nova formulação.

Lema 3.32. Seja Λ um reticulado em Rn par. Então ΘΛ define uma função holo-

morfa sobre H e vale

ΘΛ(τ) =
∞∑
m=0

cn(m)e2πimτ , (3.32)

onde cn(m) = # {v ∈ Λ : ‖v‖2 = 2m}.

Demonstração. Mostraremos que a série (3.31) converge normalmente sobre H.

Sejam M, δ > 0 e consideremos a faixa

FM,δ := {τ ∈ H : |Re(τ)| ≤M, 0 < δ < Im(τ)} .

Primeiro, vamos mostrar que a série (3.31) converge uniformemente sobre FM,δ.

Para cada v ∈ Λ considere fv(τ) := eπi‖v‖
2τ , então

|fv(τ)| ≤ e−π‖v‖
2δ, τ ∈ FM,δ.

É suficiente mostrar que a série: ∑
v∈Λ

e−π‖v‖
2δ
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é convergente. Consideramos as somas parciais Sm =
∑

v∈Rm e
−π‖v‖2δ, onde

Rm =
{
v ∈ Λ : ‖v‖2 ≤ 2m

}
.

Então

Sm ≤
m∑
k=0

cn(k)e−2πkδ ≤
∞∑
k=0

cn(k)e−2πkδ.

Provaremos que esta última série é convergente.

Primeiro mostramos que : cn(m) = O(mn/2).

Com efeito, sejam m ∈ N e v ∈ Λ tal que a igualdade ‖v‖2 = v2
1 + v2

2 . . .+ v2
n = 2m

vale. Então para cada 1 ≤ j ≤ n, vale |vj| ≤ (2m)1/2. Assim, |vj| ≤ [(2m)1/2] + 1,

onde b·c denota a parte inteira. Portanto

| bvjc | ≤
⌊
(2m)1/2

⌋
+ 1 ≤ 2

⌊
(2m)1/2

⌋
.

Isto nos da uma cota superior para o número de vj’s que podemos escolher para

igualdade acima, a saber 4
⌊
(2m)1/2

⌋
,

cn(m) ≤ (4
⌊
(2m)1/2

⌋
)n ≤ 4n2n/2mn/2.

Como
∑∞

m=0m
n/2e−2πmδ <∞, a estimativa anterior garante que

∞∑
m=0

cn(m)e−2πmδ <∞.

Podemos concluir, pelo M-critério de Weierstrass, que a série
∑

v∈Λ fv(τ) converge

uniformemente sobre FM,δ. Como cada compacto de H está contido numa faixa do

tipo FM,δ, temos que a convergência da série (3.31) é normal. Dado que cada fv

é holomorfa sobre H temos que ΘΛ é holomorfa sobre H. Um reordenamento dos

termos nos da igualdade (3.32) .

Dado que Λ é par, temos que :

ΘΛ(τ + 1) = ΘΛ(τ). (3.33)

Mostraremos que para certos valores de n, supondo que existem reticulados pares

e unimodulares dentro do espaço Rn, as Θ-Séries associadas a estes reticulados são

formas modulares com respeito a Γ1 para algum peso k.

Lema 3.33. Suponha que Λ é um reticulado par e unimodular de Rn. Então, para
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s > 0,

ΘΛ(is) = s−n/2ΘΛ(i/s).

Demonstração. Sabemos do Corolário 2.36 que Λ é autodual. Consideremos a função

F (s) := ΘΛ(is) =
∑
v∈Λ

e−π‖v‖
2s, s > 0

e a homotetia s1/2Λ. Então (s1/2Λ)∗ = s−1/2Λ∗ = s−1/2Λ.

Agora, sabemos que a gaussiana γ(x) = e−π‖x‖
2

é tal que γ ∈ S(Rn) e

F(γ)(ξ) = γ(ξ).

Logo, pela fórmula de somatória de Poisson (Teorema 2.47), vale

F (s) =
∑
v∈Λ

γ(s1/2v)

=
∑

v∈s1/2Λ

γ(v)

=
1

|s1/2Λ|
∑

w∈s−1/2Λ

γ(w)

=s−n/2
∑
w∈Λ

γ(s−1/2w)

=s−n/2F (1/s).

Teorema 3.34. Suponha que Λ é um reticulado par e unimodular de Rn. Então

ΘΛ(τ) = (−iτ)−n/2ΘΛ(−1/τ), τ ∈ H. (3.34)

Demonstração. Sabemos do Lema 3.33 que

ΘΛ(is) = s−n/2ΘΛ(i/s) = (−i(is))−n/2ΘΛ(−1/is).

Então, (3.34) vale para todo τ = is com s > 0. Como ambos lados de (3.34) definem

funções holomorfas em H, a conclusão segue do pŕıncipio de extensão anaĺıtica.

Corolario 3.35. Seja Λ um reticulado par e unimodular em Rn. Se n ≡ 0 mod 8,

então ΘΛ ∈Mn/2(Γ1).

Demonstração. Vamos mostrar que ΘΛ cumpre as três condições da Definição 3.14

com k = n/2.
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A condição (1) segue de Lema 3.32. A condição (2) segue de (3.33) e (3.34), que

são equivalentes a

ΘΛ|n/2T = ΘΛ

ΘΛ|n/2S = ΘΛ,

já que Γ1 é gerado por T, S pela Proposição 3.2. Finalmente, a condição (3) segue

da igualdade (3.32).

Um estudo mais profundo das Θ-séries associadas a reticulados pode ser encon-

trado em [12, caṕıtulo 4].

Exemplo 3.36. Considere o reticulado Λ = E8 em R8. Pelo Lema 2.40 e o

Corolário 2.39, Λ é par e unimodular. Logo, pelo Corolário 3.35, ΘΛ ∈M4(Γ1).

Por outro lado, o Teorema 3.26, nos diz que dim(M4(Γ1)) = 1, o que implica

, ΘΛ = λG4, para alguma constante λ ∈ C. Podemos determinar tal constante

explicitamente. Com efeito, note que o premer coeficiente da série de Fourier em

(3.32) satisfaz

c8(0) = lim
Im(τ)−→∞

ΘΛ(τ) = 1.

Pela Observação (3.23), temos que λ = 1
2ζ(4)

e portanto ΘE8 = 45
π4G4.
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Caṕıtulo 4

Problema de empacotamento em

dimensão 8

Neste caṕıtulo apresentamos uma prova, devida a Viazovska [37], que não há empa-

cotamento de esferas unitárias no espaço Euclidiano R8 com densidade maior que o

empacotamento associado a uma homotetia do reticulado E8.

Para isto mostraremos que a constante de empacotamento (2.5) em R8 é:

∆8 =
π4

384
∼= 0.25367.

Consideremos o empacotamento associado ao reticulado em R8 dado por:

E8 =

{
(xi) ∈ Z8 ∪ (Z +

1

2
)8 :

8∑
i=1

xi ≡ 0 mod 2

}
.

Lembremos que E8 é o único reticulado par e unimodular de posto 8 em R8.

Sabemos do Lema 2.41 que o vector de comprimento mı́nimo em E8 é λ1(E8) =

min {‖x‖ : x ∈ Λ8 \ {0}} =
√

2. O E8-empacotamento é o empacotamento asso-

ciado homotetia 1√
2
E8. O principal resultado provado recentemente pela Maryna

Viazovska nos diz que o E8-empacotamento é o mais denso posśıvel em R8.

Teorema 4.1. (Viazovska) Não há empacotamento de esferas unitárias no espaço

Euclidiano R8 com maior densidade que o E8-empacotamento.

Este caṕıtulo está organizado da seguinte forma: Na seção 4.1 provaremos o

teorema de Cohn-Elkies. Na Seção 4.2 constrúımos funções suplementares a, b :

R8 → iR as quais são auto-funções da transformada de Fourier e que têm zeros

duplos em quase todo ponto de E8. Esta construção é crucial para a prova do

Teorema 4.1. Finalmente na seção 4.3 completamos a prova.
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4.1 O teorema de Cohn-Elkies

A prova do Teorema 4.1 é basada no teorema de Cohn-Elkies. Este teorema junto

com um método de programação linear foi usado para dar cotas das densidades

de empacotamentos nos espaços euclidianos n-dimensionais para um conjunto de

valores de n. O nome “programação linear” refere-se á optimização de uma função

linear sujeita a restrições lineares. A técnica desenvolvida por eles “linear program-

ming bounds” foi usada com êxito para aproximar soluções num amplo número de

problemas de otimização discreta tais como: ”error-correcting codes”[13], “equal

weight quadrature formulas”[14] e “sphere code”[21], [26].

Em 2003 Cohn e Elkies [9] aplicarom “linear programing bound” ao problema

de empacotamento de esferas. Usando seu novo método, eles melhoraram as

cotas previamente conhecidas para a constante do empacotamento de esferas em

dimensões entre 4 e 36. Os mais surpreendentes resultados obtidos por esta técnica

foram para as dimensões 8 e 24. Isso que permitiu fazer conjeturas com repeito de

∆8 e ∆24 (veja[9]).

Precisaremos de uma classe ampla de funções para começar nosso.

Dizemos que a função f : Rn → C é admisśıvel se existem ε > 0 e C > 0 tais

que

|f(x)| ≤ C(1 + ‖x‖)−ε−n, |F(f)(ξ)| ≤ C(1 + ‖ξ‖)−ε−n

para todo x ∈ Rn, ξ ∈ Rn.

O seguinte teorema é uma ferramenta importante para a prova do Teorema 4.1 .

Teorema 4.2. (Cohn-Elkies) Seja f : Rn → R uma função cont́ınua, admisśıvel,

não identicamente nula, satisfazendo

f(x) ≤ 0 para ‖x‖ ≥ 1 (4.1)

F(f)(ξ) ≥ 0 para todo ξ ∈ Rn. (4.2)

Então, a densidade dos empacotamentos n-dimensionais de esferas ∆n é limitado

superiormente por
f(0)

F(f)(0)
· π

n
2

2nΓ(n
2

+ 1)
.

Demonstração. Notemos primeiro que pela admissibilidade de f , temos que

f,F(f) ∈ L1(Rn). Além F(f) é continua, e pelo teorema de inversão da trans-
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formada de Fourier vale

f(x) =

∫
Rn
F(f)(ξ)e2πiξ·xdξ.

Dado que F(f)(ξ) ≥ 0 e f é não nula, temos que f(0) > 0. Se F(f)(0) = 0, então

escrevemos f(0)
F(f)(0)

= ∞ e o teorema segue imediatamente. Vamos supor então que

F(f)(0) > 0.

Mostraremos que a cota vale para empacotamentos periódicos que será suficiente

para concluir a prova (veja [9][Apêndice A]). Sejam Λ um reticulado em Rn de posto

completo, x1, . . . , xN pontos em Rn tai que xi /∈ Λ, i = 1, . . . , N ,

X =
N⋃
j=1

(xj + Λ)

e PX o empacotamento (periódico) associado a X. Escolhemos uma escala tal que

o raio de empacotamento é ρ = 1
2
. Sabemos do Corolário 2.28 que

∆PX
=
NVn
2n|Λ|

, (4.3)

onde Vn = π
n
2

Γ(n
2

+1)
é o volume da esfera de raio 1.

Do Teorema 2.47 (Fórmula somatória de Poisson), temos

∑
v∈Λ

f(x+ v) =
1

|Λ|
∑
w∈Λ∗

F(f)(w)e2πix·w,

para cada x ∈ Rn. Fazendo x = xj − xk, temos

∑
v∈Λ

f(v + xj − xk) =
1

|Λ|
∑
w∈Λ∗

F(f)(w)e2πixj ·we−2πixk·w.

Somando respeito de j e k,

∑
1≤j,k≤N

∑
v∈Λ

f(v + xj − xk) =
1

|Λ|
∑
w∈Λ∗

F(f)(w)|
∑

1≤j≤N

e2πixj ·w|2.

O termo para w = 0 na parte direita da igualdade acima é N2F(f)(0)
|Λ| , então pela

condição (4.2) ∑
1≤j,k≤N

∑
v∈Λ

f(v + xj − xk) ≥
N2F(f)(0)

|Λ|
.
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Agora, para a soma do lado esquerdo a diferença entre os vetores v+ xj e xk é uma

diferença entre centros de esferas do empacotamento. Portanto

‖v + xj − xk‖ < 1⇔ v = 0, xj = xk.

Para j 6= k, temos ‖v + xj − xk‖ ≥ 1 para todo v ∈ Λ. Assim,

∑
1≤j,k≤N

∑
v∈Λ
v 6=0

f(v + xj − xk) +Nf(0) ≥ N2F(f)(0)

|Λ|
.

Logo, pela condição (4.1)

Nf(0) ≥ N2F(f)(0)

|Λ|
. (4.4)

Multiplicando por Vn e dividindo por 2nF(f)(0), conclúımos a prova do teorema

combinando (4.3) e (4.4).

Suponhamos que existe uma função f radial como no Teorema 4.1. Dado que

E8 é unimodular, pelo Lema 2.32 temos que:

(
1√
2
E8)∗ =

√
2E8, e | 1√

2
E8| = 2−4.

Usando o Teorema 2.47 (fórmula somatória de Poisson), deduzimos então∑
v∈ 1√

2
E8

f(v) = 24
∑

v∈
√

2E8

F(f)(v).

Logo, se f satisfaz (4.1) e (4.2), então

f(0)

F(f)(0)
≥ 24.

Dizemos que uma função admisśıvel f : R8 → R é ótima se satisfaz (4.1), (4.2) e

além disso
f(0)

F(f)(0)
= 24.

O grande passo na nossa prova do Teorema 4.1 é a construção de uma função ótima.

Para a nossa conveniência normalizaremos o domı́nio das funções por
√

2.

Teorema 4.3. Existe uma função radial pertencente a S(R8), g : R8 → R que
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satisfaz

g(x) ≤ 0 para ‖x‖ ≥
√

2 (4.5)

F(g)(ξ) ≥ 0 para todo ξ ∈ R8 (4.6)

g(0) =F(g)(0) = 1. (4.7)

O Teorema 4.3 aplicado à função ótima f(x) = g(
√

2x) imediatamente implica

o Teorema 4.1 já que

‖x‖ ≥ 1⇔ ‖
√

2x‖ ≥
√

2,
g(0)

F(g)(0)
= 1⇔ f(0)

F(f)(0)
= 24.

Notemos que, assumindo a existência de uma tal função f , o supremo das densidades

∆8 satisfaz

∆8 ≤
f(0)

Ff(0)
· π4

28Γ(5)
=

π4

24Γ(5)
=

π4

384
.

Esta última é a densidade do E8-empacotamento dada pelo Corolário 2.27 .

Daremos uma breve explicação da estratégia para a prova do Teorema 4.3 dada

por Maryna Viazovska ver [37]. Observemos que as condições (4.5)-(4.7) implicam

propriedades adicionais da função g. Suponhamos que existe uma função g no espaço

de Schwartz que satisfaz (4.5)-(4.7). A fórmula somatória de Poisson implica:

∑
v∈E8

g(v) =
∑
v∈E8

F(g)(v). (4.8)

Desde que ‖v‖ ≥
√

2 para todo v ∈ E8 \ {0} então (4.5) e (4.7) implicam

∑
v∈E8

g(v) ≤ g(0) = 1. (4.9)

Por outro lado, a condição (4.6) e (4.7) implicam∑
`∈E8

F(g)(v) ≥ Fg(0) = 1 (4.10)

Como consequência de (4.8), (4.9) e (4.10), F(g)(v) = g(v) = 0 para todo v ∈
E8 \ {0}.
Mais precisamente, construiremos uma função g tal que as primeiras derivadas d

dr
g(r)

e d
dr
F(g)(r) também se anulam com multiplicidade dois em todos os pontos do

reticulado E8 de comprimento maior que
√

2. Na seção 4.3 uma função g que

satisfaz (4.5)-(4.7) é dada em forma fechada. A saber, esta é definida como uma

transformação integral (transformada de Laplace) de uma forma modular.
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4.2 Autofunções da Transformada de Fourier

Nesta seção construiremos duas funções a, b : R8 → R tais que

F(a) = a (4.11)

F(b) = −b. (4.12)

Com zeros duplos em todos os vetores de E8 com comprimento maior que
√

2,

lembrando que cada vetor de E8 tem comprimento
√

2m para algum m ∈ N>0 (por

ser E8 par).

Na seção 4.3 mostramos que uma adequada combinação de a e b satisfaz as

condições (4.5)-(4.7).

Primeiro definimos a função a. Para isto consideremos as series de Einsenstein

E4, E6 definidas em (3.16) e as formas modulares fracamente holomorfas

ϕ−2 :=
−123E4E6

E3
4 − E2

6

(4.13)

ϕ−4 :=
123E2

4

E3
4 − E2

6

. (4.14)

Sabemos do Exemplo 3.25 que ϕ0 := j ∈ M!
0(Γ1). Dado que E3

4 − E2
6 = c∆ onde

∆(τ) é a função discriminante do Exemplo 3.24 e c ∈ C. Temos que ϕ−2, ϕ−4 não

tem polos em H, mais ainda, ϕ−2 ∈ M!
−2(Γ1), ϕ−4 ∈ M!

−4(Γ1) e usando o método

dos ćırculos de Hardy-Ramanujan [27, p. 460-461] ou as séries não-holomórficas de

Poincaré [25] pode-se mostrar que os coeficientes de Fourier satisfazem

cϕκ(n) = 2πn
κ−1

2

∞∑
j=1

Aj(n)

j
I1−κ(

4π
√
n

j
) (4.15)

onde n ∈ Z>0, κ = 0,−2,−4 e Iα(x) é a primeira solução da equação de Bessel

modificada (veja [1]) e

Aj(n) =
∑

h mod j
(h,j)=1

e
−2πi
j

(nh+h′), hh′ ≡ −1 mod j,

e a soma é feita sobre todos as classes h em Zj =
{

0, 1, . . . , j − 1
}

tais que (h, j) = 1.
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Consideremos:

φ−4 :=ϕ−4 (4.16)

φ−2 :=ϕ−4E2 + ϕ−2 (4.17)

φ0 :=ϕ−4E
2
2 + 2ϕ−2E2 + j − 1728. (4.18)

A função φ0 não é modular, mas a identidade (3.19) implica a seguinte transformação

φ0(−1

τ
) = φ0(τ)− 12i

π

1

τ
φ−2(τ)− 36

π2

1

τ 2
φ−4(τ). (4.19)

Mais precisamente, temos que

φ−2 =− 3D(ϕ−4) + 3ϕ−2, (4.20)

φ0 =12D2(ϕ−4)− 36ϕ−2 + 24j − 17856, (4.21)

onde Df := 1
2πi

d
dτ
f . Estas identidades combinadas com (4.15) dão uma fórmula

assimptótica para os coeficientes de Fourier de cφ−4(n) ,cφ−2(n) e cφ0(n). Os primeiros

termos das correspondentes expansões em Séries de Fourier são

φ−4(τ) = q−1 + 504 + 73764q + 2695040q2 + 54755730q3 +O(q4), (4.22)

φ−2(τ) = 720 + 203040q + 9417600q2 + 223473600q3 + 3566782080q4 +O(q5),

(4.23)

φ0(τ) = 518400q + 31104000q2 + 870912000q3 + 15697152000q4 +O(q5), (4.24)

onde q = e2πiτ .

Definição 4.4. Para x ∈ R8 definimos

a(x) :=

∫ i

−1

φ0(− 1

z + 1
)(z + 1)2eπi‖x‖

2zdz +

∫ i

1

φ0(− 1

z − 1
)(z − 1)2eπi‖x‖

2zdz

−2

∫ i

0

φ0(−1

z
)z2eπi‖x‖

2zdz + 2

∫ i∞

i

φ0(z)eπi‖x‖
2zdz.

(4.25)

Vejamos que a função a esta bem definida. Para isto mostraremos que cada inte-

gral de (4.25) converge absolutamente e uniformemente. De (4.24) existem C, δ > 0

tais que

|φ0(z)| ≤ Ce−2πIm(z), se Im(z) >
1

2δ
> 1. (4.26)

Parametrizando o contorno de integração da primeira integral de (4.25) por:

z(t) = (−1 + t) + it, 0 < t < 1.
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Então,∫ 1

0

|φ0(− 1

z(t) + 1
)(z(t) + 1)2eπi‖x‖

2z(t)z′(t)|dt =

2
√

2

{∫ δ

0

|φ0(− 1

2t
+

1

2t
i)|t2e−π‖x‖2tdt+

∫ 1

δ

|φ0(− 1

2t
+

1

2t
i)|t2e−π‖x‖2tdt

}
.

Sabemos que a segunda integral desta última igualdade existe pela continuidade do

integrando. Para a primeira temos:∫ δ

0

|φ0(− 1

2t
+

1

2t
i)|t2e−π‖x‖2tdt ≤ C

∫ δ

0

t2e−π/t−π‖x‖
2tdt ≤ C

∫ ∞
1/δ

t−4e−πtdt <∞.

Isto mostra a convergência absoluta e uniforme do primeiro somando de (4.25).

Analogamente se mostra a convergência para o segundo e terceiro somando de (4.25).

Para a última integral de (4.25), parametrizamos o contorno de integração: z(t) =

it, 0 < t <∞. Então∫ ∞
1

|φ0(z(t))eπi‖x‖
2z(t)z′(t)|dt =

∫ ∞
1

|φ0(it)|e−π‖x‖2tdt ≤ C

∫ ∞
1

e−2πtdt <∞.

Logo, a quarta integral de (4.25) converge absolutamente e uniformemente. Assim

a função a está bem definida.

Mostremos que a satisfaz (4.11).

Proposição 4.5. A função a definida por (4.25) encontra-se no espaço de Schwartz

S(R8) e satisfaz

F(a)(ξ) = a(ξ) ∀ξ ∈ R8.

Demonstração. Primeiramente, mostraremos que a ∈ S(R8). Com efeito, de (4.15)

e (4.21) deduzimos que

| cφ0(n) |≤ 2e4π
√
n, n ∈ 1

2
Z>0.

Agora, seja τ ∈ H com Im(τ) > 1
2
. Então,

|φ0(z)| ≤ Ce−2πIm(z) para Im(z) >
1

2
, (4.27)

onde C =
∑∞

n=1 an > 0 e an := e4π
√
n−π(n−1), n ∈ N>0.

Denotamos por a1, a2, a3 e a4 as integrais de (4.25) respectivamente. Mostraremos

que aj ∈ S(R8), j = 1, 2, 3, 4. Notemos que para cada j, aj(x) = fj(‖x‖2) onde

fj : [0,∞) −→ C. Agora, para cada multi ı́ndice J ∈ N8
≥0, existem Ck ∈ R,

Jk ∈ N8
≥0 tais que:
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∂Jaj(x) =
∑
k≤|J |

Ckx
Jk
dk

dtk
fi(t), e t = ‖x‖2.

Então, se I ∈ N8
≥0 e ‖x‖ > 1 temos

|xI∂Jai(x)| ≤ C
∑
k≤|J |

‖x‖2(|I+Jk|)| d
k

dtk
fi(t)| = C

∑
k≤|J |

tmk | d
k

dtk
fi(t)|,

onde mk = |I + Jk| e C = maxk Ck.

Para mostrar que aj ∈ S(R8) é suficiente mostrar que:

sup
t>1

tm| d
k

dtk
fi(t)| <∞, pata todo m, k ∈ N≥0. (4.28)

A seguir provaremos (4.28). Sejam m, k ∈ N≥0. Para f1, parametrizamos o contorno

de integração :z(s) = −1 + s+ is, 0 ≤ s ≤ 1

f1(t) =

∫ i

−1

φ0(− 1

1 + z
)(z+ 1)2eπitzdz = (1 + i)3

∫ 1

0

φ0(− 1

2s
+

1

2s
i)s2e−πt(−1+s+is)ds.

Então

dk

dtk
f1(t) = (πi)k(1 + i)3

∫ 1

0

{(−1 + s) + is}k s2φ0(− 1

2s
+

1

2s
i)e−πts+πt(−1+s)ids.

De (4.27), temos

|tm dk

dtk
f1(t)| ≤ Ckt

m

∫ 1

0

{
(s− 1)2 + s2

}k/2
s2e−π/s−πtsds ≤ Ctm

∫ 1

0

s2−ke−π/s−πtsds

≤ C0t
m

∫ ∞
0

s2−ke−π/s−πtsds ≤ C0t
m+ k−3

2 Kk−3(2π
√
t),

mas as função Kk−3 cai mais rápido que qualquer polinômio. Dáı, temos que

supt>1 |tm dk

dtk
f1(t)| < ∞ e como consequência a1 ∈ S(R8). Analogamente, mos-

tramos que a2, a3 ∈ S(R8). Para a4, temos

f4(t) =

∫ i∞

i

φ0(z)eπitzdz =

∫ ∞
1

φ0(is)e−πtsids.
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Logo, de (4.27)

|tm dk

dtk
f4(t)| = tm|

∫ ∞
1

(−πs)kφ0(is)e−πtsids| ≤ Cπktm
∫ ∞

1

ske−π(2+t)sds

= C1t
me−2π(2+t)Pk+1

(
1

π(2 + t)

)
,

onde Pk+1 é um polinômio de grau k + 1.

Portanto supt>1 |tm dk

dtk
f4(t)| <∞. Assim, conclúımos que a ∈ S(R8).

Da definição no Capitulo 1 da transformada de Fourier, pode-se mostrar que:

F(e−πs‖x‖
2

)(ξ) = s−n/2e−πs
−1‖ξ‖2 , ∀s > 0. (4.29)

Baseado nessa propriedade mostraremos que: Para ξ ∈ R8 fixo,∫
R8

e−πiτ‖x‖
2

e−2πix·ξdx = τ−4eπi‖ξ‖
2(−1/τ), ∀τ ∈ H. (4.30)

Para isto mostramos que ambos lados de (4.30) são funções holomorfas e usaremos

o principio de extensão anaĺıtica.

Com efeito, é claro que o lado direito de (4.30) define uma função holomorfa

sobre H. Para o lado esquerdo, consideremos F (x, τ) := e−πiτ‖x‖
2−2πix·ξ, τ ∈ H e

seja

H(τ) :=

∫
R8

F (x, τ)dx =

∫
R8

eπiτ‖x‖
2

e−2πix·ξdx.

Verifiquemos que H é holomorfa sobre H.

A função F satisfaz a seguintes propriedades:

i) Para cada x ∈ Rn, a função F (x, ·) é holomorfa sobre H.

ii) |F (x, τ)| ≤ e−πδ‖x‖
2

para todo x ∈ R8 e δ > 0 tal que Im(τ) > δ para todo

τ ∈ H

Então, usando [33, Teorema 5.4], temos que H é holomorfa sobre H.

Agora, para cada s > 0, temos H(is) = F(e−π‖s
1/2x‖2)(ξ) = s−4e−πs

−1‖ξ‖2 .

Então, por (4.29) e o principio de extensão anaĺıtica segue (4.30).

A seguir usamos o teorema de Fubini para mudar o contorno de integração de

z e da transformada de Fourier com respeito a x em (4.25) e usamos a identidade
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(4.30) para obter :

F(a)(ξ) =

∫ i

−1

φ0(− 1

z + 1
)(z + 1)2z−4eπi‖ξ‖

2(−1/z)(ξ)dz +

∫ i

1

φ0(− 1

z − 1
)(z − 1)2z−4eπi‖ξ‖

2(−1/z)dz

− 2

∫ i

0

φ0(−1

z
)z2z−4eπi‖ξ‖

2(−1/z)dz − 2

∫ i∞

1

φ0(z)z−4eπi‖ξ‖
2(−1/z)dz

Fazendo w = −1
z
, temos

F(a)(ξ) =

∫ i

1

φ0(−1− 1

w − 1
)(1− 1

w
)2w2eπi‖ξ‖

2wdw +

∫ i

−1

φ0(−1− 1

w + 1
)(

1

w
+ 1)2w2eπi‖ξ‖

2wdw

− 2

∫ i

i∞
φ0(w)eπi‖ξ‖

2wdw + 2

∫ 0

i

φ0(− 1

w
)w2eπi‖ξ‖

2wdw.

Dado que φ0 é Z-periódica, temos

F(a)(ξ) =

∫ i

1

φ0(− 1

w − 1
)(w − 1)2eπi‖xi‖

2wdw +

∫ i

−1

φ0(− 1

w + 1
)(w + 1)2eπi‖ξ‖

2wdw

+ 2

∫ i∞

i

φ0(w)eπi‖ξ‖
2wdw − 2

∫ i

0

φ0(− 1

w
)w2eπi‖ξ‖

2wdw

= a(ξ).

Isto termina a prova da proposição.

Daremos outra representação integral para a função a.

Proposição 4.6. Para r >
√

2, podemos expressar a(r) na seguinte forma:

a(r) = −4 sin2(
πr2

2
)

∫ i∞

0

φ0(−1

z
)z2eπir

2zdz, (4.31)

onde r = ‖x‖.

Demonstração. Consideremos o lado direito de (4.31) como:

d(r) = −4 sin2(
πr2

2
)

∫ i∞

0

φ0(−1

z
)z2eπir

2zdz.

De (4.19) e das expansões (4.22)-(4.24) para z(t) = it, 0 < t <∞, temos que

|φ0(− 1

it
)| ≤ Ce−

2π
t , t→ 0+, (4.32)

|φ0(− 1

it
)| ≤ Ct−2e−2πt, t→∞. (4.33)
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Como

d(r) = −4 sin2(
πr2

2
)

∫ i

0

φ0(−1

z
)z2eπir

2zdz︸ ︷︷ ︸
i)

+

∫ i∞

i

φ0(−1

z
)z2eπir

2zdz︸ ︷︷ ︸
ii)

.

Além disso,

|φ0(−1

z
)z2eπir

2z| ≤ Ct2e−
2π
t e−πr

2t, t→ 0+

|φ0(−1

z
)z2eπir

2z| ≤ Ce2πte−2πr2t = Ce2πt(2−r2), t→∞.

Assim, as integrais i) e ii) são absolutamente convergentes. Portanto, para r >
√

2,

d(r) esta bem definida.

Agora, escrevemos −4i sin2(πr
2

2
) = eiπr

2 − 2 + e−iπr
2
, então

d(r) =

∫ i∞−1

−1

φ0(− 1

z + 1
)(z + 1)2eπir

2zdz − 2

∫ i∞

0

φ0(−1

z
)z2eπir

2zdz

+

∫ i∞−1

1

φ0(− 1

z − 1
)(z − 1)2e2πir2zdz.

Segue da estimativa (4.33) que φ0(−1
z
)z2eπir

2z −→ 0 quando Im(z) → ∞, para

todo r >
√

2.

Então, podemos mudar os contornos de integração e reescrever

d(r) =

∫ i

−1

φ0(− 1

z + 1
)(z + 1)2eπir

2zdz +

∫ i∞

i

φ0(− 1

z + 1
)(z + 1)2eπir

2zdz

− 2

{∫ i

0

φ0(−1

z
)z2eπir

2zdz +

∫ i∞

i

φ0(−1

z
)z2eπir

2z

}
+

∫ i

1

φ0(− 1

z − 1
)(z − 1)2eπir

2zdz +

∫ i∞

i

φ0(− 1

z − 1
)(z − 1)2eπir

2zdz.

Agora, de (4.19) e da Z-periodicidade das funções φ0, φ−2, φ−4 temos

φ0(− 1
z+1

)(z + 1)2 − 2φ0(−1
z
)z2 + φ0(− 1

z−1
)(z − 1)2

= φ0(z + 1)(z + 1)2 − 2φ0(−1
z
)z2 + φ0(z − 1)(z − 1)2

−12i
π
{φ−2(z + 1)(z + 1)− 2φ−2(z)z + φ−2(z − 1)(z − 1)}

− 36
π2 {φ−4(z + 1)− 2φ−4(z) + φ−4(z − 1)}

= 2φ0(z).

Logo,
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d(r) =

∫ i

−1

φ0(− 1

z + 1
)(z + 1)2eπir

2zdz − 2

∫ i

0

φ0(−1

z
)z2eπir

2zdz

+

∫ i

1

φ0(− 1

z − 1
)(z − 1)2eπir

2zdz − 2

∫ i∞

i

φ0(z)eπir
2zdz

= a(r).

Isto finaliza a prova da proposição.

Finalmente, vamos encontrar outra expressão para a(r) com r ≥ 0 e avaliar os

valores a(r) em r = 0 e r =
√

2.

Proposição 4.7. Para r ≥ 0, temos

a(r) = 4i sin2(
πr2

2
)(

36

π2(r2 − 2)
− 8640

π3r4
+

18144

π3r2

+

∫ ∞
0

(t2φ0(
1

t
)− 36

π2
e2πt +

8640

π
t− 18144

π2
)e−πr

2tdt)
(4.34)

A integral converge absolutamente para r ≥ 0.

Demonstração. Suponha r >
√

2. Pela Proposição 4.6

a(r) = 4i sin2(
πr2

2
)

∫ ∞
0

φ0(
i

t
)t2e−πr

2tdt.

De (4.19) obtemos:

φ0(
i

t
) = φ0(it)− 12i

π

1

it
φ−2(it)− 36

π2

1

(it)2
φ−4(it)

= φ0(it)− 12

πt
φ−2(it) +

36

π2t2
φ−4(it),

então, segue de (4.22)-(4.24) que:

φ0(
i

t
)t2 = t2φ0(it)− 12

π
tφ−2(it) +

36

π2
φ−4(it) (4.35)

=
36

π2
e2πit − 8640

π
t+

18144

π2
+O(t2e−2πt), (4.36)

quando t→∞.

Além disso, calculamos para r >
√

2∫ ∞
0

(
36

π2
e2πt +

8640

π
t+

18144

π2
)e−πr

2tdt

=
36

π3(r2 − 2)
− 8640

πr4
+

18144

π3r2

(4.37)
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o que implica a identidade (4.7) para r >
√

2.

Por outro lado, de (4.25), implica que a é anaĺıtica em qualquer vizinhança de

[0,∞). A expressão assintótica (4.35) implica que o lado direito também é anaĺıtico

em qualquer vizinhança de [0,∞). Portanto do principio de extensão anaĺıtica segue

que a identidade vale para qualquer r > 0, o que conclui a prova da proposição.

De (4.7) vemos que a(r) ∈ iR para todo r ≥ 0. Em particular, o caso r = 0 é

obtido por continuidade.

Proposição 4.8. Temos:

a(0) = −i8640

π
, a(

√
2) = 0, a′(

√
2) =

i72
√

2

π
.

Demonstração. Da Proposição 4.7, temos para r ≥ 0

a(r) =4i sin2(
πr2

2
)

{
36

π2(r2 − 2)
− 8640

π3r4
+

18144

π3r2

+

∫ ∞
0

(t2φ0(
1

t
)− 36

π2
e2πt +

8640

π
t− 18144

π2
)e−πr

2tdt

}
.

Sabemos que limr→0+ r−2 sin2(πr
2

2
) = 0 e a integral imprópria é limitada numa vizi-

nhança de r = 0, então

a(0) = lim
r→0+

4i sin(
πr2

2
)(−8640

π3r4
)

= −i8640

π3
lim
r→0+
{sin(πr2)

( r
2

2
)
}2 = −i8640

π3
(π2)

= −i8640

π
.

Analogamente, usando a regra do L’Hopital temos que

a(
√

2) =
144

π2
i lim
r→
√

2

sin2(πr
2

2
)

(r2 − 2)
=

74

π
i lim
r→
√

2
sin(πr2) = 0.

Agora, calculamos a derivada da função a

a′(r) = 4i

{
πr sin(πr2)

(
36

π3(r2 − 2)2
+ p1(r)

)
+ sin2(

πr2

2
)

(
− 72r

π3(r2 − 2)
+ p2(r)

)}
,
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onde

p1(r) = −8640

π3r4
+

18144

π3r2
+

∫ ∞
0

(t2φ0(
1

t
)− 36

π2
e2πt +

8640

π
t− 18144

π2
)e−πr

2tdt

p2(r) =
34560

π3r5
− 36288

π3r3
− 2πr

∫ ∞
0

t(t2φ0(
1

t
)− 36

π2
e2πt +

8640

π
t− 18144

π2
)e−πr

2tdt,

são funções limitadas numa vizinhança de r =
√

2. Logo

a′(
√

2) = 4i

{
36
√

2

π2
lim
r→
√

2

sin(πr2)

(r2 − 2)
− 72

√
2

π3

sin(πr
2

2
)

(r2 − 2)

}

= 4i

{
36
√

2

π
− 18

√
2

π2
lim
r→
√

2

sin(πr2)

(r2 − 2)

}
= 4i

{
36
√

2

π
− 18

√
2

π

}
=
i72
√

2

π
.

Agora, passaremos à construção da função b. Consideremos a forma modular

h := 128
θ4

00 + θ4
01

θ8
10

, (4.38)

onde

θ00(τ) =
∑
n∈Z

eπin
2τ , θ01(τ) =

∑
n∈Z

(−1)neπin
2τ , θ10(τ) =

∑
n∈Z

eπi(n+ 1
2

)2τ (4.39)

são as theta funções de Jacobi como da Seção 3.5.

Verifiquemos que h ∈ M!
−2(Γ0(2)). Temos que verificar que h satisfaz as três

condições da Definição 3.14.

Para verificar (1), dado que θ10 não tem zeros em H (veja [24, Caṕıtulo I, Lema

4.1]) e θ00, θ01, θ10 são holomorfas sobre H, tem-se que h é holomorfa em H em

particular, meromorfa.

Para verificar (2), pela Proposição 3.6, Γ0(2) é gerado pelas matrizes

−I =

(
−1 0

0 −1

)
, α0 =

(
1 0

2 1

)
, α1 =

(
1 1

0 1

)
,

então é suficiente verificar que h|−2α0 = h e h|−2α1 = h.

Pelas relações (3.24)-(3.29), temos θ4
00, θ4

01, θ4
10 ∈ M2(Γ(2)). Logo, como α0 ∈

Γ(2) temos que: h|−2α0 = h.
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Por outro lado,

(h|−2α1)(τ) = h(τ + 1) =
θ4

00(τ + 1) + θ4
01(τ + 1)

θ8
10(τ + 1)

=
θ4

01(τ) + θ4
00(τ)

θ8
10(τ)

= h(τ).

Para verificar (3), h poderia ter polos nas cúspides de Γ0(2). Pode-se verificar que

na cúspide ∞, h tem expansão em séries de Fourier da forma

h(τ) = q−1 + 16− 132q + 640q2 − 2550q3 +O(q4).

Consideremos as matrizes

I =

(
1 0

0 1

)
, T =

(
1 1

0 1

)
, S =

(
0 −1

1 0

)
,

elementos em Γ1. Defińımos

ψI :=h− h|−2ST (4.40)

ψT :=ψI |−2T (4.41)

ψS :=ψI |−2S. (4.42)

Mais exatamente

ψI =128{θ
4
00 + θ4

01

θ8
10

+
θ4

01 − θ4
10

θ4
00

} (4.43)

ψT =128{θ
4
00 + θ4

01

θ8
10

+
θ4

00 + θ4
10

θ4
01

} (4.44)

ψS =− 128{θ
4
00 + θ4

10

θ4
01

+
θ4

10 − θ4
01

θ8
00

}, (4.45)

que resultam da definição de h. De (4.39) as expansões em Séries de Fourier são

ψI(τ) =q−1 + 144− 5120q
1
2 + 70524q − 626688q

3
2 + 4265600q2 +O(q

5
2 ), (4.46)

ψT (τ) =q−1 + 144 + 5120q
1
2 + 70524q + 626688q

3
2 + 4265600q2 +O(q

5
2 ), (4.47)

ψS(τ) =− 10240q
1
2 − 1253376q

3
2 − 48328704q

5
2 − 1059078144q

7
2 +O(q

9
2 ). (4.48)

Estas funções satisfazem seguintes propriedades:

ψT |−2S = −ψT , (4.49)

ψI |−2S = ψS, (4.50)

ψS|−2S = ψI , (4.51)

ψT + ψS = ψI . (4.52)
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Com efeito, para mostrar a igualdade (4.49), da definição de ψT temos

ψT |−2S =(ψI |−2S)|−2S

= {(h− h|−2ST )|−2T} |−2S

=(h|−2T )|−2S − {(h|−2ST )|−2T} |−2S.

Sabemos que as funções theta tem as propriedades (3.24)-(3.29), então

(h|−2T )S(τ) =h|−2TS(τ)

=τ 2h(−1

τ
+ 1)

=128τ 2

{
θ4

00(− 1
τ

+ 1) + θ4
01(− 1

τ
+ 1)

θ8
10(− 1

τ
+ 1)

}
=128τ 2

{
θ4

10(τ) + θ4
00(τ)

θ8
01(τ)

}
.

Além disso, seja

h0(τ) := (h|−2ST )|−2T (τ) = h|−2ST (τ+1) = h|−2

(
0 −1

1 1

)
(τ+1) = (τ+1)2h(− 1

τ + 1
).

então,

h0(τ) =128(τ + 2)2

{
θ4

00(− 1
τ+2

) + θ4
01(− 1

τ+2
)

θ8
10(− 1

τ+2
)

}

=− 128

{
θ4

00(τ) + θ4
10(τ)

θ8
01(τ)

}
.

Isto implica que

{(h|−2ST )|−2T} |−2S(τ) =τ 2h0(−1

τ
)

=− 128τ 2

{
θ4

00(− 1
τ
) + θ4

10(− 1
τ
)

θ8
01(− 1

τ
)

}
=128

{
θ4

00(τ) + θ4
01(τ)

θ8
10(τ)

}
.

Assim,

ψT |−2S =− 128

{
θ4

00(τ) + θ4
10(τ)

θ8
01(τ)

}
− 128

{
θ4

00(τ) + θ4
01(τ)

θ8
10(τ)

}
=− ψT .
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A igualdade (4.50) segue de (4.42). Para mostrar (4.51), temos

ψS|−2S = (ψI |−2S)|−2S = ψI |−2S
2 = ψI |−2I = ψI .

Procedamos a mostrar agora (4.52).

ψT + ψS = ψI |−2T + ψI |−2S

= (h− h|−2ST )|−2T + (h− h|−2ST )|−2S

= h|−2T + h|−2ST
2 + h|−2S − h|−2STS

= h|−2T + h|−2ST
2S2 + h|−2S − h|−2STS

= h|−2T + (h− h|−2ST
2S)|−2S − h|−2STS.

Por outro lado, (h − h|−2ST
2S) = 0, porque ST 2S =

(
−2 0

2 1

)
∈ Γ0(2) e h ∈

M!
−2(Γ0(2)). Então,

ψT + ψS = h|−2T − h|−2STS = h|−2T − h|−2STS(ST )−1(ST ).

Por outro lado, observe que

STS(ST )−1 = STST−1S−1 = STST−1S =

(
1 −1

0 1

)
∈ Γ0(2)

e T ∈ Γ0(2). Portanto

ψT + ψS = h− h|−2ST = ψI .

Isto que conclui a prova das identidades (4.49)-(4.52).

A partir destas funções vamos definir a função b.

Definição 4.9. Para x ∈ R8 definimos

b(x) :=

∫ i

−1

ψT (z)eπi‖x‖
2zdz +

∫ i

1

ψT (z)eπi‖x‖
2zdz

−2

∫ i

0

ψI(z)eπi‖x‖
2zdz − 2

∫ i∞

i

ψS(z)eπi‖x‖
2zdz.

(4.53)

Mostremos que b satisfaz (4.12).

Proposição 4.10. A função b definida por (4.53) encontra-se no espaço S(R8) e

satisfaz

F(b)(ξ) = −b(ξ), para todo ξ ∈ R8
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Demonstração. Utilizamos a identidade (4.30) e mudando a ordem de integração da

transformada de Fourier em x e o contorno da integração em z temos que

F(b)(ξ) =

∫ i

−1

ψT (z)z−4eπi‖ξ‖
2(−1/z)dz +

∫ i

1

ψT (z)z−4eπi‖ξ‖
2(−1/z)dz

− 2

∫ i

0

ψI(z)z−4eπi‖ξ‖
2(−1/z)dz − 2

∫ i∞

1

ψS(z)z−4eπi‖ξ‖
2(−1/z)dz.

Fazendo w = −1
z
, deduzimos que

F(b)(ξ) =

∫ i

1

ψT (− 1

w
)w2eπi‖ξ‖

2wdw +

∫ i

−1

ψT (− 1

w
)w2eπi‖ξ‖

2wdw

− 2

∫ i

i∞
ψI(−

1

w
)w2eπi‖ξ‖

2wdw − 2

∫ 0

i

ψS(− 1

w
)w2eπi‖ξ‖

2wdw.

De (4.49)-(4.51), temos

F(b)(ξ) = −
∫ i

1

ψT (w)eπi‖ξ‖
2wdw −

∫ i

−1

ψT (w)eπi‖ξ‖
2wdw

+ 2

∫ i∞

i

ψS(w)eπi‖ξ‖
2wdw + 2

∫ i

0

ψT (w)eπi‖ξ‖
2wdw

= −b(ξ),

o que termina a prova da Proposição.

Proposição 4.11. Para r >
√

2 a função b(r) pode ser exprimida como

b(r) = −4 sin2(
πr2

2
)

∫ ∞
0

ψI(z)eπir
2zdz. (4.54)

Demonstração. Denotemos por c(r) o lado direito de (4.25). Mostremos que c(r)

está bem definida. Com efeito, temos da identidade (4.51) e da expansão em séries

de Fourier de ψS em (4.48),

ψI(z) = z2
{
c1q

1/2 + c3q
3/2 + c3q

5/2 + c5q
7/2 +O(q9/2)

}
,

onde q = e−2πi1/z, fazendo z = it com t > 0 fica

ψI(it) =− t2
{
c1e
−π/t + c3e

−3π/t + c5e
−5π/t + c7e

−π/t +O(e−9π/t)
}
.

Então, ψI(it) = O(t2e−π/t) quando t→ 0+.
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Por outro lado, pela expansão em Séries de Fourier de ψI em (4.46),

ψI(z) = c−1q
−1 + c0 + c1q

1/2 + c2q + c3q
3/2 + c4q

2 +O(q5/2),

onde q = e2πiz, fazendo z = it com t > 0 temos que ψI(it) = O(e2πt), t→∞
Logo, ∫ i∞

0

ψI(z)eπir
2zdz = i

∫ ∞
0

ψI(it)e
−πr2tdz

=

∫ 1

0

ψI(it)e
−πr2zdt︸ ︷︷ ︸

i)

+

∫ ∞
1

ψI(it)e
−πr2zdt︸ ︷︷ ︸

ii)

,

Então

|ψI(it)eπir
2z| ≤ Ct2e−πr

2te−π/t t→ 0+

e

|ψI(it)eπir
2z| ≤ Ceπ(2−r2)t t→∞.

Portanto as integrais i) e ii) são convergentes para r >
√

2. Como consequência, a

função c(r) está bem definida.

Usando a identidade −4 sin2(πr
2

2
) = e−πir

2 − 2 + eπir
2
, observamos que

c(r) =− 4 sin(
πr2

2
)

∫ i∞

0

ψI(z)eπir
2zdz

=

∫ i∞

0

ψI(z)eπir
2(z+1)dz − 2

∫ i∞

0

ψI(z)eπir
2zdz +

∫ i∞

0

ψI(z)eπir
2(z−1)dz

=

∫ 1+i∞

1

ψI(z − 1)eπir
2(z)dz − 2

∫ i∞

0

ψI(z)eπir
2zdz +

∫ −1+i∞

−1

ψI(z)eπir
2(z−1),

de (4.46), temos que

ψI(τ) = e−2πIm(τ) +O(1) quando Im(τ)→∞,

pela hipótese r >
√

2, podemos mudar os contornos de integração e escrever∫ −1+i∞

−1

ψI(z + 1)eπir
2zdz =

∫ i

−1

ψT (z)eπir
2zdz +

∫ i∞

i

ψI(z)eπir
2zdz (4.55)∫ 1+i∞

1

ψI(z − 1)eπir
2zdz =

∫ i

1

ψT (z)eπir
2zdz +

∫ i∞

i

ψI(z)eπir
2zdz. (4.56)
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Temos então:

c(r) =

∫ i

−1

ψT (z)eπir
2zdz +

∫ i

1

ψT (z)eπir
2zdz (4.57)

− 2

∫ i∞

0

ψI(z)eπir
2(z+1)dz + 2

∫ i∞

i

(ψT (z)− ψI(z))eπir
2zdz (4.58)

e da identidade (4.52), ψT + ψS = ψI

c(r) =

∫ i

−1

ψT (z)eπir
2zdz +

∫ i

1

ψT (z)eπir
2zdz

− 2

∫ i∞

0

ψI(z)eπir
2zdz − 2

∫ i∞

i

ψS(z)eπir
2zdz

= b(r).

Mostramos outra representação integral para a função b(r) para r ∈ R≥0 e ava-

liaremos os valores de b(r) em r = 0 e r =
√

2.

Proposição 4.12. Para r ≥ 0 temos

b(r) = 4i sin2(
πr2

2
)

{
144

πr2
+

1

π(r2 − 2)
+

∫ ∞
0

(ψI(it)− 144− e2πt)e−πr
2tdt

}
. (4.59)

Demonstração. A prova será análoga á prova da Proposição 4.7. Suponhamos que

r >
√

2, então pela Proposição 4.11

b(r) = −4i sin2(
πr2

2
)

∫ ∞
0

ψI(it)e
−πr2tdt.

De (4.46) temos que

ψI(it) = e2πt + 144 +O(e−πt) t→∞. (4.60)

Também, temos que para r >
√

2∫ ∞
0

(e2πt + 144)e−πr
2tdt =

144

πr2
+

1

π(r2 − 2)
. (4.61)

Portanto (4.59) vale para todo r >
√

2.

De outra parte vemos que da definição (4.53), b(r) é anaĺıtica em alguma vi-

zinhança de [0,∞). A fórmula assintótica (4.60) também diz que o lado direito

de (4.59) é também anaĺıtica em alguma vizinhança em [0,∞). Por tanto, pelo

prinćıpio de extensão anaĺıtica, segue que (4.59) vale para todo r ∈ (0,∞).
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Notemos que b(r) ∈ iR para todo r ∈ (0,∞). Uma consequência desta Pro-

posição 4.12 é:

Proposição 4.13. Temos

b(0) = 0, b(
√

2) = 0, b′(
√

2) = 2
√

2πi (4.62)

Demonstração. Da Proposição 4.12 temos que

b(r) = 4i sin2(
πr2

2
)

{
144

πr2
+

1

π(r2 − 2)
+

∫ ∞
0

(ψI(it)− 144− e2πt)e−πr
2t)dt

}
.

Sabemos que limr→0+ r−2 sin2(πr
2

2
) = 0 e a integral imprópria é limitada numa vizi-

nhança de r = 0, então

b(0) = lim
r→0+

4i

{
144

π

sin(πr
2

2
)

r2

}
= 0.

Analogamente, usando a regra do L’Hopital temos que

b(
√

2) = 4i

{
1

π
lim
r→
√

2

sin2(πr
2

2
)

(r2 − 2)

}
= 2i lim

r→
√

2
sin(πr2) = 0.

Agora, calculamos a derivada da função b,

b′(r) = 4i

{
πr sin(πr2)

(
1

π(r2 − 2)2
+ p2(r)

)
+ sin2(

πr2

2
)

(
− 2r

π(r2 − 2)2
+ p3(r)

)}
,

onde

p2(r) =
144

πr2
+

∫ ∞
0

(ψI(it)− 144− e2πt)e−πr
2tdt,

p3(r) = −288

πr3
− 2πr

∫ ∞
0

t(ψI(it)− 144− e2πt)e−πr
2tdt,

são funções limitadas numa vizinhança de r =
√

2. Logo

b′(
√

2) = 4i

{
√

2 lim
r→
√

2

sin(πr2)

(r2 − 2)
− 2
√

2

π

sin(πr
2

2
)

(r2 − 2)2

}

= 4i

{
√

2π −
√

2

2
lim
r→
√

2

sin(πr2)

(r2 − 2)

}
= 4i

{
√

2π −
√

2

2
π

}
= 2
√

2πi.
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4.3 A função mágica

Estamos preparados para dar uma prova do Teorema 4.3.

Teorema 4.14. A função

g(x) :=
πi

8640
a(x) +

i

240π
b(x)

satisfaz as condições (4.5)-(4.7). Em particular g e F(g) se anulam apenas nos

pontos do reticulado E8.

Demonstração. Primeiramente, mostraremos que vale (4.5). Pela Proposição 4.6 e

Proposição 4.11 sabemos que para r >
√

2

g(r) =
πi

8640
a(r) +

i

240π
b(r)

=− 4π

8640
sin2(

πr2

2
)

∫ ∞
0

φ0(− 1

it
)t2e−πr

2rdt− 4π

240
sin2(

πr2

2
)

∫ ∞
0

ψI(−
1

it
)e−πr

2rdt

=
π

2160
sin(

πr2

2
)

{
−
∫ ∞

0

(φ0(− 1

it
)t2 +

36

π2
ψI(t))e

−πr2tdt

}
.

Então,

g(r) =
π

2160
sin(

πr2

2
)

∫ ∞
0

A(t)e−πr
2tdt, (4.63)

onde

A(t) = −(t2φ0(− 1

it
) +

36

π2
ψI(it)).

Verificaremos que A(t) < 0 para todo t > 0. Com efeito;

De (4.19) e (4.42) segue que:

A(t) =− t2φ0(− i
t
) +

36

π2
ψS(

i

t
), t→ 0+, (4.64)

A(t) =− t2φ0(it) +
12

π
tφ−2(it)− 36

π2
φ−4(it)− 36

π2
ψI(it), t→∞. (4.65)

Do Lema A.1, temos que existem funções A
(m)
0 (t), A

(m)
∞ (t) tais que:

A(t) = A
(m)
0 (t) +O(t2e−πm/t), t→ 0+ (4.66)

A(t) = A(m)
∞ (t) +O(t2e−πmt), t→∞. (4.67)

Além disso, deduzimos de (4.22)-(4.24) e (4.48) que.

A
(6)
0 (t) = t2(− 368640

π2 e−π/t−5184000e−2π/t− 45121536
π2 e−3π/t−31104000e−4π/t− 45121536

π2 e−5π/t) (4.68)
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e de (4.22)-(4.24) e (4.46) que

A(6)
∞ (t) = − 72

π2 e
2πt− 23328

π2 + 184320
π2 e−πt− 5194368

π2 e−2πt+ 22560768
π2 e−3πt− 250583040

π2 e−4πt+ 869916672
π2 e−5πt

+t( 8640
π

+ 2436480
π

e−2πt 113011200
π

e−4πt)−t2(518400e−2πt+31104000e−4πt).

Gráficos das funções A(t),A
(2)
0 (t) e A

(2)
∞ (t) são mostrados na Figura 4.1

Figura 4.1: Gráficos de A(t), A
(2)
0 (t) = 368640

π2 t2e−π/t e A
(2)
∞ (t) = −72

π
e2πt+ 8640

π
− 23328

π2 .

Do Corolário A.2, para cada m ∈ N>0 podemos estimar o erro das expansões

assintóticas de A(t):

|A(t)− A(m)
0 (t)| ≤ R

(m)
0 (t), t −→ 0+

e

|A(t)− A(m)
∞ (t)| ≤ R(m)

∞ (t), t −→∞,

onde

R
(m)
0 (t) := t2(1 +

36

π2
)
∞∑
j=m

2e2
√

2π
√
je−

πj
t , t −→ 0+

e

R(m)
∞ (t) := (t2 +

12

π
t+

36

π2
)
∞∑
j=m

2e2
√

2π
√
je−πjt, t −→∞.

Do Lema B.1 temos que valem as desigualdades:

R
(6)
0 (t) ≤ |A(6)

0 (t)|, t ∈ (0, 1]; (1′)

R(6)
∞ (t) ≤ |A(6)

∞ (t)|, t ∈ [1,∞); (2′)

A
(6)
0 (t) < 0, t ∈ (0, 1]; (3′)

A(6)
∞ (t) < 0, t ∈ [1,∞). (4′).

Assim, de (1′) − (4′) obtemos que A(t) < 0 para todo t ∈ (0,∞). Das identidades

(4.63) implicam que vale a condição (4.5). A seguir mostraremos que vale (4.6). Da
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Proposição 4.7, 4.12, e Proposição 4.6, 4.11, para r ≥ 0 temos

F(g)(r) =
π

2160
sin(

πr2

2
)

∫ ∞
0

B(t)e−πr
2tdt (4.69)

onde

B(t) = −t2φ0(i/t) +
36

π2
ψI(it).

Verificaremos que B(t) > 0 para todo t > 0. Da mesma forma que a função A(t) ,

a função B(t) pode ser escrita da seguinte maneira:

B(t) =− t2φ0(− i
t
)− 36

π2
ψS(

i

t
), t→ 0+

B(t) =− t2φ0(it) +
12

π
tφ−2(it)− 36

π2
φ−4(it) +

36

π2
ψI(it), t→∞.

Então, para cada m ∈ N>0 existem funções B
(m)
0 e B

(m)
∞ tais que

B(t) = B
(m)
0 (t) +O(t2e−πm/t), t→ 0+

B(t) = B(m)
∞ (t) +O(t2e−πmt), t→∞.

Gráficos das funções B(t),B
(2)
0 (t) e B

(2)
∞ (t) são mostrados na Figura 4.2

Figura 4.2: Gráficos de B(t), B
(2)
0 (t) = 368640

π2 t2e−π/t e B
(2)
∞ (t) = 8640

π
t− 23328

π2 .

Análogo ás desigualdades (1′)− (4′) pode-se mostrar que vale:

R
(6)
0 (t) ≤ |B(6)

0 (t)|, t ∈ (0, 1]

R(6)
∞ (t) ≤ |B(6)

∞ (t)|, t ∈ [1,∞)

B
(6)
0 (t) > 0, t ∈ (0, 1]

B(6)
∞ (t) > 0, t ∈ [1,∞).

Dáı, temos que B(t) > 0 para todo t ∈ (0,∞). Logo, a identidade (4.69) implica
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(4.6). Agora, para verificar (4.7) usamos a Proposição 4.8 e a Proposição4.13.

g(0) =
πi

88640
a(0) +

i

240
b(0) = 1

F(g)(0) =
πi

88640
a(0) +

i

240
b(0) = 1.

Isto finaliza a prova do Teorema 4.14 e como consequência fica provado o Teo-

rema 4.3.
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Apêndice A

Expansões assintóticas

Neste apêndice daremos expansões assintóticas para as funções A(t) e B(t) que

foram usadas para deduzir desigualdades na Seção 4.3. Tais funções ficaram

expressas em termos das funções φ0, ψI e ψS. Estabeleceremos formulas assintóticas

para A(t) e B(t) quando t é “pequeno” e t é “grande”.

Lema A.1. Para m ≥ 1 existem funções A
(m)
0 e A

(m)
∞ tais que

A(t) = A
(m)
0 (t) +O(t2e−πm/t), t→ 0+,

A(t) = A(m)
∞ (t) +O(t2e−πmt), t→∞.

Demonstração. De (4.19) e (4.42) segue que:

A(t) =− t2φ0(− i
t
) +

36

π2
ψS(

i

t
), t→ 0+, (A.1)

A(t) =− t2φ0(it) +
12

π
tφ−2(it)− 36

π2
φ−4(it)− 36

π2
ψI(it), t→∞. (A.2)

Das expansões em séries de Fourier (4.22)-(4.24) de φ−4, φ−2 e φ0 temos:

φ−4(τ) =
∞∑

n=−1

cφ−4(n)qn =
∑

k≥−2,par

Cφ−4(k)ekπiτ ,

φ−2(τ) =
∞∑
n=0

cφ−2(n)qn =
∑

k≥0,par

Cφ−4(k)ekπiτ ,

φ0(τ) =
∞∑
n=1

cφ0(n)qn =
∑

k>0,par

Cφ0(k)ekπiτ ,

onde

Cφ−2(k) := cφ−2(
k

2
), Cφ−4(k) := cφ−4(

k

2
), Cφ0(k) := cφ0(

k

2
).
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E as expansões (4.46)-(4.48) de ψI , ψT e ψS:

ψI(τ) = cψI (−1)q−1 +
∑

n∈ 1
2
Z≥0

cψI (n)qn =CψI (−1)e−2πiτ +
∞∑
k=0

CψI (k)ekπiτ ,

ψT (τ) = cψT (−1)q−1 +
∑

n∈ 1
2
Z≥0

cψT (n)qn =CψT (−1)e−2πiτ +
∞∑
k=0

CψT (k)ekπiτ ,

ψS(τ) =
∑

k
2
∈ 1

2
Z>0

k impar

cψS(
k

2
)q

k
2 =

∑
k∈N>0
k impar

CψS(k)ekπiτ ,

onde

CψI (k) := cψI (
k

2
), CψT (k) := cψT (

k

2
), CψS(k) := cψS(

k

2
). (A.3)

Mais precisamente, da expansão convergente em Séries de Fourier de uma forma

modular fracamente holomorfa (veja [5, Proposição 1.12]) encontramos que o n-

ésimo coeficiente de Fourier cψI (n) de ψI satisfaz

|cψI (n)| ≤ e4π
√
n, n ∈ 1

2
Z>0 ⇔ |CψI (k)| ≤ e2

√
2π
√
k, k ∈ N>0 ı́mpar. (A.4)

Desigualdades similares seguem para os coeficientes de Fourier de ψS, φ0, φ−2 e φ−4:

|cψS(n)| ≤ 2e4π
√
n, n ∈ 1

2
Z>0 ⇔ |CψS(k)| ≤ 2e2

√
2π
√
k, k ∈ N>0 ı́mpar (A.5)

|cφ0(n)| ≤ 2e4π
√
n, n ∈ 1

2
Z>0 ⇔ |Cφ0(k)| ≤ 2e2

√
2π
√
k, k ∈ N>0 par (A.6)

|cφ−2(n)| ≤ e4π
√
n, n ∈ Z>0 ⇔ |Cφ−2(k)| ≤ e2

√
2π
√
k, k ∈ N>0 par (A.7)

|cφ−4(n)| ≤ e4π
√
n, n ∈ Z>0 ⇔ |Cφ−4(k)| ≤ e2

√
2π
√
k, k ∈ N>0 par. (A.8)

Agora das identidades (A.1), (A.2) obtemos:

A(t) = −t2


∑
k∈N>0
k par

Cφ0(k)e−
kπ
t +

36

π2

∑
k∈N>0,
k impar

CψS(k)e−
kπ
t

 , t→ 0+ (A.9)

A(t) =− t2
∑

k>0,par

Cφ0(k)e−kπt +
12

π
t
∑

k≥0,par

Cφ−2(k)e−kπt − 36

π2

∑
k≥−2,par

Cφ−4(k)e−kπt

− 36

π2

{
CψI (−1)e2πt +

∑
k≥0

CψI (k)e−kπt

}
, t→∞.

(A.10)
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De (A.9) e (A.10) definimos para cada m ∈ N>0

A
(m)
0 (t) := t2

−
∑

2≤j≤j1(m)
par

Cφ0(j)e−
jπ
t +

36

π2

∑
1≤j≤j2(m)
impar

CψS(j)e−
jπ
t


e

A
(m)
∞ (t) := −t2

∑
2≤j≤j1(m)

par
Cφ0(j)e−jπt + 12

π
t
∑

0≤j≤j1(m)
par

Cφ−2(j)e−jπt

− 36
π2

∑
−2≤j≤j1(m)

par
Cφ−4(j)e−jπt − 36

π2

{
CψI (−1)e2πt +

∑
1≤j≤m−1CψI (j)e

−jπt} ,
onde

j1(m) :=

{
m− 2 m par

m− 1 m ı́mpar
, j2(m) :=

{
m− 1 m par

m− 2 m ı́mpar
m ∈ N>0.

Daqui, podemos ter uma fórmula para os erros de aproximações para a função

A(t) através das expansões assintóticas A
(m)
0 (t) para t ∈ (0, 1] e A

(m)
∞ (t) para t ∈

[1,∞) .

Corolario A.2. Para m ∈ N>0, existem funções R
(m)
0 , R

(m)
∞ tais que

|A(t)− A(m)
0 (t)| ≤ R

(m)
0 (t), t ∈ (0, 1],

|A(t)− A(m)
∞ (t)| ≤ R(m)

∞ (t), t ∈ [1,∞)

Demonstração. É consequência do Lema A.1, (A.4)-(A.8) a desigualdade triangular.

De fato, para cada m ∈ N>0:

R
(m)
0 (t) := t2(1 +

36

π2
)
∞∑
j=m

2e2
√

2π
√
je−

πj
t , t ∈ (0, 1]

e

R(m)
∞ (t) := (t2 +

12

π
t+

36

π2
)
∞∑
j=m

2e2
√

2π
√
je−πjt, t ∈ [1,∞).
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Apêndice B

Programas em SageMath

Neste apêndice vamos mostrar alguns resultados numéricos para a verificação de

desigualdades da Seção 4.3 que envolvem funções dadas por séries definidas nos

intervalos (0, 1] e [1,∞). Tais desigualdades seguem das seguintes estimativas:

Lema B.1. Valem as desigualdades:

R
(6)
0 (t) ≤ |A(6)

0 (t)|, t ∈ (0, 1]; (1′)

R(6)
∞ (t) ≤ |A(6)

∞ (t)|, t ∈ [1,∞); (2′)

A
(6)
0 (t) < 0, t ∈ (0, 1]; (3′)

A(6)
∞ (t) < 0, t ∈ [1,∞). (4′)

Demonstração. Para mostrar (1′). Lembremos que A
(6)
0 (t) = −t2

∑5
m=1 a(m)e−πm/t,

onde a(m) > 0. Então

R
(6)
0 (t) ≤ |A(6)

0 (t)| ⇔
∞∑
j=6

e2
√

2π
√
j−πj/t ≤

∑5
j=1 a(j)e−πj/t

2(1 + 36
π2 )

, ∀t ∈ (0, 1]. (B.1)

Dado que 2
√

2π
√
j − πj/t ≤ −πj/2t quando j ≥ 32. Para mostrar que (1′) vale é

suficiente provar que:

31∑
j=6

e2
√

2π
√
j−πj/t +

e−16π/t

1− e−π/2t
≤
∑5

j=1 a(j)e−πj/t

2(1 + 36
π2 )

, 0 < t ≤ 1. (B.2)

Sejam f(t), g(t) os lados direito e esquerdo da desigualdade (B.2) respec-

tivamente. Verificaremos que h1(t) = f(t) − g(t) ≥ 0, ∀t ∈ (0, 1). Note

que limt→0+ h1(t) = 0. Implementamos um programa em sage que calcule

(minx∈(0,1) h1(x), x0) o mı́nimo local e o ponto onde é atingido da função h1 no

intervalo (0, 1) com uma tolerância de ε = 1.48e − 08 e um máximo de 500 valores

da função pra o método usado junto com o gráficos escalados.
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In [3]:

# Variável t.

t=var(’t’)

In [4]:

# Constante.

c=2*(1+36/(pi^2))

# Vetor de Coeficientes.

a=vector([368640/pi^2, 518400, 45121536/pi^2, 31104000, 1739833344/pi^2])

In [5]:

def f(t):

return sum(a[i]*e^(-pi*(i+1)/t) for i in range (0,5))/c

In [6]:

f(0.2).n()

Out[6]:

0.000605573143306811

In [7]:

def g(t):

t1 = sum( exp(2*sqrt(2)*sqrt(j)*pi-j*pi/t) for j in range(6,32))

return t1 + e^(-16*pi/t)/(1-e^(-pi/(2*t)))

In [8]:

(f(0.1)/g(0.1)).n()

Out[8]:

2.34524650391897e62

In [9]:

def h1(t): return (f(t)-g(t))

In [10]:

print( find_local_minimum(h1(t),0,1))

(0.0, 0.0029544001645663816)

\% time h1(0.1).n()

Out[10]:

CPU times: user 252 ms, sys: 0 ns, total: 252 ms

Wall time: 277 ms

9.12607279655736e-11

In [11]:

ts = range(1,200)

\%time fts = [f(t/200).n() for t in ts]

\%time gts = [g(t/200).n() for t in ts]
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CPU times: user 304 ms, sys: 20 ms, total: 324 ms

Wall time: 343 ms

CPU times: user 3.35 s, sys: 68 ms, total: 3.42 s

Wall time: 3.46 s

In [12]:

import numpy

list_plot([fi - gi for fi,gi in zip(fts,gts)], scale="semilogy")

Figura B.1: semilogy de h1(t)

In [18]:

log_quots = [log(fi/gi) for fi,gi in zip(fts,gts)]

In [19]:

list_plot(zip(ts,log_quots), scale="loglog")

Figura B.2: loglog de h1

Esto mostra que vale (1′).
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Para (2′). Observemos que

R(6)
∞ (t) ≤ |A(6)

∞ (t)| ⇔
∞∑
j=6

e2
√

2π
√
j−πjt ≤ |A(6)

∞ (t)|
2(t2 + 12

π
t+ 36

π2 )
. (B.3)

Portanto é suficiente verificar que :

31∑
j=6

e2
√

2π
√
j−πjt +

e−16πt

1− e−πt/2
≤ |A(6)

∞ (t)|
2(t2 + 12

π
t+ 36

π2 )
. (B.4)

Consideremos h2(t) a diferença das funções dos lados direito e esquerdo de (B.4)

respectivamente. Verificaremos que h2(t) ≥ 0, t ∈ (1, 100). Usando Sage temos:

In [62]:

def A6(t): return (-(72/pi^2)*exp(2*pi*t)-(23328/pi^2)+

(184320/pi^2)*exp(-pi*t)-(5194368/pi^2)*exp(-2*pi*t)+

(22560768/pi^2)*exp(-3*pi*t)-(250583040/pi^2)*exp(-4*pi*t)+

(869916672/pi^2)*exp(-5*pi*t)+t*(8640/pi+(2436480/pi)*exp(-2*pi*t)+

(113011200/pi)*exp(-4*pi*t))-(t^2)*(518400*exp(-2*pi*t)+31104000*exp(-4*pi*t)))

3 hours ago

0.003 seconds

In [55]:

def f0(t): return (abs(A6(t))/(2*(t^2+(12/pi)*t+(36/pi^2))))

In [66]:

def g0(t):

t1 = sum( exp(2*sqrt(2)*sqrt(j)*pi-j*pi*t) for j in range(6,32))

return (t1 + e^(-16*pi*t)/(1-e^(-pi*t/2)))

In [67]:

def h2(t) : return (f0(t)-g0(t))

In [68]:

print( find_local_minimum(h2(t),1,100))

2 minutes from now

0.063 seconds

(5.019420899850819e+266, 99.99999703462143)

%time h2(10).n()

#ts = range(1,200)

\%time f0ts = [f0(t/200).n() for t in ts]

\%time g0ts = [g(t/200).n() for t in ts]

Out[68]:

CPU times: user 24 ms, sys: 0 ns, total: 24 ms
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Wall time: 22.2 ms

4.98559009953025e25

In [69]:

t0s = range(1,100)

\%time f0ts = [f0(t).n() for t in t0s]

\%time g0ts = [g0(t).n() for t in t0s]

CPU times: user 296 ms, sys: 12 ms, total: 308 ms

Wall time: 299 ms

CPU times: user 1.65 s, sys: 36 ms, total: 1.69 s

Wall time: 1.74 s

In [70]:

list_plot([fi - gi for fi,gi in zip(f0ts,g0ts)], scale="semilogy")

Figura B.3: semilogy de h2(t)

In [35]:

log_quots = [log(fi/gi) for fi,gi in zip(f0ts,g0ts)]

In [36]:

list_plot(zip(ts,log_quots), scale="loglog")
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Figura B.4: loglog de h2

O que prova (2′). A desigualdade (3′) é imediata da definição de A
(6)
0 (t).

Para (4′). Notemos que A
(6)
∞ (t) −→ −∞ quando t → ∞. Mostraremos que

A
(6)
∞ (t) < 0 para t grande. Sera suficiente verificar −A(6)

∞ (t) > 0 no intervalo [1,100).

Usamos o programa em Sage e obtemos

Figura B.5: Função A
(6)
∞ (t)

Aqui, escalamos o eixo y. Isto mostra que vale (4′).
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