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Resumo

O objeto de estudo deste trabalho é analisar o Jogo de Schmidt com vistas a aplicagoes
no estudo da dimensao de Hausdorff. Mais precisamente, faz-se uma analise refinada
desse jogo, aqui usado como ferramenta para determinar a dimensao de Hausdorff de
certa classe de conjuntos definida no contexto do jogo. O estudo é feito de maneira pro-
gressiva, a comegar pelo caso onde o jogo é ambientado no espaco euclidiano, onde se
pode concluir que todo conjunto vencedor do jogo de Schmidt possui dimensao de Haus-
dorff total, isto é, a dimensao do espago em que se joga. O mesmo tipo de deteccao tem
seu éxito em casos mais gerais como é descoberto em artigos mais recentes nos trabalhos
de Fishman e Kleinbock-Weiss, e também sao retratados neste trabalho. Além disso,
sao estudados o jogos de Schmidt em atratores de sistemas iterados de fungoes de con-
tragoes-similaridades em dois ambitos: espagos euclidianos e espagos métricos completos
doubling. Certamente, pode-se dizer que este estudo é motivado pelos sucessos obtidos
por Dani, Fishman, Broderick-Fishman-Kleinbock, Weisheng Wu em seus diversos traba-
lhos ao longo das tltimas trés décadas, onde foram desenvolvidos métodos para identificar
conjuntos vencedores.



Abstract

The aim of this work is to analyze Schmidt games from the point of view of applications
in the study of Hausdorff dimension. More precisely, we make a refined analysis of the
game, used here as a tool, to determine the Hausdorff dimension of a certain class of
sets defined in the context of the game. The approach is step-by-step, beginning in
the case where the game is set in the Euclidean space, where it can be concluded that
any winning set has total Hausdorff dimension. Analogous results were achieved in more
general contexts recently by Fishman and Kleinbock- Weiss. For example, there are studied
Schmidt games in attractors of iterated function systems of contracting similitudes. Here
two contexts are being studied: Euclidean spaces and complete metric spaces having
the doubling property. This study is motivated by works of Dani, Fishman, Broderick-
Fishman-Kleinbock, Weisheng Wu and many others, where methods were established to
detect winning sets.
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1 Introducao

Sejam (X, d) espaco métrico completo, S C X e «, 5 € (0,1) fixados. O jogo sob
os parametros («, 3) — S (costuma-se chamar S por conjunto alvo) é disputado por dois
participantes: Bob e Alice. O jogo deve iniciar com Bob ao escolher qualquer bola fechada
By € X com raio rg > 0. Alice, em seguida, deve escolher por sua vez uma bola fechada
Ay C Bj com raio r; = ary. Novamente, ja no segundo turno, Bob é obrigado a escolher
uma bola fechada By C Ay, cujo raio é ro = ry. Alice deve terminar o segundo turno ao
escolher uma bola fechada Ay C Bs, de raio r3 = ars, e assim por diante. Considere

o unico ponto de intersecao de todas essas bolas. Se x € S, entao Alice é declarada a
vencedora. Caso contrario, Bob é o vencedor. Além disto, S é dito conjunto («, 3)-
vencedor, se existir uma estratégia na qual Alice possa garantir que, independente de
como Bob faca suas escolhas durante seus turnos, x € S. Por fim, S é dito conjunto
a-vencedor, se ¢é (a, B)-vencedor, para qualquer 8 € (0,1). Para ndo carregar a notagao,
diz-se que S é vencedor se o mesmo for a-vencedor para algum « € (0, 1).

De forma geral, pode-se dizer que um conjunto vencedor deve ser “grande” num certo
sentido. B facil ver que qualquer conjunto vencedor é um conjunto denso. Por outro lado,
jogando no espaco euclidiano, existem exemplos de conjuntos de medida de Lebesgue nula,
mas que sao vencedores. Um exemplo cldssico é a observagao de Schmidt em [16], onde
diz que o conjunto dos nimeros mal aproximéveis é de fato é um conjunto vencedor e,
portanto, tem dimensdo de Hausdorff igual a um (e medida de Lebesgue nula). E de se
lembrar que = € R é mal aproximéavel quando existe ¢(x) tal que

Em geral, tudo depende do espago em que se joga, por isso tais afirmacoes tornar-se-ao
mais claras ao decorrer deste trabalho. Schmidt provou o seguinte tipo de resultado:

Teorema 1.1 ( [16]). Todo subconjunto vencedor do R"™ possui dimensao de Hausdorff
total. Isto €, para S C R™ vencedor, tem-se

dimg S = n.

De fato, ele provou um resultado mais geral em espacos de Hilbert, onde ficou atestado
que em dimensao infinita os conjuntos vencedores possuem dimensao de Hausdorff infinita.
O objetivo deste trabalho é estudar o comportamento da dimensao de Hausdorff dos
conjuntos vencedores em diferentes ambientes. Generalizagoes expressivas do teorema de
Schmidt sdo encontradas nos artigos de Fishman [8] e mais recentemente de Kleinbock-
Weiss [12] e s@o vistas neste trabalho, como por exemplo o seguinte (ver Teorema 3.19).

Teorema A ( [12]). Seja X espaco métrico completo suporte de uma medida doubling
w 0<a<l, 0< < % Se S € conjunto («, )-vencedor do jogo de Schmidt em X e
0 £ U C X aberto, entao existe constante positiva ¢ = ¢(K) <1 (onde K € constante de
doubling) tal que

log ¢

Em particular, dimy SNU > d,(U), se S € vencedor.
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Faz-se necessario, é claro, justificar esta iniciativa. Afinal, por mais expressiva gene-
ralizacao que se obtenha, de nada serviria caso insignificante fosse a classe dos conjuntos
vencedores. Todavia, as propriedades que esses conjuntos gozam ensejam esta empreitada.
Notaveis e presentes em detalhes neste trabalho sao:

e A propriedade de ser vencedor é preservada por intersecoes enumeraveis;
e A propriedade de ser ser vencedor é preservada por homeomorfismos bi-Lipschitz.

Também motivam a proposta deste trabalho resultados como os apresentados por Dani
em [7], Broderick-Fishman-Kleinbock em [6] ¢ Wu em [18] (estes sao citados aqui a titulo
de motivagao e curiosidade, pois os mesmos nao sao objetos de estudo neste trabalho).

Isto significa que jogos de Schmidt nao somente possuem interesse intrinseco, mas
servem também para entender problemas em outros contextos. Em [7], S. G. Dani estudou
conjuntos vencedores através de endomorfismos no toro. Especificamente, para n > 1 e
fixado um endomorfismo sobrejetivo semisimples do toro n-dimensional, ele mostrou que
o subconjunto dos pontos do toro tais que o fecho de sua 6rbita nao contem elemento
de ordem finita possui dimensao de Hausdorff n. Generalizagao deste resultado é vista
mais recentemente no trabalho de Broderick-Fishman-Kleinbock em [6]. Por sua vez, Wu
em [18] estuda o jogo de Schmidt ambientado na variedade instédvel de um difeomorfismo
parcialmente hiperbodlico e encontra condicoes suficientes para detectar a presenca de um
conjunto vencedor.

Tudo isto oferece forte motivacao para entender os jogos de Schmidt em casos mais
gerais e a relagao entre a propriedade de conjunto vencedor e ter dimensao de Hausdorff
“grande”. A generalizacao do teorema de Schmidt por Kleinbock-Weiss da ensejo a estu-
dar casos particulares onde a dimensao pontual da medida é conhecida. Sob essa ética,
o contexto do jogo de Schmidt em atratores de sistemas iterados de fungoes (SIF) que
satisfazem a chamada open set condition (OSC) pode ser visto de maneira bastante na-
tural. Por isso, o trabalho de Hutchinson em [10] recebe destaque na Segao 3.5.4. Nela, é
apresentado o resultado que faz o link entre atrator de um SIF num espago euclidiano e
o jogo de Schmidt. Este assunto fica mais interessante quando se observa na Secao 3.5.5
que, em verdade, este resultado pode ser colocado num contexto mais geral de atratores
de SIF’s em espagos métricos completos com a propriedade doubling, que é o seguinte
(ver Teorema 3.42).

Teorema B. Sejam X um espago métrico completo doubling, K C X atrator de um SIF
de contragoes-similaridades que satisfaz a OSC. Entdo todo subconjunto vencedor A C K
de um jogo de Schmidt em K possui dimensao de Hausdorff total, isto €, igual a dimensao
de Hausdorff do atrator.

Uma base consistente em Geometria Fractal é feita no Capitulo 2. Referéncias nesta
area foram [14], [4], [3]. Na Segao 2.1, alguns resultados sdo coletados para que o leitor
tome familiaridade com a dinamica do jogo. Em seguida, comega a jornada em busca
do ambiente mais geral possivel sobre o qual o jogo demonstra-se favoravel ao interesse
proposto inicialmente. Os obstaculos encontrados resultam em contra-exemplos a essa
iniciativa e sao expostos igualmente. No entanto, acredita-se demonstrar por aqui, que
aqueles que se debrugaram sobre essa questao obtiveram éxito ao concluir com tamanha
abrangéncia que ¢ sintetizada na ultima secao do Capitulo 2 com a introducao dos espacos
métricos doubling.



2 Resultados preliminares

Encontram-se aqui os conceitos basicos que servirao de base fundamental para entendi-
mento de assunto ulterior. Por isso, a dimensao de Hausdorff recebe atencao privilegiada
neste espaco. Resultados bésicos acerca de Topologia e Medida sao admitidos. Procurou-
se nestas linhas iniciais expor estritamente o necessario para uso direto neste trabalho
sem prejuizos do entendimento. Boas referéncia nesse estudo sao, por exemplo, [14] e [4].

2.1 Dimensao de Hausdorff

Definigao 2.1 (Dimensao de Hausdorff). Seja X espaco métrico qualquer. Para K C X,
considere

HY(K) := inf {Z(diam U)*: K C UUi}f

%

onde {U;} € uma cobertura enumerdvel de K por quaisquer conjuntos. A dimensdo de
Hausdorff de X é definida por

dimy K :=inf {a : H2(K) = 0}.

Majis geralmente, seja

HY(K) := inf {Z(diamUi)o‘ K C UUi’ diam U; < 5}.

A medida de Hausdorff a-dimensional ¢ definida por

HO(K) = lime_, He(K).

Na defini¢ao acima pode-se admitir coberturas formadas apenas por conjuntos abertos
(ou fechados), sem que haja qualquer altera¢ao no valor de H®. Para ver isso, dada uma
cobertura A = {A; }ien qualquer, considere a cole¢ao de coberturas A, = {B(A4;, %)}ieN,
onde B(A;,r) :={x € E :d(z,A;) < r}. Passando o limite em n chega-se na conclusao
desejada. Mais especificamente ainda, por exemplo, utilizando bolas o valor de H¢ cresce
no maximo sob um fator de 2%, pois qualquer conjunto K esta contido numa bola de no
maximo o dobro de seu diametro. Por fim, pode-se provar que a medida de Hausdorff

a-dimensional satisfaz as condigoes de uma medida exterior.

Lema 2.2. Se H*(K) < oo, entdo H’(K) = 0, para todo 3 > «.

Demonstragdo. Da definicio de H2, obtem-se H?(K) < e°7*H2(K), donde segue o re-

g
sultado ao tomar ¢ — 0. O

Lema 2.3. H*(K) =0, se e somente, se HY(K) = 0. Ademais,

dimy K = inf{a: HY(K) =0} = inf{a : H*(K) < oo}
= sup{a : H*(K) > 0} = sup{a : H*(K) = co}.
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Demonstra¢ao. Como HY(K) > H?(K) (a variedade maior de coberturas que a defini¢ao
de H$ permite s6 faz com que seu infimo possa manter-se ou diminuir em relagao a ‘H®),
¢ suficiente provar que se H2(K) = 0 entao H*(K) = 0. De fato, se HY(K) = 0, entdo
para cada ¢ > 0, existe uma cobertura de K por conjuntos {Ux} tal que

Z (diam Uy)® < 4.
k=1

Esses conjuntos possuem didmetro menor que §Y/¢, portanto H /o(X) < 0. Tomando
d — 0, segue que ‘H*(K) = 0. Por dltimo, a equivaléncia imediatamente implica que

dimy X = inf{a : HY(K) = 0} = sup{a : HY(K) > 0}.

As outras igualdades seguem do Lema 2.2. O]

2.2 Propriedades basicas da dimensao de Hausdorff

I. Monotonicidade. Se Y C Z C X, entao dimy Y < dimpy Z.

I1. Estabilidade por unices enumeraveis. Seja {A;} colegdo enumerdvel de
subconjuntos de X. Entao dimy U A; = sup dimg A;.

i—1 1<i<oo

III. Conjuntos enumeraveis. Se X é enumeravel, entao dimy X = 0.

IV. Transformacoes de Holder. Se f: X — Y é uma transformacao a-Holder entre
espagos métricos, entdo dimy f(X) < < dimy X.

V. Invariancia bi-Lipschitz. Se f : X — Y ¢é uma transformagao bi-Lipschitz entre
espacos métricos, entao dimy X = dimg Y.

Demonstracoes - propriedades bdsicas.

I. E imediata ao observar que H*(Y)) < H%(Z), para cada .

IT. Seja {A;} colegao enumerével de subconjuntos de X. Entao

dlmHUA = sup dimpy A;.

1<i<o0
=1

E claro que dimy | J; A; > dimy A;, para cada j pela monotonicidade. Por outro lado, se
s > dimpy A; para todo 7, entao tem-se H*(A;) = 0. Donde segue que

e Ja) <3

I1I. Por sua vez segue como corolario da propriedade IT com a ressalva de que todo ponto,
como conjunto, possui dimensao de Hausdorff nula.

IV. Considere {U;} uma cobertura de X tal que diamU; < § para todo ¢ € N. Da
condicao de Holder, existem ¢, a tais que

diam f(XNU;) < ¢+ (diam XNU;)* < ¢ - (diam U;)°.
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Isto implica que {f(X NU;)} é uma c¢d*-cobertura de f(X). Logo, para qualquer s > 0,

D (diam f(XNU;))Y* < ¢/* " (diam Uy)*.

(2 (2

Portanto,
HIL(F(X)) < oM (X).

Tomando § — 0, conclui-se que
Ho/o(f(X)) < eIoH(X).

s
Para s > dimy X obtem-se H*/*(f(X)) < ¢/*H(X) = 0, que implica dimy f(X) < =.
«
V. E coroldrio imediato da propriedade anterior. Merece destaque, no entanto, pelo seu
significado. Do ponto de vista da dimensao de Hausdorff, nao basta que dois objetos
sejam homeomorfos para serem equivalentes. E necessario que o homeomorfismo também
seja bi-Lipschitz. O]

Na maior parte das ocasioes o calculo direto da dimensao de Hausdorff é inviavel. Uma
pratica comum é estima-la através de desigualdades que oferecem verdadeiras limitagoes
(superiores e/ou inferiores do valor da dimensao). Nesse sentido, alguns resultados como
o Principio da Distribuigao de Massa (caso particular do Teorema 2.5) servem de auxilio.

Definicao 2.4. Sejam X espaco métrico e u medida de Borel. A dimensao pontual
inferior e superior de . em x sao dadas respectivamente por

.. log u(B(x,r)) ~ . log ju(B(z, 1))
dulo) = bt =y ¢ o) stmap =R

Se os limites coincidirem, denote-os por d,(z), que € chamado dimensao pontual de
em x.

Teorema 2.5 (Principio da Distribuigao de Massa Nao-uniforme). Sejam X espago
métrico, pu medida de Borel e A C X subconjunto p-mensurdvel tal que u(A) > 0. Suponha
que para todo x € A

a<d,(z).
Entao H*(A) >0 e a < dimy A. Ainda mais, se

du(x) < B,
entdo dimy A < f3.

Demonstracao. Seja U, = {B(x,r): z € A} e defina

M, (A,d,r) = inf{Zu(Ui)d:Uieur, UU@A}

My(A,d) = lim M, (A, d,r)
M,(A) = inf{d: M,(A,d) = 0}.

Como p(A) > 0, segue que M,(A) = 1.

12



Afirmagao: Se existir eg > e A C X p-mensurdvel tais que p(A) > 0 e para todo x € A
e para todo r € (0,e9) tem-se
o < logu(B(z,7))
- logr
entio H*(A) > 0 e s < dimy A. Ainda mais, se para todo r € (0,&¢) tem-se
log p(B(z,r))

<t
log r

— ¥

entdo dimy A < t.

Demonstragao. De fato, como M, (A) = 1, por definigao, para d > 1 obtem-se M, (A, d) =
0. Portanto, existe ¢, tal que para todo r € (0,¢1), M,(A,d,r) < . Isto significa que para

todo r € (0,¢e1), existe cobertura {B(z;,r) : z; € A} de A tal que Z,u(B(mi,r)d < 6.

Por hipétese, 1t < p(B(z;, 1)) < r*. Com isso,
S < Y Blar)) <6
Logo H¥*(A) < oo, que implica dimy A < dt. Como d > 1 é arbitrario, conclui-se
Analogamente, seja {U;} cobertura de A. Para {r;}, onde r; > diam U;, considere
x; € U; e B(x;,r;). Por hipétese,
p(Us) < p(B(wi, ) < 7.
E claro que u(U;) < (diam U;)%, pois, do contrario, u(U;)
de ter (diam U;)* < p(U;) < p(B(z;, diam U;)) < (diam U;
> (diam U;)* > " u(U;) > p(A) > 0.

1

> (diam U;)® e com isso haveria
)*. Uma contradi¢ao. Logo,

Portanto, H*(A) > 2°u(A) > 0 e que dimyg A > s. O

Para N > 1, considere
A e { 1 _ logu(B(z, 3))
N =

€A < <t+1
x PSS — — — .
N — log% - N

E facil ver que cada Ay é mensuravel e Ay C Ans, se N < N'. Além disto, A = {Jy Awn
e pela o-aditividade de p tem-se u(A) = limy pu(Ay). Pela afirmagao, para todo N > 1,
H(Ax) >0 e s—% < dimy Ay §t+%

e esta desigualdade ainda vale tomando o supremo em N. Portanto, pela estabilidade por
unioes enumeraveis da dimensao de Hausdorff,

Além disso, tem-se H*(A) > H*(Ay) > 0. Isso termina a demonstracao do teorema. [

Corolario 2.6. Sejam X espaco métrico, p medida de Borel e A C X subconjunto pu-
mensurdvel tal u(A) > 0 e tal que para p-quase todo ponto x € A

a<d,(z) < d,(z).
Entao oo < dimpy A.
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2.3 Exemplos classicos

Como ja dito, em geral, o calculo direto (sem auxilio de outros resultados) da dimensao
de Hausdorff ndao rende muitos frutos. Hé excegdes todavia. Uma delas é o Conjunto de
Cantor - definido abaixo - certamente o fractal mais famoso.

2.3.1 O conjunto de Cantor standard

Seja Ey o intervalo [0, 1]. Considere ainda F; obtido a partir da remogao do meio-terno

de Ey, isto é,
12)_[0 1]U[2
3737 tUglTly

Repetindo o processo, obtem-se F, a partir da remocao dos meio-ternos de F; e

0,510, 51U UG,

Er=[0,1]\ ( 1.

Es = 1].
Continuando desta forma, obtem-se Ej a partir da remocao de todos os meio-ternos de
Ej_1. Logo Ej, consite de 2* intervalos de comprimento 37%. O conjunto de Cantor consiste
nos numeros pertencentes a Fj, para todo k. Matematicamente, é expressado por N;2, E.
De um ponto de vista mais pratico, o conjunto de Cantor é composto pelos niimeros cuja
representacao na base 3 nao contém o digito 1. Nao se deseja aqui estudar as propriedades
peculiares de tal conjunto, mas o fato de serem tantas a coexistir pacificamente é digno de
nota: o conjunto de Cantor standard é nao enumeravel, totalmente desconexo, perfeito,
compacto. Em verdade, um resultado classico diz que qualquer espago métrico com estas
propriedades é homeomorfo ao conjunto de Cantor standard (e formam portanto uma
classe chamada espagos de Cantor).

No que segue, os intervalos de nivel k£ sao aqueles intervalos que compoem o conjunto
E}. no processo de construcao do conjunto de Cantor, que por sua vez é denotado por
F. Assim, E}, consite de 2 intervalos de comprimento 37%. Tomando os intervalos de £,
como uma cobertura de F', segue que

S (F) <2837h =1,

para s = log 2/log 3. Dai, quando k — oo, conclui-se que H*(F') < 1. Mostra-se agora que
H*(F) > 3 e isso ¢ suficiente para concluir que dimy(F) = s. De fato, como observado
na definicao da dimensao de Hausdorff, é possivel restringir apenas ao uso de coberturas
por intervalos. Observe ainda que pela compacidade de F', em verdade basta o uso de
coberturas finitas. Seja entdo {U;} uma cobertura finita de F' por intervalos. Para cada
U;, seja k inteiro tal que

37+ 1 < diam U; < 37%.

Entao U; intersecta no maximo um intervalo de nivel k, pois os mesmos estao separados
entre si por uma distancia nao menor que 37%. Se j > k, entdo por construcio U; intersecta
no méximo 2/ = 21375k < 273%(diam U;)* intervalos de nivel j de E; pela desigualdade
anterior. Agora, escolhendo j grande o suficiente tal que 377~! < diam U; para todo Uj,

entdao como {U;} intersecta no maximo 2’ intervalos de comprimento 377, obtem-se que
‘ , ) , 1 _
2 < 22335(d1am U;)®. Logo Z(dlam U;)®* > 5= 37°.
(2

)
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2.3.2 Conjuntos de volume positivo

O Principio da Distribuicao de Massa pode ser usado para concluir que todo conjunto
de medida volume positivo em R™ possui dimensao de Hausdorff total. Em particular,
todos os abertos de R™ possuem dimensao de Hausdorff total. Em outro sentido, existem
conjuntos de medida nula que possuem dimensao de Hausdorff positiva (o conjunto de
Cantor standard é um desses exemplos). Isso mostra, de certa maneira, que medida e
dimensao de Hausdorff sao ferramentas de medicao de conjuntos de diferentes calibres.
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3 O jogo de Schmidt

Na Segao 3.1 constam alguns resultados estruturais acerca do jogo de Schmidt presen-
tes em seu artigo [16] no sentido de tomar familiaridade com esses objetos. Sao observadas
as limitagoes dos conjuntos vencedores a medida que variam os parametros para o jogo.
Em seguida, no sentido oposto, sao vistas nogoes a respeito do quao grandes sao esses
conjuntos e quao grande € a classe que eles formam. Logo apds, a Secao 3.2 apresenta o
resultado principal que diz quando um conjunto a-vencedor num espago euclidiano possui
dimensao de Hausdorff total, isto ¢, dimensao do espaco euclidiano. Generalizagoes deste
resultado sdo consideradas posteriormente na Segao 3.3 onde se acompanha [12], porém,
sabe-se que em espacos métricos em geral tal resultado nao é valido. Quanto a essa ex-
pectativa, o contra-exemplo também contido em [12] é exposto na Segao 3.4 e finalmente
faz-se o estudo dos jogos de Schmidt em atratores de sistemas iterados de fungoes na
Secao 3.5. Durante todo este capitulo X denotara sempre um espago métrico completo,
a menos que se diga o contrario.

3.1 Introducgao ao Jogo de Schmidt e propriedades basicas

Defini¢ao 3.1 (O jogo de Schmidt). Sejam (X, d) espa¢o métrico completo, S C X e
a,B € (0,1) firados. O jogo sob os parametros (o, ) — S (costuma-se chamar S por
conjunto alvo) € disputado por dois participantes; a comegar por Bob que escolhe qualquer
bola fechada By C X com raio ro > 0. Alice, a outra jogadora, deve escolher por sua vez
uma bola fechada Ay C By com raio vy = arg. Novamente, jd no sequndo turno, Bob €
obrigado a escolher uma bola fechada By C Ay, cujo raio € ro = Bry. Alice deve terminar
o sequndo turno escolhendo uma bola fechada As C By, de raio r3 = ary, e assim por
diante. Considere

o unico ponto de intersecao de todas essas bolas. Se x € S, entao Alice € declarada a
vencedora. Caso contrdrio, Bob é o vencedor. Além disto, S € dito conjunto («, [3)-
vencedor, se existir uma estratégia na qual Alice possa garantir (pelas escolhas feitas
em seus turnos) que, independente de como Bob fa¢a suas escolhas durante seus turnos,
x € S. Por fim, S é dito conjunto a-vencedor, se é (a,)-vencedor, para qualquer
g € (0,1). Para nao carregar a notagao, diz-se que S €é vencedor se o mesmo for
a-vencedor para algum o« € (0,1).

Denote por € o conjunto de todas as bolas fechadas Blc, p|, onde p > 0, ¢ € X. Dado
B = Ble,p| € 2, v € (0,1), seja BY C Q o conjunto de todas as bolas fechadas com raio
~p contidas em B. Para qualquer B = Ble, p| em Q e x € X, escreve-se

e(r, B) :==d(z,c)p~t.

Note que e(z, B) = 0 se, e somente se, z = c¢. Além disto, x € B se, e somente se,
e(x,B) < 1.

Lema 3.2. Para todos o, € (0,1) satisfazendo 2o > 1+ a3, o inico conjunto (a, f3)-
vencedor € o proprio X.

Demonstragao. Sejam z € X, S C X conjunto (a,f)-vencedor. Bob pode escolher
By = Blz,r] como sua jogada inicial. Repare que A; € B{ satisfaz e(z, A;) < (1—a)a™!

Y
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pois, de fato, d(x,a;) < r —ra, onde a; é centro de A;. Entao
e(z,A) = d(z,a)(ra) ™t < (1 —-a)a™r.
Mas,
B<B+Ra—1-af)a ' <2—a'<1-(1-a)a ' <1—elz,4)),

entdo e(xr, A;) < 1— 5 < 1. Portanto, x € A;. Provar-se-a4 agora que Bob pode tomar
B; € Blﬁ com centro em x. Isso segue, pois para qualquer y € Bz, raf], tem-se que

d(y,a1) < d(y,z) +d(z,a1) <raf+r—ra<2ra—ra<ra,

pois a; satisfaz Blay,ra] C Bz, r]. Assim, Bob pode escolher By = B[z, raf].

Agora admita, por hipotese de inducao, que Bob pode escolher B,, centrada em x no
n-ésimo turno, isto ¢, B, = B[z, r3" 'a"]. Mostrar-se-4 que no turno seguinte Bob pode
ainda tomar B, centrada em x. Pela hipétese de inducao segue

d(z,a,) < ra" gt —ra"gn

que implica
e(z, A,) = d(x, an)(roz”ﬁ”_l)_l <(1- oz)oz_l,

portanto x € A,,. Logo basta concluir que
Blx,rB"a"| € AL
Para tal, seja y € B[z, rf"a"]. Da desigualdade triangular, tem-se

d(y, an) < d(y, ) + d(z, an)
S Tﬁnan 4 ’I“Oén_lﬁn_l o ’I“Oénﬁn_l
<rg"ta" Y1+ apB) —rpg" ta”

< 2’/“Bn_105n o rﬁn—lan < rﬁn—lan7

logo Blz,rf"a™ C A,. Com isso, se S é vencedor, entdo x € S (caso contrario, Bob
poderia vencer o jogo através desses movimentos, que seria uma contradi¢ao com o fato
de S ser um conjunto vencedor para Alice). Logo S = X, pois x é arbitrério. n

Corolario 3.3. Para o > 1, 0 1inico conjunto a-vencedor € o préprio X .

27

Proposicao 3.4. Para todos «,5 € (0,1) satisfazendo 25 > 1+ aff, qualquer conjunto
denso em X € («, 8)-vencedor.

Demonstragao. Seja S conjunto denso e considere By = Blc, r|, escolha arbitraria de Bob
em sua primeira jogada. Existe z. € S tal que d(z.,¢) < (1 — a)r. O procedimento
¢ semelhante ao do Lema 3.2. Desta vez, Alice pode escolher A; € B{ com centro em
x: para qualquer y € Bz, ral, tem-se d(y,c¢) < d(y,z) + d(z,¢) < ra+r —ra < r.
Repetindo o processo em todo turno, Alice pode considerar suas bolas A, centradas em
z. (veja que desta vez e(z, B,) < (1 — )8! vale para todo n > 1). Com isso, chega-se
uma estratégia vencedora para Alice, uma vez que By = B|c, r] foi dada arbitrariamente.
Isto demonstra o resultado. O]

Lema 3.5. Sejam E espago de Banach, o, € (0,1), tais que 2a < 1 + 8. Entao, todo
conjunto obtido ao remover-se um nimero finito de pontos de um conjunto («, [3)-vencedor
¢ também um conjunto («, [3)-vencedor.
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Demonstrag¢ao. Sejam «, 5 € (0,1), S um conjunto (a, 3)-vencedor e x € S. Se Bob
escolher B; de tal maneira que x ¢ By, é claro que Alice pode vencer. E mais, se em
algum turno, Bob escolher B,, tal que x ¢ B,, , Alice pode certamente vencer. Portanto,
basta provar que Alice pode jogar de tal maneira que = ¢ B,,, para algum n.

Assuma entdo x € By = Blby,r|. Dai, e; := e(z,B;) < 1. Observe que Alice pode
escolher A; tal que ¢} = e(x, A1) = (e; + 1 — a)a™t. De fato, tomando A; = Blay,ra],
onde a; = by +e; ' (a — 1)(z — by), obtem-se que

e} = d(z,a1)(ra)™?

= d(z,b)(1 — (a — Der V) (ra)

=(e;+1—a)at.

Se ¢} > 1, entdo x ¢ A; implica que x ¢ By. Caso contrério, se ¢} < 1, note que que
ez = e(z, Bz) > (e + 5 — 1)B7, pois

ex > (d(z,a1) — d(ay, bs))(raf) ™!
> (d(z,a1) — ra+raf)(raf)™
= (e, +8 -1

Com isso, €3 = e(z, By) > e187 ' + (1 + aff — 2a)(af) ™! > e;(af)~!. Analogamente,
segue que e(z, Buy1) > (af)te(z, B,).

Finalmente, tem-se
e(z, Bpy1) > (afB)te(z, By) > ... > (aB) "e(x, By).

Como (af)™* > 1, em algum m-ésimo turno havera e(z, By1) > (af) ™e(x, By) > 1,
que implica = ¢ B,,41 . H

Observacao: E importante ressaltar o uso da estrutura de espaco vetorial durante a
demonstracao e, por isso, cabe perguntar para quais espagos métricos em geral essa pro-
priedade continua valida. E claro que a mesma vale em variedades topologicas.

Teorema 3.6. Seja X espaco métrico completo. A intersecao enumerdvel de conjuntos
a-vencedores, a € (0,1), é um conjunto a-vencedor.

Demonstrac¢ao. Considere {S;}ien uma familia de conjuntos a-vencedores em X, para
algum o > 0. Fixe § > 0. Alice deve obter uma estratégia para vencer em (),cy.S; sob
tais parametros. Por hipdtese, para cada ¢ € N e ' > 0 qualquer, Alice possui estratégia
para vencer o jogo («, ') — S; .

Agora considere a seguinte decomposi¢ao dos naturais dada por N = [ J._ N;, onde

€N

Ny ={1,3,5,7,9,..},
N, = {2,6,10,14,18, ...},
N3 = {4,12,20,28,36, ...},

N; = {z € N;, se e somente se, z = 2" (mod 2')}.

Cada N; ¢ infinito e dois a dois disjuntos. Em seguida, para cada i € N sera criado
um cendario virtual. Os jogos (a, ;) — S; correspondem a cada cendrio virtual, onde « é
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dado e (; sera definido posteriormente. Naturalmente, o cenario real corresponde ao jogo
(a, B) = ien Si» para o qual deseja-se encontrar uma estratégia vencedora para Alice.

Prosseguindo, para j € N, existe unico 7 € N tal que 7 € N;, pois cada N; é disjunto
dois a dois. No j-ésimo turno do cendrio real, Alice pode utilizar sua estratégia para
vencer no i-ésimo cenario virtual, no qual se joga o (a,3;)) — S;, onde 3; = Bhiadi~t
d; = 2" a razao da progressao aritmética N;. Assim, considere que a escolha de Alice no
j-ésimo turno do cenédrio real seja igual a sua escolha no (j — 2= + d;)/(d;) - ésimo turno
do i-ésimo cenario virtual, no qual ela considera

B2i—1, B2i*1+di7 ceey Bj—dm B]

como os movimentos anteriores de Bob. Isso implica que as bolas do cenario real conver-
gem para um ponto em S;, pois a estratégia de Alice é vencedora por hipdtese. Como
para cada 1, existe j € N, tal que j € N;, segue que existe estratégia vencedora para
Alice em (a, 3) — ();en Si- Portanto (,.y S € (a, B)-vencedor. Como 3 > 0 foi tomado
arbitrariamente, conclui-se o resultado. O

Corolario 3.7. Todo conjunto obtido a partir da remoc¢ao de uma quantidade enumerdvel
de pontos de um conjunto vencedor num espaco de Banach € também um conjunto ven-
cedor.

Demonstracao. E imediata ao Lema 3.5 e Teorema 3.6 O
Corolario 3.8. Nenhum conjunto vencedor num espaco de Banach é enumerdvel.
Demonstracao. Também imediata ao Corolario 3.7 e Teorema 3.6. O

O Corolério 3.8 garante que para algum par (a, ) Alice certamente nao possui es-
tratégia que possa garantir sua vitéria. Na verdade, pode-se concluir mais. Schmidt prova
que se um conjunto S é («, 5)-vencedor e o/,5" € (0, 1) satisfazem off = /', com o/ < «,
entdo S é também (o, 3’)-vencedor. Analogamente, para aff = /', com ' < 3, entao
S é (o, B')-vencedor. No contexto de espacos de Banach de base enumeravel, sabe-se da
existéncia de um subconjunto denso enumeravel. Pelo Lema 3.4, tal subconjunto enu-
meravel denso é (a, f)-vencedor para certos parametros, porém nao o é a-vencedor pelo
Corolario 3.8, seja qual for a € (0,1). Portanto, para um subconjunto enumerével denso
nesse espago, existe uma quantidade nao enumerével de pares («, 3) para os quais Alice
nao possui estratégia para vencer em tal conjunto o respectivo jogo de Schmidt sob tais
parametros. Mais detalhes em [16].

Teorema 3.9. Sejam X, Y espacos métricos completos e f : X — Y homeomorfismo
tal que f e f~! sao a-Lipschitz e b-Lipschitz respectivamente. Se para o, 3 € (0,1), onde

0 < B < (ab)™', tem-se que S C Y ¢é conjunto («, 3)-vencedor em Y, entio f~'(S) ¢é
(a(ab)™!, Bab)-vencedor em X.

Demonstracao. O objetivo é construir uma estratégia vencedora em X. Sejam d e d’ as
métricas em X e Y respectivamente e By = B[by,r] a primeira escolha de Bob em X.
Considere agora Alice e Bob jogando em Y o jogo de Schmidt sob os parametros (a, §)—5,
no qual Bob toma como primeira escolha a bola B} = B[V}, rb~'], onde | = f(b;). Provar-
se-4 que, de fato, B] C f(B;). Para tal, veja que segue da condicao de Lipschitz de f~!
que

d(b1,y) <b-d'(by, f(y)) <, para todo y € f~1(BY).

Logo, f~Y(Bj) C By. Alice pode seguir de acordo com sua estratégia vencedora em Y e
com base nisso escolher A} = Bla),arb™'] C Bj. Tome a; = f~!(a}). Da desigualdade
de Lipschitz de f, segue que
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d'(al, f(y)) < a-d(ar,y) < arb™, para todo y € Blay, ra(ab)~]

Isso garante que A; = Blay,ra(ab)™!] € f71(A}) € By. No n-ésimo turno em X, Bob
escolhe B,, = Blb,,ra""'3"1]. Seja b/, = f(b,). Considere novamente o jogo em Y, onde
Bob toma como sua n-ésima escolha a bola B! = B[V, rb~'a" 1 5""!]. Novamente pela
condicao de Lipschitz de f~1

d(by,y) <b- (W, f(y) < brb~ta™ gt < ra" 1"~ para todo y € f~1(B),

segue que B], C f(B,). Alice, por sua vez, ao considerar sua estratégia vencedora escolhe
a bola A! = Blal,,rb~*a"3"!]. Denote a,, = f~'(al,). Da condigao de Lipschitz para f,

d(al,, f(y) < a-d(ay,y) <rb~ta"f"! para todo y € A,. Logo f(A,) C A..

n’

Em outras palavras, no n-ésimo turno em X Alice pode escolher
A, = Bla,,r(Bab)"ta™(ab)™"] = Bla,,ra™B" Y ab)"'] C f71(A") C B,_;.
Por inducao, Alice pode prosseguir da maneira acima em todos os turnos do jogo em
X. Como
fH AL C A, C A
e, A, €S, conclui-se que

(A4 € f7(9)

e, portanto, Alice possui estratégia vencedora em X. O

Diante do Teorema 3.9 é possivel tracar uma analogia entre os conceitos de conjunto
vencedor e conjunto de dimensao de Hausdorff total. Isto induz de maneira natural a
pergunta: é possivel estabelecer uma relagao entre os dois conceitos?

3.2 A dimensao de Hausdorff de conjuntos vencedores em espacos
euclidianos

O seguinte é um dos resultados principais da teoria de jogos de Schmidt.

Teorema 3.10 ( [16]). Todo subconjunto vencedor do R"™ possui dimensdo de Hausdorff
total. Isto €, para S C R™ vencedor, tem-se

dimH S =n.
Os dois resultados auxiliares abaixo ajudam na demonstracao deste teorema.

Lema 3.11. Sejam H espago de Hilbert e wy = \% — 1. Dado qualquer r € R, considere
M = {B[x;,r];i € Nyx; € H} tal que B(x;,r) N B(zj,r) =0 para i # j.

Entao para cada x € H e rg < wor, a bola Blz,r| possui interse¢do ndao vazia com
no mdzimo duas bolas de M.

O Lema 3.11 é usado por Schmidt em [16]. Além de, claro, indispensédvel na demons-
tracao do Teorema 3.10, o mesmo ¢ interessante por si s6. Ele apresenta um resultado
similar ao Lema de Besicovitch para cobertura, com algumas vantagens em relagao ao
proprio resultado de Besicovitch, que sao o espaco ambiente mais geral e o trazer preci-
samente a relacao entre a cobertura e o espago; por outro lado, apresenta uma restricao
maior imposta sob as coberturas. Mais detalhes acerca do Lema de Besicovitch para
cobertura podem ser vistos em [14, Chapter 2].
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Demonstragao (Lema 3.11). Assuma sem perda de generalidade que r = 1 (homotetias
preservam as intersecoes de bolas duas a duas). Pode-se também tratar apenas do caso em
que z é a origem de H (o caso geral segue via translagao). Assim, seja 1o < wp. Suponha,
por hipdtese absurda, que exista interse¢ao nao vazia de B(0,79) com trés elementos de
M, a saber, B(x1,1), B(xa,1) e B(xs,1). Das hipdteses segue que |x;|< 1+ 1o < 1+ wy
e 2 < |z; —x;| para i # j. Dali,
(i) |walP< (1 +wp)? = 5
(Z’l) 4 < |LZ'Z — l’j|2: ‘$Z|2+|$]‘2—21’1 c Xy < % — 2x; Z;.
De (i) e (ii) segue que z; - ; < —2. Portanto, z; - (v + z3) < —3.
Por outro lado,

|21 - (22 + 23)]* < |21 ||w2 4+ @3)*= |21 [ (Jo2 4|23 |*+222 - 23)

48 16

< =(z + 2z - < —
53+ 272 73) <,

que é uma contradicao. O]

Definigao 3.12. Seja X espagco métrico. Uma medida de Borel i € d-regular, se existem
constantes a, b reais positivas tais que

ar? < w(B(x,r)) < bre,

para algum 6 > 0, para todo x € X e algum r, > 0 tal que 0 < r < r, < diam X.

Resultados acerca deste tipo de medida podem ser vistos em [4,8,9,14]. E claro que a
medida volume em R” (ou em variedades Riemmanianas) é um exemplo. Outros exemplos
serao vistos posteriomente. A existéncia de medidas d-regulares impoe sérias restrigoes
na estrutura do espaco métrico X. Por exemplo, pode-se provar que todo espago métrico
que suporta tal medida é necessariamente separdvel (vide Definigdo 3.17 e Proposigao
3.38). O préximo resultado diz mais a respeito da estrutura de espagos métricos com tais
medidas.

Observagao: Destaca-se que como o suporte de uma medida J-regular é separavel, entao
¢ bem definido como o menor fechado tal que seu complementar possui medida nula.
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Notagao: Dados X espago métrico, x € X, f > 0, denote por N(f,z,7) o nimero
maximo de bolas disjuntas de raio r contidas em B(z,r).

Lema 3.13. Se X € o suporte de uma medida d-reqular, entao existem constantes C e r,
positivas tais que

N(B,z,7) > CB™°, para todo x € X e0 < r <r, <diam X,

Demonstracao. Sejam 0 < r < r, < diam X, 0 < 8 < 1, onde 7, é tal qual na definicao
de medida d-regular e fixe B(x,r) para algum =z € X. Denote por z; os centros das
N(pB,z,r) bolas, onde i € {1,..., N(8,z,7)}. Assuma também que § < %, caso contrario,
para % < B < 1, escolha M < 27° que implica M37% < 1. Assim, considere também
z; € B(z, (1—0)r) D B(x,pBr). A colegao {B(x;,30r)} é uma cobertura de B(zx, (1—3)r),
pois, do contrario, existiria y € B(z, (1 — 5)r) tal que d(y,z;) > 30r para cada i, logo
B(y, pr) poderia ser adicionada a colegao inicial de bolas disjuntas, que é uma contradigao

com a maximalidade de N (8, z,r). Dai,
a(l — B)°r® < u(B(z,r — Br)) < N(B,z,r)u(B(z;,38r) < N(B,x,7)b3°3r°.
Logo,
N(B,x,7) > ab~'37%(1 — 3)°57% > ab~'37927957°,
Por fim, as condicoes do enunciado sdo satisfeitas com C' = ab~'1379279. O]

Demonstra¢ao (Teorema 3.10). A medida volume em R™ é evidentemente n-regular. Se-
jam S C R"™ conjunto a-vencedor, f > 0 tal que N(5,z,r) > 2, para todo z € R"
e

N(B) :=min{N(B,z,r):x e R",0<r <1} > 2.

Assim, com o Lema 3.13, pode-se concluir que

log(N(8)) > log(c8™) = log.c + nllog 8. (1)

Assuma, sem perda de generalidade, que Bob inicie o jogo com By de raio r = 1.
Nos turnos seguintes, k& > 1, considere ao acaso N(f) bolas disjuntas que Bob pode
escolher e admita que ele esteja restringido a escolher apenas a uma dessas bolas em
cada jogada. Fixe uma enumeracao de tais bolas em cada turno. Para cada k > 1, seja
By = Bg(j1,-.-,Jr) a k + 1-ésima bola escolhida por Bob, onde j; € {0,..., N(5) — 1},
i =1,...,k. Note que para cada sequéncia ji, ja, ..., existe unico ponto = = z(ji, jo, ...)
pertencente a todas as bolas Bg(j1, ..., jx). Por hipétese, x € S. Considere a aplicagao

Fel0 s N(B) =1 = S, (ke = () Bulty, oo ti) = {z(t)}

keN

Como todo nimero real no intervalo [0, 1] possui ao menos uma representagdo na base
N(p), a aplicagao

g:S8" = 10,1] ; z(t) — 0.t1ts...
é sobrejetiva, onde S* é a imagem de S por f. Repare que g estd bem definida, pois f
é injetiva, todavia é facil ver que g nao é injetiva. Seja C' = {C};en cobertura de S por
bolas de raio p; e m medida de Lebesgue em R. Em particular, C' cobre §*. Dai,

> mg(CinsM)) = m((Jg(Cins)) =1 (2)

=1 =1

22



Seja k; = [k;], onde ki = log, (2w 'p;). Assim,
(aB)™ = 2w™'p) ™

e portanto
N(ﬂ)fkl* log n () aB _ (zwflpl)fl
que implica

log N(B)

N(ﬁ)—kl* _ (Qw—lpl)—logag N(B) — = (2w p;) Teeasl

e como kix < k; + 1, segue que

log N(B)

N(B)™ < N(B)N(B)™™ = N(B)(2w'p;) Tozes

Assuma, sem perda de generalidade, que p; < ¥, para cada [, existe tinico ng € N tal que

w

F (@) <pi< Sap)™

Por defini¢ao de k; e como af8 < 1, tem-se que
(@B) ™t < (aB) = 2w ' < (af)™

entao k; = ng e, portanto,

p < wlaf) < we(af)h.
Pelo Lema 3.11, cada bola C intersecta no maximo a duas bolas da colecao

{Br,(J1y s Jry) = J1y s Iy € {0, ..., N(B) — 1}}.

Como diam g(By, (j1, -, jr,))NS* < N(B) 7%, segue que

m(g(Cr N S%)) < 2N (B)™™
Substituindo em (2) ,

= - o X log N(B)
1<) mlg(CinsY) Z B) R < ON(B) (2w 1) Tosenn § " plese)

=1 =1

Entao, usando (1), tem-se

log(N(8))  logc + nflog 5|
log(aB)| — [log af+[log A
Isso termina a demonstragao do teorema. O

dimg S > dimyg S* > — n quando § — 0.

O assunto da préxima secao € tratar de generalizagoes a este tipo de resultado. Uma
leitura atenta a demonstragao do Teorema 3.10 (ver (1)) indica que, em verdade, o mesmo
poderia ser enunciado em subconjuntos fechados do R™ que suportam medidas d-regulares
para algum 0 < 6 < n. Assim, conclui-se o seguinte resultado que segue imediatamente
da demonstracao anterior.

Corolario 3.14. Seja X C R" suporte de uma medida jv d-reqular. FEntdo para todo
A C X vencedor em (X,d), onde d € a métrica induzida de R" em X, tem-se

De fato, este é o enunciado proposto por Fishman em [8]. Nao é crivel, todavia, que
tamanha a generalidade de espagos métricos possa-se obter sempre semelhante resultado
como o obtido acima. Neste sentido, o Corolario 3.8 da uma sugestao de como obter
um contra-exemplo para o mesmo. Ressalta-se ainda que Schmidt, sob certas hipdteses
adicionais, oferece resultado andlogo em espacos de Hilbert de dimensao positiva e também
infinita (veja [16, Theorem 6]).
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3.3 A dimensao de Hausdorff de conjuntos vencedores em espacgos
métricos

Aqui trata-se da abordagem proposta por [12] para estimar a dimensao de conjuntos
vencedores em espac¢os métricos mais gerais. Mantem-se aqui o conceito de suporte de
uma medida como menor subconjunto fechado cujo complementar possui medida nula.

Definicao 3.15. Seja X espaco métrico completo equipado com uma medida de Borel
. Uma familia enumerdvel A de subconjuntos compactos de X € do tipo drvore com
respeito a u, se A é a unido de subfamilias finitas Ay, k € N, tal que A = {A1},
1(Ay) < oo e satisfaz as sequintes quatro condigioes:

(TAO) (A) > 0, para todo A € A;

(TA1) Vk e NVA, B € A, ou A= B ou u(ANB) =0;

(TA2) Yk e NVB € A, JA € Ay_4, tal que B C A;

(TA3) VkE e NVA € Ay_1 AB € Ay, tal que B C A, ou equivalentemente,
(TA3’) Vk € NVB € Ay tem-se Ap(B) # (), onde

Ap(B) :={A€ A, : AC B}.
Denote
UAk = UAGAkA'

E claro que, pela propriedade (TA2),
A1 D) U.Az D) UA3 O ...

¢ uma sequéncia encaizante de subconjuntos compactos de X . Defina o conjunto limite

de A por
Ay = ﬂ UA,.

keN

Considere também o k-ésimo nivel de diametro d(A) de A:

di(A) = max diam A.
€Ak

Diz-se que A € fortemente do tipo drvore, se é do tipo drvore e também satisfaz

lim dk(A) =0.

k—o00

Para k € N, a k-éstma geracao de A é dada por

Bed,  u(B)
que € sempre positiva devido a (T'A3).

Notagao: Dados X espaco métrico, u medida e U C X com p(U) > 0, considere

d, (U):=inf d,(x).

—H zeU ™ H
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Lema 3.16. Seja A uma familia fortemente do tipo drvore relativamente a p de sub-
conjuntos de Ag. Entdo, para qualquer aberto U de intersecao nao-vazia com As vale
que

. . zl‘g—1 log A;(A)
dimy A NU > d (U) —1 i= .
impy >d,(U) S = A

Demonstragao. Seja vy definida indutivamente como segue: vy = puij4,, e dada v_;, tome
p(UAL(B
Z 1(UA( )) )kal(B) (3)
BeAj_ k

A definigdo dada faz sentido, pois por (TAO) e (TA3') sabe-se que u(UA(B)) > 0 para
qualquer B € A;_,. E facil ver que vy é o-aditiva. Da prépria defini¢do de v, segue que

vk (UAg) = vp1(UAg—1) = ... = u(Ap) para qualquer k£ € N. (4)

Pela equagao (4), todas as medidas possuem igual massa. Dai pode-se considera-las como
medidas de probabilidade sem perda de generalidade. Denote por M(Ag) o conjunto de
todas as medidas de probabilidade em Ay. Como Ay é compacto, segue que M(Ag) é
um espago métrico compacto. Portanto, existe uma subsequéncia de (v )ren convergente
(mais informagoes sobre convergéncia fraca em [3, Section 1-3]). Denote tal limite por
v € M(Ayp). Pretende-se agora obter uma relacao entre as dimensées pontuais de v e p.
Para isto, observe que v;(A) = v4(A) para qualquer A € Ay e [ > k, pois

p(UAg1(B) N A)  p(UAg 1 (A) N A)
B; (UA11(B)) il B) = p(UA11(A))

visto que 0 < p(UAg1(B)NA) < u(BNA) =0, para A, B € A;, distintos. Dai, por
inducao segue que

1453 (A) =V (A),

Vk+1

v(A) = ve(A), (5)
para cada A € Ay e | > k. Ademais, suppr = A, e por (5) satisfaz
v(A) = v, (A) para qualquer A € A;. (6)
1(A)

Agora por indugao, provar-se-a que v(A) < para qualquer A € Ay.

T I A(A)
De fato, por (6) e como A;(A) < 1, segue que v(A;) = pu(A;) < pu(Ay)/A1(A). Admitida
a hipdtese indutiva, segue que para A € Ay, 1,

v(A) =v _ p(UAg1(B) N A)
(A) = vs1(A) B; NI

p(UA 1 (B)NA)  u(B) 1(A)
S A B T A~ Ty A

Finalmente, chega-se a relacao entre as dimensbes pontuais. Seja z € Ay e 0 < r <
supy di(A) = diam Ag. Como (dj(A))x é uma sequéncia nao crescente e limy,_ o, d(A) =
0, existe k = k(r) tal que di4+1(A) <r < di(A) < 1. Assim, segue que
W(B(r,r)) < v (A € Ager : AN Ba,1) £ D)
p(ULA € Apyr - AN B(a,r) # 0})
B [T Ai(A)
- MB(z,2r))
= k .
[Ti Ai(A)

Vk<B)
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Repare que, logr < 0 e logdy(A) < 0. Dai,
log v(B(a, 1) _ Togu(B(z,2r)) — 228, log A(A)

log r - log r

S log u(B(z,2r)) L+ log2) Zle log A;(A)
- log(2r) log r logdi(A)

Pela condigao forte do tipo arvore lim, ,ok(r) = oo. Dali, tomando liminf, ,y nos dois
lados da inequacao acima e o limite superior em k, obtem-se

: >iglog Ai(A)
d(x) 2 d,(w) = limsup =20 2

para todo x € A.. E claro que a desigualdade se mantem com a troca de c_iu(x) por
d,(U), pois d,(v) > d,(U) e em seguida aplicando o Principio da Distribuigao de Massa
nao uniforme (Teorema 2.5) em relagao a v chega-se a

d A NU >d (U) —1 =
i AU 2 4,00 = st S0

]

A seguinte propriedade claramente é satisfeita para medidas d-regulares (mas certa-

mente nao vale o contrario em geral). Para mais detalhes ver [9] ou ver exemplos estudados
em [12].

Definicao 3.17. Seja X espaco métrico. Uma medida de Borel localmente finita p é
doubling (ou Federer), se existem constantes K > 0 e p > 0 tal que para todo v € X e
0<r<p,

u(B(x,2r)) < Kp(B(x,r)).

Cabe aqui chamar a atencao sobre o uso da notacao B” estabelecida no inicio da Secao
3.1 para expressar tipos de subconjuntos do conjunto de todas as bolas de um espago.

Lema 3.18. Seja p medida doubling. Para qualquer o € (0,1), existem ¢,p > 0 com a
sequinte propriedade:

Para todo B € Q com diam B < p e para todo 3 € (0,1), existem By, ..., By € BP tal que
By, ..., By sao essencialmente disjuntas e para cada B € By, i =1,...,N, tem-se

U BD) = en(B).

Demonstracao. Fixe 0 < a < 1 e considere p > 0 tal qual na definigao de medida doubling.
Afirmacgao: Eziste ¢ > 0 tal que para cada z,2' € X e 0 <r < p tem-se
B(z',ar) C B(xz,r), entao u(B(z',ar)) > du(B(z,r)).

Demonstragdo. De fato, escolham € Ne ¢ > 0 tais que § <27 < §ecd = K™ Da
defini¢ao de medida doubling encontra-se pu(B(z', ar)) > u(B(z',2r)) para todo 2’ € X
e todo r > 0 (basta iterar a desigualdade). Como para cada 2’ € B(x,r), tem-se que
B(z,r) C B(a',2r), a afirmacao segue. O
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Agora considere 0 < § < %, com(0<r<p zelX, x;,=1,.. N, acolecao maximal de
pontos tais que B(x;, 5r) = B; C B(z,r) e tais que as bolas B; sdo duas a duas disjuntas.
Observe que N nao é necessariamente constante, no entanto, sempre tem-se N > 1. Por
maximalidade,

B(x,(1-6)r) C U B(x;,28r).

Isso ocorre, pois do contrério, existiria y € B(x, (1 — §)r) com d(y, z;) > 267, que implica
B(y, pr) C B(z,r) e B(y, fr) é disjunta de B(x;, Br) para cada i, que é uma contradigao.
Prosseguindo, para qualquer escolha de B, € BY, segue imediatamente da afirmacao que
1(B;)) = ¢ u(B;). Logo,

w( B Zu ) > u(B;

Zu (4, 267)) > EH(B(% (1-8)r)

r c

CuB. D) 2 Cou(Blar),

que mostra o lema. O
Finalmente, chega-se ao resultado ja anunciado na Introducao.

Teorema 3.19 ( [12]). Seja X espag¢o métrico completo que suporta uma medida doubling
w,0<a<l, 0< < % Se S € conjunto (a, B)-vencedor do jogo de Schmidt em X e
) £ U C X aberto, entio existe constante positiva ¢ = ¢(K) < 1 (onde K € constante de
doubling) tal que

log ¢
log(a8)’
Em particular, dimy SNU > d,(U), se S € vencedor.

dimy SNU > d,,(U) —

Demonstracao. O objetivo na demonstracao deste resultado é construir uma colecao de
conjuntos fortemente do tipo arvore, cujo limite é um subconjunto de S. Tal colecao
sera construida considerando os possiveis movimentos de Bob a cada turno do jogo e a
respectiva resposta de Alice de acordo com sua estratégia vencedora ao movimento de Bob.
No entanto, a principio, nao se poderia garantir que tais bolas fechadas sejam compactas.
Entao, deve-se provar primeiro que tal familia é formada por conjuntos compactos de X.

De fato, de acordo com o Teorema 3.37, X é um espago doubling (ver Defini¢ao 3.35),
donde segue que todo conjunto limitado é totalmente limitado (para ver isso, aplique
iteradas vezes a defini¢do de espaco doubling). Pela condigao forte do tipo arvore, a
menos de desconsiderar finitos niveis, pode-se assumir que todos os conjuntos de todas as
subfamilias sao limitados (portanto totalmente limitados). Assim, as bolas sao completas
e totalmente limitadas; portanto compactas como se queria demonstrar.

Agora fixe a, € (0,1), S conjunto («, 3)-vencedor e considere o jogo de Schmidt
S — (o, B). E claro que Bob pode propor que sua bola inicial seja B; com medida finita
e que diam B; < p para que esteja em acordo com o Lema 3.18 também. Como S é
(e, B)-vencedor, Alice pode escolher A; € B tal que A; NS # (). Tome A; = {A1}.

Agora seja By, ..., By, € Ag como no Lema 3.18. Cada uma dessas bolas podem ser
escolhidas por Bob no préximo turno do jogo. Como S é («, 5)-vencedor, para cada uma
de tais escolhas, Alice pode escolher Ay, € Bg tal que toda sequéncia de movimentos
posteriores de Bob podem ser contrabalanceados por Alice culminando na sua vitoria.
Seja Ay = {As,, ..., A2, }. Repetindo o mesmo argumento, obtem-se As, A, etc.
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Afirmagao: UA, = Ugea, A € uma colegao fortemente do tipo drvore.

Demonstragao. De fato, a propriedade (T'A0) segue do Lema 3.18, enquanto (T'Al) segue
da construgao de Ay e (T'A2 — 3) seguem das regras do jogo de Schmidt e também da
construcao de Aj. Novamente pelas regras do jogo de Schmidt pode-se concluir que o
k-ésimo estdgio diamétrico de A converge para zero, pois diam(B;) < p e para A € A
tem-se diam A < pa**t! ¥ — 0, quando k — +oo, pois aff < 1. n

Como Alice escolhe segundo sua estratégia vencedora, o conjunto limite A, de A satisfaz
Ay C S. Pelo Lema 3.18, existe constante ¢ que nao depende de k tal que Ag(A) > c.
Pelo Lema 3.16 (ver observacao ao Lema 3.16 e que X é separavel pelo Teorema 3.37 e
Proposicao 3.38) segue que

: . (k+1)loge
d A NU >d (U) -1
it AU 2 du{U) = Db g k- Tog(af) + oga
log ¢
=d,(U) - ——.
4.0) log(a3)
Tomando o limite § — 0, segue a segunda afirmagao. O

Considerando novamente o Corolario 3.14, percebe-se que o mesmo pode ser colocado
num contexto mais geral através do resultado acima. Ou seja, o ambiente euclidiano nao
¢ mais imprescindivel.

Corolario 3.20. Seja X espaco métrico completo suporte de uma medida §-reqular. Entao
todo conjunto vencedor A C X possui dimensdao de Hausdorff igual a 9.

Demonstracao. E imediato da definicao de medida d-regular que a dimensao pontual é
constante igual a §. Portanto o resultado segue do Teorema 3.19. [

3.4 Conjunto vencedor atipico

O seguinte resultado consta em [12] e mostra que a propriedade ser vencedor depende
intimamente da relagao entre estrutura topoldgica do espacgo e de medidas que podem ser
suportadas no conjunto. E, de fato, torna-se um exemplo de um espago métrico completo
que nao suporta uma medida d-regular para qualquer § positivo.

Teorema 3.21. FExiste um espagco métrico completo com dimensao de Hausdorff positiva
contendo um subconjunto enumerdvel vencedor para o jogo de Schmidt.

Demonstragdo. Seja X = {0,1,2}" equipado com a métrica

d((2a), (yn)) = 37, onde k = min{j : 2, # ;).

Considere Y C F o conjunto de sequéncias tais que o digito 0 aparece apenas, quando
seguido por outro 0, isto é,

se r; = 0 para algum [ € N, entao x; = 0 para k > [.

E claro que Y é um subconjunto fechado de X e portanto completo, quando equipado
com a restrigao da métrica d. Denote por S o subconjunto de Y das sequéncias nas quais
o digito 0 aparece. Também é claro que S é um subconjunto denso enumeravel de Y, pois

S = UnEN {(In) X1y ey Tp—1 7é 07 T — 0, k > n}
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¢ uma uniao enumeravel de conjuntos finitos. Em particular, dimyS = 0. Além disto,
para (y,) € Y e € > 0 quaisquer, existe m € N tal que 37 < e. Portanto,

d((Yn), (Y15 -y Ym, 0,0,0,...)) <3™™ < g, com (Y1, ..., Ym,0,0,...) € S.

Afirmagao: dimgy Y = % > 0.

Demonstragao. De fato, Y = SU(Y'\S). Logo, dimg Y = dimy Y\ S, pois S é enumeravel.
Via representagdo na base 3 considere Y como subconjunto do intervalo [0,1] (isto é,
X = ([0,1],d), d definida acima). O calculo da dimensao de Y'\S é completamente
similar ao calculo da dimensao de Hausdorff do conjunto de Cantor standard apresentado
na Introducao. O]

Em seguida, o jogo de Schmidt é considerado em Y e se deseja concluir que S é um
conjunto vencedor para algum a > 0.

Sejam o = 373, 8 > 0 qualquer. Considere o jogo de Schmidt sob os parametros
(a, ) — S em Y. Suponha que Bob escolha uma bola B; = B[(z,),7]. A menos de
descartar alguns turnos (nos quais Alice pode jogar de maneira aleatéria), considere r < 1.
Seja I € N tal que 37D < » < 371, Veja que B; contem todas as sequéncias (y,) tais
que y; = x;, para todo i < [, e em particular, a sequéncia z = (21, ..., ¥, £;41,0,0,...) € S.
Agora, Alice pode escolher A; = Blz,ra], pois dado (y,) € Aj, tem-se que

A((yn), (20)) < A((yn), 2) + d(z, (z)) < 370D 4 3-(42) < 3=+ <

Além do mais, A; = Blz,ra] = {z} = (z1,...,2141,0,0,...) pois para qualquer outro
ponto y = (y,) € Ay C Y, tem-se y,, = z,,, para 1 < n <[+ 1 ey, = 0. Portanto
(yn) = z. Com isso, o resultado do jogo é z e Alice a vencedora. O

3.5 Conjuntos vencedores em atratores de sistemas iterados de
funcoes

Nesta Secao os jogos de Schmidt sao vistos em atratores de sistemas iterados de
funcoes. Para isso introduz-se antes os conceitos relacionados. E importante frisar no-
vamente que, a menos que se explicite o contrario, X sempre serd um espago métrico
completo.

3.5.1 Atratores de sistemas iterados de funcoes

Definigao 3.22 (Sistemas Iterados de Fungoes - SIF). Considere uma familia de con-
tracoes {fi}L | de um espago métrico (X, d), isto é, para todo x,y € X,

d(fi(z), fi(y)) < rid(x,y), comr; <1,i=1,..., L.

Tal familia recebe o nome de sistema iterado de funcoes. Cada r; é chamado raio
de contracao de f;. Um compacto ) # K C X € tnvariante em relagio a familia

{fi}z‘L:b se
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Chama-se a K também de atrator do SIF.

Uma familia finita de contragoes {fi}X | satisfaz a open set condition (0SC), se
existe um aberto nao vazio e limitado V C X tal que

fiVYCViparal<i<L e fi(V)Nf(V)=0parai#j.
Sao exemplos de atratores de SIF’s:

e O conjunto de Cantor standard, que é um atrator para fi(z) = 3, fo(z) = ot2.
1
2

(l’,y), fQ(xay) =

e O triangulo de Sierpinski, que é um atrator para fi(x,y) =
3+ 1y) e fa(w,y) = 5(z,y +1).

Ressalta-se que a OSC é uma propriedade da familia { f1, fo, ..., fr} e nao do atrator
K. Por exemplo, K = [0, 1] é um atrator para a familia Fy = {£, 21} e F, = {32 3zt L
Verifica-se que Fi satisfaz a OSC, mas F, nao.

Hutchinson prova em [10, Section 3.1] que dada uma familia finita de contracoes { f; } 2,
num espaco métrico completo existe um tunico atrator para tal familia. Em vias de

descreve-lo explicitamente é que se dirige a atengao para a construcao de certos conceitos
abaixo.

Denote ¥ := {1,2, ..., L}I. Para qualquer sequéncia infinita
5 = {aj ]Qil € Ea

os diametros dos termos da sequéncia de compactos K¢y € K¢o) € ... € Kg(p)..., onde

K{(n) = fa1 o fa2 ©...0 fan(K)7

convergem para zero, € por isso tais compactos convergem para um ponto

O(¢) = m Kem).-
n=1

Assim, a aplicagao
0:Y—-K

30



estd bem definida. Considere a topologia produto em Y. Pelo Teorema de Tychonoff, X
é compacto. Pode-se provar ainda que tal topologia é metrizavel via

d(n’ C) e @_|777§|’
onde |n, (| denota o tamanho do segmento inicial em que 7 e ¢ coincidem. Com isso,
d((—)(n)7 @(C)> S dlamK * TI‘ZE)E(I = d]amK . d(nj C)_logrmax

Observe que Tya = max{r; : i = 1,...,L} < 1, e portanto, —10g rp.x > 0. Isto significa
que © é continua; mais do que isso, é Holder.

O préximo passo agora é obter uma representacao do atrator K via aplicagao ©.
Considere, antes, a seguinte aplicacao

Qi P2 =X, A109...0)... > 10103...0...
Proposicao 3.23. Im(0) = K e © o p; = f; 0O para qualquer i =1, ..., L.
Demonstragao. Para isso, veja que Im(©) é um compacto que satisfaz
fi(Im(©)) C Im(©) parai =1,....,L e
{ Ui, £i(Im(©)) = Im(©)
De fato, para = € Im(0), existe £ € ¥ tal que ©(§) =z, e

fi(©(§) = fi (ﬂ Kan)) = [ Kietm) = 0(i),

onde Kig(my) = fi(K¢n)). Pela unicidade do atrator do SIF, segue que Im(©) = K. O

Definicao 3.24. Uma aplicagao f : X — X € uma simalaridade, se existe r > 0 tal
que para todo x,y € X, tem-se d(f(x), f(y)) =r- d(z,y).

Considere uma familia de contragoes-similaridades {fi}2 | de raios {r;}L |, define-se a
dimensao de similaridade de um atrator K como a unica solu¢cao em « da equacao
L

Zr? =1 (férmula de Moran) . (7)

i=1
3.5.2 Medidas estacionarias para SIF’s

Novamente Hutchinson, em [10, Section 4.4], prova que para qualquer vetor de pro-
babilidade p = (p1,...,pr) com p; > 0 para todo i < L, existe uma unica medida de
probabilidade p, cujo suporte ¢ K e tal que

L
Hp = Zpiﬂpf;la (8)
i=1
onde j,f; ! é o push-foward de p,. Esta medida é chamada medida estaciondria.

Uma vez mais procura-se expressar o objeto que teve sua existéncia e unicidade ates-
tada (a medida de probabilidade). Os resultados abaixo dao conta desse papel.
Dado uma palavra finita w;...w,, € W*, define-se o seguinte conjunto

[wy.. W] == {aras... € ¥:a; = w; parai=1,...,m},

que usualmente é chamado cilindro (relativamente a palavra w;...w,,).
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1

Proposigao 3.25. p, = 1,07, onde 1,07 0 push-foward da medida produto

N
Vp = (p17 '-pr) .
Demonstracdao. Considere a aplicacao
Qi 20—, G103...0%... &> 1G103...0f...

Pela Proposigao 3.23, tem-se que © o ¢; = f; 0 ©. Além disto,

L
_ ) -1
Vp = biVpp;
k=1

De fato, basta provar esta igualdade em cilindros [ajas...a,,), e, neste caso, a igualdade é
trivial, pois ¢; '([a1as...an]) = 0, se a1 # i e ¢; ([a1a9...am)) = [az...an], se a1 = i.

Portanto, para A C X mensuravel tem-se

szvp@ Vi szvpso “(A) =071 (4).

Pela unicidade, segue que p, = 1,071 O

Definigao 3.26. Seja W* = {1, ...,L}k = {wy..w, rw; € {1,...,L},1 < j <k} e para
k = 0, convenciona-se que W° = {0}, onde O é a palavra vazia. Considere também o
conjunto de palavras finitas

o=t
k=0
Para AC X, {fi}E, e w = w;..w;, € X%, seja
Ay = fuw(A) = fu, © fun © ... 0 fu, (A). (9)
€ Tw = Tw, " Twy " - Twgs Jw = fun © fuwp © oo 0 fu.-

Duas palavras u,v € X* sao itncompardvets, se uma nao é o prefixo da outra e vice-
versa, isto €, se nao existem w € ¥* tal que u = vw = V1. VpW1... Wy, ou W € X* tal que
v =uw'.

Um conjunto de palavras finitas I1 C X* corta X*, se e somente, se

Uz =23,
onde, para w = wy...w, € W™, ¥, = [wy...wy,]. Mais ainda, I1 corta minimalmente
¥, se, além de cortar X*, tem-se

YN, =0 para w # v € II.

Em outras palavras, um conjunto de palavras finitas 11 C X corta X*, se toda
sequéncia infinita em X possui prefizo em 11, isto €, seu inicio corresponde a uma pa-
lavra em I1. O conjunto de palavras 11 corta minimalmente >*, se, além de cortar ¥*,
nenhum elemento de Il possui prefivo em outro elemento distinto de 11.
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Lema 3.27. Sejam p = (p1,p2, ..., pr) vetor de probabilidade e 11 C 3* tal que 11 corta
minimalmente X*. Entao,

(¢) XgenPe = 1;

(b) Se u é uma medida, que satisfaz p = ZiL:l pipfit, entdo

p=Y pofy".

oell

Demonstracao. (a) Afirmacao: Todo conjunto de palavras finitas I1 que corta minimal-
mente ¥ induz uma cobertura de cilindros disjuntos em Y e tem cardinalidade finita.

Demonstracao: De fato, para cada o = o0105...0, € II, basta considerar o cilindro
(01,09, ...,0%]. Como II corta minimalmente ¥*, segue que tais cilindros formam uma
cobertura aberta de Y. Pela compacidade de X, os cilindros existem em quantidade
finita, donde segue a afirmacao. O

Por defini¢ao da medida produto,

VP([UMUQ’ ey Ok]) = Do, Doy Doy, = Pos

W(E) = 1D o) =D po

1=v
o€ell og€Pi

Pela afirmagao acima,

(b) Pelo item anterior, IT é finito. A prova agora segue por indugao na cardinalidade de
I1. De fato, se a concatenacao 77 é a palavra de maior tamanho em II, da afirmacao no
item anterior segue que 71,...,7L € II. Logo,

L L
S o — . (z wff) o 7 = o
=1 =1

Consequentemente, II' = ITU {7} \ {71,...,7L} corta minimalmente ¥* e possui car-
dinalidade inferior a II. Logo,

> ponfst =D ponfyt =n

o€ll o€ell’
que termina a demonstragao do lema. O]
Lema 3.28. Sejam {f;}2, familia contragées-similaridades e K seu atrator. Vale que:
(a) Se A é nao vazio, fechado, limitado e f;(A) C A para todoi =1, ..., L, entdo K C A;

(b) Se {f;}£ | satisfaz a OSC através de algum aberto V.C X eIl C ©* corta minimal-
mente, entdo os conjuntos f,(V'), para o € 11, sdo disjuntos entre si.

Demonstra¢ao:  (a) Seja k € K. E claro que k = O(iy...in...) = ki,.i,.. para alguma
sequéncia i...i,... € 3. Dali, usando a notagao (9), tem-se

A(Aiy s kiyi) = A(fir i (A), fir i (K )
S ril...ind(A7 kin+1...)
<7ri.i,sup{d(a,b) :a € A, b€ K} — 0 quando n — 0.
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Ou seja, dado qualquer y € A, tem-se

kiy..ip... = I}g{)lo fir.i,(y) € A,

pois A é fechado. Logo K C A.

(b) Para A\, 7 € II distintos, defina ¢ o maior inteiro para o qual a sequéncia i;...7, é
prefixo de A e i;...7, é prefixo de 7. Como II corta minimalmente X%, existe i441 # Jg41
tal que 7;...940441 € prefixo de X e #y...i4J441 € prefixo de 7. Mas entao Vi C Vij _izigpis
Ve C Vi ..igigs € POrtanto

WNV: C fi. zq( m‘/jq-&-l):@?

e o Lema esta provado. O

lg41

3.5.3 Medida de Hausdorff do atrator

A seguir, um resultado técnico que diz respeito ao comportamento do SIF com seu
atrator e a sua respectiva medida de Hausdorff. Para mais detalhes, ver o trabalho de
Brandt e Graf em [2].

Lema 3.29. Sejam {f;}L., SIF de contragéoes-similaridades, K seu atrator e o sua di-
mensao de similaridade. Entao,

o0

(a) H*(A) = HY(A) = inf {Z(diam U;)® - {U;} cobertura aberta de A}, para qual-
i=1
quer congunto H*-mensurdvel A C K. Em particular, H*(K) < co;

(b) H*(K, N K;) =0 para quaisquer duas palavras finitas incompardveis o, 7 € X*

Demonstragao. (a) Considere primeiro A = K. Pela definicdo de medida de Hausdorff,
tem-se ‘HY < H* e é suficiente provar que para cada cobertura aberta {U;} de K e
cada § > 0 existe outra cobertura {V;} com diamV; < § para cada j e > (diam V;)* =
> (diam U;)®. Para isto, seja n tal que s = sy...s, e rs < 0 - diam | J U; para cada s € W™,
Tal n existe, pois ry = rgrs, - ... 75, € cada r5, < 1. Substitua cada U; pela familia
{fs(U;) : s € W™}. Cada uma dessas familias cobre fs(K) e portanto a cobertura gerada
pela uniao de todas estas familias cobre K. Ademais, usando (7), tem-se

ZZ (diam f,(U;) ZZ Toy oot T (diam U;)* Zl (diam U;)*
v seWn i seWn

Donde segue que H*(K) = H(K) < co. Para um conjunto qualquer mensuravel A C K,
observa-se que

H(K) = HY(A) + HU(KN\ A) > HI(A) + HI(K\ A) > HI(K) = HU(K),
que implica H(A) = H*(A).

(b) Repare que
He(K) = H (U fi<K>> < S HR)) = S () = HO(K).

Isto implica que

H(fi(K) N f(K)) =0 sei#j.

34



Para palavras de mesmo tamanho £ > 1 o argumento é analogo:
HY(K) = H ( U fa(K)> < T HUL(K) = Y reHA(K) = HY(K).
oeEWk ceWk oWk
Por fim, para palavras de tamanho distinto, é facil ver que recai sobre caso de palavras

de mesmo tamanho. O

3.5.4 O caso euclidiano

Através do trabalho de Hutchinson em [10] pode-se obter resultados interessantes a
respeito de conjuntos vencedores em atratores de SIF’s do espago euclidiano. O ma-
quindrio anterior foi desenvolvido com o objetivo de encontrar a dimensao de Hausdorff
de atratores. Feito isto, volta-se a atencao para o estudo dos conjuntos vencedores dentro
de tais atratores que por sua vez estao no espaco euclidiano R".

Lema 3.30. Sejam Uy, ..., Uy abertos disjuntos do R™ que intersectam uma bola aberta de
raio p fivada. Assuma que cada Uy contenha uma bola de raio ap e esteja contido numa
bola de raio bp. Entao d < <1+72b>"

Demonstra¢ao. A uniao U;lzl U; contem d bolas disjuntas de raio ap e estd contida numa
bola de raio (1 + 2b)p. Logo, d(ap)™ < ((1 + 2b)p)", donde segue o resultado. O

Proposigao 3.31 ( [10]). Sejam (X, d) um espa¢o métrico completo, {f;}, um SIF de
contracoes-similaridades, K seu atrator correspondente e a sua dimensao de similaridade.
Entao existe ¢ > 0 tal que p = 1,07" onde p = (1}, ...,r¢) satisfaz

w(B(z,r)) = cr®,
para qualquer r >0 ex € K.

Demonstracao. Seja p = (r{,...,r}). Repare que por (7), p é vetor de probabilidade. Seja
1 = 1,071 a tnica probabilidade cujo suporte é o atrator e que satisfaz

L
p= riuf
i=1
(lembre-se de (8)). Observe que

(K iy) > p(fih (K a))

>rp g p(K) = -
Seja k = kiy4,.. ;... € considere B(k,¢), 6 > 0. Escolha o menor n tal que K;, ; C B(k,J).
Portanto, tem-se 7, - ... - r;, (diam K) > §ryi,, onde ryi, = min{r; : j = 1,..., L}. Logo,
(Blk,0)) > p(Ks 1) > 1%« g0 > —lmind”
7: l - ,r‘ * eee * ,r‘ - _—7
ILL 9 - /’L 1 n 11 in (dlam K)Oz
onde k € K é arbitrario e 6 > 0. O

Proposigao 3.32 ( [10]). Sejam (X, d) um espaco métrico completo e { f;}, um SIF de
contracoes-similaridades, K seu atrator correspondente e a sua dimensao de similaridade.
Se H*(K) > 0, entdo a restricio de H* a K coincide com p = 1,0~ onde p = (r{, ..., ).
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Demonstracao. Provar-se-a que

L
T%—EZHW"—E:@H%fA
=1
Primeiramente, observe que Hiye, = i M f . De fato, para A C K,
k. (A) = HU(K; N A) = H(fi(K N f7H(A)))

= rfHA(K N fHA) = riH K (F7H(A))

=i ik [ (A).
Além disto, pelo Lema 3.29, H*(K; N K;) = 0 para i # j. Logo,

L

= ZH\K = 3G

=1

Pela unicidade da medida de probabilidade estaciondria relacionada a SIF {f;}%, segue
que 1o = (Mo (K))~HS 0

Teorema 3.33 ( [1 ]) Sejam {fi}, um SIF de contragoes-similaridades do espago
euclidiano R™, K seu atrator corfrespondente a sua dimensdo de similaridade. Se {fi}X,
satisfaz OSC, entdo 0 < H*(K) < oo e, além disso, a restricao de H* a K € a-regular.

Demonstragao. Pelo Lema 3.29 (a) tem-se H*(K) < oo.

Para verificar a a-regularidade de u = 1,07 para p = (r{,...,r¢), busca-se primeiro
a estimativa superior. Para cada sequéncia jj...j,... € X, considere o menor ¢ tal que
Tmind < 754, < 0. Seja II = {j1...5¢ @ Tmind < 75,5, < 0} Repare que II corta
minimalmente X*, pois para k = Kj j,. jojoer... t€M-S€ que ji...Jgjg+1--- € [J1s -5 Jgl, 10gO
por minimalidade de ¢, o prefixo de k em II é tinico. Como V é aberto, existe bola de
raio a contida em V' e por ser limitado esta contido numa bola de raio b. Ademais, cada
Vii..j, sao disjuntos entre si e contem uma bola de raio ryida < 1y j.a e estd contido
numa bola de raio db > 7, ;.b. Do Lema 3.30, segue que no maximo (1 + 2b)"(rmia)™"

dos V, _;, intersectam B(k,d). Como V D UL, £i(V) e V fechado e limitado, pelo Lema
3.28 segue que V O K. Assim, no maximo (1 4 2b)"(rpma)™" dos Kj, .., intersectam
B(k,¢). Pelo Lema 3.27,

p=>y ropf;t

o€cll
Com isso,

p(B(k,6)) =Y rouf, (B(k,6)) <) 6°®(0) < (14 2b)" (rmma) 6%,
oell o€ll
Portanto, junto com Proposicao 3.31, tem-se que u é a-regular. Ademais, pelo Principio
da Distribuigao de Massa (Teorema 2.5) aplicado para p segue H*(K) > 0. Finalmente,
pela Proposigao 3.32, a restricao de H* a K coincide com pu. O]

Abaixo encontra-se outro dois resultados principais anunciado na Introducao, a partir
do qual pode-se exprimir uma grande diversidade de exemplos onde o espago em que se
joga é favoravel a estimativa da dimensao de Hausdorff de conjuntos vencedores.

Teorema 3.34. Todo subconjunto vencedor de um atrator de um SIF que satisfaz a OSC
de contragoes-similaridades do espaco euclidiano R™ possui dimensao de Hausdorff total,
isto €, igual a sua dimensao de similaridade.

Demonstracao. Seja o a dimensao de similaridade do atrator K relativo ao SIF. Observe
que pelo Teorema 3.33, Hf}{ é uma medida a-regular, cujo suporte é K. Pelo Corolario
3.20 segue o resultado. O]
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3.5.5 O caso doubling - uma discussao

O Teorema 3.33 (tratado no contexto de R™) que estabelece quando a medida de
Hausdorff é do atrator é positiva foi elevado a um novo patamar quando Balogh e Rohner
[1] provararam o mesmo num contexto mais abragente, dos espagos com a propriedade
doubling, que serao agora assunto deste trabalho. De fato, como pode-se ver abaixo,
a equivaléncia entre os conceitos da OSC e atrator com medida de Hausdorff positiva é
mantida. Nesta Se¢ao se discute, em geral, a validade dos resultados obtidos anteriormente
para espacos euclidianos no contexto de espagos doubling.

Definigao 3.35 (Espagos doubling). Um espago métrico (X, d) é doubling, se eziste
N € N que satisfaz: para todo x € X e todo r > 0 existem xy,...,xn € X tais que

N

B(x,2r) C U B(zy,r).

=1

Observe que a constante doubling N de (X,d) é universal para X: nao depende da
escolha de = ou r. Uma questdo importante em Anélise em Espacos Métricos é carac-
terizar os espacos métricos que podem ser mergulhados em algum espaco euclidiano por
um homeomorfismo bi-Lipschitz. Os resultados expostos em [9] indicam que, aparente-
mente, espacos métricos com a propriedade doubling tém maior possibilidade de trazer
bons resultados nesse sentido, apesar de ja ser sabido que nao vale em geral para o mesmo.
Semmes mostrou em [17] que, como consequéncia do Teorema da Diferenciabilidade de
Pansu, o grupo de Heisenberg (R munido de soma nao usual) com a métrica de Carnot
é um espaco métrico doubling que nao pode ser mergulhado em qualquer espaco euclidi-
ano. Outros exemplos ja conhecidos podem ser vistos nos trabalhos de Laakso [13] e de
Bourdon-Pajot [5]. Ha razoes, todavia, que justificam essa expectativa. Os préximos dois
resultados corroboram essa ideia. Para mais detalhes, ver [9)].

Teorema 3.36 (Teorema do Mergulho de Assouad). Seja (X, d) um espago métrico dou-
bling. Entao para cada o € (0,1), o espago (X,d") admite um merqulho bi-Lipschitz em
RY, para algum N (onde N depende de o).

Teorema 3.37. Todo espaco métrico completo doubling suporta uma medida doubling.
Reciprocamente, todo espag¢o métrico suporte de uma medida doubling é doubling.

Proposicao 3.38. Todo espaco métrico doubling € separdvel.

Demonstracao. De fato, sejam X espaco métrico doubling, o € X um ponto qualquer e
X =, > B(z0,2"). A ideia é encontrar um subconjunto enumerével e denso. Veja que
pela propriedade doubling, toda bola de raio 2" pode ser coberta por K" bolas de raio 1,
onde K é a constante doubling. Assim, X =, -, U, B(%n, 1). Por sua vez, cada bola
B(w,, 1) pode ser coberta por K bolas de raio 1/2. Assim, para cada j pode-se cobrir X
com uma quantidade enumerdvel de bolas de raio 1/27. Considere C; o conjunto formado
pelos centros de cada uma dessas coberturas. C; é enumerével, logo | J i1 C; é enumeravel
e denso. O]

Retornando a atengdo para a relagdo dos conceitos de open set condition (OSC),
dimensao de Hausdorff positiva do atrator etc, segue abaixo a generalizacao de Balogh
e Rohner (em [1]) ao contexto dos espagos doubling. Antes, porém, introduz-se algumas
notacoes.
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Fixe 71, ...,r como os raios de contragao do SIF {f;}£ . Para 0 < p < 1, seja
O, ={z..2e €X i1y o, <p<Tsy 2 ,}

E claro que II, corta minimalmente X*, pois para o € X, considere k € N o tinico inteiro
tal que 74, o, < p < 74,0, ,- Assim o, € II,. Pela unicidade de k£ segue também a
minimalidade.

Teorema 3.39 ( [1]). Sejam X espago métrico completo doubling, K C X atrator de um
SIF de contracées-similaridades {f;}-, e o sua dimensdo de similaridade. As sequintes
afirmacoes sao equivalentes:

(a) A OSC vale para {fi}r ;

(b) A condigao de Kigami é satisfeita, isto €, existem constantes positivas ¢y, o, Cy €
M tais que
diam K, < ¢ - 1y, (10)

para todo w € X* e
#A{w:well, dz,K,) <cy-a} < M, (11)
onde x € K e qualquer a € (0,c,);

(c) 0 < HYK) < oo. Em particular, dimy K = «.

E relevante mencionar que Schief em [15] j& havia demonstrado no contexto de espagos
métricos completos que (¢) = (a). No mesmo contexto, Kigami em [11] introduziu as
hipéteses (10) e (11) e mostrou (b) = (c¢). Essencialmente, o trabalho de Balogh e Rohner
em [1] consistiu em demonstrar (a) = (b) para espagos doubling. Abaixo, reproduz-
se em verdade a demonstragao feita por Kigami de (b) = (¢). O que se propbe aqui
com isso é atentar para outra conclusao nao destacada por Kigami na sua demonstracao.
Explicitamente falando, em muita das vezes para se demonstrar que H*(K) > 0 para
algum parametro s > 0, faz-se uso do Principio da Distribuicao de Massa. Todavia, para
utiliza-lo é necessario mostrar antes a estimativa superior da s-regularidade de alguma
medida boreliana que da medida positiva para o conjunto em questao. E exatamente isto
que Kigami fez e a medida que ele usou é uma ja bem conhecida.

Proposicao 3.40. Sejam X espaco métrico completo, K C X atrator de um SIF de
contragoes-similaridades {f;}2, e a sua dimensdo de similaridade. Se a condi¢io de
Kigami vale, entio para p = (r{,...,r$) e u = 1,07 tem-se

u(B(x,r)) < er,
para todo x € K e r > 0 suficientemente pequeno. Ademais, H*(K) > 0.

Demonstragao. Para 0 < p < 1, considere II, e rp, = min{ry,...,7.}.
Sejam ¢, tal qual na hipdtese (11) e 0 < p < ¢,. Para p = (r{,...,r{) considere v, a
medida produto em . Para cada z € K,

O ' (Blz,c20)) € | Zw

’wer,z
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onde I, , := {w: w € II,, d(z, K,,) < cap}. Seja pp = 1,07, Entao,

u(Blr.cp) < S 1(S0).

wellp,z

Repare que para w € II, tem-se v,(X,,) = rl < p* e que #II,, < M pela hipétese (11).
Logo
p(Blz, c2p]) < Mcy®(c2p)™.

Entao, pelo Principio da Distribugdo de Massa (Teorema 2.5), segue que
HYK) > 0.

Isso termina a demonstracao. O]

Teorema 3.41. Sejam X espaco métrico completo doubling, K C X atrator de um SIF
de contragoes-similaridades { f;}, satisfazendo a OSC e a sua dimensdo de similaridade.
Entao, a restricao da medida de Hausdorff a-dimensional a K € uma medida a-reqular.

Demonstragao. Pela Proposigao 3.40, H*(K) > 0 e existe ¢ > 0 tal que para qualquer
r>0ex e K tem-se
w(B(z,r)) < er®.

onde u = vO~!. Este fato mais a Proposicao 3.31 permite concluir que p é a-regular.
Pela Proposicao 3.32 segue que p = H®|x e portanto H®|x é a-regular. O

Com o resultado acima, estd provado o resultado final deste trabalho.

Teorema 3.42. Sejam X um espagco métrico completo doubling, K C X atrator de um
SIF de contragoes-similaridades que satisfaz a OSC. Entao todo subconjunto vencedor
A C K de um jogo de Schmidt em K possui dimensao de Hausdorff total, isto é, igual a
dimensao de similaridade do SIF.

3.6 Consideragoes finais

A condicao de Kigami, portanto, mostra-se fundamental no processo de generalizagao
do resultado de Hutchinson sobre a regularidade das medidas de Hausdorff em atratores
de SIF’s em espacos euclidianos para espacos métricos doubling completos. Ela faz o
tipico papel de um lema de cobertura que a essa altura, em espacos métricos completos
mais gerais, seriam dificeis, talvez improvaveis, de serem obtidos.

Restam, todavia, perguntas a serem respondidas. O desejado Teorema com enunciado
Em todo espaco métrico doubling completo, os conjuntos vencedores possuem dimensao
de Hausdorff total nao foi concretizado (é de se ressaltar que espacos doubling sdo ca-
racterizados por possuirem dimensao de Assouad finita e como consequéncia, dimensao
de Hausdorff finita, como pode ser visto em [9, Definition 10.15]). Este seria um tipo
de resultado que faria de todos os outros um mero caso particular. Um obstdculo a sua
concretizagao, como pode ser visto na demonstracao do Teorema 3.19, é o comportamento
pouco conhecido da dimensao pontual de uma medida doubling.

Ainda pode-se perguntar sob quais condicoes é verdade que num espaco doubling a
medida de Hausdorff sob o parametro da dimensao de Hausdorff (que é finita por sinal
como ja dito) é uma medida doubling. No caso especifico de atratores de SIF’s, constatou-
se que a OSC é uma condicao suficiente para garantir a J-regularidade da medida de
Hausdorft.
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