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Resumo

Um breve estudo sobre o Processo de Hammersley

Gabriel Rodrigues Batista Sanfins

Resumo da dissertacao de Mestrado submetida ao Programa de Pés-graduacao em Matematica, Ins-
tituto de Matemética da Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ), como parte dos requisitos
necessarios a obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

Resumo: Essa dissertacao tem como objetivo introduzir a abordagem de Hammersley em sua
tentativa de estudar o problema de Ulam. Esta abordagem ficou conhecida como Processo
de Hammersley e, desde sua definigao, em 1972, vérias modificagoes do processo original
foram introduzidas na literatura. Resultados sobre a convergéncia das vérias modificacoes
do processo serao exibidos e demonstrados, ajudando a entender melhor o processo original,
além do proprio problema de Ulam.

Palavras—chave. Processo de Hammersley, Problema de Ulam, Processos Estocasticos, Probabilidade.
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Abstract

A brief study on the Hammersley Process

Gabriel Rodrigues Batista Sanfins

Abstract da dissertacao de Mestrado submetida ao Programa de Pés-graduacdo em Matemadtica, Ins-
tituto de Matemaética da Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ), como parte dos requisitos
necessarios a obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

Abstract: The present work intends to introduce Hammersley’s approach in his attempt to
study Ulam’s problem. This approach is known as Hammersley’s Process and, since its defi-
nition in 1972, various modifications of the original process were introduced in the literature.
Results about the convergence of these modifications are shown with proofs, helping to better
understand the original process, as well as Ulam’s problem.

Keywords. Hammersley Process, Ulam’s Problem, Stochastic Processes, Probability.
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Prefacio

No ano de 1972, John Michael Hammersley publicou o texto “A few seedlings of research”[10] no Proce-
edings of the sixth Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Probability. Em tal texto, ele
procurou descrever seu método de abordagem nos problemas em que estudava na época, na esperanga de
ajudar muitos alunos de pés-graduacao que, segundo o préprio Hammersley, se perguntavam “Como se
faz pesquisa em probabilidade e estatistica?”.

Um dos topicos de estudo de Hammersley na época era o ja famoso problema de Ulam, que consis-
tia em achar a distribuicao do tamanho da maior subsequéncia monétona em uma permutagao aleatoria
dos n? + 1 primeiros nimeros naturais. Depois de uma breve discussao sobre fatos ja conhecidos sobre o
problema, Hammersley introduz uma nova maneira de interpretéd-lo, através de um Processo do Poisson
pontual em R%r, enxergando uma permutacao como n pontos distintos em um retangulo [0,z] x [0,¢] e
sua maior subsequéncia crescente como um caminho estritamente crescente neste retangulo.

O texto de Hammersley abriu caminho para uma vasta literatura que utilizou-se das mesmas ideias,
alguns exemplos sao [1], [5] e [9], que, além de discorrer sobre o processo original, introduzem modi-
ficagOes que permitem a demonstragao de resultados importantissimos na area de percolacao.

O primeiro capitulo desta dissertacao se propoe a apresentar de forma organizada o problema de Ulam e
o Processo de Hammersley, além de algumas modificagoes de tal processo, que permitem a derivagao de
resultados interessantes sobre a convergéncia do tamanho da maior subsequéncia crescente na permutagao
aleatéria dos n primeiros nimeros naturais. Também provamos uma espécie de reversibilidade para um
dos processos introduzidos.

O segundo capitulo tem como objetivo estudar o comportamento assintético do processo, mostrando
que existe uma escala ideal para se olhar o processo, que estd fortemente relacionada com o expoente
1/3 (ou raiz cibica), conseguimos também mostrar a rigidez de dois importantes processos estocdsticos
introduzidos no capitulo 1. No terceiro capitulo mostramos que resultados como o do capitulo 2 podem
ser conseguidos de maneira mais simples, através de uma técnica que chamamos de comparacao local.



Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo, daremos uma breve motivagao para o estudo assintotico de modelos de percolagao de
ultima passagem. Veremos brevemente alguns modelos propostos para o estudo do assunto, todos ba-
seados em uma ideia proposta por Hammersley, em 1972 [10]. Também demonstraremos alguns dos
resultados importantes da drea, tendo como base os textos [1], [4] e [5].

1.1 Distribuicao da maior subsequéncia crescente

Definicao 1.1. Seja 7 : {1,...n} — {1,...n} uma permutacdo, diremos que i1,...,i; é uma sub-
sequéncia crescente de 7 se vale que

1 < o < g 7T(i1)<"'<7f(ik).

Exemplo. Para n = 10, considere a permutacao

72813410695

(Onde (1) =4,7(2) =2,7(3) =5,...) Tem a subsequéncia crescente

13469

De tamanho 5, e podemos prontamente verificar que este é o maior tamanho possivel para qualquer
subsequéncia crescente dessa permutagao.

Definigao 1.2. Seja 7 uma permutagdo como acima. Chamaremos de I(7) o tamanho da maior sub-
sequéncia crescente de 7

Definicao 1.3. Definimos por L, o tamanho da maior subsequéncia crescente de uma permutagao
aleatdria uniforme do conjunto {1,...,n}, ou seja, cada permutagao especifica é escolhida com probabi-
lidade 1/n!.

Um dos primeiros a pensar na distribuigao de L,, foi o matemdtico polonés Stanislaw Ulam. O problema
de Ulam consiste em encontrar a distribuicao do tamanho da maior subsequéncia monétona em uma
permutacao uniforme dos n? + 1 primeiros niimeros naturais (a definicio de subsequéncia monétona é
andloga a Definicao 1.1), esta escolha se d4 pelo fato que uma permutagao dos n? + 1 primeiros niimeros
tem sempre uma subsequéncia mondtona de tamanho n + 1 (Este fato é provado em [10]). Durante este
capitulo, veremos que podemos usar um processo estocastico no plano (chamado Processo de Hammersley)
para conseguirmos resultados importantes sobre o comportamento de L.
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1.2 O Modelo Geométrico

As ideias desta se¢io vem de Hammersley em [10], e foram a base para que Aldous e Diaconis([1])
formalizassem a teoria e apresentassem os modelos vistos aqui. Estes dois trabalhos foram motivagoes
para o desenvolvimento da Teoria Ergédica Subaditiva. Antes de introduzir o modelo propriamente dito,
vamos pensar na permutacdo de um jeito diferente. Para isso, considere n pontos (z;,t;) no retangulo
[0, z] x [0, ], todos com coordenadas distintas, ou seja, t; # t;, x; # x; V i # j. Este conjunto de pontos
induz uma permutacao m da seguinte maneira:

O ponto com a i-ésima menor coordenada em t tem a 7(i)-ésima menor coordenada em x.

Fica claro que, como todas as coordenadas sao distintas, cada sequéncia (z;,t;) de n termos induz uma
tnica permutagdo m em {1,...,n}.

Definicao 1.4. Sejam z,t > 0e A = {(z1,¢1),..., (zk, tx)} k pontos no retangulo [0, z] x [0,¢]. Diremos
que A é um caminho estritamente ao Nordeste (ou estritamente NE) de (0,0) & (z,) se 0 < z1 <
< rp<zrel<t; <<t <t

t

T

Figura 1.1: Numero maximo de pontos em um caminho estritamente NE de um conjunto de pontos no
retangulo [0, z] x [0, ¢].

Sem muita dificuldade, podemos ver, geometricamente, que o tamanho I(7) da maior subsequéncia
crescente de 7 é o ndmero mdximo de pontos (z;,t;) que formam algum caminho estritamente NE entre
(0,0) e (z,t). Agora considere um processo de Poisson N de taxa 1 em R? e, para x,t > 0, defina L(z,t)
como o maior numero de pontos de Poisson que formam algum caminho estritamente NE entre (0,0)
e (x,t). Denote também o nimero de pontos de Poisson no retangulo [0,z] x [0,¢] por M(z,t). Dessa
forma, vemos que M (z,t) tem distribuigdo Poisson com pardmetro xt, e que a permutagio associada em
{1,2,...,M(z,t)} é uniforme. Usando a Defini¢ao 1.3, também vemos que

D
L(.T, t) = LM(],‘,t)' (11)
Teorema 1.5. Defina ¢ por

E(L(t,t
= up BLED).
t>0

entao vale
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—c q.c. (1.2)

Demonstragao. Tome s < t € N e defina Y;; como o maior niimero de pontos de Poisson em um
caminho estritamente NE de (s, s) até (¢,t). Primeiramente, note que Yy, = L(¢,t), além disso, temos
que tal sequéncia é superaditiva no seguinte sentido:

Yoo+ Ye: <YYo

Podemos verificar a desigualdade acima notando que, no termo da esquerda, estamos considerando os
caminhos estritamente NE entre (0,0) e (¢,¢) que passam pelo ponto (s,s). J& no termo da direita nao
temos esta restrigdo. Além disso, todas as outras condigées do Teorema Ergddico Subaditivo de Kingman
para processos continuos [12] valem, s@o elas:

(i) Para todo u > 0, as distribui¢des conjuntas de {Ysty 144, 0 < s <t} e {Ys;, 0 < s <t} slo iguais;
(ii) EYp, existe para todo t > 0 e satisfaz EY; ; < ¢t para alguma constante ¢ € R;
(iii) Existe um intervalo nao degenerado I = [a,b], a,b > 0 tal que
E{ sup |Y8t|} < 0.
s<t, s,tel

Assim sendo, podemos utilizar o Teorema Ergédico Subaditivo para o processo —Y ; e concluir que

= —c q.c.
O

Podemos utilizar este Teorema para obter um outro resultado, desta vez aplicado & maior subsequéncia
de uma permutagio aleatéria. Para isso, denote por 7(n) o menor valor de ¢ para o qual o quadrado
com vértices (0,0), (0,t), (£,0) e (¢,t) tem n pontos de Poisson em seu interior. Escreva os n pontos de
[0,7(n)] x [0,7(n)] como (x;,y;), e seja T, a permutacdo de {1,...,n} induzida por estes pontos. Pela
construcdo de Hammersley, I(7,) = L(7(n),7(n)) = L,. Podemos, também, mostrar o seguinte Lema:

Lema 1.6.

7(n)

— =1 .C.

ND 4
Demonstragao. Seja S,, o nimero de pontos de Poisson em [0, +/n] x [0,+/n]. Pelas propriedades do
processo de Poisson no plano, sabemos que U,, := S,, — S,,_1 sao variaveis aleatdrias independentes, de
Poisson e com média 1. Logo, pela Lei Forte dos Grandes Numeros, temos que

n
2im Ui Sy q.c.
n n
Agora tome € > 0. Pelo argumento acima, podemos enxergar S, como um processo continuo e notar que
Sn(1—
Zn(lze) —1—c¢ q.c.
n
S,
Znte) + € q.c.
n

E notar, assim, que se n ¢ suficientemente grande, vale S,,(1_) <n < Sy(14¢) €, portanto, pela definigao
de Sy, vVn(1 —¢) < 7(n) < /n(l+¢). Fazendo € | 0, encerramos a demonstracao. O

Corolario 1.7.
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Demonstragao. Podemos usar o Teorema 1.5 e o Lema 1.6 para ver que

Ly p Lir(n).7(n) _ L(r(n).7(n)) 7(n)
Vi Vi rm)  Vm

—c q.c.

O

Em 1972, Hammersley [10] conseguiu mostrar que 7/2 < ¢ < e, estimativa que foi melhorada para
1.59 < ¢ < 2.49, por Kingman em 1973 [12]. Com o avango do trabalho em problemas de permutagao
aleatoria, Logan e Shepp [15], e Vershik e Kerov [19] demonstraram que ¢ = 2. Na se¢do 1.5 mostraremos
que ¢ < 2.

1.3 O Modelo de Poisson para Percolacao de Ultima Passagem

Podemos generalizar o modelo de Hammersley visto no 1ltimo capitulo. O objetivo desta secao é ex-
plorar esta generalizacao e expor alguns fatos decorrentes dela. Seja P C R? um conjunto aleatério de
Poisson no plano, com intensidade 1. Em cada ponto p € P, colocaremos um peso aleatério positivo wp.
Assumiremos que o conjunto {wp : p € P} é uma colecdo de varidveis aleatérias i.i.d. com funcao de
distribuicao F'. Tais pesos também sao assumidos independentes do processo de Poisson no plano P.

Definigao 1.8. Seja p,q € R2, com p < q (Aqui, a desigualdade de vetores é equivalente & desigualdade
coordenada a coordenada). Definimos II(p, q) como o conjunto de todos os caminhos estritamente NE,
consistindo de pontos em P que ligam p a q.

Definicao 1.9. Definimos o tempo de ultima passagem L entre p e q, com p < q como

L = ’ .
(p,q) céﬁ?ﬁfm{ > wp }

p’eC
Como primeiro fato basico, podemos notar que L é superaditiva, pois, se p < z < q, entao o valor da

soma méaxima entre todos os caminhos entre p e q serd certamente maior que entre todos os caminhos
entre p e q que passem por z. Matematicamente, temos que

’ > ’ ’ .
o { 2 } 2 { 2 } * o, { 2 }
p’eC p’eC p’eC
A equacdo acima nos dé, por sua vez:
L(p.q) = L(p,z) + L(z,q).

Além disso, podemos notar que o modelo de Hammersley, introduzido na se¢do anterior, é um caso
particular do processo descrito acima, com cada wp tendo distribuigao d;. Agora estamos prontos para
enunciar o Teorema da Forma, defina 0 = (0,0), n = (n,n) e

F(z) =P(wp < z) e y=~(F) = S‘i‘iw

> 0.

Teorema 1.10. Suponha que
/ V1-F(z)dz < 400
0

Entao v(F) < oo e, para todo x,t > 0, quando r — oo, vale

EL(0, (ra,rt)) R ”Y\/R7
r

Além disso,

L(0 t
( 7(:3;’7‘))_}7\/'% q.c.



CAPITULO 1. INTRODUCAO

Antes de comecar a demonstragao, precisamos notar que o Processo de Poisson no plano que conside-
ramos tem uma propriedade interessante. De fato, a distribuicdo do niimero de pontos num determinado
conjunto é preservada por transformagoes que preservam volume e caminhos estritamente NE. Isto implica
imediatamente que, se z,t,A > 0 e p € R, entdo

L(0, (z,8)) 2 L(p,p + (Az, t/))) (1.3)

Demonstragao. A equagao (1.3) mostra que é suficiente mostrar o Teorema para (x,t) = (1,1), pois se
tomarmos 7’ := rv/xt no enunciado do Teorema, obtemos

L(0, (rx,rt)) B L(0, (rv/zt, r/xt))  L(0, (T/’T/))\/ﬁ_

7,‘/

r r

Obtendo assim o resultado geral a partir do caso (x,t) = (1,1). Neste caso especifico, a convergéncia vira

novamente uma consequéncia do Teorema Ergddico Subaditivo de Liggett [13], bastando provar que
EL(0, (r,7))

limsup ——————= < o0.
r—00 T

Para provar este caso mais geral, comecaremos considerando pesos Bernoulli, obtendo o resultado a partir
deles. Tome p € [0, 1] e denote por E, a esperanca e L, o processo de Poisson para percolagao de tltima
passagem induzido por pesos w;, onde P(w; = 1) = p. Logo, a probabilidade de termos n pontos com
peso 1 no quadrado de lado /7 é dada por

—pr

0 e e T e ,rkfn _ \k—n e
Zk!r’“(z)p”(lp)k” )"y (,il_ nj;), = )"

k=n k=n

Dessa forma, vemos que esse processo é equivalente ao modelo de Hammersley da segao anterior, porém
com intensidade p no processo de Poisson no plano. Sendo assim, vemos que
lim Epr(O, (T,T)) — lim EL(Oa (T\/ﬁ,r\/ﬁ))
r

T—00 T r—00

=7(01)v/p-

De fato, v(d1) é o que nos referimos por ¢ na iltima se¢ao, onde vimos que ja foi provado que esta é uma
constante finita. Na segdo 1.5 mostraremos que v(d1) < 2, mas, na verdade, ji existem resultados que
mostram (d;) = 2. Agora note que

L0 = /
(0,p) cErﬁ?éfp){ Z wp }

p’'eC

= ]lw/ xd
Ce%l?gfp){/o Z {p>}x}

p’eC
S/ max { Z 1 ,>m}}dx.
o CeI(o,p) bec

Vemos que o integrando na tltima linha corresponde a nada mais do que o modelo com pesos Bernoulli
ep=1— F(x). Isto significa que podemos usar o Teorema de Fubini para obter

/OO EI—F(QJ)L(07 (7", r))dl‘
0

r

lim sup w < limsup

r—00 r r—00
= 7(51)/ V1—F(x)dx. < 0.
0

Para obter a convergéncia, basta usar a equagao (1.3) para obter

EL(0, (rx,rt)) _ EL(0, (rvat,rv/at)) roeo /.

r r
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E, assim, encerramos a demonstragao. O

Repare que o Teorema 1.5 é apenas um coroldrio do que acabamos de demonstrar com ¢ = (d1).

1.4 O Processo de Hammersley

Uma configuragao de particulas em R ou RT pode ser descrita pelo seu processo de contagem n(-), onde
n(0) é arbitrario e

n(y) — n(x) = ndmero de particulas em [z, y),

onde somente um numero finito de particulas existe em um intervalo de tamanho finito. Considere,
assim como na Figura 1.1, um conjunto (x;, ;) de pontos no retangulo [0, z*] x [0,t*], e para (z,t) nesse
retangulo, denote por L(z,t) o niimero méximo de pontos em um caminho estritamente NE de (0, 0) até
(z,t). Ou seja, segundo a notagao das ultimas secoes, L(x,t) := L(0, (x,t)). Agora repare que, para cada
t fixo, 0 mapa x +— L(x,t) é um processo de contagem associado & alguma configuragio de particulas em
[0, 2*] que evolui da seguinte maneira: se ordenarmos os pontos (z;,t;) de forma que 0 < t; < ta < ...
e imaginarmos a varidvel ¢ como o tempo, a configuracdo de particulas em [0,z*] induzida pelo mapa
acima s6 poderd mudar nos instantes ¢;. Fixe ¢; e imagine que a posicao das particulas no instante ¢
seja

O<m <M< - <M <™.

Assim sendo, certamente z; € (1;,7;4+1) para algum j, aonde escrevemos 19 = 0 e 7,41 = *. Da prépria
definigdo de L(x,t), temos que os unicos valores de x para os quais L(z,t;) # L(z,t; ) sdo aqueles em
que z € [x;,n,41), €, para tais x, obtemos que L(z,t;) — L(z,t; ) = 1. Assim, no tempo ¢; a configuracao
de particulas se transforma em

0<771<"'<7’}j<.’L’1‘<77j+2<...

Podemos explicar o modelo acima de maneira mais simples: No tempo t;, a particula a direita mais
préxima de x; é movida para a posicao x;, e, se tal particula nao existir, entao uma nova particula é
criada em x;. Nds podemos ligar essa representagao deterministica no contexto da Segéo 1.2, aonde L(z,t)
é o ntimero méximo de pontos de um Processo de Poisson A" no plano em um caminho estritamente NE
de (0,0) & (z,t). Para um ¢ fixo, o processo x — L(x,t) é um processo de contagem associado & uma
configuracao de particulas aleatéria em RT. Se fixarmos z* e considerarmos somente as particulas no
intervalo [0, 2*], sua evolugao no tempo pode ser descrita da seguinte forma:

Lei 1.1. Em tempos de um processo de Poisson (taza x*) no tempo, um ponto U € escolhido uniforme-
mente em [0, z*], independente do passado, e a particula & direita mais prézima de U é movida para U.
Caso tal particula nao exista em [0, z*], uma nova particula é criada em U.

Definicao 1.11. Se um processo de particulas evolui de acordo com a Lei 1.1, o chamaremos de Processo
de Hammersley

Na linguagem de sistemas de interacao de particulas, a construgao de um processo por caminhos estri-
tamente NE é chamada de representacao grafica do sistema. Em particular, L(x,t) é a representagao
grafica do processo de Hammersley em R™, comecando no tempo ¢ = 0 e sem nenhuma particula em sua
condicao inicial, pois L(x,t) é justamente o ntimero de particulas em [0, z] no instante de tempo ¢t. A
Figura 1.2 mostra as trajetérias no espaco-tempo das particulas desse processo, onde os pontos marcados
com um X sdo os pontos do processo de Poisson no plano N.

Definigao 1.12. Chamaremos os pontos dos cantos inferiores esquerdos das trajetérias (marcados com
um x na Figura 1.2) de Pontos-a. Jé os pontos dos cantos superiores direitos das trajetérias (marcados
com um @) serdo chamados de Pontos-£.
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X - Pontos-« e - Pontos-f3

Figura 1.2: Exemplo das trajetorias no espaco tempo do Processo de Hammersley.

Nés também podemos comegar o processo de Hammersley em R™ a partir do tempo 0 com alguma con-
figuracao inicial aleatéria de particulas v, chamaremos este processo de L, (z,t). Neste caso, enxergamos
L(x,t) como o processo iniciado da configuragdo inicial vazia. Assim, também conseguimos encontrar
uma representagao gréafica para L, (x,t).

Lema 1.13. O processo de contagem x — L, (x,t) tem a sequinte representacdo grdfica:

L,(z,t) = sup (v(z)+ L((#,0), (x,t)), x,t>0.

0<z<z

Onde L((2,0), (z,t)) € o nidmero mdzimo de pontos de N' em um caminho estritamente NE de (z,0) d
(z,t), onde N € tomado como independente de v.

A demonstracao do lema acima fica bem mais clara se vemos que o supremo ¢ atingido quando tomamos
um ponto-a em cada trajetéria das particulas que passam pelo retdngulo [0, x] x [0,¢]. A figura 1.2 ajuda
a visualizar tais trajetorias. Podemos também redefinir a funcao L de acordo com o Lema 1.13 e, a partir
de agora, podemos ver que a antiga funcao L pode ser vista como L(z,t) = L((0,0), (z,t)). Também
podemos notar que, devido as propriedades de invaridncia por translagoes e reescalonamentos do processo
de Poisson no plano A, também sdo vélidos os trés seguintes Lemas:

Lema 1.14. (Propriedade da troca espago-tempo) Defina £(x,t) := L(t,z). Entdo
(L(z,t);2,t>0) 2 (L(x,t);2,t > 0).
Lema 1.15. (Propriedade do reescalonamento) Fize 0 < k < co. Entao
(L(z,t);2,t > 0) 2 (L(kx,t/k); 2, t > 0).
Lema 1.16. Seja u € R2, entdo

L((0,0), (z, 1)) 2

Em particular, obtemos que a distribui¢ao de L(x,t) depende somente do produto tx.

L(u,u + (z,t)).

9
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1.5 O Processo de Hammersley em R

Definiremos o processo de Hammersley para —oo < x < 400 de maneira andloga a secdo anterior.
Novamente, o processo sera a evolucao de uma configuragao de particulas em R. Esta evolugao se dara de
acordo com a Lei 1.1 e, de imediato, podemos ver que sua restricdo a qualquer intervalo [xf, z]] evoluird
de acordo com as seguintes Leis:

t .,

T—O

x
X - Pontos-« e - Pontos-f3

Figura 1.3: Exemplo das trajetérias do Processo de Hammersley em R para um intervalo arbitrario.
Aqui, as particulas escapam pelo lado esquerdo do retangulo pois existem mais pontos-a nesta direcao.

Lei 1.2. FExiste um conjunto arbitrdrio de tempos a particula mais a esquerda dentro do intervalo é
removida da configuracao.

Lei 1.3. Euxiste um processo de Poisson (taxa xi — xf) de tempos, em que um ponto U € escolhido
uniformemente em [x§,x5]. Nestes tempos, a particula mais prézima de U a direita é movida para U,
com a cria¢do de uma nova particula caso seja necessdrio.

A figura 1.3 é um exemplo da realizacao desta evolucdo de particulas. Nao é tao ébvio que tal processo
de fato exista, um exemplo simples é que, se comecamos com uma configuracao de particulas finita, elas
seriam instantaneamente “puxadas’para —oo. A existéncia s6 é garantida depois de provarmos o préximo
resultado.

Lema 1.17. Suponha que v(x) representa uma configuracao inicial de particulas em R que satisfaz

lim inf viz) >0 q.c. (1.4)
Tr—r—0o0 x
Entao o processo definido por
L,(xz,t)= sup (v(z)+ L((z,0),(z,t)), —oco<a<+o0, t>0, (1.5)
—oo<z<x
evolui de acordo com as Leis 1.2 e 1.35.

Observagao. Repare que estamos utilizando a mesma notagao para representar o processo de Ham-
mersley em R e em R;. De fato, isto nao é um problema, pois os processos sao definidos de maneiras

10
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quase idénticas e, além disso, sempre explicitaremos a qual dos dois processos nos referimos. Além disso,
estamos supondo que v é uma condicao inicial que satisfaz:

0, se z = 0;
v(x) = < ntimero de particulas em (0, z], se x > 0;
—ntimero de particulas em (z,0], se x < 0;

Demonstragao. Segue de imediato da definigdo que L, (z,t) é uma funcdo crescente em z e em ¢, até
mesmo se L, nao for finito em todo ponto. Isto implica que, se provarmos que L, ¢ finito em Z x Z com
probabilidade 1, entdao L, serd finito em todo ponto quase certamente. Dito isto, precisamos somente
provar que, com probabilidade 1, se tomarmos qualquer ponto (z,t) € Z x Z*, L, (z,t) é finito. Em vista
da condigao (1.4), basta provar que, se z — —00,

L((,0),(5.0)

—Z

q.c. (1.6)

De fato, basta mostrar isso porque, se vale (1.6), (1.4) nos diz que v(z) decresce muito mais ra-
pidamente do que cresce L((z,0)(x,t)), quando z — —oo. Isto nos mostra que o méximo da soma
v(z) + L((z,0), (z,t)) deve ser atingido em um compacto, e assim ficaria claro que este valor é finito.

Agora nos resta, entdo, mostrar (1.6). Para isso, tome ¢ > 0 e, usando os Lemas 1.15 e 1.16, junto com
o Teorema 1.10, obtemos

P(L((2,0), (z,t)) > —ez) = P(L((0,0)(v/ — 2[t, /]& — 2[t)) > —e2)
< EL((Oa 0)7 (\/|‘2j — Z|t> \/lm — Z|t)

€z
_ EL((0,0), (/z — 2t, /o — 2[t) V& — 2]t
|z — z|t —€z
Fazendo z = —n?, n € N e usando o Lema de Borel-Cantelli, percebemos que, quando n — oo,
L((—n*,0)(x,t
(nt 0@t o

n4

Agora seja z < 0 e defina n(z) := max{n € N: —n? > 2} e note que, se z — —o0,

L((2,0), (z,t)) _ L((=(n(2) + D*,0), (x,1))

_ L((=(n(2) + D*,0), (z,1)) (n(2) + 1)*
(n(z) +1)* —z
L((=(n(2) +1)*,0), (2,1)) (n(2) + 1)*
=T @ e L
E, assim, a demonstragao do Lema estd completa. O]

Estando o processo bem definido, pelo menos para um conjunto seleto de distribuigoes iniciais, podemos
nos perguntar quais delas sao, em um certo sentido, estacionarias. Definimos isso precisamente no que se
segue, enunciando também um teorema essencial para o resto do trabalho.

Definigao 1.18. Suponha que a configuracao inicial de particulas no processo de Hammersley em R
tenha uma distribuicao p. Diremos que p é estaciondria ou invariante no tempo se a distribuicao
da configuracao de particulas se mantém p para todo tempo ¢t > 0. Chamaremos p de invariante por
translagoes se a distribuicao nao for alterada por mapas da forma = — = + a para todo a € R. Por fim,
diremos que p tem intensidade finita se E|u(z)| < oo para todo x € R.

11
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Observagao. Quando dizemos que uma configuracao inicial de particulas tem distribuicao pu, iremos,
por abuso de notagdo, escrever u(x) para denotar a funcdo que representa tal configuracao inicial. Ou
seja, para quaisquer x < y € R, escrevemos

p(y) — p(x) = nimero de particulas no intervalo (x,y].

Dessa forma, a desigualdade E|u(z)| < oo faz sentido na definigdo acima.

Definicao 1.19. Seja L, um processo de Hammersley em R, definimos ﬁy(x,t) como o numero de
particulas que saem do intervalo espacial (t,00) durante o intervalo de tempo (0, x].

Quando definimos L, como acima, estamos pensando num processo com as mesmas trajetérias da
figura 1.3, mas com o espago e o tempo trocados. Ou seja, na verdade pensamos nessa figura refletida no
eixo de /4, onde pensamos na configuragao de particulas no eixo-y se movendo da direita para a esquerda
a medida que t cresce. L, (z,t) também pode ser visto como o nimero de caminhos espago tempo que
cruzam {t} x (0,z]. Se denotarmos o processo de Poisson de taxa A > 0 em R por vy, podemos enunciar
0 seguinte teorema:

Teorema 1.20. Seja A > 0. FEntdo vy € uma medida ergédica, estaciondria, de intensidade finita e
invariante por translagées para o processo de Hammersley. Além disso, se Ly é um processo de Ham-
mersley em R, com distribui¢cdo invariante vy, para —oo < t < co. Entdo Ly também é um processo de
Hammersley em R com distribui¢ao invariante vy, .

Este resultado é demonstrado mais tarde no texto, na secao 1.7, entretanto, o que mais usaremos deste
teorema ¢ o fato de que, se comecarmos com uma distribuicao v, em R, entao a distribuicdo de particulas
se mantém v, para qualquer tempo t.

Observagao. De fato, vale a volta da primeira afirmagdo do teorema 1.20. Isto é, se uma medida p tem
intensidade finita, é estaciondria e invariante por translagoes para o processo de Hammersley em R, entao
eld é uma mistura das (vx)x>o. Este resultado também estd parcialmente demonstrado em [1], onde fica
claro que deve-se utilizar técnicas presentes em [14]. Apesar de interessante, a demonstragdo é muito
prolongada e foge do escopo do texto, visto que nao serd utilizada em nenhum momento.

Com os resultados ja obtidos, fica um tanto quanto simples de mostrar que a constante ¢ da segao 1.2
(7(d1) na segao 1.3) é finita.

Teorema 1.21. Seja ¢ € R tal que

c:iggw. (1.7)

FEntao ¢ < 2.

Demonstracgao. A ideia da demonstracdo é notar que o processo de Hammersley em RT da secdo 1.4
pode ser visto como o processo de Hammersley em R, onde a configuragao inicial consiste de um nitimero
infinito de particulas logo a esquerda de 0. Mais precisamente, definimos

(@) 0, sex >0
vo(x) =
0 —o00, sex <0

e usamos a representacao grafica em (1.5) para definir Lo := L,,(z,t) para todo ¢t > 0. Dessa forma, o
supremo em (1.5) é sempre atingido em z = 0, e Lo(z,t) = L(z,t) para todo z,t > 0. Fixe b > 0 e seja
Ly a versao estaciondria do processo de Hammersley em R com distribuigao v,. Agora vamos utilizar a
técnica do acoplamento, que consiste em enxergar as configuragoes Ly e L; utilizando o mesmo processo
de Poisson no plano N na representagio grafica. Fazemos 14(0) = 14(0) = 0 e a representagio gréifica
(1.5) implica que Lo(z,t) < Ly(x,t) para todo x,t > 0. Sendo assim, temos que, para x,t > 0

ELo(z,t) < ELy(z,t)

12
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= ELb(l‘,O) + E(Lb(l’,t) - Lb(:L',O))
= bz +t/b. (1.8)

Aonde utilizamos dois fatos na dltima igualdade. Primeiramente temos que, por definigdo, Ly(+,0) é um
processo de Poisson de taxa b, logo ELy(x,0) = bx. Logo em seguida, vemos que Ly(x,t) — Ly(z,0)
conta quantas particulas entraram no intervalo (—oo,ac] durante o tempo (O,t]. Assim, por questoes
de simetria, podemos usar o Teorema 1.20 e notar que Ly(x,-) é um processo de Poisson de taxa 1/b, e
portanto E(Ly(x,t)— Ly(x,0)) = t/b. Agora podemos minimizar (1.8) em b > 0, ou seja, se f(b) = bx+t/b,
entao

f'(b) =z —t/b?,
F"(b) = (2t)/b°.

Assim sendo, temos que f”(b) > 0 se b > 0 e, além disso, a tunica solugdo positiva para f'(b) = 0 é
b = \/t/x, obtendo-se f( /t/x) = 2v/tx. Utilizando-se dessa minimizagdo junto com (1.8), obtemos
EL(x,t) = ELg(x,t) < 2V/zt, e podemos assim utilizar (1.7) junto com o Lema 1.15 para obter que
c<2. O

1.6 O Processo de Hammersley com fontes e drenos

Nesta secao, estudaremos uma nova extensao para o processo de Hammersley de interacao de particulas.
Nesta versao, temos novamente um processo pontual de Poisson N em Ri, e, além disso, temos dois
processos de Poisson nos eixos (0,00) x {0} e {0} x (0, 00). Chamaremos o processo de Poisson do eixo-z
de processo das “fontes”, ji o processo de Poisson do eixo-y serda chamado de processo dos “drenos”.
A razao para tal nomenclatura vem da forma como este processo evolui, que é praticamente idéntica a
do processo de Hammersley em R*. A tnica diferenca é que, ao atingirmos um ponto do processo de
“drenos”, a particula imediatamente a direita deste ponto é apagada da configuracao. Geometricamente,
é como se a particula tivesse sido sugada por um dreno em 0. A figura 1.4 nos mostra mais claramente
como sao as trajetorias destas particulas.

0,9) I 1@y

(0,0) (x,0)

Figura 1.4: Trajetérias das particulas do processo de Hammersley com fontes e drenos. As particulas
escapando a esquerda sao sugadas pelos drenos no eixo-y e deixam de fazer parte da configuragao.
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Tal processo de interacao de particulas foi estudado mais profundamente em [9], onde foi provado que
se A > 0 e a intensidade dos processos dos eixos x e y forem A e 1/\, respectivamente, e 0 processo
pontual de Poisson N for de intensidade 1, entdo o processo como um todo é estaciondrio, no sentido
de que a intersegao das trajetérias das particulas com a linha Rt x {y} é um processo de Poisson com
intensidade A, para todo y > 0. Vamos provar tal resultado mais tarde na seg¢ao 1.7. Por um abuso de
linguagem temporario, vamos nos referir ao processo descrito acima por estacionédrio. Mais precisamente,
faremos a seguinte definicao:

Definigao 1.22. Seja A > 0. Chamaremos o processo de Hammersley com fontes de intensidade A,
drenos de intensidade 1/\ de Processo de Hammersley estaciondrio com fontes e drenos

Fixe A > 0 e denote por ¢ — Ly(-,t) o Processo de Hammersley estaciondrio com fontes e drenos do
ponto de vista de um processo de pontos unidimensional, evoluindo no tempo t, aonde A é a intensidade
do processo de fontes. Como a segunda coordenada é quase sempre interpretada como o tempo, a partir
de agora a denotaremos por t ao invés de y. Precisaremos também de mais uma definicao.

Definicao 1.23. Considere um processo com fontes e drenos estacionario como descrito acima. Vamos
inserir uma nova particula na configuracao inicial que chamaremos de particula de segunda categoria
isolada. Essa nova particula ndo tem nenhum efeito sobre a evolucao do processo de Hammersley com
fontes e drenos e, por isso, podemos nos referir & ela também como particula fantasma. Denotaremos
por X (t) a posicao de tal particula no instante ¢, fixando também X (0) = 0. A evolugdo da posigao desta
particula pode ser descrita pela seguinte Lei

Lei 1.4. Se em algum tempo arbitrdrio ty uma particula o direita da particula de sequnda categoria,
digamos, na posicao xg, € movida para a sua esquerda, entdo a particula de seqgunda categoria passa a
ocupar a posi¢ao Tg.

Podemos também tentar inverter o papel do espaco e do tempo, considerando um processo de particulas
num eixo vertical [0, ¢] que evolui da esquerda para a direita de acordo com as trajetérias da figura 1.4 no
tempo x. Chamaremos a particula de segunda categoria isolada referente a esse processo de particula
de segunda categoria dual isolada, e denotaremos sua posi¢ao no tempo x por X'(z).

A figura 1.5 ajuda a entender graficamente o movimento de uma particula de segunda categoria.

Teorema 1.24. Seja t — Ly(-,t) o processo estaciondrio de fontes e drenos, e seja X(t) a posicao de
uma particula de sequnda categoria isolada com respeito a Ly no tempo t, localizada em 0 no tempo t = 0.

Entao, quando t — oo,
X(t) 1
e SV
t A2
Este Teorema serd demonstrado mais tarde na seg@ao, antes daremos mais algumas defini¢des e pro-
varemos um lema preparatério. Denote por 7; um processo estacionario de Hammersley com fontes de
intensidade v > 0. Além disso, seja o, um outro processo estacionario acoplado a 7;, usando o mesmo
processo pontual de Poisson N de intensidade 1 no primeiro quadrante e um processo de fontes obtidos
adicionando um processo de Poisson de intensidade § — v (§ > ) ao processo das fontes de 7, inde-
pendentemente de todo o resto. Esta adi¢ao de fontes é o que chamamos de (8/7) - “thickening” das
fontes, dessa forma as fontes passam a ter um comportamento de Poisson com intensidade §. Para que
0 processo o seja estaciondrio, faremos também um (v/9) - “thinning” no processo dos drenos de 7.
Fazemos isso removendo cada dreno de 7 com probabilidade 1 —~/d, de maneira independente para cada
dreno. Sendo assim, o processo de drenos de o terd um comportamento de Poisson com intensidade 1/§
e, portanto, o processo de Hammersley o; também serd estacionario.

q.c. (1.9)

Definigao 1.25. Suponha que 7 e o sejam processos estacionarios como descritos no paragrafo acima.
Como o tem mais fontes e menos drenos que 7, existem particulas “extras”em o com relagao a 7.
Podemos entao definir ¢ — & como o processo que indica as posigoes em que as particulas de o; diferem
das particulas de 7;. Chamaremos ¢ de processo de particulas de segunda categoria de 7 com
respeito a o.
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(0.) T @)

e}

o

o o0 O O

q

(0,0) (z,0)

Figura 1.5: Trajetoria de uma particula de segunda categoria isolada na configuragao da figura 1.4.

Observagao. Repare que aqui o conceito de particula de segunda categoria é um pouco diferente do da
definicao 1.23. Anteriormente a posicao inicial de tal particula era sempre na origem. Ja aqui pode ser
qualquer posicao do eixo-z. Sendo assim, devemos ter sempre em mente a diferenga entre uma particula
de segunda categoria (X (0) = 0) e um inteiro processo de particulas de segunda categoria.

Definigao 1.26. Usaremos a notacao n:[0, z] para representar o nimero de particulas de n no intervalo
[0, 2] no tempo ¢, com a convengao de que particulas que escaparam em algum dreno no tempo [0, ] estao
na posicao 0. 0¢]0, z] ¢ definida de forma similar. Além disso, definimos 7,(0, z] e 0¢(0, 2] como o nimero
de particulas de 7 e o, respectivamente, no intervalo (0, z] no tempo t¢. Definiremos ainda o fluxo de &
por x no tempo ¢ por

Fe(x,t) := 04[0, ] — n,[0, z]. (1.10)

O fluxo F¢(z,t) é igual ao nimero de particulas de segunda categoria em (0, z] menos o nimero de
drenos removidos no segmento {0} x [0, ]

Lema 1.27. (i) Sejam n e o os processos de Hammersley com fontes e drenos definidos no texto acima.
Se Z; denota a posicao da particula de segunda categoria do processo & que € criada no primeiro dreno
removido, entao

Zy 1
=g e
Demonstragao. Tome z > 0. O primeiro passo é mostrar que
0,nz 1
lim Ml0sne] 1 + xy q.c. (1.11)
n—o00 n ¥
Para tal, primeiro note que n,[0,nz] é igual & 7,(0,nz] mais o nimero de drenos no processo 7 em
{0} x [0,n]. Assim, sabemos que, 7, (0, nx] tem distribuicdo Poisson com pardmetro nzy. Aqui estamos
usando o fato de que o processo de fontes e drenos nessa configuracao é estaciondrio (Este fato ainda serd
provado na se¢do 1.7). Dessa forma, vemos que, para todo ¢ > 0,

© > nz] — nay)*
> B{ln,(0.nz] — nas| > ney < Y O] )]
n=1 n=1
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3(nzy)? + nxzy

M

4.4
1 n-=e
o0 [e ]
3(a7)? y
=> et T > nded S
n=1 n=1

E, logo, pelo lema de Borel-Cantelli,

P{|n, (0, nx] — nx7y| > ne infinitas vezes} = 0,

o que implica a convergéncia quase certa de 7,(0,nz]/n para zy quando n — oco. Com o mesmo
argumento, podemos ver que o nimero de drenos em {0} x [0, n] divido por n converge quase certamente
para 1/ e, assim, obtemos a convergéncia da equacao (1.11). De maneira andloga, obtemos também que

lim Ia[0, nz] _1 +xd g.c. (1.12)
Juntando (1.10), (1.11) e (1.12), temos
. Fenzon) 1001 1
1 SRR — )= —(§ — i .C. 1.1
Jim —— 5 7+x(5 v) =—(6 v){w x} q.c (1.13)

Esse limite é negativo para 0 < z < 1/4d e positivo para = > 1/75. Podemos também numerar as
particulas do processo £ de acordo com sua posicao no tempo 0, assim, para ¢ > 0, a particula ¢ é a i-ésima
particula de segunda categoria & direita da origem no tempo 0. Definimos entéo z;(t) como a posicao da
i-ésima particula de segunda categoria no tempo ¢t > 0. Se ¢ < 0, definimos z;(t), i = 0,—1,—2..., como
a particula de segunda categoria, no tempo ¢ que deixou o eixo y através dos drenos removidos Sg, S1, - - .,
respectivamente, ordenando estes drenos de acordo com sua altura no eixo y. Note que Z; = 2¢(t). Com
essas defini¢Ges, vemos que Fe(z,t) tem a representacao

Fe(z,t) =#{i > 0: 2(t) <a} —#{i <0: 2(t) > z}. (1.14)

Note que as particulas de segunda categoria z;(+),i < 0 comegando sua trajetéria em um dreno removido
em {0} x [0,¢] e satisfazendo z;(t) € [0, ] ndo contribuem para (1.14), pois elas dao contribuigao para
n:[0, ] como uma particula de 7; em 0, e também contribuem para 0:[0, z] como uma particula de o; no
intervalo (0, z]. Essas duas contribuigoes se cancelam em (1.10). Também esté claro por (1.14) que, para
um ¢ fixo, o fluxo F¢(z,t) é ndo decrescente em z.

A relag@o (1.14) nos mostra que Fe(Z,,n) = F¢(z9(n),n) = 0 para cada instante de tempo n € N e,
como F¢(nz,n) é ndo decrescente em z para um n fixo, obtemos por (1.13) que, para € > 0, e n grande,

vale
Fg(Zn,n) 1 Zn
——— 4+ (—y)y——— | <e.
n 6 n

Como F¢(Z,,n) =0, vale que

1 Zn €
v n §—7’
e, portanto, obtemos que
Zn 1
lim — = — q.c

Mas como Z; é nao decrescente em t, nés também obtemos
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O

Definicao 1.28. Seja 1 um processo de Hammersley como na definigao 1.22 e considere suas trajetérias
de particulas no primeiro quadrante. Definiremos 1’ como o o processo de Hammersley criado quando
invertemos os papéis das fontes e drenos, e fazemos o eixo-y positivo correr da esquerda para a direita.
Podemos descrevé-lo da seguinte maneira: Toda vez que um ponto-a é encontrado, movemos para este
ponto a particula que estd imediatamente acima dele. Por simetria, vemos que 1’ é um processo de
Hammersley assim como 7, mas com as intensidades de fontes e drenos trocadas.

Lema 1.29. Sejan’ como na definicio acima com drenos (no eixo-z) de intensidade v > 0 e fontes (no
eizo-y) de intensidade 1/y. Tome 0 < § < vy, adicionamos independentemente um processo pontual de
Poisson com intensidade =1 —y~1 ao processo de fontes (intensidade y~'), fazemos também um 6/~-
thinning do Processo de drenos (intensidade ). Defina por o’ este novo processo, e o considere acoplado
an'. Assim, o' tem fonte de intensidade 6~ e drenos de intensidade 5. Seja Z| a posicdo da particula
de sequnda categoria de o’ com respeito a n' para o qual a trajetdria deiza o eizo-r pelo menor dreno
removido. Entdo

Z
lim —+ =~0 q.c.

Demonstragao. O resultado é consequéncia direta do Lema 1.27, notando apenas que as intensidades
de fontes e drenos esta trocada O

Demonstragdo do Teorema 1.24. Acoplamos o processo t — (Ly(-,t), X(t)) com o processo t —
(n¢,04), aonde os processos 1 e o sdo definidos como no Lema 1.27, e, além disso, fazemos Ly (-, t) = n;
com § > v = A. Dessa forma, vamos mostrar que Z; < X (¢) para todo ¢t < 0, onde Z; é definido como
no Lema 1.27. No tempo zero, temos que Zy = X (0) = 0. Como o processo o é definido a partir de n
através de um thinning de drenos e um thickening de fontes, e Z; sai do eixo {0} x R4 no menor dreno
removido, temos que esta particula saird em tempo maior ou igual que X (¢). Note também que, como o
tem mais fontes e menos drenos, temos

7:(0, z] < 04(0, 2], t<0,2>0. (1.15)

Isto mostra que Z; se move para a direita mais lentamente que X (¢) e, portanto, com probabilidade 1,
temos que Z; < X (t). Assim, obtemos pelo Lema 1.27

liminf@ > lim é = i = i
t—oo  t t—oo t v A

Como isto é verdade para qualquer d > =y, conseguimos

X(t) 1
liminf —= > —.
il =
Para a desigualdade reversa, consideraremos os processos 1’ ¢ o/ definidos como no Lema 1.29, tomando
agora o processo Ly evoluindo da esquerda para a direita, e fazendo Ly (¢, -) = n;. Lembre-se que definimos

X'(z) como a particula de segunda categoria isolada do novo processo. Afirmamos que vale
X(X'(z)) <z, x>0, (1.16)
Pois notamos que a equagédo (1.16) é equivalente & mostrar que a trajetéria de (X (¢),t) estd sempre acima

da trajetéria de (z, X'(x)). Isto segue do fato que (X (¢),t) intersecta a primeira trajetéria de particula
em um ponto ao noroeste da intersecao de (x, X'(z)) com a mesma trajetéria e, como X (¢) se move
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para cima e X'(x) para a direita, conseguimos o resultado desejado. Pelo Lema 1.29 e a mesma linha de
raciocinio da primeira desigualdade, também obtemos, com probabilidade 1,

X/ A
lim ) S i Ze Z g (1.17)

Para cada A > 1/(6)\), podemos usar as equagoes (1.16) e (1.17) para concluir que, também com proba-
bilidade 1, vale

lim sup 2 ) <
mmsup —— —_— 1m =
el TN SRR T S AN

O que nos leva a conclusdo que

limsupg < 1/(8N), (1.18)

t—o0

E como a equagao (1.18) vale para qualquer 6 < A, também vale, com probabilidade 1, que

E, assim, demonstramos o teorema. O

Corolario 1.30. Como a particula de seqgunda categoria X'(x) tem, no processo com fontes e drenos
trocados, o mesmo papel que X (t) tem no processo original, entdo ela deve satisfazer

/
lim X'(z)

I

=A%

O seguinte lema nos permitird mostrar que o Teorema 1.24 implica na convergéncia local do processo
de Hammerlsey para um processo de Poisson, além da relagao ¢ = 2, onde c¢ é a constante definida pelo
Teorema 1.5.

Lema 1.31. Seja Ly o processo de Hammersley estaciondrio como no Teorema 1.24. Defina LY como
o processo obtido através da remogdo de todos os drenos de Ly, e L™ como o processo obtido através da
remogao de todas as fontes de Ly. Acoplaremos L\Y e Ly usando o mesmo processo pontual de Poisson
no interior de Ri e 0 mesmo processo de drenos e, de maneira similiar, acoplamos Ly e Ly usando o
mesmo processo pontual de Poisson mo interior de Ri e 0 mesmo processo de fontes. Entdo:

() Os processos Ly e LY tem as mesmas trajetorias de particulas abaizo da trajetéria t — (X(t),t)
da particula de sequnda categoria isolada X (t) para o processo t — Ly(-,1).

(ii) Os processos Ly e L\" tem as mesmas trajetorias de particulas acima da trajetoria t — (t, X'(t))
da particula de sequnda categoria isolada X'(t) para o processo t — Ly(t,-), evoluindo da esquerda
para a direita.

Demonstragao. Primeiramente, ji deve estar clara a equivaléncia entre (i) e (ii) pelo simples fato de
que podemos considerar o processo correndo da esquerda para a direita com fontes e drenos trocando de
papel. Dito isto, vamos provar somente (i).

Remova somente o primeiro dreno de Ly e suponha que este dreno estd numa altura y; do eixo-y.
Entao, a trajetéria da particula de Ly que sai do eixo-y em (0, y1) é trocada para uma trajetdria viajando
para cima pelo ponto-§ com segunda coordenada y; & direita de (0,y;) até atingir a préxima trajetéria
do processo original. Nessa hora, a trajetéria do processo mudado (por omitir somente um dreno) viajard
para a esquerda, e a préxima trajetéria continuard para cima (ao invés de esquerda) pelo ponto-§ mais
préximo a direita, e assim por diante. Como as discrepancias nas trajetorias se dao justamente na
trajetéria de X (t), temos que abaixo de (X (t),t) as trajetérias dos dois processos sao idénticas.

Podemos agora usar o mesmo argumento para remover os drenos um por um, nunca mudando as
trajetérias do novo processo abaixo de (X (t),t), e, assim, o Lema estd demonstrado. O
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Antes do ltimo resultado da secdo, precisaremos de apenas mais uma definicao.

Definicao 1.32. Na versao estacionaria do processo de Hammersley com fontes e drenos, um caminho
fracamente NE entre (0,0) e (z,t) é um caminho andlogo ao estritamente NE da defini¢do 1.4, mas
dessa vez o caminho pode pegar pontos do processo de fontes no eixo-x ou do processo de drenos do
eixo-y, antes de comecar um caminho estritamente NE, tomando pontos do interior de Ry . O tamanho
de tal caminho é definido como o niimero de pontos dos processos de Poisson pelos quais ele passa.

Note que o tamanho do maior caminho fracamente NE de (0,0) até (x,t) no processo com fontes e
drenos é exatamente o nimero de trajetérias de particulas intersectando [0, ] x [0, ¢], assim como no caso
do processo de Hammersley sem fontes nem drenos (nesse caso, somente caminhos estritamente NE sao
possiveis).

Corolario 1.33. Seja L o processo de Hammersley em RY da secdo 1.4, ou seja, comecando com a
configuracdo vazia nos eiros, entao para cada a > 0 fivo, a configuracdo de particulas aleatorias com
processo de contagem

y— L(t+y,at) — L(t,at), y>—t,

converge em distribui¢cao, quando t — 0o, para um processo de Poisson homogéneo em R de intensidade
Va.

Demonstracao. Fixe a’ > a e defina A = v/a/. Tome LY como o processo de Hammersley comegando
com uma intensidade de fontes A\ e sem drenos. Entao, pelo teorema 1.24, sabemos que, quando t — oo,
X (at) ~ (a/a’)t e, portanto, se fixamos qualquer intervalo finito [a,b], temos pelo lema 1.31, que para
t grande, tal intervalo se encontra a direita da particula de segunda categoria no tempo ¢ e, portanto,
o processo de contagem y — L\, Y(t + y,at) — L Y(t,at) converge em distribuicdo para um processo de
Poisson com intensidade .

Se acoplarmos o processo de Hammersley original L com L, " através do mesmo processo de pontos
de Poisson no plano, vemos, para qualquer corte horizontal que fizermos, num tempo ¢, digamos, que o
conjunto de intersegoes das trajetérias de L com esse corte esta contido no conjunto das intersegoes de
LY, j4 que este tltimo te fontes no eixo-z e nenhum dreno no eixo-y. Sendo assim, para uma cole¢ao
finita de intervalos [a;, bi), i = 1,...k dois a dois disjuntos e ntimeros nao-negativos 0y, . .., 0, obtemos

k k
E exp { - ZQi{L(t +b;,at) — L(t + ai,at)}} > Eexp { - ZGZ—{L;y(t + b, at) — LY (t + ai, at)}}.
1=1 i=1

Mas, pela discussao no inicio da demonstracao, o lado direito da desigualdade acima converge para

exp{ - éA(bi —a;)(1 - eei)},

e assim obtemos
k
litrglroleeXp { - Z 0. {L(t + b;,at) — L(t + a;, at)}} > e Xima Albi—ai)(1—e™"), (1.19)
i=1

Para obter a desigualdade na outra direcao, basta utilizar um argumento similar, comparando o processo
L com o processo Ly " do lema 1.31, com drenos de intensidade 1/A = 1/v/a’ no eixo-y (que podem
ser vistas como fontes no processo evoluindo da esquerda para a direita) e sem fontes no eixo-z. Dessa
vez, o conjunto de intersegoes de trajetorias de L com qualquer corte horizontal contém o conjunto das
intersegoes das trajetérias de L™ e, procedendo da mesma maneira, encontramos

k
lim sup E exp { - Z 0. {L(t + b;,at) — L(t + a;, at)}} < o™ Tima Albimai)(1=e™"), (1.20)

t—o0 i—1
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Combinando (1.19) e (1.20), obtemos

k
i — ; ; — ; — o~ T Abi—ai)(1—e %)
tlggoEeXp{ 291{L(t+b“at) L(t—|—al,at)}} e .

Agora podemos lembrar que a funcao geradora de momentos determina unicamente a distribuicao de
uma variavel aleatéria e, portanto, o resultado estd demonstrado. O]

Corolario 1.34. Nas mesmas condi¢oes do coroldrio anterior, vale
tlg]élo E(L(t,t))/t = 2.

Demonstragao. Note que ji provamos limsup,_, . E(L(t,t))/t < 2 no teorema 1.21, resta entdo provar
que
liminf E(L(¢,t))/t > 2.
t—00

Para isso, primeiro notamos que L(t,t) é o nimero de interse¢oes das trajetérias de particulas com
[0,t] x {t}. Tome a particao 0,t/k,2t/k,...,t do intervalo [0,t], para algum k > 0. Assim, as intersegoes
das trajetérias de particulas de L com o segmento [(i — 1)t/k, it/k] X {t} contém as intersegdes do mesmo
segmento com as trajetérias do processo L, com drenos de intensidade 1/\; = 1/y/a;,a; < k/i no
eixo-y, mas sem fontes no eixo-x.

Por outro lado, obtemos do teorema 1.24 e do lema 1.31, que, se X (t) é a particula de segunda categoria
isolada para Ly,, entao X (t) ~ t/A? = t/a; > ti/k e, portanto, quando ¢ — 0o, os cruzamentos de LyY
com o segmento [(i — 1)t/k,it/k] x {t} pertencem & parte estaciondria do processo. Temos assim

lim ¢ E{L37 (it/k,t) — L7 ((i = Dt/k,t)} = %

t—o0

pois o conjunto de fungoes {t~1L(+t,t),y € (0,i/k],t > 0} é uniformemente integravel. Assim, podemos
somar todos os intervalos da particao para obter

k
. 1
lim inf E(L(t, 1))/t > Z NG

Fazendo a; 1 k/i, obtemos, ainda para um k fixo,

k
liminf E(L(t,t))/t > Y 1/Vik = 2(1+ O(1/k)). (1.21)

i=1

Aonde a ultima igualdade pode ser visa por

kg 1
1+/ —dr + —
1/4\/E Vk

:1<1+2\/E—1+\/1E>=2+

Assim, o coroldrio estd provado quando fazemos k — oo na relagao (1.21). O

1
k:

20



CAPITULO 1. INTRODUCAO

1.7 O Teorema de Burke para o processo de Hammersley

O objetivo desta secao é mostrar que, na versao estacionaria do processo de Hammersley com fontes
e drenos, os pontos-f herdam a distribuicao de Poisson dos pontos-a. Esta pode ser considerada uma
versao do teorema de Burke para o processo de Hammersley. Este resultado foi demonstrado por Eric
Cator e Piet Groeneboom em [5] e é totalmente baseado em propriedades de reversibilidade do tempo e
nao é diferente para o nosso caso.

Teorema 1.35. (Teorema de Burke para o processo de Hammersley) Seja Ly um processo de
Hammersley estaciondrio em [0,T1] x [0,Ts], com intensidade de fontes igual & \. Sejam Lg 0 processo
pontual de pontos-f em [0,Ty] x [0, Ts], LI como o nimero de cruzamentos dos caminhos espago-tempo
com o lado do quadrado dado por {T,}x[0,T5] e L™ como o mimero de cruzamentos dos caminhos espago-
tempo com o lado do quadrado [0,T1] x {T2}. Entao Lf é um processo pontual de Poisson homogéneo
de intensidade 1, Lg\n ¢ um processo de Poisson homogéneo de intensidade 1/\ e L™ é wm processo de
Poisson homogéneo de intensidade . Além disso, todos os trés processos sao independentes.

Demonstragao. Definimos o espago de estados E' como todas as possiveis configuragoes finitas de pontos
em [0,7}], entao E = J,—, En, aonde

En:{(x177$n)0§$1§§mn§T1} (’IlZl),

e Ey = {9}, a configuragdo vazia. Consideramos cada F, com sua topologia usual, o que torna F
um espago localmente compacto. Definiremos também um processo de Markov em (X;)o<i<7, em E de
maneira que X; é a configuracao de pontos do processo de Hammersley Ly na linha [0,77] x {¢t}. Em
particular, temos que X é distribuida de acordo com um processo de Poisson de intensidade A. Veremos
que o gerador G deste processo de Markov é dado por

T

1 1
61w = [ sy + (60 - (5471 i)

aonde f € Cy(FE), L corresponde a uma saida de particula a esquerda e R; corresponde ao surgimento
de uma nova particula de Poisson no ponto ¢, mais precisamente,

T, Zn), sex € E, (n>2),
sex € FyU Eq,

)

E:EHE:,CI{(
e, para 0 <t < 1T1,

(T1, .y Tim1, b Ty 1, ),  sSe i1 <t < zi(xz € E,),

Ri:E—E:Rix =
! ! {(gcl,...7acn,t), se x, < t(x € Ep).

Aonde estamos utilizando a convengao de que xy = 0. Para provar que G é de fato o gerador do processo,
nds fixamos f € Cy(F) e x € E, e vamos olhar os operadores de transigao, dados por

Pif(z) = E(f(X)| Xo = ) (t=0).

Vamos considerar o processo correndo em um pequeno intervalo de tempo [0, h], definindo Ay como o
nimero de pontos de Poisson no retdngulo [0,7T7] x [0, h] e S, como o ntimero de drenos em {0} x [0, h].
Entao

Ty
+ i f(Rtﬁ)dt . ]P(Ah =1lelS, = 0)
T Jo

+ f(Lx)P(A, =0e S, = 1)+ O(h?)
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=f(x) (1 —T1h — i) +h ; 1 f(Rex)dt + ;f(ﬁx) + O(h?).

Isto mostra que, para toda f € Co(E) ez € E,

d

G Pf@) =Gl

t=0

Como X; é um processo de Markov homogéneo, temos que, para t € [0, T3],

d
—| Psf(z) =GP f(x). (1.22)
ds|,_,
Agora note que G é um operador continuo em Cy(F), assim e'“ existe e também é um operador continuo,
veja que
d sG tG
&|_eOr) =),

nos mostra, junto com (1.22) e a unicidade de solugoes para equagoes diferenciais, que

P f(z) = ' f(z).

A ideia chave para provar o teorema é considerar o processo com tempo invertido
Xs = h/in XTg—s’ (XT2 = Xo)
S°ls

Tomamos o limite a esquerda do processo original X para garantir a propriedade cadlag de ()N(S)ogngQ.
Além disso, dado X4, o passado do processo X é independente do futuro, e disso segue que X também é um
processo de Markov, possivelmente nao homogéneo. Porém, se defirmos p como a medida de probabilidade
em F induzida por um processo de Poisson de intensidade A, entao Xy ~ p e p é uma medida estacionéria
para o gerador G, o que implica que X também é estacionario e homogéneo (a estacionariedade de X serd
provada no préximo resultado, o Lema 1.36, mas, por hora, vamos considera-la como um fato sabido).
Considere os operadores de transicio de X, dados por

Bif(z) = B(f(X;)|Xo = z) (t>0).
Entao, para f,g € Co(E) e h > 0,

E(f(Xin)9(Xe)) = E(g(X)E(f (Xetn)| X0))
= E(Pnf(Xt)9(Xt))

P f(x)g(x)p(dz).
E

Temos também que

E(f(Xt4n)9(Xe)) = E(f(Xe41)E(9(Xe)| Xe4n))
E(f (Xe4n)Prg(Xisn))

/f ) Prg()p(de).

Acima usamos o fato de que o processo X é estaciondrio e, portanto X; e Xy tém a mesma distribuigao
marginal p. Combinando estes resultados, obtemos

/E Puf(2)g(x)p(dz) / £(2) Pag(w)u(da). (1.23)
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No Lema 1.36 calculamos o operador G*, definido pela equagao

[E G (2)g(x)pu(der) = /E F()C g(y)uldy)  para qualquer f,g € Co(E). (1.24)

Aonde mostramos a forma explicita de G*, dada por

Ty
6ati) = [ o(epis + 3aRo) (5 72 )ato) (1.25)

Aonde, de maneira andloga a antes, definimos R : E — FE como a saida de uma particula a direita e
Ls: E — E como uma nova particula em s, de modo que a particula diretamente a esquerda de s ocupa
agora esta posicao. Usaremos a equagdo (1.25) vdrias vezes, mas, primeiramente, veja que se g € L™ (u),

N 1
16l <2( 5+ ) ol

o que mostra que G' é um operador continuo em L!(1), além de ser continuo também em Cy(E). Como
P, = ¢'%, P, também é um operador continuo em L'(u). Assim sendo, (1.23) mostra que P, = P} = €&
e, usando o0 mesmo argumento de antes, vemos que o gerador do processo revertido X é G*.

Definiremos entdo um outro processo de Hammersley revertido XV da seguinte forma: tomamos o
processo de Hammersley estacionério original e refletimos todas as trajetérias de particulas com respeito
ao segmento {%Tl} x [0, T»], chamamos isso de reflexao vertical. Assim, todos as particulas agora se
movem para a direita e saem pelo lado direito do retangulo. Podemos verificar que o gerador de XV é G*
pelo mesmo método que fizemos para X, e XV também comeca com uma distribuicdo de Poisson com
intensidade A, e, assim, vemos que XV tem a mesma distribuicio de X. Para visualizar as trajetérias
das particulas de X, podemos fazer uma reflexao do processo de Hammersley estacionario original com
respeito ao segmento [0,73] x {375}, chamamos isso de reflexao horizontal.

Como em X" todos os pulos de particulas em (0,7}) x (0,T») sdo feitos para pontos-a verticalmente
refletidos, e em X os mesmos pulos sio feitos para pontos-3 horizontalmente refletidos, mostramos que
os pontos-8 sdo distribuidos como um processo pontual de Poisson de intensidade 1. Além disso, no
processo XV, as trajetérias escapam do lado esquerdo do tridngulo de acordo com um processo de
Poisson de paramentro 1/, e isso corresponde exatamente & Li" horizontalmente refletido. J& o processo
L}"* horizontalmente refletido corresponde as fontes de X V' e é, dessa forma, um processo de Poisson de
intensidade A. Finalmente, vemos que a independéncia dos 3 processos é valida pela construcio de XV
Assim terminamos a demonstracdo do teorema. O

Agora provaremos o Lema que garante a estacionariedade da medida p (como descrita acima) no
processo X.

Lema 1.36. Sejam p e G como na demonstracao do Lema acima, entdo p € uma medida estaciondria
com respeito ao processo X e existe um operador G* em Co(FE) que satisfaz

/EGf(x)g(:v)u(dw)=/Ef(y)G*g(y)u(dy)7

para todas f,g € Co(E). Além disso, G* € escrito explicitamente como
h 1 1
69 = [ atCands+ Jo(Re) ~ (5471 )ato)
0
Onde R € uma saida de ponto para o direita e L € a insercao de um novo ponto em s, de forma que o

ponto diretamente a esquerda de s se move para a posicdo s, isto €

(1,...yTpn-1), sex € E,(n>2),

R:E—FE:Rx=
, sex € EygU Eq,
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e, para 0 < s <1,

(T1ye ey @i, 8, Tig 1y e s Tn)y, S T < S < i1 (x € Ep)

L E—FE:Lax=
(s,21,...,Ty), ses<m (z€E,.

Demonstragao. Lembre-se que

E= GOE,“

onde Ey =

E,={(x1,...,20):0<2; <+ <, < T}

E que p é a medida induzida em E por um processo de Poisson de intensidade A. Denotando pu, como
a restrigdo de p a E, e notando que m(FE,) = T7*/n! (aonde m denota a medida de Lebesgue em R"™),
vemos que j,(dr) = A"e *Tidz. Lembre-se também que o gerador G : Cy(E) — Cy(E) foi calculado

explicitamente, e é dado por
Ty

61w = [ SRyt + () - (5471 ) i)

0
Defina G4 f := Gf + (1/A+ T1) f, vamos entdo calcular o dual de G. Tome f,g € Cy(E) e veja que

/EG+f(a:) (2)pu(dz) = e MG f(o +Z/ G f(2)g() i (da)

- e‘m%f(@)g(@) v [7 s

4 e i {,\”/ " f(Rix)g(x)dt dx + /\"_1/ f(ﬁx)g(m)dx}
n=1 En JO En

T
= e‘m%f(@)g(@) w0 [ g

e Z Z )‘n/ f(xh e X1, 6, T, ,xn)g(x)dx dt

n=1 i=1 {z€b,,xi_1<t<z;}
o0
+€7>‘T1 Z)\n/ f(l'l,,.'ﬂn,t)g(x)dx dt
n=1 {z€E, t>z,}

oo
+ e Z At / flza, ..., xn)g(x)d.
n=1 En
Agora fazemos uma mudanca de varidveis em cada integral de forma que consigamos f(y) em cada uma:

Th
[ Gut@atantin) = S p@g(@) + [ gy

0

+ 67)\T1 Z Z A" / f(y)g(yla e Yi1, 8 Yit 1, - - - 7yn)dy ds
n=1i=1 {Y€En,yi<s<yit1}
00
e MY A”/ FWalyis - yn)dy
n=1 Ent1
+e Y )‘nfl/ F@)g(s,y1, - yn1)dy ds
n=1 {yeEn_1,5<y1}
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CAPITULO 1. INTRODUCAO

= @) @poE) + 5 [ f@)e(@)m(d)

Eq

+ Z Z/{ f(y)g(ylv s Yi—1, 8 Yit+1, - - - ayn):un(dy)ds

YEER,Yi<s<yit1}
’ 7;) AHEEW,9<91} FWg(s,41,- - yn)pin(dy)ds
303 [, St vt
B Z/ (/ wgy)ds)“" dy) + Z / F@)g(Ry)pn(dy)

:/Ef(y)</0 g(ﬁsy)d8+>\9(Ry))M(dy)-

A tltima conta, junto com o fato de que G*g = G% g — (1/X + T1)g mostram que G* é explicitado por

T
G*g(y) :/O 9(Lsy)ds + Ag(Ry) <1+T1)g(y)-

Com isto, fica bem estabelecido que vale. para f,g € Cy(E),

/Gf( (dz) /f )G g(w)p(d),

[ Gr@mtdn) = [ fa)G 1ulde)
E E

Z/Ef(:c)</0Tlds+i—i\—T1>M(dx)
—0

O que mostra, finalmente, que p é uma medida estaciondria com respeito ao processo X. O

e, tomando g = 1, obtemos

Para finalizar o capitulo, voltaremos a um teorema da se¢ao 1.5 cuja demonstragdo omitimos.

Demonstracao do Teorema 1.20. Considere N um processo de Hammersley em R comecando com
uma configuragido de fontes vy no tempo ¢t = 0. Agora tome um processo de Poisson P em [0, 400),
com distribui¢do vy,5. Definiremos uma sequéncia de processos de Hammersley com fontes e drenos
acoplados & N, aonde os drenos sao distribuidos sempre de acordo com o processo P. Mais precisamente,
definiremos

Y :=0 processo de Hammersley com fontes e drenos que comega no ponto (—n,0), tem suas fontes

distribuidas de acordo com vy e seus drenos distribuidos de acordo com P no eixo {—n} x R;.

Seja t > 0 e fixe um ponto (z,t) € R x Ry. Vemos que, se n é suficientemente grande, o maior caminho
fracamente NE de LY} ligando (—n, 0) & (x,t) serd, com probabilidade 1, um caminho que passa por fontes
e nao por drenos. Como os processos estao acoplados, temos que LY (xz,t) = N(z,t). Sendo assim, para
quaisquer t > 0, colegao arbitrdria de intervalos [a;,b;] (i = 1,...k) dois a dois disjuntos e constantes
nao-negativas 61, ..., 0, podemos utilizar o Teorema de Convergéncia Dominada para obter

Eexp{ ZG{N bi, t) — N(a;, )}} :nli_{r;oIEexp{ ZG{L” bi, t) — LY (as, )}}
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CAPITULO 1. INTRODUCAO

k
= exp {—Z)\(bi —a;)(1 - e_ei)} :
i=1

Isto nos mostra que, para qualquer ¢ > 0, N(-,¢) tem v, pois esta é uma medida estaciondria para
L% e, portanto, concluimos que N(-,t) ~ vy e, assim, mostramos a estacionariedade de vy para N. O

argumento para N é muito similar ao apresentado aqui, dessa vez utilizando-se do fato de que o processo
LY (ver o Teorema de Burke) em qualquer faixa vertical da forma {z} x Ry tem distribuicao vy,y. O

26



Capitulo 2

Assintotas de Raiz Cubica para o
Processo de Hammersley

2.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos mais ao fundo a versao do processo de Hammersley com fontes Poisson no
eixo-z e drenos Poisson no eixo-y, assim como na se¢ao 1.6. Conseguiremos alguns resultados relacionando
a variancia de L;(¢,t) com a esperanga de particulas de Segunda Categoria. Provaremos também que
L(t,t) tem ordem t/3.

2.2 Variancia do Fluxo

Antes de alguns resultados, precisaremos relembrar nossa defini¢do de particula de segunda categoria iso-
lada e particula de segunda categoria dual isolada (Definigao 1.23). Quando considerarmos um processo
de Hammersley estaciondrio como da segao 1.6, com intensidade de fontes e drenos A e 1/A, respectiva-
mente, escreveremos X (t) e X} (t) para denotar as posicoes das particulas de segunda categoria normal
e dual, respectivamente. Escreveremos também X (¢) e X'(t) para o caso A = 1.

A figura 1.5 do capitulo anterior ajuda a visualizar o comportamento de X (t), e, dessa forma, vemos
que a trajetéria de X/ (¢) é andloga a menos da direcdo inicial de deslocamento. Fixe z,¢ > 0 e considere
o processo Ly (z,t) como na defini¢ao 1.22.

Teorema 2.1. ;
Var(Ly(z,t)) = — Az + X + 20E(z — X5 (¢))+-

Demonstragao. Para termos uma notacao clara, vamos usar os 4 pontos cardeais N, S, L, O para denotar
o nimero de cruzamentos de particulas nos 4 lados do retangulo [0, z] x [0,¢]. Dessa forma, Ly(z,t) =
N + O. Temos, claramente, que N + O = S 4+ L, e também sabemos, usando o Teorema de Burke
para o Processo de Hammersley, que o processo é reversivel, o que nos leva a concluir que N e L sao
independentes, assim como S e O. Com isso, temos que:

= ; — Az + 2 Cov(S,N).
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CAPITULO 2. ASSINTOTAS DE RAIZ CUBICA PARA O PROCESSO DE HAMMERSLEY

Logo, resta analisar o termo Cov(S, N). Mas podemos fazer isso variando a intensidade de fontes apropri-
adamente. Tome ¢ > 0 e considere o processo com uma intensidade de fonte A + . Os drenos continuam
sendo um processo de Poisson de intensidade 1/\. Denotaremos a esperanca com respeito a esse novo

processo por E.. Defina:
an =E.(N|S =n).

Note que a,, ndo depende de ¢, ji que condicionamos no nimero de fontes em [0, z] e as fontes fora deste
intervalo nao influenciam em N. Assim:

g EE(N) — 2 (:L'(/\ + 5)) efzr(/\JrE)an
Oe | _, Oe|._, — n!
1 S (x)\)n —zA = (x>\)n —xA
:XZ o e an~n—mz o e “ay,
n=0 n=0
= %]E(NS) — zE(N).
Esta conta, junto com o fato de que E(S) = Az, mostra que:
Cov(N,S) = E(NS) - E(N)E(S) (2.2)
0
= E.(N).
2| B

Sendo assim, resta calcular esta derivada, e vamos fazer isto da seguinte maneira. Fixe, independen-
temente, um processo de Poisson de intensidade 1 em (0,00)2, um processo de Poisson de fontes de
intensidade A no eixo = e um processo de Poisson de drenos de intensidade 1/\ no eixo t. Fixados esses
processos, adicionamos um processo de Poisson independente e de intensidade £ ao processo das fontes.
Defina N, como o nimero de cruzamentos no lado Norte do quadrado (i.e., (0, ) X t) do processo com
as fontes adicionadas.

Imagine que, assim como na defini¢do 1.23, inserimos uma nova fonte, mas dessa vez na posicao (z,0),
denotaremos a posicdo no tempo t da particula de segunda categoria criada por essa nova fonte de
X(t; 2). Veja que, se adicionarmos uma fonte extra em (z,0), entdao IN aumenta por 1 se e somente se
X (t; z) < z. Isto significa que:

]E(NE) = E(No) + E/Ox E(]l{XA(t;sz})dz + 0(82) (23)

Assim, podemos utilizar propriedades estacionarias do processo de Hammersley para ver que:

0
Cov(N,S) = A\—| E(N.)
Oel._o
= A/0 E(Lix, (2)<a})dz
= )\/ P(X\(t) < x —2)dz (2.4)
0

Combinando esta equagao com (2.1), temos:

Var(Ly(z,t)) = — Az + ; +2XE(x — X\ (1)) +-
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CAPITULO 2. ASSINTOTAS DE RAIZ CUBICA PARA O PROCESSO DE HAMMERSLEY

Coroldrio 2.2. Se tomarmos A = \/t/x no Teorema anterior, obtemos:

Var(Ly(z,t)) = 2AE(z — Xx(¢))+-

Agora considere o processo estacionario de Hammersley com intensidade de fontes e drenos iguais a 1.
Anteriormente, denotamos a localizagdo no tempo ¢ da particula de segunda categoria (particula dual)
que partiu de (0,0) por X (¢)(X'(t)). Note que o mapa

(1) = (2/A AF)

Leva um processo estacionario com intensidade de fonte 1 em um processo estacionario com intensidade
de fontes A(e intensidade de drenos 1/)). Esse argumento de escala mostra que:

AL 2 XA e AXL) EX(/N) (2.5)

Aonde 2 denota igualdade em distribuicao.
Gostarfamos, agora, de encontrar uma cota para Var(Lx(¢,t)) em funcdo de Var(L;(t,t)) no caso em
que A > 1. Mas antes, devemos provar um Lema:

Lema 2.3. Se A > 1, entao vale :

Var(Ly (t/\,t/\) < Var(Ly (¢, t)).

Demonstragao. Se usarmos o Teorema 2.1 com A = 1, obteremos:

Var(Li(z,t)) = —x +t+ 2 /w P(X(t) < z)dz. (2.6)
0

Sendo assim, definimos a fungao:
o(x,t) = Var(Lq (z,t)).

Claramente, ¢ é simétrica, pois as intensidades de fontes e drenos sdo iguais. Além disso, (2.6) mostra
que ¢ é uma funcao continuamente diferencidvel com

Ohp(z,t) = —1 + 2P(X(t) < x).

Assim, se mostrarmos que P(X (¢) < t) > 1/2, vamos ter demonstrado o Lema, pois para uma fungdo
simétrica ¢, d1¢(t,t) > 0 implica que ¢(t,t) é crescente em t.

Quando refletimos o processo na diagonal, preservamos sua distribuicao, trocando somente as tra-
jetdrias de X e X'/, logo:

P(X(t) >x) =P(X'(z) <t) <P(X(z) <t).
Escolhendo t = x, temos que:
P(X(t) >t) <P(X() <t)=P(X(t) <t).
A equagao acima, por sua vez, resulta em

1=P(X(t) > t) + P(X(t) < t) < 2P(X(t) < 1)
= P(X(t) <t)>1/2.

E, como mencionado acima, esta desigualdade basta para provarmos o Lema. O
Agora estamos prontos para achar uma cota para Var(Ly(t,t)).

Teorema 2.4. Se A\ > 1, entdo:

Var(Ly(t,1)) < (A — 1/\)t + Var(Ly (¢, t)). (2.7)
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(—Y(i)—) O .
t ................................ t ............................ .
’ : —:Y(a
Y (t):
X |
t t a

Figura 2.1: A relacao entre X e Y.
Demonstragao. Usando o Teorema 2.1, a equagao (2.5) e a desigualdade (A4 B)4+ < A4 + By, obtemos

Var(Ly(t,t)) = —At + /X + 2E(\t — t/A + /X — X (t/))+
<A =1/t + 2B (/A — X (t/X))+
= (A = 1/A\)t + Var(Ly (/X t/N)).

Combinando esta desigualdade com o Lema 2.3, conseguimos o resultado desejado. O

2.3 Pontos de Saida e Particulas de Segunda Categoria

J& vimos que o processo Ly(z,t) tem sua representagio grafica como o tamanho do maior caminho
fracamente NE de (0,0) até (z,t). Lembremo-nos que o tamanho do caminho significa o numero de
fontes, drenos e pontos-a contidos nele. Vamos trabalhar com essa representagao principalmente quando
as intensidades de fontes e drenos forem iguais & 1. Assim, definimos para —t < z < ¢, os processos N (z)
e A¢(z) como

N(z) = m:unero de fontes em [0, z] x {0}, se z > 0, (2.8)
ntimero de drenos em {0} x [0, |z]], se z<0,
e
A,(2) o tamanho do maior caminho estritamente NE de (z,0) a (¢,¢), ,se z>0, (2.9)
z) = .
! o tamanho do maior caminho estritamente NE de (0, |z]) & (t,t), ,sez <0
Segue da prépria definigdo que A; e N sdo independentes e que vale

Li(t,t) =sup{N(z) + Ai(2) : -t < 2z <t} (2.10)

Outra importante defini¢ao é a de pontos de saida, que sao denotados por Z(t) e Z'(¢t) e definidos
por:

Z(t) :=sup{z € [—t,t] : N(z) + A¢(z) = L(t,t)} (2.11)
Z'(t) == inf{z € [~t,t] : N(2) + Ai(2) = L(t,t)}. (2.12)
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O nome ponto de saida vem do fato de existirem caminhos que atingem o supremo da equagao (2.10)
deixando o eixo-z em (Z(t),0) ou deixando o eixo-y em (0, —Z’(t)). Da defini¢do acima e da simetria do
processo e entre as fontes e drenos, podemos ver que

27 <2t e ZH)Z2-Z'@). (2.13)

Antes de estabelecer a conexao entre as particulas de segunda classe e os pontos de saida, precisaremos
de mais uma defini¢ao. J4 tinhamos definido X (t) e X'(¢) como as posi¢oes no tempo t das particulas
normal e dual de segunda categoria que partiram de (0, 0), respectivamente. Agora definimos

- x) se X(t) <t,
Y= {inf{s >0:X(s) 2t} —t se X(t) >,

e também

oo =Xt se X'(t) <1,
ro= {inf{s >0:X'(s) >t} —t se X'(t) >t,

Como X'(t) > X (¢), temos que Y'(t) < Y (t). A figura 2.1 mostra a relagdo entre X e Y. Seguem da
defini¢ao duas relagbes importantes. Sao elas:

a<t = {X@)<a}={Y({#t)>t—a} e
{X'(t) <a}={Y'(t) >t —a}
(2.14)
a>t = {X{)>a}={Y(a)<t—a} e
{X'(t) > a} ={Y'(a) <t —a}
Aqui considere a figura 2.2. O desenho da esquerda mostra uma realizagao do processo de Hammersley
e dois maiores caminhos fracamente NE, correspondendo a Z(t) e Z'(t). J4 o desenho da direita mostra
a mesma realizagao refletida no ponto (%t, %t) Note que os maiores caminhos fracamente NE viram
trajetérias de particulas de segunda categoria no processo refletido, e que Z(t) corresponde a Y (¢),

enquanto Z'(t) corresponde & Y'(t). O Teorema de Burke da segido 1.7 mostra que o processo refletido
também é uma realizacao do processo de Hammersley e, portanto, podemos concluir que

ZOEY® e Z®)EY'@.

Em particular, isso significa que podemos usar o teorema 2.1 com A\ = 1 e x = ¢ para notarmos que
(t—X(t))+ =Y(t)4, e assim concluir que

Var(Li(t,t)) = 2EZ(t) 4. (2.15)

2.4 A ordem de E(Z(1))+

O objetivo desta secao é tentar controlar o ponto de saida Z(t). Faremos isso considerando um processo
de Hammersley auxiliar Ly (A > 1) acoplado & L;. Obtemos Ly ao fazer um thickening das fontes e um
thinning dos drenos de Lj, assim como na segdo 1.6. Nesse contexto, o processo A; satisfaz o préximo
Lema.

Lema 2.5. Seja A > 1 e defina Ly(x,t) como o fluzo de Ly em (x,t). Entao, para 0 < z < t, vale:

At(z) < L)\(t,t) - L)\(Z,O)
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. L llve

o O OO O T

Z'(t) p o o—| o

Zt) t | t

Figura 2.2: A relagdo entre Z(¢) e Y (¢) quando refletimos o processo.

Demonstragao. E claro que um caminho estritamente NE de (z,0) até (¢,¢) é mais curto que o maior
caminho fracamente NE de (z,0) até (t,t). Porém esse maior caminho fracamente NE é justamente o
fluxo em (¢,¢)(La(t,t)) menos o nimero de fontes em [0, z] x {0}(Lx(z,0)). O

A partir de agora utilizaremos a notacao a(z) < b(x) se existir uma constante M > 0 tal que a(x) <
Mb(x) para todo x. Agora podemos provar o seguinte resultado.

Teorema 2.6. Seja 0 < ¢ < ¢/E(Z(t))+. Entao vale
PLZ(t) > ¢ BZ(t)s} S ——b (5+ )
c =+ ).
WS Ez@ T
Demonstragao. Note que, se A > 1, podemos utilizar o Lema 2.5 para ver que
P{Z(t)>u} =P{3 z>u: N(z)+ A(z) = L1(t, 1)}
<P{3z>u:N(z)+ Lx(t,t) — Lr(z,0) > L1(¢, %)}
=P{3 2>u:N(z)— Lx(2,0) > Ly(¢t,t) — L\(t, 1) }.
Pela prépria construcio de Ly (-, 0), temos que Ny_y(2) := Lx(2,0) — N(z) é um processo de Poisson de
intensidade A\ — 1. Isto significa que
P{Z(t) > u} < P{Nx_1 < Lx(t,t) — L1(t,1)}. (2.16)

Vamos primeiro supor que 0 < u < %t e tentar achar uma boa cota para tais valores de u. Para isso,
escolhemos A\ tal que

ENy1(u) = E{La (1) = La(t, 1)} = (0= Du—t(A+ % ~2)

Seja maximo (veja que a dltima igualdade se d4 por argumentos com pontos cardeais, similares ao Teorema
2.1), isso significa que tomaremos:

A= (1 —u/t)~ 2

Além disso, precisaremos de algumas desigualdades que valem para todo 0 < u < %t. Sao elas:
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Au < 2,
ENy_1(u) — E{Ly, (t,t) — L1(t,t)} > 1u?/t, (2.17)
Au — 1/ Ay < 2u/t.

Agora podemos ver que, devido as desigualdades acima, (2.7) e (2.15), temos

Var{Ly, (t,t) — L1(t,t)} < 2(Var{Lx, (t,£)} + Var{L, (¢, £)})
<SEZ()+ + 2t(Ay — 1/\y)
< SEZ(t), + 4u.

Podemos, entdo, usar a equacdo (2.16) e a desigualdade de Chebyshev e conseguir

P{Z(t) > u} <P{Nx, 1(u) < Ly, (t,t) — Li(t, 1)}
< P{Nx,-1(u) <ENy,-1(u) —u?/(8t)}
+P{Ly,(t,t) — Li(t,t) > ENx, 1 (u) — u?/(8t)}
64t(\, — Du
ST
+P{Ly, (t,t) — Ly(t,t) > B{Ly, (t,t) — Ly (t,t)} + u?/(8t)}
* N 64t2(SEZ(t)+ + 4u)

(2.18)

<

~ o3 u
<t N t’EZ(t) 4
~ o3 u

E quando t > u > %t, vemos que

4

3 2 PEZ(t),
U

P{Z(t)>u}§IF’{Z(t)>t §$+ 7
onde usamos (2.18). O que significa que (2.18) é véalido para todo 0 < u < t. O Teorema estd demonstrado
se tomarmos u = cEZ(t) . O
Com este Teorema, conseguimos mostrar que EZ(t), = O(t/3).

Corolario 2.7. Suponha que Z(t)4+ e L(t,t) sejam definidos como em (2.15). Entao

: Z(t)+ _ . Var(Ly(t, 1))
hiri)sogp t2/3 = h?;l)sog %T

< +00

Demonstragao. Usando (2.15), s6 precisamos provar a afirmacao para EZ(t);. Para isso, suponho que
existe uma sequéncia t,, T +oo tal que

: Ez(tn)-‘r
hﬁsolip T = +00.
Usando o Teorema 2.6, vemos que
< t2 11

Note que t2/(EZ(t,))® é uma sequéncia limitada. Assim, podemos usar o Teorema da Convergéncia
Dominada para ver que

/OO P{Z(tn)s > cEZ(t,), }dec — 0,
0
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que, por sua vez, implicaria no absurdo

O
Como corolério, obtemos:
Corolario 2.8. Seja ¢ > 1. Entao
P{Z(t) > /%) < Clg
Demonstracgao. Este resultado decorre imediatamente do Teorema 2.6 e do Corolario 2.7. O

2.5 Caminhos estritamente NE e fracamente NE restritos

O coroldrio 2.7 nos d4 uma espécie de cota superior para EZ(t); quando visto em ordem 2/3. O
objetivo desta segao é justamente conseguir uma espécie de cota inferior, para isso teremos de controlar
a diferencga entre os tamanhos de um caminho estritamente NE e um caminho fracamente NE restrito
no processo de Hammersley estacionario Li. Aqui, chamaremos de caminho fracamente NE restrito
qualquer caminho fracamente NE que sé passa por fontes no intervalo [0, et?/ 3] x {0}. Durante esta secdo,
consideraremos um novo processo Ly em [0,¢]?, com intensidade de fontes ), intensidade de drenos 1/\
e intensidade de pontos-a igual a 1. Para tal processo, as fontes, drenos e pontos-a sao considerados
independentes dos seus correspondentes em Li. Acoplaremos & Ly o processo L, que é na verdade um
processo de Hammersley sem fontes e drenos que utiliza os mesmos pontos-a de Ly. Note que, como a
distribuicao da posicao das particulas em [0,¢] x {t} é uniforme, vale para 0 < z < ¢,

Ap(0) — Ag(2) 2 L(t,t) — L(t — 2,1). (2.19)

Note também que {N(z) : z € (0,t)} e {Lx(t,t)—Lx(t—z,t)} s@o dois processos de Poisson independentes.
Considere agora a particula de segunda categoria dual X} (¢) para o processo Ly, sabemos, pelo Lema
1.31, que vale

x <y <Xj\(t) = La(y,t) — La(z,t) = Ly"(y,t) — Ly " (@, 1).

Lembre-se que L, * é o processo obtido ao se retirar todas as fontes de Ly e, assim, o conjunto das
particulas de L}™ em um intervalo arbitrario é sempre um subconjunto das particulas de L no mesmo
intervalo, para qualquer tempo ¢, visto que L é um processo sem fontes nem drenos. Dessa forma, temos
que

r<y<X\(t) = Lx(y,t) — La(z,t) < L(y,t) — L(x,t). (2.20)

Teorema 2.9. Fize M > 0. Entao

1imsupIP{ sup  {N(z)+ A:(2)} — 4:(0) > Mt1/3} =0(e%), e 0.

t—oo 2€[0,et2/3]

Demonstragao. Usaremos o processo de Hammersley auxiliar L) que construimos acima tomando

A=1—rt"1/3

Aonde o valor de r > 0 serd definido mais tarde na demonstracdo. Se X} (t) > ¢, (2.20) nos mostra que,
para 0 < z < t,

La(t,t) — La(t — z,t) < L(t,t) — L(t — z,t).
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Podemos entao, definir

Na(z) = Ly(t,t) — Ly(t — z,t),

e usar a equagao (2.19), junto com o fato que N e A; sdo independentes, para ver que

P{ sup {N(z)+ A:(2)} — A:(0) > Mt1/3}
2€[0,et2/3]
(2.21)

< ]P’{ sup  {N(z) — Nx(2)} > Mt1/3} +P{X}(t) < t}.
z€[0,et2/3]

O segundo termo no lado direito de (2.21) pode ser estimado se = € [1,t~1/3), usando (2.5), (2.14) e o
coroldrio 2.8:
P{X)\(t) <t} =P{X'(t/\) < At}

=P{Z'(t/\) > t(1/A =N}

< P(Z(t/)) > t(1/A - N} (2.22)

=P{Z(t/(1 —rt™/3)) > rt?/3(2 — rt*/3) /(1 — rt71/3)}

<P{Z() > ri?/3} <r3,
onde definimos £ = t/(1—7t'/?), e a desigualdade da quinta linha pode ser justificada por (2—rt'/3) > 1 >
(1—7t'/3)2/3, J4 o primeiro termo do lado direito de (2.21) est4 relacionado & um tempo de chegada para

a diferenca de dois processos de Poisson independentes. Depois do reescalonamento, podemos escrever
tal termo como

P{3o<z<e : 1N (2t2%) = NA (7)) > M}

O processo t — t~V/3{ N (2t2/3) — Ny(2t*/3)} converge, quando t — oo, para o movimento Browniano

com drift dado por
W (z) == W(2z2) 4 rz, z >0, (2.23)

na topologia da convergéncia uniforme em compactos, aonde estamos usando W como o movimento
Browniano padrao em R;. Assim, obtemos, por uma aplicagao direta do teorema de Donsker, que

Jim P{3o<.<. - tTY3IN(22/3) — NA(22/3)} > M} = ]P’{ sup W,(z) > M}. (2.24)
L= 00 2€10,¢]
Obtemos agora, utilizando o principio da reflexdo para r < M /e,
]P’{ sup W,.(z) > M} < IP’{ sup W(z) > M — 67“}

z€[0,¢] z€[0,2¢]

= ]P’{ sup W (2e2)/V2e > (M — er)/\/i}
el (2.25)

= ]P{ sup W(z) > (M — sr)/\/%}

z€[0,1]

2 [ a2
= —/ e~/ gy,
T J(M—er)/v/2e
Tomando r = M/(2¢), temos

0 S —(1/2)u?
\/5/ e~ (/2% gy — 2/ eidu
T J(M—er)/V2e M/VBe V2w
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261L12/(165) M
= R N
Ven <V@€>

aonde R(x) é a famosa razao de Mill, dada explicitamente por

R(z) = erZ/Q/ e 24t

Uma conta que utiliza somente a regra de L’Hospital mostra que, quando x — oo, R(z) — 0 e zR(z) — 1.
Sendo assim, vemos que

[P’{ W) M} 2€M2/(166)R M
sup Wr(z) > < ( )
celoe] V2r V8e

2\/% 67M2/(165)
Vo

Isto significa que, com a escolha de r = M/(2¢), nossa estimativa em (2.22) é dominante em (2.21) e,
portanto, o Teorema esta demonstrado. O

el 0.

2.6 A cota inferior para EZ(t),

Para conseguir uma boa cota para EZ(t),, queremos estimar a probabilidade que Z(t) € [0,et*/3]. Com
esse objetivo em mente, novamente usaremos um processo auxiliar Ly, mas agora com intensidade A > 1.
Mais precisamente, trabalharemos com

A=1+4rt"1/5

Acoplaremo também, como na se¢do anterior, o processo Ly ao processo L sem fontes nem drenos, mas
utilizando os mesmos pontos-a. Usando novamente o lema 1.31 e, raciocinando da mesma forma que em
(2.20), obtemos

y>x>X\(t) = L(y,t) — L(x,t) < Lx(y,t) — Lx(x,1). (2.26)

E usaremos novamente

Na(2) = La(t,t) = La(t = 2,t),
para provar o seguinte resultado.

Teorema 2.10.
lim lim sup P{0 < Z(t) < t?/3} = 0.
el0 t—oo
Demonstracao. Seja n > 0. Para demonstrarmos o teorema, é suficiente encontrar um € > 0 tal que
limsup P{0 < Z(t) < et*?} < 3n.
t—o0

Para isso, tome M,r >0 e A =1+ rt—'/3 e note que

P{0 < Z(t) < et?/3} < IP’{ sup (N(2)+ A:(2)) < sup (N(z)+ At(z))}

z>et2/3 2€0[0,et2/3]
< IP’{ sup {N(z) — (4:(0) — A:(2))} < Mt1/3} (2.27)
z>et2/3

+ IP{ sup  {N(z) — (4:(0) — A¢(2))} > Mt1/3}
z€[0,et2/3]
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Ja que, para qualquer M € R, X <Y implica que X < M ouY > M, entao

PX<Y)<PH{X <M}U{Y >M}) <P(X <M)+PY > M),

e podemos assim, tentar otimizar a estimativa escolhendo um bom valor de M. Para o primeiro termo
de (2.27), usaremos (2.26), o que implica que, no evento { X (t) < t — rt?/3}, temos para todo z < rt?/3,
L(t,t) — L(t — z,t) < Ly(t,t) — La(t — z,1).

Portanto,

P{0 < Z(t) < et?/3} < P{ sup  {N(2) = Na(2)} < Mt1/3} + P{Xx(t) >t — rt?/3}

Z€[et2/3,rt2/3]

+ IP’{ sup  {N(z) — (A(0) — A(2))} > Mt1/3}
2€[0,et2/3] (2.28)

= IP’{ sup  {N(z) — Na(2)} < Mt1/3} +P{X(t/\) > Xt — Art?/3}

2€[et2/3 rt2/3]

+P{ sup {N(z)—(Atw)—At(z))}>Mt1/3},

2€[0,6t2/3]
o que nos deixa com trés termos para estimar. Vamos comegar com o segundo termo, usaremos (2.14)
(notando que At —Art?/3 > t/X quando tomamos r < 3t1/3), Z/(t) < Z(t) e —Z'(t) 2 Z(t) para conseguir
P{X(t/)) > M — Art?>/3} = P{Z(At — Art?/3) < (1/X — M)t + Art?/3)
<P{Z' (At — Mrt?/3) < (1/X = Nt + Mrt?/3}
=P{—Z'(\t — Mt¥3) > (A = 1/\)t — Art?/3}
= P{Z(\t — Mrt?3) > (A = 1/N\)t — Art?/3)

=P Z(t(1 — r2t723)) > et r2t/3
1+ rt=1/3 ’

Isto significa que podemos comegar escolhendo r suficientemente grande, de forma que o segundo termo
de (2.28) seja menor que 7, pois, pelo coroldrio 2.8 temos

P{ Z(t(1 — r2t=2/3)) > R s
14 rt—1/3

= P{Z(t +O(t/3) > rt?/3 + O(t1/3)}

_ P{ Z(t+O0ltY?) Z(t) t2/3

. . o
Z(t) t2/3  2/3 4 O(t1/3) >T} O(r=), t—oo.

Agora vamos analisar o primeiro termo de (2.28), este termo é muito parecido com um dos encontrados
nos célculos da ultima se¢ao. Temos que, assim como no teorema 2.9, que o processo

2 V3N (2%/3) — Ny (2t2/3)}
converge, quando t — oo, para um movimento Browniano com drift dado por
Wi(z) =W (2z) —rz, z2>0, (2.29)

na topologia da convergéncia uniforme em compactos, onde W é o movimento Browniano padrao em R
(note que agora o drift é negativo ao invés de positivo). Sendo assim, obtemos novamente, pelo teorema
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de Donsker,

lim ]P’{ sup  {N(z) — Na(2)} < Mt1/3}
t—00 2€[et?/3 rt2/3]

= IP’{ sup Wp(z) <M
z€|e,r]

(2.30)

z€[e,r] z€[0,e]

|
:IP{ sup Wr(z)<M}+]P’{ sup W,(z) < M, sup Wr(z)>M}
}

—&—]P’{ sup W,(z) > M}
z€[0,¢]

Agora podemos usar o fato que

lim IP’{ sup W,.(z) < M} =0,
M0 zefo,r]

para escolher M = M (n) suficientemente pequeno, de forma que

IP’{ sup W,.(z) < M} <n/2.
z€[0,r]

Também esta claro, pela demonstracdo do teorema 2.9 (veja (2.25)), que para o valor de M = M (n) fixo
que tomamos, existe um ¢ > 0 suficientemente pequeno para garantir que

]P’{ sup W,(z) > M} < P{ sup W(2z) > M} <n/2,
z€1[0,¢] z€[0,e]

e assim o primeiro termo de (2.28) estd limitado superiormente por 7 (lembre-se que ja fixamos um valor
de r para a cota do segundo termo de (2.28) e, portanto, ndo poderiamos ter modificado esta escolha
aqui). Finalmente, para o terceiro termo em (2.28), podemos, pelo teorema 2.9, escolher € > 0 tao
pequeno de forma que tal termo seja menor que 7. Dessa forma, o teorema esta provado. O

Coroldrio 2.11. Seja Z(t)+ e L(t,t) definidos como em (2.15). Entao

lim inf EZ(t)+ = lim inf M

t—o00 t2/3 t—ro00 2t2/3 > 0.

Demonstragao. Usando (2.15), vemos que s6 precisamos demonstrar a desigualdade para EZ(t). Para
isso, suponha que exista t,, — oo tal que

EZ(tn)+
575 0.
Entao
EZ(t,
P{Z(t,) > et?/3} < % —0.
Eln

Como —Z'(t) 2 Z(t) e Z'(t) < Z(t), temos que P{Z(t) > 0} > 1/2 para todo ¢t > 0. Isto significa que ,
para todo € > 0,

1
liminf P{0 < Z(t,) < et??} > =,
n— oo 2

o que contradiz o teorema 2.10. O
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2.7 Resultados de Rigidez

Com os resultados das segoes anteriores mostramos que, para o processo de Hammersley estacionario com
fontes, drenos, e pontos-a de intensidade 1, a variancia do tamanho do maior caminho fracamente NE
Li(t,t) tem ordem #?/3. Mais precisamente,

0< litrginft_Q/sVar(Ll(t,t)) < limsupt~*Var(L:(t,t)) < co. (2.31)
o0

t—o0

Isto significa, em particular, que, para qualquer ¢ > 0, a sequéncia

V3 Ly(nt,nt) — 2nt}, n=1,...,

é rigida. Vamos agora tentar utilizar este fato para provar um resultado parecido para L. Lembre-se que
L(z,t) representa o processo de Hammersley original que, no escopo deste capitulo, pode ser interpretado
como o processo sem fontes e drenos nos eixos.

Teorema 2.12. Para o processo L, vale
E|L(t, t) — 2t] = O(t'/?),
0 que, por sua vez, implica que, para qualquer t > 0 fizo, a sequéncia
n~YV3{L(nt,nt) —2nt}, n=1,...,
€ rigida.

Demonstragao. Primeiramente, note que L(t,t) é o tamanho do maior caminho estritamente NE de
(0,0) & (t,t) é exatamente o que definimos como A¢(0) na demonstragdo do Teorema 2.9. Portanto,
podemos tomar A = 1 — rt~/3 para algum r > 0 e definir L como no Teorema 2.9, obtendo assim, por
(2.21), temos

2€[0,Kt2/3]

IP’{ sup  {N(z) + A;(2)} — A, (0) > Mtl/S}
(2.32)

<P sup  {N(2) — Na(2)} > Mt'/3 5 + P{X}(t) < t}.
2€[0,K12/3]

Veja que o segundo termo do lado direito da desigualdade ja foi tratado em (2.22), aonde obtivemos que

P{X}(t) <t} =0(r?), (2.33)

uniformemente para r € [1, 1¢1/3]. Para lidar com o primeiro termo do lado direito de (2.32) vamos notar
que t~ V3N (242/3) — 2t1/3 e t=1/3 Ny (2t%/3) — A2t'/? sdo martingais de média zero, e, portanto, podemos
definir

Z s Mo(2) = t7V3{N(2t?3) — N\(2t*?)} —rz, 2>0,

e vemos que M,(z) também é martingal de média zero. Fazendo contas simples, obtemos

P sup {N(z) — Na(2)} > Mt'/3 } < 2P sup  {N(z) — Na(2)} > Mt'/3
2€[—Kt2/3, K42/3] 2€[0,K2/3]

=2P< sup {M,.(z2)+rz}>M
z€[0,K]

<2P¢ sup M,(z2)>M—-rK ;.
z€[0,K]
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Tomando r = M/(2K) e utilizando a desigualdade de Doob para submartingais, temos

]P{ sup  {N(z) — Na(2)} > Mt1/3} gIP{ sup {M,(z) > M/Q}

2€[0,Kt2/3] z€[0,K]
<P sup M,.(z)? > M?/4
z€[0,K]
4FE [M,.(K)?
_EDL(EY]

<
= 2 ~

K

M2’

Aonde a ultima desigualdade se da apenas por célculos de segundo momento utilizando-se a definigao de
M, (K). Temos também, pelo coroldrio 2.8, que

]P{ sup {N(z) + Ai(2)} # sup {N(z)—i—At(z)}} <P{Z(t) > Kt*/?} <1/K3.
2€[—K1t2/3 Kt2/3] z€[—t,t]

Entdo, tomando K = M7/12 (note que isto significa que r = M/(2K) = $M>/12 < 141/3, para todo
M < t*/%), conseguimos

IP{ sup {N(z) + Ai(2)} — A4,(0) > Mt1/3} = P{Ll(t,t) — A(0) > Mt1/3} < M4
z€E€[—t,t]

para todo M < t*/5. Para o caso M > t*/® notaremos primeiro que
P {Ll(t,t) ~ A,(0) > Mt1/3} <P {Ll(t,t) > Mt1/3}

< QIP’{Pt > ;Mt1/3}
1

V

< 2P {Pt > 2M1/6t} ,

aonde P; é uma varidvel aleatéria de Poisson com pardmetro t. Usando [z] para denotar a parte inteira
de z e fixando a = %M /6 podemos usar o resto de Lagrange na expansao de e' para concluir que
36 € (0,1) tal que

1 t[at]67(170)t t[at]
P{P>-M/StL<PiP>[atl = —— < .
{ ) }— {7 2 lat]} @] = [ad]!

A férmula de Stirling para a funcao gamma nos mostra que, uniformemente em ¢ > 1,
ot 1
I'(at+1)  \/2mat

Isto implica que, se M > t*° entéo P{P, > %Mtl/:}} tende & zero mais rapidamente que qualquer
poténcia negativa de M uniformemente para todo t suficientemente grande. Portanto, concluimos que

e—a(loga—l)t7 a = 00.

P{L,(t,t) — A, (0) > Mt/3} = O(M~5/*),
para todo M > 1, implicando assim que

0< 2 — EA,(0) = E{Ly (t.,t) — A4,(0))

< t1/3 {1 + /OO P{L,(t,t) — A;(0) > Mtl/g}dM}

. (2.34)

§t1/3{1+/ M‘5/4dM} = O(t*/3).
1

40



CAPITULO 2. ASSINTOTAS DE RAIZ CUBICA PARA O PROCESSO DE HAMMERSLEY

Sendo assim, obtemos,

E|L(t,t) — 2t| = E|A;(0) — 2t| = O(t'/?),

0 que encerra a demonstragao. O]
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Capitulo 3

Flutuacoes Locais em Modelos de
Percolacao de Ultima Passagem

3.1 Definindo a sequéncia A,

Neste capitulo, construiremos o modelo de Hammersley de percolagao de ultima passagem com a notagao
um pouco diferente, com o intuito de compactar as expressoes que escrevemos. Primeiro, faremos como
antes, considerando um processo de Poisson homogéneo e bidimensional de intensidade 1. Por questoes
de clareza iremos, no decorrer deste capitulo, utilizar a notagao [z]; := (x,t) € R%. Definiremos também
que uma sequéncia [z1],, [2]t,,- -, [Tk]r, de pontos em R? é estritamente crescente (ou estritamente
NE) se x; < zj41 e t; < tj41 paratodo j =1,...,k —1. O tempo de ultima passagem L([z]s, [y]¢) entre
[]s < [y]+ pode ser visto como o maior nimero de pontos de Poisson entre todas as sequéncias crescentes
de pontos de Poisson no retangulo (z,y] x (s,t]. Denote ainda L{z]; := L([0]o, [x]:) e defina A,, por:

Ln + 2un®/3],, — (2n 4 2un?/3) 4 u?n'/?

u€R— A, (u) = 73 (3.1)
Prahofer e Spohn [16] provaram, em 2002, que
lim A, () 2" AC), (32)

No sentido das distribuigbes finito-dimensionais, onde A = (A(u))yer é um processo chamado de Airys.
Tal processo é unidimensional, estacionario, continuo e com distribuigoes finito-dimensionais dadas por
um determinante de Fredholm. Pode-se achar mais detalhes em [11].

A ideia da segao é apresentar uma técnica chamada de Comparacao Local, e utiliza-la para mostrar a
rigidez da sequéncia A,. Além disso, usaremos tal técnica para ver que a escala n?/? é a ideal para ob-
termos a convergéncia para o processo de Airy. Por fim, mostramos que tal processo tem comportamento
localmente Browniano.

3.2 Comparagao Local e Pontos de Saida

Vamos usar o modelo de Hammersley para percolacao de ultima passagem como visto na se¢ao 1.5. Ou
seja, ainda continuaremos com um processo de Poisson N no semiplano superior, com intensidade 1. No
eixo x vamos considerar um processo de Poisson vy independente do primeiro com intensidade A > 0. Os
dois processos de Poisson sao tomados de maneira independente. Para z € R e t > 0, defina

La[z]e = Luylz]e = sup {wa(2) + L([2]o, [2]1)},

z€(—o00,z]

onde, para z < x,
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() o nimero de pontos de Poisson em (0, z] x 0 para z >0
Ux\z) = , .
menos o ndmero de pontos de Poisson em (z,0] x 0 para z <0

O processo (M}, )¢>0, dado por

M, (,y] = My(z,y] == Lalyle — La[2]: para x <y,

E um processo de Markov no espago das medidas de contagem localmente finitas em R. Como visto
na segao 1.5, o processo de Poisson é uma medidade invariante desse sistema de particulas no sentido de
que

M, dist processo de Poisson de intensidade A para todo ¢ > 0

Notamos, também na secao 1.5, que o tempo de tltima passagem L, ao qual também nos referimos por
L,,, pode ser recuperado para x,t > 0 se escolhermos uma medida vy que nao tenha pontos a direita de
0, e que tenha um niimero infinito de pontos em qualquer intervalo (—&,0),Ve > 0. A partir de agora,
consideraremos sempre que L) e L estao acoplados com o mesmo processo pontual de Poisson no plano
N. Podemos definir, também, os pontos de saida para esse novo tipo de modelo. Defina

Zy\|z]s :=sup{z € (—oo,x] : Lx[z]: = vA(2) + L([2]o, [z]¢) }

Z\[x]y == inf{z € (—o0,x] : Lx[z]; = va(2) + L([2]o, [*]¢)}
Usando a invaridncia de L por translagoes e pelo mapa (x,t) — (Az,t/\), obtemos

dist.

Zalr+h: " 2zl +h e Zalz) Az, Az];/x (3.3)

Precisamos de somente mais uma simetria. Na se¢ao 1.6, vimos que o Processo de Hammersley pode ser
definido no primeiro quadrante através de fontes no eixo-z e drenos no eixo-t. Na notagao desse capitulo,
isto significa que o processo ¢t — L»[0]; é de Poisson com intensidade 1/, independente do processo vy
restrito ao eixo-z positivo e independente de A restrito ao primeiro quadrante. Podemos agora utilizar
a reflexao no primeiro quadrante para notar que vale a seguinte igualdade:

P(Z} [z, < 0) = P(Zy )5 [t]. > 0). (3.4)

Onde usamos que Z4 [z]; < 0 é equivalente ao fato de que o caminho maximizador estritamente NE mais
a esquerda cruza o eixo-t, e ndo o eixo-r. A técnica de comparacao local consiste em limitar, por cima
e por baixo, as diferengas locais de de L pelas diferencas locais de Ly. Tais cotas dependem da posicao
dos pontos de saida. Conseguimos fazer isso pelo seguinte Lema:

Lema 3.1. Sejam 0 <x <y et >0. Se Z\[z], > 0, entdo

Llyls — Lz]; < Lalyle — Lalz]s

e se Zx[ylt <0, entdo
L[yl — Lz]; > Lalyls — Lalx]s

Demonstragao. Nesta demonstracdo, quando considerarmos um caminho w de [z]s até [y]; de pontos
crescentes, vamos ver w como o caminho continuo crescente ”mais abaixo”que conecta todos os pontos,
comegando em [z]s e terminando em[y];. Com essa definigdo, podemos falar de cruzamento de caminhos
ou cruzamento de um caminho com uma linha. Definimos também a geodésica entre [z]s e [y]; como o
caminho mais abaixo que atinge o méximo na definicdo de L([z]s, [y]t). Vamos denotar esta geodésica
por w([x]s, [y]t). Note agora que
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L([=]s, [yle) = L([z]s, [2]) + L([2]r, [y]e)

para todo [z], € w([z]s[yl¢). Suponha agora que Zi[z]; > 0 e seja ¢ o cruzamento entre as geodésicas
w([0]o, [y]¢) e w([#]o, [x]¢), onde 2" := Z}[z];. Tal cruzamento sempre existe pois < y e 2/ > 0. Note
agora que, pela definigao de Ly e c, temos que:

Lalyle = va(z") + L([2]o, [yle) Z va(2') + L([2]o, €) + L{c, [y]e)-
Notando que ¢ € w([z']o, [z]:), também podemos ver que

va(2') + L([2]o, €) — La[z]s = —L(c, [z];).

Usando os dois fatos acima, conseguimos a seguinte desigualdade:

Lalyle = Lalale = va(z') + L([2']o, ©) + L(c, [y]e) — La[z]s
= L(c, [yl) — L(c, [z]1).

Temos também que

E, portanto
Lalyle — La[z]s = L(c, [yl:) — L(c, [z]:)
= L(c, [yle) + L([0]o, ¢) — L([0]o, [z]¢)
= Lly]: — Lzl

A prova da segunda desigualdade é muito similar. De fato, defina z := Z,[y]; e seja ¢ o cruzamento entre
w([0]o, [z]¢) e w([z]o, [y]t). Assim, pela defini¢do de Ly, temos

Ly[z]e > va(2) + L([z]o, [z]t) > va(z) + L([2]o, €) + L(c, [z]s),

que, por sua vez, implica em

Lalyl: — Lalz]s < Lalyls — va(z) — L([z]o, €) — L(c, [z]:)
= L(c, [y]¢) — L(c, [z]¢)
< Llyls — L([0]o, ¢) — L(c, [z]:)
= Lly]; — Llx]s

Na equagdo acima, utilizamos o fato de ¢ € w([0]o, [x];) no ultimo passo, e assim encerramos a demons-
tracao. O

Apesar da técnica de comparagdo local estar no Lema 3.1, para aplicd-la com eficicia, é necessério
controlar a posicao dos pontos de saida. Isto pode ser feito com o préximo resultado.

Lema 3.2. Existe uma constante C' > 0 tal que,

]P’(Zl[n]n > rn2/3> < %
”

Demonstragao. Na verdade, este Lema é s6 um jeito de reescrever o Corolario 2.8 O
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3.3 Rigidez de A,

O objetivo desta segao é provar o seguinte Teorema:

Teorema 3.3. Seja A, como em (3.1), entao {A,} € um conjunto rigido no espago das fungoes cadlag
em [a,b]. Além disso, qualquer limite fraco de A, estd no espago das fungoes continuas em [a,b).

Antes de dar a demonstragao de Teorema 3.3, vamos precisar de mais dois Lemas. Durante toda esta
segdo, vamos supor, sem perda de generalidade, que [a, b] = [0, 1].

Lema 3.4. Fize f € (1/3,1) e, para cada 6 € (0,1) en > 1, seja

5B

Defina também o evento

E,(0) := {Zf\Jﬂ]n >0 e Zy_[n+2n*?], < 0}.
Entao existe uma constante C' > 0 tal que, para § suficientemente pequeno, vale

limsup P(E,,(6)°) < C63°.

n—,oo
Demonstracao. Defina r := 67 e seja

1
ny :=An<2n e hy:= (/\+ - )Ur)n> rn? >rn3_/3/2

Onde as desigualdades acima valem somente se n for suficientemente grande. Usando (3.3) e (3.4),

P(Z) [n]n < 0) =P(Zya, [n]n > 0)

In
P(Z1[n/As]apn > 0)
=P(Z1[Asn — hi]ain > 0)
=P(Zi[\4n]r,n > hy)
<P(Zi[ngln, > rni/3/2).

Analogamente, a ny e Ay, defina

1
noi=—- < e hoi=(——A_ n>rn2/3>rn3/3/2,
A A
e teremos
P(Zy_[n+2n*?%], > 0) =P(Z\_[n], > —2n*/3)
=P(A_Zi[\_n] n/A > —2n2/3)
< P(Zl[n n/)\ > 2n2/3)
=P(Zi[n_]n_ — 2n2/3)
<P(Z[n_] 4)n2_/3/2).
Agora podemos usar o Lema 3.2 para finalizar a prova. O
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Lema 3.5. Seja d >0 ew € [0,1 —0). Entao, no evento E, (), para todo v € [u,u + d] temos que
By~ (v) = Bp,—(u) — 26'70 < An(v) = An(u) < By +(v) = Byt (u) + 45'7F,
aonde

_ Lyx[n+ 2un2/3]n — Lyg[n]n — Ay 2un?/3
= nl/3

Bn,i(u) :

Demonstracao. Para um ¢ fixo, Z} [z]; e Z)[z]; sdo fun¢bes nao-decrescentes de . Portanto, no evento
E,(9), temos

Zy, [n+2un®?, >0 e Zy_[n+2(u+6)n*?], <0
Pois u+6 < 1. Pelo Lema 3.1, podemos afirmar que, para todo v € [u, u+4], valem as duas desigualdades:
Ln + 2vn?/3),, — L[n 4 2un®/?],, < Ly, [n+ 20n?/%),, — Ly, [n+ 2un?/3),,,
Ln + 2vn?/3),, — L[n 4 2un®3),, > Lx_[n + 20n?/3),, — Ly_[n + 2un®?],,.

Da definicao de A_ e Ay e lembrando que v —u < é e u + v < 2, podemos conseguir mais outras duas
desigualdades:

Ay —1D)(20 = 2u)nt/3 + 0% —u? <2617 426 < 4517
(A —1)(20 — 2u)n*/® + 0% —u? > —2617F8,
Das quatro desigualdades acima, podemos concluir que, no evento F, (), vale

An(v) = Ap(u) = By (v) = By (w) + (A — 1)(2v — 2u)n'/3 + 02 — 2
= B"a'i‘(v) - Bn,—i—(u) + 451_ﬁ.

E que
An(v) = An(u) = By (v) = Bn_(u) + (A~ — 1)(20 — 2u)n'/3 + v? — u?
> By~ (v) = By —(u) — 26" 77,
para todo v € [u,u + 4], e assim encerramos a demonstracao. O

Agora ja estamos prontos para provar o Teorema 3.3.

Demonstragao do Teorema 3.3. Para um u € [0, 1) fixo. tome ¢ > 0 tal que v+ § < 1. Assim, pelo
Lema 3.5, temos

vE [u,u+9) vE[u,utd]

sup | A, (v) — A, (u)| < max{ sup  |By,+(v) — Bni(u)|} + 465,

No evento E,(0). Logo, para todo n > 0,

P( sup |An<v>—An<u>|>n>sMEnw))
vE[u,u+d]

+P sup |Bn,+(v) - Bn,Jr(u)l >n— 451_,6
vE [u,u+4)

+P sup  |Bn._(v) = Bn,_(u)| >n — 4677 |.
vE [u,u+4)
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Temos também que:

P,(z) := La[n + ], — LA[n]n, para z >0,

E um processo de Poisson de intensidade A. Como A+ — 1 quando n — oo, concluimos que B, (u/2)
e By, +(u/2) convergem em distribui¢do para o movimento Browniano padrao B. Assim, pelo Lema 3.4,
para & < (n/8)Y/(1=A),

hmsupIF’( sup  |Ap(v) — Ap(u)| > 77> <06 + 2]P’< sup  |B(2v) — B(2u)| > n — 451_5>
ve

n— o0 v€[u,u+§] [u7u+5]

<08 + 2IP< sup |B(2v)| > 77)
v€[0,6] 2

=8P 4 2P| sup |B(v)| > U
v€[0,24] 2

=C6F + 2P| sup |B(v >L,
1)6[01:,)1]| ( )| 2\/%

Podemos agora utilizar a desigualdade de Doob para submartingais para notar que

3 3 3/2

n E(|B(1)[?)16v/25%/

P| sup |B > =P sup |B)]®> < .
<v€[0,1]| Sl 2v/26 ) <ye[0,1]| @) 16+/283/2 n3

Lembrando agora que 8 € (1/3,1), podemos concluir que

lim sup % <lim supIP’( sup | A, (v) — A, (u)| > n)) =0. (3.5)
ve ]

5§—0+ n— o0 [u,u+d

O {ltimo passo da demonstracao é mostrar que {A4,(0),n > 1} é um conjunto rigido. Para isso, primei-
ramente veja que

Lin], — 2n
PEVERE

An(0) =

e use o Teorema 2.12 junto com a desigualdade de Markov para obter

L -2
hm hmsupP(.A (0)] >M) = hm hmsupIP’(|[n}7;/3n| >M>
n

M—o00o nooo M—0o nooo

Lin], —2
< lim hmsupw

=0.
M—00 p_oo ]\4—%1/3

A desigualdade acima mostra que {A4,(0),n > 1} ¢ rigida e, junto com (3.5) e o Teorema 15.5 de [3],
mostra que a colegao {A,,n > 1} é rigida no espago de fungoes cadlag em [0, 1] e que todo limite fraco
de A,, vive no espago de fungoes continuas. O

3.4 Usando outra escala para Flutuacoes Locais
Nas duas tltimas secoes, definimos A, utilizando uma escala de n?/3. Agora vamos estudar o com-
portamento das Flutuagoes Locais quando utilizamos uma escala de n” com v € (0,2/3). Seja, agora,

B = (B(u))u>0 0 movimento Browniano padrao em (—oo, 00).
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Teorema 3.6. Fize v € (0,2/3) e s > 0. Defina A, por

L[sn + un?],, — L[sn],, — pun?

u€R— Ay(u) = p—

, (3.6)

1/2

onde i :=s"? e o := s~ *. Entdo

lim A, () "2 B(.),

n—oo

no sentido da convergéncia fraca no espaco de funcoes cadlag.

Antes de demonstrar o Teorema acima, vamos novamente precisar de alguns Lemas. Durante toda
esta se¢do, vamos considerar, sem perda de generalidade, que s = 1 e nos restringir ao intervalo [0, 1].
Podemos supor isso pois o resultado geral segue do fato que, para s > 0, vale

L[sn], dist. L[s'/%n) 1/2,,.

Para ver isto, suponha vélido o teorema no caso s = 1 e veja que o mesmo nos dé a convergéncia quando
andamos pela diagonal, ou seja, estamos vendo a diferenga de L entre os pontos (n + un?,n) e (n,n).
Sendo assim, temos que transferir o caso s > 0 qualquer para a diagonal, obtendo

L{sn 4+ un’),, — L[sn], dist. L[Sl/Qn + 8_1/2un’y]s1/2n - L[Sl/zn]sl/zn.

Assim, se quisermos obter a convergéncia para o movimento Browniano, devemos subtrair o incremento
(s~Y/2un?) e dividir pela raiz da escala do incremento (Vs=1/2n7 = s~1/4n7/2)_ conseguindo assim provar
o teorema para s qualquer.

Lema 3.7. Fize ' € (v,2/3) e defina

1

Defina também o evento

B, = {zun]n >0 ¢ Znfntnl, < 0}

Entao existe uma constante C' > 0 tal que

C
C
P(En) < nl—3v'/2
para todo n suficientemente grande.

Demonstragao. Denote r := nl/3=7'/2 ¢ defina

1
ny:=An<2n e hy:= <)\+ \ >n>rn2/3>rn2/3/2
+
Onde as desigualdades acima valem apenas se n é suficientemente grande. Por (3.3) e (3.4), temos que

P(Z, [n], < 0) =P(Zya, [n]n > 0)
=P(Zi[n/As]xn > 0)
=P(Z1[A4n — hilx,n > 0)
=P(Z1[Asn]a,n > hy)
< P(Zi[nygln, > rni/3/2).

Analogamente, podemos definir
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1
n_ = )\i<2n e ho = ()\_)\ )n>7“n2/3>7«n2/3/27

e, com contas analogas, chegamos a

IP’(Z,\_[n+n“’ ) IP’(Z)\ [n]n > n”)
:IP(A Zl>\ TLn/)\ > n”)
< IP(Zl [n_]pn_ >h_— n”)
<P(Ziln_]n > (r—n?"23m*?)2),
Agora, assim como no Lema 3.4, podemos usar o Lema 3.2 para completar a demonstragao. O

Lema 3.8. No evento E,, temos que, para todo u < v em [0,1], vale

1

D () = T () =~ < Au(o) = Anw) < TF(0) = T () + -

n(y'=1/2’

aonde

Ly, [n+un], — Ly, [n], — Azun?

+._
s = 7

Demonstragéao. Pelo Lema 3.1, se Z}  [n],, > 0, entao
Lin+wvn7], — Lin4+un’], < Ly, [n+ovn"], — Ly, [n+un’],,
e se Zy_[n+n7], <0, entdo

Lin+vn"], — Lin+un?],, > La_[n+ovn"], — La_[n+un’],.

Agora podemos usar o fato que Ay = 1 + n~7"/2 ¢ fazer as contas para finalizar a demonstracao do
lema. O

Demonstracao do Teorema 3.6. Usando o Lema 3.8, vemos que no evento E:, vale

1

|An(v) = Ap(u)] < max {|Ff§(v) - i(u)|} + e yoR

Dessa forma, pelo Lema 3.7, temos

1
(gt 1800 = Sl ) <B( s 650 < L0+ it > )
velu,utd] VE [u,u+d) n\v =7

1
P S r (v)y—T, —— 7 >
(g T2 TR0+ s > 1)

+ P(ES).

Assim como na demonstragao do Teorema 3.3, A1 — 1 quando n — 00, o que implica

hmsupIP’( Esup AL (V) — Ap(u)| > 17) < 2IP’< sup |B(v)] >77> :2]P’< sup |B(v)| > 77>,

n—00 [u,u+46] v€E[0,d] ve[0,1] \/S

E, assim como no Teorema 3.3, temos

lim sup — 1 (hmsup]P’( sup A, (v) — Ay (u)] > 77>> =0. (3.7)

§—0+ 4 n—00 vE[u,u+d]

49



CAPITULO 3. FLUTUACOES LOCAIS

Como A, (0) = 0 para todo n, 3.7 implica que a colecao {A,,,n > 1} é rigida no espago das fungoes cadlag
em [0,1]. E também que qualquer limite fraco desta cole¢ao vive no espago das funges continuas [3].
Para obter as distribuicoes finito-dimensionais, podemos notar que, usando os Lemas 3.7, 3.8 e tomando
Ul,...,ug €[0,1] e ay,...,ar € R obtemos

IP’( e AL () < ai}) > IP’( Ny {Fi(uz—) <a; - M}) - P(ET)

P (8w < o)) < Pl {Tw) S as b oot ) + PUED)

O que mostra que as distribuigoes finito-dimensionais de A, convergem para as distribui¢oes finito-
dimensionais do Movimento Browniano padrao. Sendo assim, temos

lim An(-) 2" B(-).

n—oo

E isto finaliza a demonstracao. O

3.5 Comportamento local do processo de Airy

O objetivo desta secao é de mostrar que o processo de Airys se comporta localmente como uma processo
Browniano. Vamos novamente usar a técnica de comparagao local para dar uma demonstragao um pouco
mais rdpida deste fato. Lembre-se da Secéo 3.1, aonde denotamos A = (A(u))yer como tal processo.
Além disso, o Teorema 3.3 implica (3.2). Com isto em mente, vamos para o Teorema que queremos
demonstrar.

Teorema 3.9. Defina A° por
ueR— A (u) := /2 (A(eu) — A(0)).

Entao

lim A°(-) 2" V2B(.),

e—0
No sentido de convergéncia fraca de medidas de probabilidade no espaco das funcdes continuas.

Assim como em todos os teoremas desse capitulo, vamos precisar demonstrar dois lemas auxiliares.

Lema 3.10. Fize 8 € (0,1/2) e, para € € (0,1), seja

-8

e
)\:t = )\i('fl,{‘:) =1+ m

Defina também o evento
E,(e) == {Zf\+ ], >0 e Zy [n+n?3), < 0}.

Entao existe uma constante C' > 0 tal que, para todo € > 0 suficientemente pequeno, temos

limsup P(E, (¢)¢) < Ce3?

n—oo

Demonstragao. Assim como no Lema 3.4, denotamos 7 := e~ # e definimos

1
ny :=An<2n e hy:= (/\+ — M)n > rn?/3 > rni/s/Z,
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1
n_:= )\ﬂ <2n e h_:= <)\ — )\_>n > rn?/? > rn2_/3/2.

Onde, novamente, as desigualdades acima valem somente para n suficientemente grande. Podemos agora
usar as mesmas ideias do Lema 3.4 para notar que

P(Z;+ ], < 0) < IP(Zl ], > mi/S/Q).

E também
IE”(Z,\ [+ n2/3], > 0) = P(Zk[n] > —n2/3>
- I[D(A_Zl[A_n}n/L > n2/‘3)
< P(Zl o —h_]p_ > —n2/3)
= IP’(Z1 ). >h_ — n2/3)
< IP(Z1 ] > (r — 2)n2_/3/2).
Dessa forma, podemos usar o Lema 3.2 para finalizar a prova. O

Lema 3.11. No evento E,(g) temos que, para todo u € [0,1 — ) e v € [u,u + 4], vale

B (ev) — B, _(cu) — 20677 < A, (ev) — An(eu) < By i (ev) — By 4 (cu) + 4667

Demonstracao. A mesma demonstracao do Lema 3.5 se aplica, desta vez usando o Lema 3.10 e o fato
que Ay = 1478 /nl/3, O

Demonstragao do Teorema 3.9. Para u € [0, 1], seja

A (u) = e (An(cu) — A, (0) e BE i (u) = e"/?By i (cu).

Pelo Lema 3.11 temos que, no evento E,(¢), para todo v € [u,u + §], vale
Bi._(v) - Bi,_(u) — 202V/2F < A5 (0) — A5 (w) < B, (v) — B, (u) + 40212,
que, por sua vez, mostra que

sup |AS(v) — AS (u)] < max sup |B;, £(v) = By, £(u)] p + 46e1/2-8,
vE[u,u+d] v€E[u,u+d]

Logo, podemos escrever

IP’( sup | A5 (v) — A (u)] > 77) < P(En(e)°)

vE[u,utd]

+ ]P’( sup |B;, 1 (v) = B;, (u)] >n— 4561/25>
[w,u+3]

+ IP’( sup |B;, _(v) =B, _(u)| >n— 4651/25>.
[w,u+3]

Repare agora que A5, converge em distribuicio para A° e que, assim como no Teorema 3.3, B;, 4 (u/2)
converge para o movimento Browniano padrao B. Sendo assim, a desigualdade acima implica
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P sup |AS(v) —AS(u)|>n)| <CP+2P[  sup |B(2v) — B(2u)| > n — 40e'/27 ).
vE[u,utd] vE[u,utd]

Portanto, assim como no Teorema 3.3, vemos que

. n
lim sup P sup |A(v) — A%(u)] >n | <2P| sup |B(v)| > —=
e—0+ (ve[u,u+6] A ve[0,1] V2§

Passando o limsup em ¢, obtemos

Jim sup % <lim SupIP’( sup | AS(v) — A%(u)| > n)) —0 (3.8)

6—0+ e—0+ vE[u,u+d]
E como A%(0) = 0 para todo € > 0, temos que, por (3.8), a cole¢do {A%, e € (0,1]} é rigida [3].

Para encontrarmos as distribuicoes finito-dimensionais do processo limite, podemos ver que, pelo Lema
3.11, para uq,...,u; € [0,1] e a1,...,a; € R, temos que

PN, {45 (w) < i) <P( A, {Br () < 0+ 4212781 ) 4 P(E, (0)),

e que
PN {45 (w) < ai}) 2 (N, {Bh 4 (w) < 0 — 46277} ) — P(E(0)),
Sendo assim, podemos usar o Lema 3.10 para ver que:

P( iy A7) < ai}) < P(nky {Bw) < a4+ 45277} ) 4+ 0<%,

IP( AE_, {45 () < ai}) > IP’( N, {B(Zui) < a; — 4eV/2P }) —Ce%,

E as duas desigualdades acima, por sua vez, mostram que

lim }P’( Af_y (A5 () < ai}) - IP’( Nk, {\/is(ui) < ai}). (3.9)

e—0t
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