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Abstract

In this dissertation we show all configurations pencils of cubics in P?(k) that induce a rational
elliptic surface with Mordell-Weil rank 3 and with a single reducible fiber of type I5. Moreover,
using the theory of Mordell-Weil lattices we find a system of generators for the Mordell-Weil
group of the surface related to each pencil of cubics. Finally, we show a result that says that all
constructions of the pencils cubics obtained are equivalent.

Keywords: Rational Elliptic Surface, Pencil of Cubics, Mordell-Weil Group.

Resumo

Nesta dissertaciao exibimos todas as configuracoes de pencils de ciibicas em P?(k) que induzem
uma superficie eliptica racional com posto de Mordell-Weil igual a 3 e com um tnica fibra redutivel
de tipo Is. Além disso, utilizando a teoria de reticulado de Mordell-Weil encontramos um sistema
de geradores para o grupo de Mordell-Weil da superficie relacionada a cada pencil de ctibicas. Por
fim, mostramos um resultado que diz que todas as construcoes dos pencils de ctibicas obtidas sao
equivalentes.

Palavras-chave: Superficie Eliptica Racional, Pencil de Ctbicas, Grupo de Mordell-Weil.
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Introducao

As superficies elipticas formam uma importante classe de superficies algébricas, desempenhando
um papel fundamental para muitas consideracdes aritméticas e geométricas. Nossa definicao de
superficie eliptica pressupoe a existéncia de uma se¢do, visando a exploragao de alguns aspectos
aritméticos. Para os nossos objetivos vamos trabalhar sobre um corpo k algebricamente fechado e
de caracteristica zero, nos restringindo a subclasse de superficies elipticas racionais, isto é, super-
ficies elipticas que sdo birracionalmente equivalentes a P?(k). Essa restricio implica que a curva
de base da fibragao eliptica é a reta projetiva P!(k). Uma vez que cada superficie eliptica pode
ser vista como uma curva eliptica sobre um corpo de fun¢oes de uma curva algébrica nao-singular,
uma superficie eliptica racional pode ser vista com uma curva eliptica sobre o corpo de funcgoes
k(P'(k)) = k(t). Gragas a Lang-Néron temos uma generalizagao do Teorema de Mordell-Weil para
este contexto. Diremos entdo que uma superficie eliptica racional tem posto r, se a curva eliptica
associada sobre o corpo de fungoes k(t) tem posto r.

Uma outra forma de identificarmos uma superficie eliptica é como uma familia de curvas elip-
ticas sobre o corpo k.

Uma superficie eliptica racional pode ser obtida pela seguinte construcdo: Sejam F,G €
k[X,Y, Z] polinémios homogéneos de grau 3, descrevendo cubicas planas projetivas sem com-
ponentes em comum e com ao menos uma sendo nao-singular. A aplicacao

P?(k) ——» PY(k), (z:y:2)— (F(z,y,2):G(z,y,2)),

é racional e nao esta definida exatamente nos pontos de F'N G, que pelo Teorema de Bézout sao
nove pontos contados com multiplicidades. Note que estes sao exatamente os pontos de base do
pencil de ciibicas gerado por F' e G. Ao realizarmos o blow up desses nove pontos, resolvemos esta
indeterminacao e obtemos uma superficie £ com um morfismo 7 : £ — P!'(k) dado pela projegao
na segunda coordenada, suas fibras s@o quase todas, exceto um nimero finito, curvas elipticas.
Miranda em [4] mostrou que toda superficie eliptica racional é isomorfa a uma superficie obtida
pelo blow up de P?(k) nos pontos de base de um pencil de ciibicas, assumindo, como nés, que o
corpo k é algebricamente fechado.

Com isso, dada uma superficie eliptica racional com um posto fixado, surge naturalmente a
seguinte,

Pergunta: Quais pencils de ciibicas em P?(k) induzem essa superficie?

Shioda em [11] respondeu essa questao para posto oito, Fusi em [1] para posto sete e seis, Salgado



em [8] para posto cinco e Pastro em [6] para posto 4. O objetivo desse trabalho é dar uma resposta
parcial para o caso de superficies elipticas racionais de posto 3.

A férmula de Shioda-Tate (2.4.4) relaciona o grupo de Mordell-Weil de uma superficie eliptica
com seu grupo de Néron-Severi. Como superficies elipticas racionais sobre um corpo algebricamente
fechado tém posto de Néron-Serevi igual a 10, somos capazes de identificar os tipos de fibras
redutiveis que podem ocorrer ao fixarmos o posto do grupo de Mordell-Weil.

Nesta dissertacao, vamos nos concentrar no caso de uma superficie eliptica racional de posto
3 com uma unica fibra redutivel de tipo I5. Utilizando ferramentas analogas aos artigos citados,
vamos exibir todas as possiveis configuragoes de pencils de ciibicas para a obtencao da superficie
desejada.

Shioda em [11] fornece a base para a teoria dos reticulados de Mordell-Weil para uma superficie
eliptica. A ideia principal é munir o grupo de Mordell-Weil com um pareamento adequado, de modo
a torna-lo um reticulado. Com auxilio dessa teoria, continuamos nosso estudo sobre superficie
eliptica racional de posto 3 com uma tnica fibra redutivel, caracterizando geradores para o grupo
de Mordell-Weil da superficie eliptica relacionada a cada pencil de cibicas. Por fim, mostraremos
que todas as construcoes dos pencils de ciibicas induzindo uma superficie eliptica racional de posto
3 com uma unica fibra redutivel de tipo I sdo equivalentes, isto é, qualquer um desses pencils de
cubicas pode ser obtido por outro apds uma transformacao birracional.

Essa dissertacao esta organizada da seguinte forma:

1. No capitulo 1, apresentamos um breve resumo de aspectos relacionados a geometria algébrica
e teoria da intersecao. O propédsito desse capitulo é dar uma rapida exposi¢ao dos principais
pontos para o entendimento do presente trabalho e fixar as notacoes.

2. No capitulo 2, expomos uma pequena sintese da teoria de curvas elipticas, a fim de definir-
mos superficies elipticas e realizarmos seu estudo. Introduzimos uma discussao sobre fibras
singulares e a classificacao de Kodaira, de forma a podermos identificar e classificar as fibras
singulares em uma superficie eliptica. Baseado no artigo de Shioda [11], apresentamos a
nocao de reticulado de Mordell-Weil e os resultados por ele obtido que sao de interesse para
essa dissertacao.

3. No capitulo 3, iniciamos com consideragoes gerais sobre fibras redutiveis em superficie elip-
ticas racionais de posto 3. Abordamos o caso particular da fibra de tipo Ig, exibindo todas
as construcoes de pencils de cubicas que induzem superficies elipticas racionais de posto 3
com uma unica fibra redutivel de tipo Ig. Destinamos uma secao para fornecer exemplos
explicitos de cada construcao de pencil de ciibicas antes descritos. Mostramos em seguida,
um teorema que nos diz que todas as construgoes antes exibidas sao equivalentes.

4. No Apéndice A, apresentamos o codigo utilizado para obtencao das equagoes de Weierstrass e
das configuragoes das fibras singulares nas superficies elipticas obtidas nos exemplos expostos
no Capitulo 3.

5. No Apéndice B, expomos os diagramas das contragoes presentes na demostracao do Teorema
3.5.1.



Capitulo 1

Preliminares

Neste texto, presume-se conhecimentos sobre alguns conceitos e resultados elementares rela-
cionados a geometria algébrica e teoria de intersecao. Nesse primeiro capitulo vamos recapitular
os principais pontos, acreditando que seja possivel acompanhar o texto apenas com a leitura do
mesmo. No entanto, recomendamos [3] e [2] como referéncias mais abrangentes sobre esses pré-
requisitos. Cabe ressaltar que para todos os fatos que nao sao contribui¢des do presente texto,
exibiremos seus enunciados e indicamos referéncias para as respectivas demonstragoes.

1.1 Definicoes Gerais

Esta secao tem por objetivo a apresentacao de um breve resumo de alguns conceitos basico
de geometria algébrica que utilizaremos ao longo do texto. Ao que se segue k denotara um corpo
algebricamente fechado de caracteristica zero.

O espago projetivo de dimensdo n, denotado por P"(k), é o conjunto dos subespagos
vetoriais de k"™ de dimensao 1. Como todo subespaco vetorial de k™! de dimensdo 1 é unicamente
determinado por um vetor nao-nulo em k"*!; temos que dois vetores nao-nulos geram o mesmo
espaco se, e somente se, eles sao multiplos escalar um do outro. Em outras palavras,

P"(k) = (k" \ {0})/~
onde a relagao de equivaléncia é dada por
(20, ooy Tn) ~ (Yoo vy Yn) < T; = Ay; para algum A € k\ {0} e para todo i entre 0 e n.

A classe de equivaléncia de (xo, ..., z,) serd denotada por (zg : --- : x,) e nesta ultima notagao,
Xo,- - -, T, sao chamados de coordenadas homogéneas.

Dado um polinémio F' € k[Xo, ..., X,], em geral, o valor de F' em um ponto (zg : --- : z,) €
P"(k) nao estd definido, ja que o ponto (zg : --- : z,) nao possui uma unica representacao.
No entanto, se consideramos F' € k[Xj, ..., X;,] um polindbmio homogéneo de grau d a expressao
F(zg,...,z,) = 0 sempre faz sentido. Isso se deve ao fato que

3



F(Axg, ..., Axyn) = NF (g, ..., 2,).
Em particular temos que
F(A\xg, ..., \z,) =0 < F(xg,...,z,) = 0.
Sendo assim, faz sentido a seguinte definicao.

Defini¢ao 1.1.1. Seja S C k[Xy, ..., Xy,| um conjunto de polinémios homogéneos. O conjunto
algébrico projetivo definido por S € o subconjunto de P"(k) dado por

Z(S):={(xo: - :xy) € P*(k): F(xo,...,z,) = 0 para todo F' € S}.

A colecao de todos os conjuntos algébricos projetivos satisfaz os axiomas de espago topologico
para subconjuntos fechados. Mais precisamente:

1. 0 e P*(k) sdo conjuntos algébricos projetivos;

2. Se Zy, ..., Z, sao conjuntos algébricos projetivos entao U]_; Z; ¢ um conjunto algébrico proje-
tivo;

3. Dada uma familia arbitraria (Z)),e de conjuntos algébricos projetivos temos que Nyez 2
¢ um conjunto algébrico projetivo.

Com isso, existe uma topologia em P"(k) para o qual os conjuntos algébricos projetivos sdo conjun-
tos fechados, chamada de topologia de Zariski de P"(k). Podemos estendé-la a um subconjunto
X C P*(k) através da topologia induzida, isto é, os fechados de X sdo interse¢oes de X com
fechados de P"(k).

De maneira geral, um conjunto algébrico projetivo pode se decompor como unido finita de
outros subconjuntos algébricos. Nesse sentido, costuma-se fazer a seguinte distin¢do: um conjunto
projetivo Z é dito redutivel se existem fechados préprios (na topologia de Zariski) Z; C Z e
Zy C Z tais que Z = Z; U Zy. Do contrario, Z se diz irredutivel.

Definigao 1.1.2. Uma variedade projetiva é um conjunto algébrico projetivo irredutivel. Se X
¢ uma variedade projetiva, dizemos que Y C X € uma subvariedade de X se'Y com a topologia
induzida é um fechado irredutivel em X.

Existe ainda uma noc¢do de dimensao de uma variedade projetiva, vamos nos restringir apenas
a definicao topologica.

Definicao 1.1.3. Seja X uma variedade projetiva, a dimensdao de X é o maior inteiro n tal que
existe uma cadeia estritamente crescente

P#XoC X1 C---CX, =X

de subvariedade de X. Uma variedades projetivas de dimensoes 1 (respectivamente 2, n — 1) em
P*(k) é denominada uma curva (resp. superficie e hipersuperficie).
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Se F' € k[Xy, ..., X;;] ¢ um polinémio homogéneo, vimos que a expressao F'(zo, ..., x,) = 0 estd
bem definida. Porém, o valor de F' em um ponto (zg : --- : x,) € P"(k) ainda depende das
coordenadas projetivas. Contudo, se tomarmos polindmios homogéneos F,G € k[Xj,..., X,] de
F(zg,...,xp)
G(zo, ..., Tn)
F(Axg, ..., \x,)  XN'F(xo,...,x,)  F(xo,...,2,)

G(A\zo, s Axn)  MNG(w0,.0s10) G0,y )

Isso nos leva as seguintes definigoes.

mesmo grau d, com G(xo, ..., z,,) # 0 0 quociente estd bem definido. De fato,

Definicao 1.1.4. Seja X uma variedade projetiva. Uma funcio [ : X — k é regqular no ponto
xr € X, se existem aberto U contendo x e polindmios homogéneos G, H € k[Xy, ..., X,,| de mesmo
grau, tais que para todo y € U, G(y) # 0 e f(y) = % Dizemos que f é regular em X se é

reqular em todos os pontos de X. Denotamos por O(X) o anel de todas as fungoes requlares em

X.

Definicao 1.1.5. Sejam X e Y wariedades projetivas. A aplicacio ¢ : X —'Y € um morfismo
se para todo aberto V C'Y e toda fungio reqular f € O(V) temos

1. f7YV) é um aberto em X ;
2. fopeO(f~H(V)).

As variedade X eY sdao ditas isomorfas se existem morfismos ¢ : X —Y e Y — X tais que
wogﬁzid)( 6¢Ol/}=idy.

Definicao 1.1.6. Uma aplicagdo racional ¢ de variedades projetivas X e Y, denotada por
@ : X --»Y € uma classe de equivaléncia no conjunto dos pares (U, ¢y ), onde U C X é um aberto
nao-vazio e py : U =Y é um morfismo. Os pares (U, py) e (V,pv) sao considerados equivalentes
sepy =y emUNV.

Uma aplicagdo racional ¢ : X --+ Y nao estd definida em todos os pontos de X, mas em
alguns subconjuntos abertos de X. A unido de todos subconjuntos abertos onde ¢ esta definida é
chamada de dominio de defini¢ao de ¢, sendo o maior subconjunto de X onde ¢ é um morfismo.

Ao tentarmos considerar aplicagbes racionais invertiveis, nos deparamos com um problema
técnico: se ¢ : X --» Y e7:Y --» Z sdo aplicagoes racionais, em geral, ndao podemos compo-las.
Isso porque, o fecho da imagem de ¢ em Y pode nao intersectar o dominio de definicao de 7.
Portanto precisamos impor a seguinte condicdo para que as composi¢oes sejam bem definidas.

Definigao 1.1.7. A aplicagdo racional ¢ : X --+ Y ¢ dita dominante se sua imagem contém
um aberto denso de'Y .

Definicao 1.1.8. Uma aplicagdo racional p : X --+ Y € birracional se é dominante e existe
uma aplicacdo racional T 1Y --+ X tal que Top =1dx e poT =1idy. Neste caso dizemos que X
e Y sdo birracionalmente equivalentes.



Uma aplicagao racional que tem como contradominio o corpo k é chamada de fungao racional.
O conjunto das fungoes racionais em X forma um corpo chamado corpo das fungoes de X que
denotaremos por k(X).

Se x € X, o anel local de x em X ¢é o subanel de k(X) definido por
O.x :={p € k(X) : ¢ éregular em z}.

Se denotarmos por K = O, x/m o corpo residual de O, x, sendo m = {p € O, x : p(x) = 0}.
O anel local O, x é dito regular se a dimensdo como espago vetorial sobre K de m/m? é igual a
dimensao da variedade X.

Definicao 1.1.9. Seja X uma variedade projetiva. Dizemos que X é mao-singular no ponto
x € X se o anel local O, x € reqular. X é mdo-singular se todos os seus pontos sao ndo-
singulares. Caso contrdrio, X é dito singular.

1.2 Divisores

Seja X uma variedade projetiva de dimensao n. Um divisor primo Y de X é uma subvariedade
irredutivel de dimensao n—1. O grupo abeliano livre gerado pelos divisores primos de X é chamado
o grupo dos divisores de X e sera denotado por Div.X.

Um elemento D € DivX é chamado um divisor de X. Por definicdo D se escreve de maneira
tnica como combinacao linear com coeficiente inteiros

D = Z nyY,
Y
onde Y percorre os divisores primos de X e ny = 0 exceto para um ntmero finito de Y”s.

Definicao 1.2.1. Um divisor D = >y nyY ¢€ dito efetivo se ny > 0 para todo Y .

Seja  uma fungao racional nao-nula em X. Para cada divisor primo Y de X denote a valori-
zagao discreta de ¢ associada a Y por vy (¢). Temos que vy (¢) = 0 para quase todo Y (veja [3],
Proposigao 6.1, p.131), assim, podemos definir o divisor de ¢ por

div(p) = ;vy(w)Y-

Definicao 1.2.2. Um divisor D em X é dito principal, se D = div(p) como definido acima.
Observe que a aplicagao
E(X)\ {0} — DivX
@ — Yy uy(p)Y

é¢ um homomorfismo de grupos, cuja a imagem sao exatamente os divisores principais. Assim o
conjunto dos divisores principais ¢ um subgrupo de Div.X.



Definicao 1.2.3. Dois divisores D1 e Dy em X sdao ditos linearmente equivalentes se a dife-
renca D1 — Dy € um divisor principal. Neste caso, escrevemos Dy ~ Ds.

A equivaléncia linear é uma relagdo de equivaléncia no grupo DivX. O grupo dos divisores
modulo essa relacao de equivaléncia é chamado grupo de Picard de X, denotado por PicX.

Exemplo 1.2.4. Se Y é um divisor primo em P?(k), entdo Y é uma curva irredutivel em P?(k). Seja
F € k[X,Y, Z] o polinbmio homogéneo que define Y, ou seja, Y = Z(F'). Assim convencionamos
que o grau de Y é o grau do polinémio F' e definimos o grau de um divisor D = Yy ny Y, denotado
por degD, pondo

degD = Znydng € 7,
Y

onde degY é o grau da curva Y.

Se G € k[X,Y,Z] é um polindbmio homogéneo de grau d entdo, podemos escrevé-lo como
produto de fatores irredutiveis G = G7* - -- GI'. Cada G; define uma curva irredutivel Y; de grau
d; e podemos definir o divisor de G por div(G) = Y- n;Y;. Portanto, o grau do divisor G é igual a
d. Ao consideramos ¢ uma funcio racional nao-nula em P?(k) temos que ¢ = %, onde G e H sao
polindémios homogéneos de mesmo grau. Assim, div(y) = div(G) — div(H) e consequentemente

deg(p) = 0.
Com isso temos um homomorfismo de grupos dado por:

9:Pic(PX(k)) — Z

D +— degD

Note que 0 esta bem definido. De fato, se D; = D, entdo existe ¢ € k(IP?)\ {0} tal que D; — Dy =
div(p). Assim,

0(D1) — 0(D2) = degD;y — degDy = deg(D; — Dy) = deg(y) = 0.

Vamos mostrar que 0 é na verdade um isomorfismo. Sejam n € Z, Y uma curva irredutivel
de grau 1 e tome o divisor D = nY. Entao segue que d(D) = degD = n; isso mostra que 0
é sobrejetor. Agora, seja D € kerd, entao podemos escrever D = D; — Dy, onde Dy e Dy sdo
divisores efetivos, ambos de grau d. Logo, existem polindmios G e H homogéneos de grau d tais
que Dy = div(G) e Dy = div(H). Considerando ¢ = £, temos que D = div(ip) e consequentemente
d ¢ injetivo. Portanto segue que Pic(P?(k)) = Z.

1.3 (Geometria das Superficies

Esta secao destina-se a apresentar alguns aspectos sobre teoria de intersecao. Nosso objetivo é
entender como duas curvas contidas em uma superficie se intersectam e como podemos computar
seus pontos de intersecao. Nesta secao, X denotard uma superficie projetiva nao-singular sobre
um corpo k algebricamente fechado.



Comecamos observando que um divisor primo Y de X é uma curva irredutivel, de modo que,
um divisor D em X é uma soma formal de curvas. Essas curvas irredutiveis que aparecem na soma
sao também chamadas componentes do divisor D.

Definicao 1.3.1. Seja Y um divisor primo de X e seja v € X. Uma equagdo local para Y em
x € uma fungio p € O, x, tal que vy (p) = 1 e vy/(p) = 0 para todo divisor primo Y' #Y com
reY'.

Sejam Y] e Y, divisores primos de X. Se x € Y} NY,, dizemos que Y] e Y; se intersectam
transversalmente em x se as equagoes locais de Y; e Y5 em x geram o ideal maximal do anel
local O, x.

Se Y] e Y; sdo divisores primos que se intersectam transversalmente em uma ntmero finito de
pontos p1, ..., p, € natural definirmos o nimero de intersecao Y; - Y5 como sendo o nimero r. O
teorema a seguir nos diz que essa definicdo pode ser estendida a todos os divisores.

Teorema 1.3.2. FExiste um unico pareamento

DivX x DivX — Z, (Dl, Dg) t— D1+ Doy

que, para quaisquer divisores Dy, Dy e D em DivX, possui as sequintes propriedades:

1. Se Dy e Dy sdo divisores primos que se intersectam transversalmente em todos os pontos
x € DyN Dy, entdo Dy - Dy = #(Dy N Dy);

2. Dy - Dy = Dy - Dy (simétrico);
3. (D1-Ds)-D=Dy-D+ Dy D (aditivo);
4. Se DlNDg entao DlD:DgD

Demonstragio. Veja ([3], Teorema 1.1, p.357). ]

Dados Dy, Dy € Div(X) o Teorema 1.3.2 estende o cdlculo do nimero de intersegdo Dy - Do
da seguinte maneira: encontra-se divisores D] e D) se intersectando transversalmente tais que
D} ~ Dy e Dy ~ Dy e em seguida conta-se o niimero de pontos em D] N D). No entanto, existe
uma maneira mais eficiente, que consiste em atribuir multiplicidades aos pontos de D; N Ds.

Definicao 1.3.3. Uma equacgao local para D em x é uma fungio ¢ € k(X)\{0}, com a propri-
edade de que © ¢ D — div(p).

Sejam Dy e Dy divisores em X. Se x é um ponto em X que nao estd em uma componente
comum de D; e D,, entao definimos a multiplicidade de intersecao de D; e Dy em z como
sendo o numero

(Dl : Dz)x = dimy, Oz,X/((Pla 802)3

onde ¢ e g sa0 equagoes locais para Dy e Dy em .



Proposicao 1.3.4. Sejam Dy, Dy € Div(X) divisores sem componentes em comum. FEntio a
multiplicidade de intersecao € finita para todo x € X e

Dy-Dy= % (Di-Dy),

zeD1ND2

Demonstragio. Veja ([3], Proposi¢ao 1.4, p.360). ]

Exemplo 1.3.5. Sejam (' e C5 curvas projetivas de graus respectivamente d; e ds. Sejam R e
R retas projetivas distintas. Vimos na se¢ao anterior que a aplicacao grau define um isomorfismo
entre Pic(P?) e Z. Sendo assim,

deg(C;) = d; = deg(d; R;) o que implica que C; ~ d;R;.

Além disso, Ry - Ry = 1, j4 que quaisquer duas retas distintas em P?(k) se intersectam trans-
versalmente em um tunico ponto. Com isso, podemos calcular:

Cl . Cg = (lel) . (ngg) = dldg(Rl . RQ) = dldg = degCldegCg.

Se 4 e Cy ndo tém componente em comum, isso pode ser interpretado em termos de multipli-

cidade de intersecao
Z (01 . Cg)m = degC’ldegC’Q.

zeC1NC2

Essa igualdade é chamada de Teorema de Bézout para curvas planas.

Defini¢ao 1.3.6. Um divisor primo D em X é uma (—n)-curva, se D = PY(k) e D tem auto-
intersecdo —n, isto é, D> =D -D = —n.

Dizemos que D e D’ sao numericamente equivalentes se, e somente se, eles tem o mesmo niimero
de intersecao com qualquer curva em X. Isto é:

D=D <= D-C~ D' C para qualquer curva C em S.

Essa relacao é chamada de equivaléncia numérica e a utilizamos para definir o grupo Num(X) =
Div(X)/=.

1.4 Blow-up

Sejam X uma superficie nao-singular e x € X. O blow-up de X em x consiste em uma
superficie X’ juntamente com um morfismo 7 : X’ — X que goza das seguintes propriedades:

1. 7=!(z) é uma curva racional nao-singular em X’;

2. X'\ 77 (x) é isomorfa a X \ {z}.



Quando nos referimos a 7~ !(x) como uma curva racional, queremos dizer 7—!(z) = P!(k).
Essa curva é chamada de divisor excepcional, sendo geralmente representada por E. A auto-
intersegdo de £ em X' é —1, isto é, E ¢ uma (—1)-curva (veja [3], Proposicao 3.1, p.387).

Seja C' uma curva na superficie nao-singular X. Se 7 : X’ — X é o blow-up de X em z € X,
entdo a transformada estrita C de C' é a curva em X’ dada por

C=m1(C\ {z}).

Quando x ¢ C temos que a imagem inversa total 7=!(C') coincide com a transformada estrita C.
Caso contrario, o divisor excepcional E aparece como componente dessa curva, mais precisamente

™ HC)=CUE.

Se consideramos a curva C' como um divisor em X, definimos a transformada total 7*(C)
de C' em X como sendo

™(C) =C +nkE,

onde n é a multiplicidade de C' em z.

Encerramos essa segdo, ressaltando a existéncia de um importante teorema devido a Castel-
nuovo (veja [3], Teorema 5.7, p.414). Esse nos diz o seguinte: se X’ é uma superficie algébrica
nao-singular e Y é uma (—1)-curva em X', entdo existe uma superficie X (ndo-singular) e um ponto
x € X, de modo que, X’ é isomorfa ao blow up de X em x, tendo como divisor excepcional a curva
Y. Em outras palavras, toda (—1)-curva em uma superficie ndo-singular, pode ser contraida a um
ponto nao-singular. Esse processo é chamado de blow down.

1.5 Sequéncia de Blow ups

Seja Xy uma superficie nao-singular. O blow up de Xy em um ponto zq € X, fornece uma
nova superficie X7, um morfismo m; : X; — Xy e um divisor excepcional F;. Considerando x; um
ponto em X;, ao realizarmos o blow-up de X; em x;, obtemos uma superficie X5, um morfismo
o » Xo — X4, um divisor excepcional F5 e a transformada estrita de F; em X5, que denotaremos
por EZ. Com isso, temos as seguintes possibilidades:

Caso A: x; ¢ E;. Sendo assim, a curva E? coincide com a imagem inversa total de Fy, isto é,
2 _ . —1 .
E} =my (Ey);

Caso B: r; € FE;. Neste caso, o divisor excepcional Ey aparece como componente da curva
7y H(Ey). Assim, vamos ter as relacoes:

(m0m) " (z0) = my ' (B1) = E» U EY,
W;(El) :E2+E%
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Dando seguimento, ao tomarmos um ponto x5 € Xs; o blow up de X5 nesse ponto, nos da uma
superficie X3, um morfismo 73 : X3 — X5 e um divisor excepcional E3. Supondo que no segundo
blow up ocorreu o caso A, entao temos os seguintes casos:

Caso Al:

Caso A2:

Caso A3:

1y € Xy \ (E? U E5). As transformadas estritas das curvas E? e E», que denotaremos
respectivamente por Ef e ES, coincidem com as suas respectivas imagens inversas,
assim:

(myomyoms) ™ (zo) =7y (my ' (En)) = m3 ' (EY) = EY,

(my 0 mg) (1) = w3 ' (B) = Ey.

x5 € E?. Com isso, o divisor excepcional F3 é uma componente da curva w3 ' (E?).
Logo temos que:

(m om0 ms) (wo) = w5 (w5 | (Eh)) = w5 (E}) = EY U B,
mi(EY) = E? + Es.

Ty € Ey. Assim, o divisor excepcional E5 é uma componente da curva 73 '(E3) e teremos
as seguintes relagoes:

(7'('2 e} 7T3)_1(l'1) = 7T3_1(E2) = Eg’ U Eg,

mi(Ey) = E3 + Es.

Agora se ocorre o caso B no segundo blow up teremos:

Caso Bl1:

Caso B2:

Caso B3:

Ty € Xy \ (E? U Ey). As curvas F} e ES coincidem com as suas respectivas imagens
inversas, assim:

(m1 0T 0 m3) (o) = w3 (w3 (E1)) = w3 (B2 U E}) = w3 ' (Es) Umy (E7) = E5 U EY,
(mg 0 m3) " Hx1) = 73 ' (E») = Ej.

Ty € B2\ E?NE,. Assim, o divisor excepcional F3 é uma componente da curva 73 *(E?).
Logo temos que:

(momgo 73)71(.%0) = ng(Eg U Ef) — W;l(EQ) U ﬂgl(Ef) = Eg’ U (E3U Ef’),
W;(Ef) = F5;+ Eg’ + Ef’

Ty € FEy\ E? N E,. Com isso, o divisor excepcional F3 é uma componente da curva
73 1(Ey). Assim temos que:

(m omyoms)  (wg) = m5 (B2 UE}) =my (By) U ' (E}) = (B3 U E3) U EY,
m3(Ey) = B3 + E3 + E5.
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Caso B4: 7, € E? N E,. Neste caso, o divisor excepcional E3 é uma componente das curvas ES e
E3. Logo valem as relagoes:

(mpomo 773)*1(1'0) = 7T§1(E2 U E12) = ng(Eg) U ng(Ef) = (E3U E23) U (FE3U Ef’),

Continuando esse processo obtemos uma sequéncia de blow ups

s Tn—1 v T
Xn ) anl - e Xl XO

de modo que, se z, 1 € N FE; entdao (my o0+ m, 107, =E,UE" [ U---UE? onde E para
1 <i<n-—1, representa a transformada estrita da curva F; na superficie X,,. Além disso, temos
a propriedade de que o divisor excepcional F,, em X, intersecta E]_; e, no maximo, uma outra
curva B, com 7 <n — 1.

Eﬂ—l Eln En
E,_, blow up EL
o -«
Tp-1
gl L En
E,_, blow up E,
Tn-1

Um ponto no divisor excepcional F; na superficie X; ¢ dito ser um ponto infinitamente
proximo de primeira ordem para xy € X,. Mais geralmente, um ponto no divisor excepcional
E4 na superficie X, é dito um ponto infinitamente préoximo de ordem d para x.

1.6 Pencil de curvas

Definigao 1.6.1. Sejam F' e G curvas planas projetivas de grau d. A familia de curvas de grau d
dada por
A={\F+puG|(\:p) P}

¢ chamada de pencil de curvas gerado por F e (.
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Exemplo 1.6.2. O conjunto C de todas as conicas em P?(k) passando por P, = (1 : 0 : 0),
Pob=0:1:0),P=0:0:1)eP;,=(1:1:1)¢um pencil gerado por F = z(y — 2) ¢
G = z(y — x). Com efeito, seja C' = az?® + by? + c2* + 2dzy + 2eyz + 2fzx uma conica genérica.
A condicao de C passar por P, Py, Py e Py é equivalente a a =0,b=0,c=0e 2d+2e+2f =0.
Portanto, C' = dxy + eyz + fzx com e +d+ f =0, ou seja, C =dx(y — 2) +ez(y —x) comd e e
arbitrarios, mas ambos nao-nulo.

Observagao 1.6.3. Quando o grau das curvas F' e G que geram o pencil A forem iguais a 3,
vamos nos referir & A como um pencil de cibicas.

Sejam I’ e G' curvas distintas em um pencil gerado por curvas F' e G; entdao podemos escrever,
F'=aF +BG e G =~vF +6G com a, 3,7,0 € P e ad — By # 0. Assim, para qualquer ponto P
do plano temos que

G'(P) = vF(P) + 6G(P).

Logo F(P) = G(P) = 0 se, e somente se, F'(P) = G'(P) =0, e portanto, [’ NG’ = FNG. Com
isso, vemos que quaisquer duas curvas distintas em um pencil gerado por F' e G se intersectam nos
mesmo pontos que F' e G.

{F’(P) = aF(P) + BG(P)

Definigao 1.6.4. Seja A = {\F + uG | (A : u) € P} o pencil gerado por F e G. Os pontos
de intersegio de F e G (e portanto os pontos de interse¢io de quaisquer duas curva em A) sao
chamados pontos de base do pencil A.

Definigao 1.6.5. Seja A = {\F + uG | (A : p) € P'} o pencil gerado por F e G. Um ponto de
base p de A tem multiplicidade d, se a multiplicidade de intersecio de F' e G em p for igual a
d, ou seja, (F-G), =d.

Usando a terminologia dos pontos infinitamente proximos, um ponto de base p é dito infinita-

mente préximo de ordem d; se a imagem de p apds os d blow ups estd no divisor excepcional
E,.
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Capitulo 2

Superficies Elipticas e o Reticulado de
Mordell-Weil

Neste capitulo, reunimos os conceitos imprescindiveis para a compreensao do resultado obtido
por esse trabalho. Nele faremos um resumo dos conceitos e resultados sobre curvas elipticas, a fim
de definirmos superficies elipticas e realizarmos seu estudo. Na secao 2.3, faremos uma discussao
sobre fibras singulares e a classificacao de Kodaira, de forma a podermos identificar e classificar
as fibras singulares em uma superficie eliptica. Ao fim, apresentamos a nogao de reticulado de
Mordell-Weil juntamente com alguns resultados obtidos por Shioda em [11].

2.1 Curvas Elipticas

Defini¢ao 2.1.1. Uma curva eliptica sobre um corpo k é um par (E,O), onde E é uma cibica
plana projetiva nao-singular e O é um ponto em E(k). O ponto O é dito a origem de uma curva
eliptica.

Na prética omitimos o ponto O e escrevemos F/k no lugar de (E,O), ou simplesmente F
quando nao houver duvida sobre corpo em que se esta trabalhando.

Definicao 2.1.2. Duas curvas elipticas (E,0) e (E',0) sdao ditas isomorfas, se existe um iso-
morfismo ¢ : E — E' satisfazendo ¢(O) = O'.

Uma equacao de Weierstrass ¢ uma expressao do tipo
Y2Z +a XY Z 4+ a32% = X2 + au X?*Z + ay X Z? + ag 2
com os coeficientes ai, as, as, as, ag € k. Além disso, definimos os seguintes valores:
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b2 = CL% + 4@2,
b4 = 2@4 + aias,

be := a3 + 4ag,
bs := alag + dasag — ayazay + asai — a?,
Cy 1= b% — 24[)4,

Cg :— —b% + 36bgb4 — 216()6,
A= —b%bg - Sbi - 27(7% + 9b2b4b6,

sendo A chamado de discriminante da equagdo de Weierstrass.

Em geral, para facilitar a notacao escrevemos a equagdo de Weierstrass em coordenadas nao
homogéneas (fazendo Z = 1),

V2 + arxy + asy = 22 + asx? + agx + ag

com um ponto extra O = (0: 1 :0) no infinito.
A préxima proposicdo mostra que existe uma relacdo entre curvas elipticas e curvas definidas
por equacoes de Weierstrass.

Proposicao 2.1.3. (i) Se C é uma cibica nao-singular dada por uma equagio Weierstrass entao
C' define uma curva eliptica com origem O = (0:1:0);

(ii) Seja E uma curva eliptica qualquer, entdo eziste uma curva eliptica C' como em (i) tal que
E ¢ isomorfa a C;

(7ii) Quaisquer duas equagoes de Weierstrass para uma mesma curva eliptica estio relacionadas
por uma mudanga de varidveis da forma

(z,y) — (uzw + 7, u3y + su’z + tu)
comu,r,5,t €k eu0.

Demonstragio. Veja ([13], Proposicao 3.1, p.59). O

Se as equacoes de Weierstrass

2 3 2
Y* + a2y + a3 = T° + X" + a4T + Qg
2 / /.3 /2 / /
Y-+ axy + a3 =17 + ayx” + ayx + ag
estao relacionadas como na Proposicao 2.1.3, entdao a Tabela 2.1 mostra como os coeficientes e os
valares da equacao de Weierstrass se relacionam.

Supondo que a caracteristica do corpo k é diferente de 2 e 3, a equacao de Weierstrass, apds
uma mudanca de varidveis adequada, assume a forma

v =1+ Az + B (2.1.1)
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onde A, B € k. Associado a esta equacdo temos o valor

A = —16(4A% + 27B?).

2

Além disso, a mudanga de variaveis (z,y) — (u?z, u®y) preserva a forma da equacio (2.1.1) e estdo

relacionadas da seguinte maneira

u'A'= A, u’B = B, u?A' = A. (2.1.2)

ual = ay + 2s

u?a'2 = as — say + 3s — 52

udah = az +ra; + 2t

ulaly = ay — saz + 2rast +rs)a; + 3r?

ubaf = ag + rag + r?ay + 13 — taz — t* — rtay
u?bly = by + 12r

u4b£1 = b4 + TbQ + 67’2

ubb'6 = bg + 2rby + r2by + 413

uSby = bg + 3rbg + 3r2by + r3by + 311

utd) = ¢4
uScl = cq
ul?A’ = A

Tabela 2.1: Férmulas de mudanca de varidvel para equagoes de Weierstrass por [13].

Seja P = (x0,yo) um ponto singular da curva associada a equagao de Weierstrass
f(aj’y) :y2+a1:cy+a3 _mg_a2x2 —asx — ag = 0.

Como P ¢ singular temos que f,(P) = f,(P) = 0. Fazendo a expansao de Taylor de f em torno
do ponto P obtemos a seguinte equagcao:

fla,y) = (@0, 0) = ((y — wo) — alz —20))((y — yo) — Bz — x0)) — (z — z)°
com a, 3 € k.

Definigao 2.1.4. Se a # 3 diremos que o ponto P é um no e suas retas tangentes em P sdo dada
por
y—yo=oalr—1z0) € y—yo=/P(x— o).
Por outro lado, se a« = 3 entdao o ponto P ¢é dito uma cuspide e a sua reta tangente em P € dada
por
Y — o = oz — x0)
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Figura 2.1: Curvas com um né e uma cuspide na origem e suas retas tangentes (tracejadas).

Proposicao 2.1.5. Uma curva dada por uma equacao de Weierstrass é singular se, e somente
se, o seu discriminante A = 0. Se for singular ezxiste um unico ponto singular que serd um no se
cy #0; ou uma cuspide quando cqy = 0.

Demonstragio. Veja ([13], Proposi¢ao 1.4, p.45). ]

2.1.1 Estrutura de Grupo

Seja E uma curva eliptica. Assim, a curva E consiste nos pontos (z,y) que satisfazem a
equacao de Weierstrass juntamente com o ponto O = (0 : 1 : 0). Podemos entao definir a operagao
@ : F x E — FE da seguinte maneira: dado (P, Q) € E x E, denotemos por R € E o terceiro ponto
de intersecao de F com a reta passando por P e ) (ou a reta tangente a F em P caso se tenha
P = Q). Definimos P @& @ como sendo o terceiro ponto de interse¢ao da reta passando por R e O
(ou a reta tangente a F em O caso se tenha O = R). Em outras palavras, P & @ é a reflexdao do
ponto R em torno do eixo x.

Observagao 2.1.6. Como E é uma ctubica plana, o Teorema de Bézout nos garante que E in-
tersecta qualquer reta em exatamente trés pontos levando em consideragao as multiplicidades de
intersecao. Além disso, o fato de E ser nao-singular garante que ha uma tunica reta tangente a
curva em cada ponto P da mesma, logo o ponto P @ P estd bem definido.

Proposicao 2.1.7. (E,®) é um grupo abeliano com elemento neutro O.
Demonstragio. Veja ([13], Proposicao 2.2, p.51). O

O conjunto dos pontos racionais F(k) é um subgrupo de E. O préximo resultado revela uma
importante propriedade desse grupo.

Teorema 2.1.8. (Mordell-Weil) Seja k um corpo de nimeros. Se E/k é uma curva eliptica, entao
o grupo E(k) € finitamente gerado.

Demonstragio. Veja ([13], Teorema 6.7, p.239). O
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Figura 2.2: Operagao nos pontos de uma curva eliptica.

2.1.2 Reducao moédulo 7

Podemos estudar curvas elipticas definidas sobre uma corpo completo com respeito a uma
valorizagao discreta. Para isso utilizaremos as seguintes notagoes:

K um corpo local, completo com respeito a valorizagao discreta e normalizada v;
R ={x € K :v(z) > 0}, o anel local de inteiros;

R* ={z € K : v(z) = 0}, o grupo de unidades de R;

M ={z € K :v(x) > 0}, o ideal maximal de R;

k = R/M, o corpo residual de R.

Seja E//K uma curva eliptica dada pela seguinte equac¢ao de Weierstrass

E y2 + a1y + asy = x3+a2x2+a4m+a6.

Se u € K, a mudanga de varidveis (z,y) — (u?r,u3y) nos permite encontrar uma equagao
similar com coeficientes u’a;. Assim, escolhendo u de modo que v(u) ¢ suficientemente grande,
podemos obter uma equacao de Weierstrass para E onde os coeficientes estao todos em R. Feito
isso, o discriminante satisfaz v(A) > 0 e uma vez que a valorizagao é discreta, podemos escolher
entre todas as equagoes de Weierstrass com coeficientes em R a que minimize o valor de v(A). Isso
nos leva a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 2.1.9. Seja E/K uma curva eliptica. Uma equagao de Weierstrass para E € dita
uma equag¢do minima de Weierstrass para E em v, se v(A) é minimo entre todas as equagoes de
Weierstrass que definem E, sujeito a condi¢io que todos os coeficientes estejam em R. Se A € o
discriminante de uma equagdo minima, entao v(A) € a valorizagio do discriminante minimo.

Dado uma equacao minima de Weierstrass temos que os seus coeficientes estdo todos em R,
consequentemente o discriminante estd em R. Por outro lado, se a equagao nao é minima entao
existe uma mudanca de varidveis que nos conduz a uma equacao minima cujo discriminante A’ =
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u A, Assim, v(A) = v(A’) + 12v(u); como a equagdo inicial ndo é minima temos que v(u) > 0
e portanto, v(A) > 12. Com isso, vemos que a seguinte afirmagao é verdadeira.

Proposicao 2.1.10. Uma equacao de Weierstrass com coeficientes em R é minima se o seu dis-
criminante satisfaz a condi¢io v(A) < 12.

Seja m um parametro uniformizador para R, isto é, M = wR. Denotaremos por ~ o homomor-
fismo de reducdo médulo w1, R — k = R/7R dado por t — t.

Definigao 2.1.11. Seja E/K uma equagio minima de Weierstrass dada pela forma y? + ajxy +
asy = 2% + apx® + asx + ag. A reducio £ de E médulo © é dada por

y2 + a1y + azy = 2+ a9r? + ayx + ag.

Pelo fato de iniciarmos com uma equagao minima de Weierstrass; segue que a redugao é tinica a
menos de mudancga de variaveis. Ao reduzimos um curva eliptica £ modulo © podemos classifica-la
de trés maneiras. A saber:

Definigao 2.1.12. Seja E/K uma curva eliptica dada por uma equagao minima de Weierstrass.
Entio E/K ¢€ dita ter boa redugdo, se FE/k é nao-singular. Caso contrario dizemos que E/K
tem redug¢do ruim. No caso de E/K ter redugio ruim eziste ainda a segquinte distingdo:

(a) E/K tem uma reducio multiplicativa, se E [k tem um né.
(b) E/K tem uma reducio aditiva, se E/k tem uma cispide.

Proposicao 2.1.13. Seja E/K uma curva eliptica dada por uma equagdo minima de Weierstrass.
Entao:

1. E/K tem boa redugdio se, e somente se, v(A) = 0.
2. E/K tem redugao multiplicativa, se e somente se, v(A) >0 e v(cy) = 0.
3. E/K tem redugio aditiva, se e somente se, v(A) >0 e v(cy) > 0.

Demonstragio. Veja ([13], Proposi¢ao 5.1, p.196). ]

2.2 Superficie Eliptica

Esta secao é dedicada a apresentacao do conceito de superficie eliptica. Nela veremos que uma
superficie eliptica sobre um corpo k corresponde a uma curva eliptica sobre um corpo de fungoes.
Lembramos que estamos trabalhando sobre um corpo k algebricamente fechado de caracteristica
Zero.

Definicao 2.2.1. Seja C' uma curva projetiva ndao-singular. Uma superficie eliptica £ sobre C
¢ uma superficie projetiva equipada com:
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1. Um morfismo m : € — C' tal que, para quase todos os pontos t € C, a fibra & = w1 (t) €
uma curva eliptica.

2. Um morfismo o : C — &, chamado de segdo, tal que mo o = id¢.

Além disso, £ € relativamente minima, isto é, as fibras nao contém curvas de auto-intersecio —1.

Usualmente quando falamos de uma superficie eliptica £ sobre C, muitas vezes omitimos o
morfismo 7, a se¢cdo o, ou até mesmo a curva de base C, escrevendo simplesmente £.

As fibras & que nao sao curvas elipticas sdo chamadas de fibras singulares; daremos uma
atencao especial a essas fibras na proxima secao. Para nossos objetivos, vamos assumir que toda
superficie eliptica possui ao menos uma fibra singular. Isso porque nao estamos interessados em
superficies como do exemplo a seguir.

Exemplo 2.2.2. Sejam E/k uma curva eliptica e C' uma curva projetiva nao-singular. A superficie
S dada pelo produto £ x C juntamente com o morfismo de proje¢ao de S na segunda coordenada,
define uma superficie eliptica sobre C', cuja as fibras sao todas isomorfas a F.

Definicao 2.2.3. Uma superficie eliptica £ sobre C' é split se existe uma curva eliptica Ey e um
isomorfismo birracional

iig—>EOXC

tal que o seguinte diagrama comuta:

g%E@XC

C

Observacao 2.2.4. Ao impormos que toda superficie eliptica £ sobre C' possui a menos uma fibra
singular, temos como consequéncia que £ nao é isomorfa ao produto £ x C'. Em particular £ nao
é split, a seguir veremos a importancia desse fato.

Dada uma superficie eliptica £ sobre C, pode-se encontrar A, B € k(C') tais que £ é birracio-
nalmente equivalente a superficie £(A, B) = {((z 1y : 2),t) e P x C : Y?Z = X® + A{) X Z* +
B(t)Z*}. Assim, a curva eliptica F : y?> = 23 + Az + B sobre o corpo de fungoes k(C') é unica-
mente determinada, a menos de k(C)-isomorfismos, por £. Dizemos que a curva eliptica E é a
fibra genérica de £ — C. Essa relagao pode ser vista com mais detalhes em ([12], Proposicao
3.8, p.206).

Teorema 2.2.5. (Lang-Néron) Seja € uma superficie eliptica sobre C' e E a fibra genérica de
E — C. Se & nao € split entdo o grupo E(k(C)) é finitamente gerado.

Demonstragio. Veja ([12], Teorema 6.1, p.230). O
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Esse teorema generaliza o Teorema de Mordell-Weil visto em 2.1.8, para curvas elipticas sobre
corpos de fungdes. Somando-o a um resultado de estrutura para grupos finitamente gerados,
podemos concluir que

EK(C)=Z' &T

onde T' é um grupo de tor¢ao e r é um inteiro nao-negativo chamado posto da curva eliptica £.

Se m: £ — C é uma superficie eliptica, entao existe uma correspondéncia entre o conjunto das
se¢oes de 7 e pontos racionais na fibra genérica F. Essa relagdo é expressa no seguinte:

Teorema 2.2.6. Sejam £ uma superficie eliptica sobre C e E a fibra genérica de € — C. O
conjunto definido por

E(C) = {segoes o : C — E}

¢ um grupo abeliano. Além disso, existe um isomorfismo de grupos

Demonstragao. Veja ([12], Proposicao 3.10, p.210). ]
/ / |/ ] ] »
£ C : C C< o
\ NV ’
C

Figura 2.3: Relagdo entre se¢des e pontos na fibra genérica.

O grupo £(C) é chamado o grupo de Mordell-Weil de &, que serd denotado por MW (E).
Além disso, passamos a fazer referéncia ao posto da fibra genérica de &€ — C' como o posto do
grupo de Mordell-Weil de £.

Definicao 2.2.7. Uma superficie eliptica é dita racional se é birracionalmente equivalente a
P2(k).
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Observagao 2.2.8. Se £ é uma superficie eliptica sobre C', entdo o morfismo 7 : £ — C' induz
uma inclusao de corpos de fungoes k(C') C k(E). Assim, no caso em que £ é uma superficie eliptica
racional temos que C' = P!(k). Portanto, toda superficie eliptica racional pode ser vista como uma
curva eliptica sobre o corpo de fungdes de P(k).

Exemplo 2.2.9. Sejam F, G € k[X,Y, Z] polindmios homogéneos de grau 3, descrevendo cuibicas
planas projetivas sem componentes em comum e com ao menos uma sendo nao-singular.
Considere a aplicacao

0:P2(k) - PYk), o(x:y:2)=(F(z,y,2): G(x,y,2)).

Esta aplicacao é racional e nao esta definida exatamente nos pontos de F'N G, que pelo Teorema
de Bézout sao nove pontos contados com multiplicidade. Estes sao exatamente os pontos de base
do pencil de ctibicas gerado por F' e G. Ao realizarmos o blow up desses nove pontos obtemos uma
superficie £ com um morfismo 7 : & — P(k) dado pela projecao na segunda coordenada, suas
fibras sao quase todas, exceto um nimero finito, curvas elipticas.

Assim, a superficie £ é eliptica e racional, tendo como segoes as curvas acima dos pontos
de base do pencil. Observe que se houver um ponto de base infinitamente proximo, além da
segao, aparecerem (—2)-curvas que sao divisores excepcionais oriundos do processo de resolugao
da singularidade.

Por outro lado, como estamos sobre um corpo algebricamente fechado, temos a seguinte:

Proposicao 2.2.10. Seja £ uma superficie eliptica racional. Entao existe um pencil de ciubicas
planas tal que a superficie obtida pelo blow up de P? nos seus pontos de base € isomorfa a .

Demonstra¢io. Uma demonstragio para esse fato pode ser encontrada em [4]. ]

2.3 Fibras Singulares

2.3.1 Modelo de Weierstrass

Seja C' uma curva projetiva sobre k. Dada uma curva eliptica E sobre k(C'), existem diferentes
maneiras de estender E a uma superficie eliptica £ sobre C', de modo que, a fibra genérica de £
seja exatamente F. No entanto, todos esses modelos sao birracionalmente equivalentes. Vamos
descrever um modelo que ¢ baseado na equacao de Weierstrass nao homogénea para a curva eliptica
E.
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Comegamos adicionando o ponto O = (0 : 1: 0) a cada fibra nao-singular para obtermos uma
curva eliptica com origem O; isso é suficiente para o caso em que a fibra é nao-singular. Falta
agora preencher as fibras em cada ponto onde o discriminante de E se anula.

Seja tp um ponto em C' tal que A(ty) = 0, entdo a fibra em ¢y determina uma curva com um
n6é ou uma cuspide. Nessa situacao, torna-se importante distinguir se o ponto singular da fibra
¢ ou nao uma singularidade da superficie definida pela equacao de Weierstrass. No caso em que
a singularidade nao ocorre na superficie, o proximo passo para nossa construcao é simplesmente
manter a fibra singular (com um né ou uma cuspide) em t,. Agora, se o ponto singular da fibra
é realmente uma singularidade da superficie, entao devemos resolver a singularidade. Apds a
resolucao da singularidade preenchemos a fibra singular em ¢, com a curva obtida no processo de
desingularizacao.

Em sintese, se a singularidade ¢ um ponto duplo racional as curvas excepcionais originadas
dos sucessivos blow-ups sao todas (—2)-curvas e formam configuragdes conforme a Tabela 2.2. Por
outro lado, se a singularidade é pior que um ponto duplo racional entdo a forma de Weierstrass nao
¢ minima, fazendo uma mudanca de variaveis podemos encontrar uma nova féormula de Weierstrass
para obter nossa construcao. Isso ¢ basicamente o algoritmos de Tate.

2.3.2 Algoritmo de Tate

Vamos apresentar brevemente o algoritmo de Tate, tal algoritmo nos dda uma descricao das
possiveis configuragoes das fibras singulares no modelo de Néron. Para completar os detalhes
omitidos pode-se consultar a seguinte referéncia [12]. Exibiremos um resumo do que consta em [9].

Seja E uma curva eliptica sobre k(C). Apesar de estarmos trabalhando com um corpo de
caracteristica 0, esse resultado vale para caracteristicas diferente de 2 e 3. Iniciamos supondo
que a caracteristica de k é diferente de 2, o que nos permitindo utilizar a seguinte equacao de
Weierstrass para E:

y? = 2% + a2 + auz + ag

com discriminante dado por A = —27a2 + 18asaqas + a3ai — 4a3as — 4ay.

Trabalhando localmente, fixamos uma parametro uniformizador t em C' com valorizag¢ao nor-
malizada v. Suponha que exista uma fibra singular em ¢t = 0. Fazendo uma translacao em z,
podemos mover a singularidade para a origem, obtendo a equagao de Weierstrass:

y? = 2° + agx® + tax + tay, (2.3.1)

Se t 1 ay entdo a equagao (2.3.1) descreve uma curva racional com um né em ¢ = 0. Intitulamos
esse tipo de fibra como multiplicativa. No caso em que t | as entdo (2.3.1) configura uma curva
racional com uma cuispide em ¢t = 0, denominamos esse tipo de fibra como aditiva. Nos dois casos
expostos, o ponto singular é uma singularidade da superficie definida por (2.3.1) se, e somente se,
t] ag.

Suponha que t { as. Assim, devido ao termo a3ag que aparece em A temos que (0,0) é uma
singularidade da superficie se, e somente se, v(A) > 1. Se v(A) = 1 segue que (0,0) é uma
singularidade apenas da fibra. Portanto a fibra singular em ¢ = 0 é uma curva racional com um
no6. Para esse tipo de fibra Kodaira introduziu a notagao I.
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Assumindo que v(A) =n > 1, deve-se resolver a singularidade em (0, 0) da superficie. Apés o
processo de desingularizagao sao adicionada (n — 1) curvas racionais de auto-interse¢do —2. Sendo
assim, a fibra singular consiste em um ciclo de curvas racionais que se intersectam transversalmente,
a qual Kodaira atribuiu o simbolo I,.

No caso em que t | ag e (0,0) ndo é uma singularidade da superficie, a fibra singular em t = 0 é
uma curva racional com um cuispide. Kodaira atribuiu o simbolo IT para esse tipo de fibra. Agora,
se (0,0) é uma singularidade da superficie existem trés possibilidades para o divisor excepcional
do primeiro blow up:

1. Uma curva racional intersectando de maneira tangencial a transformada estrita da curva
cuspidal;

2. Duas retas intersectando a transformada estrita de curva cuspidal em um ponto;

3. Uma reta dupla.

Nos casos (1) e (2), resolveu-se a singularidade e Kodaira classifica essa fibras singulares como
sendo de tipo III e IV respetivamente. Ja o ultimo caso serao necessarios novos blow ups, que
introduzirdo retas de multiplicidade no maximo seis e auto-intersecio —2. A essas fibras Kodaira
utilizou o simbolo * para fazer suas classificagoes.

Simbolos de Kodaira Nimero de Componentes Configuragao (com multiplicidade)

17 1 1
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v+ 7 of Vool T oo !
3
4
IIT* 8 11 3| 2 3 |1
2 T2
4 12
Ir* 9 1‘ 3| 5 3‘ 4
I2 6I

Tabela 2.2: Classificagao de Kodaira para fibras singulares

Se a caracteristica do corpo k é diferente de 2 ou 3, ja vimos que equacao de Weierstrass assume
uma forma mais agradavel, a saber:

v =1 +Ax+ B, ABck.

Com essa simplificagdo podemos determinar o tipo de fibra singular considerando apenas a valori-
zagao dos coeficientes A e B juntamente com a do discriminante A. Supondo que v(A) =n > 0,
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tem-se que o tipo de fibra singular pode ser identificada a partir da Tabela 2.3.

Além disso, temos a seguinte relacao:

fibra singular

" Componentes da\ | v(A), no caso multiplicativo;
v(A) — 1, no caso aditivo.

Exemplo 2.3.1. Considere a superficie eliptica sobre P!(k) dada pela equagio Weierstrass
E = +tz+2(t+1).

A fim de determinar as fibras singulares em &, primeiro calculamos o discriminante da equacao de
Weierstrass
A = —16t3(3t + 1)*(3t + 4).

Assim, as fibras singulares estao acima dos pontos onde A se anula, isto é, ¢t = 0, t = —1/3 e
t =—4/3. Quando t = 0 temos que v;(A) = 3, v:(A) =1 e v,(B) = 2, portanto, de acordo com a
Tabela 2.3, a fibra singular é de tipo I/1. Para t = —1/3 segue que v41/3)(A) = 2, v41/3(A) =0
e Vr1/3)(B) = 0; consequentemente a fibra singular é de tipo I;. No caso em que t = —4/3 as
valorizacoes sao dadas por viyass)(A) = 1, vrass)(A) = 0 e v1a/3)(B) = 0, logo de acordo com
a Tabela 2.3, temos uma fibra singular de tipo I;. Por fim, para t = oo efetuamos a seguinte
mudanca de variaveis:

tes1/s, o x/s? ysy/sd

Obtendo de acordo com (2.1.2) os seguintes valores,

A= —48s%(s +1)*(4s+3), A'=s*e B =s’(s+1)(s* —s+1).
Isso resulta que v5(A') = 6, vs(A’) = 3 e vs(B’) = 3; ha portanto uma fibra de tipo .

2.4 Reticulado de Mordell-Weil

2.4.1 Reticulados

Seja L um Z-mddulo livre de posto finito. Um pareamento bilinear simétrico

<'a'> L x L _>Q7 (xay) = <xay>
¢ dito ndo-degenerado se para cada x € L\{0} existir um y € L tal que (z,y) # 0.

Definicao 2.4.1. O Z-mdédulo L juntamente com o pareamento bilinear simétrico ndo-degenerado
(-,+) é chamado reticulado.
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Tipo de fibra

<
—~
s
~—
I~
~—~
Sy
~—

0 >0

I,(n>0) 0 0
17 >1 1
177 1 > 2
v > 2 2

) 2 >3
.
I*_o(n > 6) 2 3
A% >3 4
11T >3 >95
v >4 D

Tabela 2.3: Valorizagdo dos coeficientes da equagao de Weierstrass por [9].

No caso em que o pareamento assume apenas valores inteiros, isto é (-,-) : L X L — Z, dizemos
que o reticulado ¢ integral.

Sejam L um reticulado e {&i,...,&.} uma Z-base de L. Dados z,y € L, podemos escrever
v =30 & ey =34 B, com a;, f; € Z. Portanto obtemos uma forma bilinear

<xT,y>= Z Z Oélﬁj(éu £]>7
j=1i=1
a matriz Gy = ((§;,¢;)) é chamada matriz de Gram de L com respeito a base {;}.

Definicao 2.4.2. O determinante det L do reticulado L ¢é definido pelo valor absoluto do determi-
nante da matriz de Gram Gp,.

Observagao 2.4.3. O determinante do reticulado L nao depende da escolha de base.

Um reticulado L é definido-positivo se

(x,x) > 0 para todo z € L, com z # 0,

de maneira equivalente, se a matriz de Gram ¢ definida-positiva. Analogamente definimos reticu-
lado definido-negativo.

Um subreticulado 7" de L é um submédulo de L tal que a restricdo do pareamento (-,-) a
T x T é nao-degenerado. Se um subreticulado 7" tem indice finito em L, entdo temos a seguinte
relagao:

detT =det L-[L:T)>. (2.4.1)

Definicao 2.4.4. Um reticulado L € dito par se (x,x) € 27 para todo x € L. Se det L =1 entao
o reticulado L é chamado unimodular.
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O dual de um reticulado L, denotado por L*, é um reticulado definido por

L"={xe L®Q: (r,y) € Z para todo y € L}.

Valem as seguintes igualdades:

[L*: L] = det L, (2.4.2)
det L* = 1/det L. (2.4.3)

2.4.2 Os grupos de Néron-Severi e Mordell-Weil

Quando trabalhamos com uma superficie eliptica £, definida de acordo com a secao 2.2, pode-
mos definir o grupo de Néron-Serevi de € por

NS(&)=D(€)/=,
onde D(&) denota o grupo de divisores de £ e = a equivaléncia numérica.

Observagao 2.4.5. Essa definicao é valida, pois em uma superficie eliptica, a equivaléncia numé-
rica coincide com a equivaléncia algébrica. Uma prova desse resultado pode ser vista em [11].

Shioda mostrou em [11] que NS(E) é um grupo finitamente gerado e livre de tor¢ao. Nesse
caso denotamos o posto de NS(E) por p(E).

Nossos préoximos passos vao na dire¢ao de exibir uma relacao entre os grupo de Néron-Severi
NS(E) e o grupo de Mordell-Weil MW (E). Mas antes vamos fixar as notagoes que utilizaremos a
partir de agora. Se w: £ — C' é uma superficie eliptica denotaremos por:

F, afibra 7—!(v) sobre v € C;

O  a secdo neutra;

m, o numero de componentes da fibra F;

R os pontos de C' abaixo das fibras redutiveis, isto é, R = {v € C' | F, é redutivel};
©,,0 a componente de F, que intersecta a secao neutra, a componente zero de Fi;
©,; as outras componentes de F,, com i € {1,...,m, — 1}.

Definigao 2.4.6. O subgrupo T' de NS(E) gerado pela se¢io neutra e as componentes das fibras é
chamado de subgrupo trivial.

Como duas fibras sao numericamente equivalentes, basta considerar uma fibra geral F' e as
componentes que nao intersectam a segao neutra. Assim, se T, = (0,;;1 <7 <m, — 1) podemos
escrever T C NS(E) como a soma

T=(0,F)PT..

vER
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Proposicao 2.4.7. A classe dos divisores de {O, F,0,;;v € R, <i<m,—1} forma uma Z-base
de T'. Em particular,

posto(T) =2+ Y (m, — 1).

Demonstragio. Veja ([11], Proposi¢ao 2.3, p.216). ]
O resultado que faz a conexao entre os dois grupos € o

Teorema 2.4.8. (Shioda-Tate) Seja T o subgrupo trivial de NS(E). Entdo o mapa P+~ P mod T
define um isomorfismo

MW (E) = NS(E)/T.
Demonstragio. Veja ([11], Teorema 1.3, p.214). O

Se r é o posto do grupo de Mordell-Weil da superficie eliptica £, entao pelo teorema anterior
temos que
r = p(€) — posto(T),

mas pela Proposicao 2.4.7 segue que

r=p&)—2-> (m,—1). (2.4.4)

vER

Essa igualdade é chamada férmula de Shioda-Tate.

2.4.3 Os reticulados de Néron-Severi e de Mordell-Weil

Dada uma superficie eliptica £, vimos na secao anterior que o grupo de Néron-Severi de &£ é
finitamente gerado. Shioda em [11] mostrou que o pareamento de interse¢do, descrito na segao
1.3, é nao-degenerado. Assim, o par (NS(E);-) define um reticulado chamado reticulado de
Néron-Severi.

O Teorema 2.4.8 nos diz que o grupo de Mordell-Weil MW (E) é isomorfo ao grupo quociente
NS(E)/T. Com isso, vamos incorporar MW (E) em NS(E) @ Q para definir um pareamento em
MW (€). Comegamos destacando o seguinte resultado:

Teorema 2.4.9. Eziste um tunico homomorfismo ¢ : MWW (E) — NS(E) ® Q tal que

~
S
=

I

(P) mod (T ®Q);

2. ¢(P)LT.

Além disso, temos que ker o = MW (E)4or, onde MW (E)ior € 0 grupo de tor¢ao de MW (E).

Demonstragio. Veja ([11]; Lema 8.1 e 8.2, pg.226-227).
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Teorema 2.4.10. Para todo P,Q € MW (), seja

(P,Q) = =(¢(P) - ¢(Q))- (2.4.5)

Entdo isso define um pareamento bilinear simétrico em MW (E), que induz uma estrutura de

reticulado definido-positivo em MW (E)/ MW (E)ior-
Demonstragao. veja ([11], Teorema 8.4, p.227). O

Definigao 2.4.11. O pareamento (2.4.5) no grupo de Mordell-Weil MW (E) é denominado pare-
amento de altura ¢ o par (MW (E)/ MW (E)ior, (+,+)) € chamado de reticulado de Mordell-
Weil.

A férmula explicita do pareamento altura, de acordo com ([11], Teorema 8.6, p.228), tem a
seguinte forma:

<P7Q> :X+<PO>+(QO) - (PQ> - ZCOTLW‘U(P,Q),
vER
onde y é a caracteristica de Euler da superficie, (P - O) o nimero de interse¢ao das segoes P e O,
analogamente para (@ - O), (P - Q) e o termo contr,(P, Q) representa a contribuigao local em
v, de acordo com a intersecao de P e () com a fibra F),: se P intersecta a componente O,; e () a
©,,;, entao o termo de contribuicao local é dado por

—(Ay )y, sei>1,7>1

v

0, caso contrario

contr,(P,Q) = {

sendo (A, 1);; a (i, j)-entrada da matriz inversa de A, = ((O,,; - Oy ;) 1<ij<my—1-

A seguir vamos exibir os valores explicitos das contribui¢oes locais para cada tipo de fibra
singular. Mas antes, assumiremos as seguintes convengoes:

0 < i < j, se necesséario realize uma troca entre P e Q);

« Para uma fibra do tipo I,, numeramos ©; = ©,,; (i =0, 1,...,n — 1) ciclicamente;

« Para uma fibra do tipo I} numeramos ©; = 0,, (i = 0,1,...,n 4+ 4) de modo que as quatro
componentes simples sejam Oy, 01,0, e O3 e O e Oy intersectem a mesma componente.

o Para outras fibras aditivas, apenas numeramos Oy para ser a componente que intersecta a
secao neutra.

Observagao 2.4.12. A caracteristica de Euler xy é um invariante topologico da superficie. Para
nossos objetivos basta sabermos a propriedade descrita na Proposicao 2.4.13. Para mais detalhes
consulte ([10], Secao 5.12).
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Tipo de fibra 1= 1< g

L(n>1) z(nn— 1) z(nn— 7)
p {1@::1 {1/1@::1
n 14+n/4,i=2,3 1/2+n/4,i =2
TIT 1/2 :
TIT 3/2 -
v 2/3 1/3
v 4/3 2/3

Tabela 2.4: Contribuigoes locais para fibras singulares por [11].

Vamos agora definir um importante subgrupo de MW (E), que serd denominado grupo es-
treito de Mordell-Weil, sendo definido da seguinte maneira:

MW ()" = {P € MW (&) : P intersecta O, para todo v € R}.

Esse subgrupo é livre de torgao e tem indice finito em MW (E). Visto como um reticulado em
relacdo ao pareamento altura, é um reticulado integral positivo-definido chamado reticulado
estreito de Mordell-Weil (veja [11], Teorema 8.7, p.229). Além disso, temos a seguinte relagao:

det MW (E)° = det NS(E) - [MW(E) : MW (E)°)?/det T. (2.4.6)

2.4.4 Resultados para superficies elipticas racionais

A partir de agora vamos aplicar os resultados gerais desenvolvido anteriormente ao reticulado
de Mordell-Weil de superficies elipticas racionais. Estes resultados serao fundamentais para o que
vamos desenvolver no préximo capitulo.

Proposicao 2.4.13. Seja £ uma superficie eliptica racional. Entdo:
(a) A caracteristica de Euler x de £ € igual 1.
(b) O reticulado de Néron-Severi NS(E) é unimodular (isto é, det NS(E) = 1) de posto p(€) = 10.

Demonstragio. Veja ([11], Lema 10.1, p.234). ]
O fato de N.S(€) ser unimodular para uma superficie eliptica racional £, implica que o reticulado
de Mordell-Weil MW (E)/ MW (€)or € isomorfo ao dual do reticulado estreito de Mordell-Weil
MW (E)? (consulte [11], Teorema 9.1, p.232). Com isso, se supormos MW () livre de torcio,
teremos MW (E) = (MW (E)°)* e pelas igualdades (2.4.2) e (2.4.3) segue que:
[MW(E) : MW (E)°] = det MW (£)® e det MW (E) = 1/det MW (E)°.
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Substituindo na expressao (2.4.6) chegamos na seguinte igualdade:

det MW (E) = 1/det T (2.4.7)

A partir dessa ultima expressdo, obtemos uma maneira de verificar se um dado conjunto de
elementos do reticulado de Mordell-Weil MW (&) é um conjunto de geradores. De fato, se G é um
subreticulado de MW (E), por conta de (2.4.1) e (2.4.7) temos que:

MW (E) : G)?
det T

Agora, G é um conjunto de geradores de MW (&) se, e somente se, [MW () : G] = 1. Portanto,
G é um conjunto de geradores de MW (E) se, e somente se,

det G =

detG = 1/detT. (2.4.8)

Finalizamos esta secao, observando que o posto de uma superficie eliptica racional estd com-
preendido entre 0 e 8 (veja [10], Lema 7.6, p. 144). A classificagdo das possiveis configuragoes
das fibras singulares em uma superficie eliptica racional com relacao ao seu posto foi exposta por
Persson em [7]. Sao 354 configuragoes combinatorialmente possiveis, sendo que a maioria dos ca-
sos efetivamente ocorrem. Nessa dissertagdo vamos concentrar no caso de posto 3, dessa forma,
temos 57 configuragoes possiveis. Daremos a construcao explicita para superficie eliptica racional
de posto 3 como uma unica fibra redutivel de tipo Is. Assim, as seguintes configuragdes podem
ocorrer: (IG 3[]), (_[6 211 2[1), (IG 11 4[1) e (I6 6[1)
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Capitulo 3

Construcao de Superficies Elipticas

Racionais de posto 3 com uma unica
fibra de tipo I

O objetivo desse capitulo é demonstrar o Teorema 3.5.1, que nos diz que qualquer superficie
eliptica racional com posto de Mordell-Weil igual a 3 e com uma tnica fibra redutivel de tipo I,
pode ser obtida a partir de um pencil de cibicas especifico construido na secao 3.3. Até onde
sabemos, esse é o primeiro resultado dessa natureza para superficies elipticas racionais com posto
3. Iniciamos o capitulo com consideragoes gerais sobre fibras redutiveis nessa superficie, para na
secao 3.2, abordamos o caso particular da fibra de tipo Ig. As duas tltimas seg¢oes sao destinadas
as construgoes e a demostracao do teorema em questao.

3.1 Fibras redutiveis em superficies elipticas com posto 3

Seja £ uma superficie eliptica racional com posto de Mordell-Weil igual a 3. Vimos na Pro-
posigao 2.4.13 que o grupo de Néron-Severi NS(E) tem posto 10. Assim, usando a férmula de
Shioda-Tate (2.4.4) podemos concluir que as contribuigées locais das fibras redutiveis sdo dadas
por

> (my—1)=10-3-2=5.
vER

Com isso, somos capazes de determinar quais valores de m, podem ocorrer; sendo eles:

1. m, = 6: uma Unica fibra redutivel com 6 componentes;

2. my, = 2 e m,, = 5 duas fibras redutiveis, uma fibra com 2 componentes e outra com 5
componentes;

3. my, =3 em,, = 4: duas fibras redutiveis, uma fibra com 3 componentes e outra com 4
componentes;
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4. my, =4 em,, =m,, = 2: trés fibras redutiveis, uma fibra com 4 componentes e outras duas
com 2 componentes;

5. my, =2 em,, =m,, = 3: trés fibras redutiveis, uma fibra com 2 componentes e outras duas
com 3 componentes;

6. my, = 3 € my, = my,, =m,, = 2: quatro fibras redutiveis, uma fibra com 3 componentes e
outras trés com 2 componentes;

7. My, = -+ =m,, = 2: cinco fibras redutiveis com 2 componentes.

Shioda e Oguiso em [5] fornecem um importante resultado que nos ajuda a compreender os
casos que acabamos de listar. Vamos enuncia-lo apenas para posto de Mordell-Weil igual a 3.

Teorema 3.1.1. Seja & uma superficie eliptica racional com posto de Mordell-Weil igual a 3.
Entdo o reticulado trivial T, o reticulado estreito de Mordell-Weil MW (E)° e o reticulado de
Mordell-Weil MW (E) sao dados pela sequinte tabela.

T det T MW (E)° MW (€)
As 6 Ay ® A A @ A
D; 4 A Al
4 -1 1 e
Ay® AL 10 A BT
1 -1 2 -1 3 7
Di®A 8 AP3 A3
2 0 -1 L (712
A3 @ Ay 12 0 2 -1 |17 2
-1 -1 4 2 2 4
AF? o Ay 18 Ay @ (6) A; @ (1/6)
As @ AP? 16 A, AL DL)27
As @ AY? 16 AP & (4) A o (1/4)
HeA® u aell ‘f) TG
APP 32 AP3 AP D Z)27

Observacao 3.1.2. Os simbolos A; e D; que aparecem no Teorema 3.1.1 representam diagramas
de Dynkin. Esses diagramas definem uma estrutura de reticulado definido-negativo e se relacionam
com os tipos de fibra redutivel da seguinte forma:

Tipo de fibra | I,(n>1) | Ix(n>0) | 11T | IV | II* | I1I* | IV*
Diagrama de Dynkin‘ A, ‘ D,y ‘ A ‘ A, ‘ FEg ‘ E- ‘ E¢

Para detalhes mais abrangentes sobre esse conceito, veja a segdao 5.5 de [10].
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Dessa forma, temos as seguintes correspondéncias:

e T = As : uma tnica fibra do tipo Ig;

o T'= Ds5: uma tnica fibra do tipo I7;

o T'=A4® Ay: uma fibra do tipo I5 e outra do tipo I ou I11;

e T'=D,® Ay: uma fibra do tipo [ e outra do tipo Iy ou I11;

o T = A3® Ay: uma fibra do tipo I e outra do tipo I3 ou IV

o T = As® AP?: duas fibras do tipo I ou I1] e uma do tipo Iy;

o T =A3?® Ay: duas fibras do tipo I3 ou IV e uma do tipo I, ou I11;

o« T=A,® AP3: uma fibra do tipo I3 ou IV e trés fibras do tipo I, ou I11;

o T = AP cinco fibras do tipo I, ou I11.

3.2 Uma unica fibra redutivel

Na segao anterior discutimos as possiveis configuracdes para uma superficie eliptica racional
com posto de Mordell-Weil igual a 3. Observamos que existem apenas duas possibilidades para
fibras redutiveis com 6 componentes, a saber, Is ou I;. Nesse trabalho, vamos nos restringir ao
caso de uma unica fibra do tipo Ig.

Lembramos ao leitor que existe uma correspondéncia entre pencil de ctibicas em P?(k) e uma
superficie eliptica racional. De maneira mais precisa, fazendo o blow up nos nove pontos de base
de um pencil de cubicas, obtemos uma superficie eliptica racional. Reciprocamente, dada uma
superficie eliptica racional obtemos um pencil de ctubicas fazendo o blow down nove vezes. Essa
correspondéncia fornece uma relacao especifica, que associa cada fibra da superficie eliptica racional
a um membro especifico do pencil, cuja imagem apds os blow ups é exatamente essa fibra.

Seja p um ponto de base do pencil de ctbicas A, com multiplicidade m, = d. A fim de obtermos
a fibra correspondente a um membro C' em A, executamos os seguintes passos:

Passo 1: Se m, > 0, realize o blow up no ponto de base p; caso contrario pare.

Passo 2: Atribua a multiplicidade de p/, que é a imagem de p na transformada propria C’
de C', o valor d — 1;

Passo 3: Facam p’ = p, ¢! = C e recomece o procedimento do Passo 1.
Exemplo 3.2.1. Neste exemplo, vamos mostrar em detalhes como obter a fibra correspondente

a um membro do pencil de ctbicas A, utilizando o algoritmo acima. FKEsse procedimento serd
empregado com frequéncia no decorrer do trabalho.
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Suponha que o pencil de ctibicas A contenha um membro R dado pela unido de trés retas e
apenas um (entre os trés) pontos de intersecao das retas é um ponto de base com multiplicidade
4, que denotaremos pg. Suponha também, que os outros cinco pontos de base p; de A tenham
multiplicidade 1. Uma vez que a multiplicidade de py ¢ 4, uma das reta que compoem R, digamos
r, é tangente a todas as cubicas lisas do pencil em pg. A configuracao dos pontos de base na ctbica
R pode ser visualizada na Figura 3.1.

Ao realizarmos o primeiro blow up no ponto py, a imagem p} de py serd um ponto de intersegao
entre a transformada estrita r! de r e o divisor excepcional E; proveniente do blow up (nessa
etapa F; é uma (—1)-curva). A transformada prépria R de R é dada pela transformada estrita
de R juntamente com o divisor excepcional E; acima de py. Realizando o blow up no ponto pj,
a imagem p? de p} serd um ponto de intersegao entre a transformada estrita r* de r! e o divisor
excepcional E, acima de pj (nessa etapa E, é uma (—1)-curva e a imagem de E; é uma (—2)-curva,
que também denotaremos por Ej). A transformada prépria R* de R'™ ¢ dada pela transformada
estrita de R™ juntamente com o divisor excepcional Fy. Fazendo o blow up no ponto p3, a imagem
ps de p? ¢ um ponto na curva excepcional F3 (nessa etapa E3 é uma (—1)-curva e a imagem de
Ey é agora uma (—2)-curva, que denotaremos novamente por Fy). A transformada prépria R3* de
R?* é dada pela transformada estrita de R?* juntamente com o divisor excepcional Es.

Nessa altura, todas as imagens dos pontos de base p{ através dos blow ups tém multiplicidade
1 (vide Figura 3.2). Desse modo, o blow up em cada um desses pontos nao altera a configuragao
da fibra, apenas fornece uma (—1)-curva P; intersectando transversalmente a componente da fibra
onde cada ponto p; se encontra. Vale observar que ao realizamos o blow up no ponto pj, a curva
Es5 passa a ser uma (—2)-curva. A configuragao final da fibra de tipo I obtida no procedimento é
dada conforme a Figura 3.3.

Ps3
P4

P1 Ps

r

Po \

Figura 3.1: Configuracao dos pontos de base na cubica R.
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o o p4 E2
pé ® P
P3¢ p3 1
p% ® ng
1 p 2
r 1 r
Po ne/

Figura 3.2: Configuracoes dos pontos de base em cada blow up.

Py P

Figura 3.3: Configuragao das (—1)-curvas acima dos pontos de base.

Dada uma superficie eliptica racional de posto 3 com uma tunica fibra redutivel de tipo I,
veremos a seguir quais sao os possiveis pencils de ctibicas planas em correspondéncia com ela.

Proposicao 3.2.2. Se £ € uma superficie eliptica racional de posto 3 com uma fibra do tipo Ig.
Entao o pencil de cubicas deve conter um membro com uma das sequintes configuracoes:

1. Uma cubica nodal, cujo ponto singular é um ponto de base com multiplicidade 6.
2. Uma cubica redutivel dada pela unido de uma conica irredutivel e uma reta, de modo que:

(a) Os pontos de intersecao da reta e a conica sdo ambos pontos de base com multiplicidade
3, ou

(b) Um ponto de intersecio da reta com a conica é ponto de base com multiplicidade 4 e o
outro com multiplicidade 2, ou

(c) Apenas um ponto de interse¢io é ponto de base com multiplicidade 5.

3. Uma cubica redutivel dada pela unido de trés retas, tal que:
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(a) Os pontos de intersegio das retas duas a duas sao pontos de base com multiplicidade 2,
ou

(b) Um dos pontos de interse¢io nao é ponto de base, enquanto os outros dois sio pontos
de base com multiplicidade 2 e 3, ou

(¢c) Um ponto de intersecao é ponto de base com multiplicidade 4 e 0s outros ndo sao pontos
de base.

Demonstragio. As (—1)-curvas da superficie sdo segoes da fibragao eliptica, de modo que, o pro-
cesso de blow down se inicia com a contracao de uma se¢do. A componente da fibra Is que a
secao contraida intersectava se transforma em uma (—1)-curva. Ao contrairmos essa componente,
obtemos um ciclo com cinco curvas racionais que se intersectam transversalmente, exceto em um
ponto que terda multiplicidade 2, as componentes adjacentes a componente contraida sao agora
curvas de auto-intersecao —1. Nesse momento, pode ser que exista uma outra secao intersectando
uma componente distinta das que sdo (—1)-curvas. Desse modo, temos duas possibilidades de
curvas na qual podemos contrair.

Caso 1: Contraindo uma das componentes que sao (—1)-curva, obtemos um ciclo de quatro curvas
racionais com um ponto de intersecao com multiplicidade 3, assim uma das componentes
ligada a essa curva se torna uma (—1)-curva.

Caso 2: Contraido a segdo, a componente na qual ela intersectava se transforma em uma (—1)-
curva, que ao ser contraida, gera um ciclo de quatro curvas racionais com dois pontos
de intersecao com multiplicidade 2. Neste caso, ao menos duas curvas desse ciclo sao
(—1)-curvas.

Continuando esse processo, teremos outras duas possibilidades ligadas aos casos anteriores, que
sao:

Caso 1.1: Contraindo a (—1)-curva obtida no primeiro caso, obtemos um ciclo de trés curvas
racionais com um ponto de intersecao com multiplicidade 4 e com umas das curvas
presente no ciclo sendo uma (—1)-curva.

Caso 2.1: Contraindo uma das (—1)-curvas obtida no segundo caso, obtemos um ciclo de trés
curvas racionais com um ponto de intersecao com multiplicidade 2 e outro ponto de
interse¢ao com multiplicidade 3, onde ao menos uma das curvas é uma (—1)-curva.
Existe ainda a possibilidade, que no caso 2, uma se¢ao intersectava a (—2)-curva que
compde o ciclo, de modo que ao contrai-la, essa curva passa ser uma (—1)-curva.
Assim, contraindo essa curva obtemos um ciclo de trés curvas racionais cujos os pontos
de intersecao tem multiplicidade 2.

Dando seguimento a esse processo, vamos obter todos os casos listados no enunciado da pro-
posicao. O diagrama abaixo ilustra cada passo do processo.
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AANVN
xealts

1

Tabela 3.1: Possibilidades de contragoes de uma fibra redutivel de tipo Ig.
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3.3 Pencil de cibicas com posto 3

Nesta segao vamos construir pencils de ctbicas em P?(k) que induzem superficies elipticas
racionais com posto de Mordell-Weil igual a 3 com uma tnica fibra redutivel de tipo Is. As
construgoes se baseiam nos casos abordados na Proposicao 3.2.2, através delas vamos exibir um
sistema de geradores para os grupos de Mordell-Weil correspondente a cada superficie. Mas antes
introduzimos a seguinte definicao.

Definicao 3.3.1. Sejam C' e D duas curvas projetivas. O conjunto P dos pontos intersecio de C'
e D esta em posigao geral se quaisquer trés pontos em P sao nao colineares e seis pontos em P
nao estao em wma mesma conica.

Observacao 3.3.2. A defini¢do acima se estende a conjuntos contendo pontos infinitamente pro-
ximos. Por exemplo, se p e p’ sdo pontos infinitamente proximos em C'N D, entao a reta passando
por p e p' ndo pode conter outros pontos de P, ou ainda, qualquer conica passando por p e p/,
contém no maximo mais trés pontos de P.

Em cada construcao a seguir, vamos supor:

Hipétese [H]: O conjunto P dos pontos de base do pencil, exceto pelas relagoes entre os pontos
expostas na construcao, esta em posicao geral.

Construgao 1. Seja F uma cubica plana nao-singular. Tome uma reta r; no plano de modo
a intersectar a cubica F em trés pontos distintos pg,p1 € ps. Seja ry a reta passando por py e
intersectando E em outros dois pontos distintos p3 e py,. Tome a reta rs que passa por ps e py €
intersecta a cibica £ em um novo ponto ps. Por fim, considere o pencil de ciibicas A dado por
tE + u(rirors) = 0, onde (¢ : u) € P1(k).

Afirmacao 1. A cubica R = riryors € a unica redutivel em A.

Demonstragio. Seja C' uma cubica redutivel em A, entao C' é constituida de uma conica @), pos-
sivelmente redutivel, e uma reta r. Suponha que @ seja irredutivel. Como existem trés pontos de
base com multiplicidade 2, entdo @) deve tangenciar F em pelo menos um ponto p;, i € {0,2,4}.
Considere inicialmente que () tangencia E em apenas um ponto. Sem perda de generalidade,
podemos admitir que o ponto de tangéncia é py. Desse modo, temos as seguintes possibilidades:

1. pi ¢ Q, i€ {2,4}. Como ps e py sdo pontos de base com multiplicidade 2, a conica @ deve
passar ao menos por um desses pontos. Dessa forma, r deve tangenciar F em p; e passar por
Pe—i, 0 que contraria a Hipdtese [H].

2. pa,ps € Q. Uma vez que, py e py sao pontos de base com multiplicidade 2 e () tangencia E
apenas no ponto pg; a reta r deve passar pelos pontos ps e py. Assim, r = r3, 0 que é um
absurdo, pois quaisquer duas cubicas em A tém como pontos de intersecdo apenas os pontos
de base.
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Portanto, () é redutivel ou @) tangencia F em mais de um ponto. Suponha que ) é irredutivel
e tangencie F em dois pontos. Suponha, sem perda de generalidade, que esses pontos sejam py
e py. Pela Hipdtese [H], a conica @) s6 pode passar por mais um ponto de base. Uma vez que
Do, P3 € P4 Sa0 colineares entao () nao contém ps, logo r deve passar por p3 e por pelo menos mais
dois pontos de base distintos de py e p4, levando-nos a um absurdo. Sendo assim, () irredutivel
implica que @ deve tangenciar F nos pontos pg, p2 € py, mas isso contraria a Hipétese [H]. Desse
modo concluimos que ) é redutivel. Com isso, C' é constituida de trés retas e pelas relagoes de
colinearidade dos pontos de base dadas na Construcao 1, temos que C' = R. O

Ao realizarmos o blow up de P?(k) nos pontos de base de A, verificamos que R corresponde a
uma fibra do tipo I na superficie eliptica racional. Como R é a tnica ctubica redutivel em A e nao
existem cubicas com singularidades nos pontos de base, temos que a fibra correspondente a R é a
tnica redutivel na superficie eliptica. Se denotarmos por Py, ..., P5 as (—1)-curvas obtidas ap6s o
blow up nos pontos py, ..., ps (suas imagens pelos blow ups serdo denotadas pelas mesmas letras)
e fixarmos Py como a secao neutra. Ao numerarmos as componentes da fibra Ig no sentido anti-
horario, podemos constatar que as interse¢oes entre as componentes da fibra e as curvas Py, ..., Ps
sao dadas conforme a figura abaixo.

P3 D4
blow up
< Do o 9 D5
P
p1 b2
Py Py
blow up
b 2
D5
b3 b3
blow up &
Py P
Po P2 Do D2
4 D1 R

Figura 3.4: Configuragdo das curvas excepcionais acima dos pontos de base do pencil conforme a
Construcgao 1.

Se P e @) sao elementos no grupo de Mordell-Weil da superficie associada a A, supondo que
P intersecta a componente 6; e ) a componente ©;, com ¢ < j, entao a contribuigao da fibra Ig
para (P, Q) é dada, de acordo com a Tabela 2.4, por

i(6 —J)

contr(P, Q) = 5

(3.3.1)
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Usando a féormula de contribuicao que acabamos de mencionar, temos que

5/6 2/3 1/6 1/3 1/2
2/3 4/3 1/3 2/3 1
(contr(P;, P}))i; = | 1/6 1/3 5/6 2/3 1/2]|, 4,5 € {0,---,5}.
1/3 2/3 2/3 4/3 1
12 1 1/2 1 3/2

Uma vez que a curva P; nao intersecta P; para ¢ # j, a férmula explicita do pareamento de
altura (2.4.5) mostra que para quaisquer 7, j > 1:

2 — contr(FP;, P;), se i = j;
(PP} = X~ (B Py) — contx(P, P,) = o, et =
1 — contr(P;, P;), se i # j.
Considerando os pontos Py, P, e P3, a matriz altura associada a esses pontos, isto é, a matriz
cujas as entradas sao dadas pelas alturas (P, P;), com 7,5 € {1,2,3}, assume a seguinte forma:

7/6 1/3 5/6
A=|1/3 2/3 2/3
5/6 2/3 7/6

O determinante da matriz A é igual a 1/6 e pelo Teorema 3.1.1 coincide com o niimero 1/det T'.
Assim, por (2.4.8) temos que P;, P, e Py geram todo o reticulado de Mordell-Weil de £.

Construcao 2. Seja E uma cibica plana nao-singular. Dado um ponto ps em FE, denote por rq
a reta tangente a £ em p,. Logo existe um outro ponto py tal que r; intersecta £ exatamente em
Do € py. Seja ro uma reta passando por py de modo a intersectar a cibica E em outros dois pontos
distintos p3 e ps. Por fim, tome uma reta r3 passando por pg e intersectando a ctubica E em outros
pontos distintos p; e py. Feito isso, considere o pencil de cubicas A dado por tE + u(rirars) = 0,
onde (t:u) € P'(k).

Afirmacao 2. A cubica R = rirars € a unica redutivel em A.

Demonstragdo. Seja C' uma cubica redutivel em A, assim, C' é composta de uma conica (), pos-
sivelmente redutivel, e uma reta r. Suponha que ) seja irredutivel e ndo tangencia a ctbica E.
Como os pontos py e ps sao pontos de base com multiplicidades 2 e 3 respectivamente, a conica ()
deve passar por esses pontos e a reta r deve tangenciar £ em p, passando pelo ponto py, ou seja,
r = ry. Mas isso é um absurdo, pois quaisquer duas cibicas em A tém como intersecdo apenas
os pontos de base. Sendo assim, () irredutivel implica que ) deve tangenciar £ em py ou py.
Inicialmente assuma que () tangencie E apenas no ponto pg. Como ps é um ponto de base com
multiplicidade 3, entdo r deve tangenciar F em py. A Hipdtese de E ser nao-singular nos garante
que existe uma tunica reta tangente em py, logo r = r; e temos novamente um absurdo. Se @)
tangencia F/ apenas no ponto p4, temos duas possibilidade:

1. po € Q. Com isso, a reta r deve passa por py e py € consequentemente r = r; o que é um
absurdo;
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2. po ¢ (. Diante disso, r deve tangenciar o ponto py e passar por p,;, mas isso contraria a
Hipétese [H].

No caso em que () tangencia E nos pontos pg e pys, temos que a reta r deve intersectar transversal-
mente F em py, logo r deve conter os pontos ps e ps e portanto r = ro que é um absurdo. Agora,
se @ é tal que (E - Q),, = 3, entdo temos os seguintes casos a considerar:

1. po ¢ Q. Desse modo, a reta r deve tangenciar py e pela Hipdtese [H] nao pode conter

nenhum outro ponto de base. Logo () deve passar por ps, ps € ps, mas isso € um absurdo com
a irredutibilidade de Q).

2. po € Q. Nesse caso, pela Hip6tese [H], a conica @) s6 pode passar por mais um ponto de
base. Assim, r deve passar por py e por pelo menos mais trés pontos de base, mas isso é
claramente um absurdo.

Resta-nos o caso em que (E-Q),, =2¢ (E-Q),, = 3. Pela Hipétese [H], @ ndo pode conter
nenhum outro ponto de base e consequentemente, r deve passar pelos pontos pi,ps,p3 € ps, 0
que ¢ um absurdo. Com isso, () é redutivel e C' é constituida de trés retas e pelas relagoes de
colinearidade nos pontos de base dadas na Construcao 2, temos que C = R. [

Realizando o blow up de P?(k) nos pontos de base de A, verificamos que R corresponde a uma
fibra do tipo Ig na superficie eliptica racional. Voltamos a denotar por Fj, ..., P5 as (—1)-curvas
obtidas apds o blow up nos pontos py, ..., ps (suas imagens pelos blow ups serdo denotadas pelas
mesmas letras) e a fixar Py como a se¢do neutra. Ao numerarmos as componentes da fibra Ig
no sentido anti-horario, podemos constatar que as intersecoes entre as componentes da fibra e as
curvas P, ..., P5 sao dadas conforme a Figura 3.5.

Usando a férmula de contribuigao (3.3.1), temos que:

5/6 5/6 2/3 1/3 2/3
5/6 5/6 2/3 1/3 2/3
(contr(P;, P}))i; = | 2/3 2/3 4/3 2/3 4/3], 4,5 €{0,---,5}.
1/3 1/3 2/3 4/3 2/3
2/3 2/3 4/3 2/3 4/3

Considerando os pontos Py, P3 e Py, a matriz altura associada a esses pontos, assume a seguinte
forma:
7/6 1/3 2/3
A=11/3 2/3 1/3
2/3 1/3 2/3

O determinante da matriz A é igual a 1/6 e coincide com o ntimero 1/det T'. Portanto Py, P, e
P3 geram todo o reticulado de Mordell-Weil de £.
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b2
b5 blow up 9P
- [ )
P b3 Po e D3
Po D4 Pa
blow up
b5 D3
D2 D2 D5
n blow up 2 D3
—_—
Po yz: DPo
yZ P’U

Figura 3.5: Configuragdo das curvas excepcionais acima dos pontos de base do pencil conforme a
Construcgao 2.

Construgao 3. Seja E uma ciibica nao-singular. Considere py um ponto de inflexao em E e seja rq
a reta tangente a E em py, assim (E-71),, = 3. Tome uma reta 7y intersectando E em trés pontos
distintos pq,ps e ps. Agora, tome uma reta r3 passando por pg e intersectando E em outros dois
pontos distintos py e ps. Finalmente, considere o pencil de ctbicas dado por tE + u(rirers) = 0,

onde (t: u) € P'(k).
Afirmacao 3. A cubica R = riryrs € a unica redutivel em A.

Demonstragdo. Seja C' uma cubica redutivel em A, entdo C' é dada por de uma conica (), possivel-
mente redutivel, e uma reta r. Suponha inicialmente que @ é irredutivel e (E-Q),, = 1, logo a reta
r deve tangenciar ¥ em py. Mas E é uma cubica nao-singular, sendo assim, a reta tangente a F
em pp ¢ tnica e portanto r = 7y, o que é um absurdo. Dessa forma, @) ¢é redutivel ou (E-Q),, > 2.
Vamos continuar supondo que () é irredutivel, portanto temos os seguintes casos a considerar:

1. (F-Q)y = 2. Nesse caso, r deve tangenciar E em py, pois py ¢ um ponto de base com
multiplicidade 4. Isso nos d4 novamente r = r1, o que é absurdo.

2. (E-Q),, = 3. Diante disso, r deve intersectar transversalmente £ em py, consequentemente
existem outros dois pontos de interse¢ao de r e E. Pela Hipétese [H], esses pontos devem ser
P4 € Ps, assim 7 = r3 levando-nos a um absurdo.

3. (E-Q)p, = 4. Pela Hipétese [H], a conica @) pode passar por apenas mais um ponto de base e
consequentemente r deve passar por quatro dos pontos pq, pa, p3, P4 € ps, 0 que é claramente
um absurdo.
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Sendo assim, @) é redutivel e C' é dada pela uniao de trés retas, logo pelas rela¢oes de colinearidade
descritas na Construcgao 3, temos que C' = R. O

Ao realizarmos o blow up de P?(k) nos pontos de base de A, verificamos que R corresponde
a uma fibra do tipo Is na superficie eliptica racional. Denotando por F,..., Ps as (—1)-curvas
obtidas apds o blow up nos pontos py, ..., ps (suas imagens pelos blow ups serdo denotadas pelas
mesmas letras) e fixando Py como a se¢do neutra. Ao numerarmos as componentes da fibra g
no sentido anti-horario, podemos constatar que as intersecoes entre as componentes da fibra e as
curvas P, ..., P5 sao dadas conforme a figura abaixo.

V2 U1
P3 e
blow up
5 - P
DP1e
Po
blow up
25
blow up P4
—

P3

Po

Figura 3.6: Configuragdo das curvas excepcionais acima dos pontos de base do pencil conforme a
Construcao 3.

Usando a férmula de contribuigao (3.3.1), temos que:

4/3 4/3 4/3 1 1
4/3 4/3 4/3 1 1
(contr(P;, Pj))i; = (4/3 4/3 4/3 1 1 |,4,5€{0,---,5}.
1 1 1 3/2 3/2
11 1 3/2 3/2

Considerando os pontos Py, P, e P, a matriz altura associada a esses pontos assume a seguinte
forma:

2/3 —1/3 0
A=|-1/3 2/3 0
0 0 1/2

O determinante da matriz A é igual a 1/6 e coincide com o ntimero 1/det T'. Portanto Py, P, e
P, geram todo o reticulado de Mordell-Weil de £.
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Construcao 4. Seja E uma ciibica plana nao-singular. Tome um ponto py em E e seja r a reta
tangente a F em py. Entao existe um outro ponto p, tal que r intersecta E exatamente em py e
ps4. Agora, tome uma conica irredutivel ) passando por pg e p4, tangenciando F apenas no ponto
ps. Entao existem pontos pi,ps e p3 tais que os pontos de intersecao de E e () sao dados por
Po, P1, P2, P3 € ps. Considere o pencil de ciibicas A dado por tE + u(Qr) = 0, onde (¢ : u) € P(k).

Afirmacgao 4. A cubica R = Qr € a unica redutivel em A.

Demonstragdo. Seja C' uma ctbica redutivel em A, isto é, C' é composta de uma conica @)’ e uma
reta r’. Como trés pontos de base nunca sao colineares, segue que a conica ' é irredutivel. Assim,
temos os seguintes casos a considerar:

1. (E-Q")y, =2,1€ {0,4}. Como p, e ps sdo pontos de base com multiplicidade 3, a reta 1’
deve intersectar transversalmente E nos pontos py e ps; dai v’ deve conter outro ponto de
base, mas isso é impossivel pois nao existem pontos de bases colineares.

2. (E-Q)p=2e(E-Q)p, , =3,1€{0,4}. Nesses casos, a conica () ndo pode conter nenhum
outro ponto de base. Logo, ' deve passar pelo ponto p; e pelos pontos pi,ps € p3, 0 que é
claramente um absurdo.

3. (E-Q)y, =3,1i¢€ {0,4}. Dessa forma, existem seis pontos (contados com multiplicidade)
em uma mesma conica, mas isso é um absurdo pela Hipétese [H].

4. (E-Q)p=1e(E-Q)p, , =3,1€{0,4}. Assim, a reta 7’ deve tangenciar E no ponto p;.
Como E é nao-singular, a reta tangente nesse ponto é tnica e portanto 7 = r, o que é um
absurdo.

Resta-nos apenas os casos em que a conica )’ tangencia E no ponto p;, i € {0,4}. Dessa forma
r’ deve tangenciar o ponto p; e passar por py_;. No entanto, pela Hip6tese [H]|, ndo existe outro
ponto de base na reta tangente a E em py, logo r’ tangencia £ no ponto pg. Portanto ' =r e a
conica ' deve passar por pg, p1, p2 € p3. Isso nos leva a concluir que Q' = @) e portanto C' = R.
O]

Ao realizarmos o blow up de P?(k) nos pontos de base de A, verificamos que R corresponde
a uma fibra do tipo I na superficie eliptica racional. Denotando por P, ..., Py as (—1)-curvas
obtidas apds o blow up nos pontos py, ..., p4 (suas imagens pelos blow ups serdo denotadas pelas
mesmas letras) e fixando Py como a se¢ao neutra. Ao numerarmos as componentes da fibra g
no sentido anti-horario, podemos constatar que as intersecoes entre as componentes da fibra e as
curvas P, ..., Py sao dadas conforme a Figura 3.7.

Usando a férmula de contribuigao (3.3.1), temos que:

4/3 4/3 4/3 1
4/3 4/3 4/3 1
4/3 4/3 4/3 1
1 1 1 3/2

(COIItI'(.PZ', .P]))l’] = ) 7/7] € {07 e 74}
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Considerando os pontos P;, P, e P, a matriz altura associada a esses pontos assume a seguinte
forma:

2/3 —1/3 0
A=|-1/3 2/3 0
0 0 1/2

O determinante da matriz A é igual a 1/6 e coincide com o nimero 1/detT". Portanto Py, Py e
P, geram todo o reticulado de Mordell-Weil de €.

b3
b Y2
yai
Po
blow up
Py
o1 l
pQ blow up I ¢ P2
¢ D3 O3
b O,
T blow up
P1p2p3
4 ppo 91
blow up b3
’ Y2 O
Po Do ‘
Py

Figura 3.7: Configuragdao das curvas excepcionais acima dos pontos de base do pencil conforme a
Construcao 4.

Construcao 5. Seja E uma cubica plana nao-singular. Tome r uma reta no plano, de modo a
intersectar £ em trés pontos distintos pg, p1 € ps. Agora, suponha que exista uma conica () tal que
(E-Q),, =3, passando por py e contendo outros dois pontos distintos py e ps. Feito isso, considere
o pencil de ctibicas A dado por tE + u(Qr) = 0, onde (¢ : u) € P'(k).

Afirmacgao 5. A cubica R é a unica redutivel em A.

Demonstracdo. Suponha que exista uma outra ciibica C' redutivel em A. Uma vez que os tinicos
pontos de base colineares sao pg, p1 € p4, segue que C = Q'r’, onde @' é uma cdnica irredutivel e
r’ é uma reta. Assim, temos os seguintes casos a considerar:
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. (E-Q")p, = 2. Visto que py é um ponto de base com multiplicidade 4, a reta 1’ deve satisfazer
(E-r"),, =3, mas isso ¢ um absurdo pela Hipétese [HJ.

. (E-Q')p, =2. Com isso, r' deve tangenciar p, e passar por pg, que é impossivel visto que a
reta tangente a qualquer ponto de base nao contém outro ponto de base.

. (E-Q")p, =2,1€{0,4}. Desse modo, a reta 1’ deve tangenciar £ em p,, mas pela Hipdtese
H], 7" ndo pode passar por outro ponto de base. Logo Q' intersecta E em sete pontos
[ pode p p p g p
contados com multiplicidades, o que é claramente um absurdo.

(E-Q)p, =2¢ (E-Q)p, = 3. Pela Hipdtese [H]|, Q' ndo pode conter nenhum outro ponto de
base. Logo 7’ deve passar por p; e conter os outros trés pontos de base, o que é novamente
um absurdo.

. (E- @)y, = 3. Dessa maneira, r" deve passar por py e p4, portanto r’ = r. Como quaisquer
duas cubicas em A se intersectam apenas nos pontos de base, temos um absurdo.

Tendo em vista que esses sao os Unicos casos possiveis, temos que R é o tinico membro redutivel
em A. O

Ao realizarmos o blow up de P?(k) nos pontos de base de A, verificamos que R corresponde

a uma fibra do tipo I na superficie eliptica racional. Denotando por F,..., Py as (—1)-curvas
obtidas apds o blow up nos pontos py, ..., p4 (suas imagens pelos blow ups serdo denotadas pelas
mesmas letras) e fixando P, como a segdo neutra. Ao numeramos as componentes da fibra Ig
no sentido anti-horario, podemos constatar que as intersecoes entre as componentes da fibra e as
curvas P, ..., Py sao dadas conforme a Figura 3.8.

Considerando os pontos P, P, e P,, a matriz altura associada a esses pontos, assume a forma:

7/6 5/6 2/3
A=|5/6 7/6 1/3
2/3 1/3 2/3

Usando a férmula de contribuigao (3.3.1), temos que:

5/6 1/6 1/6 1/3
1/6 5/6 5/6 2/3 .

1/6 5/6 5/6 2/3| "7 € {0,---,4}.
1/3 2/3 2/3 4/3

(contr(F;, P;))i; =

O determinante da matriz A é igual a 1/6 e coincide com o ntimero 1/det T'. Portanto Py, P, e

P, geram todo o reticulado de Mordell-Weil de £.
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y24
P2
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T blow up
b2 ps py
P2
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p1 P4 D1 Py
T blow up
D4 )
D3 D3 D4
D2 blow up P2
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P

Po Po P

J41 M
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Figura 3.8: Configuragdo das curvas excepcionais acima dos pontos de base do pencil conforme a
Construcao 5.

Construcao 6. Seja F uma cubica plana nao-singular. Tome um ponto py em E e suponha que
exista uma conica @ tal que (E - @),, = 4. Entdo existem outros pontos ps e ps tais que @
intersecta F exatamente em py, ps e py. Agora, tome r uma reta passando por py e intersectando
a cubica E em outros dois pontos distintos p; e ps. Por fim, considere o pencil de cubicas dado
por tE 4+ u(Qr) = 0, onde (¢ : u) € P*(k).

Afirmacgao 6. A cubica R = Qr € a unica redutivel em A.

Demonstragcdo. Suponha que exista uma outra ciibica C' em A redutivel. Como os tinicos pontos de
bases colineares sao pg, p1 € pz entao C' é composta por uma conica irredutivel ()’ e uma reta . Uma
vez que py ¢ um ponto de base com multiplicidade 5, a conica ()’ deve satisfazer 3 < (E-Q'),, < 5.
Assim temos os seguintes casos:

1. (E-Q)p, = 3. Neste caso, 1" deve tangenciar £ em p, e nao pode conter nenhum outro
ponto de base. Assim, ) deve conter os pontos pg, p1 , P2, P3 € P4, 0 que € um absurdo.

2. (E-Q)y, =4. Com isso, a reta r’ deve intersectar transversalmente £ em py e logo conter
mais dois pontos de base. Como os tnicos pontos de base colineares sao pg,p; € ps, segue
que ' = r o que é um absurdo, ja que C' N R = {po, p1, P2, P3, D1}
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3. (£-Q)y = 5. Neste caso, pela Hipdtese [H]|, ()’ ndo pode conter outros pontos de base e
consequentemente ' deve passar por pi, pa, p3 € ps, mas isso é¢ um absurdo.

Tendo em vista que esses sao 0s Unicos casos possiveis, R é o tinico membro redutivel em A.

]

Ao realizarmos o blow up de P?(k) nos pontos de base de A, verificamos que R corresponde
a uma fibra do tipo I na superficie eliptica racional. Denotando por F,..., Py as (—1)-curvas
obtidas ap6s o blow up nos pontos py, ..., p4 (suas imagens pelos blow ups serdo denotadas pelas
mesmas letras) e fixando Py como a se¢ao neutra. Ao numerarmos as componentes da fibra g
no sentido anti-horario, podemos constatar que as intersecoes entre as componentes da fibra e as
curvas Py, ..., P, sdo dadas conforme a figura abaixo.

P4
Do
b3 p

T blow up
bo o
P blow up P4
p3
P2 p1 P2 p1
T blow up
Po
blow up Do
2 Y2
p3 p3
P2 ;1 P2 M

Figura 3.9: Configuragdo das curvas excepcionais acima dos pontos de base do pencil conforme a
Construcao 6.

Usando a férmula de contribuigao (3.3.1), temos que:

4/3 4/3 2/3 2/3

4/3 4/3 2/3 2/3| . .

2/3 2/3 56 56| I €10 Ak
2/3 2/3 5/6 5/6

(contr (B3, P;))i; =

20



Considerando os pontos P, P, e P3, a matriz altura associada a esses pontos, assume a forma:

2/3 —1/3 1/3
A=|-1/3 2/3 1/3
1/3  1/3 17/6

O determinante da matriz A é igual a 1/6 e coincide com o nimero 1/det 7. Portanto Py, Py e
P; geram todo o reticulado de Mordell-Weil de £.

Construgao 7. Seja N uma ctbica nodal com ponto singular py. Suponha que exista uma ciibica
nao-singular E tal que (E - N),, = 6. Assim, hd pontos p;,ps e ps tais que E intersecta N
exatamente nos pontos pg, p1, p2 € p3. Considere o pencil uFE +tN = 0, onde (¢ : u) € PL(k).

Afirmacgao 7. A cibica nodal N € o inico membro em A com singularidade em um ponto de base.

Demonstragdo. Suponha que C' seja um membro singular em A, entao C' é redutivel ou uma cubica
nodal. Suponha que C seja uma ciibica redutivel, logo C' é constituida de uma conica () e uma
reta r. Como nao existem pontos de bases colineares, temos que () deve ser irredutivel e satisfazer
4<(E-Q)p, <6. Se (E-Q),, =4, pela Hipdtese [H], @ s6 pode conter mais um ponto de base,
logo r deve tangenciar E em py e passar por outros dois pontos de base, o que ¢ um absurdo.
Agora, se (E-Q),, = 5, @ ndo pode conter nenhum outro ponto de base, assim, r deve passar por
Do, P1, P2 € p3, 0 que ¢é claramente um absurdo. Com isso, C' deve ser uma cubica nodal, mas as
relacoes impostas sobre os pontos de base na Construgao 7 implica que C' = N. O]

Ao realizarmos o blow up de P?(k) nos pontos de base de A, verificamos que N corresponde
a uma fibra do tipo I na superficie eliptica racional. Como N é a unica cibica singular em um
ponto de base e nao existem cubicas redutiveis em A, temos que a fibra correspondente a N é a
tnica redutivel na superficie eliptica. Se denotarmos por P, ..., P; as (—1)-curvas obtidas apds o
blow up nos pontos py, ..., p3 (suas imagens pelos blow ups serdo denotadas pelas mesmas letras)
e fixando Fy como a se¢ao neutra. Ao numerarmos as componentes da fibra Ig no sentido anti-
horario, podemos constatar que as interse¢oes entre as componentes da fibra e as curvas Py, P, e
P; sao dadas conforme a Figura 3.10.

Usando a férmula de contribuigao (3.3.1), temos que:

5/6 5/6 5/6
(contr(P;, P;))i; = | 5/6 5/6 5/6|, 4.5 ¢€{0,---,3}.
5/6 5/6 5/6

Calculando a matriz altura dos pontos P, P, e P3, obtemos:
7/6 1/6 1/6
A=11/6 7/6 1/6
1/6 1/6 7/6

No entanto, o determinante da matriz A nao é 1/6, logo P, P, e P; ndo geram todo o grupo
de Mordell-Weil. Dessa forma, precisamos encontrar um outro elemento em MW (E), de modo
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que, trés entre esse quatro elementos gerem todo o grupo. Afirmamos que a (—1)-curva R dada
pela transformada estrita em £ da reta r passando por py e p; é um elemento que satisfaz esse
requisito. De fato, ao realizarmos o primeiro blow up no ponto pg, a transformada estrita 7 da
reta r é uma curva que passa por p; e intersecta o divisor excepcional F; (que depois vem a ser
©3). O blow up dos outros pontos de base, exceto do ponto p;, nao interfere na curva 7, isto é, a
transformada estrita da curva 7 nas respectivas superficies é isomorfa a 7. Assim, o modo com que
a curva 7 intersecta as componente da fibra redutivel so sofre outra alteragdo quando realizamos
o blow up no ponto p;. Essa mudanca faz com que a nova curva intersecte a secdo P; e continue
intersectando a componente ©,. Veja a Figura 3.11.

V41
V41 p2
Po
blo
P2 kil
Po

T blow up
Po Po
P J41
1 -
Do blow up P2
— pP3
p3

T blow up

Po
Po blow up
Y41 -
P2 p ];2
ps b3

Figura 3.10: Configuracao das curvas excepcionais acima dos pontos de base do pencil conforme a
Construcao 7.

Uma vez que a curva P; s6 intersecta R para ¢ = 1, a férmula explicita do pareamento de altura
(2.4.5) mostra que para quaisquer i > 1:

—2/3, sei=1

(P, Ly =x— (P;- L) — contr(P;, L) = { 13, sei #1

Considerando os pontos P, P, e R, a matriz altura associada a esses pontos, assume a forma:

7/6 1/6 —2/3
B=|1/6 7/6 1/3
—2/3 1/3 2/3
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O determinante da matriz B é igual a 1/6 e coincide o nimero 1/detT. Portanto Py, P, e R
geram todo o reticulado de Mordell-Weil de &.

Figura 3.11: Configuracdo das curvas excepcionais com a (—1)-curva R.

3.4 Exemplos

Nesta se¢ao, vamos apresentar um exemplo explicito para cada construcao descrita na segao
3.3; exibindo as equacgoes de Weierstrass e as configuracoes das fibras singulares das superficies
elipticas associadas as construcoes. Essas informacoes foram obtidas através do sistema algébrico
computacional Magma (veja apéndice A).

Construcao 1

C:zy? —23+2222=0
r:r+3y+42=0
ro:x—y=20
rg:x—2z=0
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Equacao de Weierstrass:

1643 20042 | 92, 14 12816 _ 25285 214444 848 43 136 12 2 4 2
yz 7$3+ 9t 81t + 81t 81x2+ 729t 6561t + 6561t 6561t + 6561t + 6561zf 6561I+
o 3142 4 1 8 1 247 4 136 4 145 1 44
t+3t+36t t+3t+6t+54t+1296t
256 46 256 15 320 44 640 43 80 42 16 4
+ 59049t 19683t + 19683t 59049t + 19683t 19683t + 59049
10 9 548 547 5 46 1 45 1 44
0+ 17+ 12t + 54t + 432t + 1296t + 46656t

Configuragao das fibras singulares: (I 617).

Construcao 2

C:zy>? —a3+222=0
ri:x=0
ro:x—y=0
rs:x—32=0

Equacao de Weierstrass:

s 5 9P+12t 241? 4+ 16t — 16 16t
Yy =a" + x°+ x +
2 —2t+1 t— A3+ 612 — 4t + 17 15 — 615 + 154 — 2063 + 1562 — 6t + 1

Configuracao das fibras singulares: (I I1 417).
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Construcao 3

Po=00__ T3

C:zy? —a®+2x22 =0
r:2=0
ro:x—y=0
rg:x—2=0

Equacao de Weierstrass:

onde:

p(t) = 9t° — 60t* + 136t> — 192t + 144t — 64

q(t) = —648t1° + 4752t — 198721° + 54528t" — 108800t° + 161280¢> — 181248t* 4 151552t —
— 92160t* + 36864t — 8192

r(t) = 11664t" — 93312t'" + 404352t'° — 1175040t + 2522880t° — 4165632t" + 5410816t° —
— 5554176t° 4 4485120t* — 2785280¢% + 1277952t% — 393216t + 65536

Configuragao das fibras singulares: (I 617).
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Construgao 4

C:—zy?+28—a222+222=0
Q:2?>—2xz+9y2=0
ro:r4+y=0

Equacao de Weierstrass:

412 — 12t — 4 —32t3 + 16> + 32t + 16 64t3 + 6t> — 64
Yy =2+ z? + T+
t4 4+ 213 4 ¢2 t8 4 4t7 + 66 4 4¢5 4 ¢4 11+ 610 + 15¢9 + 20t8 + 15t7 4 6t6 4 ¢°

Configuracao das fibras singulares: (Ig 61).

Construcao 5

C
C:_x3+x22+2y3+y2220 pO{: 3174 r /

Q:2*—zy+y*+z2=0

ro 1y =20
Q
Equacao de Weierstrass:
s 3 24t 8t? + 32t — 16 16t% + 64t + 256

Y 4t T S 24 £ 32t £ 167 T 15 4 1265 + 60 + 16065 & 24022 + 192f 1 64

Configuragao das fibras singulares: (Is 617).
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Construcao 6

C:22+yPP+y?2+222=0
Q:2>—xy+vy*+22=0
ro:x—y=20

Equacao de Weierstrass:

s 3 t*—12t  ,  —8t3 +56¢* — 16t + 16 16t* — 96t 4 80t* — 128t — 64
y ="+ x~ + T+
=22 +1 8 — 416 + 6t* — 4t2 + 1 t12 — 610 + 158 — 206 + 15t — 6¢% + 1

Configuragao das fibras singulares: (I 617).

Construgao 7

C:x3+2%y+y*2+222=0
N:x®+ayz+y3>=0

Equacao de Weierstrass:

1 24t + 16 16
y? = 23+ 2

+

—_— 1+ x
22 +2t+1 18+ At7T + 616 + 45 4 t4 t12 4 6111 + 15410 4 20¢9 + 1548 + 617 + 6

Configuragao das fibras singulares: (I 617).
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3.5 Equivaléncias

Nessa tltima se¢ao vamos mostrar que todas as configuragoes de um pencil de ciibica induzindo
uma superficie eliptica racional de posto 3 com uma tnica fibra redutivel de tipo I sao equivalentes.
Na secao anterior, vimos que existem sete configuragoes, demostraremos que qualquer uma pode
ser obtida pela Construgao 1 apds uma transformagao birracional.

Teorema 3.5.1. Seja € uma superficie eliptica racional com posto de Mordell-Weil igual a 3
e MW(E) = A5 @ Aj. Entio £ é uma superficie induzida por um pencil de cibicas como na
Construgao 1.

Afim de provar o teorema utilizaremos a seguinte sequéncia de implicacoes:

N

(5) — (1)
Para uma melhor compreensao da demostragao fixamos as seguintes convengoes:
1. &;: a superficie £ apds a i-ésima contragao;
2. Pij : a imagem da curva acima de p;, na superficie &;;
3. ©): a imagem da componente ©; na superficie Ej;
4. EZ : a imagem da curva F; na superficie &;.

Demonstragio. (4) = (3). Seja £ a superficie eliptica racional induzida por um pencil de ctubicas
conforme (4). Como py é um ponto de base com multiplicidade 3, existem trés curvas acima dele em
E: a (—1)-curva Py e as (—2)-curvas ©g e ©5. Apos contrairmos Py, obtemos uma nova superficie
&1, onde a imagem de O é uma (—1)-curva e logo podemos contrai-la para obtermos uma superficie
&,. Nessa superficie a curva ©%, que é a transformada estrita em & da reta ligando py e py, ¢ uma
(—1)-curva, logo podemos fazer sua contragao obtendo assim a superficie £. Se ©y é a (—2)-curva
sobre py, na qual P, ndo intersecta, entdo ©3 é uma (—1)-curva na superficie £3. Fazendo sua
contracao iremos obter uma superficie £;. Agora, se denotarmos por F; a transformada estrita em
& da reta tangente a F em py, entdo as (—1)-curvas P}, Py, P, P} e E} ndo se intersectam em &;.
Assim, podemos contrai-las para obtermos um pencil de ctibicas como em (3).

Para mostrar que (3) = (2), seja £ a superficie eliptica racional induzida por um pencil de
ctibicas com em (3). Uma vez que py é um ponto de base com multiplicidade 4, existem quatro
curvas acima dele em &, sendo elas: a (—1)-curva Fy e as (—2)-curvas 6g, ©; e Oy. Contraindo P
conseguimos uma superficie £;, na qual O} é uma (—1)-curvas. Podemos entdo contrair ©} para
encontrarmos uma superficie & e ©% para obtemos uma nova superficie £&. A (—1)-curva P} pode
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ser contraida obtendo assim uma superficie £, onde %, que é a transformada estrita em &, da reta
passando por p; e py, é uma (—1)-curva. Assim, contraimos ©} encontrando uma superficie . Se
denotarmos por E; a transformada estrita em &€ da reta ligando pg e p;1 (i = 1,2), entdo as (—1)-
curvas Py, PP, E} e FE3 nao se intersectam em &;. Logo podemos contrai-las para conseguirmos um
pencil de cibicas conforme (2).

Mostraremos agora que (2) = (1). Seja £ a superficie eliptica racional induzida por um pencil
de ctbicas com em (2). Como py é um ponto de base com multiplicidade 2, existem duas curvas
acima dele em &: a (—1)-curva Py e a (—2)-curva 6. Contraindo Py obtemos uma superficie £ em
que O} ¢ uma (—1)-curva. Apos a contracio de ©} encontramos uma nova superficie &. Visto que
o ponto ps é um ponto de base com multiplicidade 3, acima dele encontra-se trés curvas: a (—1)-
curvas Py e as (—2)-curvas Oy e ©3. Essas curvas sao isomorfas a P} e ©3 e ©3. Assim, contraindo
P} em &, conseguimos uma superficie &3 onde O3 ¢ uma (—1)-curva, que ao ser contraida induz
uma superficie £;. Agora, a (—1)-curva P5(4) pode ser contraida levando-nos a uma superficie &
na qual O}, que trata-se da transformada estrita em & da reta que liga ps e ps, ¢ uma (—1)-curva.
Com isso, contraimos ©F e obtemos uma nova superficie &. Por fim, se denotarmos por E; a
transformada estrita em £ da reta que passa por p; e pio (i = 1,2). Entao as (—1)-curvas PS, B¢
e ES nao se intersetam em &; logo podemos contrai-las para obtemos um pencil de ciibicas como
em (1).

Para provar que (1) = (5), seja & a superficie eliptica racional induzida por um pencil de
ctibicas com em (1). Visto que pg, ps e py sdo pontos de base com multiplicidade 2, acima de
cada um desses pontos existem duas curvas em &: as (—1)-curvas Py, Py e Py e as (—2)-curvas
©p, O2 e ©4. Contraindo a (—1)-curva P, acima de p;, obtemos uma superficie £;. Se ©; denota
a transformada estrita em £ da reta que liga py a po, entdao ©1 é uma (—1)-curva em &;. Apods
contrairmos O encontramos uma superficie & onde ©2 é uma (—1)-curva e fazendo sua contragao
obtemos uma nova superficie £. Nessa superficie a curva ©3, que é a transformada estrita em
&3 da reta que liga py a ps, tem auto-intersecao —1, logo podemos contrai-la obtendo assim uma
superficie £&;. Contraindo a (—1)-curva Pj encontramos uma superficie &, onde a transformada
estrita em & da reta ligando py e py, denotada por ©2, é uma (—1)-curva. Assim, se F; é a
transformada estrita em € da reta passando por py e ps, temos que as (—1)-curvas By, P, 02 e EY
nao se intersectam em &. Portanto, ao contrai-las obtemos um pencil de cibicas conforme (5).

Mostraremos agora que (5) = (4). Seja £ a superficie eliptica racional induzida por um pencil
de cibicas com em (5). Em razao de p; ser um ponto de base com multiplicidade 4, existem
quatro curvas acima dele em £: a (—1)-curva Pj e as (—2)-curvas 03,03 e O4. Ao contrairmos P,
obtemos uma superficie &, na qual ©} é uma (—1)-curva, que ao contrai-la encontramos uma nova
superficie &. A curva P; acima de p; tem auto-intersecio —1, logo P? pode ser contraida para
obtermos uma superficie £&5. Se denotarmos O; a transformada estrita em &£ da reta passando por
Po € P4, sua imagem O3 em & é uma (—1)-curva. Contraindo ©F somos levados a uma superficie &4
onde ©} é uma (—1)-curva, que contraindo-a encontramos uma nova superficie &. Agora, sejam
E; a transformada estrita em £ da reta que liga py e p;y1 (i = 1,2) e O a transformada estrita em
£ da conica. As (—1)-curvas Py, E?, ES e ©2 nao se intersectam em &, logo podemos contrai-las
para encontramos um pencil de cibicas com em (4).

Mostraremos agora que (3) = (6). Seja £ a superficie eliptica racional induzida por um pencil
de ctibicas com em (3). Dado que py é um ponto de base com multiplicidade 4, ja vimos que existem
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quatro curvas acima dele em &, a saber: a (—1)-curva Fy e as (—2)-curvas ©g, 0; e Oy. Se ©4 é a
transformada estrita da reta que passando por p; e po, entdo ao contrairmos a (—1)-curva P, acima
de p; obtemos uma superficie £ onde ©} é uma curva com auto-intersecio —1. Assim podemos
contrair ©} para encontrarmos uma superficie & na qual ©2, que é a transformada estrita em &,
da reta tangente a pg, é uma (—1)-curva. Apds contrai-la, somos induzidos a uma superficie &3
onde ©3 ¢ uma (—1)-curva. A contragio de ©} leva-nos a uma nova superficie &, nessa superficie
©f é uma (—1)-curva. Se denotarmos por F; a transformada estrita em £ da reta que liga p;y; a
ps (i =1,2), entdo as (—1)-curvas Pf, P¢, ©1, E} e E3 nao se intersectam na superficie £;. Sendo
assim, podemos contrai-la para obtermos um pencil de ctibicas com em (6).

Para mostrar que (6) = (3), considere £ a superficie eliptica racional induzida por um pencil
de cibicas com em (6). Como py é um ponto de base com multiplicidade 5, acima dele em &
existem cinco curvas: a (—1)-curva Py e as (—2)-curvas O, ©3,0,,05. Contraindo P, obtemos
uma superficie £1, onde O} é uma (—1)-curva. Ao contrairmos O} somos levados a uma superficie
&y, na qual ©f é uma curva com auto-intersegdo —1. A contracio de ©2 induz uma superficie &s,
em que ©F é uma (—1)-curva. Apés contrairmos O} encontramos uma nova superficie £;. Se E)
denota a transformada estrita em £ da reta tangente a E em p3, F; a transformada estrita em £ da
reta passando por pg e p;y1 (i = 2,3). Entao as (—1)-curvas P, P}, E}, E3 e E3 nio se intersectam
em &, portanto podemos contrai-las para encontramos uma pencil de ciibicas conforme (3).

Mostraremos agora que (6) = (7). Seja £ a superficie eliptica racional induzida por um pencil
de cibicas com em (6). Como py é um ponto de base com multiplicidade 5, vimos que existem cinco
curvas acima dele em &: a (—1)-curva Fy e as (—2)-curvas Oy, O3, 04, ©5. Contraindo F, obtemos
uma superficie &, onde O] é uma (—1)-curva, ao contrai-la encontramos uma nova superficie .
Assim, ©2 é uma (—1)-curva em &, logo pode ser contraida para encontramos uma superficie 3.
Nessa superficie ©3 é uma curva com auto-intersecio —1, que apds ser contraida da origem a uma
superficie &£, na qual ©3 ¢ uma (—1)-curva. Ao denotarmos E; a transformada estrita em £ da
reta que liga p; a p3 (i = 1,2), temos que as (—1)-curvas P}, 0% E} e E3 nio se intersectam na
superficie £;. Com isso, podemos fazer quatro contragdes consecutivas e obtermos uma superficie
Es. Nessa superficie, a curva ©3, que é a transformada estrita em & da reta que liga p; a py, é
uma (—1)-curva. Por fim, contraimos ©3 para obtermos um pencil de ctibicas como em (7).

Finalmente, vamos mostrar que (7) = (6). Seja £ a superficie eliptica racional induzida por um
pencil de cubicas com em (7). Uma vez que py é um ponto de base com multiplicidade 6, existem
seis curvas acima dele em £: a (—1)-curva P e as (—2)-curvas g, Oy, O3, 04 e ©5. Ao contrairmos
Py obtemos uma superficie £, onde O} é uma (—1)-curva; ao contrai-la obtemos uma superficie &s.
Nessa superficie, a curva ©2 tem auto-interse¢do —1, logo podemos contrai-la para encontramos
uma superficie £&. A curva ©3 é uma (—1)-curva em &, assim contraindo-a obtemos uma nova
superficie £&;. Se denotarmos por E; a transformada estrita em &£ da reta que passa por py e p;
(1 = 1,2) e E5 a transformada estrita em £ da reta passando por p; e p;. Entao as (—1)-curvas
Py, 03, El, E3 e E; nao se intersectam em &, logo podem ser contraidas para conseguirmos um

pencil de cibicas com em (6).
[l
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Apéndice A
Cdédigo

O Magma é um sistema algébrico computacional projetado para resolver problemas na area da
algebra, tais como: teoria dos niimeros, geometria algébrica e combinatoria. Esse sistema foi utili-
zado nessa dissertacao para verificagao dos exemplos de pencils de ctibicas induzindo uma superficie
eliptica racional de posto 3 com uma tnica fibra de tipo Ig, exposto na se¢ao 3.4. O codigo a seguir
foi executado na plataforma do Magma disponivel em http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/.

Algoritmo A.1 .

Entrada: F,G e O
Saida: Equacao de Weierstrass, Lugares Ruins e Simbolos de Kodaira
1: > Q := RationalField();

> BadPlaces(E);
> KodairaSymbols(E);

2: > K<t> := FunctionField(Q);

3: > P<x,y,z> := ProjectiveSpace(K,2);
4: > C := Curve(P, F 4+ tG);

5 >0:=0Cl,, |

6: > E := EllipticCurve(C,0);

7. > E;

8:

9:

Este algoritmo tem como entrada cibicas C; : F(X,Y,Z) =0e Cy : G(X,Y,Z) = 0 (sendo
pelo menos uma nao-singular) e um ponto racional para a curva eliptica F' + tG = 0. Como
retorno temos a equacao de Weierstrass, os lugares ruins e os simbolos de Kodaira correspondentes
a superficie eliptica racional induzida pelo pencil de cibicas gerado por C4 e Cy. Por completude,
vamos apresentar a finalidade de cada linha presente no algoritmo.

Linha 1: Cria o corpo Q dos ntimeros racionais.
Linha 2: Cria o corpo K das fungoes racionais em uma variavel sobre Q.

Linha 3: Cria o plano projetivo P sobre o corpo K.
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Linha 4: Cria uma ctbica C no plano projetivo P, a partir de F' e G.
Linha 5: Recebe o ponto racional O para C fornecido na entrada.
Linha 6: Retorna a curva eliptica E, dada por C e O.

Linha 7: Imprime a equacao de Weierstrass para curva eliptica E.
Linha 8: Imprime os lugares ruins da superficie correspondente a E;

Linha 9: Imprime a configuracao das fibras singulares na superficie correspondente a E.
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Apéndice B
Contracoes

A seguir, vamos expor os diagramas das contracoes presentes na demostragao do Teorema 3.5.1.

(4) = (3)

1
B Contraindo

Contraindo .
P B &
J—— ——
B
P} F}
\ ||
Contraindo Py A Contraindo P}—— | o3 |
P!,P),P{,PlcE} P 3 3
1 E4 P2 . @:) (71)
Pl 1 - 5 (—)2 °
- N Pl—— o
4 hY 3
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(3) = (2)

Contraindo
Ch

Contraindo
P}, P} E} e Ej

VAN

B

E;
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Contraindo p%3_

B

-

Pj—

pi—2




(2) = (1)

Contraindo
6!

Yo —

L Contraindo
o;

Contraindo
P}, E} ¢ B3
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(1) = (5)

P,

Contraindo

Contraindo
5 p5 A5 5

4
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(5) = (4)

Contraindo

P}
2
Contraindo ] ol Contraindo 5
2 (-1) O3 CH 1 p3 (1)
- . ol (-1) -— 3
P, —AV | 0 (1) .
JES I .
j < 4 p4 .
BE 5 B! P gl P E

Contraindo
P} E},Ej ¢ ©}

3
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(3) = (6)

1
Py Py Contraindo
o3

3
Ey E}

F} \
Contraindo p3__| o3
5 . 5 2
Contraindo o} CH 5
PiP 6L E el B ~ Py 9
- n | &5
P} Py /3 (-1)

Py
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(6) = (3)

Contraindo

2
O3

Contraindo " Contragindo | P13

PiLPLBLE B ER 3

- By By _P23

74 N s
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(6) = (7)

5
Contraindo
Pl,O3,El e Fy
-
(-1)
Contraindo
o3

71

Contraindo
Sk
—_—
i Contramdo
Contraindo o3 - P13
o) (1| e o3
3
o "
3 \ ( Npo
P4 E3E 3



(7) = (6)

Contraindo
Py, 05, B}, E; ¢ By

-
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