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Resumo

Esta dissertacao apresenta um estudo de grupos de Lie e algebras de Lie,
de modo que para cada grupo de Lie pode construir uma &algebra de Lie e
para cada élgebra de Lie pode obter um grupo de Lie, de tal forma que sua
algebra de Lie é a que noés escolhimos inicialmente. No6s também consegui-
mos resultados para algebras de Lie relativos a semimplicidade, solubilidade,
nilpotencia tambem estudamos as formas de Killing, redutibilidade Total,
critério de Cartan. Finalmente, apresentamos os grupos de difeomorfismos
do Holder, e mostramos que é um grupo topolégico, onde o conjunto dos
grupos topolégicos é un conjunto que contem que contém todos os grupos
de Lie.

Palavras chaves: Grupo de Lie, algebra de Lie, representacao, campo de
vectores, nilpotente, solivel, formas de Killing, norma de Holder.



Abstract

This dissertation presents a study of Lie groups and Lie algebras, so that
for each Lie group can construct a Lie algebra and for each Lie algebra can
obtain a Lie group, such that its Lie algebra is to which we initially chose.
We also obtained results for Lie algebras related to semimplicity, solubility,
nilpotent also studied the forms of Killing, Total redutibility, criterion of
Cartan. Finally, we present the Holder diffeomorphism groups, and we show
that it is a topological group, where the set of topological groups is a set
that contains all the Lie groups.

Key words: Lie group, Lie algebra, representation, field vectors, nilpotent,
soluble, Killing forms, Holder norm.
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Introducao

No século XIX um estudo bastante utilizado nas areas de Geometria e a
teoria de Equacgoes Diferenciais foi aquele de grupos de transformacgoes, em
particular as simetrias. Referente aos grupos de simetria na Geometria um
dos principais matematicos nesta area foi o alemao Felix Klein (1849-1925),
que afirmou que o estudo de Geometria se reduz ao estudo de grupos de
simetria. No estudo das Equagoes Diferenciais, em vez de grupos de simetria,
estudaram se pseudo-grupos de transformagoes determinadas por equagoes
diferenciais, com o fim de obter para estas equagoes resultados semelhantes
aos obtidos na Teoria de Galois. Esta teoria foi obtida como resultado do
trabalho do matematico noruegués Sophus Lie (1842-1899), e hoje em dia é
conhecida como Teoria de Lie.

Entre as coisas que Lie aportou se encontram as algebras de Lie associ-
adas aos pseudo-grupos de transformacgoes e as relagoes fundamentais entre
os dois, assim como muitas questoes de representacao.

Depois da morte de Lie, alguns matematicos de renome continuaram
com seu trabalho, entre eles: Elie Cartan, Hermann Weyl, John Neumann e
Claude Chevalley. Atualmente a Teoria de Lie é reconhecida como uma das
areas fundamentais da Matemaética, e seus resultados sao aplicados na resolu-
cao de muitos e variados problemas, desde Algebra abstrata até Engenharia
e Fisica Experimental.

Agora um grupo de Lie consiste num grupo G cujo produto

(g,h) eGxG—ghed

geG—glted

sao aplicacoes diferenciaveis.

Como exemplos mais comuns de grupos de Lie temos: O espaco euclide-
ano R™ com a adigao ordinaria de vetores como operagao de grupo, alguns
grupos de matrizes invertiveis (com a multiplica¢ao de matrizes como opera-
¢ao de grupo), por exemplo o grupo simples de GL(n,R) ou o grupo SO(3)
de todas as rotagoes no espago de 3 dimensoes é um grupo de Lie.

Um exemplo que serve para cobrir boa parte da teoria e ao qual deve-se
recorrer sempre como guia, é o grupo linear geral GL(n,R). Os elementos
deste grupo sao as matrizes n X n invertiveis com entradas reais ou, o que é
essencialmente a mesma coisa, as transformacoes lineares invertiveis de um
espago vetorial real de dimensao finita.

A grande forga da teoria dos grupos de Lie estd baseada na existéncia
de algebras de Lie associadas aos grupos. As algebras de Lie possibilitam a
transferenga de métodos de algebra linear ao estudo de objetos nao lineares,
como sao os grupos de Lie. Uma 4algebra de Lie é definida como sendo um



espago vetorial g munido de um produto (colchete) bilinear e antisimétrico
[,] : g X g = g que satisfaz a identidade de Jacobi: Para cada X, Y, Z € g,

X, Y, Z]| + [V, [Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0.

Os elementos da &lgebra de Lie associada a um grupo de Lie sao campos ve-
toriais no grupo, que satisfazem uma propriedade de simetria proveniente da
estrutura multiplicativa do grupo (isto é, sdo campos invariantes de vetores
por translagoes). Enquanto que os elementos do grupo sao obtidos através
das solugoes desses campos dados pelos seus fluxos. Normalmente o espaco
vetorial subjacente a algebra de Lie de um grupo de Lie é identificado com
o espago TpG dos vetores tangentes ao elemento neutro 0 € G.

Em outras palavras, a dlgebra de Lie é um objeto linear que aproxima o
grupo: para se obter os elementos da algebra de Lie deve-se derivar curvas no
grupo. O procedimento contrario consiste em resolver equagoes diferenciais.
Por isso, no inicio do desenvolvimento da teoria era empregado o termo grupo
infinitesimal, ao invés de algebra de Lie.

No caso de GL(n,R), sua algebra de Lie é o espago vetorial das matrizes
n X n, munido do colchete dado pelo comutador de matrizes

[A,B] = AB — BA

Essa élgebra de Lie sera denotada por gl(n,R). Para estabelecer a relagao
entre a algebra e o grupo, considere, para cada matriz A € gl(n,R), o campo
de vetores

X—AX

no espago da matrizes. Este campo induz a equacao diferencial linear

dX
82 Ax 1
o (1)

Esta equacao é o sistema linear Z—f = Az, com x € R, repetido n vezes, uma
vez para cada coluna da matriz X. A solucao fundamental do sistema linear

em R™ é dada por
1
A § :
et = E(tA)n,
n>0

o que garante que a solucao da equacao (1) com condicao inicial X (0) = Id
& X(t) = e, Esta solugdo esta completamente contida em GL(n;R), pois
as exponenciais s@o matrizes invertiveis. Além do mais, a curva

X:R— GL(n;R) X(t) =€

é um homomorfismo quando se considera a estrutura aditiva de grupo em R,
ja que vale a formula e(tt9)4 = et4es4 A imagem desse homomorfismo ¢ o
que se denomina de subgrupo a 1-paradmetro do grupo de Lie.



1 Grupos de Lie

Nesta se¢ao, vamos introduzir algumas defini¢oes e exemplos basicos referen-
tes a Grupos de Lie e Algebras de Lie que vao ajudar o leitor na compreensio
deste texto.

1.1 Grupos de Lie: Definigoes

Definicao 1.1. Um grupo de Lie € um conjunto G dotado simultaneamente
das estruturas de um grupo e de variedade suave, de modo que a multiplicacao
e a operacao inversa na estrutura de grupo

x:GxG—G

1:G— G
sao aplicagoes suaves.

Definigao 1.2. Um morfismo entre dois grupos de Lie G e H é uma apli-
cagdo p : G — H que é diferencidvel e também é um homomorfismo de
grupos.

Em geral, quando estivermos falando de grupos de Lie ndo h& muita am-
biguidade, isto é, abeliano refere-se a estrutura de grupo, n-dimensional ou
conexidade refere-se & estrutura de variedade. As vezes, uma condicdo em
uma estrutura acaba por ser equivalente a uma condi¢ao na outra.

Exemplos.

1. O conjunto dos ntmeros reais com a operagdo soma e estrutura dife-
renciavel usual é um grupo de Lie, pois as aplicacoes
fey)=z+y e gla)=-x
sao diferencidveis, onde x, y € R.
2. O conjunto dos niimeros reais sem zero R* com a operacao produto e
estrutura diferenciavel usual também é grupo de Lie pois as aplicagoes

fay)=zy e ga)=a""

sao diferenciaveis, onde x, y € R*.

3. O conjunto dos reais positivos (0,00) C R com a opera¢ao produto
também é grupo de Lie pelo mesmo motivo do exemplo anterior, a
diferenga entre (0,00) e R* é que (0,00) é um grupo de Lie conexo e
R* nao é.



4. Seja S' = {z € C; |2z| = 1} com a estrutura de grupo multiplicativo.
Temos que as aplicacoes

CxC — C o cCt — C*
(r,y) — x-y r +— z7!

sdo diferenciéveis e suas restricoes a S tem imagem em S'. Portanto
S1 & um grupo de Lie.

Definicao 1.3. Um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G € um subconjunto
H C G que é simultaneamente um subgrupo de G e uma subvariedade de G.

Definicao 1.4. Dado um grupo de Lie G, um subgrupo imerso é a imagem
de um subgrupo de Lie H sobre um morfismo injectivo em G.

Proposigao 1.5. Seja G um conjunto dotado simultaneamente das estru-
turas de um grupo e de variedade suave de modo que a multiplicacao na
estrutura de grupo

m:GxG—G

€ suave, entao a opera¢do inversa na estrutura de grupo
1:G— G
€ suave.

Demonstragao: Dado (g,h) € G x G, a diferencial parcial da multiplica-
¢ao m em relagao 4 segunda variavel é

Dym (g, h) = DLg(h)

onde L, : G — G é a multiplicacdo a esquerda por g, Ly(h) = gh. Como
L, & difeomorfismo suave, em particular segue que DLg4(h) é bijetora, dai
sobrejetora. Segue pelo teorema da fungao implicita e pela unicidade do in-
verso de um elemento de um grupo que, para todo h € (G, existe uma funcao
suave ¢, tal que, para todo g € G, m(g,¢n(g)) = h. Como i = ¢, segue
que i ¢ suave, e como i> = Id segue que i ¢ difeomorfismo suave. O

Observagoes.

1. Com esta proposi¢ao obtemos que, para mostrar que um conjunto G
dotado com as estruturas de um grupo e de variedade suave seja grupo
de Lie, basta mostrar que a multiplicacao na estrutura de grupo seja
suave.



2. Pelo teorema da fun¢ao implicita, a diferencial Di(g) é dada por

Di(g) = — (Dam) " (g,97") - (Dim) (9,97")

onde (Djm) (z,y) denota a diferencial de m em relagao & variavel j =
1,2, no ponto (z,y).

Essas diferenciais parciais sdo dadas por (Dem)(x,y) := DL;(y) e
(Dim)(z,y) := DRy(x). Portanto, (Dim)(g,g~") = DR,-1(g) e
(Dym) ™ (9,97%) = (DL, (g_l))_1 = DL,-1(1), de onde segue que

Di(g) = —DL,-1(1) - DRy-1(g)-

1.2 Exemplos lineares de Grupos de Lie

Seja GL (n,R) o grupo das transformagoes lineares inversiveis de R™, agora
como a aplicagao det : M, (R) — R é continua, e GL (n,R) = det ™! (R\{0})
é pre-imagem continua de um aberto em R, entdo esse grupo é um subcon-
junto aberto do espago vetorial M, (R), e portanto, é uma variedade dife-
renciavel. O produto no grupo GL (n,R) é proveniente do produto usual de
matrizes. Se A = (a;j) e B = (b;;) sdo matrizes n x n, entao C' = AB = (c¢;5)

é dado por
n
Cij = E by,
k=1

que ¢ um polinémio de grau dois nas varidveis a;j, b;; e, portanto, ¢ uma
aplicagao suave. Pela proposigao 1 temos que GL(n,R) ¢ um grupo de Lie.

Os grupos lineares contém os seguintes subgrupos:

U(n,C) = {A € GL(n,C) | AAt = Id} (grupo unitario)
SL(n,C) = {A€GL(n,C)|det A=1} (grupo linear especial)
O(n,C) = {A€eGL(n,C)| AA" =1Id} (grupo ortogonal complexo)
SU(n,C) = U(n,C)nSL(n,C) (grupo unitario especial)
SL(n,R) = {A€GL(n,R)|det A=1} (grupo linear especial real)
O(n,R) = {AeGL(n,R)| AA" =Id} (grupo ortogonal real)
SO(n,R) = O(n,R)NSL(n,R) (grupo ortogonal especial)

Mostraremos agora que O(n,R) é um grupo de Lie. Primeiro vamos ver
que O(n,R) é uma subvariedade de GL(n,R). Seja

s(n,R) = {A e M(n,R) | A= A"}



o conjunto das matrizes simétricas de ordem n. Logo a

n

dim (s(n,R)) = Zz - g(n—l— 1).

Definimos a aplicagao

Vemos que f é diferenciavel e
fiId)y={Ae M(n,R)| A-A' =1} =O(n,R).

Pelo teorema de Submercao (c.f. capitulo 5 de [3]) para provar que O(n,R) =
f~(Id) é subvariedade em GL(n,R), basta mostrar que Id ¢ valor regular
de f. Sejam X, Y € M(n,R) entao

i) — tim L) 1)

r—0 T

t_ t
— fim (X+rY)(X+rY) - XX

r—0 T

i XXt 4+ r XYt 4+ rY Xt +72YYt — XX
= 11m

r—0 r
= XY'+vXx'
Seja X € O(n,R), seja S € s(n,R), escolhendo ¥V = STX € M(n,R) temos

que

S O 0
2_7

Ou seja, Dfx é sobrejetora para todo X € f~'(Id) = O(n,R). Logo Id
é valor regular de f e O(n,R) é variedade diferenciavel de classe C°; por
tanto O(n,R) é uma subvariedade de GL(n,R). Agora tome as aplicacoes

g:0(n,R)xO(n,R) — O(n,R)
(A,B) — AB

h:0(n,R) — O(n,R)
A — Al

Como essas aplicagoes sao também diferenciaveis concluimos que O(n,R) é
um grupo de Lie.



2 Algebras de Lie

Nesta parte introduzimos as definigbes e exemplos basicos de dlgebras de Lie
e a relagdo entre um grupo de Lie e sua algebra de Lie

2.1 Algebras de Lie: Definicées

Definicao 2.1. Uma dlgebra de Lie g € um espago vetorial junto com uma
aplicagao bilinear e anti-simétrica

[]:gxg—39
satisfazendo a identidade de Jacobi
(XY, 2] + [V, [2, X)) + [Z,[X, Y]] = 0
Para todo X, Y, Z € g

Definicao 2.2. Um subespago h C g de uma dlgebra de Lie g € uma subdl-
gebra de Lie se for fechado pelo colchete.

Observe que se g é uma élgebra de Lie, e h é subalgebra de Lie de g entao
h também é algebra de Lie.

Um exemplo de 4lgebra de Lie é a algebra gl (n, R) formada pelas matrizes
reais n X n com o colchete dado pelo comutador de matrizes

[A,B] = AB — BA.

Definicao 2.3. Uma representacio de uma dlgebra de Lie g em um espaco
vetorial V' é um mapa de dlgebras de Lie

p:g— gl(V):= End(V),

€ dizer, um mapa linear que preserva o colchete, ou uma agdo de g em V' tal
que
(X, Y] (v) = X (Y (v)) =Y (X (v)).
A todo grupo de Lie se associa de forma natural uma &lgebra de Lie.

Agora explicaremos os detalhes de essa construgao.

Dado g € G, as translagoes a esquerda e a direita Ly : G = Ge Ry : G —
G, sao definidas respetivamente por Lg(h) = gh e Ry(h) = hg. Observe que
essas aplicagOes sdo difeomorfismos suaves

Definimos por

X (G) := {Campos de vetores £ sobre G | L, =§ Vg € G} ,
onde Ly significa o pull-back por L,. Logo temos a seguinte proposigao:

Proposicao 2.4. X1(G) ¢é dlgebra de Lie.



Demonstragao: Em geral, para todo difeomorfismo ¢ : X — Y e todos
os campos de vetores &, n sobre Y temos que (c.f. Apendice A de [4])

(9", @™ n] = ¢* [&,m]
em particular, para todo ,n € X1(G) e para cada g € G
Lyl&n) = [Ly& Lyn] = (& 1)

Assim, [€,n] € X1(G). O

Proposigao 2.5. Para todo £ € X1(G) e para todo g € G, tem-se
Ry ¢ € X1(G).
Observagao. R* define um homomorfismo R* : G — End(XL(G)).
Note que Ry, = R, Ry, pois para cada x € G
Rypx = xgh = R (xg) = Ry Ryx
Logo Ry, = Ry Ry,
Demonstracao da Proposigao 2.5: Para todo g, h,x € G temos que
RyLp(x) = Ryghe = hag = Lpxg = LpRy(x)

Em particular, para cada g,h € G, cumple-se que RyL};, = Ly R4, por tanto
Ly Ry = RyLj, e assim:

Lj, (Rg€) = Ry (L}8) = Rgg
e segue que R3¢ € X1(G). O

Vemos assim que a aplicagdo g — Ry define uma representagao de G em
End (X7(G)). Chamaremos essa representagao de representagao adjunta de
G, e a denotamos por Ad. Isto ¢, Ad(g) - £ := R;¢. Usualmente a dlgebra
de Lie de um grupo de Lie é definido utilizando o espaco tangente de esse
grupo na identidade. Vamos mostrar agora como é feita essa construgao, e
como o algebra assim construido é isomorfo ao algebra X, (G).

Proposicao 2.6. Para todo £ € X1(G) e para todo g € G, tem se

(Ri¢) (1d) = (DR, (1d) o DLy(1d)) £(Id).



Demonstracao: Lembremos que (R;g) (Id) = DR;l(Id) -£(g), alem do
mais como § ¢ invariante temos que L3¢ = &, assim £(Id) = Ly¢(Id) =
DLg_l(Id) -&(g), e dai &(g) = DLy(Id) - £(Id), em conclusao

(Ry€) (Id) = (DR, (Id) 0 DLy(1d)) €(1d).
O
A partir daqui definimos para g € G a aplicagao adjunta A\Elg :T1dG —

T14G como s
Ady := DR, (Id) o DL4(Id)

Em particular temos que
(Ry€) (1d) = Ad, - £(1d).
Se chamamos g := T74G, definimos ad : g x g — g por
ad (&, n) == (D1Ad(Id) - §) 7

Para ver se esta bem definida lembremos que Ad: G — End(g), assim

DlAzl(Id) : g — End(g) e assim <D1Xa([d) -f) € End(g), por tanto

(DlA\a(Id) : 5) nEg,
mostrando assim que ad esta bem definida.

Definimos um colchete de Lie sobre g por [£,n] = ad(&,n). Temos que
verificar que isso realmente é um colchete de Lie (c.f. Proposi¢ao 2.9 em
baixo). Agora mostramos que essa algebra de Lie é naturalmente isomorfa a
algebra X (G), em particular isso implica que [-, -] satisfaz as condigdes da
definigdo de colchete de uma algebra de Lie.

Dado um vetor £ € TryG vamos denotar por EA € X1 (G) o campo invari-

~

ante tal que {(Id) = ¢
Proposigao 2.7. Para todo g,h € G, Ady o Ad, = Adyy,.

Assim Ad define um homomorfismo Ad : G — End(77,G)
Demonstragao: Lembremos que, pela Obaservacao anterior R* define um

homomorfismo de G em End (X1(G)). Seja § € Tra(G), seja £ € X1(G) tal
que §(Id) = §

Adg, € = (R;hé) (1d) = (R;R;;é) (Id)

= (Ady o Ady) £(Id) = (Adg o Ady) ¢

10



Dai temos que Adg, = Adg o Ady. Segue que Ad : G — End (T74G) ¢ homo-
morfismo de grupos. O

Proposigao 2.8. Seja § € TG e seja £ € X1(G) tal que £(0) = €. Se @,
€ o fluzo de &, entdo, para todo t

®4(9) = Ro,(1ay9 V9 € G

Demonstragao: Lembremos que se M variedade, y campo de vetores em
M e Uy é o fluxo de u, entao a derivada do fluxo no tempo ¢ = s esta definida

por

4
dt

Agora como é € X1(G), temos que L;é = é , considere agora as curvas

Uy (2)]tms = 1 (Vs(2))

nh) = (BroLy)(h)
m(h) = (Lgo®)(h)

Como ®g = Id, entao vo = Ly = 19, logo

d d
o = o (®ro L) (h)
d
= @(I)t(Lg(h))
= &(ProLy(h))
= é(%)
%m _ %@go@g(h)
- DLg(‘I’t(h))-%(I’t(h)
= DL, (®4(h)) - £ (D4(h))
= DLy (y(h)) - L€ (®4(h))
= DL, (®y(h)) - DLy (D4(h)) "+ € (L, 0 ®4(h))
= &(m)

Assim « e ) sdo solugdes da mesma EDO, logo v, = m; para todo ¢. Dai
®;0Ly = =mn = Ly o P para todo t. Por tanto

11



Di(g) = ProLy(Id)
Ly o ®,(1d)
g-®(1d)
= Re,1a0)9

Proposicao 2.9. Para todo &, n € g, ad(§,n) = [é, 'ﬁ}.

Demonstragao: Seja £ € g tal que é(O) = ¢. Seja @, o fluxo de £. Para
todo t, entao
®, = Ry, (14)

Assim, se 7] € g é tal que 7(0) = 7, entao

Ad(@:(1d)n = (Ry,ay) (1)
= ofi(ld)

Por tanto

ad (€,1) = S Ad (@) n(1d)l im0 = S i0(Td)imo = (Len) (1) = [€.4]

onde L é a derivada de Lie. O

2.2 Exemplos de Algebras de Lie

Vamos a introduzir os exemplos de algebras de Lie dos grupos de Lie lineares.

1. gl(n,R) formada pelas matrizes reais n x n com o colchete dado pelo
comutador de matrizes

[A,B] = AB — BA.

Vamos ver que gl(n,R) com o colchete assim definido é bilinear e si-
metrico e satisfaz a igualdade de Jacobi, sejam A, B € gl(n,R) e seja
A € R logo

[A+AB,C] = (A+AB)C —C(A+AB)
AC + ABC — CA—\CB
AC — CA+ \(BC — CB)
= [A,C]=\B,C]
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similarmente podemos ver que [4, B+ AC] = [A, C]—A[4, C] dai temos
que [+, -] é bilinear, para ver que é simetrico é suficiente notar que:

[A,B] = AB — BA= — (BA— AB) = — [B, 4]

Por altimo vamos verificar que [+, -] satisfaz a igualdade de Jacobi. Para
isso note que

[4,[B,Cl] + [B,[C, A]] + [C, [A, B]]
=[A,BC - CB] + [B,CA— AC| + [C,AB — BA]

= ABC - ACB - BCA+CBA
+BCA—- BAC —CAB+ ACB
+CAB - CBA—-ABC+ BAC =0

Dai obtemos que [-,:] € um colchete de Lie para gl(n,R) e por tanto
esta é uma algebra de Lie.

. sl(n,R) ={A € gl(n,R) | Tr(A) =0}
Pela definigao 2.2 como sl (n,R) C gl(n,R) para mostrar que sl (n,R) é
algebra de Lie é suficiente mostrar que sl (n,R) é fechado pelo colchete
da algebra de Lie gl(n,R). Mas note que para todo A, B € gl(n,R)
temos que Tr ([A, B]) = Tr(AB) — Tr(BA) = 0, dai [4, B] € sl(n,R)
para todo A, B € gl(n,R).
o(n,R)={A€gl(n,R) | A+ A" =0}
De novo, s6 temos que verificar que o (n,R) é fechado com o colchete
de Lie, para verificar isso seja A, B € o (n,R) temos que
[A,B]! = (AB - BA)!

(AB)' — (BA)!
BtAl — A'B?
(=B)(=4) = (=A)(—B)

= BA-AB

= _[A7 B]
Logo [A, B] € 0 (n,R), em particular o (n,R) é um grupo de Lie.

. u(n,C)
seja A, B € u(n,C) logo

[A,B] = (AB- BA)
— (4B) - (BA)
- BA_-AB
= BA—- AB
= —[A,B]

Dai temos que[A, B] € u(n,C), é dizer que u (n,C) é um grupo de Lie.
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2.3 A Aplicacao Exponencial

Seja M variedade completa e seja X um campo de vetores suave e limitado
sobre M. O teorema de Picard Lindelof permite definir uma funcao suave
®:Rx M — M chamada o fluxo de X. & é caracterizada pela seguinte
propriedade.

®(0,p) =p Vpe M

d
Em particular para todo ¢ temos que ®; := ®(¢t,-) é difeomorfismo de M.

Assim ¢ define um homomorfismo de R em Diff(M).
Suponhamos agora que M = G é um grupo de Lie, e seja g a sua dlgebra
de Lie. Definimos a aplicagao exponencial por
exp(X) := Py (e) (2)
Onde @ é o fluxo de X e e é o elemento identidade do grupo.
Proposicao 2.10. Para todo r € R e para todo X € g
exp(T’X) = (I)r(e)

Onde ® € o fluxo de X.

Demonstragao: Seja 5(t,p) := ®(rt,p), entao

B(0,p) :=®(0,p)=p VpeM

- d
Z3 —r=® —rXod
o (t,p) e (t,p) =7X o ®(t,p)

Segue por unicidade que ® & o fluxo de rX. Assim

exp(rX) = &1() = By (e).

Proposicao 2.11. Para todo s,t € R, para todo X € g

exp ((s +t)X) = exp(sX) exp(tX)
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Demonstragao: Seja ® o fluxo de X, pela Proposigao anterior temos que
exp ((s +1)X) = @(y1y)(e) = sPi(e) = P exp(tX)
Agora pela Proposicao 2.8 temos que
exp((s+t)X) = Ro,(e) exp(tX)

= Rexp(sX) exp(tX)
= exp(tX)exp(sX)

O
Assim para todo X, a aplicagdo t — exp(tX) define um homomorfismo
de R em G.

Proposigao 2.12. Seja X € g campo invariante temos que

Dexpy-X = X(e)
Demonstragao: Para ver isso, é suficiente notar que

d
Dexpy X = 7 exp(tX)

d
- %%
7 21©)

t=0

O]

A aplicacdo exponencial também pode ser caracterizada da seguinte forma:

Proposicao 2.13. A aplicacio exponencial é a inica aplicagio C' de g em
G tal que

1. exp(0) = e,
2. Dexp(0) : g — T.G € a identidade, e

3. Para todo X € g, a aplicagdo t — exp(tX) é homomorfismo do grupo
aditivo R em G.

Demonstragao: Segue pelas Proposigoes 2.11 e 2.12 que a aplicagao exp
tem essas propriedades. Agora seja ® : g — G uma aplicacdo C' que satisfazs
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essas 3 condigoes. Seja X € g e seja p(t) := ®(tX). Entao para cada tg

d d
ot = Zo(to+t
dtso( ) . dtso( o+1)

=0
d

= ﬁw(tO)SO(t)
d

= —Lyup(t)
dt <P(t0) -0

d
—o(t
dts@()

— DLy (€)X (),

t=0

= DL%’(to) (e)

t=0

Agora como Xé invariante

Lot = X(elto))

t=to

Segue por unicidade de solugao de equagdes a derivada ordinaria que
B(X) = (1) = exp(X).
O
Isto em particular implica que a aplicacao exponencial é natural, no sen-

tido que para qualquer homomorfismo @ : G — H de grupos de Lie o dia-
grama

Dy (e)
g——=b
expl lexp

comuta.

Proposigao 2.14. Se G € conexo, entdo a aplicagdo acima 1 € determinada
por su diferencial (D)), na identidade.

Demonstragao: De fato, exp define um difeomorfismo de uma vizinhanca
U de 0 em g numa vizinhanga V de e em G. Para todo g = exp(X) € V, te-
mos que Y (g) = Y(exp(X)) = exp(Dy(e) - X).Finalmente como G é conexo,
o conjunto V gerara todo G, dai o resultado segue O

Usando a equagao (2) podemos escrever a aplicagdo exponencial muito
explicita no caso de GL,R, e portanto, para qualquer subgrupo de GL,R
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apenas usamos as series de poténcia padrao para a fungao e”, e definimos,
para X € End(V),
1
exp(X) := Z an (3)
n=0
Observe que essa serie é convergente e inversivel, com inversa exp(—X).
Claramente, o diferencial desta aplicacao de g para G na origem é a identi-
dade; E por séries de poténcia estandarte, a restricaio do mapa a qualquer
linha a través da origem em g é um grupo de um parametro em G. Assim, o
mapa coincide com o exponencial como definido originalmente, e por multi-
plicaca@o de series de potencia, para todo X em g, a aplicacao t — exp(tX) é
homomorfismo. Segue entao pela Proposicao 2.13 que essa serie assim defi-
nida coincide com a exp, e por consequente o mesmo é verdade para qualquer
subgrupo de G.

Consideramos agora outra questdo muito natural, a saber, quando um
subespacgo vetorial h C g é a algebra de Lie de um subgrupo imerso de G.
Obviamente uma condigdo necessaria é que h seja fechada sobre a operagao
de colchete; podemos afirmar que isso é suficiente.

Proposigao 2.15. Seja G um grupo de Lie, g sua dlgebra de Lie, e h C g
uma subdlgebra de Lie. Entao o subgrupo do grupo G gerado por exp(h) é
um subgrupo imerso H com espacgo tangente T.H = 1.

Antes de fazer a prova vamos a introduzir a seguinte definigao:

Definicao 2.16. Nds dizemos que um mapa de grupo de Lie entre dois grupos
de Lie G e H é uma isogenia se for um mapa de covering space das variedades
subjacentes; E dizemos que dois grupos de Lie G e H sao iségenos se houver
uma isogenia entre eles (em qualquer dire¢do).

Demonstragao da Proposicao 2.15: Note que o subgrupo gerado por
exp(h) é o mesmo que o subgrupo gerado por exp(U), onde U é qualquer vizi-
nhanga da origem em h. Basta, entdo (ver lema 2.17) mostrar que a imagem
de b sobre a aplicacao exponencial é localmente fechada com a multiplica-
¢ao0, é dizer, que para um disco suficientemente pequeno A C h, o produto
exp(A)-exp(A)(que é, o conjunto de produto de pares exp(X)-exp(Y') para
X,Y € A) esta contido na imagem de h pela aplica¢ao exponencial.

Vamos supor agora que G pode ser escrito como um subgrupo de um
grupo linear geral GL,R, para poder usar a formula (3) para a aplica¢ao
exponencial. Podemos fazer isso ja que, qualquer algebra de Lie de dimen-
soes finitas pode ser incorporada na algebra de Lie gl,,(R) (A prova desta
afirmagao pode ser encontrada no apéndice F de [1]). O subgrupo de GL,R
gerado por exp(g) serd um grupo isdégeno a GG, e provar a proposi¢ao para
um grupo isoégeno a G é equivalente a provar para G. (c.f. capitulo 7 [2]).
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Portanto, basta provar a proposi¢ao no caso de o grupo G estar em GL,R.
Pero este é exatamente o conteido da férmula de Campbell-Hasdorff. O

Quando aplicado a uma incorporagdo de uma algebra de Lie g em gl,,,
vemos, em particular, que toda algebra de Lie de dimensao finita é a 4lgebra
de Lie de um grupo de Lie. Pelo que vimos, este grupo de Lie é tnico se
exigimos que ele seja simplesmente conexo e, em seguida, todos os outros
sao obtidos dividindo este modelo simplesmente conexo por um subgrupo
discreto de seu centro.

Lema 2.17. Seja Go = exp(A), onde A € um disco centrado na origem em
g, e seja Hy = exp (A NH). Entao:

1. Gal = G, H[)_l:HO e Hy - HyN Gy = Hyp.
2. O subgrupo H de G gerado por Hy € um subgrupo de Lie imerso de G.
Como consequéncia da Proposigao 2.15 temos que o seguinte corolario:

Corolario 2.18. Sejam G e H Grupos de Lie com com G simplesmente
conezo, e sejam g e § suas respetivas Algebras de Lie. Uma aplicacdo linear
a:g— b é o diferencial de uma aplicacao A : G — H de Grupos de Lie se
e s6 se a é uma aplicacdo de Algebras de Lie.

Demonstragao: Para ver isto, considere o produto G x H. Sua élgebra de
Lie ¢ g h. Sejaj C gbh o grafico de a. Entao a hipdtese que a ¢ um mapa
entre algebras de Lie é equivalente & afirmag@o de que j é uma subalgebra
de Lie de g & b; e dado isso, pela proposicao anterior existe um subgrupo de
Lie imerso J C G x H com espago tangente T.J = j.

Considerando agora a aplicagao 7 : J — G dada pela projegao no pri-
meiro fator. Por hipétese, o diferencial deste mapa dm, : j — g é um
isomorfismo, de modo que o mapa J — G uma isogenia; Mas como G
é simplesmente conexo segue que 7 é um isomorfismo. Entdo a projegao
n: G = J — G na segunda componente é um mapa de grupos de Lie cujo
diferencial na identidade é a. O
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3 Classificacao Inicial das Algebras de Lie

3.1 Breve Classificacao de Algebras de Lie

Vamos dar, nesta sec¢do, um tipo preliminar de classificacdo de algebras de
Lie, refletindo o grau em que uma determinada algebra de Lie nao é abeliana.
Como ja indicamos, o objetivo é, em tltima instancia, restringir nosso foco
em algebras de Lie semisimpies.

Antes de comecar, duas defini¢bes, ambas completamente diretas: Em
primeiro lugar, definimos para uma &algebra de Lie g, o centro Z (g), como
sendo o subespaco de g de elementos X € g tais que [X,Y] = 0 para todos
os outros Y € g. Dizemos que g é abeliano se todos os colchetes sao zero.

Proposicao 3.1. Seja G um grupo de Lie conexro, g sua dlgebra de Lie,
entao o subgrupo de G gerado aplicando a exponencial & subdlgebra de Lie
Z(g) € a componente conexa da identidade no centro Z(G) de G.

Demonstragao: Lembremos que o centro de G, denotado po Z(G), é de-
finido por
Z(G):={g€G|hgh' =g VheG},

logo como Z(@G) é subgrupo fechado em particular temos que ele é subgrupo
de Lie, e alem do mais, 7. Z(G) C T.G.

Agora derivando a relacio hgh™! = g duas vezes temos que g é contido no
centro de g. Seja £ € g, precisamos mostrar que exp(t§) € Z(G), para todo
n € g temos que [, n] =0,

exp(t&) exp(n) = exp(t€ + n) = exp(n) exp(ts)
Afirmagao: Todo elemento de G se escreve na forma

g = exp(m) exp(n2) - . . exp(1n)

Assim
gexp(t§) = exp(n)exp(n2) ... exp(im) exp(ts)
= exp(t&) exp(m)exp(n2) . ..exp(n,)
= exp(t&)g

Segue que exp(t€) € Z(G) para todo t. Dai segue que & € T.Z(G).
Para mostrar a afirmacao vemos que podemos definir

exp : B-(0)[C ¢ = Q,
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onde  é uma vizinhanga de e em G. Em particular exp é uma aplicagao
aberta. Assim:

B:(0) x---x B:(0) — G
(M- M) > exp(m)---exp(nn)

também é aberta. Assim o conjunto X, := {exp(n1) - --exp(n,) | 7; € B:(0)}
é aberto. Seja

X =Xy = {exp(m) - --exp(m) | n € N, n; € B-(0)}

Logo X é aberto. Mostraremos agora que X é fechado.
Seja g € 0X, entao
g-Q={gh|he}

¢é vizinhanca de g. Em particular
(9-QNX £0
Assim existem 71, ...,7, € Ny41 tais que
9 exp(—nn+1) = exp(m) ---exp(mn) € (9- ) N X

c.g=-exp(n)---exp(nn) exp(nny1) € X

Segue que X é fechado. Por conexidade de G temos que X = G, provando
assim a afirmacao. O

Agora, dizemos que uma subalgebra de Lie h C g de uma algebra de Lie
g é um ideal se este satisfaz a condigao

(X, Y]ehvVX enYeg

Assim como os subgrupos conexos de um grupo de Lie correspondem a
subéalgebras de sua &algebra de Lie, a nocao de ideal em uma &lgebra de Lie
corresponde a nocao de subgrupo normal, no seguinte sentido:

Proposicao 3.2. Seja G um grupo de Lie conero, H C G um subgrupo
conezxo de G e sejam, g e by suas respetivas dlgebras de Lie. Entdo H € um
subgrupo normal de G se e s se ) é um ideal de g.

Demonstragao: Seja H <G subgrupo normal, seja £ € h e n € g. Mostra-
remos que

[€,n €h

Como H <G, temos que

g 'Hg=H Vg e G
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em particular
exp(—tn) exp(s) exp(tn) € H Vt,s € R
Derivando com respeito a s, temos que
Ad(exp(tn))¢ € b VteR
coad(n)-€€h

SRR
Suponhamos agora que h<g. Seja £ € h, n € g.

[, €] €b
Mostraremos primero que
Ad(exp(tn))€ € b VteR
Para todo s € R.

Ad(exp((t +s)n))§ = Ad(exp(tn) exp(sn))E
= Ad(exp(tn))Ad(exp(sn))&

%Ad(exp(tn))f . = %Ad(exp(toﬂ))Ad(exp(tn))f o
= Ad(exp(ton))%Ad(eXp(tn))‘g o
= Ad(exp(ton))ad(n)&

= Ad(exp(ton))[n, €]

Afirmagao: A aplicagdo M(t) : g — g é definida por M(t) := Ad(exp(tn))

entao
d

M (t) 7

M(t):§—b

Para ver isto note que

me g0 = (4 &) wer—g

0= (5 2) ()
< Oymi1 Opmia ) _ < A(t)may + B(t)mar  A(t)mas + B(t)mas >

atTTLQl 3tm22 C'(t)m21 C(t)mgg
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Em particular temos que dymao; = C'ma1, Como m21(0) = 0, entao ma; = 0,
provando assim a afirmacao.

En conclusao temos que M(t) : h — h. Mostraremos agora que para todo
seR

exp(—n) exp(s§) exp(n) € H

Para isso note que

% exp(—n) exp(s) exp(n) = % exp(—n) exp(s0) exp(s€) exp(n)
s=s0o s=0
d

= = exp(—n) exp(so) exp(—n) - exp(n) exp(s§) exp(n)

s=0

= Dfexp(—n) exp(sof) exp()] - exp(—n) exp(sE) expln)

s=0
= D Jexp(—n) exp(s0§) exp(n)] Ad(exp(n))§
D [exp(—n) exp(so) exp(n)] u
Onde u = Ad(exp(n))¢ € b, assim
% exp(—n)exp(s€) exp(n)| = D [exp(—n) exp(so&) exp(n)] u = u(exp(—n) exp(so) exp(n))

s=50
Onde U é o0 campo invariante a esquerda com u(0) = u, isto &, se
7(s) = exp(—n) exp(s§) exp(n), entdo
y=uony
ou seja, 7y é curva integral de u, com ~(0) = e, assim
exp(u) = (1) = exp(—n) exp(§) exp(n)

-.exp(—n) exp(§) exp(n) = exp(u) € H

Agora seja g := exp(n1) - - - exp(n,) € G, mostraremos por indugdo que
gt exp(€)g = exp(u) para algum u e V¢ € b.
Seja g :=exp(n1) ...exp(n,—1), pela hipotese indutiva
g exp(€)g = exp(u)
onde u € b, por tanto temos que

g exp(€)g = exp(n.) g " exp(£)g exp(nn)
= eXP(??n)fl exp(u) exp(nn)
= exp(Ad(n,)u)
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De fato, g~ exp(£)g = exp(Ad(n,) - -- Ad(n1)€) € H.
Seja h = exp(&1) -+ -exp(&n) € Ho, onde Hy é a componente conexa de
H que contem a identidade. Mostraremos que para cada g € G

g 'hg € Hy
Mas
9 thg = g texp(&) - exp(€n)g
= g lexp(&)g- g exp(&e) g exp(én)g € Ho
pois cada g~ exp(&;)g € Hp. Concluindo assim a demonstragao. O

Observe também que a operagao do colchete em g induz um colchete no
espago quociente g/h se e somente se b for um ideal em g.
Isso, por sua vez, motiva a seguinte definigao:

Definicao 3.3. Dizemos que uma dlgebra de Lie g é simples se dim g > 1 e
nao contém ideais ndo triviais.

Pela Proposicao anterior, isso equivale a dizer que se G é grupo de Lie
com &lgebra de Lie g, entdo G nao possui subgrupos de Lie normais nao
triviais.

Agora, para tentar classificar algebras de Lie, apresentamos duas cadeias
descendentes de subalgebras. A primeira é a série central inferior de subal-
gebras Z.g, definida de forma indutiva por

g = [g,9]

D9 = (9, Dr—19]

Note que as subalgebras Z,g sao de fato ideais em g. A outra serie é
chamada de série derivada {@k g}; esta é definida indutivamente por

2'g = [9.9]

gkg = [91@—19’ Pk1g
Definicao 3.4. Seja g uma dlgebra de Lie, dizemos que g é:
(i) Nilpotente se Zxg = 0 para algum k.
(ii) Solivel se Z*g = 0 para algum k.
(iii) Perfeito se [g, 9] = 9.

(iv) Semisimple se g nao possui ideais soliveis diferentes de zero.
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Observe que g é soltivel se e somente se g tem uma sequéncia de subal-
gebras de Lie g = go D g1 D --- D gx = 0, tal que g;4+1 é um ideal em g;
e gi/gi+1 € abeliano. De fato, se este for o caso, verifica-se por indugao que
9'g C g; (Pode-se refinar essa sequencia para outra onde cada quociente
9i/0i+1 seja unidimensional). Desta observacao vemos que se b é um ideal
num grupo de Lie g, entao g é solavel se e s6 se h e g/h sao algebras de Lie
soltiveis. Se g é a algebra de Lie de um grupo de Lie G conexo, entao g é
solivel se e somente se houver uma sequéncia de subgrupos conexos, cada
um normal em G (ou no préximo na sequéncia), de modo que os quocientes
sejam abelianos.

Proposicao 3.5. Seja g uma dlgebra de Lie, entdo sao equivalentes:
(1) g € soluvel.

(ii) FEziste uma cadeia de ideais g = go D g1 D -+ D @n = 0 com g;/gi+1
abeliano.

(iii) Eziste uma cadeia de subdlgebras g = go D g1 D -+ D gn = 0 tais que
gir1 € um ideal em g;, e g;/gi+1 € abeliano.

A demonstracao desta proposi¢ao pode se encontrar no capitulo 7 de |]

3.2 Teorema de Engel e Teorema de Lie

Teorema 3.6 (De Engel). Seja g C gl(V') qualquer subdlgebra de Lie tal que
cada X € g € um endomorfismo nilpotente de V. Entao existe um vetor nao
nulo v € V tal que X (v) = 0 para todo X € g.

Demonstragao: Antes de tudo observe que se X € gl(V) for qualquer
elemento nilpotente, entao a agdo adjunta ad(X) : gl(V) — gl(V) sera nil-
potente, para ver isto note que, dizer que X é nilpotente é dizer que existe
uma cadeia de subespagos 0 C V) C Vo C --- C Vi C Vi1 = V tais que
X (Viq1) C Vi paracadai = 1,...,k; podemos entdo verificar que para qual-
quer endomorfismo Y de V' o endomorfismo ad(X)™(Y) leva V; em Vi g—m,.

Agora vamos continuar por indugdo sobre a dimensdo de g. Primeiro
vamos ver que g contem um ideal § de codimensao 1. De fato, seja h C g
qualquer subéalgebra propria maximal; afirmamos que h tem codimensao 1
e é um ideal. Para ver isto olhemos para a representacao adjunta de g; ja
que b é uma subélgebra a acao adjunta ad(h) de h em g preserva subespago
h C g e assim age sobre g/h. Alem do mais, pela observacao inicial temos
que para cada X € b, ad(X) age nilpotentemente em gl(V'), portanto em g e
consequentemente em g/h. Assim, por indugao, existe um elemento nao nulo
Y € g/h anulado pela aplicacdo ad(X) para cada X € b; equivalentemente,
existe um elemento Y € g e ndo em h tal que ad(X)(Y) € bh para cada
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X € bh. Mas isto é dizer que o subespago b’ de g determinado por h e Y ¢é
uma subéalgebra de Lie de g, em que h situa-se como um ideal de codimensao
1; pela maximilidade de b temos que b’ = g.

Voltando a representacao de g em V. Aplicamos a hipdtese indutiva na
subéalgebra b de g encontrado no paragrafo anterior para concluir que existe
um vetor no nulo v € V' tal que X (v) = 0 para todo X € h, seja W C V o
subespaco de todos esses vetores v € V. Seja Y qualquer elemento de g que
nao esta em h; se h e Y gerem g fica mostrar que existe um vetor (nao nulo)
v € W tal que Y (v) = 0. Agora para qualquer X € b, temos que

XY () =Y (X (w)) + [X, Y] (w) .

O primeiro termo na direita é zero, pois por hipotese w € W, X € h e
assim X (w) = 0, de forma anéloga o segundo termo é zero pois [X,Y] =
ad(X)(Y) € h. Dai, X (Y (w)) = 0 para todo X € b; logo obtemos que
Y (w) € W. Pero isto significa que a a¢ao de Y em V leva o subespagco W
em ele mesmo; Como Y age nilpotentemente em V', segue que existe um
vetor v € W tal que Y (v) = 0. O

O teorema de Engel implica que existe uma base para V em que a matriz
representativa de cada X € g é estritamente triangular superior: desde que g
anule v, atuara sobre o quociente V de V pelo generado de v, e por inducdo
podemos encontrar uma base v, ..., 7, para V em que essa acdo ¢ estrita-
mente triangular superior. levando T; para qualquer v; € V é escrevendo
v1 = v obtemos uma base para V.

O teorema de Engel, por sua vez, nos permite mostrar a seguinte afirma-
cao: Cada representacao de um grupo de Lie resolvivel pode ser posta em
forma de matrizes triangulares superiores. Isso esta implicito por.

Teorema 3.7 (De Lie). Seja g C gl(V') uma dlgebra de Lie complexa solivel.
Entao existe um vetor nao nulov € V que € autovetor de X para todo X € g.

Demonstragao: Primeiro vamos a afirmar que g contém um ideal § de
codimensao um. Agora como g é solivel, sabemos que Zg # g, logo temos
que o quociente a = g/%g ¢ uma algebra de Lie abeliana, a imagem inversa
em g de qualquer subespago de codimensdao um de a serd entao um ideal
de codimensao um em g. Agora por inducdo podemos assumir que existe
um vetor vy € V' que é auto vetor para cada X € h. Denotemos por A(X)
o autovalor de vy correspondente a X. Consideramos entdo o subespaco
W C V de todos os vetores satisfazendo a mesma relagao, i.e., definimos

Wi={veV:Xw)=XX) v, VXebh}.
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Seja Y € g tal que Y ¢ h. Como antes, sera suficiente mostra que Y leva
algum vetor v € W num multiplo dele mesmo, e para isso é suficiente mostrar
que Y leva W em ele mesmo. Para isso vamos a usar o seguinte lema.

Lema 3.8. Seja ) um ideal de uma dlgebra de Lie g. Seja V uma represen-
tagao de g, e A : h — C uma fungdo linear. Seja

W={veV:Xw) =AXX) v, VXeh}.

Entao Y(W) C W para todo Y € g.

Demonstragao: Seja w € W nao nulo, para ver se Y(w) € W tomamos
X € b e escrevemos

XY (v) =Y (X (w))+[X,Y](w) (4)
= AX) - Y(w) + A ([X,Y]) - w

sempre que [X,Y] € bh. Isso difere do nosso célculo anterior, em que o
segundo termo a direita nao é sempre zero; Na verdade, Y (w) ficard em W
se e 80 se A ([X,Y]) =0 para todo X € b.

Para verificar isto, vamos introduzir outro subespaco de V', a saber, o
gerado U das imagens w, Y (w), Y2(w), ... de w sobre aplicacdes sucessivas
de Y. Este espacgo é preservado por Y. Afirmamos que qualquer X € b
leva U nele mesmo, isto é certamente o caso que h leva w num miltiplo dele
mesmo, e por tanto em U, (4) diz que h leva Y (w) numa combinagao linear
de Y(w) e w, e assim em U. Em geral, vamos mostrar que b leva Y*(w) em
U por indugao: Seja X € b, escrevemos

X (Yk (w)> -y <X (Y’H (w))) +[X,Y] (Y’f—l (w)) : (5)

Se X (Yk_l(w)) € U por indugdo o primeiro termo a direita esta em U, e
como[X, Y] € h o segundo termo esta em U também.

De fato, podemos ver que de (4) e (5): Segue-se que, em termos dos
elementos da base w, Y (w),... para U, a agdo de qualquer elemento X € b
é triangular superior, com entradas diagonais iguais a A(X). Em particular,
para X € b atraca darestricao de X a U é justamente a dimensao de U vezes
A(X). Dai, para qualquer elemento X € h o comutador [X, Y] é um elemento
de h que age sobre U, e contudo sendo o comutador de dois endomorfismos
de U o trago desta agao é zero. Isto mostra que A ([X,Y]) =0. O

3.3 Algebras de Lie Semi-simples

Teorema 3.9 (Completa Redutibilidade). Seja V' uma representacao da
dlgebra de Lie semisimples g e W C V' um subespaco invariante sobre a ac¢ao
de g. Entao existe um subespaco W' C V' complementar de W e invariante
sobre g.
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A demonstracao deste teorema sera feita na seguinte se¢ao em (4.6).

Agora suponha que g é uma algebra de Lie arbitraria, seja X € g qualquer
e p: g — gl,C qualquer representagao. Vimos que a imagem p(X) nao
precisa ser diagonalizével, alem do mais podemos ver como p(X) se comporta
em relagao 4 decomposicao de Jordan. Se noés assumimos que a algebra de
Lie g é semisimples, a situacao é radicalmente diferente. Especificamente,
nos temos:

Teorema 3.10 (Preservagao da descomposicao de Jordan). Seja g uma dl-
gebra de Lie semi simple. Para cada elemento X € g, existe X e X, em g
tais que para cada representacao p : g — gl(V') temos que

p(X)s =p(Xs) € p(X)n=p(Xn).

Em outras palavras, se pensamos em p como injetiva e g como sendo
uma subalgebra de Lie de gl(V'), as partes diagonalizaveis e nilpotentes de
qualquer elemento X € g estao novamente em g e sao independentes da
representacao particular p.

A prova deste resultado podemos encontrar no apéndice C do livro [1]

3.4 Algebras de Lie Simples

Existe um fato mais basico sobre as algebras de Lie a serem declaradas aqui;
embora a sua prova tenha que ser adiada consideravelmente, ele informa toda
a nossa abordagem ao assunto. Esta é a classificacdo completa das algebras
de Lie simples:

Teorema 3.11. Com cinco excegoes, cada simples dlgebra de Lie complexa
€ isomorfica para sl,C, s0,C ou sp,,,C para alguns n.

As 5 excegbes podem ser explicitamente descritas, Embora nenhuma de-
las seja particularmente simples, exceto no nome, elas sao denotadas por go,
f4, €6, e7 € eg. pode se encontrar uma construgao para cada um deles no livro
[1] Capitulo 22.3. As algebras sl,,C (para n > 1), s0,C (para n > 2) e sp,,,C
sao comummente chamadas por algebra de Lie classicas (e os corresponden-
tes grupos por grupos de Lie classicos); as outras 5 algebras sdo chamadas
como as algebras de Lie excecionais.

A natureza do teorema de classificagdo para algebras de Lie simples cria
um dilema sobre como abordamos o assunto: Muitos dos teoremas sobre alge-
bras de Lie simples podem ser provados de forma abstrata, ou verificando-os,
por sua vez, para cada uma das algebras especificas listadas no teorema de
classificagao. Outra alternativa é declarar que estamos preocupados em en-
tender apenas as representagoes das algebras classicas sl,C, s0,C e sp,,C e
verificar quaisquer teoremas relevantes apenas nesses casos.
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4 Semi-simplicidade

Nesta secao vamos considerar so algebras de Lie complexas.

4.1 Forma de Killing e Critério de Cartan
Definicao 4.1. Para X,Y € g, definimos a forma de Killing por
B(X,Y) = Tr(ad(X) o ad(Y))
Observe que B é biliniear, simétrica e
B([X,Y],Z2)+ B(Y,[X,Z]) =0 (6)

Lembremos a decomposic¢ao da Jordan de uma transformacao linear X de um
espago vetorial complexo finito-dimensional V' como uma soma de sua parte
semisimple e nilpotente: X = X;+ X,,, onde X, é a parte semisimple de X e
X, a parte nilpotente. Esta é caracterizada de forma tinica pelo fato de que
X é semi-simples (diagonalizavel), X, é nilpotente e X e X, comutam com
qualquer outro. Na verdade, X, e X,, podem ser escritos como polinémios
em X, assim qualquer endomorfismo que comuta com X comuta automati-
camente com X e X,,. Um caso de invarianga de descomposicao de Jordan é:

Exemplo: Para cada X € gl(V'), o endomorfismo ad(X) de gl(V') satisfaz
ad(X)s =ad (X;) e ad(X), =ad(X,).
Existe uma forma bilinear By definida em gl(V') pela formula
By (X, Y)=Tr(XoY),
onde Tr é a traza e o denota a composi¢ao de transformacoes. A identidade
By (X,[Y,Z]) = By ([X,Y], 2)
é valida para cada XY, Z € gl(V).

Se g é soluvel, pelo Teorema de Lie sua representacao adjunta pode ser
escrita da forma triangular superior. Segue-se que Zg = [g, g] atua por ma-
trizes estritamente triangulares superiores. Entéo se X estd em Zge Y em
g, entao ad(X) o ad(Y') é estritamente triangular superior, em particular a
traga B(X,Y") é zero. O critério de Cartan é quem caracteriza a solubilidade.

Proposicao 4.2. A dlgebra de Lie g é solivel se e so se B (g, Zg) = 0.
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Vamos provar primeiro algo que parece um pouco mais fraco, mas no
final serd mais forte, Vamos provar:

Teorema 4.3 (Critério de Cartan). Se g € uma subdlgebra de gl(V) e
By (X,Y) =0 para cada X,Y € g, entao g € solivel.

Demonstragao: Para isto, é suficiente mostrar que todo elemento de Zg
é nilpotente, pois entao, pelo teorema de Engel, deve ser um ideal nilpotente,
e portanto, g é soldvel.

Assim tome X € g, e seja \j,..., A, seus auto-valores (contados com
sua multiplicidade). Devemos mostrar que os \; sdo todos zero. Esses auto-
valores satisfazem que:

> Xidi =Tr(X o X) = By (X, X) = 0.
No6s precisamos mostrar que
5\1)\1 +-"+Xr)\r =0

Para ver isso, tome uma base de V' de modo que X é uma forma candnica
de Jordan, com Ag,..., A, na diagonal; A parte semisimples D = X; de
X & a transformacao diagonal. Seja D o endomorfismo de V dado pela
matriz diagonal com A1, ..., )\, na diagonal. Entdo Tr (E o X) = le)\i, é
suficiente mostrar que
Tr (Do X) =0.

Como X ¢ uma soma de comutadores [V, Z], com Y e Z em g, Tr (D o X)
é a soma de termos da forma Tr (5 olY, Z]) =Tr (m, Y] o Z). Assim para
concluir precisamos mostra @, Y] pertence a g, para nossa hipdtese é que
Tr(gog) = 0. Ou seja, somos reduzidos a mostrar que

ad (D) (g) C g.

Para isto ¢é suficiente provar que ad (5) pode ser escrito em forma polino-
mial em ad(X), pois sabemos que ad(X)¥(Y) esta em g se X e Y estao
em g. Desde que ad(D) = ad (X,) = ad(X)s é um polinémio em ad(X),
¢é suficiente mostrar que, ad (E) pode ser escrito como um polinémio em
ad(D), (Isto pode se verificar usando a base usual {e;;} para gl(V)), ad(D)

e ad (D) sao matrizes diagonais complexas conjugadas, e qualquer um deles
sao polinémios um do outro. ]

Demonstragao da Proposigao 4.2: Seja g uma algebra de Lie tal que
B (2g,2g) = 0. Pelo Teorema 4.3 (Criterio de Cartan) a imagem de Zg
pela representagao adjunta em gl(g) ¢ solivel. Desde que o kernel da apli-
cacao adjunta seja abeliana, temos que Zg é soluvel (Proposigao 3.5), e por
defini¢do nos temos que g é soluvel. O
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Proposicao 4.4. Uma dlgebra de Lie g € semisimple se e s se sua forma
de Killing B € nao degenerada.

Demonstragao: Seja g uma algebra de Lie semisimple, por (6) o espago
nulo s = {X € g: B(X,Y) = 0} é um ideal. Pelo critério de Cartan, a
imagem ad(s) C gl(g) é soluvel; como na prova anterior s é solavel, assim
5 = 0 por definicao de semisimple. Reciprocamente, se B é nao degenerada,
nos temos que mostrar que qualquer ideal abeliano a em g deve ser zero.
Se X caeY € g, entao A = ad(X) o ad(Y) aplica g em a e a para 0,
assim B(X,Y) = Tr(A) = 0, como isso vale para todo Y € g, temos que
B(X,:) =0 e assim X = 0. Segue que a = 0, como precisamos. O

Corolario 4.5. Uma dlgebra de Lie semisimple é um produto direto de dl-
gebras de Lie simples.

Demonstragao: Para qualquer ideal h de g, por 6 o aniquilador
ht={Xeg:B(X,Y)=0VY b}

¢ um ideal. Pelo critério de Cartan h N ht é soliavel, entdo zero, assim

g=ha bt A decomposicio segue por inducio. ]
Dai obtemos que g = g, e que todos os ideais e imagens de g sdo
semisimples.

Seja g uma algebra de Lie, e seja p : g — End(V) por uma representagao
em um espago vetorial V. A forma de Killing da representacao p é definida
por

K, (X,Y) =T (p(X) p(Y)).

Procedemos agora a determinar alguma formas de Killing de algebras de
Lie lineares.

Grupo General Linear: GL(n,R) ={A € M(n,R) : det(A) # 0}
Algebra de Lie: gl(n,R) = R™*",

Vamos determinar agora a forma de Killing de g = gl(n,R), seja (epq)ij =
&F 5? a base canoénica de g. Entao
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epgs €rslis = (€pgErs — Erspq)ij
= (epa)ir(ers)hj = (ers)ik(Epg)kj
= 0010105 — 0076705
= 090705 — P*67 o]
= 0% (eps)ij — 0" (erg)ij
Dai [gpq, €rs] = 09"€ps — 0P%erq. Por outra parte
lepg: [erss etull = [epg, 0% (Eru) — 07 (e4s)]
= 0"[epg €rul — 0" [epgs £t
= 0% (0 epy — 6PVerg) — 80U (090 s — GP5eyy)
= %109y, — 65 6P e,y — 8UT 6T ey, + 6T 6PS ey

Dai obtemos que (Ad(epg)Ad(grs)) ety = 6516% ey — 651 6P e, — 0975 eps +
0""dP%etq. A base dual é dada por

ePl (g,5) = 6P HY
Logo
Tr (Ad(epg) Ad(ers)) = 32 0 €™ [Ad(epg) Ad(ers)er]
= Diu gl [55809 ey, — 851 0P g — 80U 5T e ps + WGP g
= Diu [5“5“(5}2(53 — (55’5(51’“67";5}1‘ — (5"7“(5‘1256;53 + 6“7“(5”8(5,’5553]
= nd,o?" — 850k — 0p0T + no*Po,

= 2n0psOgr — 26,50pq
Entao,

K(qu’ ETS) = Qnépséqr - 25’/‘85])‘1
= 2n(epq, sr) — 2T (epq) T'r (€rs)
= n <5pq7 (Ers)t> —2Tr (EPQ) Tr (ers)
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Dai K (A, B) = 2n (A, B") — 2Tr(A)Tr(B) = 2nTr(AB) — 2Tr(A)Tr(B).
Grupo Linear Especial SL(n,R) = {4 € GL(n,R) : det(A) =1}
Algebra de Lie: sl(n,R) = {4 € gl(n,R) : tr(A) = 0}.
Vamos determinar agora a forma de Killing de g = sl(n,R), seja (epq)ij =

5?(5? - %51’%“ com (p,q) € {1,...,n} x{1,...,n}\{(n,n)} a base canonica
de g. Entao

epgs Erslij = (€pgErs — €rsEpq)ij
= (5pq)ik(5r5)kj - (5r5>ik<5pq)kj

= (o70f — Loragu) (6705 — 20700k ) — (9707 — Lovou) (oFo7 — Lorey, )

n

= OPOL0R0; + om0 Gkl — L (S70]0ks07 + P90,,5705 )
1 (070700507 + 07200707 ) — (O700007 + HdP6 0305 )
= 5P — 5v676
= §ISs — Lowgeasy; — oregTsT 4+ Lapsswrsy
— 0w (o705 — Loray;) — ov (o761 — Loway,)
= o (5p8)ij —ore (5Tq)i‘

J

Dai [epg, €rs] = 69 eps—0P%e,q. Por outra parte, ao igual que na parte anterior
obtemos que K (epq,rs) = 2n0psqr — Ops0pg = 2nTr(epgers). Dai obtemos
que

K(A,B) =2nTr(AB)

Grupo Ortogonal O(n,R) = {4 € GL(n,R) : A~! = A?}
Algebra de Lie: o(n,R) = {4 € gl(n,R) : A+ A! =0}.

Vamos determinar agora a forma de Killing de g = o(n, R), seja (epq)ij =
5?(5? — (53(5? com p < q a base candnica de g. Entao
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[epg:€rslis = (Epgers — Erstpq)ij
= (epg)ik(ers)kj — (ers)ik(Epg)ks
= (o%0f — o%ap) (0705 — 6307 ) — (6707 — 6307) (oFo7 — o7 )
= SPOISTSS + SISLS0T — SPSLSEST — §U8TOrSS
— (07830767 + 63570107 — o7 530107 — 83070757

= §IPS 4 §PSIST — §96FST — 5P IS
18956767 4 GPTE357 — 5Pe6TSY — 517 636"
= om (80ay - 5307) — ov> (o781 — 8197 )
o0 (araf - ofey) — o (873 — 6367

= o7 (5ps)ij — 0P (Erq)ij + 0% (ETP)Z']' — o (5q8)ij

Dal [epg, ers] = 09 eps — 0P%epq + 09%€4, — 0Py Por outra parte

[5pq’ [57"57 Etu]] = [quu 6$t57’u - 5Tu5ts + 5su5tr - (Vtesu]
= [epgs Eru] — 6™ [epgs €ts] + 0 [epgs €tr] — ot [epgs €su]

= 5% (8T ey — OPUeyq + 0Tie,, — SPTEq)
—OT (8T g — GP3ery + 8T ey, — SPleys)
05 (8%, — 8PTery + 69T ey, — 0Py, )
ié"‘t (6q5€pu — 5pu53q + (SquE:SP - (5p88qu)

— (58t5pu _ 5su6pt) Eqr + (5st5qr _ 67‘t5q8) Epu
+ (5ru5pt _ 5rt5pu) Eqs + (5ru5qs _ 5su(5qr) Ept
4 (5su6pr _ 5Tu5ps) Eqt 4 (5Tt6p8 _ (55t(5pr) Equ
+ (5su5qt _ 5st(5qu) Epr + (5rt5qu _ 5ru5qt) Eps

Com a base dual dada por (¢P9) &, = 6787 obtemos que
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Tr (Ad(epg)Ad(ers)) = >4 e [Ad(epg) Ad(ers)ew] = Dot e [epg, [ers, Etul]

— Zt,u Etu [(5st(5pu 5su5pt) Eqr + (5st5qr _ 6rt(5qs) Ep
4 (5ru5pt 5rt5pu) (5ru5qs _ 5su5qr) Ept
+ (58u5pr 5ru5ps 5 at + (5rt5ps _ 6st5pr) Equ
+ (5su5qt 5st5qu) (6rt5qu o 5ru5qt) €ps}
= 30, (8567 — 5eueT) GLEY 4 (5569 — 57695 6L
(e — §TEPYY) §LY 4 (74095 — §5U69T) 6L
A (§5UGPT — 5GP ) SLO - (8TEOPS — 5GP 6L
+ (§5ugat — §tgam) ghe + (67EaT — Tusat) 5t o

= G367 — 8268 + 60T — nérse + §L6) — 8768 + 87695 — 5387
HO50P" — 8767 + gl oPs — ndSor + 8308 — 058% + 087 — 0188

= 46,50pr — A6,s0gr + 218 ps0qr — 2n0pr0s = 2(2 — 1) (6pr0gs — Opsdar)

= (n—2){epqrs)
Dai obtemos que a forma de killing de g é da forma K (A, B) = (n—2) (A, B).
Grupo Unitario U(n,C) = {4 € GL(n,C) : A=t = A'}
Algebra de Lie: u(n,C) = {4 € gl(n,C) : A+ A! = 0}.
Vamos determinar agora a forma de Killing de g = u(n), seja (epq)ij =
5?5? — 5;155 e (Cpglij = V— 6p5q + V- 5q5p Seja ftpg = €pg + Cpg @ base

candnica de g. Entao

r s s r
[qu; Ers] = €ps + oP Eqr t+ 09 Erp + oP €sq
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[Cpqa Crs]ij = (Cqurs - Crs(pq)ij
= (Cpa)ik(Crs)kj = (Grs)ik(Cpg) ks
= (870f + 078%) (905 + 677 ) + (5705 + 607) (907 + 077 )

= —8POL8y08 — 6100630 — oPSL6EST — 61606768
+O7 030 8% + 83075107 + 8TO3810Y + 550780

= STLSS — §PS5IST — §UGT ST — §PSISS 4 59670 4 PRS- Py 4 36T
= (555;? — o7 5;7) + s (6;" 57— 535;?) + o9 (5;“5;? _ 555;.) e (555;? . 535;)

= 07 (esp)ij + 7% (€rq)y; + 0% (erp)y; + 0P (€59);5

Dai obtemos que [(pq, Crs| = 09" ey + 0P%epg + 09°e,), + P44, por tltimo
obtemos que

[5pq7 Crs]ij = (quCrs - Crsgpq)ij
= (epg)ik(GCrs)kj — (Grs)ik(Epg)
= /=T (6757 — 6957 (5;;5; + 5,@5;) — /=T (785 + 656 (55;5; . 5,35;?)

= V=1 (55’5,35;;5; + 67816787 — 81608765 — 62606367
87870787 — 6387607 + 67876707 + 5;5;;5,35;)

= VT (87 805 + 0%aLT — 675787 — ovrals:
T s ssP
GV 07H — 8030 + 59°070T + 37 537

— 0T/ (0307 + 0703 ) + 895/~ (8705 + o)
_opy/T (5;15; +6780) = ory/=1 (5355 + 5553‘)

= o7 (Csp)ij + 0% (Cpr)ij — o (CQT)ij — o (Cq5>ij

Logo vemos que [epq, Crs] = 097 Cps + 09°Cpr — 0PCqr — 0P (ys, em particular
para quais quer dois elementos da base de u(n) obtemos que
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[tipgs tirs] = [Epg + Cpgs Ers + Crs)

= [5pqa5rs] + [5pq> CTS] + [CpquTS] + [Cpq> CTS]

= 0?eps + 0P%cqp 4 0%y + 0P egq + 01" Cps + 09°Cpr — 0P (g — 0P (ys
— (8P%Cqr + 09 Cpr — 09 Cps — 0P (gs) + 6T egp + OP%epg + 094y, + 6Py

= 2(0%epp + 6P esq + 09" Cps — 6P(yr)

Por outra parte temos que

[qua [trss feu]] =

2 [qu + Cpqa 0%ey + 5rt5us + 6St<ru - 5rqut]

20°% [epg, Etr] + 20 [epg, €us] + 20 [epg, Grul — 20™ [epg, Cst]
+265 [Cpg, €tr] + 20 [Cpgs Eus) + 205 [Cpgs Cru) — 26" [Cpgs Cot

2054 (5qtapr + 0PTegr + 09 ey + (V’terq)
+267 (89 s + 0P gy + 0Ty + 0PVesq)
+26° (87 Cpu, + 0T Cpr — 0P Cgr — 07" Cqu)
+26™ (5ps<qt + 5pt<qs - 5qt<ps - 5qs<pt)
+26° (5pt<qr + 6qt€pr - 5qr€pt - 5pr<qt)
207 (87 Cgs + 67 Cps — 0% Cpu — 6P Cqu)
+2658 (67 ey + OPerg + 0%y, + 0P Eyq)
+207 (6Pleqs + 09y 4 0T eps + 6P5cq)

2 [(§5457 — 65169 &,y +

—

5[)857‘% _|_ 5su6pr) eq

+ (6su(5qr _ 5q55ru) Etp + (5su5pt + 5st6pu) Erg
4 (&"téqu 4 5ru5qt) Eps 4 ((5rt5ps _ 63755;)7") Equ
+ (5rt5qs + 5st5qr) Eup + (5rt5pu _ 5ru5pt) Esq
4 (6st6qr _ 5rt5qs) Cpu + (5st5qu + 5su6qt) Cpr
+ (5su5pt _ 5st5pu) qu _ (5st5pr 4 6rt5ps) Cqu
+ (5ru5ps _ 5su5pr) th + (5ru5pt 4 5rt5pu) Cqs
+ (5rt5qu _ 5ru5qt) Cps _ (57"u5qs 4 5su5qr) <pt]

2 [65469 (epr + Cor) + 6589 (ep + Crp) + 656" (eqt + Cqt) — 65467 (e4q + Ciq)
=016 (e4p + Cip) — 0507 (ept + Cpt) + 05U40P (€rg + Crg) — 0°L0PY (egr + Cqr)
F8EEU (eps + Cps) — 67409 (e5p + Csp) — 050P" (equ + Cqu) — 071675 (eug + Cug)
+0°69" (Eup + Gup) — 6707 (epu + Cpu) + 0710P" (e5q + Csq) + 07407 (ggs + CQS)]

2 [5su5qtﬂpr + 5st5unTp + §ps 5ru'uqt _ 5su5pr'utq
_as 5ruﬂtp _ 5su5qrﬂpt + 5su5pturq _ 5st6puluqr
_‘_5rt5qu'ups _ 5Tu5qt#sp _ 5st5pr’uqu _ 6rt5ps'uuq
+5st5qrﬂup _ ot 6qslupu 4 ot 5puﬂsq 4 (Vuéptﬂqs]
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Dai obtemos que

(Ad(pipqg) Ad(pirs)) prw = 2 [5qt58uﬂpr + 0940 iy + 6P gy — OFT 0% g
—§as 5ruﬂtp _ 5qr55uupt + 5pt65ulurq _ 5pu55tﬂqr
+5qu5rtups _ opt 5ruusp _ Spr 5Stl~bqu — Pps 5Ttﬂuq
_|_5q7"55t'uup — §9s 5rt'upu 4 5pu5rt'usq 4 5pt5ru'uqs]

A base dual é dada por pP? (pu,s) = 6862, logo

Tr (Ad(ppq) Ad(prs)) = Zt,u (1" [Ad(ppg) Ad(pirs) pitu]

= 224 pt [5qt58uﬂpr + 095 iy + OO gy — SPT 6 g

_5qs(5ruﬂtp _ 5qrdsu1upt + 5pt(55uMTq _ 5pu6stﬂqT
+5qu57‘t#ps _ 6pt57”u#sp —gpr 5Sthu _ 6p86rtuuq
_HSqr 5Stﬂup _ 5q85rtﬂpu + 5pu5rtusq + 5pt 5ruﬂqs]

= 20, FUETGLEY 4 SUGILOY + SO ULSY — GPTO Sl

—GIGTUGLSY — UGG + GPLEUSLEY — GPUGUSL Y
UGS — GPSTUSLSY — GPT eSS — §Pe6TE St
UGG §Y — §95§TESLGY + GPUSTIOLSY + GPIOTHSL S

= 2[0065 + 0588 + 6755 — ndPTSS — nd9S S, — 69758 + LT — 8307
68T — 6167 — ndPTES — OPSST + 69765 — ndI6T + 56k + 5L6T

= 80pg0rs — 8nOprdgs = 20T (pipghirs) — 217 (fipg) T (tirs)

Dai se conclui que K (A, B) = 2nTr(AB) — 2Tr(A)Tr(B).

4.2 Total redutibilidade

Uma representagao de dimensao finita de uma algebra de Lie g sera chamada
de g-moddulo, e um subespaco g-invariante de submaodulo.

Teorema 4.6. Seja V uma representacdo da dlgebra de Lie semisimples g
e W C V um subespago invariante sobre a acao de g. FEntdo existe um
subespaco W' C V' complementar de W e invariante sobre g.

Demonstragao: Como a imagem de g pela representacao é semisimple,
podemos assumir que g C gl(V). Tomamos uma base Uy,...,U, para g, e
uma base dual Uj, . .., U/ respeito a forma de Killing By definido no exemplo
4.1:By(X,Y) = Tr(X oY) (pelo critério de Cartan temos que By ¢é nao
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degenerada). Definimos agora Cy (v) := > U; - (U} - v). Podemos ver que
Cy é um endomorfismo de V' que comuta com a acéo de g. Seu trago é

Tr(Cy) =) Tr(UioUf) = > By(Us, Uj) = dim(g) (7)

Também podemos ver que como C'y leva qualquer submodulo W nele mismo,
e como comuta com g, seu nicleo Ker(Cy ) e sua imagem sao submodulos.

Note primeiro que todas as representacoes unidimensional de uma &al-
gebra semisimple g sdo triviais, pois Zg deve atuar trivialmente em uma
representacao unidimensional, e g = Zg.

Vamos provar o caso quando W C V & um subespaco invariante irreduti-
vel de codimensao um. Entao Cy leva W nele mesmo, e C'y atua trivialmente
em V/W. Agora pelo lema de Schur’s, como W ¢é irredutivel, Cy é multi-
plicagao por um escalar em W. Este escalar é nao zero, se nao seria uma
contradigao com (7).

Dai obtemos que V' =W @ Ker(Cy), com isto provamos este caso. Por
inducao na dimensao que podemos ver que o teorema vale quando W C V'
tem codimensao um. Pois se W nao é irredutivel, podemos tomar Z por um
submodulo nao nulo, e por indugdo podemos encontrar um complementar
aW/Z C V/Z, digamos Y/Z. Entao Y/Z é de uma dimensao, de novo po
indugdo podemos encontrar U tal que Y = Z @ U. Entao V=W @ U.

Pelo mismo argumento é suficiente provar a afirmagao do teorema quando
W é irredutivel. Tome agora o mapa de restri¢ao

p : Hom(V, W) — Hom(W, W),

Um homomorfismo de g— modulos. O segundo contem o submédulo unidi-
mensional Homg (W, W). No caso anterior, & um submédulo de uma dimen-
sao de p~t (Homg (W, W)) C Hom(V,W) que se asigna sobre Homgy(W, W)
por p. Como os médulos unidimensionais sao triviais, isto é que ha um
g—invariante em Hom(V, W) tal que p(v)) = 1. Mas isto significa que v é
uma proje¢ao g—invariante de V' sobre W, Logo V. = W & Ker(v), como
queriamos provar. L]

Vamos usar isto para mostrar a invarianca da decomposi¢ao de Jordan
(Teorema 3.10). O ponto chave ¢

Proposicao 4.7. Seja g uma subdlgebra de Lie semisimple de gl(V'). Entao
para qualquer elemento X € g, a parte semisimple X5 e a parte nilpotente
X, estao também em g.

Demonstragao: A ideia é escrever g como uma intersecao de subalgebras
de Lie de gl(V') dai a conclusao do teorema é simples de provar. Por exemplo,
temos que g C gl(V), ja que g = Zg, e claramente X3 e X,, sdo sem trago
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se X também for sem trago. Da mesma forma, se V é nao irreducivel, para
qualquer submoédulo W de V, seja

s ={Y egl(V) | Y(W)CW e Tr(Y|w)=0}.

Entao g é também uma subélgebra de sy, e X e X,, também estao em sy .

Dado que [X,g] C g, segue que [p(X),g] C g para qualquer polinémio
p(T). Assim [X5,9] C g e [X,, 9] C g Em outras palavras, X, e X,
pertencem a subalgebras de Lie n de gl(V') consistindo de endomomorfismos
A tais que [A, g] C g. Dai n nos da outra subalgebra para trabalhar.

Afirmacgao 1. g € intersecio de n com todas as dlgebras sy para todos os
submddulos W de V.

Esta afirmagdo completa a prova. Seja g’ a intersegao de todas essas
algebras de Lie. Entao g é um ideal em g’ desde que g’ C n.

Pelo teorema de completa redutibilidade podemos encontrar um submoé-
dulo U de ¢ tal que ¢ = g U. Se [g,¢'] C g, entdo [g,U] = 0. Para
mostrar que U é 0, basta mostrar que , para qualquer Y € U, a restricao
a qualquer submodulo irreduzivel W de V' é zero (Notando que Y preserva
W desde que Y € sy, e que V' é a suma de submodulos irreduziveis). Mas
como Y comuta com g o lema de Schur implica que a restricado de Y a W ¢é
a multiplicagdo por um escalar, e a suposi¢ao de que Y € sy significa que
Tr (Y|w) = 0, como precisabamos. O

Agora, se gé uma algebra semsimple, a representacao adjunta ad leva g
em gl(g). Para qualquer X em g o teorema implica que as partes semisimples
e nilpotentes de ad(X) estdao em g. Denotamos essas partes por X, e X,,.
A decomposicao X = X + X, pode ser chamada de decomposicao absoluta
de Jordan. Note que [X,, X,,] = 0. Pois para qualquer homomorfismo p :
g — ¢ de um algebra de Lie semisimple para outra, p(X;) = p(X)s e
p(Xpn) = p(X),. Na verdade, a decomposicao absoluta determina todas as
outras:

Corolario 4.8. Se p: g — gl(V) € qualquer representa¢iao de uma dlgebra
de Lie semisimple g, entao p(Xs) € a parte semisimple de p(X) e p(X,) € a
parte nilpotente de p(X).

Demonstragao: Acabamos de ver que p(X5) e p(X,,) sdo as parte semisim-
ple e nilpotente de p(X), conforme considerado na algebra de Lie semisimple
g’ = p(g). O resultado segue aplicando o teorema anterior a g’ C gl(V). O

Segue-se que um elemento X em uma algebra de Lie semisimple que é

semisimple em uma representagao fiel (faithful) é semisimple em todas as
representagoes.
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5 Grupos de Difeomorfismos de Holder.

Um grupo topolégico é um conjunto que tem estrutura de grupo e de topo-
logia tal que as operagoes de multiplicagao e inversao de um elemento sao
continuas. Todo grupo de Lie é grupo topologico, mas nem todo grupo to-
polégico é um grupo de Lie. Nesta secao mostraremos como certos grupos
de difeomorfismos sao grupos topologicos. De fato, seja X uma variedade
suave e compacta, para cada n € N e para cada a € [0,1] denotamos por
Diff"*(X) o espago de homeomorfismos de X que satisfazem a condigao
de Holder com as constantes (n,a). Claramente, este ¢ um grupo, menos
quando n + « € (0,1). Porem, exeto quando n = o = 0, esse grupo nao é
grupo topolégico. Quando n = a = 0 é grupo topoldgico mas nao grupo de
difeomorfismo. Vamos ver contudo, que a continuidade desses operagoes é
recuperada quando Diff™®(X) e substituido pelo espago diff™*(X), definido
como a clausura de Diff**(X) em Diff"»*(X).

5.1 Definigoes Basicas

Sejam X e Y espagos métricos. Para cada f : X — Y e para cada a € [0, 1],
a seminorma de Holder de f de ordem « é definida por

o U@ F)
[f]a o é#f d(:E’y)a

Em particular vemos que, [f]p é a variagao total de f e [f]; é a semi-
norma de Lipschitz.

Proposicao 5.1. Para cada f: X — 'Y, e para cada o, 3, t € [0,1], temos
que

Fhara—ns < A6l . 8)
Demonstragao: Note que

d(f(z), f(y))

Tharoe = gli}l)d(x,y)tmr(lft)ﬂ
— Sup <d(f(w)7f(y)))t <d(f(x)7f(y))>(l—t)
Ay d(x, y)a d(:v, y)5
< 1L,
Concluindo assim a prova da proposigao. .
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Suponhamos agora que Y é um espaco vetorial normado. Para toda
f: X — Y, anorma uniforme de f é definida por

[fllo == Sup [[f ()] -

Vemos que, a norma assim definida esta relacionada com a variagao total de
f pela seguinte desigualdade

[flo = Supd (f(2), f(y)) < Sup ([ (@)I| + IF@)) < 2[llco -

zF#y

Para toda f : X — Y e para todo «a € [0,1], a norma de Holder de f de
ordem (0, «) é definida por

[fllgoa = fllco + [fla-

Suponhamos finalmente que X é um subconjunto aberto de algim espago
vetorial normado. Para cada n € N, para cada « € [0, 1] e para cada funcao
f: X =Y n-vezes diferenciavel, a norma de Holder de f de ordem (n,«) é
definida por

fllone = 32 [0, + (D711,
k=0

Em particular, vemos que a norma de Hdlder satisfaz a seguinte formula
indutiva

[fllgnsta = 1 fllco + 1D fllgna -

Para cada (n,a), o espago de Holder de ordem (n,«), que é denotado por
C™*(X,Y), o espago de todas as fungoes f : X — Y n-vezes derivéaveis tais
que || fllgna < oo

Proposicao 5.2. Seja X = S!
1. C™Y(X,Y) nao é separdvel; e
2. C*(X,Y) nao é denso em C™*(X,Y)

Observagao: Assim vemos que mismo no caso simples de uma variedede
compacta unidimensional, o espago C™(X,Y’) é bem grande.

Demonstragao Proposigao: E suficiente considerar o caso em que n = 0
e a = 1, isto é quando C™%(X,Y) = C%(X,Y) ¢ o espago das funcoes
Lipchitzianas de X em Y. Consideramos o caso em que X = S' e Y = R.

De fato, a clausura de C*®° em C%! é C'. Entdo comoa existem funcoes
em C%! que ndo sdo derivaveis, C> nio pode ser denso em C'.
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Agora seja fy a extensao periodica (com periodo 27) dafungao

fo(z) =

T se0 <<
2r—z sewm < x <21

Tome para cada ¢ € R a fungao
fo(0) = fo(¢ —0)
Vemos que par acada ¢ # 0
Hf¢>_fOHLoo = |¢’
[f¢_f0]1 = 2

Por lo tanto || fg — follco1 > 2.
Da mesma forma para cada ¢ # ¢’

[fo = forll con =2
Pois
(fo = Fo) (0) = [fo(0) = for(0)
= fo(0 —¢) — fo(0 — ¢")
= fo(0—0)— fo(0 —d— (o —¢))
= fol0 — @) — fe—4(60 — &)

Assim {Bi(fg) | ¢ € [0,2)} é uma familia ndo enumerével de abertos dis-
juntos em C%!'(SY R), logo C%'(S',R) ndo é separavel, Em particular,
como C*°(S* R) é separavel na topologia C%!, C>°(S1 R) nio é denso em
CYL(SYR) O

Definimos agora, para cada (n, «), o pequeno espago de Holder de ordem
(n,a) como a clausura de C*°(X,Y) em C™*(X,Y), e o denotamos por
¢™*(X,Y). Note que no caso especial quando o = 1, nos temos que, para
todo n

HX,Y) = X, Y).

5.2 Aplicagoes Multilineares

Nesta se¢ao E1,..., E, e F sdo espagos vetoriais normados e p: E1 @ -+ &P
FE,, — F é uma aplicacdo multilinear limitada. Suponhamos primero que X
é um espago métrico

Proposigao 5.3. A aplicagcao

CYX,E)®--0CYX,E,) — CUX,F)
(fla"'afm) — ,Lb(flvafm)

é uma aplicagao multilinear contina de norma limitada por ||p]|.
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Demonstragdo: Seja para cadai=1,...,m, f; € C%(X, E;), logo
e (Frsos Fm)lleo = Sup e (fr - fm) ()]

Sup [l (f(@), - fm(2))l]
Sup [lul [ A1)} 1 fm ()]

el T fillo - - L fmll o s

Provando assim a proposicao. ]

IAN

IN

Proposicao 5.4. Para cada o € [0,1], a aplicagao

CO7Q(X7E1)€B"'@Co’a(XaEm) — CO?O‘(X7F)
(fla"'afm) — M(fl;afm)

é uma aplica¢dao multilinear continua de norma limitada por ||ul|.

Demonstragdo: E suficiente considerar o caso quando m = 2. Para cada
f1, fo e para cada a € [0, 1]

e (fr f2), = Sup”ﬂ(fl,fz)(x)—M(flafz)(y)H

vty d(z,y)
_ supltUi(@), 2(@) = 1 (1), £20))]
Ty d(xvy)a
< Supl!u(fl(fr),fz(l‘))—u(ﬁ(y),fz(:ﬂ))ll
Ay d(l’,y)a
+SupHu (f1(), fa(x)) = (f1(y), 2W))]]
Ty d(x’y)a
< el Tfida lf2llco + lull 1 f1lleo [fo]as
€ como
[k (frs f2)llco < el [ fill o 1 f2llco s
entao
11 (frs f2)llcoe < Bl 11l o [[f2ll o s
como queriamos mostrar. O

Suponhamos agora que X é um subconjunto aberto de um espago vetorial
normado.

Proposicao 5.5. Para cadan € N e para cada o € [0,1], a aplicagao
C""(X,E))®---oC"™X,E,) — C"(X,F)
(f17"'7fm) — N(fh?fm)

é uma aplicagao multilinear continua de norma limitada por m™ ||p/|.
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Demonstragao: E suficiente mostrar a proposicdo para m = 2. Vamos
continuar usando inducao em n. O caso n = 0 é a Proposicao 5.5. Seja F o
espaco vetorial normado em que X é contido; definimos as aplicacoes biline-
ares continuas p; : Lin(E, E1) ® Ey — Lin(E, F) e peo : E1 @ Lin(E, Ey) —
Lin(E, F') por

:ul(A7 V)(U) = N(A(U)v V)7 e

IUQ(Ua A)(V) = M(U7A(V))
Considere agora f; € C"tL(X Ey) e fo € C"M19(X, Ey). Pela regra

de cadeia temos que,

Du(f1, f2) = pi(D f1, f2) + p2(f1, D f2)

assim, por hipotesis indutiva temos que

1Dp (frs f)llgne < 2% Il (1D fill e [[f2llgnia + 1 f1llgna D f2llgna) -

Porem, como
(s f2)lleo < el [ f1lleo [l f2ll o

segue que

Cfrs f)llgnsra < 27l 1 fillgnine [l foll gnrra

como queriamos mostrar. O

5.3 Composigao:

Aqui vamos supor que X é um espago metrico. Vamos supor primeiro que
Y e Z sao também espacos metricos e que Y é localmente compacto.

Proposicao 5.6. A aplicacdo de composicao

CUX,Y)xC'Y,Zz) — C%X,2)
(f.9) V> gof

é continua.

Demonstracao: Provaremos este resultado usando a topologia uniforme.
Seja (f,g) € CYX,Y) x C%Y,Z). Seja U um subconjunto aberto de Z
e seja K um subconjunto compacto de X tal que (g o f)(K) C U. Logo,
f(K) C g Y(U). Agora como f(K) é compacto e Y & localmente compacto,
entao existe um subconjunto aberto e relativamente compacto V de Y tal

que K C Ve g(V) C U. Definimos agora as vizinhangas Y e V de f e g
respeitivamente por

U={feCXY)|f(K)CV} e
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V= {g' € C’O(Y, Z)| ¢ (K)C V}
Logo para todo (f/,¢') € U x V, (¢’ o f')(K) C U, e esto mostra o resul-
tado. O
A partir deste momento vamos supor que Y e Z sdo subconjuntos de

espagos vetorias normados

Proposicao 5.7. Para todo o, B € [0,1], e para todo (f,g) € C¥*(X,Y) x
CO8(X,Y) se cumple que

90 flap < [g]s/15- (9)
Em particular se cumple que

lg© fllcoas < gl (1+1£13)-

Observagao: Com este resultado vemos que a pre-composi¢ao por um ele-
mento de C%%(X,Y) define uma aplicagdo linear limitada de C%?(Y, 2) a
COeB(X, 7).

Demonstragao da Proposicao 5.7: Note que

[(g o f)(x) = (go W

92 fles = Sup d(z, y)*”
d(f(x) ~ f(v)"
< WS
= [glslfla;
E isto prova a proposicao. O

Proposicao 5.8. Para cada o, 5,y € [0,1] tais que v < aff, o mapa de
COMPOSILCao

COYX,Y)x C¥(Y,z) — C"(X,2Z)
(f,9) — gof
€ continuo.
Demonstragao: Seja (f,, g,) uma sequencia convergente em C%% (X, Y") x

CY98(Y, Z), e seja (foo, goo) © limite. Pela proposicio 5.6,

Lim |[(gn © fn) — (goo © fOO)HCO =0.

n—-+oo

Por (9), existe B > 0 tal que, para cada n,

[(gn o fn) = (goo © fOO)]aﬁ <lgno fn]aﬁ + 90 © fOO]aB < B.
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Por (8), com t := v/ap,

[(gn © fn) = (g0 © fOO)]’y < B! [(gn © fn) — (goo © fOO)](()l_t)

e como este ultimo tende a 0 quando n tende a infinito, dai obtemos que
(gn © fn) converge a (goo © foo) quando n tende a infinito. Logo o resultado
segue. ]

Proposicao 5.9. Para cada o € [0,1] e para cada 5 € [0,1), o mapa de
COMPOSICao

COYX,Y)x Py, Z) — 0V (X, Z)
(f,9) — gof
€ uma aplicagdo continua.

Demonstracgao: Seja (fu,g,) € CO%(X,Y) x C%*(Y,Z) uma sequenca
convergente a (fx,gso). Para cada n se cumple que

[(gn o fn) - (goo o foo)]aﬁ < [(goo o fn) - (goo o foo)]aﬁ + [(gn - goo) o fn]ag
Por (9), o segundo termo a direita satisfaz
[(gn - goo) © fn]aﬁ < [gm - goo]ﬁ[fm]gv

que tende a zero quando n tende a infinito. Consideremos agora o primeiro
termo a direita. Seja B > 0 tal que, para cada n € NU {co},

[fm]a < B.

Escolhemos agora € > 0 e h € C*(Y, Z) tais que
[h = goolg < 6/3Bﬁ

De novo usando (9), obtemos que

IN

[(9oo © fr) = (9o OfOO)]aﬂ [(h = 9o0) Ofn]aﬁ
F[(hofn) = (ho foo)lag

IN

[h — goo}ﬁ [fm]g
+[(ho fn) = (ho foo)}aﬁ
+ [h - goo]ﬁ [foo]fy

IN

[(hofn) = (ho foo)lap + 2€/3.
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Como h € C%L(Y, Z), segue pela Proposicio 5.8 que, para n suficientemente
grande
[(ho fn) = (ho foo)lap < €/3,
Assim
[(goo © fn) = (9o © fOO)]aﬁ <e
Como € foi escolido de forma arbitraria, o primeiro termo a direita também

tende a zero quando n tende a infinito, completando assim a demonstra-
cao. ]

O caso em que 8 =1 se tratara de forma separada

Proposigao 5.10. Se Y ¢é convezo e compacto entao, para todo v € [0, 1],
0 mapa de composicao

cox,y)yxcly,z) — %X, 2)
(f.9) +— gof

é continuo.

Demonstragao: Sejam E e F os espagos vetorias normados contendo a Y’
e Z respeitivamente. Suponhamos alem do mais que F é completo, assim
a integral de curvas continuas em F' esta bem definida. Agora seja (fn, gn)
uma sequencga convergente a (fso, goo) em CU%(XY) x CY(Y, Z). Agora
como Y é convexo, podemos definir para cada n € N U {cc} a aplicacdo
Ay X x X — Lin(E, F) por

1
An(z,y) == /0 Dan((1 = ) fu () + (1))t

Segue por compacidade de Y que a sequenga (A,,) tem uma subsequenca uni-
formmemente convergente a A.,, vamos supor sem perdad de generalidade
que (4,) tende a Ao, quando n tende a infinito, Logo para todo n,

[An (@) (fn(y) = fn (@) = Ao (2,y) (foo (y) = foo ()

OJn —09° Joola = Su o
(90 fn—g0 fool #E d(z,y)
< Sy \\An(%y)(fn(y)*fn(w);foo(y)Jrfoo(w))H
= #f d(z,y)
+Su ||(An(x7y)—Aoo(%y))&foo(y)—foo(u’v))\\
#E d(z,y)
S HAn”CO [fn - foo]a + HAn - AooHCO [foo]on

y assim este tende a zero quando n tende a infinito, logo o resultado se-
gue. O

Finalmente vamos supor que X é um subconjunto aberto de um espaco
vetorial normado.
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Proposicao 5.11. Para cada k > 1, e para cada o € [0,1], o mapa de
COMPOSILEa0

CPX,Y) x FY,Z) — CPY(X,2)
(f,9) V> gof

é continuo.

Demonstragiao: Como ¢! = CFt1 o caso em que a = 1 é trivial. Supo-
nhamos agora que a < 1, e provaremos o resultado por inducao em k. Seja
(fn, gn) convergente a (foo, goo) em CF (X, Y) x (Y, Z). Pela Proposicio
5.6 a sequenca (g, o fn) converge a (goo © foo) em C%(X,Y). Pela regra da

cadeia temos que, para todo n € NU {0},

D(gn o fn) = (Dgn © fn) Df,.

Denotamos por F e F' os espagos vectorias normados contendo a X e Y res-
peitivamente. Se k > 1, entao pela hipotese indutiva temos que a sequenca
(Dgn o fn) converge a (Dgoo © foo) em C*¥ 19 (C,Lin(E, F)). O caso em
que k = 1 segue pela Proposicao 5.9. Em cada caso, pela Proposicao 5.5, a
sequenca (D(gn o fn)) converge a (D(gso © foo)) em CO%(X, Lin(E, F)), e as-
sim concluimos que a sequenca (g, o f,) converge a (goo © foo) em CH*(X, Z),
como queriamos provar. O

Suponha agora que X é uma subvariedade suave e compacta contida em
um espaco vetorial de dimensao finita. Note que os resultados anteriores
continuam validos neste caso. Seja diff*® (X) o espago de difeomorfismos de
X que sao de tipo C¥®. Colocando Z =Y = X, a Proposicao 5.11 implica
o seguinte teorema:

Teorema 5.12. Para cada k > 1, e para cada o € [0, 1], 0 mapa de compo-
si¢ao
diff*(X) x dif"*(X) —  diff"(X)
(fr9) — gof
€ continuo.

Agora vamos demonstrar a continuidade da aplicacao inversdo. Primeiro
temos que

Proposicao 5.13. O mapa de inversao

homeo(X) — homeo(X)
¢ — o7

€ continuo.
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Demonstragao: Vamos provar por indugao em k. Seja (¢, ) uma sequencga
convergente em diff*®(X) a ¢o, e para cada n € NU {oo} definimos 1, :=
¢, Pela Proposicio 5.13, (1) converge a 15, no sentido C°. Pela regra de
cadeia, para cada n € NU {00},

Db, = (D)™ by, (10)
Afirmagao: (¢,,) converge a s, no sentido de C*~1,

Em efeito, cuando k > 1, o resultado segue por hipotesis indutiva. Agora
o caso quando k = 1, primero observamos que (10) implica que (D1,,) con-
verge a Db, no sentido C°. Daqui segue que (1,,) converge a 15, no sentido
C'e por tanto também no sentido C%, provando assim a afirmacao.

Em cada caso, pela Proposi¢ao 5.11 temos que (D1),,) converge a D)oo 10

sentido C*~1@, ¢ assim (1,,) converge a 1o, no sentido C*“, como queriamos
provar. L]
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