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"Ne me dites pas que ce probleme est difficile.
S’il n’était pas difficile, ce ne serait pas un pro-
bleme."

Ferdinand Foch
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Resumo

Nesta dissertacdo de mestrado sdo estabelecidas duas condicdes necessdrias e suficientes para
que certas sequéncias de homomorfismos de grupos continuos sejam exatas (no sentido algé-
brico), bem como algumas consequéncias das mesmas.

Palavras-chave: grupos topoldgicos, homomorfismos de grupos continuos, morfismos estritos,
sequéncias exatas.



Abstract

Two necessary and sufficient conditions for the exactness (in the algebraic sense) of certain
sequences of continuous group homomorphisms are established in this master thesis, as well as

certain consequences of them.

Keywords: topological groups, continuous group homomorphisms, strict morphisms, exact
sequences.



Introducao

Dois teoremas fundamentais de Algebra Linear [2, p. 227 e p. 229] asseguram que a exati-
dao de certas sequéncias de aplicacdes lineares entre mdédulos equivale a exatidao de sequéncias
de homomorfismos de grupos entre os correspondentes grupos abelianos de aplicagdes lineares.
O objetivo principal deste trabalho é estabelecer resultados andlogos no contexto dos grupos
topoldgicos abelianos. Mais precisamente, mostramos que a no¢do de morfismo estrito € o
ingrediente-chave que permite estabelecer a equivaléncia entre a exatidao (no sentido algébrico)
de certas sequéncias de homomorfismos de grupos continuos e a exatiddo de sequéncias de ho-
momorfismos de grupos entre os correspondentes grupos constituidos por homomorfismos de
grupos continuos. Os referidos resultados sdo apresentados no capitulo 3 da presente disserta-
cdo, no qual algumas aplicacdes dos mesmos sdo também incluidas.

Os preliminares sobre grupos topoldgicos arbitrdrios € grupos topologicos metrizaveis,
necessdrios a compreensao do texto, podem ser encontrados nos capitulos 1 e 2 do presente
trabalho.



Capitulo 1

Preliminares sobre Grupos Topologicos

Este capitulo € dedicado a conceitos e fatos bdsicos sobre grupos topolégicos, bem como a
exemplos significativos de grupos topoldgicos, necessdrios a uma boa compreensao do presente
trabalho. Uma apresentagdo da teoria elementar dos grupos topoldgicos pode ser encontrada
em [3]] ou [5].

Todos os grupos considerados neste trabalho serdo supostos comutativos e denotados
aditivamente; o elemento neutro de qualquer grupo serd denotado por 0; no restante, seguimos a

notacao classica de [6].

Definicao 1.1. Um grupo G munido de uma topologia é dito um grupo topolégico quando a
aplicacdo
(r,y)) EGXxGr—x—yeqG

é continua, onde em G X G € considerada a topologia produto.

E ficil observar que, para que a aplicacdo acima seja continua, é necessdrio e suficiente
que as aplicagdes
(r,y)) eGXxGr—ax+yeq

reGr— -z e
0 sejam.
Exemplo 1.2. Qualquer grupo, munido da topologia cadtica, é um grupo topoldogico.
Exemplo 1.3. Qualquer grupo, munido da topologia discreta, é um grupo topologico.

Exemplo 1.4. Seja E um espago vetorial topolégico sobre o corpo K (R ou C) [[7|]. Entdo, por
definicdo, (E,+) é um grupo topoldgico, onde (E,+) designa o grupo aditivo subjacente a E.

Em particular, se E é um espagco normado sobre K, entdo (E, +) é um grupo topoldgico.



Exemplo 1.5. Seja R o grupo aditivo do niimeros reais. E fdcil verificar que todos os conjuntos
da forma [a,b), para a e b variando em R e b > a, constituem uma base para uma necessaria-
mente tinica topologia em R, dita a topologia de Sorgenfrey. O grupo aditivo R dos niimeros
reais, munido da topologia de Sorgenfrey, serd representado por R,. Afirmamos que R, ndo é
um grupo topologico. Realmente, a aplicacdo v € R, — —x € Ry ndo é continua. De fato,
a imagem inversa do aberto [0,1) em Ry, pela referida aplicagdo, é o conjunto (—1,0), o qual

ndo € aberto em Ry. Apesar disso, a aplicacdo adicdo
(x,y) ERgxRy—z+yeRy

é continua. Com efeito, seja (xy,yy) € R X R e sejam a,b € R, com b > a, tais que xo + yo €
la, b). Entdo, tomando s > 0 tal que xo+yo+2s < b, conclui-se que as relagées v € [xy, xo+S$)

ey € [yo, yo+$) implicam x +y € [a,b), provando assim a continuidade da adi¢do em (¢, yo).

Exemplo 1.6. Consideremos no grupo aditivo R? as bolas siamesas, definidas a seguir. Consi-
deremos duas bolas de mesmo raio v > 0 cujos centros estdo numa mesma reta horizontal e que
se tangenciam; uma bola siamesa de raio r é a unido dos interiores das duas bolas menciona-
das com o conjunto reduzido ao ponto de tangéncia. Verifica-se que existe uma necessariamente

linica topologia T,, em R? para a qual todas as bolas siamesas constituem uma base de abertos.
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Afirmamos que R?, munido de T,,, ndo é um grupo topolégico. Primeiramente, a aplicagdo
(r,y) € R? — (—x, —y) € R? é continua com respeito a referida topologia, pois B = —B

para toda bola siamesa B tendo (0,0) como ponto de tangéncia. Mostremos entdo que a opera-



cdo de adicdo
(21, 91), (22, 72)) € R? x R? — (1 + T2, 91 +12) € R?

ndo é continua. Para isso, verifiquemos a descontinuidade em ((—1,0),(1,0)) € R? x R?. Seja
B a bola siamesa de raio : e ponto de tangéncia (0,0) e seja By (resp. By) uma bola siamesa de
raio s < £ tendo (—1,0) (resp. (1,0)) como ponto de tangéncia. Entdo a := (—1 —s,%) € By
eb:=(1+s,35)€Bymasa+b=(-1—-s5,35)+(1+s,5)=(0,s) ¢ B.
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Portanto B, + By ¢ B; consequentemente R?, munido de T,, , ndo é um grupo topolégico.

Se GG um grupo topoldgico, € claro que a aplicagdo x € G — —x € G € um homeomor-
fismo e que, para cada a € G, a aplicagdo v € G — = + a € G (chamada de translacao) é

um homeomorfismo. Consequentemente temos a seguinte

Proposicao 1.7. Se G é um grupo topologico, U,V e F' sdo subconjuntos de G e a € G, as
seguintes afirmagoes sdo vdlidas:

a) U é aberto em G se, e somente se, a—I—U:: {a+x:x €U} éaberto em G;

b) U é aberto em G se, e somente se, —U := {—x : x € U} é aberto em G;

c) se U é aberto em G, entdo U +V = {:IH—y xeU, yeV}éabertoem G;
d) F' é fechado em G se, e somente se, a + F :={a+z : x € F'} é fechado em G;
e) F é fechado em G se, e somente se, —F := {—x : x € F'} é fechado em G.

Demonstra¢do. Em vista do que dissemos acima, resta-nos provar c), o que decorre de a) e da
igualdade
U+Vv=_Jw+0).

yeVv



Definicao 1.8. Um subconjunto V de um grupo é simétrico se V = —V.

Proposicao 1.9. Seja G um grupo topologico. Entdo o conjunto de todas vizinhangas fechadas

e simétricas de O em G constitui um sistema fundamental de vizinhangas 0 em G.

Demonstragcdo. Seja U uma vizinhanga arbitraria de 0 em (. Pela continuidade da adi¢do em

(0,0), existem duas vizinhangas U; e U, de 0 em G tais que
U, +U, CU.
Entdo V = (U; NU;) N (—(U; N'Uy)) é uma vizinhanga simétrica de 0 em G tal que
V+VcU+U,CU.

Afirmamos que a vizinhanca fechada e simétrica W = V de 0 em G est4 contida em U. De fato,
dado 2 € W, como = + V é uma vizinhancade zem Gex € V, existey € (z + V)N V.
Consequentemente,

r=rx—y+ye -V+V=V4+VCU,

concluindo assim a demonstracao. ]

Antes de enunciar o proximo resultado lembremos que um conjunto B de partes de um
conjunto X é uma base de filtro em X se () ¢ B e para quaisquer A, B € B existe C' € B tal
que ANB D C.

Proposicao 1.10. Sejam G um grupo e B uma base de filtro em G satisfazendo as seguintes
condigoes:

a) cada elemento de B é simétrico;

b) para cada U € B existe V € Btal que V +V C U.

Entdo existe uma tnica topologia em G que o torna um grupo topoldgico e para a qual B é um

sistema fundamental de vizinhangas de 0 em G.

Demonstracdo. Como a unicidade € clara, provemos a existéncia.

Inicialmente, notemos que 0 € U para qualquer U € 3. Realmente, pelas condi¢des a) e b),
existe V' € Btalque V — V' C U. Por outro lado, como existe um elemento x € V, conclui-se
quel=x—zecV -V CU
Definamos

Vo={V CG: VDU paraalgum U € B}

e, paracadaz € G,
Ve={z+V:Vel}.

Note que
Ve={WCG: W>Daz+VparaalgumV € B}.
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E facil ver que as seguintes propriedade sio satisfeitas:
a') paratodo W € V, tem-se x € W;
b)se W eV, e W D W,entdo W' € V,;
d)se W W' eV, entaio WNW' € B;
d)seV €V, existe W €V, talque V € V, paratodo y € W.
Portanto, pela proposi¢cdo 2, TG 1.3 de [3], existe uma unica topologia em G para a qual V,
¢ o conjunto de todas as vizinhancas de x, para cada x € G. Em particular, B é um sistema
fundamental de vizinhangas de 0 em G.

Finalmente, munido da referida topologia, temos que G é um grupo topolégico. Real-
mente,a continuidade da aplicacdo © € G — —x € G decorre de a), e a continuidade da

adigdo decorre da condic@o b). ]

Exemplo 1.11. Seja Z o grupo aditivo dos niimeros inteiros e seja p um natural primo. Para
cada inteiro n > 1, consideremos o subgrupo V,, ‘= p"Z de 7. Como a base de filtro B =
{Vo:n=1,2,---} em Z satisfaz as condi¢ées da proposi¢do a referida proposicdo ga-
rante a existéncia de uma tinica topologia em 7. que o torna um grupo topologico e para a qual
B é um sistema fundamental de vizinhangas de 0 em 7. Tal topologia é chamada de topologia

p-ddica em 7.

Exemplo 1.12. Sejam X um espaco topoldgico, G um grupo topolégico e C(X, G) o conjunto
de todas as fungées continuas de X em G. Se, para f, g € C(X, G), definirmos

(f +9)(x) = f(z) + g(x)

para todo x € X, entdo é facil ver que f + g € C(X,G). Além disso, C(X,G) é um grupo com
respeito a operacdo que acabamos de definir, cujo elemento neutro é a funcdo x € X — 0 €
G.

Seja U o conjunto de todas as vizinhancas simétricas de 0 em G. Para cada subconjunto

compacto K de X e para cada U € U, ponhamos
V(K,U)={feC(X,G): f(K)CU}.
Para K1, Ky C X compactos e Uy, Uy € U, temos que
V(K1 UKy, U nNUsy) C V(K Uy) NV (K, Us),
sendo K1 U Ky compacto e Uy N Uy € U. Logo,
B={V(K,U): K C X compacto, U € U}

¢ uma base de filtro em C(X; G). E claro que cada conjunto V (K, U) é simétrico. Além disso,
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se K C X é compacto, U € U e tomarmos U' € U com U’ + U’ C U, segue que
V(K,U)+V(K,U) Cc V(K,U).

Portanto, podemos aplicar a proposigdo|[l.10|para garantir a existéncia de uma tinica topologia
em C(X,G) que o torna um grupo topoldgico e para a qual B é um sistema fundamental de
vizinhangas de 0 em C(X; G). Tal topologia é dita a topologia compacto-aberta em C(X, G).

No caso particular em que X é compacto,
B={V(X,U): UelUu}

é um sistema fundamental de vizinhangas de 0 na topologia compacto-aberta em C(X,G).

Exemplo 1.13. Sejam X, G, U e C(X, G) como no exemplo Para cada U € U ponhamos
VIU)={feCX,G): f(X)CU}.

Raciocinando como no exemplo podemos garantir a existéncia de uma uinica topologia em

C(X, G) que o torna um grupo topolégico e para a qual
B={V(U): UelU}

é um sistema de fundamental de vizinhangas de 0 em C (X, G). Tal topologia é dita a topologia
uniforme em C(X,G). No caso particular em que X é compacto, as topologias compacto-

aberta e uniforme coincidem em C(X, Q).

Proposicao 1.14. Para um grupo topoldgico G, as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
(a) G é um espago topoldgico de Hausdorff;
(b) {0} é fechado em G.

Demonstragdo. Como aimplicagdo (a) = (b) é evidente, provemos que (b) = (a). Com efeito,
seja z € G\ {0}. Como, pela proposi¢do[1.71), o conjunto {z} ¢ fechado em G, o conjunto
U:=G~{z}éabertoem G,0 € U ez ¢ U. Agora, sejam x,y € G, com x # y. Como
r —y € G~ {0}, o que acabamos de mostrar garante a existéncia de uma vizinhanga U de 0
em G tal que © — y ¢ U. Pela continuidade da adi¢do em (0, 0) e pela proposi¢ao|1.9|existe uma
vizinhanga simétrica V de 0 em G tal que V + V' C U. Finalmente, pela proposi¢ao[l.7), z + V
(resp. y + V) é uma vizinhanga de x (resp. y) em G. Além disso, (z + V)N (y + V) = 0.
Portanto, (a) estd provado. O

Exemplo 1.15. O grupo aditivo R", munido da topologia de Zariski ( [6|], p. 407), ndo é um

grupo topoldgico. Com efeito, {0} € fechado em R™, mas R™ ndo é um espaco de Hausdorff.



Proposicio 1.16. Seja {G},., uma familia de grupos topolégicos. Entdo o grupo produto

G = H G\, munido da topologia produto, é um grupo topologico.
AEA

Demonstracdo. Provemos a continuidade da adi¢cdo em G. Analogamente provar-se-ia a conti-
nuidade da aplicagdo v € G +—— —x € G. Sejam v = {Tx} 5 € ¥ = {¥xr},ca dois elementos
arbitrdrios de G e seja F' = {\1, ..., A\, } um subconjunto finito de A. Paracada j = 1,2,...,n
seja W), uma vizinhanga de ), + y», em G ), Pela continuidade da adigéo (em G by ) no ponto
(x Ao yxj), existem uma vizinhanga Uy, de z,, em G », € uma vizinhanga V), de y,, em G ), de
modo que

Uy, +Vy, CWy, (j=1,2,...,n).

Logo,

sdo vizinhangas de x e y em G e vale

U+VCW= ﬁWA]. < J[ G
Jj=1 AEA\F

Portanto, a adi¢do é continua em (x,y) € G X G. O

Exemplo 1.17. Sejam X um conjunto ndo vazio e G um grupo topologico. Entdo o grupo
F(X,G) de todas as fungdes de X em G é precisamente o grupo produto G~. Pela proposigao
[1.16| F (X; G) é um grupo topoldgico. Neste caso, a topologia produto em F (X, G) é conhecida
como a topologia da convergéncia simples.

Proposicao 1.18. Sejam G um grupo topologico e H um subgrupo de G. Entdo H é um grupo

topologico com respeito a topologia induzida pela de G.

Demonstragdo. Seja1 : H — G a aplicagdo de inclusio; ¢ € continua pois ¢~ 1(A4) = AN H é

aberto em H para todo aberto A em G. Usando esse fato e a continuidade das aplicacdes
(r,y)) eGXGr—ax+yeG e v€Gr— —x €G,

obtém-se a continuidade das aplicacodes
(x,y) e HxHr—as+yeH e € H+— —x € H.

Portanto, H € um grupo topoldgico. ]

Exemplo 1.19. Pela proposicdo para cada inteiro n > 1 o subgrupo Q™ do grupo aditivo

R", munido da topologia induzida pela de R", é um grupo topologico.
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Exemplo 1.20. Pela proposicdo para cada niimero irracional o o subgrupo o, do grupo

aditivo R, munido da topologia induzida pela de R, é um grupo topologico.

Concluimos este capitulo com algumas consideracdes basicas sobre a no¢do de grupo

topoldgico quociente.

Definicao 1.21. Sejam G um grupo topologico, N um subgrupode Gen : v € G—— z+ N €
G/N a sobrejecdo canénica. Considerando G/N como grupo quociente ( através da operacdo
(x+ N)+ (y+ N) = (z +y) + N ) temos que © é um homomorfismo de grupos. Um
subconjunto B de G /N ¢ dito aberto quando n~"(B) é aberto em G. E fdcil constatar que todos
os subconjuntos abertos de G /N formam uma topologia em G /N, dita a topologia quociente

em G /N. E, por definicdo, m : G — G /N é uma aplicagdo continua.
Nas condi¢des acima, temos a seguinte

Proposicao 1.22. a) 7 € aberta;
b) G/N, munido da topologia quociente, é um grupo topolégico, dito o grupo topolégico quo-

ciente de G por N.

Demonstragdo. a) : Se A é aberto em G, w(A) é aberto em G//N pela proposi¢do [I.7¢), visto
que
7Y n(A)) = A+ N.

b) : Sejam z,y € G e B um aberto em G /N tal que 7(z) —7(y) = m(x—y) € B. Como 7~ *(B)
€ um aberto em G contendo x — y, existem abertos U e V em G,comx € U e y € V, de modo
que U —V C #7Y(B). Como m(—=V) = —m(V), n(U) é um aberto em G//N contendo 7(z),
7(V') é um aberto em G /N contendo 7(y) e

7(U) —a(V)=nU-V) Cn(r*(B)) =B,
temos a continuidade da aplicagcdo
(r(w),n(z)) € G/N x G/N — w(w) —7n(z) € G/N

em (m(x), m(y)). []

Exemplo 1.23. Consideremos o subgrupo
N ={fe€C[R,R): f(0)=0}

do grupo aditivo C(R,R). Se munirmos C (R, R) da topologia compacto-aberta (exemplo )
podemos considerar o grupo topoldgico quociente C(R,R)/N.

11



Proposicao 1.24. Sejam G um grupo topologico de Hausdorff e N um subgrupo de G. Entdo as
seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(a) o grupo topoldgico quociente G /N é de Hausdorff;

(b) N é fechado em G.

Demonstragdo. (a) = (b) : Como {0} é fechado em G/H pela proposi¢ao T: G —
G/N é continua e 7~ 1({0}) = N, entdo N é fechado em G.

(b) = (a) : Como, por hipétese, G\ N ¢ aberto em G, segue da proposicdo[1.22z) que 7(G~\N)
é aberto em (G/N. Portanto,

G/NN\7m(GNN)=7n(G~(G~N))=n(N)={0}

é fechado em G/ N, e a proposicdo m garante que G/N é de Hausdorff. [

Proposicao 1.25. Sejam G e H grupos topolégicos e u : G — H um homomorfismo de grupos.
Entdo sdo equivalentes:
(a) u é continuo em 0 € G;

(b) u é continuo.

Demonstragdo. Basta mostrar que (a) = (b). Sejam x € G e V um vizinhanga de 0 em H.
Por hipétese, existe uma vizinhanga U de 0 em G tal que u(U) C V, o que fornece u(x + U) C

u(z) + V. Assim, acabamos de mostrar que u é continuo em z. []

Exemplo 1.26. Vamos mostrar que o grupo topolégico quociente C(R,R)/N, considerado no
exemplo é de Hausdorff. De fato, seja ¢ : C(R,R) — R 0 homomorfismo de grupos de-
finido por o(f) = f(0) para cada f € C(R,R). Afirmamos que p é continuo. Pela proposi¢cdo
[1.23] basta mostrar a continuidade de ¢ em 0 € C(R,R). Realmente, para todo r > 0, tem-se

p({f e CR,R): [F(O)] <r}) C (=r,7),

sendo {f € C(R,R) : |f(0)| < r} uma vizinhanga de 0 na topologia compacto-aberta. Como
N = ¢ 1 ({0}) e {0} é fechado em R, concluimos que N é fechado em C(R,R). Consequente-
mente, pela proposi¢do C(R;R)/N é de Hausdorff.
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Capitulo 2
Grupos Topologicos Metrizaveis

Neste capitulo abordaremos certos fatos fundamentais sobre grupos topolégicos metriza-

veis que serdo utilizados no préximo capitulo.

Definicao 2.1. Um grupo topoldgico G é dito metrizdvel se existe um métrica d em G tal que a
topologia de G coincide com a topologia definida por d em G. Neste caso, G é necessariamente

um espago de Hausdorff.

Observacao 2.2. Sejam G um grupo topologico metrizdvel e N um subgrupo de G munido da
topologia induzida pela de GG. Entdo o grupo topologico N é metrizdvel.

Exemplo 2.3. Seja G um grupo munido da topologia discreta (exemplo[I.2). Entdo G é metri-
zdvel, pois a métrica d em G, dada por d(z,x) = 0 e d(z,y) = 1 se x # y, define a topologia
de G.

Exemplo 2.4. Seja G um grupo, com no minimo dois elementos, munido da topologia cadtica

(exemplo[1.3). Entdo G ndo é metrizdvel.

Para que um espago topologico X seja metrizdvel € necessdrio que cada ponto x de X
admita um sistema fundamental enumerdvel de vizinhangas cuja interse¢o seja o conjunto {x}.
No contexto dos grupos topoldgicos, essa condi¢do necessdria também € suficiente, como vere-

mos a seguir.

Teorema 2.5. Seja G um grupo topologico. Entdo uma condigcdo necessdria e suficiente para
que G seja metrizdvel é que exista um sistema fundamental enumerdvel de vizinhangas de 0 em

G cuja intersegdo seja {0}.

Demonstragcdo. Suponhamos GG metrizavel. Entdo existe uma métrica d em G tal que a topologia

definida pela métrica d coincide com a topologia dada em (. Para cada inteiro n > 1, ponhamos

Voi={r e G:d(z,0) < —}.

S|
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Entdo {V,,},>1 é um sistema fundamental de vizinhancas de 0 em G cuja intersegdo é {0}.

Reciprocamente, suponhamos que exista um sistema fundamental enumerdvel {V/, },>;
de vizinhangas de 0 em G tal que (), V;, = {0} o qual, sem perda de generalidade, podemos
supor satisfazer V,, D V1 para todo inteiro 1 > 1. Pela continuidade da adi¢do em (0, 0),
pela proposi¢cdo e por indugdo, podemos construir uma sequéncia {W,},>1 de vizinhangas

simétricas de 0 em G tal que W; C Ve
Wn+1 + Wn+1 + Wn+1 C Wn C an

para todo n > 1. Dai resulta que {W),, },>; € um sistema fundamental de vizinhangas de 0 em G.

Definamos agora, a partir de {W,, },,>1, uma fungdo g : G x G — R da seguinte forma:

0, sex = y;
g(z,y) = 1 sex # yex—y ¢ Wi
—, sex # y,x—yeWrex—y¢W,,Vm>Ek.

E imediato, da defini¢do de g, que:
e se g(z,y) = Oentdo z = y;
e 0 < g(z,y) <1 para quaisquer z,y € G,
e g(x,y) = g(y, x) para quaisquer z,y € G;
e g(x,y) = g(x + 2,y + 2) para quaisquer z,y, z € G.

Definamos agora d : G x G — R, para quaisquer x,y € G, por

=0

p—1
d(x,y) =inf {Zg(zi,ziﬂ) rzi€G o com peZ, p>lzg=xez, = y} .
Vamos mostrar que d é uma métrica. Por defini¢do d(z,y) = d(y,z) e

0 <d(z,y) < g(z,y)

para quaisquer x, y em G; em particular, se © = y, tem-se d(z,y) = 0. Afirmamos que

1
§g(w,y) <d(z,y) 2.1

para quaisquer x,y € (. Para justificar a validade dessa desigualdade, vamos provar por inducio

sobre p > 1 que, para toda sequéncia finita {2}, <i<p de p + 1 elementos de G tal que zp = x e

14



zZp = Y, tem-se

._\

g(a,y) <2 Z 9(zi, zis). 2.2)

=0
E claro que a desigualdade ¢ valida para p = 1. Seja p > 2 e admitamos que seja

verdadeira para 1 < ¢ < p. Seja (z;)o<i<, Uma sequéncia finita de elementos de G tal que

2) = ¥ € 2, = y e ponhamos
p—1
Q= E 9(2i; ziv1)-
i=0

Se o = 0, entdo 2; = 2,41 paratodo 0 < i < p; logo, x = y e[2.2]¢é valida. Por outro lado, se
1 1
a > Y 2a0 > 1; logo, é vdlida, pois g(x,y) < 1. Admitamos entdo 0 < a < 5 Seja h o

maior inteiro para o qual

«
> 9(zi20) < )
=0

Dai,

o h
5 Z g\ z;, Zz+1
consequentemente,
p—1
o
Y gz zi) < 3
i=h+1

Pela hipétese de indugdo, g(z, z5) < ae g(zne1,y) < «; e, obviamente, g(zp, zp+1) < a. Seja

k o menor inteiro para o qual 5 < « (notemos que k > 2). Pela defini¢do de g temos que
r—y=(x—2)+ (2n— 2n41) + (211 — y) € Wi + Wi + Wy, C Wiy,

o que implica
g(x y)<L_22 k< 2a.
5 k1
Assim, acabamos de mostrar a validade de[2.2] e daf obtemos a veracidade de [2.1] Consequen-
temente, se d(x,y) = 0, entdo x = y. A verificacdo da desigualdade triangular sera feita por

contradicdo. Suponha que existam x, y, z € G tais que
d(x,2) > d(z,y) + d(y, 2).

Pela defini¢do de infimo, existem sequéncias (2;)o<i<p, € (2)o<i<p,» COM p1,pa > 1 e 2y = x,

_ o ! 3
Zpy = 2y = Y €z, = ztais que

p1—1 p2—1
d(z,z) > Z 9(2is zip1) + Z 9(2is Zi41)
=0 =0



Com isso, podemos considerar a sequéncia finita 25 = 2o = x, 2{ = 21,...,2,, = 2, = 25 =

" A " _ !
Yy Zpii1 = P15 Zpripy = Zpy = % de elementos de G tal que
p1tp2—1
" "
d(x,z) > E (2], 2,) > d(z, 2).
i=0

Essa contradi¢do garante a validade da desigualdade triangular e, consequentemente, d € uma

métricaem G.

Finalmente, mostraremos que a topologia definida por d coincide com a topologia dada
em G. Como d(x + z,y + z) = d(x,y) para quaisquer x,y, z € G, é suficiente mostrar que as
vizinhancas de 0 com respeito a ambas as topologias coincidem. Mas isso decorre dos seguintes

fatos:

e parar > 0 arbitrdrio, a bola {x € G; d(z,0) < r} contém W), para todo inteiro k£ > 1 tal
que 5 <7 (se x € Wy, d(z,0) < g(z,0) < 5 <r);

e para todo inteiro k > 1, Wj, contém a bola {z € G; d(z,0) < 3} (se d(z,0) < 5,
g(2,0) < 2d(z,0) < 55; logo, x € W).

[]

Exemplo 2.6. Consideremos o grupo aditivo 7. dos niimeros inteiros munido da topologia
p-ddica (exempl. Como {p”Z}n21 é um sistema fundamental enumerdvel de vizinhan-
cas de 0 em Z tal que (,—_, p"Z = {0}, segue do teorema 2.5 que Z é metrizdvel. Poderiamos
chegar a mesma conclusdo se observdssemos que a topologia p-ddica em 7 é definida pelo valor

absoluto p-adico [4].

Exemplo 2.7. Sejam U um aberto em C, U # 0, e C(U) o espago vetorial complexo das
fungées continuas de U em C. Consideremos em C(U) a topologia compacto-aberta, que torna o
grupo aditivo subjacente a C(U) um grupo topolégico em vista do exemplo Seja {Kn} >
uma sequéncia exaustiva de subconjuntos compactos de U ( isto significa que cada K, é um
subconjunto compacto de U e que todo compacto de U estd contido em algum K,, ). Entdo é

facil observar que

Vin = {f e CU): sup |£(x)] < 1}7

ZGK’m n
para m, n variando no conjunto dos inteiros > 1, constitui um sistema fundamental enumerdvel

de vizinhangas de 0 em C(U) tal que

() Vi = {0},

m,n>1
Logo, pelo teorema o grupo topolégico C(U) é metrizdvel.
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Corolario 2.8. Sejam G um grupo topoldgico metrizdavel e N um subgrupo fechado de G. Entdo

o0 grupo topoldégico quociente G /N é metrizdvel.

Demonstragdo. Pela necessidade do teorema [2.5] existe um sistema fundamental enumeréavel
{Un},, de vizinhangas de 0 em G tal que (),5, U, = {0}. Entdo {m(Uy,)}n>1 é um sistema
fundamental enumerdvel de vizinhangas de 0 em G/ N tal que

() 7(U.) = {0}.

n>1
Portanto, pela suficiéncia do teorema[2.5] G/N é metrizével. [

Definiciio 2.9. a) Uma sequéncia {x,},~, em um grupo topolégico G converge para x € G
(resp. € de Cauchy) se para toda vizinhc;nga U de 0 em G existe ng > 1 tal que x, — x € U
para todo n. > ny (resp. ., — x,, € U para quaisquer m,n > ny ).

b) Um grupo topoldgico metrizdavel G é dito completo quando toda sequéncia de Cauchy em GG

for convergente.

Nem todo grupo topoldgico metrizavel é completo, como ocorre com o grupo (aditivo)

topoldgico Q dos nimeros racionais (exemplo|1.19).

Proposicao 2.10. Sejam G um grupo topologico metrizdvel e completo e N um subgrupo fe-

chado de G. Entdo o grupo topoldgico quociente G /N é metrizdvel e completo.

Demonstragdo. Pelo corolério G/N é metrizdvel. Provemos entdo que G/N é completo.
Com efeito, sejam 7 : G — G//N a sobrejecdo candnica e {U, },-, um sistema fundamental
enumeravel de vizinhangas simétricas de 0 em G tal que U,, 1 + U;H C U, para todo inteiro
n > 1. Ponhamos V,, = 7(U,,) para todo inteiro n > 1; entdo {V},}, ., é um sistema fundamental
enumerdvel de vizinhangas simétricas de 0 em G /N tal que V4 —i-_VnH C V,, para todo inteiro
n>1.
Seja {w, }, -, uma sequéncia de Cauchy em G/ N. Entdo existem inteiros 1 < n; < ng <
< < nk+17< ... tais que w,, —w,, € V,, paran = 1,2,... e k,{ > n. Substituindo
{wn},,51 por {wy, },~,, podemos supor que w, —w; € V,, paran =1,2,... e k,{ > n. E, como
Ker(ﬂ_) = N, segueique sek,l >n,y € w, ez € wy,entdo z —y € N + U,. Realmente,

escrevendo w,, = 7(t,,) para todo inteiron > 1 e
z—y=(z—1t)+ (te —te) + (tx — v),

basta observar que
Z—tg,tk—yEN e ty—tre N+U,.

Consequentemente, para k, ¢ > n ey € wy, a interse¢do de w, com a vizinhanga y + U,, de y em
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G € ndo vazia. Realmente, se z € wy, existem h € N e u,, € U, tais que z — y = h + u,; logo,
z—h=y+u,€y+U, e z—h¢ew,,

pois m(z — h) = m(z) = w,. Portanto, por indug¢do sobre n > 1, podemos construir uma

sequéncia {z,},-, em G tal que
wy, =7(T,) € Tpi1 €z, + U,
para todo inteiro n > 1. Dai resulta, por indugdo sobre p > 1, que

Tntp — Tn = (mnﬂ) - anrp*l) + (wnﬂkl - xn+p72) +oeee ($n+2 - anrl) + (anrl — xn)

€ Un+p—1 + Un+p—2 + -+ Un+1 +Un C Un—l (nZ 2)

Logo, {z,},~; ¢ uma sequéncia de Cauchy em G. Como G é completo, existe € G para o
qual {z,},-, converge. Finalmente, pela continuidade de 7, {7 (x,)}, -, converge para m(x).

Assim, acabamos de mostrar que GG € completo. [
O proximo resultado pode ser encontrado em [J]).

Teorema 2.11. Sejam G, H grupos topologicos e f : G — H um homomorfismo de grupos
sobrejetor e continuo tal que f(U) é uma vizinhanca de 0 em H para toda vizinhanga U de O em
G. Se G é metrizdvel e completo e H é um espaco de Hausdorff, entdo f transforma vizinhangas

de 0 em G em vizinhangas de 0 em H.

Demonstragdo. Seja {U,, },>1 um sistema fundamental de vizinhanca fechadas e simétricas de 0

em G, cuja existéncia é garantida pelo teorema Sem perda de generalidade podemos supor

Upi1 + Uny1 C U, para todo inteiro n > 1. Para cada inteiro n > 1, considere W,, := f(U,)
que, por hipdtese, € uma vizinhanga de 0 em H; e a inclusdo U,,.; C U, implica W,, .1 C W,,.

Afirmamos que

() W. = {0}.

n>1
Como f é um homomorfismo, entdo {0} C (,~,; W,. Por outro lado, seja w € (), W,. Se
V' é vizinhanga fechada e simétrica de 0 em H, e}ltﬁo o conjunto w + V' é uma Vizinh;mga de w
em H, e dai existe x,, € U, tal que f(z,) € w+ V para todo inteiro n > 1. Como {U, },>; é
decrescente, a sequéncia {z, },>1 converge para 0 em G. Pela continuidade de f em 0, conclui-
se que a sequéncia { f(z,)},>1 converge para 0 em H. O fato de w + V ser fechado implica
que 0 € w+ V. Logo, —w € V; dai, pela simetria de V, segue que w € V. Finalmente, como
V' ¢ arbitréria, do fato de H ser de Hausdorff e da proposi¢do [I.14] conclui-se que w = 0, o que

termina a prova da afirmacao.
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Para mostrar o resultado basta mostrar que, para cada inteiro £ > 1, tem-se Wy C
f(Uyg). Fixe k > 1 e considere a € W, 1. Como a + Wy, é uma vizinhanga de a em H, segue
da igualdade W, = m que existe a; € f(Upy1) N (a + Wiio); seja by € Uyyq tal que
f(b1) = a;. Indutivamente, podemos garantir que para cada inteiro n > 1 existe b,, € Uy, tal
que

an = f(bn) € f(Uryn) N (@ + Wiini1)

Sp 1= Z a; € (a+ Wigns1)
i=1

Para cada inteiro p > 1, tem-se

p
Z boti =bny1+ -+ bpap € Uppngr + - + Uknap-
i=1

Por outro lado, como U,, 1 + U,+1 C U, para todo inteiro n > 1, obtemos por recursdao
Ukins1 + Ukgngo + - + Ukgngp C Uppn.

Logo,
P
> busi € Uppnr (> 1), (2.3)

i=1
Paracada j > 1, seja 3 := Zzzl b;. Afirmamos que {3;};>1 é uma sequéncia de Cauchy
em G. Com efeito, tomemos V' uma vizinhanca arbitraria de 0 em GG e consideremos um inteiro

Jo > 1talque U;y C V. Sel > j > jo, entdo
1 J
Be=B; = QO bi)—(_b)
=1 =1
¢ t—j
- Y h=Y e
i=j+1 i=1

Por[2.3|concluimos que 3, — f3; € Uy, C V, provando que {/3;};>1 é uma sequéncia de Cauchy
em . Como G € completo, existe 5 € G tal que

Jj—o0

Se tomarmos n = 1 em [2.3] vemos que 3; € Uy para todo j > 1; como Uy é fechado em G,
B € Uy. Por outro lado, pela continuidade de f em (3,

f(B) = lim f(5;).

Jj—0o0
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Como f € um homomorfismo,

Jj—00

J
f(8) = lim ;ﬂbo = lim s;.
Para quaisquer inteiros j e £ tais que £ > j > 1 temos

J
S; = Z a; € a—+ Wk+g+1 Ca+ Wk+j+1-
=1

Como Wy ;11 € fechado em H, concluimos que

—a+ f(B8) € Witjt1-

Pela arbitrariedade do inteiro j > 1, juntamente com a igualdade [ o1 Witjr1 = {0}, obte-
mos que a = f(B) € f(Ug). Assim, acabamos de provar que Wy C f(Uy), concluindo a
demonstracao. [

Lema 2.12. Sejam G, H grupos topologicos e f : G — H um homomorfismo de grupos

sobrejetor. Se G é separdvel e H é um espaco de Baire, entdo f(U) é uma vizinhanca de 0 em

H para toda vizinhanga U de 0 em G.

Demonstracdo. Seja {x,},>1 uma sequéncia em G tal que {z, :n > 1} = G e seja U uma
vizinhanga arbitrdria de 0 em (. Entdo existe uma vizinhanga simétrica V' de 0 em G tal que
V 4+ V C U. Afirmamos que

G = U(mn—i—V).

n>1
Realmente, se x € GG, z+V é uma vizinhanca de x em G. Logo, existe m > 1tal que x,, € x+V

e, consequentemente, x € x,, + V. Portanto,

H=f(G) = f(J@+ V) = | (@) + F(V)) = [J(F(a) + FV)).

n>1 n>1 n>1

Como H é um espago de Baire, existe ng > 1 tal que Int(f(x,,) + f(V)) # (), o que garante a

existéncia de z € Int(f(V')). Por consequéncia,

0=2z—zelnt(f(V)+ (V) CInt(f(V)+ [(V)) C Int(f(U)),

provando que f(U) é uma vizinhanga de 0 em H. O

Como consequéncia do teorema[2.1T|e do lema[2.12] temos o seguinte resultado devido a
Banach [1]].
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Teorema 2.13. Sejam GG, H grupos topologicos e f : G — H um homomorfismo de grupos
sobrejetor e continuo. Se G é metrizdvel, completo e separdvel e H é metrizdvel e completo,

entdo f transforma vizinhangas de O em G em vizinhangas de 0 em H.

Observacao 2.14. A separabilidade de G é essencial para a validade do teorema Real-
mente, se G é o grupo aditivo dos niimeros reais munido da topologia discreta, H é o grupo
aditivo dos niimeros reais munido da topologia usual e f : G — H ¢é dada por f(z) = z,
entdo f é um homomorfismo de grupos bijetor e continuo que ndo transforma vizinhancas de 0

em G em vizinhangas de O em H (notemos que G e H sdo metrizdveis e completos).
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Capitulo 3
Sequéencias Exatas e Morfismos Estritos

A partir deste momento qualquer grupo reduzido ao seu elemento neutro serd representado
por 0 e o nucleo (resp. a imagem) de um homomorfismo de grupos u serd representado (resp.
representada) por Ker(u) (resp. Im(u)).

Inicialmente lembremos a seguinte

Definicao 3.1. /6] Uma sequéncia
G5 G5 Gy — - — Gl 25 Gy (M >3)
de homomorfismos de grupos é dita exata quando
Im(u;) = Ker(uiy1)

paratodot =1,--- ,m— 1.

E claro que para que a sequéncia 0 — G — H (resp. G — H — 0) seja exata, é

necessdrio e suficiente que o homomorfismo de grupos u seja injetor (resp. sobrejetor).

Exemplo 3.2. Sejam v : G — H um homomorfismo de grupos, M um subgrupo de H e

consideremos o subgrupo N = u~' (M) de G. Entdo as sequéncias

0 N—' .G—T™ .G/N 0
0 M—* H—— ™ _HIM 0

de homomorfismos de grupos sdo exatas, onde i e i’ sdo as injecdes candnicas e e 7' sdo as
sobreje¢des canonicas. Além disso, o quadrado acima é comutativo, onde w : G/N — H/M

é 0 homomorfismo de grupos definido por a(x + N) = u(x) + M para todo x € G.
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A nocdo a seguir serd fundamental para nosso propdsitos.

Definicao 3.3. /3] Sejam G e H dois grupos topologicos e u : G —> H um homomorfismo
de grupos continuo. Se considerarmos Im(u) munido da topologia induzida pela de H, que
o torna grupo topolégico pela proposi¢do entdo o homomorfismo sobrejetor v : G —
Im(u) é continuo. Pelo teorema do isomorfismo, existe um tinico isomorfismo de grupos u :

G/Ker(u) — Im(u) que torna o diagrama

G “ Im(u)

G/Ker(u)

comutativo, onde T é a sobrejecdo candnica. Além disso, se considerarmos o grupo topolégico
quociente G/ Ker(u), a continuidade de u e o fato de w ser aberta (proposi¢cdo[1.22)) garantem
a continuidade de u. Diz-se que u é um morfismo estrito quando o homomorfismo de grupos
w ' Im(u) — G/Ker(u) é continuo.

Exemplo 3.4. Se G é um grupo topologico, H um grupo munido da topologia discreta e u :

G — H é um homomorfismo de grupos continuo, entdo u é um morfismo estrito.

Exemplo 3.5. Se G é um grupo topologico compacto, H um grupo topolégico de Hausdorff e

u: G — H é um homomorfismo de grupos continuo, entdo u é um morfismo estrito.

Proposicao 3.6. Se G e H sdo grupos topologicos e u : G — H é um homomorfismo de
grupos continuo, entdo as seguintes condi¢coes sdo equivalentes:

(@) u € um morfismo estrito;

(b) u transforma abertos em G em abertos em I'm(u);

(¢) u transforma vizinhangas de 0 em G' em vizinhangas de 0 em I'm(u).

Demonstragdo. (a) = (b) : Mantidas as notagdes acima, temos v = « o 7. Mas como tanto 7
quanto u transformam abertos em abertos, segue que a condicdo (b) é valida.

(b) = (c¢) : Se V € uma vizinhanga arbitraria de 0 em G, existe um aberto U em G tal que
0€ U cCV.Por (b),u(U) é aberto em I'm(u) (com 0 € u(U) C u(V)), e dai resulta que u(V)
¢ uma vizinhanga de 0 em Im(u).

(¢) = (a) : Seja W uma vizinhanca de 0 em G/Ker(u); entdo existe uma vizinhanca V' de 0

1

em G tal que W = 7(V'). Mas da igualdade u = @ o7 vem &' o u = 7, 0 que fornece

(V) = a(V) = W.
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Como, por hipétese, u(V') € uma vizinhanga de 0 em I'm(u), conclui-se que @ ! é continuo em
0; logo, pela proposigdo|1.25} ! é continuo. O

Exemplo 3.7. Sejam G e H grupos munidos da topologia cadtica e v : G —» H um homomor-
fismo de grupos. Entdo u é continuo e transforma abertos em G em abertos em I'm(u); logo, u

€ um morfismo estrito.

Para qualquer par de grupos topoldgicos G e H, Hom(G, H) denotard o grupo abeli-
ano de todos os homomorfismos de grupos continuos de G em H. Dado u € Hom(G,H) e
para qualquer grupo topoldgico D temos o homomorfismo de grupos u* : Hom(D,G) —
Hom(D, H), definido por u* () = u o ¢ para p € Hom(D, Q).

G 4 H
7
7
Ve
7

u*(p) 7

@ Pad
Ve
Ve
Ve
Ve
7

D

Para quaisquer grupos topoldgicos G, H e L, para quaisquer v € Hom(G,H) e v €

Hom(H, L) e para qualquer grupo topoldgico D, tem-se a sequéncia
Hom(D, G) “= Hom(D, H) = Hom(D, L)

de homomorfismos de grupos. Graficamente, para ¢ € Hom(D,G) e v» € Hom(D, H), temos

G - H ? L
7 7
v 7
7 7
7 7
o u*(gi)// w ’U*(’(ﬁ/)//
Ve 7
7 e
Ve e
Vd 7
Ve Ve
D D

Antes de enunciar o primeiro teorema deste capitulo vamos mencionar um exemplo im-

portante no que esta por vir.

Exemplo 3.8. Sejam G o grupo aditivo dos niimeros reais munido da topologia discreta, H
o grupo aditivo dos niimeros reais munido da topologia usual, v € Hom(G, H) dado por

u(z) =z ev € Hom(H, H) dado por v(z) = 0. E claro que a sequéncia

0—G - H-5H
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de homomorfismo de grupos é exata e que u ndo é um morfismo estrito. Entretanto, a sequéncia
Hom(H,G) — Hom(H, H) — Hom(H, H)

de homomorfismos de grupos ndo é exata. Realmente, como 1y (a identidade em H ) pertence a
Ker(v*), no caso de exatiddo da referida sequéncia teriamos a existéncia de ¢ € Hom(G, H)

tal que
u(p) =uop=1p,

o que implicaria p(x) = x para todo x € H; mas a aplicagio * € H — x € G ndo é

continua.

Teorema 3.9. Sejam G, H e L trés grupos topoldgicos, u € Hom(G,H) e v € Hom(H, L).
Entdo as seguintes condi¢coes sdo equivalentes:

(a) u é um um morfismo estrito e
0—G—H-—L

€ uma sequéncia exata de homomorfismos de grupos;

(b) para todo grupo topoldgico D,
0 — Hom(D, G) -5 Hom(D, H) - Hom(D, L)

é uma sequéncia exata de homomorfismos de grupos.

Demonstragdo. (a) = (b) : Seja D um grupo topolégico arbitrdrio. Se ¢ € Ker(u*), temos

u o = 0, e ainjetividade de u fornece ¢ = 0. Logo, a sequéncia
0 — Hom(D,G) AN Hom(D, H)
¢ exata. Mostremos a exatiddo da sequéncia
Hom(D,G) - Hom(D, H) - Hom(D, L) 3.1)

De fato, como Im(u) C Ker(v), segue que Im(u*) C Ker(v*). Por outro lado, se ¢ €
Ker(v*), tem-se v o ¢ = 0, e entdo Im(¢)) C Ker(v) = Im(u). Consequentemente, existe um
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unico homomorfismo de grupos ¢ : D — G tal que ¢ = u o .

“ H

h=uoyp

G
A
|
|

2

|

|
D

Como v € continuo e o isomorfismo de grupos u(x) € Im(u) — x € G é continuo ( pois
u é um morfismo estrito ), conclui-se a continuidade de ¢. Com isso, ¢ € Hom(G, D); e,
por construgdo, ¥ = u*(¢) € Im(u*). Assim Ker(v*) C Im(u*), e a igualdade I'm(u*) =
Ker(v*) estd estabelecida. Portanto a sequéncia [3.1]é exata, resultando assim a validade de (b).
(b) = (a) : Tomemos D = Ker(u) munido da topologia induzida pelade G e ¢ : Ker(u) —

G a inclusdo candnica. Como, por hipétese, a sequéncia
0 — Hom(Ker(u), Q) SN Hom(Ker(u), H)
¢ exata e como ¢ € Ker(u*), segue que ¢ = 0, e dai resulta a exatiddo da sequéncia
0— G — H.
Agora, tomando D = (G, a exatidao da sequéncia
Hom(G, G) BN Hom(G, H) AN Hom(G, L)

e aigualdade (v*ou*)(1g) = vou implicam vou = 0; consequentemente /m(u) C Ker(v). Por
outro lado, tomando D = Ker(v) munido da topologia induzida pelade H e ¢ : Ker(v) — H
ainclusdo candnica, tem-se que ¢ € Ker(v*) = Im(u*). Portanto, existe p € Hom(Ker(v),G)
tal que ¢ = u*(p) = u o @, o que implica Ker(v) C Im(u). Logo, Im(u) = Ker(v), o que
prova a exatidao da sequéncia
G— H— L.

Finalmente, mostremos que u é um morfismo estrito. Com efeito, tomando D = I'm(u)
munido da topologia induzida pela de H e ¢ : Im(u) — H a inclusdo candnica, tem-se que
¢ € Ker(v*) = Im(u*). Logo, existe p € Hom(Im(u),G) tal que ¢ = u*(p) = w o p.

Consequentemente,

para todo z € G, e a injetividade de u implica p(u(z)) = x para todo = € G. Assim, se
considerarmos u como um isomorfismo de grupos continuo de G em I'm(u), concluimos que

u : G — Im(u) é um isomorfismo de grupos topolégicos, mostrando que u é um morfismo
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estrito. ]

A condi¢@o de u ser um morfismo estrito € essencial para a validade da implicacdo (a) =
(b) no teorema[3.9] como foi visto no exemplo

Corolario 3.10. Sejam G um grupo topologico metrizdvel, completo e separdvel, H um grupo
topoldgico metrizdvel e completo, e L um grupo topoldgico arbitrdrio. Sejam u € Hom (G, H)
ev € Hom(H, L). Entdo as seguintes condigdes sdo equivalentes:

(a) Im(u) é fechado em H e a sequéncia
0—G—H—1L

de homomorfismos de grupos é exata;

(b) para todo grupo topolégico D, a sequéncia
0 — Hom(D, G) BN Hom(D, H) AN Hom(D, L)

de homomorfismos de grupos é exata.

Demonstragcdo. (a) = (b) : Como u é injetor, u : G — I'm(u) é um isomorfismo de grupos
continuo. Além disso, Im(u) é metrizdvel e completo (pois Im(u) é fechado em H). Logo,
pelo teorema u transforma vizinhangas de 0 em G em vizinhancas de 0 em Im(u), e a
proposicdo [3.6) nos permite concluir que u ¢ um morfismo estrito. Consequentemente, pelo
teorema [3.9] a condigo (b) é vélida.

(b) = (a) : Pelo teorema 3.9] a sequéncia

0—G-“H-SL

é exata e u € um morfismo estrito. Portanto, como o grupo topolégico G/ Ker(u) é metrizavel e
completo (proposi¢do 2.10)) segue, em particular, que Im(u) é completo; logo, I'm(u) é fechado
em H. [

Para qualquer par de grupos G e H, Hom,(G, H) denotard o grupo abeliano de todos os
homomorfismos de grupos de G em H. Dado u € Hom, (G, H) e para qualquer grupo D temos
o homomorfismo de grupos u* : Hom,(D,G) — Hom,(D, H), definido por v (p) = uo ¢
paratodo ¢ € Hom,(D,G).

Corolario 3.11. Sejam G, H e L trés grupos, u € Hom,(G,H) e v € Hom,(H, L). Entdo as
seguintes condicoes sdo equivalentes:
(a) a sequéncia

0—G-——H-">1L
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de homomorfismos de grupos é exata,

(b) para todo grupo D, a sequéncia
0 — Homa(D,G) “S Homa(D, H) -~ Hom,(D, L)

de homomorfismos de grupos é exata.

Demonstragdo. Denotemos cada grupo X munido da topologia cadtica por X; entdo, para todo

grupo topolégico D, tem-se
Hom, (D, X) = Hom(D, X,).

Consideremos os grupos topolégicos G.., H.e L.;entdou € Hom(G., H.),v € Hom(H,, L.)
e u ¢ um morfismo estrito (exemplo[3.7).

(a) = (b) : Seja D um grupo arbitrario. Como, para todo grupo X, tem-se
Hom, (D, X) = Hom(D,, X.),

a implicagdo (a) = (b) do teorema 3.9 garante a validade da implicacéo (a) = (b) do resultado
em tela.
(b) = (a) : Seja D um grupo topoldgico arbitrario. Pelo que acabamos de observar e a hipétese,
a sequéncia

0 — Hom(D, G.) S Hom(D, H,) > Hom(D, L.)

é exata. Portanto, a implicacdo (b) = (a) do teorema 3.9] garante a exatiddo da sequéncia
0—G——H-5L,

concluindo assim a demonstragao. [

Seja R um anel com elemento unidade 1 # 0. Para quaisquer R-mddulos a esquerda

unitdrios F e F, seja L,(F, F) o grupo aditivo das aplicagdes R-lineares de F em F'.

Corolario 3.12. Sejam E, E' e E" trés R-modulos a esquerda unitdrios, v € L,(E' E) e
v e LyE,E"). Se a sequéncia

0—E —E-—E"
de aplicacoes R-lineares é exata, entdo a sequéncia
0 — Lo(F,E") 55 Lo(F, E) 5 L.(F,E")

de homomorfismo de grupos é exata para todo R-modulo a esquerda unitdrio F'.
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Demonstragdo. Segue imediatamente do coroldrio[3.11] O

Dado u € Hom(G, H) e para qualquer grupo topolégico D temos o homomorfismo de
grupos u, : Hom(H, D) — Hom(G, D), definido por u.(y) = ¢ o u para ¢ € Hom(H, D).

G u ji
AN
AN
AN
AN
AN
‘(@) N 7
u*(p N
AN
AN
Q
D

Para quaisquer grupos topoldgicos G, H e L, para quaisquer u € Hom(G,H) e v €
Hom(H, L) e para qualquer grupo topoldgico D, tem-se a sequéncia

Hom(L, D) = Hom(H, D) = Hom(G, D)

de homomorfismos de grupos. Graficamente, para ¢ € Hom(H, D) e ¢ € Hom(G, D), temos

G “ H Y L
AN AN
AN AN
AN N
N N
AN AN
N ii*(w) o N if(iﬁ) v
N N
N N
AN AN
N N
AN AN
D D

Teorema 3.13. Sejam G, H e L trés grupos topoldgicos, u € Hom(G,H) e v € Hom(H, L).
Entdo as seguintes condicoes sdo equivalentes:
(a) v é um morfismo estrito e

G- H-SL—0

€ uma sequéncia exata de homomorfismos de grupos;

(b) para todo grupo topoldgico D,
0 — Hom(L, D) = Hom(H, D) > Hom(G, D)

é uma sequéncia exata de homomorfismos de grupos.

Demonstracdo. (a) = (b) : Seja D um grupo topoldgico arbitrario. A exatiddo da sequéncia
0 — Hom(L, D) =+ Hom(H, D)

equivale a injetividade de v,, a qual decorre da sobrejetividade de v. Mostremos a exatidao da
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sequéncia
Hom(L, D) = Hom(H, D) — Hom(G, D).

Com efeito, como Im(u) C Ker(v), obtém-se Im(v,) C Ker(u,). Por outro lado, se ¢ €

Ker(u,), tem-se ¢ o u = 0, o que implica
Ker(v) = Im(u) C Ker(1).

Ponhamos ¢(v(y)) = ¥ (y) paray € H; o estd bem definida e ¢ € Hom,(L, D). Além disso,
¢ € Hom(L, D), em vista da proposi¢do [3.6/e da continuidade de v. Finalmente,

b =pouv=u.p) € Im(uv.),

e Ker(u.) C Im(v,). Portanto, Im(v,) = Ker(u,).

(b) = (a) : Por hipétese, a sequéncia
0 — Hom(L, D) = Hom(H, D) 5 Hom(L, D)

¢ exata para qualquer grupo topolégico D. Consequentemente, tomando D = L/Im(v), a

exatiddo da sequéncia
0 — Hom(L, L/Im(v)) — Hom(H, L/Im(v))

implica a exatiddo da sequéncia

H-L-—0

(ou seja, a sobrejetividade de v), ja que a sobrejecdo candnica w : L — L/Im(v) pertence a
Ker(v,) = 0.

Provemos, agora, a exatidao da exatidao da sequéncia
G— H— L.
De fato, tomando D = L e sendo 1; a identidade em L, obtemos
0= (uxov,)(1p) =vou,

o que fornece Im(u) C Ker(v). Por outro lado, tomando D = H/Im(u), temos que a

sobrejecdo candnica #’ : H — H/Im(u) pertence a Ker(u,) = Im(v,). Entdo existe
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Y € Hom(L, H/Im(u)) tal que 7’ = v,(v)) = 1 o v. Por consequéncia,

para todo y € Ker(v), isto é, Ker(v) C Ker(n') = Im(u). Portanto, Im(u) = Ker(v).

Finalmente,
v(v(y)) ='(y) =y + Ker(v)

para todo y € H, ou seja, 1 é a fun¢do inversa do isomorfismo de grupos continuo
y+ Ker(v) € H/Ker(v) — v(y) € L.

Assim, acabamos de mostrar que v € um morfismo estrito, o que conclui a demonstragao. ]

Assim como no teorema [3.9] onde a hipétese de que u fosse um morfismo estrito era
essencial para a validade da implica¢do (a) = (b), no teorema a hipdtese de v ser um
morfismo estrito também € essencial para a validade da implicagdo (a) = (b), como veremos

no préximo exemplo.

Exemplo 3.14. Sejam G o grupo aditivo dos niimeros do reais munido da topologia discreta,
H o grupo aditivo dos niimeros do reais munido da topologia usual, u € Hom(G, G) dado por
u(z) = 0 ev € Hom(G, H) dado por v(x) = z. E claro v ndo é um morfismo estrito e que a
sequéncia

G-5G-5H—0

de homomorfismos de grupos é exata. Entretanto, a sequéncia
Hom(H,G) = Hom(G, G) == Hom (G, G)

de homomorfismos de grupos ndo € exata. Realmente, como 1¢ pertence a Ker(u,), existiria
¢ € Hom(H,G) tal que
v(p) = pov=lg,

o que implicaria ¢(x) = x para todo © € H, contradizendo a continuidade de .

Exemplo 3.15. Sejam E um espaco localmente convexo real de Hausdorff, E' o espaco ve-
torial real das formas lineares continuas de E em R e observemos que E' = Hom(E,R).
De fato, como a inclusdo E' C Hom(E,R) é imediata, provemos a inclusdo contrdria. Se
© € Hom(E,R) e x € E, tem-se indutivamente o(mz) = me(x) para todo inteiro m > 1,
de onde se conclui que p(qr) = qp(z) para todo q € Q. Agora, sejam X € R ez € F,

ambos arbitrdrios, e seja (qy)n>1 uma sequéncia em Q convergindo para \. Como (¢px)n>1
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converge para Az, a continuidade de ¢ garante que (¢(q,x)), -, converge para ¢(\x). Por
outro lado, (¢, (x)),~, converge para \p(x) ; pela unicidade do limite em E, o(Ax) = \p(z).
Logo, p € F', ea inc_‘lusdo Hom(E,R) C E’ estd justificada. Seja M um subspaco vetorial
fechado de E. Considerando espago vetorial real E /M munido da topologia quociente, tem-se
que E /M é um espaco localmente convexo real de Hausdorff; além disso, a inje¢do candnica
i : M — E e a sobrejecdo canénica 7 : M — E /M sdo aplicagdes lineares continuas e m é

um morfismo estrito (pois M = Ker(m) ). Como a sequéncia
M- E-"sE/M —0
é exata, o teorema[3.13} aplicado ao caso em que D = R, implica que a sequéncia
0 — Hom(E/M,R) = Hom(E,R) —= Hom(M,R)

é exata. Mas, como T, e i, sdo de fato as respectivas aplicacdes transpostas 7' e i* de 7w e i, 0

que vimos acima garante a exatiddo da sequéncia
t ot
0— (E/M) 5 B - M.

Consequentemente w* : (E/M) — Im(r") = Ker(i') é um isomorfismo de espagos vetoriais
reais, sendo

Ker(i'y ={p € E' : p|py =0} = M+,
onde M+ denota o ortogonal de M com respeito ao par dual canénico (E, E").
Cabe também mencionar que se munirmos (E /M)’ da topologia fraca o((E /M), E /M)

e M+ da topologia induzida pela topologia fraca o (E', E), entdo mostra-se que ' : (E/M) —

M+ é um isomorfismo de espagos localmente convexos reais.

Corolario 3.16. Sejam G um grupo topoldgico arbitrdrio, H um grupo topoldgico metrizdvel,
completo e separdvel, e L um grupo topoldgico metrizdvel e completo. Sejam u € Hom(G, H)
ev € Hom(H, L). Entdo as seguintes condigdes sdo equivalentes:

(a) a sequéncia

G—H-—>L—0

de homomorfismos de grupos é exata;

(b) para todo grupo topoldgico D, a sequéncia
0 — Hom(L, D) = Hom(H, D) > Hom(G, D)
de homomorfismos de grupos é exata.
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Demonstragdo. (a) = (b) : Como a sequéncia
H—L-—0

¢ exata, v € sobrejetor. Além disso, o grupo topoldgico quociente H/Ker(v), que é claramente
separdvel, é metrizdvel e completo pela proposi¢do 2.10] Portanto o isomorfismo de grupos
continuo

v:H/Ker(v) — L

tem inversa continua em vista do teoremal[2.13]e da proposicao|[I.25] o que significa dizer que v é
um morfismo estrito. Podemos entdo usar a implicagdo (a) = (b) do teorema para garantir
a validade da condi¢@o (b) em questao.

(b) = (a) : Segue imediatamente da implica¢do correspondente do teorema [3.13 O

Para qualquer par de grupos G e H, para qualquer u € Hom,(G, H) e para qualquer
grupo D, temos 0 homomorfismo de grupos uy : Hom,(H, D) — Hom,(G, D) definido por
ux (p) = ¢ owu paratodo ¢ € Hom,(H, D).

Corolario 3.17. Sejam G, H e L trés grupos , w € Hom,(G, H) e v € Hom,(H, L). Entdo as
seguintes condicoes sdo equivalentes:
(a) a sequéncia

G—H-—L—0

de homomorfismos de grupos é exata;

(b) para todo grupo D, a sequéncia
0 — Hom,(L, D) =% Hom,(H, D) = Hom,(G, D)

de homomorfismos de grupos é exata.

Demonstracdo. Denotemos cada grupo X munido da topologia discreta por X ; entdo, para

todo grupo topoldgico D, tem-se
Homy(X, D) = Hom (X4, D). (3.2)

Consideremos os grupos topoldgicos G4, Hy e Lg; entdo u € Hom(Gy, Hy), v € Hom(Hg, Lg)
e v € um morfismo estrito.

(a) = (b) : Seja D um grupo arbitrario. Como, para todo grupo X, tem-se
Homa(X, D) = HOW(Xd, Dd),

aimplicacdo (a) = (b) do teorema garante a validade da implicagdo (a) = (b) do resultado

em tela.
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(b) = (a) : Seja D um grupo topoldgico arbitrdrio. Pela hipétese e temos a exatiddo da
sequéncia
0 — Hom(Ly, D) — Hom(Hy, D) = Hom(Gy, D).

Logo, pelo teorema|3.13] temos a exatiddo da sequéncia
G H-SL—0,

ou seja, a validade de (a). O

Corolario 3.18. Sejam E, E' e E" trés R-mddulos a esquerda unitdrios, u € L,(FE' E) e
v e L,(E,E"). Se a sequéncia

F % E-SE —0
de aplicacoes R-lineares é exata, entdo a sequéncia
0 — Lo(E" F) =5 L(E, F) =5 L (E'F)

de homomorfismos de grupos é exata para todo R-modulo a esquerda unitdrio F'.

Demonstragdo. Segue imediatamente do coroldrio O
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