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Resumo

Nessa dissertacao apresentamos o Teorema do Indice de Atiyah-Singer em R™. No capitulo
1 introduzimos o conceito de indice, tratando de operadores de Fredholm em espacos de Hilbert
separaveis, caracterizados pela Algebra de Calkin. Em seguida apresentamos o Teorema de
Kuiper, que afirma que duas familias de operadores invertiveis num espago de Hilbert separavel
de dimensao infinita indexadas num espago topologico compacto X sao sempre homotdpicas.
Na sequéncia estendemos o conceito de indice para familias de operadores de Fredholm por meio
do indice de fibrados, que é um invariante homotépico. Como exemplo de aplicacao, destacamos
os operadores de Wiener-Hopf. No capitulo 2, apresentamos os operadores pseudodiferenciais
elipticos e seus simbolos. Ao considerar a extensao de um operador pseudodiferencial eliptico a
um espaco de Sobolev, obtemos um operador de Fredholm. Assim, desenvolvemos um conceito
de indice de um operador pseudodiferencial que depende apenas da classe de homotopia de
seu simbolo. Em seguida examinamos um pouco mais a estrutura dos K-grupos, culminando
no Teorema da Periodicidade de Bott. Por fim, estabelecemos uma relagao estreita entre o
indice de uma certa classe de operadores pseudodiferenciais elipticos em R™ e o elemento de
seu K-grupo gerado pelo fibrado diferenca do seu simbolo, chamado indice topologico. Esse
resultado, relacionando o indice analitico ao indice topoldgico, é justamente o Teorema de

Atiyah-Singer.

Palavras-chave: Operadores de Fredholm, indice, fibrados vetoriais, teorema de Kuiper,
operadores pseudodiferenciais elipticos, teorema da periodicidade de Bott, teorema de Atiyah-

Singer.



Abstract

In this dissertation we present the Atiyah-Singer Index Theorem in R™. In chapter 1 we
introduce the concept of index, dealing with Fredholm operators in separable Hilbert spaces,
characterized by the Calkin Algebra. Next we present the Theorem of Kuiper, which states that
two families of invertible operators in a separable Hilbert space of infinite dimension indexed in
a compact topological space X are always homotopic. In the sequence we extend the concept
of index for families of Fredholm operators by means of the index bundle, which is a homotopic
invariant. As an example of application, we highlight the Wiener-Hopf operators. In Chapter
2, we present the elliptic pseudodifferential operators and their symbol. When considering the
extension of an elliptic pseudodifferential operator to a Sobolev space, we obtain a Fredholm
operator. Thus, we develop an index concept of a pseudodifferential operator that depends
only on the homotopy class of its symbol. We then examine the structure of K-groups a
little more, culminating in the Bott Periodicity Theorem. Finally, we establish an intimate
relationship between the index of a certain class of elliptic pseudodifferential operators in R”
and the element of its K-group generated by the difference bundle of its symbol, called its
topological index. This result, relating the analytic index to the topological index, is precisely
the Theorem of Atiyah-Singer.

Key words: Fredholm operators, index, vector bundles, theorem of Kuiper, elliptic pseu-

dodifferential operators, Bott periodicity theorem, theorem of Atiyah-Singer.
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Introducao

O objetivo da presente dissertacao é apresentar o Teorema do Indice de Atiyah-Singer no

caso particular do espago euclidiano R™.

Comecamos introduzindo os operadores de Fredholm em um espaco de Hilbert separavel
H. F:H — H é um operador de Fredholm (escreve-se F' € F) se F for um operador
linear continuo tal que dim KerF < oo e dim CokerF’ < oo . Nessas condigoes, introduzimos

o indice analitico de um operador de Fredholm como

ind F = dim KerF — dim CokerF

Em seguida definimos os operadores compactos, cujo conjunto sera denotado por K. Te-
mos, por definicao, que K € K se, e somente se, a imagem por K da bola unitaria for
relativamente compacta. Denotando por B o espaco dos operadores lineares invertiveis de
H , temos o fato notével devido a Atkinson de que F =7~! ((B/K)*), onde 7: B — B/K
denota a projecao natural e (B/K)™ é o subgrupo dos elementos invertiveis do quociente.
B/K é conhecido como a Algebra de Calkin.

Algumas caracteristicas sobre a topologia de F sao demonstradas. Por exemplo, provamos
que JF é um subconjunto aberto de B. Através do indice analitico, podemos estabelecer uma

correspondéncia bijetora entre as componentes conexas de F e Z.

Dando um passo adiante, passamos a considerar nao mais operadores isoladamente, mas
familias de operadores. Por uma familia de operadores de Fredholm indexada num espaco
topoldgico compacto X entende-se uma aplicagao continua 7' : X — F. Nesse contexto
passamos a considerar classes de homotopia de familias de operadores de Fredholm. Um dos
resultados relacionados mais interessantes é o Teorema de Kuiper, que diz que s6 ha uma classe
de homotopia de familias de operadores lineares continuos invertiveis indexadas num espaco

topolégico compacto X .

Buscando definir um novo conceito de indice aplicavel a familias de operadores de Fredholm,
passamos a abordar a teoria de fibrados vetoriais, que culminara na K-teoria e na formagao

dos K-grupos K(X). O processo que empregaremos, devido a Grothendieck, é de certa forma



anélogo & construcao dos inteiros a partir dos nimeros naturais. No grupo K(X), definiremos
o indice de fibrados. No caso particular em que o espago base X ¢é um ponto, esse conceito
de indice mostra-se equivalente ao anterior. O Teorema de Atiyah-Janich nos mostrara que o
indice de fibrados estabelece um isomorfismo entre o K-grupo de X e as familias de operadores

de Fredholm indexadas em X .

O objeto do Teorema de Atiyah-Singer sao os operadores pseudodiferenciais elipticos. Um

operador pseudodiferencial P atuando sobre u tem forma local dada por

/ ¢ (e, €)a(E)de

para alguma amplitude p, onde u denota a transformada de Fourier de u. P tem ordem

k € Z se o seu k-simbolo local

AP)a,6) = Jim )

existir para todo z na vizinhanca de definicao local de P e para todo £ # 0. O simbolo
or(P), no contexto de operadores pseudodiferenciais entre fibrados vetoriais, terd a forma de
uma matriz n X m, onde n e m correspondem as dimensoes dos fibrados. Diz-se que P é
eliptico se oy (P)(z,&) for isomorfismo entre as fibras em x para todo =z € X e todo £ # 0.
Escreve-se P € Elly, .

Ao considerar as extensoes de um operador pseudodiferencial eliptico aos espacos de So-
bolev, recaimos no contexto Hilbertiano e podemos verificar que essas extensoes se tratam de
operadores de Fredholm. Nesse contexto, desenvolvemos um conceito de indice que dependera

apenas da classe de homotopia de o (P).

No caso euclidiano de R™, o simbolo de um operador pseudodiferencial eliptico pode
ser visto como uma matriz invertivel em GL(n,C). Portanto, compreender a topologia de
GL(n,C) nos permitird extrair informagoes do indice. O caminho para essa compreensao
advém do Teorema da Periodicidade de Bott, o qual, num contexto mais concreto, nos diz que

os grupos de homotopia de GL(n,C) sao, alternadamente, 0 e Z.

Numa versao mais abstrata, o Teorema da Periodicidade de Bott estabelece um isomorfismo
a: K(R* x X) — K(X), conhecido como isomorfismo periédico, onde X é um espaco
localmente compacto (como é o caso de R™). A partir desse teorema, chegamos no resultado
central desta dissertacao - o Teorema do Indice de Atiyah-Singer. Tal resultado se restringe a
classe dos operadores pseudodiferenciais elipticos de ordem 0 e cuja amplitude é a identidade

fora de algum K C R™ compacto. Temos, nesse caso, a formula

ind P = (—=1)"a"([o(P)])



que relaciona o indice de P a classe do seu simbolo no respectivo K-grupo. Esse resultado

notavel tem o mérito de relacionar uma propriedade analitica a uma propriedade topoldgica.

No que segue, nosso objetivo é apresentar de forma mais detalhada as ideias aqui eshogadas.



Capitulo 1
Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar os conceitos iniciais sobre operadores de Fredholm
que serao utilizados ao longo do texto. Comecamos introduzindo o indice analitico de um
operador de Fredholm. Em seguida, dedicamos uma sessao ao teorema de Kuiper, que nos
permite concluir a trivialidade dos grupos de homotopia de operadores invertiveis. Posterior-
mente, examinamos o caso de familias continuas de operadores de Fredholm indexadas num
espaco topoldgico compacto com a introducao do indice de fibrados. Ao final, sdo apresenta-
dos exemplos relevantes que serao aproveitados no capitulo 2. Sao assumidos alguns resultados
elementares sobre espacos de Banach, de Hilbert e aplicacoes lineares continuas nesses espagos,
como o Teorema da Aplicacdo Aberta. Alguns resultados elementares sobre séries de Fourier
também sao assumidos. Todos os espacos topoldgicos com que trabalharemos serao espagos de

Hausdorff, de modo que nao faremos mais ressalva quanto a essa propriedade.

1.1 Operadores de Fredholm e a Algebra de Calkin

No que segue, H é espago de Hilbert separavel sobre C com norma |.| induzida pelo

produto interno (.,.). Como consequéncia, H tem base ortonormal enumeravel.

Definicao 1.1.1. Seja T : H — H operador linear. Definimos
IT[| := sup{|Tu| : [u] <1} € [0, +oc]

Observacao 1.1.2. Como consequéncia imediata da defini¢ao, temos que |Tu| < ||T.|u|
Vu € H.

Definigao 1.1.3. O conjunto dos operadores lineares T tais que ||T|| < oo serd denotado por
B(H), que possui estrutura de dlgebra de Banach com norma |.|| e as operagoes de soma e

produto dadas por



S+T:H — H
u — Su+Tu

(4)

ST:H — H
u— (SoT)u

(i)

Observagao 1.1.4. A condi¢ao ||T|| < oo € equivalente a continuidade de T . Assim, B(H)
¢ a dlgebra dos operadores lineares continuos sobre H . Vale ||ST| < ||S||.||T|| para S,T €
B(H) .

Quando nao houver risco de confusao, denotaremos B no lugar de B(H).
Procedamos agora a definicao da matéria prima deste capitulo.

Definicao 1.1.5. T' € B ¢ dito um operador de Fredholm sobre H se dim KerT < oo e
dim CokerT' < oo, onde

KerT:={ue H:Tu=0} e CokerT := H/Im(T).

Aqui, Im(T) = {Tu :u € H} € aimagem de T . Denotamos o conjunto dos operadores de

Fredholm sobre H por F(H). Quando nao houver risco de confusdo, escreveremos JF.

Definicao 1.1.6. Seja T € F. O indice de Fredholm de T ¢é definido como
indT := dim KerT — dim Coker T (1.1)

Proposicao 1.1.7. Seja T € F . Entao

(2) Im(T) € fechadas

(i1) dim Coker T = dim Im(T)*, onde Im(T)* denota o subespago de H ortogonal a Im(T)

com relagao ao produto interno (.,.);

(ii1) se S € B, entao dim Coker S < oo <= dim (Im S)* < oo.

Demonstragao. Para (i), note que, como T € F, dim Coker T =n < oo. Sejam wuy,...,u, €
H tais que suas respectivas classes formem uma base para H/Im(T) (isso também implica
que os w; sao linearmente independentes). Seja A o subespago de H gerado por esses vetores.

Como A é subespago de dimensao finita, segue que A é Banach. Considere a aplica¢ao

T"-HGA— H
(u,v) — Tu+wv



Como T é continuo, segue que T’ é continuo. A partir da definicdo, vé-se que T’ é
também linear e sobrejetivo. Repare ainda que H & A é Hilbert (com o produto interno dado
por ((u1,v1), (U2, v2))Hga = (U1,uz)m + (v1,v2)m), ) pois é soma direta de dois espagos de

Hilbert. Logo, segue do Teorema da Aplicagao Aberta que 71" é aplicacao aberta.

Do fato de que um subespaco de um espaco de Banach é também Banach se e somente se
for fechado, segue que (H @ A)\(H @ {0}) é aberto pois H @ {0} ¢ Banach. Por outro lado,
temos que H\Im(T)=T'((H ® A)\(H @ {0})), sendo este tltimo conjunto aberto pois 7" é

aberta. Isso mostra que Im(T") é fechada.

Para (ii), como H ¢é Hilbert separavel e Im(T) é fechado em H, segue que Im(T)
é Hilbert separavel e, portanto, possui base ortonormal enumeravel wi,ws,.... Seja v; :=

u; — Pu;, onde os u; (i =1,...,n) sdo os vetores definidos em (i) e P é a projecao
P:H — Im(T)

oo
U —> Z(u,wj)wj
j=1

Entdo os v; (i = 1,..n) formam uma base de Im(7T)*. Com efeito, primeiramente note
que v; € Im(T)* para todo € {1,...,n}. De fato, para j € N,

(vi,wj> = <U,Z — Pu,-,wj> = (u,;,wj> — <Z<ui,wk>wk,wj>

k=1
= (u;,w;) — Z(Ui;wk><wkaw]’>
k=1

n
Além disso, os v; sao linearmente independentes. De fato, se E a;v; = 0 entao
i=1

n n n
ZOQ(UZ—PUZ) :Zaiui - Zazpul 207
i=1 i=1 i=1
o que implica que

n n
E ;U = E aiPui
i=1 i=1

Mas o membro da esquerda estd em H\Im(T), enquanto o membro da direita é elemento
de Im(T) . Isso implica que ambos sdo zero, e a independéncia linear dos u; implica que todos

os «; sao nulos. Portanto, os v; sao linearmente independentes.



Por fim, resta mostrar que os v; geram I'm(T)*. Se houvesse algum v € Im(T)* tal que
{v1, ..., 0, v} fosse linearmente independente (LI), entdo a classe de v em H/Im(T) seria
LI em relagao as classes dos u; (pois a classe de v; é a mesma de wu; ), que, portanto, nao

formariam uma base para H/Im(T). Como isso contradiz a hipdtese sobre os u; segue que

tal v nao existe, e entao {vy,...,v,} gera Im(T)> .

Segue que dim Coker T'=n = dim Im(T)* .

A parte (i7i) é consequéncia do que foi dito durante a prova acima. Assim, para verificar

se T' € F basta olharmos a dimensao do niticleo e do espaco ortogonal a imagem.

]

Proposicao 1.1.8. Sejam F € F(H;) e G € F(Hy). Entio F & G € F(H, & H,), onde
(F ® G)(u,v) := (Fu,Gv), e vale ind(F & G) =ind F +ind G .

Demonstracao. Temos que Im(F & G)=ImF ®ImG e

Ker(F®G) = Ker F & KerG (1.2)

De um modo geral, temos o isomorfismo (A/B) & (C/D) = (A& C)/(B & D) dado por
(a+ B,c+ D) — (a,c) + (B ® D). Assim, temos que

Hy @ H, Hy & Hy o M
FaG) = —~ =
Coker(F & G) Im(FeG) ImFoImG [mF@ ImG (1.3)
= Coker F' © Coker G

O resultado segue de (1.2) e (1.3).

Teorema 1.1.9. Para cada T € B existe um unico T* € B tal que

(1) (Tu,v) = (u, T*v)Vu, v e H
(@) 1T = 17|

(1i1) T — T € isometria antilinear.
T* € chamado de operador adjunto de T .

Demonstracao. Para cada v € H ,



u€ Hvr— (Tu,v) € C

¢ funcional linear continuo sobre H com [(Tw,v)| < ||T||.|u|.]v| por Cauchy-Schwarz e pela
observagao 1.1.2. Logo, o Teorema de Fréchet-Riesz garante que existe um tnico z, € H tal

que

(Tu,v) = (u, zy)Vu € H.

Definindo T*v := z,, temos que (i) se verifica e dai decorre que T™* é linear. Por outro
lado,

|T*v|2 = (T"v, T*v) = (TT*v,v) <|T(T*v)|.|v| <||T.|T*v|.|v|,

donde |T*v| < ||T||.|v], o que implica que |T*|] < ||T||. Assim, temos que T* € B e
|T*|| < ||T]|. A unicidade de T™ decorre da unicidade de cada z,.

Finalmente, aplicando o que acabamos de mostrar com 7™ no lugar de T' vemos que existe
T € B tal que
(T*u,v) = (u, T*v) = (Tu,v)Vu, v € H,

o que implica que T** = T . Assim, obtemos também a desigualdade contraria ||T|| = ||T**| <

|T*|| , provando (i) .
A prova de (7ii) é consequéncia de (i) e da antilinearidade. O
Definicao 1.1.10. Se T* =T, entao T ¢ dito autoadjunto.

Teorema 1.1.11. Seja T € F. Entao

(i) CokerT = KerT*

(it) ImT = (KerT*)*

Demonstragdo. Para (i), note que u € (ImT)t se e somente se 0 = (u,w) = {(u,Tv) =
(T*u,v) para todo w € ImT com w = Tv. Ou seja, para todo v € H , e em particular para
v =T"u, donde u € KerT*. Assim, (ImT)*+ = KerT*. Usando a proposicio 1.1.7, segue
que CokerT = (ImT)+ = KerT*.

Para (ii) , tomando novamente o complemento ortogonal, vem que (Ker T*)* = (ImT)*+ =

ImT, onde a tltima igualdade se justifica pois T é fechado (proposi¢ao 1.1.7).
O

Proposicao 1.1.12. Seja T € F. Entao



(i) KerT*T = Ker T

(i) ImT*T = ImT*

Demonstracao. Certamente temos que KerT*T D KerT. Para a inclusao contraria, tome
u € KerT*T . Vale
(T*Tu,v) = (Tu,Tv) =0 para todo v € H,

donde (Tu,Tu) =0 e u € KerT, provando (7).

Para (ii), temos claramente que ImT*T C ImT*. Para a inclusao contraria, considere a
decomposicio v =1v"+v", onde v' € ImT e v" € (ImT)* = Ker T* (pelo teorema 1.1.11).
Assim, T*v = T*v' = T*Tw para algum w € H, donde ImT*T D ImT*. ]

A seguir introduziremos o conceito de operador compacto, que representa um papel chave
na teoria de operadores de Fredholm. Mais adiante faremos uma caracterizacao dos operadores

de Fredholm tendo por base os operadores compactos.

Definigao 1.1.13. Um operador T € B € dito compacto se T(B) for um subconjunto com-
pacto de H, onde B ={u € H : |u| < 1} € a bola aberta unitiria. Equivalentemente, T é
compacto se m for compacto para todo A C H limitado. Denotamos o conjunto dos ope-
radores compactos sobre H por K(H). Quando ndo houver risco de confusdo, escreveremos

simplesmente K .

Observagao 1.1.14. Como um conjunto € compacto num espaco de Hilbert se e somente se for
sequencialmente compacto, um operador T é compacto se a imagem por T de uma sequéncia

limitada tem subsequéncia convergente.

Observagao 1.1.15. Como consequéncia da definigao, se T € B tem posto finito, entao T (B)

¢ fechado e limitado em ImT , que tem dimensdo finita. Assim, por Bolzano-Weierstrass,

seque que T(B) € compacto, donde T € K.

Ainda que os operadores de posto finito nao sejam o tnico exemplo de operadores compac-
tos, eles desempenham um papel crucial na descricao de K, como pode ser visto no teorema

a seguir.

Teorema 1.1.16. Temos os sequintes fatos sobre operadores compactos:
(i) IC € ideal bilateral de B ;
(17) IC € fechado em B;

(1i1) K € o fecho do subconjunto dos operadores de posto finito;
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(iv) K € invariante por *, ou seja, T € K= T* € K.

Demonstracao. (i) Se T € K e S € B, entdao como S(B) ¢ limitado pois S é continuo,

segue da definigdo 1.1.13 que T'S € K. Por outro lado, como T(B) D T(B) temos
que S(T(B)) =S(T(B)) D S(T(B)). Como o primeiro conjunto é compacto em fungao

da compacidade de T'(B) e o tltimo é fechado, segue que é também compacto, e entao
ST e K.

E claro quese a € C e T e K, entao oT € K. Por fim, se T e T" € K, precisamos
mostrar que T + 71" € K. Faremos isso usando o critério da observacao 1.1.14. Seja
(un)nen sequéncia limitada em H . Pelo critério sequencial, e tomando até dois refina-
mentos, obtemos uma subsequéncia (uy,)eny tal que (Tup,)ien € (T"un,)ien sdo ambas

convergentes, donde ((T"+ T")uy,)ien também converge. Isso mostra que T+ 71" € K.

(i) Seja T € K e ¢ > 0 arbitrario. Entdo existe S € K tal que ||T — S|| < ¢/3. Além
disso, pela compacidade, podemos encontrar uma cobertura finita de m por bolas
abertas de raio €/3 e centros Svy, ..., Sv, com vy,...,v, € B. Entao as bolas de centro
Tvy,...,Tv, eraio €¢/3 formam uma cobertura finita de 7'(B) . De fato, se v € B, entao

existe v;, ¢ € {1,...,n}, tal que |Sv — Sv;| < €/3, donde

|Tv —Tv;| <|Tv— Sv|+ |Sv — Sv;| + |Sv; — Tv;| < e

Assim, mostramos que é possivel cobrir T'(B) por uma quantidade finita de bolas de raio
€. A partir dai, o resultado segue usando-se o fato de que um espago métrico é compacto
se e somente se for completo e totalmente limitado (isto é, se existe uma cobertura finita

de X por bolas de raio €). Ver, por exemplo, [15] p. 275.
(1ii) Seja eg, €1, €3, ... uma base ortonormal em H e seja

P,: H — [eg,..s€n 1]

oo

Z Qj€; — Q€ + ... + Q161

§=0
a projecao ortogonal no espaco gerado por ey, ...,e,_1. Entao,se T € K, P,T éoperador
de posto finito que converge ponto a ponto para T quando n — oo. Mostremos que a

convergencia também acontece na norma de B.

Seja € > 0 e considere uma cobertura finita de T'(B) por bolas abertas de raio ¢/3 com
centros em Twy,...,Tv,, e n € N suficientemente grande (possivel pela convergéncia

pontual) tal que

|Tvi—PnTvi|<§ Vi<i<m
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Logo, se v € B, temos que

|Tv — P, Tv| <|Tv —Tv| + |Tv; — P,Tv;| + |P,Tv; — P,Tv| < €

para algum i € {1,...,m}, em que no ultimo termo usou-se o fato de que ||P,|| =1 e a

observagao 1.1.2.

(iv) Primeiramente, operadores de posto finito tém adjunto de posto finito. Com efeito, se T

tem posto finito, entao pode ser expresso como

T - Z< 7ui>vi7
i=1
donde

n

T = Z( , Vi),

i=1

que também tem posto finito. No caso geral, se S € K, entao S = lim T,,, onde os T,
n—oo

sao operadores de posto finito. Pelo teorema 1.1.9, |7 —S*|| = (T, —9)*|| = [|T.— S| ,

e entdo S* = lim 7 . Por (ii), segue que S* € K.

n—oo

]

Abaixo trazemos um resultado devido a Riesz e que nos permite produzir operadores de
Fredholm a partir de operadores compactos. Antes introduzimos um lema utilizado na de-

monstragao.

Lema 1.1.17. Sejam P, R € B tais que P ¢ invertivel e R tem posto finito. Entio (Id+ R)
e P(Id+ R) sao operadores de Fredholm de indice zero.

Demonstracao. Primeiramente, se dimIm R < oo,

ue Ker(Id+R) = u+Ru=0= Ru=—u= R(—u)=u

Logo, u € I'm R. Isso implica que dim Ker(Id+ R) < c©.

Por outro lado, seja u € Im(Id + R)*. Entao
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(v+ Rv,u) =0 Vve H

— (v,u) + (Rv,u) =0

= (v,u) + (v, R*u) =0

= (v,u+ R*u) =0 Vve H

Em particular, vale para v = u + R*u = v+ R*u = 0 = u = R*(—u) € Im R*, que
também tem dimensdo finita. Logo, dim(Im(Id + R))t < oo, e pela proposicao 1.1.7 vem
que Id+ R e F.

Seja L := Im R+ (Ker R)*. Como R tem posto finito, temos que dim L < oo. Entao
H=L&®L" etemos que (Id+ R)L C L+RL C L e (Id+ R)|pr = Id|,.. Assim, L
e Lt sdo invariantes por Id + R = (Id + R)|; ® (Id + R)|;.. Como (Id + R)|;, é um
operador com dominio e imagem de dimensao finita, segue do teorema do posto e da imagem
que ind((Id+R)|;) = 0. Como a identidade tem indice zero, também vale ind(Id+R)|,+ = 0.
Assim, segue que ind(Id+ R) =0 pela proposigao 1.1.8.

Para P(Id+ R), como P é isomorfismo, Ker P(Id+ R) = Ker (Id + R). Tome agora
u € (Im (P(Id+ R)))*. Entao

(P(Id+ R)v,u) =0 Vve H
= (v,(Id+ R")P*u) =0
= (v, P"u+ R*P*u) =0 Vve H

Em particular, vale para v = P*u + R*P*u, donde P*u+ R*P*u = 0. Isso implica que
P*u € ImR*. Como P* ¢ isomorfismo, segue que dim(Im P(Id+ R))* < dim Im R* < cc.
Isso mostra que P(Id+ R) € F .

Por fim, considere P*|(,,, pra+ry- : (Im P(Id+R))* — Ker (Id+R)*. Entao P*|r,, p(rasr))-
é isomorfismo. De fato, basta mostrar que a imagem estd realmente em Ker (Id+ R)* e que
a aplicacao é sobrejetiva.

Masse u € (Im P(Id+R))*, entdao (P(Id+R)v,u) =0 Yv € H = (v,(Id+R)*P*u) =0
Vve H= (Id+ R)*P*u=0= P*u € Ker (Id+ R)*.

Resta apenas provar a sobrejetividade. Mas isso é consequéncia do fato de que P* ¢
isomorfismo. Se w € Ker R*, entao existe u € H tal que P*u = w. A partir dai, basta

percorrer o pardgrafo acima no sentido contrério para concluir que u € (Im P(Id+ R))* .

Assim, (Im P(Id + R))* = Ker(Id + R)* = (Im(Id + R))*, em que a tltima igualdade
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decorre do teorema 1.1.11. Como ja haviamos provado que Ker P(Id+ R) = Ker (Id + R),
segue que ind(P(Id+ R)) =ind(Id+ R) =0.
0

Teorema 1.1.18. Seja K € K. Entao Id+ K é operador de Fredholm de indice zero.

Demonstragao. Seja (K, )nen sequéncia de operadores de posto finito convergindo para K
(veja o teorema 1.1.16 (iii)). Tome n tal que ||K —K,|| < 1. Entao Id+ K — K,, é invertivel.
Com efeito, seja @ := K,, — K e considere > - Q. Como [|Q|| <1 e

Yo <> lel,
k=m k=m

S oo Q% ¢é de Cauchy. Como B é Banach, segue que a série converge. Assim,

(1i- Q)Y QF - (fj@’f) (Id - Q) = Id

Assim, Id+ K — K, = Id — @, é invertivel. Podemos escrever

Id+ K =(Ild+ K — K,)(Id+ (Id+ K — K,)"'K,,)

O fator da esquerda é invertivel. O da direita é a soma da identidade com um operador de
posto finito. Assim, segue do lema 1.1.17 que Id+ K € F e ind(Id+ K) =0. O]

Definicao 1.1.19. Definimos a /flgebm de Calkin como o espago quociente B/K dotado da
norma

|7 (T)|| :=inf{||T — K| : K € K} =inf{||R||: R € n(T)},

onde m: T € B— T+ K € B/K € a aplicagao quociente. Com essa estrutura, como K €
ideal bilateral fechado, B/K € dlgebra de Banach.

A algebra de Calkin nos permite fazer uma caracterizacao interessante dos operadores de
Fredholm como elementos invertiveis modulo operadores compactos. Esse é o conteudo do
resultado abaixo, devido a F. V. Atkinson.

Teorema 1.1.20. Seja (B/K)* o grupo de elementos invertiveis em B/K e m: B+ B/K
a aplicacao quociente. Entao

F=r"(B/K)")

Em outras palavras, T € F se, e somente se, existem S € B e Ky, Ky € K tais que
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ST =1d+ K, e TS =1d+ K,

Tal S € dita uma parametriz de T .

Demonstracao. Seja F' € F. Queremos provar que 7(F') é invertivel. Para isso, considere o
operador F*F + P, onde P: H — Ker F é a projecao ortogonal. Como consequéncia da
proposi¢ao 1.1.12, Ker F*F = KerF e ImF*F = ImF* = (Ker F)!, em que na tltima
igualdade usou-se também o teorema 1.1.11. Isso implica que F*F + P ¢ bijetora e, portanto,

invertivel em B.

Com efeito, (F*F + P)u = 0 = F*Fu = P(—u). Mas o membro da esquerda estd
em (Ker F)* ao passo que o da direita estd em Ker F'. Isso implica que u = 0. Para a
sobrejetividade, como H = Ker F @ (Ker F)*, um elemento h € H pode ser escrito como
h=u+v,com u€ KerF e v e (KerF): = ImF*F. Logo, existe w € H tal que
F*Fw=wv. Pondo b =u+w temos que (F*F + P)h' =h.

Como P € K por ter posto finito, segue que w(F*)m(F) = n(F*F) = n(F*F + P) ¢

invertivel em B/K .

De forma analoga, usando a projecao @) : H — Ker F* e FF*+ () € B, prova-se que
7(F)m(F*) é invertivel em B/K. Com uma inversa a esquerda para m(F*)7(F') e uma inversa
a direita para w(F)m(F™*), segue que 7(F) € (B/K)™ .

Para provar a inclusdo contraria, seja T € B com 7(T) € (B/K)*. Entéao existe S € B
tal que T'S e ST estao na msma classe de Id. Ou seja, existem K, Ky € K tais que
ST =1d+ K, e TS = Id + K,. Mas entao ambos sao operadores de Fredholm (teorema
1.1.18). Em particular, Ker ST e Coker TS tém dimensao finita. Como KerT C KerST e
ImT > ImTS, donde (ImT)*+ C (ImTS)*, segue da proposicio 1.1.7 que T € F.

]

Corolario 1.1.21. Se FF € F e K € K, entio F* e F + K também sao operadores de
Fredholm.

Recordemos que uma sequéncia de homomorfismos de grupos (ou de espagos vetoriais, como

no lema a seguir)

..._>Gp+1fpi>pr_p)Gp_1_>...

¢ dita exata quando Ker f, = Im f,41 para todo p.

Lema 1.1.22. Seja
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sequéncia exata com dimV; < oo para todo 7 =0,....,n. Entao

—_

n—

(=17 dimV; =0

Il
=)

J

Demonstracao. Para cada j, decompomos V; = N; @Y, onde N; = KerT; e Y; ¢é algum
complemento de N;. Como a sequéncia ¢é exata, segue que Tjly, : Y; — Nj;; € isomorfismo

para cada j. Assim, dimV; = dim Nj1, o que significa que, para j € {0,...,n — 1},
dimV; = dim N; + dimY; = dim N; + dim N;,
Temos também que dim Ny = 0, e dimV,,_y = dim N,,_;. A partir disso, conclui-se o
enunciado. O]

Teorema 1.1.23. Sejam T,S € F. Entao T'S € F e vale

ind(T'S) = ind(T) + ind(S)

Demonstragao. Seja w: B+—— B/K a aplicagdo quociente. Como K é ideal bilateral (teorema
1.1.16), temos que 7(ST) = 7(S)m(T). Logo, como w(S),n(T) € (B/K)* (teorema 1.1.20),
segue que m(ST) € (B/K)*, e entao ST € F.

Para provar a férmula para o indice do produto, considere a sequéncia exata

0— KerS % Ker(TS) 5 KerT % H/ImS L H/Im(TS) EN H/ImT — 0

onde i : KerS — Ker(TS) é a inclusdao, ¢ : H D KerT — H/ImT ¢é a aplicagao
quociente e f leva as classes de equivaléncia médulo Im(7TS) em classes de equivaléncia

modulo ImT . O lema 1.1.22 nos diz que

0= —dim Ker S + dim Ker(TS) — dim Ker T + dim Coker S — dim Coker(TS)
+ dim Coker T
= —ind S —indT + ind(TS)

]

A caracterizagao dos operadores de Fredholm no Teorema de Atkinson (1.1.20) nos permite

tecer algumas consideracoes topologicas sobre F . Iniciamos com o seguinte resultado:

Proposicao 1.1.24. F € um subconjunto aberto de B.
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Demonstragdo. Como F = 7~ (B/K)™ pelo teorema 1.1.20, e como a aplicacio quociente
7 : B — B/K é continua, basta provar que 7~ (B/K)* é aberto em B/K. Seja T € F.
Entao 7(T) € (B/K)*. Seja r:=1/||x(T)~!||. Afirmo que a bola de centro em w(7T) e raio
r estd contida em (B/K)”

Para isso, seja S € B tal que ||7(T)—7(S)|| < r. Temos, para Q := (7(S) — =(T)) w(T)~*,

_ _ 1 _
QI = || (w(S) = m(T)) «(T) 7| < || (w(S) — =(])) [Hl=(T) 7| < WHW(T) =1
Logo,
p p p X
S <> R <> eI,
k=n k=n k=n
que é arbitrariamente pequeno se n for suficientemente grande. Isso implica que Z QF éde
k=0

Cauchy e, portanto, converge, pois B/K é Banach. Mas

<Id—@>fj@’f= <ZQ’“> Id—Q)=1d,

Id— (n(S) —n(T))n(T)™ =

onde aqui Id denota a identidade em B/K. Assim, (Id—Q) =
= (=m(S)m(T)71) (=7(T)) , segue

—7m(S)w(T)~1 ¢ invertivel. Como (B/K)™ é grupo e (S )
que 7(S) € (B/K)*

]

Lema 1.1.25. Seja F € F e G € B uma parametriz de F'. Entao

GeF e ind(G)=—ind(F)

Demonstracgao. E consequéncia direta do teorema 1.1.20 que G € F. Para o indice, seja
K € K tal que FG = Id+ K. Entao, pelos teoremas 1.1.18 e 1.1.23, ind(F) + ind(G) =
ind(FG) =ind(Id+ K) = 0, e segue o resultado.

]

O resultado a seguir é devido a J. Dieudonné e estabelece uma ligacao entre o indice de

Fredholm e a topologia do espaco F .

Teorema 1.1.26. A aplicacdo ind : F — Z € localmente constante.
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Demonstracao. Seja F € F e G € F uma parametriz de F'. Assim, existem K;, Ky € K

tais que

FG=I1d+ K, e GF=1I1d+ K,

Mostraremos agora que, para todo T € B com ||T| < ||G]|™" temos F+T € F.

Com efeito, os operadores Id + TG e Id+ GT sao ambos invertiveis, visto que [|[TG| e

~ : : - k
|GT|| sao ambos menores do que 1. Para ver isso, considere a série convergente E (—Q)",

: k=0
que satisfaz

Id+Q§ <i ) (Id+ Q) = Id,

k=0
com @ = GT ou TG, conforme o caso. Assim, (Id+GT)"'G é inversa a esquerda de F+T

modulo K, visto que

(Id+GT)'G(F+T)=(Id+GT)'(Id + Ky + GT) = Id + (Id + GT) ' K,

, 1.4
= Id+ K, (14)

com K, € K pelo teorema 1.1.16. Por outro lado, G(Id+TG)~" é inversa a direita de F'+T
moédulo KC:

(F+T)GId+TG) ™" = (Id+ K, + TG)(Id+TG) ™' = Id+ K,(Id + TG) ™" = Id + K,

onde também temos Ki € K. Assim, segue do teorema 1.1.20 que F'+T € F. Para o indice,

a partir de (1.4) e da regra da composicao (teorema 1.1.23), vem que

ind(Id+ GT)™ +ind G + ind(F +T) =0

O indice de um operador invertivel é trivialmente zero. Logo, pelo lema 1.1.25, obtemos

que

ind(F+T) = —ind(G) = ind(F)

Corolario 1.1.27. O indice € constante nas componentes conexas de F .
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Demonstracao. Pelo teorema 1.1.26, o indice é localmente constante em F . Isso implica que

ind : F — Z ¢ continua, e portanto leva conexos em conexos, de onde segue o resultado. [

Proposigao 1.1.28. As componentes conexas de F estao em correspondéncia sobrejetora com

7.

Demonstracao. Seja eg, e, ... base ortonormal de H e considere os operadores

o x
desl™ : Zaiei € H+— Zai€i+1 cH

=0 i=0

o0 o
desl™ : Zaiei € H— Zaiﬂei eH
i=0 i=0

Entao temos que ambos sao operadores de Fredholm com

inddesl™ = —1 e inddesl” =1

Logo, pelo teorema 1.1.23, se n € N,

ind (desl*)n =-n e ind (desl’)n =n

Como também temos indId = 0, segue que ind : F — Z ¢ sobrejetiva. O resultado

segue do teorema 1.1.26 e do corolério 1.1.27.

O

Observacgao 1.1.29. Na verdade, a correspondéncia da proposi¢ao 1.1.28 € bijetora. O cardter

ingetor do indice em relagdo as componentes conexas de F serd provado no coroldrio 1.3.34

1.2 O Teorema de Kuiper

O Teorema de Kuiper estabelece uma propriedade topoldgica em familias de operadores
invertiveis indexadas num espaco compacto. Iniciaremos com a apresentacao de alguns con-
ceitos oriundos da Topologia. Nesta sessao, estaremos também supondo que H tem dimensao

infinita.

Definicao 1.2.1. Sejam X,Y espacos topologicos e f,g : X — Y aplicagoes continuas.
Dizemos que [ € homotdpica a g (denotado por f ~ g) se existe uma aplica¢iao continua
H:XxI—Y, onde I =[0,1] tal que
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Hlxxoy = f e  Hlxxpy=g9

A relacao ~ € uma relagao de equivaléncia, de forma que o conjunto

[(X,Y]:={f:f: X — Y é continua},

onde f:={g:g: X —Y € continua e f ~ g} representa a classe de equivaléncia de f por

homotopia, estd bem definido.

Observagao 1.2.2. Uma forma equivalente de definir a relagao de homotopia f ~ g € usando
as fungoes de inclusao iy : X — X x{t}, onde t € I . Assim, f ~ g se existe H : X X[ —»

Y continua tal que

Hoiy=f e Hou=g
Proposicao 1.2.3. O indice é um invariante homotopico. Ou seja, se T ~ S, com T e

S e F, entao indT =indS .

Demonstracao. Se T ~ S, entao ambos estao numa mesma componente conexa de F. O

resultado segue do corolario 1.1.27. O

Definicao 1.2.4. Dois espagos topolégicos X e Y sao homeomorfos se existe uma aplicacao

f: X —Y byetora continua com inversa também continua.

Definicao 1.2.5. Dois espacos topologicos X e Y apresentam o mesmo tipo de homotopia

se existem aplicacoes continuas f: X —Y e g: Y — X tais que

fogn~ Idy e go f~Idx.
Na literatura também € dito, nessas condicoes, que X e Y sao equivalentes homotopicos.

Definicao 1.2.6. Sejam X,Y espacos topologicos, Y C X . Y ¢ dito um retrato de X se

existe uma aplica¢ao continua (dita retragio) f: X — Y com fly = Idy .

Se, adicionalmente, io f ~ Idyx, onde ©: Y — X € a inclusdo, entdo Y ¢é um retrato

de deformacdao de X e X e Y sao equivalentes homotépicos.

Todo ponto p € X € um retrato de X . Se {p} for um retrato de deformac¢aio de X , entdio

X € dito contratil.

Com essas defini¢oes, podemos enfim enunciar o Teorema de Kuiper:
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Teorema 1.2.7. Seja X um espaco topoldgico compacto, H um espaco de Hilbert separdvel e
B* o grupo das aplicagoes lineares continuas e invertiveis H — H . Entao [X,B*] consiste

num unico elemento.

Demonstracao. Uma prova rigorosa do Teorema de Kuiper possui uma certa extensao. Como
esse resultado nao constitui o interesse central deste texto, optamos por resumir as ideias

principais utilizadas na demonstragao. Para uma prova detalhada, ver, por exemplo, [11].

Etapa 1: Primeiramente, prova-se que toda aplicacao continua fo : X — B* é ho-
moto6pica a uma aplica¢do continua f; : X — B* com f1(X) C V ,onde V é um subespagco

vetorial de B de dimensao finita.

De fato, como B* ¢ aberto (repare que a demonstracao da proposigao 1.1.24 também pode
ser aproveitada para provar que o grupo de elementos invertiveis numa &algebra de Banach ¢é
aberto), para todo T € fy(X) podemos tomar uma bola aberta Br tal que T' € By C B*.
Trocando cada Bp por uma bola de mesmo centro e 1/3 do raio obtemos assim uma cobertura

aberta C para fo(X), que é compacto. Logo, podemos cobri-lo com uma subcobertura finita
n

C'=\J B(T;,r;), onde B(T;,r;) é a bola de centro T; e raio r;, com B(T;,3r;) C B*.
i=1

Seja ¢;, i = 1,...,n particdo da unidade subordinada a C' e defina, para cada t € I = |0, 1]
e Tel,

g(T) == (1= t)T +1 Z ¢i(T)T;

Assim, temos uma homotopia entre gy e g; que esta inteiramente contida em B*. Com
efeito, seja T € C'. Como estamos trabalhando com uma particao da unidade, sé precisamos
considerar os termos em que 1" € B(T;,r;). Dentre essas, seja B(T,,,r,) a bola que tiver o

maior raio. Pela desigualdade triangular, as demais bolas estao contidas em B(T,,,3r,,) C B*.

Dessa forma, pondo f; := g.fo,t € I, obtemos uma homotopia entre f, e f; tal que

fi1(X) esta inteiramente contido no subespaco de dimensao finita V' gerado pelos operadores
Ty, ..., T, .

Etapa 2: Construimos uma sequéncia de vetores unitarios ai,as,... € H e uma sequéncia
de subespagos dois a dois ortogonais Aj, As, ... de dimensdao n + 1, onde n = dimV’' e V'
é o subespacgo gerado pelo subespaco V da etapa 0 mais a identidade, e tais que a; € A; e
Ra; € A; paracada ReV,i=1,2,....

Essa construcao pode ser feita recursivamente a partir de algum vetor unitario arbitrario
a; € H e algum subespago A; de dimensao n + 1 que contenha a;, Ria,, ..., Rya;, onde
{Ry,...,R,} é base de V'. Entao tome ay € H unitario tal que
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as € AT N R7YAD) N ..NRY(AT)

Isso é sempre possivel pois a intersecao finita de subespagos de codimensao finita é sempre
nao trivial quando H tem dimensao infinita. Tome A, subespaco de dimensao n+1 contendo

as, Rias, ..., R,as . Por construcao, A; L A,. Continuamos tomando

as € AT N Ay NRIYAD) NN RMAD) N RN A7) N .. N RN (AY)

e assim por diante.

Etapa 3: Mostra-se que a inclusao

Yo : V/ N BX — BX
¢ homotopica a uma aplicagao

Yo : V' NB* — B

com Ya(R)a; = a; para i = 1,2,... ¢ R € V' N B*. Para isso, primeiro constréi-se uma

homotopia entre vy e 7, , onde, para t € I,

Ru se u € (B2 A)"
R)u =
7(F) 1—t+ Ru se wue€ A
\Ral|
Em seguida, considere a esfera S*"!' = {2z = (21,...,2,) € C" : |z|] = 1} como um

subconjunto de C" x {0} C C"™! e construa, para todo a € S?"~!, uma aplicacao continua
g:S5" ' — U(n+1),onde U(n+ 1) denota as matrizes complexas (n+ 1) x (n+ 1) cuja

inversa é a adjunta (ditas matrizes unitarias de posto n + 1), com as seguintes propriedades:

(1) g(2)(z) =a paratodo z¢& S* !
(i) g~h ,onde h(z)=Iden+1 paratodo z¢€ S*!
Por exemplo, no caso n = 1, podemos tomar

R az”t 0
: 2
g 0 za!

e ter em mente a homotopia (1.5) da etapa 5.
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Reduzimos a essa situagao mapeando cada A; por uma isometria «; sobrejetivamente em
C"*! tal que {Ta;: T € V'} é mapeado em C" x {0}. Entao, se F;: S** ' x [ — U(n+1)
¢ a homotopia correspondente para a := a;(a;) , entao temos a seguinte homotopia de ; para

Y2 com as propriedades desejadas:

1 (T)u se u€ (B A)"
o 'Fy (i (T)ai, t) i (T)u se uc A

2

Yt (T)u := {

Em particular, obtemos um subespaco de dimensao infinita H’ com base ortonormal

ap, asg, ... tal que Yyolg = Id.

Etapa 4: Seja H; := (H’)L, e considere a decomposicaio H = H; & H'. Temos que
B*(Hy) x Idg: é um retrato de deformagao do grupo de operadores que sao identidade em

H'. Com efeito, um elemento do grupo de operadores de B que sao a identidade em H’ tem

Q 0
W Id]’

onde () € B*(H;) eotermo W pode ser deformado a 0 por um caminho continuo em B*(H)

_ Q 0
=W 1d)”

a forma

via

Chegamos, portanto, em

0
Y3 = (%2 ]d) € BX<H1) X IdH/

Etapa 5: Queremos mostrar agora que B*(H;) x Idg pode ser contraido a [Idy. Isso
é feito usando-se o fato de que H tem dimensao infinita e aplicando-se reiteradamente a

homotopia

dada por

cost —sent S 0 cost sent R 0
Ft = (15)
sent cost 0 Id —sent cost 0 Id
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Sejam N; := {2772(2m — 1) : m € N},j = 2,3,4,... e H; o subespago gerado pelos «;
tais que a; € N;. Como os N; sao dois a dois disjuntos e sua uniao corresponde a N, temos
que H =@, H; e

Id

Se identificarmos H; com H; (pois todos os espagos de Hilbert separaveis de dimensao

infinita sdo isomorfos) podemos também escrever

Q
QQ™
1d

QQ™

V3
Id

Com a rotagao (1.5) obtemos um caminho em B*(H) de -3 em

Il
O

V4

Uma nova rotacao via (1.5) nos conduz a um caminho continuo em B*(H) até

Id

s Id = Idy

Corolario 1.2.8. B* ¢ conexo por caminhos.

Demonstracao. De fato, fazendo X = {p} espac¢o com um unico ponto, temos que [{p}, B*]
corresponde ao conjunto das componentes conexas de B* . O resultado segue do Teorema de
Kuiper (1.2.7).



24

]

Como aplicacao do Teorema de Kuiper, obtemos a trivialidade dos grupos de homotopia

de B*. Antes relembramos o conceito de grupos de homotopia de um espago topologico.

Definicao 1.2.9. Seja Y espaco topologico, yo € Y, n € N e I" = [0,1]". Sejam
frg : I", 01" — Y, yo aplicagoes continuas, onde por essa notag¢ao entende-se que f,g

sao aplicacoes de I™ em Y e que levam OI" em yy. Aqui, OI" denota o bordo de I™.

Definimos

f+g: 1Mol — Y,y
{f(ztl,tg,...,tn) se  0<t; <1/2

(t1, .y tn)
g(2t1—1,t2,...,tn) Se 1/2§t1 S 1

Se M, (Y,yo) :={f : I",0I" — Y,y : [ € continua} , temos que M, (Y,yo) € fechado para

a operagao + . Denotamos por

ﬂ-n(Y7 yO) = {[f] : f S Mn(Y7 yO)}

o conjunto das classes de homotopia de M, (Y, o), onde [f] denota a classe de f. Prova-se
que se f ~ f' e g~ g entio f+g~ g + [, bem como todo elemento tem um inverso
aditivo. Assim, m,(Y,vyo) € grupo abeliano com a operagio + dada por [f]+[g] :==[f+9], e

¢ chamado de grupo de homotopia de Y com rela¢ao a 1 .

Também € possivel provar que se Y € conexo por caminhos entao w, independe de vy .

Neste caso, escreve-se simplesmente m,(Y) .

Teorema 1.2.10. Todos os grupos de homotopia de B* sdao triviais, isto é, m, (B*) =
0 VneN.

Demonstracao. Este resultado decorre diretamente do Teorema de Kuiper (1.2.7) fazendo-se
X=1". O

1.3 Indice de Fibrados

Faremos agora uma generalizacdo do indice definido na equagao (1.1) (ver a definigao
1.1.6), desta vez tomando familias de operadores de Fredholm indexadas em compactos. Ou
seja, queremos estabelecer uma nocao de indice consistente com a definicao anterior e que
se aplique a familias continuas T : X — F(H), onde X é espaco topoldgico compacto.

Faremos isso utilizando fibrados vetoriais.
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Definicao 1.3.1. Sejam E, X espacos topologicos, m: E — X aplicagdo continua e sobre-

jetiva. A terna € = (E,m,X) € dita um fibrado vetorial com base X se

(i) Ve € X, E,:=n(x) tem estrutura de espaco vetorial complezo de dimensao finita;

(i) Vee X 3 UCX aberto, n€N e h: 7 Y(U) — U x C" homeomorfismo tais que
relU e

7 1(U) Iy U xcen
a) {‘ lp/l comuta, isto €, m = pyoh, onde p; € a projecdo

U na primeira coordenada;

b)Va' €U fivo, hlp, : By — {2’} x C* € isomorfismo de espagos vetoriais.

Diz-se que X € a base, E € o espaco total e E, € a fibra de E sobre x. FEventualmente

poderemos nos referir ao fibrado por meio de seu espaco total.

Exemplo 1. O exemplo mais simples de fibrado € o fibrado vetorial trivial de dimensao n € N

dado por

0 = (X xC", 7, X) (1.6)

com

T, X xC* — X
(z,y) +— =

Aqui, podemos tomar U = X e fazer h: (z,y) € X xC" — y € C" para ver que se trata
realmente de um fibrado vetorial, cumprindo com os requisitos da definicao 1.3.1. Repare que

a fibra de 62X em v € X é {x} x C", que é naturalmente isomorfa a C".

Quando nao houver duvidas quanto ao espaco base, poderemos escrever apenas 6, .

Defini¢ao 1.3.2. Dois fibrados vetoriais com base X & = (E,m,X) e n = (F,p,X) sao

ditos 1somorfos se existe um homeomorfismo h: E — F' tal que

E — F
a) \ } comuta, isto €, T =poh;
X

b) hlg, : B, — F, € isomorfismo de espagos vetoriais ¥ x € X
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Nessas condigoes, escreve-se € = n. Como esta definicao claramente estabelece uma
relagao de equivaléncia, denota-se por (£) a classe de equivaléncia de . O conjunto das

classes de equivaléncia de fibrados vetoriais sobre X € denotado por Vect(X).

Definigao 1.3.3. Dados dois fibrados vetoriais de mesma base £ = (E,m, X) e n= (F,p,X),
definimos sua soma direta por

Edn:=(GvX)

onde

G=A{(e,f) € ExF:m(e)=p(f)} e

Prova-se que a soma direta de fibrados € também um fibrado vetorial. Note-se que as fibras
de £ ®n sao E, ® F, . Portanto,

G = UEQE@FQC

zeX

Proposicao 1.3.4. Temos que 0,1y = 6, & 0,,, onde aqui tratamos de fibrados triviais
definidos na equagio (1.6).

Demonstracao. Temos os seguintes fibrados vetoriais:

6, = (X x C",m, X)
O = (X x C™ 7, X)

9n+m - (X X Cn—&-m’ Tn+ms X)

0, ® 0, = (U{x}x@”@{x}x@m,u,){>

reX
Definimos

h: U{z}xC@{z} xC™ — X xCt™

T e (o w,2)
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que é um homeomorfismo atendendo as condigbes da definigao 1.3.2.

O
Proposicao 1.3.5. Sejam £ = (E,n,X), & = (E',7",X), n=(F,p,X) e n = (F',p,X)
fibrados vetoriais sobre X tais que
(=g e =y

Entao

Een=naf

Assim, podemos estabelecer uma estrutura de semigrupo abeliano em Vect(X) definindo

€+ m:={an
Demonstragao. Pela definicao 1.3.2, existem homeomorfismos h : £ — FE' e g : F — F’
tais que m =7'oh e p=p og. Também temos que
hlg, : B, — E., e glp, : Fy — F. sao isomorfismos.
Entao

Eoe.N) e ) EoF— (o) hie) € | FLo B,

zeX reX

é homeomorfismo. Se v denota a projegao do fibrado £ & n e v/ a do fibrado ' & &, entdo

(' o k) (e, f) =V (g(f), hie)) = p' (9(f)) = p(f) = vie,f) = V' ok =v

Por fim, temos que

klg,or, =T o (hle, © 9|F,)

¢ isomorfismo entre E, ® F, e F. ® E! para todo = € X visto que todos os operadores
envolvidos sdo isomorfismos, onde T : (¢/, f') € E. @ F, — (f',€/) € F. & £ .

]

Observacao 1.3.6. Temos que (6) € elemento neutro de (Vect(X),+).
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Definigao 1.3.7. Seja £ = (E,m, X) fibrado vetorial e f:Y — X continua. O fibrado veto-
rial induzido por f em Y (também chamado de pull back de & por f)é f*& = (f*E,m.,Y),
onde

fE:={(y,e) €Y x E: f(y) =7(e)} e m(y,e)=vy

Prova-se que a definicao do pull back € consistente com a de fibrado vetorial. Repare que a
fibra de f*¢ em y €Y € {y} x Ey . Assim,

[TE = U{?/} X Eyy)

yey

Proposigao 1.3.8. Sejam &, £ e n fibrados vetoriais com base X e f:Y — X aplicacao
continua. Temos que

(i) se €2 ¢, entio f*€ = f*¢
(i) f* (@) = fE@ f*n

Assim, [ induz um homomorfismo de semigrupos (que também denotaremos por f*)

[ Vect(X) — Vect(Y)
& = (O

Demonstragao. Para (i), se h: E — E' é o homeomorfismo que define o isomorfismo entre

e ¢ ,onde E e E' sdo, respectivamente, seus espacos totais, entao

ke Uyl x Eryy — Udyl x By,

yey yey
() — (y,h(e))
define um homeomorfismo atendendo as condigoes da defini¢ao 1.3.2, donde f*¢ = f*¢'.

Para (ii), se E e F sao os espagos totais, respectivamente, de £ e 7, entao as fibras de

[ (E®n) e f*€ P f*n escrevem-se como, respectivamente,

U x Esy @ Fry e (UL} x Er @ {y} x Fyy

yey yey

Assim, temos naturalmente que f* (£ ®n) = f*¢@ f*n.

Para a afirmagdo final, segue de (i) e (i) que
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Fr&) +(&)) = fF (6@ &%) =([T(&@&)) = (& f &) = (&) + (&)
= (&) + [T (&)

]

Até aqui chegamos a uma estrutura algébrica para classes de equivaléncia de fibrados por
isomorfismo. No entanto, a estrutura de semigrupo de Vect(X) pode ser estendida a uma
estrutura de grupo. Faremos isso por meio de um processo conhecido como a construcao do
Grupo de Grothendieck. Na definicao abaixo embutiremos alguns resultados imediatos de fécil

demonstracao, e cujas provas serao omitidas.

Defini¢ao 1.3.9. Seja (S,+) semigrupo abeliano. Definimos uma rela¢ao de equivaléncia em
S xS por

(a,0) ~ (V)<= 3T se€8 talque a+b+s=d +b+s

Denotamos por

K'(S) == {W :(a,b) € S x S}

o conjunto das classes de equivaléncia. Definindo

+: K'(S)x K'(S) —  K'(S)
(@0, cd) — areb+d

obtemos uma operagao bem definida em K'(S) que o torna um grupo abeliano (chamado Grupo
de Grothendieck de S). O elemento neutro de K'(S) € (s,s), onde s € S é um elemento

qualquer.

Dado um s € S, definimos a fun¢do de Grothendieck (que independe da escolha de s ) por

G: S — K'(S)
a — (a+s,s)

Valem as sequintes propriedades:

(i) G(a+b) = G(a) + G(b)
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Definicao 1.3.10. Seja X um espago topoldgico compacto. Definimos K(X) := K' (Vect(X))
como o grupo de Grothendieck de Vect(X).

Se G :Vect(X) — K(X) € sua func¢ao de Grothendieck, denotamos

€] := G (&) = ((§) + (0o) , (b)) = ({&) , (6))

Tem-se que

G{an = GUO+Mm) = G +Gn)
I I

€ & 7] €] + [n]

ou seja, € ®n) =[]+ [n] para quaisquer &, n fibrados vetoriais sobre X . Repare ainda que
um elemento de K(X) € da forma [§] —[n] em virtude da propriedade (ii) da defini¢do 1.3.9.

Proposicao 1.3.11. Sejam X e Y espacos topologicos e f Y — X continua. Entdo
[ induz um unico homomorfismo Ky : K(X) — K(Y) tal que K;[§] = [f*¢] para todo
(€) e Vect(X) .

Demonstragao. Queremos que Ky torne o diagrama abaixo comutativo:

Vect(X) AN Vect(Y)
1 Gx 1 Gy
KX) X K@)

Isso é sempre possivel em virtude das propriedades das fungoes Gx e Gy bem como
do homomorfismo induzido f*. A unicidade é consequéncia de que, pela comutatividade, se

L:K(X)— K(Y) é outro homomorfismo que comuta o diagrama, entao

LI} = [f76l = Kfl€§] - V(&) € Vect(X)

Como um elemento tipico de K(X) escreve-se como [£] — [n] para alguns &,n fibrados

vetoriais sobre X , segue que K; = L.
m
Observacao 1.3.12. Em virtude da proposicao anterior, e como estamos interessados muito

mais em K(X) do que em Vect(X), denotaremos o homomorfismo induzido Ky também por

f* de agora em diante.
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Definicao 1.3.13. Seja & = (E,m, X) fibrado vetorial. Uma se¢ao de £ € uma fungao
continua s : X — E tal que wos = Idyx . Denotamos o conjunto de todas as segoes de &

por T'(§), que possui estrutura natural de espago vetorial.

Definigao 1.3.14. Um subespago vetorial V- C I'(€) € dito amplo se a aplicagao

A: XxV — FE
(x,v) +— ov(2)

for sobrejetiva.

Lema 1.3.15. Seja € = (E, 7, X) fibrado vetorial com base compacta. Entao existe m € N
e uma funcao 1 : X x C™ — E continua e sobrejetiva tal que, para todo x € X, |(zyxcm :
{z} x C™ — E, ¢ linear e sobrejetiva.

Demonstracao. Pela definicao 1.3.1, para todo x € X existem uma vizinhanca U, de x, um

nimero n, € N e um homeomorfismo h, : 771(U,) — U, x C"=. Como X , é compacto, um
m

nimero finito desses U, cobre X . Ou seja, X C |J U;, onde U; = U,, e faremos a mesma
i=1
convencao para n; e h;.

Para i € {1,...,m}, seja ey, ...,e,, base canonica de C" .

Para cada y € U; fixo, hy|p, : B, — {y}xC" éisomorfismo. Logo, {h; ' (y,e1),.... h; (v, €n,)}
¢ base de L, .

Para j € {1,...,n;}, defina

Si-i Uz — E‘UZ.:TF_I(UZ‘)

J
y —  hi'(y.e)

Entao s’ ¢ continua e estd em I'(¢]y,). Defina V; = [s{,...,s} ] o subespaco de T'(¢]y,)

<9 On,

gerado pelos 53- . Entao, por construcao, os V; sao amplos, ou seja,

Ai : Ul X V; — E|U,
(y,v) +— v(y)

é sobrejetiva.

Seja ¢; : X — [0, 1] partigdo da unidade subordinada a cobertura {U,...,U,,}. Defina
©;:V; — I'(§) por

@Z(’U) X — E
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Entao ©; é continua e linear. Defina

©O: Vix---xV, — L'(€)
(U1 oy Um) > O1(v1) + -+ O ()

Entao © élincar e V := 0 (V) x --- x V,,) C I'(§) ¢é subespago de dimensao finita. Seja
A:(z,v) € X xVi—v(z) € E. Temos que A ¢é sobrejetiva. De fato, se e € E, C E|y, , a
sobrejetividade de A segue da sobrejetividade de A, .

Existe um isomorfismo natural k: X xCP — X xV ,onde p =dimV . Assim, 1 := Aok

é uma aplicacao que satisfaz as condigoes do enunciado.

]

Teorema 1.3.16. Seja & = (E,m, X) fibrado vetorial com base num espago topoldgico com-

pacto X . Entao existem um fibrado vetorial n com base X e m € N tais que (£ ®n) = (0,,) .

Demonstracao. Sejam m € N e ¢ : X xC™ — E como no lema 1.3.15. Defina, para x € X,
Vg = Ylyxem - {2} x C" — B, e faca o0, := wx\(Keww)L. Entao o, ¢é isomorfismo entre
(Ker,)t e E,.

Fixado x € X, sejam U C X vizinhanga abertade X, ne€N e h: 7 Y(U) — U x C"

homeomorfismo satisfazendo a definigao 1.3.1. Entao dim E,» = n para todo 2’ € U.

Note que {2’} x C™ = Kerv, @ (Kerty)*. Se 2/ € U, entao, como o, é isomorfismo,

m = dim Ker vy +n = dim Ker{, =m —n

Defina F := |J Kerty, € X x C™. Dado f € F, existe um tnico x € X tal que
zeX
f € Keri,. Defina p: f € F+—— x € X como esse x unico. Temos que n := (F,p, X) é

fibrado vetorial.

Como {2/} x C™ = Ker . ® (Ker i)+, dado (z,u) € X x C™ existem (x,u;) € Ker,

e (z,uy) € (Ker,)t tnicos tais que (z,u) = (z,u;) + (2, u3) . Defina

g: XxC" — | E,® Kery,
zeX

(x,u) L (UI(ZB,UQ),(l’,Ul))

Repare que o contradominio de g ¢é o espago total de £ & n. Vemos que g ¢é continua e
possui inversa continua ¢! (e, (z,u)) = (z,u) +0,'(e). Assim, g é homeomorfismo e satisfaz

as condigoes da defini¢ao 1.3.2. Logo, £ n =46, .
[
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Corolario 1.3.17. Todo elemento em K(X) escreve-se na forma [{]—[0,] para algum fibrado

¢ e algum n € N.

Demonstracao. Pelo comentario feito na definicao 1.3.10, sabemos que um elemento tipico de
K(X) é da forma [{] — [n]. Pelo teorema 1.3.16, existe 1’ fibrado vetorial e n € N tais que

(n&n) = (0n)

Assim, temos que

=[en]—-hon]
=[] — [0n)]

onde ¢ =@ 7.

Teorema 1.3.18. Sejam & e n fibrados vetoriais sobre um compacto X . Temos que

=<3 neN talque (DO, = NP0,

Demonstra¢ao. (<) Usando as propriedades da fun¢ao de Grothendieck e do fato de que
K(X) é grupo, segue que

(=) Se [¢] = [n], entao [£] — [n] = 0. Isso implica que (vide a defini¢ao 1.3.9)

G (§) = ({&) + (bo) » (60)) = ((n) + (6b) , (6o)) = G ()

Mas isso implica que existe um fibrado v tal que

(€) + (o) + (bo) + (7) = (n) + (0o) + (6o) + (7)
donde (£) + (v) = (m) + (1) -

Pelo teorema 1.3.16 existe um fibrado ' e n € N tais que (v) + (v) = (y& ') = (0,.) .
Logo,
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(€D O) = (§) +{0n) =) + (DY) = () + {7+ (V)
=mM+N+ON=m+ey) =0+ (O)
= <77 S 9n>

O

Faremos agora a introdugao do indice generalizado para familias continuas de operadores
de Fredholm T : X — F definidas num espago topoldgico compacto X , onde F, como
anteriormente, denota a classe dos operadores de Fredholm agindo em um espaco de Hilbert

separavel H .

Lema 1.3.19. Seja H espaco de Hilbert separdvel de dimensao infinita e M subespaco de
H de codimensao finita. Entdo se e, ey, e, ... € base ortonormal de H , existe n € N tal que

€0, €1, -.s6n € M geram H .

Demonstracao. Se a conclusao fosse falsa, seja e,, ¢ M com ny minimo. Defina recursiva-
mente e,, tomando e,, € [en,,-.-;€n,_,]+M . Como o enunciado é suposto falso, entao haverd
infinitos e,, nessas condigoes. Como todos os e,, + M sao linearmente independentes em
H/M , segue que codim M = oo, absurdo. ]

Lema 1.3.20. Seja T : X — F aplicacdo continua e xo € X fizado. Ezxistem uma vizi-

nhanca aberta U de xo e ng € N tais que se n >nyg e x € U entao

(¢) Im P,T(z) = H,

(17) dim Ker P,T(x) = dim Ker P,T(zo)

(13i) ind T'(z) = ind P,T(x) = ind P, T(xy) = ind T (x¢)

(iv) Se X for compacto, entao Im P,T(x) = H, e dim Coker P, T(x) =n paratodo x € X .

Aqui, P, : H — H, € a projecao ortogonal no subespaco fechado H, gerado por

€ns Cnil,---, S€ENdO €q, €1, ... uma base ortonormal de H .

Demonstragao. Fazendo M = ImT(zg) no lema 1.3.19, existe ny € N tal que eg, e, ..., €51
e ImT(xy) geram H . Logo, se n > ngy, como P, é claramente operador de Fredholm com

Im P, = H, , temos que Im P,T(x¢) = H,. Como consequéncia, dim Coker P,T(z¢) =n.

Para S € B, considere o operador
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S: H — H,® Ker P,T(x)
u (P, Su, pu)

onde p : H — Ker P,T(xg) é a projecao. Entao T(xy) é bijetora, continua e tem uma

inversa também continua como consequéncia do Teorema da Aplicacao Aberta. Identificando

—

H, ® Ker P,T(xg) com H , segue que T(zg) € B*. Pela prova da proposi¢ao 1.1.24, temos

que B* é aberto em B, e entao existe uma vizinhanga de T'(xg) contida em B* .

Temos que

(51 8) u| = 1(Puo (S = Sl < IRIS ~ Sl lul - VueH

e assim ¢ : S —> S é continua. Dai segue que existe uma vizinhanga aberta V' de T'(zo) tal

donde

S1 = So|| < IIPalllIS1 = Sall = [IS1 — S|

~

que S ¢ isomorfismo para todo S € V. Pela continuidade de 7', existe uma vizinhanca U

—

de xy tal que T'(z) € V para todo x € U. Ou seja, T'(x) ¢é isomorfismo.

—

Pela sobrejetividade de T'(x), segue que Im P,T(x) = H, , provando (i). Dai segue que
dim Coker P, T(x) = dim Coker P,T(x¢) =n.

——1 —
Como Ker P, T(x) =T(z) ({0}® Ker P,T (o)) e T(x) é isomorfismo, temos também

que dim Ker P,T(x) = dim Ker P,T(xo), provando (7).

Como dim Coker P,T(x) = dim Coker P,T(xy) = n e por (ii), (iii) segue da regra do
produto (teorema 1.1.23) e do fato de que ind P, = 0.

Aplicando a parte (i), para todo x € X existe um aberto U, e um inteiro n, tais que
as conclusoes daquele item se aplicam. Como X ¢é compacto, uma quantidade finita de U,
cobre X ,isto é, X C Uy U---UUg. Logo, tomando ny como o maior dos n;, 1 <1 <k,

concluimos a demonstracao.
O

Lema 1.3.21. Sejam X espaco topologico compacto, T : X — F continua e P, como no
lema 1.3.20. Entao

Ker P, T := (U {z} x Ker PnT(x),ﬂ,X>

zeX

Coker P,T = (U {z} x Coker P, T(x),p, X) >0,

zeX

sao fibrados vetoriais, onde m(x,y) =x e p(x,y) =x sdo as proje¢oes naturais.
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Demonstracao. E simples verificar que as condigoes da definicao 1.3.1 sao atendidas. Para a
conclusao de que Coker P,T = 0, , basta notar que, pela proposicao 1.1.7 e pelo lema 1.3.20,
Coker P, T(z) = (Im P,T(x))* = [eo, €1, ..., en_1] paratodo xz € X . Logo, ha um isomorfismo
natural entre Coker P, T e 0, . O

Definicao 1.3.22. Seja T : X — F familia continua de operadores de Fredholm sobre um
espaco de Hilbert separdvel indexada num compacto X . Definimos o indice generalizado de
T (indice de fibrado) por

indT := [Ker P,T| — [Coker P,T| = [Ker P,T] — [0,]
onde n € N e P, sao como no lema 1.5.20.

Teorema 1.3.23. O indice generalizado da definigao 1.3.22 estd bem definido, ou seja, é

independente da escolha de n € N e da base ortonormal eg,eq,... de H .

Demonstracao. Repare inicialmente que

[Coker Py T| = [0n11] = [0n) + [61] = [Coker P,T] + [01].

Para calcular [Ker P,;1T], note que, para todo = € X,

BT (@) ker pyriayy - (Ker P,T(x))" — H,

é bijetora. Entao, como H, é fechado, é consequéncia do Teorema da Aplicacao Aberta que

existe um operador inverso continuo

T(z): Hy —s (Ker P,T(2))" ¢ H

Seja v(x) = %(x)(en) € (Ker P,T(x))". Assim, P,T(z)v(z) = e, para todo = € X .
Logo,

Ker P,y 1T (x) = Ker P,T(x) & Cu(x)

onde Cuv(x) é o subespago gerado por v(z). Assim, segue que

[Ker P, 1 T) = [Ker P,T] + [64]
donde ind P,.1T = ind P, T . Isso mostra a independéncia com relagao a n € N.

Para mostrar a independéncia com relagao a base ortonormal, seja fy, fi,... outra base or-

tonormal de H . Seja m € N tal que o subespacgo gerado por fo, ..., fin_1 contenha ey, ..., e, 1
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e, portanto, (ImT(x))" para todo 2 € X em virtude da escolha de n em satisfacao ao lema
1.3.20.

Se Pm ¢ a projecao ortogonal de H no Subespaco fechado gerado por fm, fm+1, ..., entao

segue do que acabamos de mostrar que mdP T =ind P, T pois H CcC H,.

~

L
Para m’ suficientemente grande temos (Im T(:zc))L C (Hm/> para todo x € X (possivel

pelo lema 1.3.19). Como ind F)m/T =ind E)mT pela primeira parte, segue o resultado.

Proposicao 1.3.24. Para X = {z} consistindo num unico ponto, temos que K ({x}) = Z

Demonstracao. Um fibrado £ com base num unico ponto nada mais é do que um espaco

vetorial de dimensao finita. Ou seja, £ = 6, para algum n € N.

Como dois espacos de dimensao finita sao isomorfos se e somente se possuem mesma di-
mensao, entao existe uma aplicagao natural bijetora de Vect ({x}) em N. Denotemos por ¢

essa aplicagao, que, dadas as propriedades aditivas da dimensao, é um homomorfismo.

Repare que o grupo de Grothendieck de N é Z. Temos, assim, o seguinte diagrama

comutativo, aos moldes da proposicao 1.3.11:

Vect({z}) -2 N
¢ )
K({z}) 5 Z

Repare que ¢* ([0,] — [0m]) = n —m, e fica evidente que ¢* é isomorfismo em virtude do

teorema 1.3.18.
O

Corolario 1.3.25. O indice de fibrado expresso na definicao 1.3.22 generaliza aquele expresso

por meio da equagao (1.1).

Demonstragao. Quando X = {z} consiste num unico ponto, temos que K ({x}) = Z pela
proposicao 1.3.24. O resultado segue do fato de que esse isomorfismo corresponde a diferenca

da dimensao dos fibrados e a luz do item (iv) do lema 1.3.20.

]

A propriedade a seguir é referida como a funtorialidade do indice de fibrados:

Proposicao 1.3.26. Sejam X e Y espacos topologicos compactos e f:Y — X aplicagao
continua. Se T : X — F € familia continua de operadores de Fredholm inderada em X ,
entio indTf = f*(indT) em K(Y).
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Demonstragao. Seja n € N tal que, conforme o lema 1.3.20, Im P,T(x) = H, para todo
x € X . Entao temos que I'm P,Tf(y) = H, paratodo y € Y. Assim,

indT = [Ker P, T] — [6] e indTf=[KerP,Tf]—[6)]

Temos que f*[0X] = [6Y]. Como f*[KerP,T] = [f*KerP,T], basta provar que
f*Ker P,T = Ker P, Tf. Mas as fibras de f*Ker P,T sao

{yy x{f(y)} x Ker P, Tf(y)

ao passo que as fibras de Ker P, T f(y) sao

{y} x Ker P, T f(y)

Assim, existe um homeomorfismo natural entre esses dois fibrados dado por

he Uyl x{f(y)} x Ker B,Tf(y) — U {y} x Ker P, Tf(y)

yey yey
(v, f(y),u) — (v, u)
e que atende as condigoes da defini¢ao 1.3.2. Logo, f*Ker P,T = Ker P,Tf .

]

Lema 1.3.27. Seja X espago topoldgico compacto, Y C X subespaco fechado e £ = (E, 7, X)
fibrado vetorial. Se s € T'(E|y), entao existe s € I'(§) tal que s'|y = s.

Demonstragdo. Para x € X | seja U, vizinhanga de x, n, € N e h, : 7 Y(U,) — U, x C"

homeomorfismo atendendo as condicoes da definicao 1.3.1. Defina

s, U.NY — Cne
y > (p2ohy)os(y)
onde py : X x C"™ — C™ é a projecao na segunda coordenada. Como U, NY é fechado em
U, , segue do Teorema da Extensao de Tietze que existe uma aplicagao continua s, : U, —

C" tal que s, |y,ny = sz . Definimos a aplica¢do continua

Sx : Ux — E|Uz
y — h (y,5:(y)
Segue da definigdo que S, € I' (¢|y,) € Si|v,ny = . Como X é compacto, uma quantidade

finita Uy, ..., Uy desses U, cobre X . Seja ¢; particao da unidade subordinada a essa cobertura

finita. Definimos, para i € {1,...,k}, aplica¢oes continuas
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Sl X — FE

N ¢i(x)S;(x) € E, se z €U
0 se z¢U;

k
Segue da definigao que S; € I'(§). A fungao s := Z S; satisfaz ao enunciado.
i=1

]

Lema 1.3.28. Seja X espaco topoldogico compacto e Y C X subespaco fechado. Sejam
E=(E,mX) en=(Fp,X) fibrados vetoriais tais que &|y = n|ly por um homeomorfismo
h. Entdo existe um aberto U C X contendo Y e um homeomorfismo b : E|ly — Fly

satisfazendo as condigoes da defini¢ao 1.3.2 tal que h'|g, = h.

Demonstracao. Seja Hom(&,n) = (H,pu, X),onde H = |J hom(E,, F,) (sendo hom(E,, F,)
zeX
o espago das transformacoes lineares de E, em F,) e p é a projegdo natural. Seja s :y €

Y — h|g, € H|y . Entao s é continua e s(y) € hom(E,, F,), donde s € I' (Hom(&,n)|y) .

Pelo lema 1.3.27, existe s € I'(Hom(&,n)) tal que s'|y = s. Temos que iso(E,, F,) C
hom(E,, F,). Seja U := {x € X : §'(x) € iso(E,, F,)}. Entdfo Y C U C X. A demons-
tragao da proposigdo 1.1.24 nos garante que iso(E,, F,) é aberto em hom(FE,, F,). Logo,
U iso(E,, F,) ¢ |J hom(E,, F,) também é aberto. Como U = s'! ( U iso(Ex,Fw)),

rzeX zeX zeX
segue que U ¢é aberto.

Definindo A’ : e € E|y — §'(w(e)) (e) € F|y, temos um homeomorfismo satisfazendo as

condicoes da definicao 1.3.2 e também ao enunciado.
O

Teorema 1.3.29. Sejam X e Y espacos topologicos compactos, f,g:Y — X aplicacoes
continuas e homotdpicas. Entao f*=g*: K(X)— K(Y).

Demonstragao. Seja H : Y x I — X homotopia entre f e g. Denotaremos H; := Hl|y 3 -
Assim, Hy=f e Hy=g¢. Seja p: (y,t) €Y X [ —> y € Y a projegao.

Para um fibrado arbitrario ¢ = (E, 7, X), mostraremos que (f*¢) = (¢*¢) em Vect(Y).
Dai, f*[£] = [f*¢] = [g%¢] = ¢*[€], e provamos o teorema.

Temos, para ty € I fixado, os seguintes espacos totais induzidos

HE= |J {05} % Eugy

(yt)eY xI
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H; E = | J{y} x B, )

yey
e
pHE = U {(v. )} x {y} X En,py) = U {(, 1)} X Enygpiyp
(y,t)eY xI (y,t)eY xI
Restringindo-nos a Y x {to}, segue que
H'Elysuy= | {@t)} x Eugn = |J {4} % By
(ysto) €Y <1 (y,to)€Y x{to}
e
p*H:0E|Y><{t0} = U {(y7t0)} X EHtop(y,to) = U {y} X EHtO(y)
(ysto) €Y <1 (y,to)€Y x{to}

em que os homeomorfismos sao naturais e satisfazem as condigoes da definicao 1.3.2. Logo,
segue que H*{|y g3 = 0" Hj €|y xq,} enquanto fibrados vetoriais sobre Y x {to} C Y x I por

um homeomorfismo que denotaremos por h : p*H} Ely. gy — H*Ely gt} -

Pelo lema 1.3.28 existe um aberto U C Y x I com Y x {tx} C U e um homeomorfismo A’ :

p*H} E|ly — H*E|y satisfazendo as condigoes da defini¢ao 1.3.2 e tal que A’ h.

P H Ely 1y —
Repare que U =Y X I}, onde I} := (=8 + to,to +6) C I. Assim, temos os seguintes

espacos totais

H*E‘Yxlfo = U {(y. 1)} x EH(yﬁt)

(y1)eY x I

p*H:0E|YX]fO = U {<y7 t)} X EHtop(yvt)

(y,t)erffo

1 ¢ aprojegaode H*¢, 72 ade H} ¢ e 7 ade p*H; &, pelo isomorfismo subentendido

Se 7w X X

! 1 /3
por h' vem que 7 ’Yxlfo oh! = ’YXIEO‘ Desse modo,

W((y. 1), (y.€)) = (1), ps 0 B ((y,1), (y,€)) e W7 ((y,1),€) = ((y,1),9.pa 0 B ((y, 1), €))

onde p3: (Y XI)x E— E e py: (Y xI)x (Y x E) sao as projegoes na terceira e quarta

coordenadas, respectivamente.
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O objetivo agora é mostrar que os fibrados Hy ¢ e H;{ sao isomorfos. Para ¢ € Ifo fixo,

temos

HE = | J{y} x En)

yey

Definimos

ko Ulyl X Bayyy — U {y} x B, ()
yey yey

(y,e) — (y,pao b7 ((y,1),€))
e temos que k satisfaz as condigoes da definicao 1.3.2, donde H} { = H;¢. Segue que (H;§) =
<Ht*0§> em Vect(Y) para todo t € Ifo. Portanto, como t, é arbitrario, a aplicacao V¥ : ¢t €
I — (H€) € Vect(Y) é localmente constante. Usando o fato de que I é compacto, segue
que um nimero finito de abertos I? cobre I, e entdao olhando-se para as intersecoes vemos
que W é constante. O

Abaixo demonstramos a invariancia homotépica do indice de fibrados. Ou seja, duas

familias homotopicas de operadores de Fredholm produzem o mesmo indice generalizado.

Teorema 1.3.30. Sejam T,S : X — F familias de operadores de Fredholm indexadas num
espago topologico compacto X tais que T ~ S . Entao indT = ind S .

Demonstracao. Seja H : X x I — F homotopia entre 7" e S. Ou seja, nos termos da

observagao 1.2.2, temos que

Hoiw=T e Hoiyy =8

Assim, segue da proposicao 1.3.26 que
indT = ind Hig = ij(ind H)

ind S =ind Hi; = ij(ind H)
Como i§(ind H) = ij(ind H) pelo teorema 1.3.29, segue o resultado. O

O teorema 1.3.30 nos permite considerar o indice de fibrado como uma aplicacao bem
definida de [X,F] em K(X). No entanto, temos mais do que isso. Introduzindo uma nogao
de produto em [X,F| que torne este conjunto um grupo, o indice generalizado representa um

isomorfismo desse grupo com K (X). Esse resultado é devido a Atiyah e Janich.
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Definicao 1.3.31. Seja X wum espaco topolégico compacto. Dadas T,S : X — F continuas
definimos a familia continua TS : x € X —— T'(x) o S(x) € F. A partir dai, definimos um
produto e em [X,F| por [T]e[S]:=[T5].

Este produto estd bem definido pois se H : X x I — F é homotopia entre T e T' e
L:XxI— F €homotopia entre S e S’, entao P : (x,t) € X x [ — H(x,t)oL(x,t) € F

¢ homotopia entre TS e T'S". Assim, ([X,F], ) tem estrutura de semigrupo.

Nao nos preocuparemos mais com o e ao escrever o produto; assim, com frequéncia escre-

veremos [T][S] ou [T'S] para designd-lo.

Lema 1.3.32. ind : [X, F(H)] — K(X) define um homomorfismo de semigrupos.

Demonstracao. Devemos mostrar que ind TS = ind T +ind S . Para isso, repare que ind Id =
0. Além disso, defina S@&T : 2 € X —— S(z)®d T(zx) € F(H x H). Seja nyg € N
suficientemente grande tal que se n > ny entdo Im P,S(z) = Im P,T(z) = H, para todo
re X.

Se e, €1, e€2,... ¢ base ortonormal de H , entdo (eg,0), (e1,0),...,(0,¢ep), (0,€1),... é base
ortonormal de H x H. Defina H, como o fecho do subespago gerado por (e,,0), (€n11,0),
ey (0,e,),(0,€n41), ... € D, a projecao de H x H nesse subespaco. Temos que dim fInL =2n.

Assim,

ind(SeT)=[Ker Py,(S®T)| — [02] = [Ker Po,(S&T)| — [0, — 0]

Por outro lado, um olhar sobre as fibras nos permite exibir um isomorfismo natural entre
Ker f’gn(S ®T) e Ker P,S® Ker P,T. Logo,

[Ker Py,(S & T)] = [Ker P,S] + [Ker P,T]
e segue que ind(S @& T) = ind(S) + ind(T) .

Tendo em mente que ind Id = 0, mais a homotopia dada pela equagao (1.5), o teorema

1.3.30 e também o fato de que um operador do tipo S @ T pode ser escrito na forma

S 0 TS 0
ST = ~ =TS®Id
© (O T) ( 0 ]d) ©

concluimos que
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indTS =indTS +indId = ind (T'S & Id)
=ind(S®T)=1indS +indT
=indT +ind S

Enfim chegamos ao Teorema de Atiyah-Janich:

Teorema 1.3.33. ind : [X, F] — K(X) € um isomorfismo
Demonstracao. A ideia da prova é mostrar que a sequéncia abaixo é exata:

ind

(X,B*] — [X,F] — K(X) —0

Aqui, os dois primeiros semigrupos estao dotados com o produto e da definicao 1.3.31.
O homomorfismo da esquerda é a inclusdo. Com o Teorema de Kuiper (1.2.7), temos que

[X,B*] =0, e dai segue o resultado.

Etapa 1: Inicialmente, note-se que indT = 0 para todo T € [X,B*]. De fato, para todo
n € N, Ker P,T(x) & H} para todo x € X. Daf segue que [Ker P, T] = [,], donde
mndT =0.

Etapa 2: Seja agora T : X — F continua com indT = 0. Para algum n € N, temos

que

[Ker P,T) — [0,] =indT =0 — [Ker P,T| = 0,]

Assim, segue do teorema 1.3.18 que existe p € N tal que

KerP,T®0,=0,®0, = 0,4,

Pela demonstracao do teorema 1.3.23, temos que Ker P,T & 0, = Ker P,,,T, onde m =

n + p. Assim, existe um isomorfismo

¢: Ker P,,T =0, tal que ¢ (Ker P,T(x))={2} x H- V xe€X

Defina ® : X — K familia de operadores de posto finito e, portanto, compactos, por
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¢(x)y se ye KerP,T(x)

D(z)(y) == { 0 se y € (Ker PmT(ﬂU))l

Pelo teorema de Atkinson (1.1.20), (P17 +t®)(x) € F para todo (x,t) € X x I. Assim,
[P, T] = [P,T 4+ ®] em [X,F]. Mas, por construgao, (P, T + ®)(z) € B* para todo = € X .

Assim, em conjunto com a etapa 1, concluimos a prova da exatidao no meio da sequéncia.

Etapa 3: Resta provar a sobrejetividade de ind : [X, F] — K(X). Pelo corolario 1.3.17,
um elemento tipico de K (X) escreve-se como [¢] —[0,] para algum fibrado £ e algum n € N.
Por outro lado, a familia constante desl™ : X — F, que estabelece o operador deslt da

proposigao 1.1.28 para todo = € X | tem inddesl™ = —[#;] .

Assim, se exibirmos uma familia S : X — F tal que ind S = [¢], teremos que ind (desl™)™S =

(€] — [0n], e entdo provamos a sobrejetividade.

Seja ¢ um fibrado vetorial sobre X . Se X consiste num tnico ponto, entao £ = 6, para

algum m € N e fazemos S := (desl™)"

Para o caso geral, segue do teorema 1.3.16 que existem um fibrado n e um nimero m € N
tais que £ b n =46,,. Se E e F sao os espagos totais, respectivamente, de ¢ e 7, entao o

isomorfismo nos permite construir uma projecao w, : C™ — E para todo z € X .

Seja H espaco de Hilbert separdvel. Para (u,h) € C™ x H, considere o elemento de
Hom(C™, H) dado por

veC"+— (u,v)he H

e que denotaremos pelo produto tensorial u®#h , tendo em mente o isomorfismo entre Hom(C™, H)

e C™ ® H, onde aqui usamos o fato de que C™ é reflexivo. Assim, temos que

Hom(C™ H {Zuﬂ}@h : peN, wu;eC™ hiEH}

onde (Mu)®@h =u® (Ah) paratodo A € C e (u; +u2) ® (hy+he) = u; @ hy +up @ hg +us ®
h1+U2®h2.

Define-se um produto escalar em C™ ® H por

<zuz®hz,zu @h'> 5 fuu) (b 1)

i,0=1
eassim C™®H torna-se um espago de Hilbert separével, visto que {(f;,e;) : 1 <i<m e j € N}

¢ base ortonormal se f; e e; forem bases ortonormais de C™ e H , respectivamente. Como



45

todos os espagos de Hilbert separdveis sao isomorfos, podemos construir nossa familia de ope-

radores sobre qualquer Hilbert separavel.

Operadores lineares T € B(H) e R € B(C™) dao origem a um operador R ®@ T €
Hom(C™, H) dado por
(RT)(u®h):= R(u) @ T(h)

Defina, para x € X,

S(x) = (1, @ desl™) + (Idem — ) ® Idpy

Assim, para ¢ > 1,

S(r)(u®e;) =mp(u) ®ei—1 +u®e; — m(u) ® ey

e,se u€ekE,,

SE)(u®e)) =uR0+u®e; —u®e; =0

Assim, segue que Im S(x) = Hom(C™ H) e KerS(z) ={u®e; :u € E,} = E,. Logo,
indS = [KerS]—0=¢. O

Corolario 1.3.34. As componentes conexas de F estao em correspondéncia bijetora com 7. .

Demonstracao. Basta fazer X = {p}, espaco de um tnico ponto, no teorema 1.3.33. As-
sim, [{p}, F] corresponde as componentes conexas de F , e o resultado segue do isomorfismo
K({p}) = Z da proposigao 1.3.24.

]

1.4 Exemplos

Até entao exibimos varios resultados sobre operadores de Fredholm. Em contrapartida,

nossos exemplos até aqui limitam-se a

(1) operadores invertiveis;

(17) operadores da forma Id+ K , onde K é compacto (e os compactos sao os operadores de

posto finito ou limite de operadores de posto finito; vide os teoremas 1.1.18 e 1.1.16);
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(i11) os operadores deslt e desl™ da proposigao 1.1.28.

Introduziremos agora uma importante classe de operadores de Fredholm, os operadores de
Wiener-Hopf.

Definigao 1.4.1. Seja S* o circulo unitdrio complexo. Considere o espaco de Hilbert L?(S*).
Uma base ortonormal desse espaco € dada pelas funcoes z — 2™ para n € Z.. Seja H, o
subespaco gerado pelos z¥ com k > n. Nessas condicoes, temos que 2°,2',.... 2"~ formam
uma base do complemento ortogonal H: de H, em Hy.

Seja P : L*(SY) — Hy a projecao ortogonal e f : S' — C wma fungdo continua.
Definimos o operador de Wiener-Hopf discreto de f por

TfI HO — HO
u +— P(uf)

Se g(n) := (g, 2") denota o n-ésimo coeficiente de Fourier de g, temos que

o0

(Tru)(n) =Y _ f(n (1.7)

k=0

Proposicao 1.4.2. A aplicacao

T. CS") — B(H,)
o o— T

¢ continua e linear, onde C°(S') denota as aplicacoes continuas com wvalores em C e no
dominio usamos a topologia dada pela norma do supremo.

Demonstracao. Que T ¢ linear segue imediatamente da definicao. Para a continuidade, temos
que, para f € C°(S') e u e L*(S),

IT5ll = sup ITfull = sup sup [P(uf)(z)] < sup sup [u(z)[|f(2)] < |I£]
Jull< Jull<1 J2l=1 Jull<1 J2l=1

]

O teorema a seguir mostra que T é um operador de Fredholm cujo indice estd intimamente
relacionado com o numero de voltas dadas por f em torno da origem. Esse resultado é
conhecido como a férmula discreta do indice de Gohberg-Krein.

Teorema 1.4.3. Se f € C°S") e f(2) #0 para todo z € S*, entdo
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(i) Ty : Ho — Hy € um operador de Fredholm;

(i1) ind Ty = =W (f,0), onde W(f,0) denota o nimero de voltas dadas por f ao redor da

origem contadas no sentido anti-hordrio.

Demonstragao. Etapa 1: Seja m : B — B/K a projecao candnica do teorema 1.1.20. Pela

proposicao 1.4.2, segue que

ToT:C°SY — B/K
¢ linear e continua.
Etapa 2: Seja C subdlgebra de C°(S') consistindo nas fungdes continuas representadas

por uma série de Fourier finita. Sejam f, g € C. Assim, existe n € N tal que

F=YF0 e 9= G0

l=—n l=—n

Temos que os coeficientes de Fourier do produto sao dados por

FoU) = > fG—-kgk) e

k=—0c0

Essa soma ocorre somente sobre um numero finito de termos. Se k > n, entao, usando a

equagao (1.7), vem que

donde

Aplicando T, temos que

TH(T,2*)(5) = > G —p)ap — k)

Por outro lado, temos que
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Tr* () = S (F9) (G = )(p) = (F9)(j — k)
= > Fi-k—adle)=>_fi—p)ap—k
= TH{(T,2*)(j)

Logo, se k > n, temos que
TTy(2%) = Tyy(2Y)

Portanto, os operadores 74T, e T}, coincidem no subespaco H, de H,. Como a codi-
mensao de H, é finita em Hy, segue que 17T, — T, ¢é operador de posto finito e, portanto,

compacto. Assim, passando ao quociente, temos

(moT)(fg) = (moT)(f)(moT)(g)

Ou seja, mo T é homomorfismo de algebras quando restrito a subalgebra C.

Etapa 3: Como consequéncia do Teorema da Aproximacgao de Weierstrass, C 6 denso em
CY(SY). Como 7oT é continua, a propriedade multiplicativa também se aplica a C°(S?).
Ou seja, mo T : C°(S') — B/K ¢ homomorfismo de dlgebras de Banach.

Etapa 4: Como (moT)(1) = Id+ K, segue que moT leva fungoes invertiveis em elementos
invertiveis de B/K. Logo, se f(z) # 0 para todo z € S', entao n(T}) € (B/K)”, donde
Ty € F pelo teorema 1.1.20. Isso prova (7).

Para (i), comegamos com o caso f(z) = 2™. Na base canonica z*, onde k € Z, temos

que, pela equagao (1.7),

o (deslt)™ se m>0
o (desl™)™ se m <0

Assim, indT,m = —m pela proposigao 1.1.28.
Pela continuidade de 7' e pela invariancia homotépica do indice (1.3.30), segue que ind Ty =
—m se f € C°(S') com f(z)# 0 paratodo z € S' e f ~ 2™ por uma homotopia em C\{0}.

No entanto, um resultado de topologia diz que duas curvas sao homotépicas em C\ {0} se,
e somente se, dao 0 mesmo nimero de voltas em torno da origem (como veremos no teorema
2.4.1). Como W(z™,0) =m, onde W (z™,0) denota o nimero de voltas de 2™ em torno da

origem, segue que ind Ty = —W(f,0).
]
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Exemplo 2. Seja P : Hy — Hy projecio, onde Hy ¢ como na definicio 1.4.1. Para
g € C=(SY), defina o operador de Toeplitz de g por

T, == gP + (Id — P)
Repare que

g

,1’;: Tg em COO(Sl)ﬂHQ
Id em C>=(SY)NH

onde T, ¢ o operador de Wiener-Hopf discreto de g, visto que
~ Z2" se n>0
To(z") = g B
Z" se n<0

Logo, pela proposicao 1.1.8 e pelo teorema 1.4.3, temos que

indT, = indT, + ind Id = =W (g,0) + 0 = —W(g,0)

Em particular, para g(z) = e™@1  obtemos

indT, = —1
onde aqui x € [—1,1] e usamos o homeomorfismo S* = [—1,1].

Exemplo 3. Tendo em mente o isomorfismo H ® C" =2 Hom(H,C"), dada uma aplicagdo

continua f:S' — GL(n,C) podemos definir o seu operador de Wiener-Hopf como

Tf = PMf‘Ho@(C" : H()@(Cn — H0®(C”

onde P: H®C" — Hy®@C" ¢ a projecao e My € a multiplicagcdo pela fungao matricial f .
De forma semelhante ao que foi feito no teorema 1.4.3, pode-se provar que Ty € um operador

de Fredholm e seu indice depende apenas da classe de homotopia de f em [S',GL(n,C)].

Exemplo 4. Generalizando, seja & = (E,m, X) um fibrado vetorial de dimensdo n sobre um
espago topoldgico compacto X . Considere uma funcao f(z,x) € Iso(E,, E.) que depende

continuamente de z € S' e de x € X . De modo andlogo ao exemplo anterior, definimos

Ty = PM¢\pyor, : Ho® E, — Hy® E,
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Obtemos assim uma familia continua de operadores de Fredholm x € X — T¢(.,x), para
a qual podemos designar um indice de fibrado indT; € K(X), nos termos da defini¢ao 1.3.22,

e que depende apenas da classe de homotopia de f .



Capitulo 2

Operadores Pseudodiferenciais e o

Teorema de Atiyah-Singer

Neste capitulo relembraremos de forma rapida alguns elementos da teoria de operadores
diferenciais, e estaremos interessados em operadores lineares. Assim, poderemos aplicar a teoria
desenvolvida no capitulo 1 quando os operadores em questao forem operadores de Fredholm.
Em seguida, generalizamos para uma classe mais ampla, a de operadores pseudodiferenciais.
E definido o simbolo de um operador e dada atencao especial a classe dos operadores elipticos.
Nos restringimos aqui ao material que necessitaremos para a demonstracao do Teorema de
Atiyah-Singer. Para uma apresentagao detalhada dos operadores pseudodiferenciais, ver [20]
e [21].

A partir do simbolo, definiremos um conceito de indice para operadores pseudodiferenciais
elipticos. Mostramos que tal indice depende apenas da classe de homotopia do simbolo. Apre-
sentamos a teoria de forma genérica para operadores entre C'*°-fibrados vetoriais, ainda que
o escopo deste trabalho sejam os operadores pseudodiferenciais elipticos sobre R™. Para eles,
o simbolo pode ser visto, pontualmente, como uma matriz complexa invertivel em GL(n,C),
o grupo linear. Como o indice depende apenas da classe de homotopia do simbolo, estamos
interessados em compreender melhor a topologia de GL(n,C). A partir dai extrairemos con-
clusoes sobre o indice, que culminam justamente no resultado principal da dissertacao, a saber,

o Teorema de Atiyah-Singer.

2.1 Operadores Diferenciais

No que segue, diferenciabilidade significa ser de classe C°.

Definigao 2.1.1. Seja f: R" — C funcdo diferencidvel, o = (ay, ..., ap,) € Z7 multi-indice.
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Definimos
1 olel
DYfi=m —— 2.1
/ ilel 9zt - - - Qom (2.1)
onde i = —1, la| == a1+ -+ a, e zx denota o k-ésimo vetor da base candnica de R™.

Defini¢ao 2.1.2. Um operador diferencial linear de ordem k em C* (R™) € uma aplica¢ao
linear P : C*® (R") — C* (R"™) que pode ser escrita como

Pu(z) = Y ao(z)(D°u)(z)  z€R"

lor| <k
onde a, € C* (R™) para todo «.

Dotando-se C*°(R™) de uma topologia dada pela familia de seminormas

1fllmsc =D sup{|D*f(x)| : @ € K}

|| <m

onde m € N e K CR™ ¢é um subconjunto compacto, a convergéncia em C>®(R™) é dada por

fon—0<= D%f, —0

para todo o uniformemente em todo subconjunto compacto de R™. Como consequéncia, todo

operador diferencial linear é continuo com C* (R™) munido dessa topologia.

Observacao 2.1.3. Pode-se estender a defini¢ao 2.1.2 para contemplar funcoes vetoriais di-
ferencidveis, isto €, f € Co°(R") :={f:R* — C™: f ¢ diferencidvel} . Assim, neste caso

temos operadores

P: CXR") — C2(R")
U — E o DU
|| <K
onde aqui deve-se entender D como derivacao coordenada a coordenada e os a, sao matrizes

m X m cujas entradas sao fungoes em C (R").

Até aqui trabalhamos apenas com diferenciais em R"™ para fins de simplificacao. No en-
tanto, poderiamos considerar diferenciais e, consequentemente, operadores diferenciais, defini-
dos sobre uma variedade diferenciavel X arbitraria, ou mesmo entre fibrados vetoriais. Vide

a definicao 2.1.5 e seguintes. Antes, apresentamos o exemplo abaixo.
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Exemplo 5. Para a equagao de Laplace definida em X = disco complexo unitdrio, temos um

operador diferencial linear

A: C®(X) — C%(X)
92 9?
f — 8—30]20 + a—y];
submetido a condicao de bordo
R: C®(X) — C>(0X)
f o= flex

O par de operadores (A, R) € Fredholm de indice 0.

Para ver isso, primeiro note que Ker(A, R) consiste em fun¢oes da forma u+iv, onde u
e v tém valores em R. Como os coeficientes de A e R também sao reais, assumimos v = 0

sem perda de generalidade.

Repare que temos aqui um problema de Dirichlet no disco unitdrio dado por
Au=0 em X
u=0 em0X

Assim, considere uma solucdo real u com Au=0 e u=0 em 0X . Defina a 1-forma

w=uN *du

onde *du denota a estrela de Hodge de du (ver, por exemplo, [10]). Vale xdx = dy e
xdy = —dx . Logo, como du = uydx + u,dy vem que

xdu = uzdy — uydx

donde
du A *du = (uzdz + u,dy) A (updy — u,dz) = (u? + uz)dx A dy
= |Vul*dz A dy
Também temos

d* du = d(udy — uydr) = (U + uyy)dr A dy

(2.2)
= Audx Ndy
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Assim, juntando tudo vem que se u € Ker(A, R) temos que

dw = du N *du +u N d * du

Seque do Teorema de Stokes que

/dw:/ uAxdu =0
X aX
/du/\*du:—/u/\d*du
X X

pois ulpx =0 e entdo

Por outro lado,

/]Vu]de/\dy:/du/\*du:—/u/\d*duz—/uAudx/\dyzO
b be be be

pois Au = 0. Assim, seque que Vu =0 em X , donde u ¢é constante. Como u=0 em 0X ,
seque que u=0 em X, donde Ker(A,R)={0}.

Para ver que Coker(A, R) = {0}, tendo em mente a proposicio 1.1.7, sejam L € C*(X)
e l € C®(0X) tais que (L,l) € ortogonal a Im(A,R), isto €,

/X(AU)L+/ wl=0 YV uel™X)

0X

De um modo geral, temos que

d(uxdL — L*du) =duN*dL +u A (d*dL) —dL A *xdu — L A (d * du)

(2.3)
=uAN(d*dL) — LA (dxdu)

visto que

du A *dL — dL N\ xdu = (uydr + uydy) A (Lydy — Lydx) — (Lydx + Lydy) A (u,dy — uy,dx)
= (uy Ly + uyLy)dx N dy — (Lyu, + Lyuy)dx A dy
=0

Considere u tal que suppu C X°. Temos que, pelas equacgoes (2.2) e (2.3) em conjunto

com o Teorema de Stokes,
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0X

/Xu(AL)—/X(Au)L:/Xu(d*dL)—(d*du)L:/ uxdL — L*du=0

Logo, como fX(Au)L =0, seque que AL = 0. Para u geral, temos como consequéncia

que

/BXul:—/X(Au)L:—/XL(d*du):/Xu(d*dL)—L(d*du)

= / uxdlL — Lxdu = / (w(xLy +yLy)) — L(zu, + yuy)
X X

Isso implica que | = xL, +yL, e L|px = 0, e podemos aplicar a primeira parte para

concluir que L =0, donde Coker(A, R) ={0}.

Assim, (A, R) ¢é de fato um operador de Fredholm de indice 0, como afirmado anterior-

mente.

Abaixo recordamos, sob a forma de definicao, a transformada de Fourier e algumas de suas

propriedades.

Definicao 2.1.4. Seja CfO(R") o espaco das fungoes diferencidveis rapidamente decrescentes,
ou seja, f:R" — C tal que f € diferencidvel e |f(x)q(x)| — 0 para qualquer polinémio q

se |z| = oo. Se f € CP(R"), sua transformada de Fourier é definida como

-~

F© = [ et
R

onde (x,&) denota o produto interno candnico em R™. Valem as sequintes propriedades:

(1) Formula de Inversao de Fourier:

fl@)=@m)™ [ f(eendg
RTL
(ii) Se F denota a transformada de Fourier (isto é, Ff := f), M denota o operador
multiplicagao (ou seja, MPf =" ---zb» f ) temos que

MPDIF — (_1)\QIFDqu

para multi-indices p,q € Z1 .
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(i19) Relagao de Parseval:

f@ig@ids = 2m) " [ fla)laids
(iv) F: CF(R") — C°(R™) € linear e bijetora

(v) Podemos estender F' a L*(R") explorando o fato de que C°(R™) € subespago denso e
obtermos um isomorfismo F : L*(R") — L?*(R")

Para clarear as ideias e reforcar a notacao, apresentamos o exemplo a seguir, que utiliza a
transformada de Fourier para "resolver”a equacao de Laplace.

Exemplo 6. Queremos resolver, ainda que formalmente, a equacdao de Laplace dada por

0*u 0*u
f—Au—a—l‘%-i-"'-i-a—x%

Para j = 1,..,n, defina o multi-indice p’ = (0,...,0,2,0,...,0) € Z, que se anula em

toda coordenada exceto na j-ésima, em que vale 2. Assim, pela propriedade (ii) da defini¢do
2.1.4, temos

MP Fuy = FDPiy
20— _2%u

Somando para j=1,....n, vem que

—(22 4 - 2%)u = Au

Assim, se Au = f, entdo

U= —la|f

Usando a transformada inversa, vem

n

u(x) = (2m) " / e de

que € uma representacao explicita da solucao da equacao de Laplace.
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Nosso objetivo nao é utilizar a transformada de Fourier para estudar equagoes diferenci-
ais. Na verdade, a classe de operadores diferenciais também nao é nosso objeto principal.
No entanto, ao utilizar a transformada de Fourier sobre operadores diferenciais, temos uma
motivacao para definir os operadores pseudodiferenciais, que consistirao no objeto principal de

nosso estudo a partir da proxima sessao.

Até aqui restringimo-nos a R™. No entanto, como ja haviamos mencionado, podemos
definir operadores diferenciais em variedades C*° e entre fibrados vetoriais de classe C*°.
Dado o escopo deste texto, nao entraremos de forma pormenorizada nestas possibilidades. No
entanto, como necessitaremos de algumas dessas noc¢oes mais a frente, introduzimos alguns

conceitos iniciais.

Definicao 2.1.5. Uma variedade topologica sem bordo € um espaco topologico de Hausdorff
X localmente euclidiano. Ou seja, para cada v € X existe uma vizinhanc¢a aberta U C X
de x homeomorfa a R"™ (ou, equivalentemente, a um subconjunto aberto de R™ ) para algum
ne€N.

A dimensao local n € constante nas componentes conexas de X , e estaremos interessados
somente nas variedades com dimensao constante em todas as componentes conexas. Assim,

podemos falar na dimensao da variedade.
O homeomorfismo h: U — R"™ € dito uma carta de X .

Um conjunto de cartas cujo dominio compoe uma cobertura aberta de X € um atlas, e um

atlas € C™ se todas as mudancas de coordenadas forem de classe C.

Definigao 2.1.6. Se A € um atlas C*° para uma variedade topoldgica sem bordo X deno-

tamos

Co(X)={pcCUX):pou™t ¢ C* V uc A}

onde C°(X):={¢: X — C: ¢ € continua} . Temos que C=(X) é uma subdlgebra comuta-
tiva de CY(X).

Uma variedade C* é uma variedade topolégica X com estrutura C*(X) dada por um
atlas C*A.

Definicao 2.1.7. Uma aplicacao C* entre duas variedades C>* X e Y € um funcio f :
X — Y tal que ¢po f € C®(X) para toda ¢ € C*(Y). Ou seja, para qualquer u no atlas
de X e v no atlas de Y temos vo fout € C®°(U, V), onde U CR" ¢ V C R™ sdo
as imagens dos homeomorfismos u e v, respectivamente, com n = dimX e m = dimY .

Esquematicamente, significa que a composicao abaizo é de classe C* como aplicagao de R"
em R™:
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x I 5 v
Tut lv
UcCR"® V CR™

Assim, duas variedades C* X e Y sao difeomorfas se existe uma aplicacao f: X — Y

bijetora C*° com inversa também C°.

Definicao 2.1.8. ¢ = (E,7,X) ¢ um C*®-fibrado vetorial se for um fibrado vetorial no
sentido da definicao 1.3.1, E e X forem variedades C* , © for C* e as trivializacoes locais
h:m Y (U) — U xR" também forem C*>.

Definigao 2.1.9. Se £ é C*°-fibrado, denotamos por I'*°(§) o espago vetorial das se¢oes C>
de &, conforme as definicoes 1.3.13 e 2.1.7.

Feitas essas defini¢oes, podemos apresentar o conceito de operador diferencial entre fibrados

vetoriais.

Definicao 2.1.10. Um operador diferencial P de ordem k entre C*-fibrados vetoriais & e
n € uma aplicagao linear P : T'*°(§) — I'°(n) que pode ser representada por coordenadas

locais como um operador diferencial de ordem no mdzimo k. Escrevemos P € Dif f.(€,n) .

2.2 Operadores Pseudodiferenciais

Conforme dito na sessao anterior, a classe de operadores diferenciais pode ser estendida
a uma classe maior, a dos operadores pseudodiferenciais, cuja definicao é inspirada na agao
da transformada de Fourier sobre operadores diferenciais lineares. Apresentamos, assim, a

seguinte motivagao.

Considere o operador diferencial linear

P=> a,(z)D* =p(x,D)  onde p(z,£) = an(z)¢"

Pela propriedade (i) da definigao 2.1.4, e denotando por F* a inversa da transformada de

Fourier, temos que, para f € C°(R"),

fla) = F(FH() = @0 | f(edg

Temos que, derivando sob o sinal de integral,
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D*f(a) = (2m)™" | Qe Ids = I (6 ) (@)

Pela linearidade de P, vem que

L (Z aa<w>sa> Feetag
_ /R n

p(. &) f(€)e" ™ de

Este 1ltimo formato é o que inspira a defini¢ao a seguir.

Definicao 2.2.1. Um operador pseudodiferencial P tem forma local dada em um aberto U C

R™ por

(Pu)(x) = / 9 p(z, €)a(E)de

onde € U, ue CU) (ou seja, u é C® e tem suporte compacto) e u denota a transfor-
mada de Fourier de u dada pela definicao 2.1.4.

P ¢ dito um operador pseudodiferencial canonico de ordem k € Z se a amplitude p de
P satisfaz a sequinte condi¢cao assintotica: para todo subconjunto compacto K C U e multi-
indices o = (o, ...,a), € B = (b1,...,0n) € Z} existe uma constante C' = C(a, 5, K) € R
tal que para todo x € K e £ € R" temos que

|DEDgp(w,€)| < C(1+|g])r e (2.4)

onde D% tem o significado dado pela equagio (2.1) aplicado a varidvel x (e analogamente

para € ).

Proposicao 2.2.2. Um operador diferencial linear de ordem k € N

¢ um operador pseudodiferencial canonico de ordem k .

Demonstracao. Pelo desenvolvimento da motivagao do inicio desta sessao, podemos escrever

~

(PH@) = [ pleoF©c 0
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onde

p(e.&) = 0" [ 3 aa(@)e

loo| <k
Seja K € U compacto. Entao como as a, € C*(U) , existe uma constante M tal que
para um multiindice [ fixo
(2m)™ ‘Dfaa(:c)‘ <M VzeK e Y acomlaf <k
Por outro lado, seja v outro multi-indice. Repare que, para 1 <i:<n,e £ #0,

8%&% < Oézl|§ Qi Se o Z Yi
o 0 se a; < 4

o

Logo, para todo £ € R™\ {0},

oY gzal
o€

S ai!|€|ai—%‘

Assim, se N = max{q;!:1<i<n} entao

| D¢ < Ng[lI=hT < Nig]F=hT < N (1 + ¢k~

em que a ultima estimativa vale também para & = 0. Portanto,

|D2DIp(w,€)] = | > Dian(x)Die”| < > M| D]

loo| <k la|<k
< (k+1)"MN(1+ [¢])FD
=1+ ey

]

Teorema 2.2.3. Todo operador pseudodiferencial é uma aplicagao linear de C§°(U) em C*(U).

Demonstracao. Para todo ¢ € R™, o integrando

s e p(a, E)u(€)
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é claramente de classe C*°. Precisamos mostrar que

£ (Pu)(x) = / ¢ p(z, €)a(E)de

é de classe C"°. Seja [ multi-indice. Como u tem suporte compacto, segue da propriedade
(7i) da definigao 2.1.4 que

ea(e) = [ eI Dula)do,

que tende a 0 quando £ — oo. Assim, a fungao £ — |£%u(§)| é limitada para todo multi-
indice ar. Como consequéncia, u decresce mais rapido do que qualquer poténcia de [¢| quando

& — oo. Em outras palavras, para cada N existe uma constante C' tal que para todo £ € R™,

[a©) < i1+ eh™

Como P é operador pseudodiferencial, existe uma constante Cy tal que

|DEp(x,€)| < Co(1 + |1 < Co(1 + [¢])*

Logo, temos que

| Dfp(a, )a(§)] < C(L+ [g)* 7,

que ¢ integravel para N suficientemente grande. Com isso, segue do Teorema de Lebesgue

(ver, por exemplo, [2]) que

& — | DIp(x, €)u(€)|

é integravel e podemos intercambiar diferenciagao e integracao. Como S é arbitrario, isso

mostra que (Pu)(x) é de classe C*.

]

Definicao 2.2.4.
(Pu)(w) = [ e Opla (e

¢ um operador pseudodiferencial com suporte compacto se

(i) P € operador pseudodiferencial canonico de ordem k sequndo a definigao 2.2.1;
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(i1) O limite

or(p)(x,§) == g&w

existe para todo x € U e £ € R™\ {0};

(ii1) Para algum x € C=(R") com x(§) =0 se [£| <e <1 (e suficientemente pequeno) e
x(€) =1 se [{] > 1, temos que

p((L’, é) - X(g)ak(p) (ZL’, g)

¢ a amplitude de um operador pseudodiferencial canonico de ordem k —1;

(iv) p(x, &) tem suporte compacto em x .

Para generalizarmos para (C°°-fibrados, antes introduziremos a nocao de variedade para-

compacta:

Defini¢ao 2.2.5. Uma C*-variedade X € paracompacta se toda cobertura aberta (Up)e; de
X possui um refinamento localmente finito (Vi)ges . Ou seja, cada Vi € subconjunto aberto
de algum U,. Nao € requerido que J' seja finito, diferentemente da compacidade. Requer-se

apenas que {k € J' :x € V}} seja finito para todo x € X .
Observacgao 2.2.6. Todo espag¢o métrico € paracompacto (ver, por exemplo, [15]).

Definicao 2.2.7. Seja X uma C-variedade paracompacta. Considere uma aplicacdao linear
P:CP(X) — C=(X), onde C§°(X) restringe C(X) as aplica¢des com suporte compacto.

Para cada sistema local de coordenadas v: U — R™, P produz um operador local

Pyu:= P(uov)ov*

onde

uov em U
(uow) :=
0 em X\U

Diz-se que P é um operador pseudodiferencial de ordem k (P € PDiffi(X)) se P, €
operador pseudodiferencial com suporte compacto (vide defini¢ao 2.2.4) para todas as cartas v

com imagem relativamente compacta.

Definicao 2.2.8. Uma aplicacdo linear P : I'°(§) — I'™°(n) entre C*-se¢oes de fibrados
vetoriais € um operador pseudodiferencial de ordem k se para cada carta v : U — R™,

U C X aberto, v(U) relativamente compacto, e para trivializa¢oes locais |y = U x C™ e



63

Ny = U x C' tivermos uma expressdao local de P como uma matriz | x m de operadores

pseudodiferenciais com suporte compacto de ordem no mdzimo k (vide a defini¢do 2.2.4).

Em outras palavras, considere £ = (E,mg, X) e n= (F,mp, X) e as trivializagoes

h:ag'(U) — U x C™
g: 1t (U) — U x C

tais que hlg, : B, — {z} x C™ e g|p, : Fr — {z} x C' sdo isomorfismos para todo

x € U. Repare que se s € I'°(&), temos em coordenadas locais, ho s|ly : U — U x C™ com

(hos)(y) = (y, f1(y), ..., fm(y)) . Logo, claramente temos que

C®(U x C™) 2 [C¥(U)™ = {f: U —C™: f é C}

Analogamente,

C>(U x C" = [Cc>(U)]

Como h € difeomorfismo, também é consequéncia da expressio para ho s|y que

[(Ely) = C=(U x C™)

e T*(nly) = C=(U x C)

Localmente, portanto, temos o diagrama a partir do operador local P

=) L [ee))
bl U
C=(U x C™) —s C=(U x CY
2 2
re(ey) 2% T(ly)
! !
=) 5 T()

FEscreve-se P € PDif fi(&,1m) .

2.3 Operadores Elipticos

Dentre os tipos de operadores diferenciais e pseudodiferenciais, nosso interesse principal

reside nos operadores elipticos. Comecemos com a definicao de operador diferencial eliptico
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no caso euclidiano, prosseguindo até chegarmos ao caso de operadores pseudodiferenciais entre

C*-fibrados vetoriais.

Definicao 2.3.1. Seja P = Z ao, D operador diferencial de ordem k. Definimos seu
la|<k
polinémio caracteristico (ou parte principal) em x por

(2.6 = 3 aa(o)e®
| =k
O operador P ¢é dito eliptico se para todo © € R" e £ = (&1, ...,&,) € R\ {0} o polinémio
caracteristico de P for um isomorfismo de V.em W , onde V e W sdao espacos vetoriais
de dimensao finita tais que u(x) € V=R" e f(x) € W ZR™ (Pu = f ). Em particular,
dimV = dim W .

Observacao 2.3.2. O operador (A, R) do exemplo 5 € eliptico.

Passamos agora a definicao de operador eliptico entre C*°-fibrados vetoriais, que é, essen-

cialmente, a mesma:

Definigao 2.3.3. P € Dif fr(§,n) € dito eliptico se todos os operadores diferenciais locais de
P forem elipticos, ou seja, para qualquer representac¢ao local de P em U C X o polinomio

caracteristico da parte principal

pr(x,¢) =Y aa(z)(”

|a|l=k

for uma aplicagao linear invertivel para qualquer x € U e todo ¢ € R™\ {0}.

A seguir definimos o simbolo de um operador pseudodiferencial, e apresentamos alguns re-
sultados abrindo mao da demonstracao, em virtude do escopo deste texto. Antes, apresentamos

rapidamente uma nocao geométrica sobre variedades:

Definigao 2.3.4. Seja X wuma C*-variedade, x € X e ¢ : R — X curva C* com
c(0) =z . Seja ¢ € C°(X). A derivada de ¢ na dire¢ao da curva ¢ € definida por (¢poc)'(0) .

Duas curvas sao equivalentes se a derivada direcional de cada funcao relativa as duas curvas

for a mesma. Denotamos a classe por

c0):={¢c: C:R—X €C® ¢(0)=2a e (¢p00)(0)=(poc)(0) Ve lCX)}

A partir dai define-se o espago tangente de X em x por



65

(TX),:={¢0) : ¢c:R— X é C* com ¢(0) =z}
que possui estrutura de espago vetorial com dim(TX), = dim X

Com isso, define-se de forma natural o fibrado tangente T'X cujas fibras sao dadas pelos

(TX),
Define-se o fibrado cotangente T*X tomando suas fibras (T*X), como o dual de (TX), .

Um elemento de (T*X), € representado por um elemento de C>°(X) e dois deles estio na
mesma classe se (¢poc) (0) = (Yoc)(0) para toda ¢ : R — X diferencidvel tal que ¢(0) = x .
A classe € denotada por do|, .

Definigao 2.3.5. Seja P € PDiffi({,m) e T'X o fibrado T*X sem a se¢do zero (ou seja,
sem os covetores nulos) e m™ a sua proje¢ao. Definimos o simbolo de P em (x,(), onde
Ce(T'X),, por

p(x, AQ)
\E
onde p denota a amplitude local de P . Assim, or(P)(z,() € uma matriz m X n, onde

ou(P)(x,¢) = Jim

n=dmé¢, m =dimn, tratando-se de uma aplicagcao linear entre E, e F, .

Definindo Smbly = {s € Hom(7*(£),7*(n)) : s(x,\) = Ns(x, () V (2,{) €T'X e )\ >
0}, onde ©* denota o pullback (vide a defini¢io 1.3.7), temos que

¢ aplicacao linear sobrejetiva. Como consequéncia, a sequéncia abaixo € exata:

0— PDfok*l(gan) — PDfok(é?U) Uﬁk Smblk(fan) —0
Também € possivel demonstrar (ver, por exemplo, [20]) que se P € PDiffp(&,v) e Q €
PDiffi(v,n) entao Qo P € PDiffii;j(&,n) e

0;+£(Q 0 P)(x,¢) = 0;(Q)(,¢) 0 0k(P)(x, ()

De posse do simbolo, podemos dar uma definicao mais geral sobre operadores elipticos:
Definigao 2.3.6. P € PDif fi(&,m) ¢ eliptico se or(P)(x,() € isomorfismo de E, em F,
para todo x € X e todo ¢ € (T*X), \ {0}. Escrevemos P € Ell(&,n) .

Para exibirmos algumas propriedades dos operadores elipticos, precisaremos de alguns con-

ceitos preliminares.
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Definigao 2.3.7. Um fibrado Hermitiano é um C*-fibrado vetorial & (vide a definigao 2.1.8)
munido de uma métrica Hermitiana. Ou seja, para cada fibra E, existe uma forma bilinear
ndo degenerada, conjugado-simétrica (.,.)g que € C* no sentido de que (e1,ex)p € C(X)

para quaisquer duas segoes ey, eg € ().

Para X compacta, orientdavel e Riemanniana, podemos formar a integral fX(€1,€2>E,

obtendo uma forma bilinear em T'(§) .

Se n € outro fibrado Hermitiano, entaio P € PDif fi.(§,n) e P* € Dif fr(n,&) sdao for-

malmente adjuntos se

[ e.pe= [ e.rp

para quaisquer e € I'°(§) e f e I'*(n).

Temos que

or(P") (@, Q) = (ox(P)(z,C))" VzeX, (e€(IT"X),\{0}

Definicao 2.3.8. Seja & um C°°-fibrado vetorial Hermitiano sobre uma C*-variedade com-

pacta, orientada e Riemanniana X . Para s € Rt definimos

We (&) :={uec L*&) :VY PecDiff(¢¢) Ive L) tal que
(u, Pw), = (v,w), Y weI>¢)}

onde (v,w), = [ (v,w)p. W? assim definido é um espago de Sobolev. Vale o seguinte

resultado, devido a Rellich (ver, por exemplo, [16]):
A inclusao W™ (&) — W*(§) € compacta para m > s > 0.

Definicao 2.3.9. Seja X uma C*-variedade, £, C*®-fibrados vetoriais sobre X e k € 7 .
Denotamos por OPy(&,m) o conjunto dos operadores lineares P : T'°(§) — I'™°(n) que

se estendem para uma aplicagio continua P, : W*(&) — W *(n) para todo s € R com
s,s—k>0.

Pode-se demonstrar que PDif fi.(§,m) C OP(&§,n). Se o : PDif fr(§,m) — Smbl(&,n),
¢ o stmbolo, entdo como consequéncia direta (e também pelo item (iii) da defini¢ao 2.2.4) temos

que

Kero, C OP,_1(&,m)

Teorema 2.3.10. Para todo P € Ell(&,n), existe Q € Ell_y(n,&) tal que PQ — Idp €
OP_1(n,m) e QP — Idg € OP_1(£,£). Nesse caso, diz-se que @QQ € uma parametriz de P .
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Demonstracao. Pelasobrejetividade do simbolo oy, existe Q € PDif f_x(n,&) com o_4(Q)(x,() :=
(or(P)(z,0))"", e entdo PQ € PDiffo(n,n) e 0o(PQ — Idp) = 0, donde PQ — Idy €
OP_1(n,n). O caso QP — Idg é anélogo. O

Exibimos o teorema a seguir, que define o indice de um operador pseudodiferencial eliptico.
Em virtude do escopo limitado desse texto, nos contentaremos em indicar os passos principais

da demonstracao.

Teorema 2.3.11. Seja P € Ellx(&,n) e s,s —k > 0. Entao:

(1) A extensao P, : W5(E) — W*=*(n) é um operador de Fredholm com indice independente

de s.
(17) P* € eliptico e Coker Py = Ker (P*)s_y .
(1ii) Ker Py = Ker P

(iv) ind P = ind Ps depende apenas da classe de homotopia de o,(P) em Isogx(&,m) .
Aqui, Iso3x(§,m) € o subespago de isomorfismos de fibrados entre 76 — T*n onde
7:5X — X € aprojecao e SX = {(z,{) :x € X, € T*X,[(| =1} € o fibrado da

coesfera.

Demonstragao. (i) Seja @ € Ell_g(n,&) parametriz de P. Entao segue do Teorema de

Rellich que a composicao

stk:Ps*

W (€) S WHH(€) — WH(E)

¢ um operador compacto em W?*({), e, de forma correspondente, P,Q,_ — Id é um
operador compacto em W**(n). Entdao P, : W*(¢) — W**(n) é um operador de
Fredholm pelo teorema de Atkinson (1.1.20). Em face da invariancia homotépica do

indice, olhando-se para a continuidade obtemos que ind P, ¢é invariante por s.

(17) Segue do teorema 1.1.11 e do fato de que (Fy)* = (P*)o se P € PDif fo(&,n), visto que

(
podemos supor, sem perda de generalidade, que k =s=0.

(ii7) Temos que Ker P,y C Ker P,. Pelo teorema anterior, existe K : W*(£) — W*tL(¢)
tal que Qs_pPsu—Idu = Ku para todo u € W*(£), onde ) é parametriz de P. Segue
que u € Wt (&) se Pou = 0. Assim, Ker P, = Ker P,;; = ... = Ker P, visto que
Cc* =nWs.
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(iv) Para Q € Ellx(&,n) e ox(Q) = ox(P), temos que ind@ = ind P pelo fato de que
Kero, C OPy_1(&,n) e também em funcao da invariancia do indice pela soma com
operador compacto (vide os teoremas 1.3.30 e 1.1.20). No caso geral, cada curva continua
p: I — Smbli(§,n) eleva-se a uma curva 7 : [ — PDif fi({,n) com orom = p.
Assim, pode-se conectar oy (Q) e ogx(P) por uma curva continua em Iso3y(£,n), e
entdo P e ) podem ser conectados em Ell(£,n). Como consequéncia da invariancia

homotoépica do indice, segue que ind Q)5 = ind Ps para todo s.

Por fim, se Q € Ell;(&,n) é um operador cujo simbolo ¢,(Q) coincide com oy (P) em
SX entao (0;(Q)) toor(P) é o simbolo de um operador autoadjunto R € Elly_;(&,€) .
Como o4 (P) = 0,(Q)ooy_;j(R) = 0k (QR) segue que ind P =ind QR = ind Q+ind R =
ind @ visto que ind R =0 por (iii) .

]

Observagao 2.3.12. Em resumo, o que fizemos foi partir de um operador pseudodiferencial
eliptico entre fibrados vetoriais e verificar que suas extensoes atuam como um operador de
Fredholm nos espagos de Sobolev. Isso nos permitiu introduzir uma nog¢ao de indice que, como
visto no teorema anterior, € invariante nos espacos de Sobolev e depende apenas da classe de

homotopia do simbolo ox(P) em IsoTy . Valem as sequintes propriedades:

(i) ind P* = —ind P
(17) ind QP = ind P + ind Q)

(731) ind P® R =1ind P+ ind R

Por fim, introduzimos um tipo de produto de operadores que sera utilizado posteriormente:

Definicao 2.3.13. Sejam X,Y wariedades Riemannianas fechadas, &,m fibrados vetoriais
Hermitianos sobre X e (,7 fibrados vetoriais Hermitianos sobre Y . Sejam P € PDif fi.(€,1n)
e Q € PDiffi(C,7), onde k € N. Definimos em X XY o operador

P#Q:T*(E@)@I*(heT) = I o)™ (EerT)

G

o (P ® Ide —Id,® Q*)

Ide®Q P*®Id,

Temos que se P e Q) sao elipticos entao P#Q € eliptico e ind(P#Q) = (ind P)(ind Q) .
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2.4 O Teorema da Periodicidade de Bott

A compreensao da topologia de G'L(n,C) passard pelo calculo dos seus grupos de homo-
topia. Este resultado é obtido por meio do Teorema de Bott. Iniciemos com um resultado
topolégico sobre o nimero de voltas de uma curva plana em C\ {0}, ja utilizado no teorema
1.4.3, sobre operadores de Wiener-Hopf.

Teorema 2.4.1. Seja f :[0,1] — C\ {0} curva plana fechada que nao passa pela origem.
Definimos W (f,0) como o nimero de voltas dadas por f no sentido anti-hordrio em torno

da origem. Entdo:

(2) W(f,0) € invariante por homotopia;

(i1) W(f,0) € o tunico invariante homotdpico, isto é, f ~ g em C\ {0} < W(f,0) =
Wi(g,0);

(i13) Para cada m € Z, existe [ tal que W(f,0) =m.

Demonstracdo. Podemos escrever f(t) = r(t)e®®  onde r(t) := |f(t)] e a(t) é a funcdo
angulo, que mede o angulo anti-horario entre (0,1) e f(¢). Nessas condigdes, r e a sao

continuas, e temos

_a(1) - a(0)

W(0) = =

Seja S o circulo unitario em R?. Entao

h: C\{0} — S!

é equivaléncia homotépica. Além disso, (ho f)(t) = €*® , donde W (f,0) = W(ho f,0).

Assim, temos que

f~g<=hof~hog<= W(ho f 0)=W(hog,0) <= W(f,0)=W(g,0)

em que a equivaléncia central decorre do fato de que o niimero de voltas em torno da origem
é justamente a funcio que determina o isomorfismo 71(S') = Z, onde 7 denota o grupo
fundamental. Isso prova (i) e (i7).

Para (ii1), basta fazer f(t) := e*™t,
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Em relacao a topologia de GL(n,C) vale o seguinte resultado, devido a Bott:

Teorema 2.4.2. Seja f: S™ ' — GL(n,C) aplicacio continua, onde 2n > m, S™ ! éa

esfera unitdiria em R™ e GL(n,C) € o grupo linear das matrizes complexas invertiveis n x n .

Entao, se m ¢é impar, [ pode ser deformada para uma aplicagao constante. Se m é
par, podemos definir deg(f) € Z tal que f pode ser deformado para g exatamente quando
deg(f) = deg(g). Além disso, dado k € Z, existe f tal que deg(f) =k .

Em outras palavras, temos que

0 sem € impar

Z sem € par

Tm—1 (GL(TL, C)) = {

e o isomorfismo, no seqgundo caso, € dado por deg : 7,1 (GL(n,C)) — Z.

Observacao 2.4.3. Note que, pelo teorema 2.4.1, o resultado para m = 2 e n = 1 seque
exatamente fazendo-se deg(f) := W(f,0). Para m =1 e n arbitrdrio, o resultado seque do
fato de que GL(n,C) é conexo por caminhos. Para ver isso, como estamos em C , note que
a forma canonica de Jordan de uma matriz invertivel é wma matriz diagonal onde todas as

entradas sao diferentes de 0. A partir da forma canonica ligamos a matriz a identidade.

Considerando-se os demais grupos de homotopia, esse resultado é conhecido como Teorema
da Periodicidade de Bott em funcao dos isomorfismos mp,—1 (GL(n,C)) = 7y (GL(0, C)) .

Relembramos aqui também o teorema 1.2.10, que dizia que T, ((B(H))X) = 0 para todo
n se H ¢ espaco de Hilbert de dimensao infinita, como consequéncia do Teorema de Kui-

per (1.2.7). Vemos, portanto, que a dimensdo infinita € fundamental para estabelecer esse
resultado, visto que GL(n,C) = (B(C"))" .

Nao faremos uma demonstracao do Teorema da Periodicidade de Bott nesse formato. Ao
invés disso, demonstraremos uma versao mais abstrata e que nos trara ferramentas mais ade-

quadas para a prova do Teorema do Indice de Atiyah-Singer.

Na definigao 1.3.10, apresentamos o grupo K (X) para um espago topoldgico compacto X .

Ocorre que podemos dotar K(X) de uma estrutura de anel.

Defini¢ao 2.4.4. Seja X espago topoldgico compacto, & = (E,m, X) e n = (F,p,X) dois

fibrados vetoriais sobre X . Definimos

E@n:= (G, pu,X)

onde
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Gi={e@feE@F:n(e)=pf)}=|]EoF

zeX
isto €, a fibra de € ® n em x € o produto tensorial E, @ F,. Temos que & @ n satisfaz
as condicoes da definicao 1.3.1 e € um fibrado vetorial. Para ver isso, basta considerar a
trivializagdo local e ®@ f € p ' (U) = 7 (U) @ p~Y(U) — m(e) ® (p2 0 h)(e) ® (p2 o g)(f) €
UB(C"®C™), onde h e g sao as trivializagoes locais de & e n, respectivamente, em U C X

e pa € a projecao na sequnda coordenada.

h g
Por um raciocinio semelhante, mostra-se que se £ = & e n=n' entao £@n = '®n' . Para
ver isso, basta definir o homeomorfismo e® f € |J,cx Ex®@Fy = h(e)@g(f) € U,ex £ @ F,.

A partir dai, temos um produto bem definido em K(X) definindo-se primeiramente [£][n] :=
€ ®n]. Como consequéncia, como todo elemento de K(X) escreve-se como [£| — [0,] (vide
o coroldrio 1.3.17), basta definir

([€] = [0n]) (In] = [Om]) := [€][n] — [£)0m] — [On][n] + [On][00m]
= [(£®n) @ (6 @ 00)] = [(§ @ bn) © (6n @ )]

Desse modo, K(X) possui estrutura de anel. Como E, @ C = E,, temos que [01] €
elemento unidade de K(X).

Definicao 2.4.5. Seja X espaco topologico compacto e Y C X subconjunto fechado. Defini-
mos
K(X,Y) := Ker (K(X/Y) EAN K(Y/Y))

onde j : Y)Y — X/Y ¢ a inclusio quociente e j* € o homomorfismo induzido da
proposicao 1.5.11.

Lema 2.4.6. Seja

0—A-SBLy0c—0

sequéncia exata curta de grupos abelianos. Sao equivalentes:

(i) Existe um homomorfismo p: B — A tal que poi = Ida

(17) Eziste um homomorfismo s: C — B tal que jos = Idc
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(i13) Eziste um isomorfismo h: B = A® C que torna o diagrama abaizo comutativo:

B
i/ N\ J
0— A +h C—=0
N\ /!
AeC

em que as aplicagoes inferiores sio a € A (a,0) € A®C e (a,¢) e AdC s c.

Nessas condicoes, diz-se que a sequéncia exata € separdvel.

Demonstragao. (iii) = (i): Seja p: A@® C — A a projegao na primeira coordenada. Basta
definir p:=poh.

(iii) = (i1): B andlogo ao caso anterior, fazendo-se s := h'05, onde 3:ce C s (0,¢) €

AaC.

(1) = (i1i) Temos que B C Kerp+ Im1, visto que todo b € B escreve-se como b = (b —
ip(b))+ip(b), com p(b—ip(b)) = p(b)—Idsp(b) = 0. Além disso, Ker pnImi = 0. De fato, se
be KerpnNImi,entdo existe a € A tal que b =i(a). Logo, 0 = p(b) = pi(a) = Ida(a) = a,
donde b= 0.

Assim, todo b € B se escreve de forma tnica como b = z + i(a) para algum z € Kerp
e a € A. Pela exatidao, Kerj = Imi e j ¢é sobrejetiva. Dessa forma, para todo ¢ € C
existe b =x +i(a) € B tal que ¢ = j(b) = j(z +i(a)) = j(z). Logo, para todo ¢ € C existe
xz € Kerp tal que j(x) = c. Temos, também, que j(Kerp)=C.

Se j(x) = 0, entdo =z € ImiN Kerp = 0, donde = = 0. Isso mostra que j|gerp :
Kerp — C' ¢ isomorfismo. Por outro lado, como a sequéncia é exata, Imi = A, donde
B=ZAaC.

(7i) = (d#i7): Um argumento semelhante ao anterior prova essa implicacdo. Temos que
B C Kerj+ Ims, o que pode ser visto escrevendo b = (b — sj(b)) + sj(b) . Também temos
KerjnlIms =0, visto que se j(b) =0 e s(c) =b entdao 0= js(c) = Idc(c) = c.

Pela exatidao, Imi = Kerj. Como ¢ é injetora, Imi = A, donde A= Kerj. Como js

é bijetora, s ¢é injetora e entao Ims = C'. Isso mostra novamente que B = A& C'.

O

Proposicao 2.4.7. Se Y = xy consiste num unico ponto, entao

K(X) = K(X,20) & K(z) = K(X,20) & Z
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Demonstra¢ao. Quando Y = g, temos que X/zq = X e x¢/xo = xo. Assim,

K(X,20) = Ker (K(X/:po) N K(xo)) c K(X)

Seja 7 : K(X,29) — K(X) inclusdo. Entao temos que

0 — K(X,20) -2 K(X) - K(z0) — 0 (2.5)

é sequencia exata curta. Com efeito, so resta verificar que ¢* é sobrejetora. Mas um elemento
tipico de K(zo) é da forma [0%°] — [0%°], pelo coroldrio 1.3.17 e observando que, como

consiste num 1nico ponto, todo fibrado em zy é trivial.

Por outro lado, como i* retorna a fibra em g, temos que i*62X = 6% . em que nesse ponto
utilizamos um abuso de notacao que se revela consistente em virtude das proposicoes 1.3.8 e
1.3.11. Assim,

" ([07] = [03]) = [07°] — [67)]
donde ¢* é sobrejetora e a sequéncia (2.5) é exata.

Considere a retragao r: X — zg, que induz r*: K(z9) — K(X). Temos que

e (100] = [03) = 16:] — (6]
e segue que 7" = Idg(y,) . Assim, a sequéncia (2.5) é separdvel pelo lema 2.4.6, e temos que

K(X) = K(X,z0) & K(z) =2 K(X,20) ®Z, em que na ultima parte foi usada a proposigao
1.3.24. ]

Note-se que, até entdo, K(X) s6 estava definido para X compacto. Isso, no entanto,
limita muito nossas aplicagoes. Por exemplo, num espaco simples como R™ nao poderiamos
definir K (X). Para melhorar essa situagao, definiremos K (X) para X localmente compacto.

Isso englobara o espaco euclidiano e atendera ao escopo deste trabalho.

Definicao 2.4.8. Seja X espago topoldgico localmente compacto, X := X U{+} a compac-
tificagao de Alexandrov de X e i:{+} — Xt a inclusio. Definimos
K(X):= K(X*,+) = Ker (K(X+ J+) - K(+))

Observacao 2.4.9. Em virtude da proposi¢ao 2.4.7, quando X € compacto a defini¢ao acima

¢ consistente com a definicao 1.3.10.
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Além disso, dada uma aplicagao propria f:Y — X entre espacos localmente compactos
temos a funtorialidade f* : K(X) — K(Y), de modo semelhante ao que foi visto na pro-
posicao 1.3.11. Relembramos que f € propria se pode ser estendida a uma aplicacao continua

em Y1, equivalentemente, f € prépria se f~*(L) for compacto para todo L C X compacto.

Por fim, K(X) com a defini¢ao acima também tem estrutura de anel. No entanto, quando

X nao é compacto, K(X) nao possui unidade.

Teorema 2.4.10. Sejam X e Y espacos localmente compactos. FEntao além da estrutura

interna de anel existe um produto exterior

N:K(X)® K(Y) — K(X xY)

Demonstra¢ao. Quando X e Y sdo compactos, dados dois fibrados vetoriais & = (E, 7, X)
e n=(F,p,Y) definimos de forma natural {Xn em X x Y com fibra em (z,y) dada por
E, ®F,.

No caso geral, provaremos que a sequéncia abaixo é exata:

0— KXxY)—KX"xY") — KXo KXY (2.6)
Para tanto, observamos primeiramente que, para A e B compactos, com B C A e

i : B — A ainclusao, existe uma aplicacao j* tal que

K(A, B) 5 K(A) -5 K(B)

é sequencia exata. De fato, j* é obtida de modo natural a partir de uma aplicagao j :
A''B" — A, B continua entre pares de espacos (ou seja, j : A’ — A é continua com
j(B") C B. Fazendo A’ = A e B’ = @, obtemos a j* desejada.

Quando B é um retrato de A, denotando por r : A — B a retracao obtemos que
ri = Idp, e entao i*r* = Idg ). Logo, a partir de 7" segue do lema 2.4.6 que a sequéncia é

separavel, e entao obtemos que

K(A) = K(A,B)® K(B)

Fazendo A:= X* xY* e B:= X' x {+}, obtemos que

KXTxY) 2 KXt xYH XT) @ K(X1)

Por outro lado, fazendo A := (X" xY*")/X* e B:=Y" obtemos que
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K(XTxYH)/ XN 2 K(Xtx YD /Xt Y e KT

Como K((XTxYH/XT YHXK(XxY)" +)=K(X xY), juntando tudo vem que

KXt x Y2 KXHaKYH)e KX xY)
donde a sequéncia (2.6) é separavel.

Seja agora =z € K(X) C K(X*) e y € K(Y) C K(Y"). Entao, pela primeira parte,
My e K(Xt xY™T) estd bem definido. Em virtude da sequéncia (2.6), x Xy pode ser visto
como elemento de K (X xY), visto que i*(xXy) =0, onde i : X — XT x YT é ainclusao
(e analogamente para Yt < X x Y1),

Para ver isso, considere as representacoes canonicas do corolario 1.3.17 dadas por z =
(€] = [0X] e y=[n] — [0Y]. Entdo

Ry =[ERn) — [0 Kn) - [ERO)] + [0, K6,)]
donde

FaRy) =@ ] -EC - [C"@ I ]+[C"eC" =0

visto que a fibra F ¢é isomorfa a C™. O

Exemplo 7. Um exemplo importante de aplicacao das ideias usadas nos resultados acima € o
espaco euclidiano R™ . De fato, a compactificacao de Alexandrov de R™ € a esfera S™. Assim,
seque da proposicao 2.4.7 que

KIS =KR")Y®Z
Teorema 2.4.11. Seja X espaco topologico localmente compacto. FEntao existe um homo-

morfismo o : K(R* x X) — K(X) tal que

(i) a € funtorial, isto é, para cada u € K(R?* x X) e cada aplicagio continua g: X' — X
(onde X' € outro espago topoldgico compacto), temos que
ax((g x Idg2)*u) = g*ax(u)

(17) se Y € outro espago localmente compacto, temos a sequinte regra multiplicativa, expressa

pelo diagrama comutativo
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KR x X)® K(Y) -5 KR2x X xY)
dax ®1d Loxuy
t

KX)®K(Y) -5  KXxY)

onde t e t' sao os produtos exteriores . Ou seja,

axxy (X n) =ax(§) Ky

(ii7) a(b) =1, onde b € a classe de Bott dada por b:= [E_] — [Eo] € K(S?), com E,, =
(71)*01 Uy (77)*01 e f(2) = z™. Aqui, denotamos por B* os hemisférios de S?,
7 BE x X — X projegio, m: S' x X — X projecio, S' = BTN B~ e Uy a
uniao quocientada em f: (77)*01|s1xx — Up(m™)*01|s1xx . Dito de outra forma, E,,
¢ o fibrado linha em S? definido pela funcdo de colagem f(z) = z™. Neste momento,

estamos presumindo que X = + ¢ um ponto. Como E_ e Ey tém mesma dimensao
1, entao b e K(S* {+}) = K(R?).

Demonstracao. Suponha inicialmente X compacto. Dado um fibrado vetorial n sobre X e
uma funcao de colagem f € Aut(w*n), onde 7 : S' x X — X é a projecao, podemos obter

um fibrado vetorial & sobre S? x X via

§i= (") U (x7)"n

+ §30 como no enunciado. Ocorre que o inverso também é verdadeiro. Dado um

onde as T
fibrado ¢ sobre S? x X | podemos obter uma representagao via (7, f) para algum fibrado 7

sobre X e alguma funcao de colagem f € Aut(n*n).

Além disso, como visto no exemplo 4, dada f € Aut(n*n), podemos formar uma familia
continua de operadores de Fredholm F' cujo indice s6 depende da classe de homotopia de f .

Desse modo, temos uma sequéncia de construgoes

E— (n, f)— Fr—indF

Dessa forma, obtemos um homomorfismo de semi-grupos Vect(S? x X) — K(X), que se
estende de forma tinica a um homomorfismo de grupos o’ : K(S? x X) — K(X). Valendo-
nos da demonstragdao do teorema 2.4.10, obtemos que K (5% x X) & K(R?* x X) & K(X).
Assim, K(R?x X) pode ser visto como subgrupo de K (S? x X). Restringindo ', obtemos o
homomorfismo a : K(R*xX) — K(X). A funtorialidade de a é consequéncia da proposigao
1.3.26.
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Aplicando para o caso em que X = + = ponto, temos «a(b) = o/[E_1] — o/[Ep]. Por
construgao, temos que o'[E,,] = —m € Z, em virtude do teorema 1.4.3, visto que a fungao de
colagem de FE,, é f(z) = z™. Isso prova (iii).

Para provar (ii), faz-se primeiro o caso X,Y compactos. Consideramos t(ax ® Id)(u ®

v) —axxy(t(u®v)) para u € K(R?*x X) e v € K(Y). Sem perda de generalidade, podemos

supor v = 1 = [#)], visto que todas as aplicagdes que surgem sao homomorfismos médulo
K(Y).

Pela funtorialidade de «, temos que p*ax(u) —axxy(p*u) =0,onde p: X XY — X ¢é
a projecao.

A definicio de a : K(R* x X) — K(X) para X localmente compacto segue sem difi-
culdades a partir do caso compacto via compactificacao de Alexandrov, tendo-se em mente a
decomposicao K(S? x X) 2 K(R? x X) @ K(X). O

O teorema 2.4.11 nos permite enfim demonstrar a seguinte versao do teorema de Bott, mais

geral do que aquela apresentada no teorema 2.4.2.

Teorema 2.4.12. (Periodicidade de Bott) Para todo espago localmente compacto X , temos
que o : K(R*x X) — K(X) € isomorfismo. Sua inversa 3 : K(X) — K(R? x X) € dada

pela multiplicagao exterior com a classe de Bott, ou seja, f(x) =bXx.

Demonstragao. Substituindo X por ponto e Y por X no item (ii) do teorema 2.4.11, ob-
temos, pondo b =& e z =17, que a(f(x)) = a(bXz) = ab) Xz =1X 2z =z, em que na

pentltima igualdade usou-se o item (i27) do mesmo teorema. Isso mostra que af = Id.

Seja agora u € K(R? x X). Mostraremos, de forma equivalente a multiplicar b pela
esquerda, que a(u) Kb =u, onde U := p*u e p: X x R? — R? x X inverte as coordenadas.

Do item (i) do teorema 2.4.11 com R? no lugar de Y, temos que a(u) Xb = a(uXb).

Em K(R?x X xR?) (que contém ulb), a aplicagao 7*, que corresponde ao levantamento

a partir da permutacgao

v: REx X xR? — R?x X xR?
(u, v, w) — (w, v, u)

é a identidade, visto que 7y é homotépico & identidade em R? x X x R?. Assim, temos que

a(u) b =a(uXb) =a(" (u®b) =abdXu) =ab(u) =1u

pela primeira parte. Isso mostra que Sa = Id.
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2.5 O Teorema do Indice de Atiyah-Singer

Relembremos que um operador pseudodiferencial eliptico sobre R™ de ordem k tem a

forma

(Pu)(o) = (2m) " [ e 9p(a, a6 de

em que u: R" — C™ é ('™ com suporte compacto e a amplitude p é uma funcao matricial

m X m cujo simbolo satisfaz

o(P)(z,§) := /\h_glow € GL(m,C) V £#0

Com uma condi¢ao adicional, chegamos a classe a seguir.

Defini¢ao 2.5.1. Denotaremos por Ell.(R™) o conjunto dos operadores pseudodiferenciais
elipticos em R™ de ordem 0 e cuja amplitude p(x,&) = Id para * ¢ K C R™ |, onde K ¢

um subconjunto compacto.

Considere P € Ell.(R™). Por um lado, como P é eliptico, ind P esta bem definido. Por
outro lado, existe um r > 0 tal que se |z| > r entao p(z,§) = Id,,, a matriz identidade
m x m. Consequentemente, se |x|+ [£| > 7, temos que o(P)(x,&) € GL(m,C). Desse modo,
P define uma aplicagao continua de rS**~! em GL(m,C) (onde S**~!' C R" x R" 3 (z,€)).
Por fim, sendo ind P = ind (P + Id), podemos supor que m > n.

A forma homotépica do Teorema de Bott (2.4.2) nos diz que o, _1(GL(m,C)) = Z, com o
isomorfismo dado por deg. Temos, portanto, dois invariantes discriminados para P: um deles
¢ o indice analitico ind P € 7Z; outro é o invariante topoldgico deg(o(P)(.,.)) € Z. Como
consequencia do fato de que o indice analitico depende apenas do simbolo e é um invariante
homotdpico, podemos enxerga-lo como uma fungao aditiva em my,_1(GL(m,C)). Analizando-
se o comportamento dessas aplicacoes sobre os geradores dos grupos de homotopia, obtemos
que ind(P) = xdeg(a(P)(.,.)).

Esse é um caminho mais intuitivo para a demonstragao do Teorema do Indice. Optamos
por seguir outro caminho, mais abstrato e baseado em K-teoria. Esse novo caminho apoia-
se no ferramental desenvolvido até entao e tem o ganho adicional de servir de base para a
demonstracao de versoes mais gerais do Teorema do Indice. Consideremos agora uma versao

mais geral da definigao 2.5.1:

Defini¢ao 2.5.2. Seja X uma C*-variedade Riemanniana orientada. Definimos Ell.(X)
como o conjunto dos operadores pseudodiferenciais elipticos de ordem 0 em X tais que P =
oV ¢eC®X), com supppNK =0, onde K € um conjunto compacto que depende apenas
de P. A mesma condi¢cao deve valer para o operador adjunto P*.
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Observagao 2.5.3. Se P € Ell.(X), entao o(P) define [o(P)] € K(TX) de forma natural,
e todo a € K(TX) pode ser obtido dessa forma.

Observagao 2.5.4. Se P € Ell.(R"), Q € Ell.(R™) ¢ R € Ell.(R¥), com m +k =mn e
P = Q#R (veja a defini¢ao 2.5.13), entao
(t) o(P) = 0(Q)#0(R)
(ii) [o(P)] = [0(Q)] K [0 ()]
(13i) ind P = (ind Q)(ind R)
Abaixo descrevemos uma definicao alternativa dos grupos de K-teoria via fibrado diferenca.
As nogoes algébrico-topolégicas nao definidas no texto podem ser encontradas em [8]:

Definig¢ao 2.5.5. Para Y localmente compacto, podemos definir alternativamente K(Y') usando
complezos de fibrados vetoriais com suporte compacto. Mais precisamente, utilizamos sequéncias

curtas

£:0—¢ -5 —0

onde €% e &' sao fibrados vetoriais sobre Y e « € isomorfismo de fibrados fora de um

subconjunto compacto de 'Y . Dizemos que
£:0—& 5t —0

77:O—>770i>771—>0

sao equivalentes se existe

C:0—¢ -5 —0

sobre Y x I com suporte compacto tal que §& = Clyxqoy € 0 = Clyxqy- As classes de equi-

valéncia formam um semigrupo C(Y) via

5@n:0—>50®n0ﬂ>51@n1—>0

com um sub-semigrupo Cy(Y') de complexos com suporte vazio, isto €, as aplicagoes de fibrados

sao isomorfismos sobre Y. Assim, a sequéncia

0— C(Y)/Co(Y) -5 K(YH) 55 K(+) — 0



80
¢ exata e separdvel (vide o lema 2.4.6), donde C(Y)/Cy(Y) = K(Y). A defini¢io de d é
como seque, onde d(§) € o chamado fibrado diferenca:

Escolha L compacto contendo K = suppf tal que K C L. Para estender £ a YT

o
trocamos pelo complexo equivalente cujos fibrados sao triviais em L\ L :

0— (%) o n 2219 (&) en—0

onde n € Vect(L) € escolhido de modo que (£'|1) ®n seja trivial. Como « € isomorfismo

em L\ L, (&%) @®n € trivial ao menos em L\ L.

Sejam T; : <§i|L\z> &) 77|L\Z — (L \ L) x C", i=0,1, trivializacoes com T, arbitrdario

e 0:=m0(adId).
Entao o fibrado

¢= (o) ((W \ E) x cn)

Ti

esta em Vect(Y') e podemos definir

d(€) = [¢"] = [¢']

Como dim(® = dim (!, temos que d(§) € K(Y). E possivel mostrar que d(&) independe
da escolha de n (ver, por exemplo, [18], p. 139). Por essa visdo, definimos

Observagao 2.5.6. Se X = R", temos que TX ' = (R*)" = §?" = ByU By, onde By e

B sdo os hemisférios da esfera, com By N Bs = S?"~ 1. Nessas condicoes vale

o(P)] = |67 | 07| — 0]
(P)
onde
o(P)( )+ 771 = {(2,0) : |o] + || = 1} — GL(n, C)
e r € suficientemente grande para que P$ = ¢ para toda ¢ com suppdN{z:|z|<r}=10.

Ja dispomos de todo o ferramental necessario para compreender e demonstrar o Teorema

do Indice:
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Teorema 2.5.7. (Teorema do Indice de Atiyah-Singer) Para todo P € Ell(R™), temos que

ind P = (—1)"a"([o(P)])

onde

o K(R™) = K(R") > Z

€ 0 homomorfismo periddico produzido pela iteracdo de

ax  K(R* x X) — K(X)
(dada pelo teorema 2.4.11) para X = R?>"—D R2=2)
Demonstracao. Para X localmente compacto, temos o diagrama comutativo

El.(X) 29 krx)

ind \ \/ind
Z

Aqui o indice analitico estd definido em FEll.(X), é aditivo, visto que ind F &G = ind F +
ind G, e s6 depende da classe de homotopia de o(P). Assim, para X = R", em que K(TX) =
Z, como consequéncia do teorema 2.4.12 em conjunto com a proposicao 1.3.24, a sobrejetividade

do fibrado diferenca implica que o indice é um miltiplo do isomorfismo periédico, donde

ind P = c,a"[o(P)]

para alguma constante ¢, que nao depende de P. Queremos provar que ¢, = (—1)". Para
isso devemos encontrar P € Fll.(R") com [¢(P)]=bK..XKbe K(R*), em que b € K(R?)
¢ a classe de Bott dada pelo item (i7i) do teorema 2.4.11, ¢ ind P = (—1)".

Mostremos que podemos nos restringir ao caso n = 1.

Se P=Q#R,com P € Ell.(R"), Q € Ell.(R™), R € Ell.(R¥) e m+k =n, entao

o(P) = o(Q)#0(R)
[o(P)] = [0(Q)] W [o(R)]
ind P = (ind Q)(ind R)

onde
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Q®Id —Id® R*
Q#R = .
Ide R Q*®Id
Assim, como a” é multiplicativo por construgao, temos que ¢, = (¢;)".

Seja m = 1. Isso implica que X = R e TX = R? = C. Entao b é representado, por

definicao, pelo complexo

0— 6% o) 05 —0
3 3
TX TX

Tendo em mente a sobrejetividade de o : PDif f, — Smbly , também podemos deformar
a aplicagao de fibrados ¢, que em (x,¢) é definido na fibra C por ¢(z,&) : 2z +— 2(z +1i€)7!,

para uma aplicagao vy com

W, =1 sele| =1
A, 7) = y(x,€) para A >0
W2, A0 seE£0

Para |z| < 1, colocamos explicitamente

im(z—1) 5 0
(& se ¢ >
x, &) =

V(. ¢) { 1 se £ <0

Desse modo, apés suavizacao, podemos representar v como o simbolo de um operador
pseudodiferencial 7" de ordem 0 em R, que é a identidade fora do intervalo [—1,1] e dentro
é igual ao operador de Toeplitz T := ¢™@DP + (Id — P) no circulo S* = [—1,1], onde

“+00 400
. v v
P: E AN E Ay2
v=0

V=—00

é o operador projecao. Por construcao, indT = indT , e, conforme o exemplo 2, obtemos que

indT = —W (™D 0) = —1

Assim, indT =—1 e ¢ = —1.
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Observagao 2.5.8. O Teorema de Atiyah-Singer possui uma vasta gama de aplicagoes, assim
como de extensoes a contextos mais gerais do que o aqui tratado. Tais aplicacoes, que vao desde
a Teoria dos Numeros (ver [9]) a realizagdes concertas em modelos fisicos através da chamada

Geometria Nao-Comutativa (ver [12] e [15]), fogem completamente ao nosso propdsito.
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