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Resumo da Dissertacdo apresentada a IM/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)
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Ana Maria Chaparro Castaneda

Novembro/2017

Orientador: Lacramiora Marianty Ionel

Programa: Matemaética

Apresenta-se, nesta tese, a nogao de calibracdo como uma p-forma fechada ¢

numa variedade Riemanniana X tal que
elv < Volly

para todo p-plano tangente orientado, onde denotamos por Vol a forma de volume
da variedade.

Uma subvariedade M de X de dimensao p que satisfaz

¢l = Vol

para todo x € M, se chama uma subvariedade calibrada por ¢. Estas nocoes foram
inicialmentee introduzidas por Harvey e Lawson em [{].

Nesta tese, consideramos alguns exemplos de calibragoes ¢, assim como suas subva-
riedades calibradas. Quando X = C", mostramos que a n-forma Re(dz; A...Adz,) é
uma calibracao. Neste caso, as subvariedades calibradas por esta calibragao se cha-
mam subvariedades Lagrangianas Especiais. Apresentamos exemplos de subvarieda-
des Lagrangianas Especiais em C? com grupos de simetria grandes, alguns dos quais
podem ser generalizados a C". A continuacgao, encontramos as condi¢oes necessarias
para que uma subvariedade de R™ de dimensao p tenha como fibrado conormal uma
subvariedade Lagrangiana Especial de R™ @ R™ = C". Por ultimo, provamos que a
3-forma ¢(z,y,z) = (x,yz) e a 4-forma 1) = *p sdo calibragoes em R”, onde * é o
operador Hodge. Além disso, provamos que a 4-forma ®(x,y, z,w) = (x,y X z X w)
¢ uma calibracdo em R® e mostramos a existéncia de subvariedades calibradas por

essas calibracoes.
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In this work, we present the notion of a calibration as a closed p-form ¢ in a

Riemannian manifold X such that
(,O‘V S VOl |V

for every oriented tangent p-plane V', where we denote by Vol the volume form of
X.
A submanifold M of X of dimension p satisfying

ol = Vol|r, i

for all x € M, is called a calibrated submanifold by ¢. This notions were initially
introduzed by Harvey and Lawson in [[].

In this work, we consider some examples of calibrations ¢ as well as the calibrated
submanifolds by . For X = C", we show that the n-form Re(dz; A ... A dz,) is
a calibration. The calibrated submanifolds by this calibration are called Special
Lagrangian submanifolds. We present examples of Special Lagrangian submanifolds
in C?* with big simmetry groups, some of which can be generalized to C". Next, we
find necessary conditions for a submanifold of R™ of dimension p to have conormal
bundle a Special Lagrangian submanifold of R® & R® = C". Finally, we prove
that the 3-form o(x,y, 2) = (x,y2) and the 4-form 1) = xp are calibrations in R7,
where we denote by * the Hodge operator. Moreover, we prove that the 4-form
O(x,y,z,w) = (z,y X 2 X w) is a calibration in R® and we show the existence of

submanifolds calibrateed by these calibrations.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho tem como objetivo estudar as Geometrias Calibradas, que foram in-
troduzidas por Harvey e Lawson [[7], e apresentar varios exemplos de calibragdes e
subvariedades calibradas em espacos Euclideanos. Para isto precisamos de algumas
nogoes de geometria simpléctica que presentamos no capitulo 2.

Consideramos X uma variedade Riemanniana. Uma p-forma fechada ¢ se chama
calibracao se

Q0|V S VOlV (11)

para todo p-plano tangente orientado V em T, X, para todo x € X. Uma subvarie-

dade p-dimensional M de X que satisfaz

30|TZM = VOZTIM (12)

¢ chamada de subvariedade calibrada por ¢ ou uma ¢-subvariedade.

No capitulo 3 provamos o importante fato que as subvariedades calibradas sao ab-
solutamente minimizantes de volume na sua classe de homologia e apresentamos
alguns exemplos simples de calibragoes e as suas subvariedades calibradas corres-

i
pondentes. Nesse sentido, mostramos que se w = §(d751 Ndz + ...+ dz, NdZ,) é

k
. w - . -
a forma Kéhler em C", todas as formas — com k& < n sdo calibragoes e as sub-

variedades calibradas sao precisamente asklir—subvariedades complexas em C". Em
seguida, mostramos que a forma Re{) é também uma forma de calibracao em C",
onde Q = dz; A...\dz, é a forma de volume em C". As subvariedade calibradas por
essa calibragdo sao chamadas de subvariedades Lagrangianas Especiais (LE)
e serdo o nosso objeto principal de estudo nesse trabalho. Aqui mostramos uma
caracterizagao ttil de uma subvariedade Lagrangiana Especial que explica também
o seu nome. Uma subvariedade Lagrangiana Especial L em C" é uma subvariedade
Lagrangiana i.e. w|;, = 0, que satisfaz a condigdo extra ImS)|, = 0.

No final do capitulo 3 apresentamos a equacao diferencial dos LE. Mais precisa-



mente, o grafico de uma F : R® — R" é LE em R** = C" se e somente se F' = Vf,

para alguma funcao f : R™ — R que satisfaz a EDP:
Im{detc(I +iHess f)} =0 em C".

Para essa EDP nao linear ¢ dificil de achar solugoes. Uma ideia iniciada por Harvey
e Lawson (Ver [7]) é de buscar solugoes altamente simétricas, i.e LE invariantes
sobre agoes de certos grupos que agem em C". Nos seguintes capitulos, estamos
seguindo essa ideia para apresentar alguns exemplos de LE com simetrias em C"
obtidos por H-L. Nos seguintes capitulos, apresentamos alguns exemplos de LE de

cohomogeneidade um em C™, usando técnicas de aplicagdo de momento.

No capitulo 4 introduzimos a Aplicacao de Momento de uma agao de grupo

de Lie numa variedade e calculamos alguns exemplos classicos.

O Capitulo 5 é dedicado ao estudo das subvariedades LE em C"™. Depois de
descrever as subvariedades LE em C! e C2, nos concentramos na classificacio das
subvariedade LE de cohomogeneidade um em C?; seguindo [8].

Assim, queremos estudar subvariedades Lagrangianas especiais de C" com grupos
de simetria grandes. Para isto, usamos alguns resultados das equacoes diferenciais,
como o Teorema de Cauchy-Kowalevsky e o Teorema de Cartan-Kéahler, e inclui-
mos a constru¢ao de subvariedades especiais Lagrangianas que contém (m — 1)-
subvariedades reais analiticas de C™. Para fazer isto, mostramos que se N é uma
subvariedade Lagrangiana com grupo de simetria GG entao a aplicagdo de momento
de G é constante em N.

Depois estudamos subvariedades Lagrangianas especiais com cohomogeneidade um
N em C™, onde as érbitas do grupo de simetria G C SU(m) x C™ tem codimensao
um em N. Relacionamos a noc¢ao de subvariedade Lagrangiana especial com uma
ODE sobre as G-6rbitas que dependem de ¢, e resolvendo esta equagdo encontramos
exemplos de subvariedades especiais Lagrangianas em C3.

No capitulo 6 determinamos as subvariedades p-dimensionais de R™ cujo fibrado
conormal é subvariedade Lagrangiana especial em R” @& R™ = C". Mostramos que
se MP C R™ é uma subvariedade entao N*M C T*R"™ = C" é LE se e somente se
M for austera, ou seja, os polindmios simétricos nos autovalores da segunda forma
fundamental de M em cada dire¢ao normal se anulam.

No capitulo 7, apresentamos 2 formas de calibracio em R”, a 3-forma o(z,y,2) =
(x,yz) onde z,y,z € R” e a 4-forma ¢ = *p, onde * é o operador Hodge; e uma
forma de calibragao em R®, a 4-forma 9 (x,y, z, w) = §<x(§z — 2(gx),w)), estuda-

mos seus planos calibrados e mostramos a existéncia de subvariedades calibradas



por elas. Relacionamos essas formas com os grupos excepcionais de holonomia G5 e

Spm7



Capitulo 2

Preliminares de Geometria

Simpléctica

Nesta secao presentamos as nogoes de Geometria Simpléctica necessarias para definir
as subvariedades Lagrangianas especiais. Para isto, definimos formas simplécticas,
descrevemos algumas de suas propriedades basicas e introduzimos exemplos, tais

como o fibrado cotangente. O material nesta secao se encontra em |[].

2.1 Espacos Vetoriais Simplécticos

Consideremos o espago vetorial C™ com forma hermitica

(2,2') =X\ Z,7Z; (2.1)

77

onde Z = (Z1,....Zm), (Z1,..., Z!)) € C™ (notemos que a forma ¢é anti-linear na
primeira entrada e linear na segunda). Decomponhamos isto nas partes real e ima-
gindria:

(Z,7"y =(2,7") —iw(Z,Z"). (2.2)
A parte real é o produto estdndar (estrutura Euclidiana) de C™ = R™ x R™,
(2,2") =3 (XX, + YY) =X - X' +Y Y/,

¢ uma forma (real) bilinear simétrica ndo degenerada. A parte imagindria define

uma forma bilinear (real)
W(Z,2') = S (XY, = X;Y)) = X'-Y =X .Y’

que é alternada, ou seja, que w(Z', 7Z) = —w(Z, Z"). Para escrever estas férmulas,

temos decomposto o vetor complexo de C™ como
Z=X+1Y, X,Y e R™

4



e temos usado o produto escalar X -Y de R™. A forma w é nao-degenerada também,

pois
w(X,Y)=0paratodo Y = X =0.
Mais geralmente,

Definicao 2.1. Seja E um espago vetorial real. Uma forma simpléctica em E €
uma forma bilinear alternada ndo degenerada. Um espaco vetorial munido de uma

forma simplética € dito um espaco vetorial simpléctico.

2.2 Bases Simpléticas

Fixando uma base complexa unitaria (e; ..., e, ) de C™, ou seja, tal que (e; ..., en)

formam uma matriz unitéria, escolhemos f; = —ie;, de modo que

(617"'76m7f17---7fm)

forme uma base do espaco real C™ = R?™, Avaliando w nessa base, obtemos

w(e;, ej) = Imle;,e;) =Imd; j =0, (2.3)
w(fi, f;) = Im(ie;, ie;) = Im(e;, e;) =0, (2.4)

e
w(ei, fJ) = Im(ei, —i€j> = R€<€i, €j> = 51'7]‘. (25)

Inspirados nestas propriedades, fazemos a seguinte defini¢ao

Definicao 2.2. Uma base (e1,...,em, f1,.-., fm) de um espago vetorial simpléctico

chama-se uma base simplética se
w(ei, fj) = 0ij e w(ei,e;) =w(fi, f;) =0 para todo i e j.

A seguinte proposicao proporciona a existéncia de bases simpléticas em todos os

espacos vetoriais simpléticos.

Proposicao 2.1. Seja w uma forma simplética num espaco vetorial de dimensdo
finita E. Eziste uma base (e1,...,€em, f1,..., fm) de E tal que w(e;, f;) = 6;; e
w(e,-, 6]') = W(fi, f]) = O

Para a prova desta proposi¢ao ver [[l]. Em particular, a dimensao de E é um

nimero par e esta é o unico invariante por isomorfismo de (E,w).



2.3 Variedades Simplécticas

Definicao 2.3. Uma wvariedade simpléctica é uma variedade diferenciavel M
dotada com uma 2-forma w fechada e ndo degenerada, ou seja, uma forma ndo
degenerada alternada bilinear w, em cada espago tangente T, M. Notamos que uma

variedade simpléctica tem dimensao par.

Por exemplo, C" com coordenadas z; = x; + iy; para j = 1,...,n com a forma

simpléctica que temos considerado até agora, como forma diferencial

wzzn:dyj/\dxj

j=1

Esta é uma forma diferencial erata (a diferencial de uma forma de grau 1):
w=d(>, ydr;) =d(Y - X)

A forma A =Y - X chama-se forma de Liouville.

Definicao 2.4. Sejam (M, w;) e (Ma,ws) variedades simplécticas de dimensao 2n,
e seja g : My — My um difeomorfismo. Entao g é um simplectomorfismo se

* J—
g Wy = wr.

Teorema 2.1. (Teorema de Darbouz) Seja (M,w) uma variedade simpléctica, e
seja p qualquer ponto em M. Entdo podemos encontrar um sistema de coordenadas

(U, 21, ooy Ty Y1,y -5 Yn) centradas em p tais que em U
n
w= Zd% A dy;.
i=1

A demonstracao deste Teorema encontra-se em [d].
O Teorema de Darboux classifica as variedades simplécticas localmente sob simplec-
tomorfismos. Uma consequéncia dele é que a dimensao é o Unico invariante local
de variedades simplectomorfas sob simplectomorfismos. Assim como uma variedade
n-dimensional se parece localmente com R"™, qualquer variedade simpléctica de di-
mensdo 2n se parece localmente com (R?*",w). Ou seja, toda variedade simpléctica

(M?",w) é localmente simplectomorfa a (R*",w).

Definic¢ao 2.5. Uma Variedade Complexa de dimensio (complexa) n é um con-

junto M com um atlas complexo completo
A={(Us, Vo, 00),a € T}

onde I é um conjunto de indices, M = UU,, 0s 1, ’s sao subconjuntos abertos de

C", e as aplicagoes ¢, : Uy, — Vo G0 lais que as aplicagoes de transicao Y.z Sao

6



biholomorfas como aplicagoes em subconjuntos abertos de C", ou seja, 1op € uma

bijecio e Yap e @D;ﬁl sao holomortfas.
Definicao 2.6. Seja V' um espaco vetorial. Uma estrutura complexa em V ¢é
uma aplicacao linear

J: V=V com J*=-Id

O par (V,J) chama-se de espago vetorial complexo.

Uma estrutura complexa J é equivalente a uma estrutura de espago vetorial
sobre C se identificamos a aplicacdo J com a multiplicagao por /—1. Além disso,

da equagao (22) segue que
(JZ,2') = Re(JZ,Z') = Re i(Z,Z) = —Im{Z,Z') = w(Z,Z))  (2.6)

Definicao 2.7. Uma estrutura quase complexa numa variedade M € um campo

suave de estruturas complexas nos espagos tangentes:
v J, T,M — T, M linear, e Jf = —1Id.

O par (M, J) se chama uma Variedade Quase Complezxa.

Definigao 2.8. Seja (M, w) uma variedade simpléctica. Uma estrutura quase com-

plexa J em M se chama compativel se

2 3gy  ToM x ToM — R

9z (u,v) = wy(u, Jpv)

¢ uma métrica Riemanniana em M.

Definigao 2.9. Seja M uma variedade compleza. Uma forma Kdhler w em M ¢
uma forma simpléctica compativel com a estrutura complexa. Chamamos a (M,w)

de subvariedade Kdhler.

2.4 Subespacos Lagrangianos

Consideramos (C",w) como variedade simpléctica e notamos por F* o ortogonal
Euclideano do subespaco real I de C" e por F o seu ortogonal simpléctico (ou seja,

com respeito de w). Como w é nao degenerada, se tem
(F)Y=F e dimF + dimF° = 2n = dimpC"

Definigao 2.10. Dizemos que o subespaco F € isotrépico se F C F e co-isotrépico
se FOC F.



Por exemplo, uma linha real é sempre isotropica, pois fica no seu ortogonal que
¢ um hiperplano co-isotrépico. Notamos que F é isotrépico se e somente se FO é
co-isotrépico, e que a dimensao de um subespago isotrépico ¢ menor ou igual a n, a

metade da dimensdo de C™.

Definicao 2.11. Os subespacos isotropicos de dimensdo maximal n se chamam La-

grangianos.

Por exemplo, R" C C" é um subespac¢o Lagrangiano. Mais generalmente, um
subespaco gerado pela metade de uma base simpléctica é Lagrangiano. Reciproca-
mente, se ' é um subespaco isotropico de dimensao k < n, é possivel completar
qualquer base (ey, ..., ;) de F' numa base simpléctica e assim obter um subespago

Lagrangiano que contém F.
Lema 2.1. Um subespaco real P de C" é Lagrangiano se e somente se P+ = iP.
Demonstragcdo. Obtemos este resultado do seguinte calculo:
w(Z,2Y=0&Im(Z,Z") =0
& Re(Z,i2") =0
& (Z,iZ2') = 0.
m

Lema 2.2. Seja P um subespago Lagrangiano de C" e (x1,...,x,) uma base orto-
normal deste subespago real. Entdo (xq,...,x,) € uma base complexa unitdria de C™.
Reciprocamente, se (x1,...,x,) € uma base unitiria de C", o subespago real que ele

gera é Lagrangiano.

Demonstragio. Se (Ej, ..., E,) é uma base ortonormal do Lagrangiano P, o lema
anterior garante que a base (Ei, ..., E,,iE,..., E,) é uma base complexa de C".

Além disso, temos
(Ei, Ej) = (B, Ej) — iw(E;, Ej) = 03,
logo ela é uma base unitaria. O]

Definigao 2.12. Seja (M, w) uma variedade 2n-dimensional simpléctica. Uma sub-
variedade Y de dimensaon de M é uma subvariedade Lagrangiana se, em cada

p e Y, T,Y éum subespaco Lagrangiano de T,M, ou seja, wy|r,y = 0.

Observacao 2.1. Fquivalentemente, se v : Y — M ¢é a aplica¢do inclusao, entao

Y ¢ Lagrangiano se e somente se i*w =0 e dimY = idz’mM.



Lema 2.3. Suponhamos que 0 C R™ ¢ aberto e f : Q — R™ é uma aplicagdo
de classe C*. Seja M o grifico de f em C* = R™ + iR". Entdo o grdifico de M
¢ Lagrangiana se e somente se a matriz Jacobiana ((0f'/0x;)) € simétrica. Em
particular, se 2 € simplesmente conexo, entdo M ¢é Lagrangiana se e somente se

f=VYF ¢o campo gradiente de alguma fungdo potencial F € C*(Q).

Demonstragio. O espago tangente ao grafico no ponto (z, f(x)) é o grafico de (df ).,
o diferencial de f no ponto x. Entao (df), : R* — R™ é linear e seu grafico é da
forma Graf(df). = {y+i(df).(y) : y € R"}. Veremos a continuagao que Graf(df ).
¢ um subespaco Lagrangiano se e somente se (df), é um endomorfismo simétrico.

Com efeito, por defini¢gao, Graf(df), é Lagrangiano se
Vu,v € R, w(u+i(df).(u), v+ i(df).(v)) =0
Temos

w(u+i(df)z(u), v +i(df)2(v)) = =Im(u + i(df )e(u), v + i(df )z (v))
= w(u,v) + w((df)o(u), (df )2(v))
+ ((df)a(u), v) = (u, (df )2(v))
= ((df)a(u), v) = (u, (df)x(v))

pois R"™ é Lagrangiano. O subespago Graf(df), é Lagrangiano se e somente se a
ultima expressdo se anula para todos u,v € R™, ou seja se e somente se (df), é
simétrica.
8_> é simétrica para todo x se e somente se
T
j
a forma diferencial >’ f;dz; sobre R™ é fechada ou, equivalentemente, exata, se

Pelo Teorema de Schwarz, a matriz (

for simplesmente conexo. Assim,

F
fi= 0 , ou seja [ =VF.
Gmi

2.5 Forma Simplética no Fibrado Cotangente

Nesta secao introduzimos a forma canoénica no fibrado cotangente de uma variedade

diferencidvel.



Fibrado Cotangente

Seja X uma variedade diferencidvel n-dimensional e M = T*X seu fibrado co-

tangente. Se a estrutura da variedade em X se descreve por cartas coordena-

das (U,x1,...,2,) com x; : U — R, entdo em qualquer x € U, os diferen-

ciais (dxy)g, ..., (dz,), formam uma base de T;X. Assim, se £ € T/ X, entdo

€ =>r,¢&(dz;), para alguns coeficientes reais &1, . . ., &,. Isto induz uma aplicagao
T"°U — R*"

(2,8) = (1, .., Tn, &1y o5 6n)-

A carta (T*U, xq,...,Tn, &1, ..., &) € uma carta coordenada para T*X; as coorde-
nadas x,...,x,, &1, ..., &, sao as coordenadas cotangentes associadas as coorde-
nadas z1,...,x, em U. As fungoes de transicdo na sobreposicido sao suaves: dadas

duas cartas (U, x1,...,z,), e U 2, ...,2),and x e U NU’, se £ € T X, entdo
n 8x2
=2 im &ldri)e =325 & <%> (dz}),
J

a’;.
onde & = Y& <a—f> é suave. Portanto, T*X ¢ uma variedade diferenciavel 2n-
T’

J
dimensional.

Formas Tautolégica e Candénica em Coordenadas

Seja (U, x1,...,x,) uma carta coordenada para X, com coordenadas cotangentes

associadas (T"U,x1, ..., ZTn, &1, .-+, &) Definamos a 2-forma w em T*U por
W = Z?:l dl’z N d&

Para confirmar que esta definicdo é independente das coordenadas, consideramos a

1-forma em T*U

o = Z?:l fzdﬂ')l

Claramente, w = —da.
Afirmagao A forma « é intrinsecamente definida (e portanto a forma w também é

intrinsecamente definida).

Demonstragio. Seja (U, x1, ..., Tn, &1, .., &) € (U 2, oo 2l &, ..., &) duas car-
tas coordenadas cotangentes. Em U NU’ os dois conjuntos de coordenadas se rela-

. oz
cionam por & = > . & (gzj) Como dr; = 3 < ]> dz;, temos

8xi
=) Gdr; =), §da = o
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A 1-forma a se chama forma tautolégica ou 1-forma de Liouville e a 2-
forma w se chama forma candnica simplética.
Seja S uma subvariedade k-dimensional de uma variedade Riemanniana n-

dimensional X.

Definicao 2.13. O espaco co-normal em x € S €
NS ={(eT;:X|{(v) =0, para todo v € T,S}.
O fibrado co-normal de S é
N*S ={(z,§) e T*X|z € S,§ € N;S}.

Proposicao 2.2. Para qualquer subvariedade S de uma variedade X, a imersao
canonica de seu fibrado conormal N*S em T*X ¢é Lagrangiana com respeito da

estrutura simpléctica natural em T*X.

Demonstragao. Seja i : N*S — T*X a inclusdo, e a a 1-forma tautologica em 7% X.
Entao

Fa = 0.

Seja (U, x1, ..., T,,) um sistema coordenado em X centrado em = € S e adaptado a S
tal que U N S se descreve por o1 = ... = &, = 0. Seja (T*U, z1, ..., xp, &1y .., &p) O
sistema, coordenado cotangente associado. A subvariedade N*S NT*U se descreve
por

Thp1 = =2, =0 e & =..=§&=0.

Como a = > &dx; em T*U, concluimos que, em p € N*S,

(") = aplr,ves) = > &daila =0

1>k

Z;

Onde A é o conjunto gerado por {88 11 < k} n
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Capitulo 3
Geometrias Calibradas

Nesta secao introduzimos as nog¢oes principais do trabalho, ou seja, calibragao e
subvariedades calibradas, seguindo o artigo de Joyce [8]. Presentamos exemplos e
mostramos a propriedade de que as subvariedades calibradas minimizam o volume

absolutamente na classe de Homologia.

3.1 Forma de Volume Induzida pela Métrica

Definicao 3.1. Seja M uma variedade orientada. Definimos uma forma de vo-

lume w € Q" (M) como uma forma (de grau mdximo) que nunca se anula.

Exemplo 3.1. Consideremos (R", xq,...,z,) com a métrica usual. Assim, Ereie

T
a / / A
61,...,8— = e, € uma base do espago tangente, onde {ey,...,e,} € a base cano-
Ly
nica de R™. Para que uma forma w seja uma forma de volume, queremos que
0 0 . 9, .
w| =—,....,— | =1 pois os vetores —, ..., —— formam um paralelepipedo retan-
o0xq o0x,, 0xy ox,,

gular de volume 1. Portanto a forma w = dxi A ... Ndzx, € a forma de volume em
Rﬂ,
Sejam Y1, ..., Y, campos vectoriais em R™. Usando os vetores da base canonica es-

crevemos Y; = 2?21 ajej. Entdio
w(Y1,...,Y,) = (detA)w(ey, ..., e,) = detA,

onde A = (a;;).

Seja M™ uma variedade orientada e g uma métrica Riemanniana. Mostramos que
a métrica induz uma forma de volume. Com efeito, seja A = {(U, ¢)} um atlas de
orientacdo, ou seja que para todo o1, s € A temos detd(p, op;) > 0. Consideramos

p € M e {e,...e,) } uma base ortonormal positiva (ou seja que gy(e;, €j) = ;).

Nas coordenadas locais (U, x1, ..., ), temos = a;je;, para ¢ = 1,...,n, usando

ilp

12



a convencao de indices de Einstein para a soma. Calculamos os coeficientes da

matriz determinada pela métrica.

(p) 0 0 ( )
i = a5 | = 9\Gi€, Apm€m
VY g oz, Oz glaié€y, ag

= aila'kmg(ela em) = ailakmcslm

= QA -

Notando por A = (a;; € Gl(n : R)) e G = (g;;), o calculo anterior mostra detG =
(detA)?.

Por definicao, a forma de volume deve ter grau maximo, logo ela é da forma
Vol = fdz' A ... Ndx™

Queremos Vol(ey, ...,e,) = 1. Logo

0 0
VOl (a—xl

9 seey P —
» oz, »

> = d€tAVOl(€1; ey e”)
= detA.

Assim, f = detA = VdetG.

Definicao 3.2. Deﬁm’mos a forma de volume da variedade Riemanniana (M, g)
na vizinhang¢a (U, x1, ..., z,) por Vol = \/det(g;;)dz* A ... A dz™.

Observagao 3.1. A forma de volume Vol estd bem definida em todo M. Conside-

remos as novas coordenadas (V,yt,...,y") € A, comUNV # 0, e queremos mostrar

que
det(hij)dy' A -+ A dy",
o 0 ) 4 N o
onde hiyj = g | ==, == |. Seja ' =19~ oy a aplicagao de transicao entre U e V.
oyt Oyl
Entao
0", - y")
At A ANdyt = 20T Tl A oA de™
Y Y d(zt, ..., x") ‘ v

= Jdz' N+ Adz"

13



4 = ayki obtemos
ort Ozt Oyk

0 0
1 n __ 1 n
\/det(gij)dx A - ANdx" = Vol (@’m’&n") dx™ N\--- Ndx
oy* %) oN\1
=det|( = | Vol | =—,...,— | =dy" A--- Ndy"
‘ (3901) ’ (6’@/1’ ’6’y”) 7Y ’

= \/det(hy;)dy' A -+ A dy".

Usando o fato que

3.2 Calibracoes

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana orientada. Um k-plano orientado tan-
gente V em M é um subespaco vetorial V' de algum espaco tangente T, M de M
com dimV = k, equipado com uma orientacao. Se V' é um k-plano tangente orien-
tado em M entdo g|y é uma métrica Euclideana em V', de modo que combinando
gly com a orientagao em V obtemos uma forma de volume natural voly em V| que

é uma k-forma em V.

Definicao 3.3. Seja ¢ uma k-forma fechada em M. Dizemos que ¢ é uma cali-

brag¢do em M se para todo k-plano orientado V- em M temos ¢|y < voly .

Observacao 3.2. Neste caso |y = a-voly para algum o € R, e ply < voly se a <

1; além disso, se {vq,...,v,} for uma base ortonormal de V', entio p(vq,...,v,) < 1.

Estamos interessados nos k-planos V' onde a desigualdade fica igualdade, esses
se chamam os planos calibrados por ¢; nos interessa se uma distribuicao de k-planos

calibrados em M ¢ integravel, o seja se existem subvariedades calibradas por .

Definigao 3.4. Seja N uma subvariedade orientada de M com dimensdo k. Dize-
mos que N é uma subvariedade calibrada ou ¢ — subvariedade se @|p,n = voly, N

para todo x € N.

Definicao 3.5. Seja X uma variedade Riemanniana, e p uma p-forma diferencidvel

em X. Entao em cada v € X, definimos a comassa de ¢ por
llollt = sup{{pz, &) : & € um p-vetor unitdrio em x}.
Além disso, se A € um subconjunto de X, definimos a comassa de ¢ em A por
ol = supazealloll;

No seguinte resultado usaremos a desigualdade de Hadamard, que diz que se N

¢ uma matriz com colunas v;, entdo |det(N)| < [T, vl

14
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Teorema 3.1. A forma e wm ¢ uma calibracao em C™ para todo k <n

e suas subvariedades calibradas sdo as subvariedades complezas de dimensio k em
Cn.
Demonstragio. Sejam V' C C"™ um subespaco real linear de dimensao real 2k e

(v1,v9,...,Uy) uma base de V. Queremos provar que
|wF (v, ..., var)| < K Voly (vy,. .., var,)

com igualdade se e somente se V' é um subespago complexo linear de C™.

Seja (-,-) o produto Hermitico em V', com parte real (-,-) e parte imaginaria w =
w(-,+). Observemos primeiro que ambos lados da desigualdade encontrada ficam
multiplicados por det A se transformamos (vy, ..., vy) com A € Gl(2k,R) em outra
base de V. Logo somos livres de escolher uma base conveniente para V.

Sejam v, w € C" vetores ortonormais unitarios com respeito a (-, -). Entao

wv,w) = (Ju,w) € [-1,1] e

w(v,w) = £1 se e somente se w = £Jv.

Isto mostra a afirmacao no caso k = 1.

No caso geral observamos que a restricao de C* a V' é dada por um endomorfismo
anti-simétrico A de V. Pelo teorema espectral, é possivel escolher uma base tal
que a matriz anti-simétrica tem forma de bloco diagonal usando uma transformagao
especial ortogonal. Especificamente, A pode-se escrever na forma A = QXQ7 onde

Q@ ¢ ortogonal e

[0 A 0 0 0 0]
Y 0 0 0 0
0 0 Ay 0 0 0 0
0 0 —X 0 0 0 0 0
3N =

0 A O

“A 0

0 0 0
0 0 0 0 -+ 0 00 -0

para A reais, tais que i\, —iAq,iAg, —1 Ao, ... s80 os autovalores da matriz. Logo

existe uma base ortonormal (vy,...,ve) de V' e nimeros reais ay, . . ., a; tais que
A(Ugjfl) = a;Uy; € A(Ugj) = —Q;V25-1.
Pela desigualdade triangular a; = w(vgj_1,v2;) < |lw|| = 1, logo |a;] < 1 com

igualdade se e somente se vy; = +Jvy;_;. Portanto
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|wF (1, .. von)| = k! Jay - a| < k=K Voly(vy, ..., va)

com igualdade se e somente se V' é um subespago linear complexo de C™.
Encontraremos as subvariedades calibradas no caso n = 2. Consideremos
(C%* 1,g,w). Mostraremos que as subvariedades calibradas por w sdo as curvas
holomorfas, ou seja, as subvariedades complexas em C2.

Estamos considerando (CQ, 21,29) cOM 27 = T + iy € zp = u + iv. Agora, deno-
tamos por M? as subvariedades calibradas por w. Suponhamos que localmente M?
é o grafico de uma funcao F : R? — R2. Em particular, suponhamos que podemos

escrever M como

M? = graf(F) = {(z,y, u(z,y),v(z,y)) : (v,y) € R*},

onde dx A dy # 0. Por defini¢ao, M é calibrada por w se e somente se w|y = vol|y.

A forma w|y, se escreve como

wly = dx A dy + du(z,y) A do(x,y) (3.1)
=dr ANdy + (%dm + Z—Zdy) A (%dm + g—Zdy) (3.2)
:dx/\dy—i—%g—de/\dy+g—Z%dy/\dx (3.3)
= <1+%g—;—g—zg—2) dx N dy. (3.4)

Por outra parte, a métrica em C? se escreve como

g=dz10dz +dzodz,
= (dz +idy) o (dx — idy) + (du + idv) o (du — idv)
= d2® + dy* + du® + dv®.

ou ou ov
Agora, escrevemos a métrica restringida a M. Notamos u, = —, 4y = —, Uy = ——
ox dy ox
ov
e v, =—.
Y ay

gy = d® + dy? + (updz + u,dy)® + (vedx + v,dy)?
=d2z*(1 + v + v?) + dy* (1 + ui + 1)5) + 2dzdy(uzw, + vv,)

Portanto, a matriz da métrica é

O L+ u 4+ 02 gy + v,0y
Ug Uy + VyUy 1+u§—|—v§
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Logo
detG = (1 +ul + 02) (14 ul + v)) — (ugtty + vyvy)?

Vol|y = ¢(1 +u2 4 02)(1+ 12 4 02) — (et + 0,0,)2dz Ady — (3.5)

Como dx A dy # 0, das equagoes (B) e (B33) temos que w|y = volys se e somente
se
(14 ugvy — uyv,)” = (1 +ul + ) (1 +u) + v)) — (Ugty + vo0y).

Um céalculo mostra que isto se tem se e somente se

0= (uz — vy)Q + (uy + vz)z

Logo u, = vy e uy, = —v,. Ou seja, I satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann.
Portanto temos que as subvariedades calibradas por w sao as curvas holomorfas em
C2. O
Teorema 3.2. A forma o = Ref) é uma calibra¢do em C™, onde Q = dzy \---Ndz,,

¢ a forma de volume em C" com métrica g;; = 0;;.

Demonstragio. Seja V um k-plano orientado tangente na variedade C™ e denota-
mos por €1, ...,E, uma base ortonormal orientada de V. Consideramos os vetores
(€15 .oy Em, I€1, ..., 18, ) € a aplicagdo linear A : C™ — C™ definida pelas imagens dos

vetores da base canonica:
A(Gj) = Ej, A(Z€]) = iEj

(entdo A é linear complexa). Como a forma que corresponde ao determinante com-
plexo é (), temos
Qeq, ..., em) = detc(A)

Seja = Im()). Pela desigualdade de Hadamard temos que
a(V)2+B(V)2 = |QV)|? = |detc(A)]? < |er|. Jen|?lie .. |iga|* = VoI (V)?,

com igualdade se e somente se (g1, ..., &, i€1, ..., i€, ) € um sistema ortogonal. Por-
tanto

a(V) < Vol(V)

A igualdade se tem se e somente se V ¢ Lagrangiano, ou seja, se

(€1, ey Em, €1, ..., 1€, for um sistema ortogonal, e escrevendo V' = A(e; A ... A ey,),
detc(A) = a(V)+ip(V) = 1. O

Um m-plano V em C™ se chama Lagrangiano especial se V ¢é Lagrangiano e
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V = AR", onde A € SU,. A demonstragao anterior nos permite concluir o seguinte

Corolario 3.1. Seja V' um m-plano orientado em C™. Entdo V ou —V ¢é Lagran-

giano Especial se e somente se
(i) V' é Lagrangiano
(ii) BV = ImQ(V) = 0

De aqui para frente, consideramos C™ com coordenadas complexas (z1, -+ , zp),

7
estrutura complexa I, métrica g = |dz;|? + -+ - + |dzp|?, w = §(dzl ANdz+ -+
dzm N dzZp), a 2-forma real w = E?Zl dy; N\ dz;j e a forma de volume, ou seja, a

m-forma complexa Q = dz; A--- Adzy,

Definicao 3.6. Seja L uma subvariedade real orientada de C™ de dimensdo real
m. Dizemos que L é uma subvariedade especial Lagrangiana de C", se L é

calibrada com respeito de ReS.

Observacao 3.3. Como Imf) é também uma n-forma, dizemos que L é uma sub-
variedade especial Lagrangiana de C™ com fase e, se L é calibrada com respeito de
cosf ReS) 4+ sinfImS).

Do corolario B e a definicao B obtemos a seguinte caracterizacao das subvari-

edades LE, que serd usada na maior parte do trabalho de aqui para a frente.

Corolario 3.2. Seja L uma subvariedade real orientada de C™ de dimensao real m.

Entdao L € uma subvariedade especial Lagrangiana de C™ de fase 1 se e somente se
(a) wlr =0
(b) ImQ|, =0

Exemplo 3.2. Encontramos as subvariedades Lagrangianas especiais M de C™ no

casom=1em=2.

(a) No caso m = 1, das equagdes w|y = 0 e Im€|y = 0 obtemos dy = 0. Entao,

M deve ser uma copia de R.

(b) Para o caso m = 2, consideramos (C?, (21, 22)) com coordenadas complexas
21 = x4+ 1y, 29 = u+1iv e 2-forma complexa 2 = dz; A dzy. Uma subvariedade
M de C? é Lagrangiana especial se ela é calibrada por Ref) e tem dimensao 2.
Pelo corolario B2, isto se tem se e somente se w|y = 0 e ImQ|y = 0. Nestas

coordenadas complexas, a forma w se escreve como

w=dx ANdy+ du A dv.
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Por outra parte, a forma I'mf) se escreve como

ImQ = Im[(dz + idy) A (du + idv)]
= Im[dx A du — dy A\ dv + i(dy A\ du + dz A dv)]
=dy N\ du + dx N dv.

Temos que w — iImQ|y = 0 se e somente se

0=dz ANdy+duNdv—i(dy Adu—+dzAdv)
= dx A (dy —idv) + idu A (dy — idv)
= (dx + idu) N\ (dy — idv).

Logo M é Lagrangiana especial se e somente se (dx + idu) A (dy — idv)|y = 0.

Seja J a estrutura complexa com coordenadas w, = = + iu, wy = y — v, tal

) 0 0 0
que J (%) = 5 eJ (8_y> =5 Como M pode se escrever localmente

como um grafico, consideramos
M = {(w, u, y(z,u), v(w,w) : (v,u) € U C B2},

onde I/ é um subconjunto aberto de R? e dz A du # 0. Entao dw; A dws|py =0

se e somente se

0 = (dz + idu) A (ydx + y,du — ivydr — iv,du)
= yydx N\ du — iv,dr A\ du + iy, du N\ dx + vedu A dx
= (Yo — Vp — i(vy + yz))dz A du,

ou seja, se e somente se y, — v, = 0 € v, + Yy, = 0. Assim, dwy A dws|pr =0
implica que se satisfazem as equacoes de Cauchy-Riemann para estas coor-
denadas, logo as subvariedades Lagrangianas especiais sao holomorfas com
respeito da estrutura complexa J.

A continuagao, vamos apresentar uma propriedade muito importante das sub-
variedades calibradas, que elas sao absolutamente minimizantes na mesma

classe de homologia.

Definicao 3.7. Uma subvariedade compacta com bordo H de dimensao k mi-
nimiza absolutamente o volume na sua classe de homologia se para qualquer
outra subvariedade H' tal que OH = OH' e H—H' for uma variedade orientada

k + 1 dimensional, temos
vol(H) < wol(H'")
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Teorema 3.3. Seja M"™ uma variedade Riemanniana com métrica g. Uma
subvariedade calibrada H* minimiza o volume absolutamente na mesma classe

de homologia.

Demonstragio. Seja H® C M™ uma subvariedade orientada, compacta (ou
seja fechada e com fronteira vazia) e calibrada por uma forma ¢ € QF(M).
Queremos ver que se H'* é outra subvariedade de M™ tal que 0H = 0H' e
[H — H') =0 em Hi(M;R) entao vol(H) < vol(H").

Como H ¢é uma subvariedade calibrada por ¢ temos que

o|lg = voly

Integrando obtemos

vol(H) = /H voly = /H - (3.6)

Além disso, dado que ¢ é uma calibragao, obtemos

ola < wvolg

Integrando obtemos

/ ") g/ voly = vol(H') (3.7)
a a

Agora, como [H — H'| = 0 em H(M;R), existe uma variedade L de dimensao
k+ 1 tal que
OLM' =H—-H'.

Joo= Jue= L

Pelo Teorema de Stokes temos que

/HSD_//SOZ/QLSD:/LCZSO:O.

pois ¢ ¢ uma calibragdo e portanto é fechada. Logo [ gP = ) ¢, Donde

Logo

vol(H) = /ngz /ltp < vol(H')

por (8M) e (B72). n
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3.3 Subvariedades Lagrangianas Especiais

como Graficos

Suponhamos que M é uma subvariedade Lagrangiana Especial de C". Lo-
calmente M pode ser descrita explicitamente como o grafico de uma funcao
sobre um plano tangente. Como todos os planos especiais Lagrangianos sao
equivalentes, sobre SU,,, ao plano (; = R", podemos considerar que M ¢é dada

como o grafico, em R" 4+ iR™ = C", de uma fungao y = f(z) onde z = = + iy.

Consideramos os polinémios elementares simétricos de n varidveis Xy, ..., X,

que notamos por ox(Xy, ..., X,,) para k =1, ...,n, e definimos por

on(X1, .., X,) = > Xj,...X;

1<i1<ge<...<jr<n

tal que oy (X, ..., X)) = 0 se k > n. Temos a identidade conhecida

()\ - XJ) =\" — Ul(Xla ...,Xn)>\n71 + O'Q(Xl, ...,Xn))\n72 + -
1

n

J
+ (=1)"0n(Xy, ..., Xi)

Essas relaciones entre as raizes e os coeficientes de um polinémio sao chamadas
de formulas de Vieta.

O polindmio caracteristico de uma matriz quadrada é um exemplo de
aplicagao das formulas de Vieta. As raizes deste polinémio sao os auto-valores
da matriz. Quando substituimos esses autovalores no polinémio elementar
simétrico, obtemos os coeficientes do polindmio caracteristico salvo seu signo,
que sao invariantes da matriz, em particular, a traca é o valor de o; e portanto
a suma dos autovalores. Similarmente, o determinante é o término constante

do polindmio caracteristico salvo o signo, e também o valor de o,,. (Ver [12])

92
Hessl = ((Zhiaxj))

a matriz Hessiana de F' : 2 — R e por ¢;(HessF') a j-ésima funcdo elementar

Denotamos por

simétrica de seus autovalores.

Teorema 3.4. Suponhamos que F € C*(Q) com Q C R™ aberto. Seja f = VF
o campo gradiente, e seja M o grdfico de f em C" = R"™ @ iR". Entio M

(com a orientagao certa) é Lagrangiana especial se e somente se
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Im{detc(Id +iHess(F)(z))} =0 VaxeQ (3.8)

Demonstragio. O espago tangente ao grafico de VF no ponto (z, VF,) é a
imagem do plano R™ sob a aplicagdo linear complexa A : C* — C" definida
por A = id + i(d*F),. A matriz associada a esta transformagao linear é
id + iHess(F)(z). Segue do Corolario B que M é Lagrangiana especial se e

somente se

Im{detc(ravitress(ry@)} = 0

se tem, para todo x € R"” Il
Observagao 3.4. Provaremos equivaléncia de (BR) e

[(n—1)/2]
(=1)*oors1(Hess(F)(x)) = 0, (3.9)

k=0

para ver a equagao (B8) como uma EDP nao linear.

Como a acao de SO,, em C", dada por g(z + iy) = gz + igy, preserva o
conjunto de n-planos Lagrangianos especiais, podemos substituir Hess(F') por
qualquer matriz da forma go Hess(F)og™! para g € SO,,. Em particular como
Hess(F) é simétrica, podemos assumir que ela é diagonal com autovalores
A1, ooy A Neste caso temos Im(dete (I +iHess(F))) = Im{[[_, (1 +i);)} =

S (=1)fogy, (Hess(F)). Como o primeiro e o tltimo termo sdo invariantes

por SO,, isto prova a equivaléncia de (B8) e (Bd) em general.

Observagao 3.5. No caso n =3, a equagio (B9) fica
AF = det(HessF).
Ou seja, o Laplaciano de I € igual que a equacao de Monge-Ampére de F'.

Adicionalmente, em [I3] se mostra que qualquer solucio C? de (BH) é real

analitica.
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Capitulo 4
Acoes Hamiltonianas

Nesta secao pretendemos fazer os preliminares necessarios para introduzir a
nogao de aplicagdo de momento (Ver [4]). Mais adiante no trabalho utiliza-
remos esta aplicacao para encontrar subvariedades Lagrangianas especiais em

C™ com simetrias.

Definigao 4.1. Seja M uma variedade diferencidvel e X € x(M) um campo

vetorial. Definimos a aplicagio produto interior
ix : QP(M) — QP~Y(M)
como a aplicagdo que associa a p-forma w com a p— 1-forma ixw definida por
(ixw)(X1,..., Xp-1) =w(X, X1,..., Xp1)

para quaisquer campos vetoriais Xi,...,X,—1 em M. Também notamos o

produto interior por X Jw.

Definigao 4.2. Seja M uma variedade diferencidvel. Definimos um dominio
de fluxo para M como o conjunto D C R x M com a propriedade que para
cada p € M, o conjunto D) = {t € R : (t,p) € D} é um intervalo aberto que
contém 0. Um fAuxo em M ¢é uma aplicacio continua ¢ : D — M, onde D
¢ um dominio de fluro para M, que satisfaz as sequintes propriedades: para

todo p € M,
¢(07p) =D,

e para todo s € DP) et € DYEP) tal que s+t € DV,

o(t,0(s,p)) = o(t + 5,p).

Definicao 4.3. Seja 0 uma k-forma e X um campo vetorial com fluzo local

{¢:}. A derivada de Lie de o com respeito ao campo vetorial X é dada por

23



. 1
Lxo = lim; ;[(qﬁ:a) —o]=— 0.
Teorema 4.1. A derivada de Lie satisfaz
d
a@a = ¢;Lxo

Demonstracao. A mudanca de variaveis t = tg + s da

% - G (Opup) = d% J (Pro+s) 00,1500
d £ \*
== s:o( t0) (D5) Ty (81 ()
. d )
= ()" - B (05)* 06461 )

= (010)" (LX) 15 )
U

Sejam (M, w) uma variedade simplética e H : M — R uma fungao suave. Seu
diferencial dH é uma 1-forma. Como a forma w é ndo degenerada, existe um
unico campo vetorial Xy em M tal que iy, w = dH. Integremos Xy, supondo
que M é compacto, ou pelo menos que Xy é completo e simplesmente conexo.
Seja p;, : M — M, t € R, a familia de um parametro de difeomorfismos gerados

por Xp:

Afirmacao. Cada difeomorfismo p; preserva w, ou seja , pjw = w, para todo
t.

d
Demonstragao. Temos apfw = piLx,w = pi(dix,w + ix,dw) = 0, pois
ixyw=dH e dw = 0. [

Definigao 4.4. Seja (M,w) uma variedade simpléctica e X € x(M) um campo

vetorial.

— O campo X € x(M) se chama Hamiltoniano se ixw € exata, ou seja,
se existir H € C*°(M) tal que ixw = dH. Neste caso, a fungio H se

chama funcao Hamiltoniana.

— O campo X € x(M) se chama simpléctico se Lxw =0
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Observacao 4.1. Pela afirmacao e a definicao B3, se Xy € um campo vetorial

Hamiltoniano entdo ele é simpléctico.

Teorema 4.2. (Férmula Mdgica de Cartan). Seja M uma variedade
diferencidvel, V. um campo vetorial suave e w uma forma diferencidvel suave.
Entao

Lyw =iy (dw) + d(iyvw)

A demonstracao deste Teorema se encontra em [10].

Observagao 4.2. Usando que w € fechada (dw = 0) e a formula mdgica
de Cartan, concluimos que X € simpléctico se e somente se ixw € fechada.
Além disso pelo Teorema de Poincaré, localmente, os campos simplécticos sao

Hamiltonianos.

4.1 Acoes de Grupos de Lie

Definicao 4.5. Um Grupo de Lie é uma variedade suave G que é também
um grupo no sentido algébrico, com a propriedade que a aplicacao multiplicagdo

m: G x G = G e aplicacdo inversao 1 : G — G, dadas por

m(Q? h) = gh> Z(g) - g—17

$a0 suaves.

Seja G' um grupo de Lie. Dado g € G seja

Ly:G—=G

a— ga

a multiplicagdo a esquerda por g. Um campo vetorial X em G chama-se
invariante a esquerda se (L,),X = X para todo g € G.

Seja g o espaco vetorial de todos os campos vetoriais invariantes a esquerda
em G. Junto ao colchete de Lie [-, -] dos campos vetoriais, g forma uma algebra

de Lie, chamada a &lgebra de Lie do grupo G, que denotamos por Lie(G).

Teorema 4.3. Seja G um grupo de Lie com elemento identidade e e g =

Lie(G). A aplicagio avaliagio, dada por

g— T.G
X=X,
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¢ um isomorfismo de espagos vetoriais. Logo dimg = dimG.

Demonstracao. Provaremos o Teorema construindo uma inversa da aplicacao

avaliacio. Para cada V € T,G, definamos a secdo V de TG por
g = (Lg).V.

Se existir um campo vetorial invariante a esquerda em G cujo valor na iden-
tidade é V, claramente tem que ser dado por esta formula.

Primeiro precisamos ver que V é um campo vetorial suave. E suficiente mos-
trar que V f é suave sempre que f for uma funcéo suave num conjunto aberto
U C G. Escolhemos uma curva suave v : (—e,e) — G tal que v(0) = e e
+'(0) = V. Entéao para g € U,

(VI)g) = Vof
= ((Lg) V) f
=V(folLy)
d L
it - (foLgon)

= & Fo(1)

t=0

A expressao ¢(g,t) = f(gv(t)) depende suavemente de (g, t), pois é uma com-
posicao da multiplicagao do grupo, f e v. Logo sua derivada com respeito a t
depende suavemente de g, e portanto vV f é suave.

Agora precisamos verificar que V é invariante a esquerda, ou seja que

(Ln)«Vy = (Ln)«((Lg)«V) = (Lng)+V = Vhy. Isto segue-se da definigdo de
V e o fato de que Ly, o Ly = Lyg:

(Ln)eVy = (Ln)s((Lg):V) = (Lig)sV = Vi

Logo Ve g.
Finalmente, precisamos checar que a aplicacdo 7 : V — V é a inversa da

aplicacao avaliacao € : X +— X,.. Por outra parte, dado um vetor V' € T.G,

€(T(V)) - (V)e - (Le>*v - ‘/7 pOiS Le =1d

o qual mostra que € o 7 é a identidade em T.G. Dado um campo vetorial
Xeg,
T(e(X))g = Xelg = (Lg)s Xe = Xy,
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o qual mostra que 7o ¢ = Id,. Il

Definicao 4.6. Dado um grupo de Lie G com dlgebra de Lie g, definimos
a aplicacio exp : g — G, chamada aplicagdo exponencial de G, por
exp(X) = v(1) onde v : R — G € a curva integral do campo wvetorial in-

variante a esquerda associado com X € g, ou seja, a curva tal que
7' (t) = Xyw paratodoteRev(0)=e

Em outras palavras, o vetor tangente a v em cada ponto é o valor do campo

vetorial X nesse ponto.

Definicao 4.7. Seja G um grupo de Lie com elemento identidade e e M uma

variedade suave. Uma a¢do ¢ de G em M ¢ uma aplicacdo

o:GxM— M
(9, m) — &(g, )
que satisfaz os sequintes ariomas
(a) ¢(e,m) =m para todo m € M.

(b) ¢(gh,x) = ¢(g,d(h,x)) para todo g,h € G e m € M.

Agora suponhamos que o grupo de Lie G age suavemente na variedade dife-

renciavel M, ou seja, ¢, : M — M ¢é suave para todo g € G.

Defini¢ao 4.8. Para todo X € g, o campo vetorial induzido (ou gerador

infinitesimal) X% em M associado a X é

X#(x) = —|  olexp(tX),z)

Lema 4.1. Para cada x € M e X € g,

X#<33) = d(dz)e(X),
onde ¢, € a restricao da aplicacao evaluagdao

Gr:G—> M
g ¢(g,)

Demonstracao. Para toda funcao suave f temos

d

d(d:)e(X)f = Xe(fods) = - . f(p(exp(tX), z)) = X#(z)(f)
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Lema 4.2. A curva integral de X* comecando em x € M é
Va(t) = ¢lexp(tX), x)
Demonstragio. Por definigao, temos 7,(0) = z, e

(8) = S 0lern(tX), )

Fazendo a mudancga de variaveis t = £y + s obtemos

Ya(t) = ¢(exp((s + 10) X), )

s=0

d
ds
a

as| d(exp(sX) o exp(toX), )

= X#(’Yx(tO))

Definicao 4.9. Seja ¢ : G x M — M uma ag¢do suave.
1. A orbita de G através de x € M é
O, =¢(G,z) ={¢(g9,2) : g€ G} C M.

2. O estabilizador (também chamado subgrupo de isotropia) de x € M

é o subgrupo
G.={9€G:¢(g,x) =2} <G.
Proposicao 4.1. Seja ¢ : G X M — M wuma agao suave, e xo € M. Entdo

1. A orbita O, € uma subvariedade mergulhada cujo espaco tangente em x

s’

é
T,(0,,) = {X*(2): X € g}.
2. O estabilizador G, € um subgrupo de Lie de G, com Lie dlgebra
g: ={X € g: X#(z) =0}.
Demonstracao. 1. Por definicao,

¢z 0 Lg = g0 ¢y

Tomando a derivada em h € G, obtemos
d(¢z)gn © (dLg)n = (dog)na © (dgu)n
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Como (dL,)n e (d¢g)ns sdo bijectivas, o posto de d(¢,)q, € igual com o
posto de d(¢,), para todos g e h. Segue disso que a aplicagao ¢, tem
posto constante.

Pelo Teorema do posto constante, sua imagem, ¢,(G) = ¢(G,m) = O,,
¢ uma variedade mergulhada de M.

O espago tangente de O, em x é a imagem por d¢, de T.G = g. Mas
para todo X € g, temos d(¢,).(X) = X#(x). Daqui segue a conclusio.

. Consideramos a aplicagao

Op: G— M
g— ¢(g,1),

entdo G, = ¢, '(x), logo isto é um conjunto fechado em G. E um sub-
grupo pois ¢ ¢ um homomorfismo de grupos. Se segue do Teorema do
Subgrupo Fechado (Ver [10]) que G, é um subgrupo de Lie de G.

A dlgebra de Lie do subgrupo G, é

g ={X €g:exptX) € G,,Vt € R}

Segue-se que ¢(exp(tX),z) = x para X € g,. Tomando derivada em

t = 0, obtemos
9. C{X €g: X#(x) =0}.

Reciprocamente, se X#(z) = 0, entdo v(t) = x,t € R, é a curva integral
do campo vetorial X# passando por z. Segue-se que ¢(exp(tX),z) =
v(t) = x, i.e. exp(tX) € G, para todo t € R. Logo X € g,.

O

Suponhamos que H e N sao grupos de Lie, e 8 : H x N — N uma acao de H

em N. Se para cada h € H, a aplicagao 0, : N — N for um automorfismo de

grupos de N, a acdo se chama agao por automorfismos.

Definicao 4.10. Dada uma ac¢do por automorfismos, definimos um novo grupo

de Lie N xg H, chamado o produto semidireto de H e N, assim: Como

variedade suave, N X9 H, é o produto cartesiano N x H; mas a multiplicacdo

do grupo se define por

(n,h)(n',h") = (nbn(n'), h1).
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4.2 Representacoes Adjunta e Coadjunta
Qualquer grupo de Lie G age em si mesmo por conjugagao:

G — Dif(G)

g— Cy,
onde Cy(a) = gag~*. A diferencial na identidade de

C,:G—G

a— gag_1

¢ uma aplicacao linear invertivel Ad, : g — g, pois Cy(e) = e. Aqui identifica-
mos a algebra de Lie g como o espago tangente 7.G. Definimos a represen-

tacdo adjunta (ou agdo adjunta) de G em g:

Ad: G — GL(g)
g — Ad,.

Explicitamente, Ady(X) = (Ry-1 0 Ly).(X), para X € g.

Seja (-,-) o pairing natural entre g* e g:

(w):g"xg—R
(&, X) = (£, X) = £(X).

Dado £ € g*, definimos Ad;¢{ por
(AdyE, X) = (€, Adg-1X),  para todo X € g. (4.1)
Definimos a representagao coadjunta (ou agdo coadjunta) de G em g*:

Ad*: G — GL(g")
g — Ad,.

Tomamos ¢! na definicao de Ad;€ para obter a representagao (a esquerda),
ou seja, o grupo de homomorfismos, em lugar da representagao a direita, ou

seja, o grupo de anti-homomorfismos.

Proposicao 4.2. Para um grupo de matricial G C GL(n,R), temos
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Ad,(Y)=gYg™', VgeG, VY eq.

Demonstragio. Com efeito, para cada Y € g = M,,(R), uma curva parametri-
zada em G passando pela identidade com vetor velocidade Y quando t =0 é
ay (t) .= exp(tY’). Assim, a diferencial Ady(X) = dCy(e) envia Y = a4, (0) na

velocidade quando t = 0 da curva paramétrica

o
Cyoay :t— gexp(tY)g P =1+gtYg ' + Z f'gYJg’l,
j>2 7"

que claramente tem velocidade ¢gY g~ quando t = 0. Il
Como

X,Y]=XY -YX, VX,Y€G.

Entao para grupos de matrizes

d

%Adezp(tX)Y = [X, Y], VX, Yed

t=0

4.3 Aplicacoes de Momento

Definigao 4.11. Seja (M,w) uma variedade simplética, G um grupo de Lie,
g a dlgebra de Lie de G, g* o espago vetorial dual de g, e v : G x M — M

uma agao simpléctica, ou seja, tal que a aplicacao

Wy M — M
p = y(p) = ¥(g,p)

€ suave e preserva w para cada g € G, ou seja, Yyw = w.
Notamos por Sympl(M,w) ao conjunto de tais agoes

A ag¢do v € uma agc@do Hamiltoniana se existir uma aplicagdo

prM— gt
que se chama aplicacdo de momento, satisfazendo

1. Para cada X € g

d{p(p), X) = ixsw

31



onde X# € o gerador infinitesimal em M associado a X, ou seja, p~ =

(u(p), X) é uma funcio Hamiltoniana para o campo vetorial X7 .

2. u € equivariante com respeito d ac¢do dada v de G em M e a agdo coad-

junta Ad* de G em g*, ou seja:
poy = Ady o, para todo g € G

(M,w, G, ) chama-se entao de G-espago Hamiltoniano e pu é uma aplica-

¢do de momento da acao do grupo G.

Exemplo 4.1. Seja (M,w) uma subvariedade simplética, G um grupo de Lie,

e : G x M — M uma acao simplética.

(a) Caso G =R:
Temos a sequinte correspondéncia bijectiva entre o conjunto A das Acoes
simpléticas de R em M e o conjunto C dos Campos vetoriais simpléticos

diby (p)

completos em M: Se ¢ € A, associamos a ele o campo X, = e
C, que chamamos de campo vetorial gerado por 1. Reciprocamente, se
X € C, associamos a ele seu fluzo ¢ = exp(tX).
Aqui g ~ R, g* ~ R. Nesse caso, uma aplicacao de momento p: M — R
satisfaz:
1. Para o gerador X =1 de g, temos pu™(p) = p(p) - 1, ou seja, u* =
u, e X* é o campo vetorial estandar em M gerado por R. Entdo
dp = ix#w.
2. u € equivariante: Nestes caso, a equivarianca implica Lxxp =
ix#dp =0, pois a agdo coadjunta é trivial.
(b) Caso G = S':
Uma acdo de S* é uma acdo de R que é 2m-periddica: or = 1g. A S*-

¢ chamada de Hamiltoniana se a R-ag¢do subjacente for is Hamiltoniana.

Teorema 4.4. Uma aplicacao de momento para uma agcao Hamiltoniana dada

satisfaz

:uX = ix#0Q, (42)

onde a € a forma de Liouville.

Demonstragao. Seja (M,w) uma variedade simplética e ¢ : G x M — M uma

acao simpléctica, e

by M — M
p = Yy(p) = ¥(g, p).
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Pela definicdo do gerador infinitesimal, X# é um campo vetorial Hamiltoniano.
Pela observagao B temos que L yx#w = 0.

Veremos a continuacao que Lyxw = 0 implica que Lxx#a = 0, onde a é a
forma de Liouville. Com efeito, como w ¢ G-invariante, ou seja ;w = w, para
todo g € GG, vale

Y,w =w &P (—da) = —da
& d(w;(a)) =du
S dY,a—a)=0

& Yya — a = constante,
para todo g € G. Quando g = e, temos que ¥} = Id, logo
Yiao—a =0,

ou seja constante = 0. Portanto Lxy#a = 0. Pela formula de Cartan obtemos

que 0 = Lyxa = digza + ixxda. Segue-se que
d(ix#a) = —ixsda = ixzw = du*.

Concluimos que

1~ = iy#a + constante.

4.4 Exemplos Classicos

Exemplo 4.2. Seja w = % Yodz Ndz =D dxy ANdy; = D ridry AdB; a forma

simplética estandar de C*. Consideremos a sequinte S*-agdo em (C", w):

P S'xC" — C"
(€, 21,0y 2n) = (€721, .y € 2,)

Mostraremos que a ag¢do v é Hamiltoniana com aplicacao de momento

pw:C"—=R
|2[?
2> —7 + constant

Primeiro achamos a algebra de Lie do grupo S': Existe um tnico campo

vetorial tangente 7" em S' que é positivamente orientado com respeito da
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orientacao induzida pelo vetor normal. Se 6 for qualquer angulo coordenado
num conjunto aberto U C S*, entdo T = 9/00 em U. Como as traslagoes a
esquerda sao rotagoes, que preservam T, se segue que 1’ ¢ invariante a esquerda,
e portanto T gera a &lgebra de Lie de S'. Esta algebra de Lie é abeliana e
tem dimensao 1, e portanto g = R.

Agora, calculamos o gerador infinitesimal X# em C" associado a X € g = R:

d
X#(2) = —|  lexp(tX), )
dt],_,
d
= — AX
| vOx)
onde A = exp(tX). Assim, temos
X#(2) = 4 (€21, ..., e 2)
dX |y _ T
=1X(%1, ..., 2n)
Considerando z = x + iy e X = 1 obtemos
X#(fv 37) = (yl, vy Yny L1y eeey xn)
Y1 6.131 1 (9y1 . Yn axn nayn
Em coordenadas polares temos
p 0 0
X#(F0) = — —
(1:0) = 59, T 5,

Agora podemos achar o produto interior de w com o campo X#: Sejam U,V

campos vectoriais em C". Entao

0 R
ix#w = <8_91 + ...+ a_en)_I;?"dej A\ dej

= — i?”jd?“j
1 - 2
= —d (5 > (dry) )

j=1
Portanto, a aplicacdo de momento para esta agao é
n

= _5(2 r3) + constante,

Jj=1
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que em coordenadas cartesianas se escreve como

Lo
= —§|z] + constante.

1
Se escolhemos que a constante seja 3 entdao 1 (0) = S?"~1 ¢ a esfera unitéria.

Exemplo 4.3. A continuagdo, presentamos a generalizagio dos momentos
linear e angular da mecanica classica, dos quais a aplicacao de momento obteve

SEU nome.

Seja G = SO(3) = {A € GL(3;R)|ATA = Id e detA = 1} o grupo especial

ortogonal de dimensao 3.

Qt) = A.

t=0

Dada uma curva de matrizes ortogonais Q(t) com Q(0) =l e —

dt
Computamos diferenciando a equacio de definicao I = QT Q.

d

_ T
0= dt ton @
d T d
_ (a 3 Q) Q(0) + Q7(0) (@ y Q)
=AT + A

logo o espago de matrizes anti-simétricas estd contido no espaco tangente
T70(3). Mas T7O(3) e o espago de matrizes anti-simétricas tem dimensao
3, logo eles sao iguais. Isso significa que podemos identificar a dlgebra de Lie
de SO(3), denotada por s0(3), com o espaco de matrizes anti-simétricas com
o colchete comutador.

Entdo so(3) = {4 € gl(3,R)|A + A" = 0} é o espago de 3 x 3 matrizes anti-
simétricas e pode ser identificado com R3. O colchete de Lie em so(3) pode

ser identificado com o produto vetorial via

0 —as (05}
A= | as 0 —ay| —a= (ab az, as) (4~3)
—Q2 ay 0
[A,B]= AB— BA+——axb (4.4)

2 .3 1,2 .3
7x7y7y7ye

forma simplética w = Xdx; A dy;. Seja R? que age em R® por translacoes:

(a) Translagdo: Consideremos R® com coordenadas z',x

@ € R® —; € sympl(R®, w)
Va(Z, ) = (T +a,7).
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Seja X € s0(3) @ R3. Entao

— = d — =
t=0
= | (eap(tX) + (21,22, 23), (Y1, Y2, 43))
o
=(X,0,0,0)
Logo X# =a 0 +a 8+a 0 ara X = d = (a1, a9, a3). Assim
g = 109:1 2&52 38;1:3’10 =a= (a1, a,a3). )
. 0 0
Ix#w = <a18x1 + Gza + CL3 dez A dy;

= a1dy; + asdys + asdys
=dy-d

Portanto, a aplicacao de momento u deve satisfazer

—

du* =dy-a
Entao vale que

pi(Z, ) = (u(Z,¥),a) = - a-+ constante.

Concluimos que a aplicagdo de momento é, salvo a soma de uma cons-

tante,
p RO =R (i) =7,

Classicamente, y chama-se de vetor de momento correspondente ao

vetor posicao 7, e a aplicacao u chama-se de momento linear.

(b) Rotagao: A agio de SO(3) em R? ¢

©:SO0(3)xR> - R?
(A, x) — p(A,z) = Ax.

Como M = T*R3? =~ R®, a acdo ¢ levanta-se para uma acao simplética v

no fibrado cotangente RS.

¥ :SO(3) x RS — RS
(A, (Z,7) = (AT, Ay),

onde 7,5 € R3. Para X € s0(3), o campo vetorial em R® gerado por o
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subgrupo de um parametro {exptX|t € R} C SO(3) satisfaz

— = d — =
t=0
= —| (exptX - -Z exptX -y
tlizo
=(X-Z,X-7),

onde - significa produto de matrizes. Com a identificacao (E=3), temos

A3 — A3T2
Xf:axf: a3x1—a1$3

A1To — Q221

e -
a2Y3 — azy2
X-y=axy=|agyh —ays3
airyYz — a2yi, |
0 —as as
onde X = | as 0 —ai| ed=(ay,as, as).
—as aq 0

Agora, encontramos a aplicacdo de momento.

ixew = X7 w

= (@2353 — a3x2,03r1 — A1X3,A1T2 — A2X1, A2Y3 — A3Y2, A3y — A1Y3,
6
ai1ys — agy1) E dx; N\ dy;

i=1

= (CLQ.T:J, — Clg.xg)dyl + (a3x1 — CL1273)dy2 + (Clll'g — agl'l)dyg

— (agys — asyz)dxy — (asyy — ary3)dwy — (a1y2 — agyr)dws
= ay (ZL’Qdy:; — Jigdyg + ygd(L’Q — deI:g) + CLQ(Igdyl — (L’ldyg + yldl‘g

— y3dx1) + az(x1dys — Todys + yodry — y1ds)
=d(@xy)-d

Portanto, a aplicagdo de momento i deve satisfazer
dp® = d(Z x i) - d

Entao vale que

p(Z,9) = (u(Z,9),d) = (£ x ¥) - @ + constante.



Concluimos que a aplicagao de momento é

salvo a soma de uma constante. A aplicacdo pu chama-se de momento

angular.
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Capitulo 5

Subvariedades Lagrangianas

Especiais com Simetrias

O resultado central desse capitulo sao os exemplos explicitos de subvariedades
LE em C? invariantes sob a agao dos grupos SO(3), Ty e U(1) x R respec-
tivamente. Esses exemplos sao calculados usando a técnica de aplicacao de
momento e os primeiros dois podem ser generalizados para C".

O Teorema BI0 mostra que esses sao todos os exemplos de subvariedades LE
de cohomogeneidade um em C?, ou seja as subvariedades invariantes sob gru-
pos que agem em C? com orbitas de codimensdo um. Nesse estudo usamos
essencialmente o fato que as subvariedades LE G-invariantes em C" estao con-
tidas no conjunto de nivel da aplicacao de momento p da a¢ao do grupo G em
C". Mais precisamente, o Teorema 633 garante que para qualquer G-orbita O
no conjunto de nivel da aplicagao de momento, existe localmente uma subvari-
edade LE que contém O. Essa subvariedade esta ainda contida no conjunto de
nivel de i e é fibrada por G-orbitas isomorfas a O. Entao podemos considerar a
subvariedade LE como uma curva suave de G-orbitas e obté-la concretamente
resolvendo uma EDO nas G-orbitas O;. O Teorema b4 garante a existéncia
das solugoes dessa EDO para t pequeno. Na prova do Teorema b4 utilizamos
a Teoria de Cartan-Kahler. As demonstragoes dos Teoremas principiais se
omitem, por pertencer ao campo das Equagbdes Diferenciais Parciais. O letor

interessado nestas provas pode consultar [I4].

5.1 Elementos da Teoria de Cartan-Kahler

Nesta secao consideramos um sistema de primeira ordem de equagoes quase-

lineares nas variaveis 1, ...,x,,y, onde as derivadas parciais das fungoes
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Uy, ..., Uy com respeito & y se expressam em termos de derivadas parciais com
respeito & xq, ..., x,. Temos entao N equagodes para N fungoes desconhecidas

Uy ..., UN

8ua ZZA Ty ey Ty Yy ULy wvey U )8u5 (5.1)

B=1 i=1 O;
=4+Buo(21, .0y Tn, Yy U, oy uy), a=1,.., N (5.2)

Definicao 5.1. Lembramos que uma fungio f : U C R™ — R € real analitica

se pode expressar-se como uma série de potencias

S Coreon(@r—ar)] e (T — @) (5.3)

014eees0m=0

numa vizinhanga de cada ponto (aq, ..., ay,) em seu dominio. Escrevemos abre-

= Z co(x —a)’

viadamente na forma

O seguinte Teorema fornece a existéncia e unicidade da solucao de (B), no

caso real analitico.

Teorema 5.1. (O Teorema de Cauchy-Kowalewski) Sejam &,, (o =
1,..., N) fungoes analiticas numa vizinhanga de (aq, ..., a,) em R™, considera-
mos by = &a(ay, ..., a,), € sejam Agi e By (a, 5=1,...N;i=1,....,n) fungoes
analiticas numa vizinhanca de (ay, ..., an, 0, by, ..., by) em RNt Entdo exis-
tem fungoes analiticas inicas uy, ..., uy numa vizinhanga de (aq, ..., a,) em R"

satisfazendo

1 =1

8ua :BZZA Ll Ty Y, ULy o0y U )ng

= +Buo(T1, .y Tn, Y, Uy, ooy UN)

com as condicoes iniciais
Ua (T1y ooy Ty 0) = & (X1, ooy T).

O Teorema de Cartan-Kéahler ¢ uma generalizacdo do Teorema de Cauchy-
Kowalewski. Antes de formular ele, precisamos de algumas defini¢des preli-
minares. Primeiro queremos falar sobre ideais de formas diferenciais. Seja

QF(M) o espaco vetorial de todas as k-formas numa variedade diferencidvel
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M. Entao a soma direta Q(M) = Q°(M)&---@Q"(M) é um anel munido com
a operagdo wedge. Para todo ideal ¢ C Q(M), consideramos ¢}, = £ N QF(M).

Consideramos somente os ideais ¢ que sao homogéneos, ou seja
C=lydld - DY,

Assim, por exemplo, se w; +wsy € £ onde wy é uma 1-forma e wy é uma 2-forma,
entao wy,wy € ¢, logo {ry Awy +re Awy 1 11,19 € Q(M)} C £ e portanto £ nao
pode ser o ideal gerado por wy 4wy, que é o conjunto {rA(w;+ws) : r € Q(M)}.

Definigao 5.2. Um ideal homogéneo ¢ C Q(M) se chama um ideal diferen-
cial, ou sistema diferencial, se dl C {, ou seja para toda k-forma w € £,

temos que a k + 1-forma dw € /.

Assumimos que nosso sistema diferencial ¢ nao contem funcgoes, ou seja, que

60:0.

Definigao 5.3. Seja ¢ um ideal homogéneo com €y = 0 (ndo necessariamente
satisfazendo d¢ C £). Uma subvariedade l-dimensional N C M, com aplicagao
inclusao i : N — M, se chama subvariedade integral de { se i*w = 0 para

todas as formas w € L.

Para analisar subvariedades integrais do ideal diferencial ¢, consideramos todos

seus possiveis espacos tangentes.

Definicao 5.4. Um subespago l-dimensional W C T,M de T,M se chama um
elemento integral (I-dimensional) de { se w(p) € zero quando se restringe

a W, para toda w € £.

Observacao 5.1. Notemos que um subespago de um elemento integral é tam-
bém um elemento integral. Permitimos também o subespago 0-dimensional
de T,M, que identificamos com p. Ele é também um elemento integral, pois

estamos assumindo que £y = 0.

Definicao 5.5. Seja W C T,M um elemento integral k-dimensional, e
X1, ..., Xy qualquer base de W . Definimos o espago polar de W

EW)={X e T,M :w(p)(Xy,.., Xk, X) =0 para todo w € {11} C T,M.

Esta definigcdo ¢ independente da base X1, ..., Xy, e temos obviamente que W C

E(W).

Definimos a Variedade Grassmanniana G, (R") como o conjunto de to-

dos os subespacos n-dimensionais de RY (sempre assumimos que N > n).
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Para construir a topologia de G, (RY), consideramos a variedade V,(RY) que

consiste de todas as n-tuplas
(V1,0 vn) €ERY x ... RY

tais que vy, ..., v, sao linearmente independentes. Claramente V,,(RY) é um

subconjunto aberto de RY x --- x RY. Podemos definir uma aplicaciao

p: Vo(RY) = G, (RY)

(V1 ey V) > (U1, oery Up)

Munimos G, (RY) com a topologia quociente para esta aplicagao.
Assim, os elementos integrais k-dimensionais tem a topologia de subconjunto
do conjunto de todos os subespacos k-dimensionais de todos os T;M; local-

mente é R® x V onde V' é um subespacgo k-dimensional de R".

Definicao 5.6. Definimos os elementos integrais regulares indutivamente.
O ponto p é um elemento regular 0-dimensional se dim&(p') = dim&;(p) para

todo p' numa vizinhanca de p. Um elemento k-dimensional W ¢é reqular se

(a) W contem um elemento integral (k — 1)-dimensional,

(b) dim&Ep1(W') = dim& 1 (W) para todos os elementos integrais k-
dimensionais W' numa vizinhanca de W. Ou seja, &, tem posto constante

numa vizinhanga de W.

Agora podemos enunciar o Teorema de Cartan-Kéhler.

Teorema 5.2. (Teorema de Cartan-Kdhler) Seja M una variedade analitica,
e { um sistema diferencial (de formas analiticas) com €y = 0. Seja W C
T,M um elemento integral k-dimensional que contem um elemento integral
(k — 1)-dimensional reqular. Entdo existe uma subvariedade integral analitica
k-dimensional N de ¢ com T,N = W.

A demonstragdo de este importante Teorema se encontra em [[4], e usa o

Teorema de Cauchy-Kowalevsky:.
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5.2 Aplicacao nas Subvariedades Especiais La-

grangianas

O primeiro resultado importante que o Teorema de Cartan-Kahler fornece
em nosso estudo nos permite encontrar subvariedades Lagrangianas especiais
partindo de subvariedades isotropicas m — 1 dimensionais. Deste resultado e
do Teorema de Cauchy-Kowalevsky segue o Teorema principal deste capitulo
que nos permite encontrar subvariedades Lagrangianas Especiais resolvendo

uma equagao diferencial, seguindo [g].

Teorema 5.3. Suponhamos que P € uma (m — 1)-subvariedade isotrépica e
analitica real de C™, ou seja com w|p = 0. Entdo existe uma subvariedade

Lagrangiana especial localmente inica N de C™ que contém P.

Demonstragio. Considere o ideal ¢ = I(w, Im£)) gerado por a forma Kéhler
w e a m-forma Im§ = Im(dzy A ... ANdz,). Como w é fechada e €2 é a forma
de volume, temos que dw = 0 e df2 = 0, e portanto Imf) = 0. Logo ¢ é um
sistema diferencial em C™.

Os elementos integrais desse sistema diferencial sao os k-planos W C T,C™
tais que w(p)lw = 0 e ImQ|y = 0, para k < m. Ou seja, W é um plano
isotropico de dimensao k£ < m ou é um m-plano especial Lagrangiano.
Afirmacgao 1: Dado um plano m — 1-dimensional isotropico W existe um
unico plano especial Lagrangiano V' que contém W.

Para ver isto assumiremos que W é gerado por eq,...,¢e,_1 onde ey,... €, é
a base estandar para R™ C C™. Os planos Lagrangianos que contém W sao

da forma
L = ger{ey,...,en_1,cosbe, + senfJe,,},

pois JL 1 L, pelo lema 2.
Como ImQ|, = e} A ... Nel_ A (sinf)(Jey)*, onde ef sdo os covetores
correspondentes a e; para ¢ = 1, ..., m, o Unico plano especial Lagrangiano que

contém W é gerado por ey, ..., ep,.

Afirmacao 2: dimé&,,_1(W') = dim&,,_1(W) = 1 para todos os elementos
integrais m — 1-dimensionais W'’ numa vizinhanga de W.

Com efeito, seja O um aberto de G,,_1(R*™) e W’ € O um k-plano isotrépico.
Entao qualquer base (vi,...,v;) de W’ estd num aberto de R*™ que contém

(€1,...,€m_1), logo como (ey,...,en,_1) sdo linearmente independentes, entao
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k=m—1¢e (vy,...,0;,_1) também sao linearmente independentes. Pela afir-
magao 1, existe uma unica diregdo X que anula & (W’), logo a afirmacao 2
vale.

Como cada (m — 1)-plano W C T,C™ isotrdpico contém (m — 2)-planos iso-
tropicos, se segue que o elemento integral m-dimensional V' contém o ele-
mento integral m — 1-dimensional regular W. Consequentemente, podemos
aplicar o teorema de Cartan-Kéhler para obter uma subvariedade analitica m-
dimensional N de ¢ com T,N = V. Ou seja, N ¢ a subvariedade Lagrangiana

especial procurada. Il

Provaremos agora que N é o espago total da familia de um parametro {P; :
t € (—e,e)} de subvariedades analiticas reais de C™ difeomorfas a P, que

satisfazem a E.D.O de primeiro ordem em ¢, com dato inicial Py = P.

Teorema 5.4. Seja P uma (m — 1)-variedade analitica real, compacta e
orientdvel, x uma secio de N YT P, analitica real e que nunca se anula e
¢ : P — C™ um merqulho analitico real tal que ¢*(w) = 0 em P. Entdo
existe € > 0 uma unica familia {¢; : t € (—¢,e)} de aplicagoes reais analiticas
¢y : P — C™ com ¢g = ¢ que satisfazem a equacao

<%) = (60): 00" " (ReDpy. 169", (5.4)

dt
onde g* é o inverso da métrica Euclideana em C™. Definamos ® : (—¢,¢) x
P — C™ por ®(t,p) = ¢u(p). Entdo N = Image ® é uma subvariedade

Lagrangiana especial mergulhada de C™.

Demonstragio. A equagao (64) é uma equagao de evolugao para as aplicagoes
¢; : P — C™, com condicao inicial ¢g = ¢. O Teorema de Cauchy-Kowalevsky
aplicado a (B34) fornece a existéncia de uma tnica solugao para t em (—¢,¢)
para algum ¢ > 0.

Assim, fica provar que N = Image® é Lagrangiana especial. Agora, pelo
teorema B3, como ¢*(w) = 0 e ¢ ¢é real analitica, existe uma subvariedade
Lagrangiana especial real analitica localmente tinica N’ em C™ que contém
¢(P). Mostraremos que N’ = N localmente.

Para fazer isto, observemos que (64) também faz sentido como uma equagao de
evolugao para subvariedades de N . Isto é, poderiamos procurar uma familia
{#) : t € (—€',€')} de aplicagoes reais analiticas ¢, : P — N’, com ¢y = ¢,

satisfazendo a equacao

de)\ ¢
(%) = (@) ()" (ReQUN by b1t (9]87) ", (5.5)
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Como também para esta equacao podemos aplicar o Teorema de Cauchy-
Kowalevsky, segue-se que para algum & > 0 existe uma solugao unica.

Sejap € Pet € (—¢,¢), e escolnamos x = ¢;(p), de modo que x € N’. Consi-
deramos C™ é (C™)* como espagos vetoriais reais, obtemos as decomposigoes
em sumas diretas ortogonais C" =TN' @V e (C™)* =TsN' & V*, onde V
é o subespago perpendicular a T, N'. Isto induz uma decomposi¢do em soma
direta A™(C™)* = @, , AT N' @ A™FV*.

Agora Re 2 € A™(C™)*, e N ¢ calibrada com respeito de Re €. Isto implica
que a componente de Re  em A" 'T*N' ® V* é zero, porque esta mede
o cambio em Re Q|7 n» sobre pequenas variagoes do subespago T, N’, mas
Re Q|7 n ¢ maximo e portanto estacionério.

Como (¢}).(x)|, fica em A™ T, N', segue-se que
(814001 p(Re Dby.otit € TEN' S (CM)7,

pois a componente em V* vem da componente de Re Q em A" 'T*N' @ V*,

a qual é zero. Portanto

(@1)« 00" o (REDby. 150 = (91 (0)" " [ (REQ 1, N1 . by 151
(5.6)
Como a decomposi¢ao em soma direta (C™)* = TN’ & V* é ortogonal temos
9" = (glr,n')* + hP¢ para algum h € S?V. Contraindo (58) com a métrica

temos

(@) ()" " (Repy..5, g™ = (0 ()" (R 51ty (9] )
(5.7)
em p. A notacao utilizada neste Teorema e a operacao de contragdo como a
métrica, se descrevem em [I1]. Como o lado direito de (50) estd em T N’, se
tem que sua contragao com h é zero.
Equagao (57) se tem para todo p € P et € (—¢,¢). Portanto por (63) a ¢,
também satisfaz (54), e assim ¢, = ¢; por unicidade. Daqui ¢; aplica P em
N ;e ® aplica (—¢,¢) x P em N |, se ¢ for suficientemente pequeno.
Finalmente, suponhamos que ¢ = ¢y é um mergulho. Entdo ¢, : P — N’ é
também um mergulho para t pequeno, pela teoria das equagoes diferenciais
(Ver [15]). Mas d¢;/dt é um campo vetorial normal a ¢;(P) in N , com com-
primento |(¢:).(x)|. Como x néo se anula, este campo vetorial é diferente de
zero, logo ® é um mergulho para € pequeno, com I'magem ® um subconjunto

aberto de NV , a qual é portanto Lagrangiana especial. ]
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5.3 Exemplos de subvariedades Lagrangianas

Especiais em C™

Definigao 5.7. Seja N uma subvariedade Lagrangiana FEspecial em C™. De-
finimos o grupo de simetria Sim(N) de N como o subgrupo de Lie de
SU(m) x C™ que preserva N. Ou seja, os elementos de Sim(N) sao auto-

morfismos de C™ que preservam g, w, €2 e N.

Definicao 5.8. Seja G um grupo de Lie, M uwma variedade e ¢ : G x M — M
uma agdo suave. Uma subvariedade N de M é G-invariante se ¢(g,x) € N

para todo g € G e x € N.

Os objetos geométricos mais facies de construir sao aqueles com grupos de si-
metria grandes. Mostraremos nesta se¢ao que todas as subvariedades especiais
Lagrangianas homogéneas (Ou seja, tais que dim© = m onde O é a érbita
do grupo de simetria) sdo subespagos afines de R™ C C™, que nao sdo muito
interessantes.

Os seguintes tipos de subvariedades Lagrangianas N mais simétricas sao aque-
las com cohomogeneidade um, ou seja, onde as o6rbitas do grupo de simetria
sao de codimensao um em N. Para eles desenvolvemos nossa teoria.

Seja C™ com a métrica usual g, forma Kéahler w e forma de volume (). Entao
o grupo de automorfismos de C™ que preserva g, Q e w é SU(m) x C™, onde
C™ age por translagoes. Seja G um subgrupo de Lie de SU(m) x C™, com
algebra de Lie g, e seja ¢ : g — C°(TC™) a agdo natural de g em C™ por

campos vetoriais.

Defini¢ao 5.9. Definamos o centro Z(g*) como o subespago vetorial de g*

fizxado pela agdo coadjunta de G.

Observagao 5.2. Como ju(¢(7, 2)) = Ad(1u(z)) para cada z € M e v € G,
vemos que p~'(c) é G-invariante se e somente se ¢ € Z(g*).

Com efeito, p=*(c) é G-invariante se e somente se

Sy, 1 (e) = (c) (5-8)

para todo v € G. Aplicando p em ambos lados da equagdo (B8) obtemos

Ady(p(z)) = p(¥(v,2)) = ¢
para todo z € pu~*(c).
A seguinte proposigao foi provada originalmente por [G].
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Proposicao 5.1. Seja G um subgrupo de Lie conexo de SU(m) x C™ com
algebra de Lie g e aplicacio de momento p: C™ — g* e seja O uma orbita de

G em C™. Entdo wlp =0 se e somente se O C p~*(c) para algum c € Z(g*).

Demonstragio. Sejam X,Y € g e X7 Y# os respectivos campos vetoriais
induzidos em C™. Entao, pela definicdo de aplicagdo de momento p, vemos

que

WX YT) = (ixpw) (V) = dp™ (YF) = (Y7, (X, dp)) = (X, (Y, dp))

= (X, Ly»p) (5.10)

pelas propriedades da derivada Ly de Lie.

Como O é uma G-orbita, os campos vetoriais X7 para X € g sdo tangentes
a O, e geram seu espago tangente, pela proposigao Bl Assim, w |o= 0 se e
somente se w(X# Y#) = 0 em O para todo z,y € g. Por (59) isto se tem
se e somente se Lyxu = 0 em O para todo Y € g. Como G é conexo, isto
é certo se e somente se p é constante em O, logo O C p~!(c) para algum
c € g*. Mas O é G-invariante, ou seja ¢(g,O) = O e aplicando p obtemos
Adi(c) = w(d(g,0)) = u(O) = c para todo g € G. Assim, ¢ é Ad*(G)-
invariante, e c € Z(g*). O

Proposicao 5.2. Suponhamos que N é uma subvariedade Lagrangiana espe-
cial de C™ e G um subgrupo de Lie conexo de U(m)x C™ que preserva N, com
dlgebra de Lie g. Entao G admite uma aplicagio de momento u, e N C p~t(c)

para algum c € Z(g*).

Demonstracao. Seja X € g. Pela formula de Cartan, iy#w é uma 1-forma
fechada em C™, logo existe uma funcao suave f, : C™ — R, tnica salvo a
adi¢do de uma constante, com df, = iy#w. Como w|y =0 e X7 é tangente a
N temos df,|n = 0, logo f, é constante em N, pois N é conexo.

Como as fungoes f, estao definidas salvo a adicado de uma constante, podemos
determinar f, de forma tnica escolhendo f, = 0 em N. Claramente f, € linear
em z. Portanto existe uma tnica aplicacao ug : C™ — g* com (ug, X) = f,
para todo X € g, e assim iy#w = (g, X).

A G-equivarianga segue porque N é G-invariante. Com efeito, como ¢ € Z(g)
temos que Ad}(c) = ¢ para todo g € G. Logo para todo v € N e para todo
g € G vale Ad;(u(v)) = p(v). Agora, como N é G-invariante entdo v = 1hy(v)
paratodov € N. Assim, paratodog € Gev € N setem Adyou(v) = pog,(v),

logo p é G-equivariante.
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Assim, temos construido uma aplicacdo particular de momento p para G,
com a propriedade que pg = 0 em N. Portanto G admite uma aplicagdo de
momento. Se p é qualquer outra aplicagdo de momento para G entao p — g

¢ uma constante ¢ € Z(g*), logo N C u~*(c). O

A continuagao, provamos alguns teoremas necessarios para a prova do ultimo

Teorema desta secgao.

Teorema 5.5. Teorema do Posto Equivariante Sejam M e N variedades
suaves e G um grupo de Lie. Suponhamos que F : M — N € uma aplicacao
suave que € equivariante com respeito d uma G-agdo transitiva suave em M e
qualquer G-ag¢do suave em N. Entdo F' tem posto constante. Assim, se F for
sobrejetiva, ela é uma submersao suave; se ela for injetiva, ela € uma imersao

suave; e se ela for bijetiva, é um difeomorfismo.

Demonstracao. Denotamos por ¢ e ¢ as G-agdes em M e N respetivamente,
e sejam p e g pontos arbitrarios em M. Escolhemos g € G tais que ¢4(p) = ¢.
(Tal g existe porque assumimos que G age transitivamente em M.) Como

g0 F' = F o ¢, o seguinte diagrama comuta:

dr,
TM — TpepN
d(¢g)p \ d(¥g) F(p)
TqM — Tp(q)N
dF,

Como as linhas verticais neste diagrama sao isomorfismos, as linhas horizontais
tem o mesmo posto. Em outras palavras, o posto de F' é o mesmo para dois
pontos arbitrarios p,q € M, logo F' tem posto constante. A afirmacao final
segue do Teorema de Posto Global (Ver [I0]). O

Definicao 5.10. Suponhamos que G é um grupo de Lie, M wma variedade
suave, e Y : G x M — M uma agdo suave a esquerda. Para cada P € M,

definimos a aplicacao

PP G = M
g P (g) = ¥(g,p)

Chamamos ela de aplicagdo 6rbita, pois sua imagem € a orbita (G, p).

Além disso, sua pre-imagem (Y P)~Y(p) é o grupo de isotropia G,,.
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Proposicao 5.3. Suponhamos que ) € uma acao suave a esquerda de um
grupo de Lie G numa variedade suave M. Para cada p € M, a aplicagdo
orbita ) . G — M ¢é suave e tem posto constante, logo o grupo de isotropia
G, = (W®)Yp) é um subgrupo de Lie propriamente mergulhado de G. Se
G, = {e}, entdo @) ¢ uma imersdao suave injetiva, logo a érbita O = (G, p)

¢ uma subvariedade imersa de M.

Demonstracao. A aplicagao érbita é suave porque é igual com a composicao
G=Gx{p}—>GxM-— M.

onde a tltima aplicagdo acima estda dada por 1. Se segue da definicdo de acao
de grupo que 1) é equivariante com respeito 4 acdo de G nele mesmo pela

traslagao a esquerda dada pela acdo em M:

v ®)(gg") = ¥(gg',p) = ¥(g, (9, p)) = V(g v (g)).

Como G age transitivamente nele mesmo, o Teorema do Posto Equivariante
mostra que 1P) tem posto constante. Assim, G, é uma subvariedade propri-
amente mergulhada, pois casa conjunto de nivel de ¥ é uma subvariedade
propriamente mergulhada (Ver [10]), e um subgrupo de Lie.

Agora suponhamos que G, = {e}. Se ¥ (¢') = P (g), entdo

V(g p)=v(g,p) =g g p)=p=>g'd=e=g=4¢,

mostrando que ¥®) ¢ injetiva. Pelo Teorema de posto equivariante (Ver [10]),

ela é uma imersao suave, e assim a orbita é uma subvariedade imersa. Il

Teorema 5.6. Seja G um subgrupo de Lie conexo de SU(m)x C™ com dlgebra
de Lie g e aplicacao de momento p : C™ — g*, seja O uma orbita orientada
de G em C™ com dimO = m — 1, e suponhamos O C pu~'(c) para algum
c € Z(g*). Entao existe uma subvariedade G-invariante Lagrangiana especial
N, localmente inica em C™, que contém O. Além disso N C u~'(c), e N
é fibrado por G-orbitas isomorfas a O perto de O. assim N € localmente
difeomorfo a (—e,€) x O, para algum € > 0, e podemos pensar em N como

uma curva suave de G-orbitas.

Demonstracao. Podemos construir N por uma equacgao de evolugao, como no
teorema BA4. Escolhamos x € O e seja H o estabilizador de x em G. Conside-
ramos P = G/H, que resulta uma variedade pelo Teorema de Construcao do

Espaco Homogéneo (Ver [10]), e definimos ¢ : P — C™ por ¢(vH) = vz para
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todo v € G, pela proposicao B3 . Entao ¢ ¢ uma imersao, com ¢(P) = O.
Claramente P e ¢ sao analiticos reais, e ¢*(w) =0 em P.

Como P = (O é orientado e G age nele por isometrias, podemos escolher
uma secao G-invariante X de A™ TP que nunca se anula. Suponhamos por
enquanto que P é compacto. Aplicando o teorema B2 obtemos um mer-
gulho @ : (—¢,¢) x P — C™, cuja imagem é um subconjunto aberto de N.
Como y é G-invariante e ¢ é G-equivariante, vemos pela unicidade que ® é
G-equivariante sobre as agoes de G em P e C™.

Assim ®({t} x P) é uma G-orbita em C™ isomorfa a O parat € (—¢,¢), e N
é fibrado por una familia de um parametro suave de G-orbitas isomorfas a O
perto de O. Isto completa a prova, excepto porque nds assumimos que P era
compacto para aplicar o teorema b4. Esta suposicao nao é de fato necesséria.
Para todo p € P os ¢; existem perto de p para t € (—¢,¢) e algum £ > 0.

Podemos usar a GG-equivarianca para estender ¢, univocamente a todo P. [J

Isto significa que as subvariedades especiais Lagrangianas de cohomogeneidade
um em C™ sdo relativamente facies de construir e classificar. A estratégia é
primeiro identificar todos os possiveis subgrupos de Lie G em SU(m) x C™
que admitem aplicacbes de momento. Ainda que nao todos os subgrupos de
SU(m) x C™ admitem aplica¢des de momento, o grupo de simetria Sym(N)
de uma subvariedade Lagrangiana especial sempre admite uma aplicacao de
momento, e portanto os subgrupos sem aplica¢oes de momento ficam excluidos
porque eles nao podem preservar nenhuma subvariedade Lagrangiana especial.
Uma vez que temos escolhido um subgrupo de Lie G com aplicacdo de momento
u, trabalhamos entdo com os tipos de G-6rbita O em p~'(c) para ¢ € Z(g*),
e olhamos se algum deles tem dimensdao m — 1. Claramente devemos ter
dimG > m — 1 para obter alguma érbita apropriada. Mas se dimG é muito
grande nao obtemos érbitas apropriadas.

Encontramos entao as m-variedades Lagrangianas especiais com cohomogenei-
dade um em C™ solucionando uma equacao diferencial ordinaria de primeiro

ordem em G-6rbitas (m — 1)-dimensionais.

Exemplo 5.1. Subvariedades Lagrangianas Especiais SO(3)-invariantes em
C3

Seja G = SO(3) subgrupo de SU(3), mergulhado como as matrizes reais 3 x 3

na forma obvia. Consideramos a agao

Y :SO3)x C* = C?
(A, x +iy) = V(A x4+ iy) = Az + i Ay
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Vamos mostrar que a aplicagdo de momento de SO(3) é
w(z1, 20, 23) = (Im(z122), Im(2923), Im(2321)).

No capitulo 4, provamos que a &lgebra de Lie associada ao grupo de Lie SO(3)

s0(3) = {A € gl(3,R)|A+ A" =0}

Pelo feito no capitulo 4 sabemos que (R® w,SO(3), 1) ¢ um SO(3)-espacio

Hamiltoniano, com aplicacao de momento

—

(Z,9) = u(Z,§) =2 x 7.

[

Fazendo a identificacio C* = RS, onde as primeiras 3 coordenadas em R®
correspondem 4s partes reais das coordenadas de C? e as tiltimas 3 coordenadas
correspondem 4s partes imaginarias das coordenadas de C3, e notando que de

zj = xj +1y;, j = 1,2,3 segue
Im(zjz,) = Im(z; +iy;) (@, — iyg) = yjo8 — Yk, J,k=1,2,3.

obtemos que (C?,w, SO(3), ) é um SO(3)-espaco Hamiltoniano, com aplica-

¢do de momento
w(z1, 22, 23) = (Im(z122), Im(2223), Im(2321))

Afirmagao 1: Z(s0(3)") = {0}
Por defini¢do, o centro de s0(3)" ¢ o subespago vetorial de s0(3)* fixado pela

acdo coadjunta de SO(3), ou seja
Z(s0(3)") = {£ € SO@3)" : Ad*(g,¢) = £ Vg € G}
Pela equagdo (E) temos
§ € Z(s0(3)") = (Adyg, X) = (§, X) = (£, Adg— X)
Logo
0=(&Ady X — X)=(£,97' Xg— X) VX €s0(3), (5.11)

pois G é um grupo de matrizes, e Ad,X = gX g~ ' pela proposigao B2

Notamos que ¢~ 'Xg — X é também uma matriz anti-simétrica para todo
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X € s50(3), logo a equagao (B) faz sentido. Como & é uma funcao linear,
para provar que £ = 0, basta provar que &(FE;) = 0 para i = 1,2, 3, onde

0 00 -1 0 0 0
Eir=1-1 0 0|, =100 0|, E3=1(0 0 1
0 10 0 0 -1 0

formam uma base de s0(3). Um calculo mostra que

0 10 1 0 0 0 /2 0] |1 O
Ei=|-1 0 0[=|0 -1 0 —-1/2 0 0] |0 —1
0 00 0 0 -1 0 0 010 0 -1
0 1/2 0
— =12 0 0
0 0 0
1 0 O
Como [0 —1 0 € SO(3), esta matriz é igual a sua inversa, e
0 0 -1
0 12 0

—1/2 0 0] é uma matriz anti-simétrica, obtemos pela equacao b1 que

0 0 O
¢(F1) = 0. Com um procedimento anilogo para Ey e E3 obtemos (Ey) =0 e

£(E3) = 0. Portanto £ = 0.
Como Z(s0(3)") = {0}, toda 3-subvariedade especial Lagrangiana SO(3)-

invariante fica em
/fl(O) = {(z1,29,23) € C3?: Im(z123) =0, Im(2923) =0, Im(23z) = 0}.

Afirmagdo 2: Todos os pontos em p '(0) podem ser escritos como
(Ax1, A\x9, Az3), onde A € C e xq,x9, 23 sdo reais, e normalizados de modo
que 3 + 23 4+ 23 = 1.

Segue das equagoes
Im(zjz,) =0 = yjor—yr; =0 para j,k=1,2,3.

que

€
n#0 = x3=—ys e
n

z
y3 #0 = x2=—192-
hn
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x
Para z;, = x; + iy; = <y—1+z) yj, consideramos A =
1

(% + z) /N Y2+ y5 + y3. Isto prova a afirmagao.

Portanto as 6rbitas de G em p~1(0) sdo Oy para A € C, onde
Oy = {(Mx1, \xg, A\x3) : 7 € R, 2] + 25 + 25 = 1}. (5.12)

Claramente Oy é um ponto, e Oy = S? se A # 0, e O, = O_,.
Podemos entdo interpretar uma EDO em G-orbitas em p~*(0) como uma EDO
em \. O célculo seguinte mostra que esta é d\/dt = A2, onde A = A(t).

Pela Proposicao B, sabemos que
T.0., = {X#(2): X € g,z € C*}

onde X#(2) = (@ x T,@ X §) e z = T +i7.

Seja {e1, 2, e3} a base candnica de R? = g. Entéo

Xjf(Z) = (61 X f7 e X g) = (O - CE'3,Z'2,07 _y3792) - (07 —2Zz3, Z2)7
Xj;(Z) - <€2 X f7 €a X ?7) = <x3707 —55179370, _?/1) = <Z3a0 - Zl) €
XE(z) = (e3 x T, e3 x §) = (—w2,21,0, =42, 41,0) = (=22, 21,0)

Um calculo simples mostra que esses vetores sao linearmente dependentes, mas

dois quaisquer deles sdo linearmente independentes. Segue-se que

TzOzo = <leé(z)a Xj;(z»
= <(07 —I3, T2, Oa —Y3, 92)7 ($37 Oa —T1, Y3, 07 —?Jl»

Pelo teorema B33, existe uma subvariedade SO(3)-invariante Lagrangiana
especial N, localmente tinica em C3, que contém . Ou seja, como ) =

dzy Ndzy N ... Ndz,, entdo ImQ|y = 0 se e somente se
T.N = (XF#(2), X7 (), %)

onde

2(t) = (21(t), Z(1), 2(1))
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Avaliando a forma €2 nos vetores tangentes de N obtemos
Q(le&, Xj;, Z) = le A dZQ A ng((O, —Z3, 22), (Zg, 0, —Zl), (2}1, Z'g, Zg))
0 —2Z3 Z9
— |%3 0 —Z
21 Z2 %3
= 23(2323 -+ 212’1) —+ 232222
A equacao
ImQ|N =0

leva-nés a

Im Z3(212.1 + ZQZIQ + 2323) =0 (513)

Por outra parte, pela equagao (512), sabemos que z(t) € p~(0) se e somente

se z(t) satisfaz

z1 = A1
Z9 = )\.1'2
Z3 = )\.T3

Substituindo estas equagoes na equacao (513) obtemos
Im(NAzs(z? 4+ 22+ 22)) =0
Como z? + 22 + 22 = 1, segue-se que
Im(NA\z3) =0

e como x3 # 0 obtemos
Im N()A(t) =0

ou seja,
d
Im | —X(t) ) =0
()
e portanto d(Im(A3))/dt = 0. Logo Im(\3) = ¢ para ¢ € R. Assim,

Teorema 5.7. Para cada ¢ € R definamos
N = {(Ax1, Awg, Awg) sy € Ryt + 23 + 23 = 1, A € C, Im(N*) = ¢}.

Entdao N, é uma 3-subvariedade Lagrangiana especial em C3, invariante sob a

agdo de SO(3).
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Observacao 5.3. Quando ¢ = 0, N é uma unido singular de trés copias de
R3 intersectando-se em 0, e quando ¢ # 0 é a unido disjunta ndo-singular de

trés copias de R x S%. Notemos também que N, = N_,.

Exemplo 5.2. Subvariedades Lagrangianas Especiais T?-invariantes em C3

e 0 0
Seja T? = 0 e 0 |:ondeb,0,,0€Rel, +0,+05=03% o
0 0 e

grupo de matrizes diagonais em SU(3), agindo em C? diagonalmente por

0:T?xC* - C?
(diag@iela e, ewg)» (21, 22, 23)) > (e 21, €22, ei9323)
Para calcular a algebra de Lie de (G, que denotamos por g, tomamos uma

curva suave de matrizes (t) = diag(e'*®, e%2® ¢¥0) ¢ G tal que v(0) = I

e calculamos 7/(0).

7(0) = % . diag(e®®  f2®) ()
i diag (dec;it), d&;zgt)’ d@;t(t)) 3y
Como 6,(t) + 02(t) + 05(t) = 0 entao % + dQ;it) + d@;it) = 0, ou seja,
% = _d@;t(t) — d«9;t(t)' Portanto
+(0) = i diag (_d@;it) B d@;}ft)’ dH;it)’ d@;it))
— <—d9;£t) diag(1,—1,0) — de;t(t>dz'ag(1,o, —1))

Como g = {7/(0)/v(t) C T?,~(0) = I}, vale
g = (1 diag(1,—1,0), i diag(1,0,—1))

Como precisamos da aplicagdo de momento, vamos procurar o campo vetorial

em C? gerado pelo subgrupo de um parametro {exp(tX) : t € R} C SU(3).
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Assim, para X =i« diag(l, —1,0) +if diag(1,0,—-1) € g, o, 5 € R

X#(z)= =1 pleap(tX),2)

t=0

= —| p(exp(tia diag(1, —1,0) + tif diag(1,0,—1)), 2)
t=0

= —|  p(diag(exp it(a + B), exp(—tia), exp(—tif3)), 2)
t=0

_ v (em(aﬂi)z17 e*itazm efzw%)

t=0

- Z((Oé + 6)217 — 29, _/8Z3)

Agora, queremos encontrar a aplicagdo de momento. Para esto, devemos achar
ix#w. Com a identificacgio C3 = RS podemos escrever o vetor X#(z) =
i((o + B)z1, —aze, —B23 como (—(a + B)yr, ays, Bys, (a + B)x1, —axs, —fx3).
Entao temos

ixsw = X7 _w
6
= (—(a+ By, ay2, Bys, (a + B)z1, —azs, —fx3) 4 Z dx; A\ dy;

=1
—(a+ B)yrdyr + ayadys + Bysdys — (a + B)ridry + axedry + Brsdrs
( + )[yldyl + 33’1d.’L'1] + oz[deyg + I’le‘z] + ﬂ[ygdyg + 1’3d33’3]
_(atB),

_ 5 diz? + 2] + - d[$2+y2]+ﬂd[x3+y3]

Logo temos que

(o +5)
2

D) gt o2+ Ll + 2+ D2 + 2]

A = —
H 2 2

Podemos identificar X = « diag(1,—1,0)+ 3 diag(1,0,—1) € g, a,b € R, com
(a(1,0),8(0,1)) € R2. Obtemos
X (a+5)

p == (2 +y}) +

%g +12) + constante

2

«
5(953 +43) +

Portanto

p:C — g = R?

1
(21,22, 23) = =5 (121" = [, [ = [zs]"),

é a funcao Hamiltoniana do campo vetorial X#, salvo uma constante. Como
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G ¢é abeliano, Z(g*) = g*, e para todo ¢ € g* a G-orbita genérica em p~'(c) é
uma copia de T?. Com efeito, se ¢ € g* = R?, podemos escrever ¢ = (A, B)

onde A, B € R. Logo

Ll — )

1
pie) = {(21,2,2) € C°: A= —§(|21|2 —|2l*),B = —3

Concluimos que p~*(c) é 2-dimensional para todo ¢ € g*. Assim, podemos
aplicar teorema B3 para encontrar uma familia L de subvariedades especiais
Lagrangianas, T*-invariantes em C3, resolvendo uma equacao diferencial ordi-
naria.

Sabemos que

T.0., = {X#(%) : X € g}
= {i((a+ b)z1, —azy, —bz) : a,b € R?}

Sejam {e;, e2} a base candnica de R%. Entdo
X#(2) = i(21,—22,0) XZ(2) =i(21,0, —23)
Como estos vetores sao linearmente independentes, temos
TZOZO - <leé(2’), Xi(Z)) = <Z.(Z17 —Z2, 0)7 Z.(Zla 07 _23)>

A familia L deve satisfazer ImS)|;, = 0, onde Q = dz; A dzy A dz3. O espago

tangente a L em cada ponto pode-se escrever como
_ # # :
TZL - <Xel (Z>’ X82 (Z)7 Z>
onde
Z(t) — (2}17 222; 23)

Avaliamos a forma de volume nesses vetores tangentes.

Q(Xjf(z), Xj;(z), Z) = dz Ndzy N dz3(i(z1, —29,0),4(21,0, —23), 2)
121 —129 0
= 121 0 —izs
Z1 2o Z3

= —i(212322(t) + z12223(t) + 222321 (1))
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A equagao Im€|r, = 0 se satisfaz se

[m(21z322 + 212223 + ZQZng(t)) =0
d
= Im <£(21z223)) =0

= Im(z12223) =0

= Im(z12023) = Constante

Teorema 5.8. Sejam A, B e C numeros reais e definamos o subconjunto

Lapc em C? por
LA,B,C = {(21,22,2’3) € (C3 . |Zl|2—|22|2 = A, |22|2—|2’3|2 = B,Im(212223) = C}

Entdo Lagc é uma subvariedade Especial Lagrangiana em C3, invariante sob

a acao de T?.

Observacao 5.4. Observamos que C* é fibrado por esta familia de 3-
variedades especiais Lagrangianas; ou seja, existe exatamente uma passando

por cada ponto em C3,

Exemplo 5.3. Subvariedades Lagrangianas Especiais com Simetria U(1) x R

Seja G = U(1) x R subgrupo de SU(3) x C* agindo por

¢ U1 xRxC*—C
(diag(e”, e, x), (21, 22, 23)) > (€“21,€ 20,2 + 23),
para 6 € [0,27) e z € R.
Como nos exemplos anteriores, o primeiro que devemos fazer é achar a algebra
de Lie associada ao grupo U(1) x R. Para calcular a algebra de Lie de G,
que denotamos por g, tomamos um caminho é o conjunto de matrizes em G
passando pela identidade e derivamos com respeito de . Assim escrevemo um

elemento X € g como

X =L (diag(e®, e 00 (1))

dt 0
L[ de(t)  db(t) da(t)
—Gmw<ﬁ,—ﬁ,(ﬁ -

Logo
g = (i diag(1,~1,0), diag(0,0,1))
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Agora vamos achar o campo vetorial em C? gerado pelo subgrupo de um
parametro {exp(tX) : t € R} C U(1) x R. Para X = ai diag(1,—1,0) +
B diag(0,0,1), a, B € R temos

X#(2) = % elern(ix),2)
= % . p(exp(tai diag(l,—1,0) + t8 diag(0,0,1)), 2)
_ % __ wldiag(eap(tad), xp(~tai), eapl(t5)), 2
= % . (exp(tai)zy, exp(—tai)ze, exp(tf) + z3)

= (aizb —O{iZQ, B)

De novo, para encontrar a aplicacdo de momento devemos achar iyxw. Com
a identificacdo C3 = R®, podemos escrever o vetor X#(2) = (aizy, —aizy, )

como (—ayy, ays, 5, axy, —azs,0). Entao temos
ixew = X7 2w
6
= (—ay1, ays, B, axy, —aws, 0)4 Z dz; A\ dy;
i=1

= —ay1dy; + aypdys + Bdys — axidry + axady

[0
= §d[—yf +y5 — 2t + x3] + Bdys

Podemos identificar X = « diag(1,—1,0) + 8 diag(0,0,1) € g, a, B € R, com
«(1,0),3(0,1) € R% Obtemos

(63
du™ = §d[—y? +y5 — 2t + x3] + Bdys

Integrando a ultima equagao obtemos
1
H= 5[‘3/% + 3/% - SL‘% + Jfg] + y3 4 constante

Portanto aplicacao de momento de U(1) x R é

1

M<217Z27Z3) = <_§ (|'21’2 - |22‘2) ,ImZg) )

salvo uma constante. Como o grupo de Lie U(1) x R é abeliano, Z(g*) = g* =
R2, e as G-orbitas sdo claramente copias de S x R salvo que 2; = 2z = 0

onde estas sdao copias de R. Com efeito, se ¢ € g* = R?, podemos escrever
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c=(A,B) onde A, B € R. Logo
1
/fl(c) = {(21,29,23) € C3: A= —5(\21\2 = ]22|2), B=1Im z3)}

Concluimos que p~'(c) é 2-dimensional para todo ¢ € g*. Assim, podemos
aplicar teorema B33 para encontrar uma familia N de 3-variedades especiais
Lagrangianas, U(1) x R-invariantes em C3, resolvendo uma equacéo diferencial
ordinaria.

Pela Proposi¢ao B temos

TzOzO = {X#(Zo) X € g}
= {(aizla —(17;22, b) L a, be RQ}

Sejam {e1, s} a base candnica de R?. Entao
X7 (2) = i(z1, —22,0) X7 (2) = (0,0,1)
Como estos vetores sao linearmente independentes, temos
1.0., = (X} (2). X£(2) = (i(1, ~2.0), (0,0, 1)

A familia N deve satisfazer Im§)|, = 0, onde 2 = dz; A dzy A dzs. O espago

tangente a N em cada ponto pode-se escrever como
T.N = (X#(2), X*(2), Z)
onde
Z = (217 227 23)
Avaliamos a forma de volume nesses vetores tangentes.
QXH(2), X2 (2), Z) = dz1 A dzo Adz3(i(21, —22,0), (0,0,1), Z)
’iZl —iZQ 0
=10 0 1
21 %y Z3

= —Z.(Zl,ég + 222’1)
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A equagao Im€|r, = 0 se satisfaz se

Im(—i(zl,ég + 2221)) =0
d
= Im (—Z%(leg)) =0
=R —'i( )] =0
€ Zdt Z1%92 =

= Re(z129) = Constante
Teorema 5.9. Sejam A, B,C € R, e definimos
Napc = {(z1,22,23) € C3:|2z1]? — |22|?> = A, Re(z129) = B, Im(z3) = C}.

Entao Na pc € uma 3-variedade Lagrangiana especial U(1) x R-invariante em
C3. Se A= B =0 entdio Napc € a uniio singular de duas copias de R® que
se intersectam em R, e se ndo for assim Napc € ndao singular e difeomorfa
q S x R

Observagao 5.5. Assim, C? fica fibrado pelas Napc. Notamos que Napc

é de fato o produto de subvariedades EL de dimensdo menor em C? e C.

Resulta que esses exemplos representam todas as 3-variedades Lagrangianas

especiais em C? de cohomogeneidade um.

Teorema 5.10. Toda subvariedade de dimensdo 3 homogénea Lagrangiana
especial em C3 € conjugada sobre SU(3) x C* ao 3-plano estandar R® C C3.
Toda subvariedade Lagrangiana especial com cohomogeneidade um em C?® ¢é
conjugada sobre SU(3)x C3 a um subconjunto de R ou a uma das 3-variedades
dos Exemplos G, B2 e B3

Demonstracao. Usamos a classificacao de grupos de Lie para identificar todos
os subgrupos de Lie G de SU(3) x C3, que encontramos em [8]. Mostramos
que ou G ndo tem Odrbitas 2-dimensionais convenientes em p~'(c) para
c € Z(g*), ou as subvariedades G-invariantes reduzem-se 4 um dos casos do

teorema.
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Subgrupo G G C SU(3)
U (1) {diag(e??, e ™) : p q,r € Z primos rel.,p+ q+r = 0}
R {diag(1,1,1)}
Ul) x U(1) {diag(e, 2 e~01=i02) . ) € R}
a 0
SU(2) 0| ae€SU(2)
0 01
u
U(2) 0 ueU(2)
0 0 (detu)™!
SO(3) (A€ Mys(R): A'A =T, det A=1}

Subgrupos de SU(3)

Os subgrupos U(1) x U(1) = T? e SO(3) ja foram estudados. Os subgrupos
Up,g(1) = U(1) e R tem dimensao um, entao sua algebra de Lie vai ter méaximo
dimensao um. Portanto, o espaco tangente a uma Orbita neste caso vai ter
somente dimensao 1, logo estes grupos nao vao ter orbitas 2-dimensionais
convenientes.

Sabemos que a algebra de Lie associada a U(2) consiste de todas as matrizes

2 x 2 anti-simétricas, obtemos que os geradores para este caso sao

= f bl

Como det u~! depende de u (obviamente), a dlgebra de Lie associada a U(2) C
SU(3) esta gerada pelos mesmos vetores que geram o algebra de Lie de U(2).
Portanto a élgebra de Lie do grupo U(2) € SU(3) é

0 10 0 2 0 ¢t 0 0 00 O
g=(|—-1 0 0|,|¢ 0 0|,]|0 0O Of,[0 ¢ O})
0 000 00 — 00 —2

Os vetores X7 (z) = (22, —21,0) e X2 (2) = (i22,1021,0), X2 (2) = (iz1,0, —iz3),

X#(z) = (0,122, —iz3) sdo tais que trés deles sdo linearmente independentes.
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Logo nao vao gerar um espaco tangente na orbita de dimensao 2. Em vez
disso, eles vao gerar um subespago homogéneo. Do mesmo jeito, o subgrupo
U(l) x R xR.

Analogamente ao feito no exemplo B, obtemos que (C3,w, U(2) C SU(3), u)

é um U(2) C SU(3)-espago Hamiltoniano, com aplicacdo de momento
w(z1, 20, 23) = (Im(z122), Im(2223), Im(2321)).

Como Z(g*) = {0}, usando a proposicio B3, sabemos que N C p~'(0).

Segue-se que N C {(z1,29,23) € C3: 2; = 29 = 2z3 = z}. Um célculo mostra

que
X#(2) z —z 0
Xt =1z 0 —z
X7(2) 0 2z =z

é uma matriz complexa anti-simétrica. Pelo teorema espectral, ela pode se
escrever na forma UXUT, onde U é uma matriz unitaria especial e ¥ é uma

matriz real. Portanto, N é conjugada sobre SU(3) x C? ao 3-plano R3.
Por outra parte, sabemos que a dlgebra de Lie associado ao subgrupo SU(2)

~EIEE)

Os vetores X2 (2) = (=22, 21,0) e X2 (2) = (iza,i21,0), X (2) = (iz1, —i22,0),

resultam linearmente dependentes, portanto o espago tangente que eles geram

¢é gerada por

tem dimensao 1, logo nao vamos ter érbitas convenientes neste caso.

Notemos que Sym(R?) é SO(3) x R3, que tem vérios subgrupos de Lie G que

levam a subconjuntos de R3 O
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Capitulo 6

Fibrados Normais Especiais

Lagrangianos

Nesta secao pretendemos encontrar um outro tipo de exemplo de subvarie-
dade LE em C™, como espaco total de um certo fibrado. Mais precisamente,
seguindo [7] mostramos que uma subvariedade de dimensao k£ de M em R™
tem a propriedade que o seu fibrado normal é LE em T*R™ se e somente se a
segunda forma fundamental /7 de M em qualquer dire¢ao normal v satisfaz
uma condicao algébrica forte, ou seja, se A é valor proprio de I1¥, também —
é. As subvariedades com essa propriedade sdo chamadas de austeras. No final
desse capitulo damos um exemplo simples de subvariedade austera. Todas as

defini¢bes necessarias se encontram na referencia [G].

6.1 Preliminares

Definicdo 6.1. Seja f : (M, g) — (M, §) uma imersio isométrica. A métrica
Riemanniana em M induz ao longo de M uma decomposicio ortogonal do
fibrado tangente TM de M em

TM|y =TM @ vM.

O fibrado vetorial vM chama-se de fibrado normal de M. A fibra em p € M
de vM de vM ¢é o espago normal de M em p e se denota por v,M.

Sejam X,Y campos vetoriais em M. Para diferenciar eles com respeito da
conexao de Levi-Civita V para M, debemos estender eles a campos vetoriais
em M. Fazemos a decomposicao de VxY em sua parte tangente (@ V)T e

sua parte normal (VxY)*.
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Definicao 6.2. A conexao de Levi-Civita V para M é dada por
VxY = (VYT
e definimos a Sequnda Forma Fundamental 11 de M por

II(X,Y) = (VxY)L

Obtemos a decomposic¢ao ortogonal
VxY =VxY +1I(X,Y)

que é chamada de formula de Gauss. A formula de Gauss e a anulagdo da
torsio de V e V implicam que a segunda forma fundamental ¢ um campo
tensorial simétrico com valores no fibrado normal de M.

Uma sec¢ao do fibrado normal vM chama-se de campo vetorial normal de M.
Seja & um campo vetorial normal em M e decomponhamos V& em suas
componentes tangente e normal. A parte normal induz uma conexao V+ no

fibrado normal vM que chamamos de conexdo normal para M.

Definicao 6.3. Definimos o operador forma de M na diregio normal & por
Ag(X) = =(Vx&)".

O campo tensorial A¢ se relaciona com a sequnda forma fundamental I1 pela
equagcao

(II(X,Y), &) = (A X, Y).

Entao Ae € uma transformagdo linear simétrica no espago tangente T,M de

M em p.

A simetria de /1 implica que A¢ é uma aplicagao linear auto-adjunta em 7, M.
A equagao anterior também mostra que para cada p € M o endomorfismo Ag,
nao depende da extensao de £, como campo vetorial normal. Assim, podemos
definir o operador forma com respeito de qualquer vetor normal de M. A
colecao de todos esses endomorfismos é chamada de operador forma de M e

se denota por A. A decomposicao ortogonal
V€= —AX + Vi€

chama-se de formula de Weingarten.
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6.2 Fibrado Co-normal

Para qualquer subvariedade M de uma variedade Riemanniana X, sabemos
que o mergulho canénico de seu fibrado co-normal N*M em T*X é Lagrangi-
ano com respeito & estrutura simplética natural em 7*X. Usando a métrica,
podemos identificar o fibrado co-normal N*M com o fibrado normal N(M).
Nesta secao determinaremos as subvariedades p-dimensionais M de R™ cujo

fibrado normal N (M) é especial Lagrangiano em R" & R".

Teorema 6.1. Seja M uma subvariedade de dimensdo p imersa em R", e

seja L = [N(M)] a imersao candnica de seu fibrado co-normal em T*R™ =

R" ® R" = C" dada por

¥ N(M) > R" @ R" (6.1)
Vg = (1) = (7, 12) (6.2)

onde, no sequndo fator, v, é considerado como um vetor baseado na origem.

Entdao L é Lagrangiana especial com respeito d calibracao
¢ = Re{i dzy A\ ... Ndz,}, (6.3)

se e somente se

092k—1 (AV) = 0

para todo k =1,....[(p+1)/2], v € N, M vetor normal, e x € M onde o, sao

0s polinomios simétricos de grau n em autovalores de A”

Demonstrag¢ao. Consideramos o mergulho (). Devemos computar o espago
tangente a este mergulho em v,,. Numa vizinhan¢a V' de z( escolhemos um
referencial ortonormal ey, ..., e,,v1, ..., v, adaptado a M, ou seja ey, ..., e, sao
vetores tangentes a M e vy, ..., v, sao vetores normais a M para todo z € V
e p+q = n, tal que (ey,...,v,) é positivamente orientado. Sem perda de
generalidade assumimos que os campos v satisfazem (Vi)Y = 0 onde ()
denota a projegao ortogonal sobre o espago normal N, (M). Recordamos que

o operador forma de M na dire¢ao normal v é dado por
AY(V) = (Vo) (6.4)

onde 7 é qualquer extensdo de v a um campo local normal e onde ()7 = 1—()¥

é a projecao ortogonal sobre T, (M).
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Com respeito as coordenadas (x,t) em N (M), onde = é a parametrizacao de

M perto de zg e t = (t1,...,t,) € R?, a aplicac@o (64) pode ser escrita como

t) = (:E,thl/j(x)> :

O espago tangente & este mergulho em v,, = > ¢;vj(x¢) é gerado pelos vetores

E; =1.(e;) = (e, A%(e5)), j=1,..,p
N;j = ¥.(0/0t;) = (0,v5), j=1,....q

onde os campos e;, v; estao avaliados em .

Pelo ultimo resultado do capitulo 2, (N (M)) é uma subvariedade Lagrangi-
ana de C" = R" @ R".

Estamos interessados agora nas condigoes sobre as quais a subvariedade ¢ La-
grangiana especial para alguma escolha de fase # na calibragio ¢ = Re{e?dz A
.. Ndz,}. Aplicando uma transformagao ortogonal em SO(p) x SO(q) C
SO(2n) podemos assumir que em zj 0s Vetores ey, ..., €y, V1, ..., Y, Sao leva-
dos na base estandar de R"™. Denotamos as coordenadas em R"™ @& R"™ por
(1, ooy Ty Y1, -, Yn) € consideramos zj = xp + iyg. Finalmente, sem perda de
generalidade podemos assumir que os vetores ey, ..., e, foram escolhidos para
diagonalizar a forma simétrica A” em x, i. e., assumimos que A”(ex) = \gex
para k =1,...,p, em xy. Consequentemente, o plano orientado tangente ¢ ao
fibrado normal mergulhado em v, é dado por ¢ = E4A...AE,AN{A...AN, =
(€1, A1) A oo A (ep, Apep) A (0,01) Ao A (0, 1,), Segue-se que

L+ih .. 0 0 .. 0
0 -~ 1+i), 0 --- 0 u
dziN...Ndz, = P =47 | (14i\g)
(dz )(€) 0 0 i oo kl:[1 k). (6.5)
0 0 0 i

Agora escolhemos a calibracao

o = Re{i~9dzy A ... Adz,}. (6.6)

67



Pela equagao (63) temos que L é Lagrangiano especial se e somente se

0= [m(ﬁ(l +i);))

Jj=1

(@ =X))

1

~ Im((=iy’]

J

n

Utilizamos a os polinomios simétricos definidos no capitulo 3, na equagao (B=3)

com A =1 e Xy = A\, para obter

T ) WP W S W W P S
+ (_1)p0p(>‘1> e )‘p)))

Se p é par entao

0 =Im((i" — o1 (A1, \p)iP 4 09 (Ag, s \p)iP 2 4 - -
+ (=DP0p(A1s o M)

Se p é impar entao

0 =Re((i” — a1( A1, oos Ap)iP 1+ 0o(Ag, oy AP 2 4
+ (—1)p0'p()\1, 7>\p)))

Portanto, Y, (=1)*oor-1(A1,.., Ap) = 0 € D iog02k(A1, s Ap) > 0 em cada
vetor normal v. Para cada nimero real ¢, os autovalores de A™ sao tAy, ..., tA,.

Logo a primeira condigao é equivalente a

> (=1 g1 (M, ) =0,
k

0 que acontece se e somente se
0'2]4,1()\1, ey )\p) =0 (67)

para k=1,3,....[(p+1)/2]. O

Observagao 6.1. A condi¢io (B21) em M € equivalente d condi¢io que para
todo vetor normal v, o conjunto de autovalores de A" for invariante pela mul-

tiplicacao por —1, ou seja, € da forma

(A1, Ap) = (a, —a,b,—b, ..., c,—¢,0,0,...,0). (6.8)
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Definicao 6.4. Uma subvariedade de uma variedade Riemanniana cuja se-
gunda forma fundamental A satisfaz a condigio (68) chama-se subvariedade

austera.

Notemos que quando p = 2, a tinica condicdo é que tracoA” = 0, logo M? é

austera se e somente se M? é minimal.

Exemplo 6.1. Um conjunto de exemplos particular vem de considerar sub-
variedades minimais da esfera unitdria S™' C R". Se MP~!1 C S"! ¢ uma

subvariedade minimal, entdo o cono em M1,
CMI™ M ={t-zeR":0€ M7 ¢ teR}
¢ uma variedade austera em R™.

Os vetores normais a M? ! em S"! em x sdo exatamente os vetores normais
de C(M?1) em tx parat # 0. Além disso, se a segunda forma fundamental A”
de M9™' em S™! tem autovalores Ay, ..., \,_1, a segunda forma fundamental
A” de C(M?1) em tz tem autovalores tA, ...,t\,_1,0.

Com efeito, seja {ey, ..., e,_1} uma base ortonormal de T,M tal que A%(e;) =
ki(p,u)e; parai =1,...,g—1, onde A é o operador forma de M em S™~!. Con-
sideramos os vetores tangentes {e;(tp),...,e,—1(tp)} de T;,C(M)* pelo trans-
porte paralelo dos vetores {e, ..., e,_1 } a0 longo da geodésica y(t) := tp em R™.
Entéo {e1(tp), ..., e4-1(tp), e4(tp) := §(t)} é uma base ortonormal de T3,C (M ).
Além disso, para o transporte paralelo u(tp) de um vetor normal u € v, M,
tem-se que

AP e(tp)) = (L/O)Ri(p, u)e(tp)

parat=1,...ne
AP (€41 (tp)) = 0,

onde A é o operador forma de C(M)* em R™. Ou seja, as curvaturas principais

de C'(M)* em tp com respeito da dire¢do normal u(tp) sdo dadas por
(1/t)k1(p,w), ..., (1/t)kg—1(p,u) e O.

Segue-se que MP~! é uma subvariedade austera de S"~! se e somente se seu

cono ¢ uma subvariedade austera de R".

Em [B], encontram-se mais exemplos de subvariedades austeras.
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Capitulo 7
As Geometrias Excepcionais

Neste capitulo exploramos algumas geometrias com grupos de automorfismos
excepcionais. Nosso proposito é mostrar calibragoes diferentes que nao pre-
cisam de espagos com estrutura simpléctica. Além disso, caracterizamos os
subespagos calibrados.

Notamos por G(n,m) o conjunto de n-planos orientados numa variedade de

dimensiao m.

7.1 Processo de Cayley-Dickson

Defini¢ao 7.1. Uma dlgebra normada como uma dlgebra sobre R (ndo
necessariamente associativa) finito-dimensional com unidade multiplicativa 1,

e equipada com um produto interno (,) cuja norma associada |- | satisfaz

lzy| = |z||ly| para todo x,y.

Dada uma algebra normada B adotamos as seguintes convengoes. Seja Re B
o conjunto gerado por 1 € B, e Im B o complemento ortogonal de Re B.

Entao cada x € B possui uma unica decomposi¢ao ortogonal
x=x +,

onde x1 € Re Bex' € Im B. A conjugagao se define por
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Dado w € B, seja R,, o operador linear multiplicacao a direita por w. Simi-
larmente seja L,, o operador linear multiplicacao a esquerda por w.

Os fatos elementares que concernem a R, L,,, ¢ a conjugacao sao

(Ruw, Ruy) = (z,y)w]?, Loz, Luy) = (z,y)|lwf>  (7.1)
R =Ry Ll =Ls  (7.2)

SII

1
=z, T=yr, (vy) =Rewy=(ay+yr), zr=[z  (73)

Um objeto de interesse fundamental numa algebra normada B é o associador

definido por
[z,y, 2] = (xy)z — z(y2)

para x,y,z € B. A seguinte forma de associatividade fraca sempre se tem

numa algebra normada.

Lema 7.1. A forma trilinear [x,y, z] em B é alternada.

Isto significa que o associador se anula sempre que dois de seus argumentos sao
iguais. Uma algebra na qual o associador ¢ alternado chama-se de alternativa.

O lema afirma que qualquer algebra normada é alternativa.

Demonstracio. Notemos que o associador se anula se e somente se uma de suas
variaveis é real. Portanto, é suficiente mostrar que o associador se anula sempre
que duas de suas variaveis fixam-se iguais a w € Im B. Agora provamos que
[z, w,w] = 0. Como ww = |w|?, devemos mostrar que (zw)w = z|w[*. Pela
equagio (2) temos ((zw)w,y) = (rw,yw) que por () é igual a (z, y)|w|>.
Como [z, w,w] = 0, [w,y,w] = —[w,w,y|]. Logo fica provar que [w,w,z] =0

que segue-se do mesmo jeito de [z, w, w] = 0. O

Como imediata consequéncia do lema [T e o fato que zx = |z|*> temos que:

Lema 7.2. (a) Cada elemento diferente de zero x € B tem um unico inverso

a esquerda e a direita x=' = z/|z|*.

(b) Dados dois elementos x,y € B com x # 0, as equagoes zw =y e wr =y
podem se-resolver (univocamente) para w com w = xy/|z|* e w = yz/|z|?

respectivamente.

Notemos que (a) junto com a associatividade fraca (1) nao implica (b). Da

equagao 2(z,y) = zy + yZ, temos que

2<x,y>w - x(gjw) - y<jw) = [x,gj,w] + [waaw]'
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Consequentemente o Lema [T pode se-reformular como

z(yw) + y(zw) = 2(z, y)w, (7.4)
e (a prova é similar),

(wy)zx + (wI)y = 2(x, y)w. (7.5)

Em particular, se x,y € B sao ortogonais e w € B é arbitrario, entao

ry = —yx (7.6)
r(gw) = —y(w) 7)
(wi)e = —(we)y 78)

As equagoes em (I7), (1) e (), que nds permitem intercambiar x e y se eles

for ortogonais, podem ser usadas para motivar o processo de Cayley-Dickson.

Lema 7.3. Suponhamos que A é uma sub-dlgebra (com 1 € A) da dlgebra
normada B e que ¢ € At com |e| = 1. Entdo Ae é ortogonal ¢ A e (a +
be)(c + de) = (ac — db) + (da + bé)e para todos a,b,c,d € A.

Demonstracio. Notemos que x € A se e somente se T € A pois 1 € A.
Entdo, a,b € A implica ba € A e portanto (a,be) = (ba,e) = 0 Va,b € A.
Isto prova A 1 Ae. Notemos que ¢ 1 A implica ¢ € I'm B e portanto
1 =|le|]|* = e2 = —€? de onde €2 = —1. Expandindo temos (a + be)(c + dg) =
ac + (be)(de) + a(de) + (be)e. A continuagao fazemos uso repetido de (ZH),

(22) e (V) para re-escrever os tltimos trés termos.

Isto completa a prova. O]

Definicao 7.2. Suponhamos que A é uma dlgebra. Motivados pelo lema -3
definimos o produto A& A por

(a,b)(c,d) = (ac — db,da + bc).

A nova dlgebra B = A ® A chama-se obtida de A via o processo de Cayley-

Dickson.
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Observacao 7.1. Sob as hipoteses do lema L3 a conclusdo pode se re-escrever
assim: A+ Ae € uma sub-dlgebra de B isomorfa com a dlgebra A ® A obtida
de A via o processo de Cayley-Dickson.

Definicao 7.3. C =R ®R, H=C® C ¢ O = H® H wvia o processo
de Cayley-Dickson. Com a base estandar 1,1i,j,k,e,ie, je, ke para O temos
C=ReRi, H=C3Cj, O=Hc He.

Lema 7.4. Suponhamos que B = A @ A € obtida de A via o processo de
Cayley-Dickson. Entdo

(1) B é comutativa se e somente se A = R.

(2) B € associativa se e somente se A é comutativa.

(8) B € alternativa se e somente se A € associativa.

Demonstra¢ao. Suponhamos que x = (a,a) = a+ ae, y = (b,5) = b+ fe, e

z = (¢,v7) = ¢+ ve. Podemos verificar as férmulas seguintes

(1y 1[a,b] + Imapf + (BIm a —a Im b)e.

2

(2)" [2,y,2] = [a, 78] + [b,a] + [¢, Ba] + (alb, ] — Bla, c] + y]a, b] + a[B,7] +
[, ]B + 7[a, B])e, assumindo que A é associativo.

(3) [z.7,y] = [a, B, o] + [a, B, a]e.

O lema segue facilmente. n

Portanto, C é comutativa e associativa, H é associativa mas nao é comutativa,
O ¢ alternativa mas nao é comutativa e nao é associativa, e B = O & O nao
¢ uma algebra alternativa. Em particular, B = O & O nao ¢ um algebra
normada, porém podemos ver que xZ = |x|* é vdlido, logo cada elemento

diferente de zero tem um tnico inverso a direita e a esquerda.

Teorema 7.1. As unicas dlgebras normadas sobre R sao R, C, H e O.

Demonstracio. Suponhamos que B é uma &algebra normada. Seja A; =
Re B(2 R). Se A; = B j terminamos. Se nio, escolhemos g, € A{ com
ler] = 1, e seja Ay = Ay + A1e1(= C). Pelo lema 3, Ay é uma sub-algebra
normada de B isomorfa a C. Se A, = B ja terminamos. Se nao, escolhemos
g9 € Ay com gy = 1 e seja Az = Ay + Asey. De novo pelo lema 3, Az = H.
Se A3 = B terminamos. Se nio escolhemos 3 € A3 com |e3] = 1 e seja
Ay = A3z + Ase. Pelo lema (3), A, = O.

Finalmente, devemos mostrar Ay = O = B. Se ndo for escolhemos ¢ € Ay
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com |e| =1 e seja A5 = Ay + Aye. Pelo lema 3, A5 = O @ O que nao é uma
algebra normada. Isto é uma contradicao pois A5 C B e B é uma &algebra

normada. O

Teorema 7.2. (Hurwitz) A subdlgebra A com unidade gerada por dois elemen-

tos de O € associativa (de fato, A estd contida na subdlgebra de quaternios de

0).

Demonstracao. Suponhamos que z,y € O sao geradores. Se A = R ja ter-
minamos. Se nao for podemos assumir Im = # 0 e definir &y = I'm z/|Imx|.
Entao pelo lema 3, A; = R 4+ Re; = C é associativa. Se y € A; temos
terminado. Se ndo for, escrevemos y = y; + 42 com y; € Ay, ys € AL e yp # 0.
Agora consideramos €2 = y/|y2|. Entao Ay = A; + Ay = H é associativa.
Também z,y € Ay e portanto A = A, = H. n

7.2 Produto Vetorial Miiltiplo de Niimeros de
Cayley

Primeiro definimos o produto vetorial de dois octonios.

1
Definicao 7.4. Seja x x y = —E(fy —yx), para todo x,y € O. Este produto

chama-se de produto vetorial de x e y.
Lema 7.5. (1) x x y € alternada.

(2) |z xyl =z Ayl

Demonstragio. (1) O produto vetorial é alternado porque x x x =0

(2) Consequentemente, é suficiente computar |z X y| no caso especial onde
x e y sao ortogonais. Pela condicao ([(8), se x e y sao ortogonais entao
x X y = yz. Portanto |z x y| = |yz| = |z||y| = |z A y| como queriamos.

]

Observagao 7.2. A prova de que |z X y| = |z Ay| explica por que precisamos
de conjugados na definicio de x X y; queriamos que se anulara {x,y) para

expressar r X y como um termo yx.

Observacao 7.3. Se z,y € ImH C O entdo © X y pode se-expressar de

diferentes formas

1 1
xxy:§[$’/y]:xy—§($y+yx):.CEy—F(.Z',y):.CEy—Re xy = I'm xy;

e definimos elas como o produto vetorial em R3 = ImH.
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A extensao natural do produto vetorial de trés vetores é a alternacao de z(yz).
(Notemos que nao é z X (y x z)) Como y x z é ja alternada isto resulta igual
que a alternacdo de —xz(y X z), ou seja —§($(y X x)+y(z xx)+ z(x X y)).
Esta expressao pode se simplificar fazendo uso de ([C8), (1) e (8). Portanto

adotamos como definicdo de produto vetorial triple:

1
Definigao 7.5. Seja x x y x z = §(x(gz) — z(gx)), para todo z,y,z € O.

Lema 7.6. (1) z Xy x z € alternada em O

(2) |x xyx z| =|xAyA z| para todo z,y,z € O.

Demonstragio. (1) Como a sub-algebra gerada por dois vetores qualquer é

associativa,
Lo 2
xxxxz:§(x(xz)—z]x| )=0
1 _
rxyxy= (el —yyr)) =0

Obviamente x X y X x = 0, e portanto x X t X z é alternada.

(2) Como uma consequéncia de (1) podemos assumir que x,y, z sa0 ortogo-
nais. Entdo (C8), (2) e (L), mostra que —z(yx) = z(yz) e portanto
que

rXyXz=ux(yz) sewx,y,z sao ortogonais
Portanto |z x y x z| = |z(y2)| = |z||y||z] = |z Ay A z|.

]

Agora consideramos o produto vetorial quadruplo. Se define como uma alter-

nacao de Z(y X z X w).
Definicao 7.6. Seja

1
xxyxzxwzZ(E(y><z><w)—|—gj(z><xXw)—i—i(meXw)—I—u?(meXz)),

para todos x,y, z,w € O.

Lema 7.7. (1) x Xy X z X w € alternada

(2) [t xyxzxw =ztAyAzAw|.

Demonstragio. (1) Como y X z X w é alternada, é obvio pela definigdo que

r Xy Xz X w étambém alternada.
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(2) Como os dois lados de (2) sdo alternados podemos supor que z, vy, z, w
sdo mutuamente ortogonais. Como na prova de ([2), as equagoes (H),

(722) e (7R), podem se usar para prova da seguinte equagao.

Se x,y, z,w € Q sao ortogonais, entao r X y X z x w = T(y(Zw)).

(2) segue-se imediatamente de (2) pois O é uma édlgebra normada.

O

A parte real do produto vetorial é uma forma alternada com valores escalares

em O e portanto candidata para ser calibragao em O.
Lema 7.8. Dado x € O, sejam x1 = Re x e ' = Im x.
(1) Re x x y =0
(2) Re x xy x z=(2,y,2)

(3) Rex Xy xzXw= (r,yx2zXw).

1 l———
Demonstra¢io. 1. 2Re x X y = —5(:1_53/ —yzr) — 5(:%3/ —gx) = 0.

2. Primeiro notamos que 1 X y X z = —y X z que ndo tem parte real por (1).
Portanto Re x X y X z = Re 2’ x y' x 2z/. Mais adiante vamos mostrar que
(a',y'2") é alternada. Portanto Re x X y x z = Rex’ x 3y x z/. Portanto
precisamos de provar (2) somente para x,y,z puramente imagindrios e

ortogonais. Neste caso podemos aplicar ([2).
Re z x y x z= Re z(yz) = —Re z(yz) = (z,yz).

3. Mais adiante mostraremos que (z,y X z X w) é alternada. Portanto preci-
samos de provar (3) somente para o caso no cual x,y, z, w a0 ortogonais
dois a dois. Neste caso podemos aplicar a equagao (2) e o lema 7 para
obter

Re x x y x z x w = Rez(y(zw)) = (x,y(Zw)) = (z,y X z X w)

como queriamos.

Observacao 7.4. O fato que

(x,y X z x w) é alternada em x,y,z,w € O,
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pode se-reformular como

T Xy Xz éortogonal a x,y e z € O.

Os diferentes produtos vetoriais podem se-expressar em termos de pares orde-

nados de quaternios.

Definicao 7.7. Define-se o coassociador por

1
é[x,y, zow] ==y, Zwa’ + & 2wy + (@ YW + (Y 2w,

para todos x,y,z,w € O

Esta definicao ¢é consistente com as do comutador e associador por causa do

seguinte resultado.
Proposicao 7.1. Para todo x,y,z,w € ImO puramente imagindrios
1
(1) Imwx y = 5[,y

1
(2) ]mxxyxz:i[x,y,z]
1

(3) Imxxyxzxwzi[x,y,z,w]

Demonstragio. (1) é imediata. Como os dois lados de (2) e (3) sdo ortogonais
podemos assumir que x, y, z, w sao dois a dois ortogonais. Entao, pela equagao
(2), Im x X y x 2 = —Imx(yz) = —%(x(yz) + (zy)z). Usando ([CA), (1) e
(7R) concluimos —(zy)x = (zy)z, que prova (2).

A ortogonalidade implica, pela equagao (22), que = X y X z X w = z(y(zw))

e portanto

(@ xyxzxw) = (x(y(zw)), z) = (y(zw), 1) |z|*

= —Re(y x z x w)|z|* = —{y, z2w)|z|*.

1 . (.
Consequentemente, x X y X z X w e =[x,y, z,w| diferem (méximo) por um

octonio a € O ortogonal a z,y,z e w. Como [z,y,z,w] € ImO, podemos

escrever Im x X y X 2 X w = §[x,y,z,w] + a onde a € ImO é ortogonal a
x,y,z e w. Fica mostrar que (Im x x y X z X w,a) = 0. Como a € ImO, isto

é igual a

( xy xzxw a) = (x(y(zw)), a) = —(a(z(y(zw))), 1).
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Usando (IA), (1) e () para fazer permutagoes de simbolos adjacentes, isto
é —(z(y(z(wa))), 1), que é igual a —(a, w(z(yx))). Usando (M), (=2) e ()
para fazer 6 permutagoes de simbolos adjacentes obtemos (x X y X z X w, a) =
(x(y(zw)),a) = —(a,z(y(zw))). Logo x(y(zw)) é ortogonal a a, completando

a prova. O

7.3 Calibracoes em R’ e R®

Estamos interessados em trés geometrias e de acordo com isso nossa discussao

divide-se em trés partes.

7.3.1 A 3-forma de Calibracio em R’

Consideremos em I'm(QO) ~ R” a forma trilinear ¢ dada por

o(r,y,2) = (z,yz2). (7.9)

Notamos que o(z,z,2) = (z,z2) = |2[*(1,2) = 0 pois z € Im(O). Similar-
mente, temos ¢(z,y,r) = (r,yz) = [z[*(L,y) = 0, e p(z,y,y) = (2,4°) =
—(z,yy) = —|y|*(x, 1) = 0. Portanto, a forma ¢ é alternada.

Denotamos por ey =1, es =1, e3 =7, ey =k, e5s = e, eg = 1€, e; = je, €g =
ke a base estandar dos octonios O. O produto de cada termo esta dado pela

multiplicacao dos coeficientes e a tabula de multiplicacao dos octonios.

Tabula de Multiplicacao dos Octonios

X | e €2 €3 €4 €5 €6 er €g
€1 | €1 €2 €3 €4 €5 €6 €7 s
€y | €9 —€1 €4 —€3 €g —€; —€8 €7
€3 | €3 —€4 —€1 €9 (&4 €g —€; —€p
€4 | €4 €3 —€2 —€ € —€7 € —€5
€5 | 65 —€ —€r —€g —€1 €2 €3 €4
€6 | €g €x —esg €7 —€y —€1 —€4 €3
er | er €8 €5 —€s —€3 €4 —€1 —E€
€g | g —€r Cg €5 —€4 —€3 €2 —€

Denotamos por wy, ...,ws a base dual para O*. Usaremos a notagao wpq, para
wp A wy A wy. Consultando a tabula de multiplicacao para O, a forma ¢ se

expressa em termos dos eixos assim

@ = Wa34 — Wa7g — We3s — We74 — Waes — Wars — W485- (7'10)
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Notemos, em particular, que p(ImH) = 1 onde ImH = i A j Ak = eg34 é
simplesmente a parte imaginaria canonicamente orientada da subalgebra dos

quaternios H de O. (Também notemos que ¢ A ¢ = 0.)
Agora podemos formular e provar a desigualdade do associador

Teorema 7.3. A forma ¢ € uma calibragdo.

Demonstracao. Suponhamos que ¢ = u; A us A uz onde uq, us, uz é uma base
ortonormal orientada para . Entao ¢(C) = (uy,ususz) < |uq|us||lus| = 1 pela
desigualdade de Schwarz. Além disso, se cumpre a igualdade se e somente se
as regras de multiplicagao u, = u,u, se tem para todas as permutacoes ciclicas
(p,q,7r) de (1,2,3). Finalmente, essas regras se cumprem se e somente se ¢ é
a parte imaginaria canonicamente orientada da subdlgebra de quaternios de
0. m

Definigao 7.8. A 3-forma ¢ € A3(ImO)*, definida pela equagdo (T9) chama-

se de calibrag¢do associativa em ImO

Definigdo 7.9. Se ¢ € G(3,7) C A3ImO ¢ a parte imagindria canonica-
mente orientada de qualquer subdlgebra de quaternios de O, entao o 3-plano

orientado ¢ chama-se de associativo se for calibrado por .
1
Teorema 7.4. (x,yz)? + 1|[m,y, z]|2 = |z Ay A z|? para todo x,y,z € ImO.

Demonstracao. No lema [[A provamos que o produto vetorial triple x X y X z

tem comprimento |z A y A z|. Além disso, no lema 8 e na proposi¢ao [T,
1
mostramos que = X y X z tem parte real (x,yz), e parte imaginéria 5[35, Y, 2|

para x,y, z. O Teorema segue imediatamente. O]

Este Teorema proporciona una descri¢do dos 3-planos associativos.

7.3.2 A 4-forma de Calibracdo em R’

Lema 7.9. A forma ¥ (x,y, z,w) = (z, [y, z,w]) em ImO ¢ alternada em O.

Demonstracao. Esta forma multilinear em O é alternada nas tltimas trés va-

ridveis y, z, w pois o associador é alternado. Além disso, usando as equagoes
() e (2)

20(z, x, 2z, w) = [z, z, w])

(z,
= (2, (z2)w) — (2, 2(2w))
=
= [a

zw, rz) — |21, 2w)

(@, 2) — (@, 2)) =0,
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donde 9 é alternada em todas as variaveis. O

Consultando a tabula de multiplicagdo para O a forma ¢ pode se-expressar

em termos dos eixos.

) = Wsers — Wse34 — Wsa74 — Ws238 1+ Waa7g 1+ Wases + Wazer- (7.11)

O operador estrela de Hodge num espaco vetorial V' com produto interno é
um operador linear da élgebra exterior de V', aplicando k-vetores em (n — k)-
vetores onde n = dimV, para 0 < k < n. Ele tem a seguinte propriedade, que

lhe define completamente: dados dois k-vetores «, 3

a(x0) = (o, Bu

onde (-,-) denota o produto interno em k-vetores e u é o n-vetor unitario
preferido.

O produto interno (-, -) em k-vetores se estende de V' por

(o, B) = det[(a, 5))]

para todo k-vetor decomponivel @« = a1 A---Aag e =1 A A B O
n-vetor unitario v é inico salvo o signo. A escolha preferida de u define uma
orientacdo em V. Como o operador * : A’R7 — A*R” ¢ uma isometria de
espagos euclideanos que envia formas simples em formas simples.

Dada uma base ortonormal (e, ..., e,) ordenada tal que w = ey A--- Ae,, para

uma métrica definida positiva, temos que
*(67;1 A\ €i2 AR /\elk) = eik“ /\6ik+2 AN /\ein,

n!
onde (41,149, - ,4,) é uma permutacao par de {1,2,...,n}. Destas b relagoes,

s6 (k) sao independentes. A primeira no ordem lexicografico usual é

k(eg ANeg A v Neg) = epp1 Aegya N Aey.

Proposicao 7.2. ¢ = xp

Demonstracio. Basta comparar as formulas que expressam ¢ e ¢ em termos

dos eixos. n

Consequentemente, a desigualdade do co-associador combinada com o fato que

1 = x(p prova a seguinte desigualdade do co-associador.
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Teorema 7.5. A forma v é uma calibragao.

Definimos o co-associador por

%[x, y, z,w| = —4Alt({y, zw)x) (7.12)

= —({y, zw)x + (z,zw)y + (z,yw)z + (y, xz)w), (7.13)

para todo z,y,z,w € ImO. Obviamente, [z,y, z,w] é alternada. A 4-foma

basica 1 em ImO se define assim
Definicao 7.10. A 4-forma v € A*(ImO)*, definida por

1
U(x,y, z,w) = 5(35, ly, z,w]) para todo z,y,z,w € ImO

chama-se de calibragdo co-associativa em I'mQO

Definigao 7.11. Um 4-plano orientado ¢ € G(4,7) C A*ImO chama-se de

co-associativo se € calibrado por 1.

1 1
Teorema 7.6. Z(m, ly, 2, w])? + Z|[m,y,z,w]|2 = |z Ay Az Aw|?, para todo
x,y, z,w € ImQO.

Demonstra¢io. No lema (IZZ2) provamos que para z,y, z, w € ImQO, o produto

vetorial z X y X z X w tem comprimento |x Ay A z Aw|. Além disso, tem parte
1
real §<x, ly, z,w]) e parte imaginéria 5 [z,y, z, w], pelos lema I8 e a proposi¢ao

[1. O Teorema segue imediatamente. Il

A continuagao, descrevemos os planos coassociativos.

Corolario 7.1. Suponhamos que ( é um 4-plano orientado em ImQO. Entao

ou —( € co-associativo se e somente se [x,y, z,w] = 0 para toda base x,y, z, w

de .

O Teorema [[@ proporciona uma descricdo alternativa dos 4-planos co-

associativos.

7.3.3 A 4-forma de Calibracdo em R3

Lema 7.10. A forma ®(z,y,z,w) = (r,y X z X w) € alternada em O.
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Demonstracio. Como y X z X w ¢ alternada em s6 temos que provar que
(x,x x z x w) =0 para x, z, w ortogonais. Neste caso x X z X w = z(Zw) pela

equagao (), donde
(x,2 x 2 x w) = (x,z(Zw)) = (1, 2w)|z|* = (z,w)|z]* =0

como queriamos. Il

Teorema 7.7. A forma ® é uma calibracao.

Demonstracdo. Suponhamos que x,y, z, w € uma base ortonormal para (. En-
tao ®(¢) = (x,y x z x w) < |z||ly X z x w| = 1 pela desigualdade de Schwartz,
pois |y X z X w| = |y A z Aw| = 1 pelo lema [(B. O

A 4-forma béasica em O se obtém do produto vetorial triple.

Definicao 7.12. A 4-forma ® € A*O* definida por ®(x,y, z,w) = {x,y X z X

w), para todo x,y,z,w € O se chama calibragdo de Cayley em O

Definicao 7.13. Um 4-plano orientado ¢ € G(4,8) C A*O se chama 4-plano
de Cayley se ele é calibrado por ®

Entao como primeira caracterizacao de 4-planos de Cayley temos

Proposigao 7.3. Suponhamos que ( € G(4,8) C A*O. Entdo ¢ ou —( é um

4-plano de Cayley se e somente se y X z X w € ( para todo y,z,w € (

Demonstracdo. Somente precisamos considerar o caso no qual y, z, w sao or-
tonormais pois y X z X w é alternada. A proposicao segue do argumento do
Teorema 1. [

Da igualdade no Teorema [Z3 podemos obter uma igualdade.

Teorema 7.8. Para todo x,y,z,w € O,

PxAyAzAw)? +[Imexyxzxw)? =z AyAzAw?

Demonstracao. No lema [Z0 provamos que x X y X z X w tem comprimento

|z Ay Az Aw| e parte real ®(x,y, z,w). O Teorema segue imediatamente. [

Corolario 7.2. Seja ¢ um 4-plano orientado em O. Entao ¢ ou —( é um 4-

plano de Cayley se e somente se Imx X y X z X w = 0 para toda base x,y, z, w

para C.
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7.3.4 Subvariedades Calibradas em R’ e R®

Lema 7.11. Dado um 2-plano n em ImQ, existe um unico 3-plano associativo

& comn CE.

Demonstragio. Escolhamos uma base ortonormal {u,v} para n. Entdo u x v
¢ um vetor unitario em ImO ortogonal a 1. Seja £ = u A v Au x v. Entao
©(€) = 1 e portanto £ é associativo. Finalmente, se £ é qualquer 3-plano
associativo que contém 7, entdo £ = u A v A w para algum vetor unitario w
ortogonal a 7. Como 1 = ¢(&') = (w,u - v), temos w = u-v = u X v e assim

provamos a unicidade. Il

Teorema 7.9. Seja N uma subvariedade real analitica de dimensao 2 de

ImO = R". Entdo existe uma unica subvariedade analitica real associativa
M de ImO que contém N.

Demonstragio. Seja I o ideal gerado pelas formas 1, ...,1; € A3(ImQO)*,
obtida tomando as componentes das 3-formas alternadas [z,y, z] em ImO.
Pelo Teorema [ sabemos que os elementos integrais de dimensao 3 de I sao
exatamente os 3-planos associativos, salvo a orientagdo. Como I nao contém
formas de grau menor que 3, qualquer plano de dimensao 1 ou 2 é um elemento

regular. Pelo lema [T e o Teorema de Cartan Kéahler obtemos o resultado. [

Agora consideramos as subvariedades de Cayley.

Lema 7.12. Dado um 3-plano n em O, eziste um unico 4-plano de Cayley &
tal que n C &.

Demonstragio. O plano £ estd dado por € = (z X y X z) Az Ay A z onde
{z,y, 2z} é qualquer base ortonormal de 1. O lema é consequéncia direta da
formula

O(w,x,y,2) = (w,z Xy X z)
O]

Teorema 7.10. Seja N uma subvariedade real analitica de dimensdo 3 de
O. Entao existe uma unica subvariedade de Cayley real analitica M de O que

contém N.

Demonstragio. Denotamos por I o ideal gerado pelas formas 91, ..., 17 € A*O*
que sao as componentes da forma alternada com valores vetoriais Im x X y X

z x w em O. Pelo Teorema [Z333 sabemos que um 4-plano ¢ um elemento
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integral de I se e somente se for um 4-plano de Cayley. Qualquer k-plano com
k < 4 é um elemento integral trivialmente, e todos os elementos integrais sao
regulares, pelo lema [Z34. Usando o Teorema de Cartan Kéhler obtemos o
resultado. O]

Lema 7.13. Se N € a fronteira de uma variedade coassociativa M, entdo o

espago tangente unitario n, de N em cada ponto x deve satisfazer a equacao

e(n:) =0, (7.14)
onde ¢ é a calibracao associativa.

Demonstracao. Escolhemos uma base ortonormal z,y, z para o espago tan-
gente a N num ponto p € N. Entao pelo lema 234 o espago tangente da
subvariedade coassociativa M em p é gerado por z,y,z e x X y X z. Mas

Re x x y X z = p(z,y, z) se anula pois M C Im O. O]

Teorema 7.11. Seja N uma subvariedade real analitica de ImO que satisfaz
(1A). Entao existe uma unica subvariedade real analitica e coassociativa M

de ImQO que contém N.

Demonstragdo. Denotamos por I o ideal gerado por ¢ € A3(ImO)* e por
Y1, ..., 7 € A (ImQ)*, as coordenadas de [x,y, z, w] em ImO. Na prova de
[CT3 mostramos que ¢ = 0 para todo 4-plano coassociativo §. Portanto, o
Teorema [A implica que os elementos integrais de dimensao 4 de I sao os
4-planos coassociativos. Obviamente os elementos de dimensdo 3 de I sdo os
elementos 7 que satisfazem () = 0. Esses elementos integrais sao regulares
porque cada n esta contido num tnico 4-plano coassociativo. Aplicamos entao

o Teorema de Cartan Kéhler para obter o resultado. Il

7.4 Relacao com os Grupos de Holonomia Ri-

emanniana

Seja M uma variedade n-dimensional conexo, g uma métrica Riemanniana em
M, e V a conexao de Levi-Civita de g. Sejam x,y pontos em M junto com
um caminho suave 7. Entdo o transporte paralelo ao longo de v usando V

define uma isometria entre os espacos tangentes T, M, T, M em z e y.

Definigao 7.14. O grupo de Holonomia Hol(g) de g é o grupo de isometrias

de T, M gerado pelo transporte paralelo ao redor dos lazos fechados suaves por
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partes basados em x € M. Consideramos Hol(g) como o subgrupo de O(n),
definido pela conjugacao de elementos de O(n). Entdo Hol(g) € independente

do punto base x em M.

A classificacao dos grupos de holonomia para variedades Riemannianas sim-
plesmente conexas que sao irredutiveis (nao localmente espago produto) e nao

simétricos foi feita por Berger (Ver [2]).

Teorema 7.12. Seja M uma variedade simplesmente conexa, n-dimensional,

e g uma métrica Riemanniana irredutivel e nao simétrica. Entao

(i) Hol(g) = SO(n)
(ii) n = 2m e Hol(g) = SU(m) ou U(m)
(iii) n = 4m e Hol(g) = Sp(m) ou Sp(m)Sp(1)
(i) n =T e Hol(g) = Gy
(v) n =8 e Hol(g) = Spin(7)

Uma variedade com estas condi¢oes e grupo de holonomia SO, resulta
ser orientavel. Se tem grupo de holonomia U,, resulta ser uma variedade
de Kahler, ou seja, uma variedade com trés estruturas compativeis: a
estrutura complexa, a estrutura Riemanniana e a estrutura simpléctica. Se
o grupo de holonomia é SU,, a variedade resulta ser Calabi-Yau, ou seja,
uma variedade de Kdahler n-dimensional com n-forma holomorfa que nao se
anula em nenhuma parte. Se o grupo de holonomia é Sp(n), a variedade se
chama Hyperkéhler, ou seja, uma variedade de Kahler com varias estruturas
complexas associadas.

O subgrupo de GL(7,R) que preserva a forma ¢ definida na equacao
(7A) se chama Grupo de Lie excepcional Gy. Também preserva a métrica
g = dx? + .-+ + dx, *p e a orientagdo em R”. Ele ¢ um grupo de Lie
14-dimensional compacto, semi-simples e um subgrupo de SO(7). Também

pode descrever-se como o grupo de automorfismos dos oct.

O subgrupo de GL(8,R) preserva ®, onde ® é a forma dada por a defini¢ao
(12, é o grupo de holonomia Spin(7). Também preserva a orientacio em R® e
a métrica Euclidiana g = dx? + - - - + da2. E um grupo de Lie 21-dimensional,

compacto e semi-simples, e subgrupo de SO(8).
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