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Abstract

We consider the following initial-boundary value problem for the Korteweg-de Vries (KdV)

equation:

Up + Uy + WUy + Upee =0,  x€[0,L], te€]0,T],

u(0,t) = g(t), te 0,17,
ug(L,t) =0, t e 0,77, (1)
Uz (L, t) =0, telfo,T],
u(z,0) = up, x €0, L],

where L > 0, T > 0. Local existence of a solution to the above problem with regular
data has been established by T.Colin and J.-M. Ghidaglia. The main result of this work
shows that this local existence resut is uniform with respect to the interval length L
in the following sense: if ul are the solutions of (1), with a family of initial data ul

(L > 0), satisfying some uniform boundedness condition and converging, as L — oo, to

2

2 (RT), then, as L — oo, ul approximate the solution u of the

some function ug € L

quarter-plane KdV equation with initial data wuy.

Keywords: Korteweg-de Vries, boundary conditions, positive half-line, smoothing ef-

fects.



Resumo

Consideramos o seguinte problema de valor inicial e de contorno para a equacao de

Korteweg-de Vries (KdV):

Up + Uy + Uy + Ugy =0,  x€[0,L], t€][0,T],

u(0,t) = g(t), te 0,77,
ug(L,t) =0, te0,7T], (1)
Ugr(L,t) = 0, telo,T],
u(x,0) = o, x €0, L],

onde L > 0, e T > 0. A existéncia local de solucdo do problema acima foi provada
por T. Colin e J.-M. Ghidaglia considerando dados regulares. O resultado principal deste

trabalho mostra que a existéncia local da solucao é uniforme com respeito ao comprimento

L

do intervalo L no seguinte sentido: se u™ sao as solugoes de (1), com uma familia de dados

iniciais uf (L > 0), satisfazendo algumas condigdes de limitagao uniforme e convergindo,

L

2 (RY), entdao, quando L — oo, u” se

quando L — oo, para alguma funcao uy € Lj,,

aproxima da solucao u da KdV na semi-reta positiva com dado inicial wuy.

Palavras chaves: Korteweg-de Vries; Condicoes de contorno; semi-reta positiva; efeitos

regularizantes.
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Introducao

A equagao de Korteweg-de Vries (KdV) foi inicialmente introduzida em [16] para descrever
a propagacao de ondas longas em um canal de aguas rasas. Se u(z,t) denota a elevagao
da superficie do fluido com respeito ao equilibrio no tempo ¢ e na posicao x, esta funcao
satisfaz

Up + Uy + VU, + Uger =0, para t>0 e z €R.

O problema de Cauchy para esta equacao foi estudado extensivamente, considerando da-
dos iniciais regulares, dados em L? e também em espacos de Sobolev de ordens negativas
e espagos de Bourgain [18].

Em experimentos de laboratorio, a onda é obtida através de uma fonte (Wave Maker)
que atua em uma extremidade do canal. Para descrever esta situacao, Bona e Win-
ter [3, 4] consideraram a equacdo de Koterweg-de Vries na semi-reta positiva, com uma
condicao de contorno nao homogénea:

Up + Uy + Uy + Ugze = 0, > 0, t >0,
u(0,t) = g(t), t>0, (1)

u(z,0) = o, x>0,

Do ponto de vista da anélise matematica, um dos primeiros resultados envolvendo o mo-
delo (1) também foi obtido pelos mesmos autores:

TEOREMA 1. (Bona e Winther [3, 4]). Seja up € H*(RT) satisfazendo as condigoes de
compatibilidade

up = g(0) e ¢'(0) + (dpuo + uoOyun + O2ug)(0) = 0.
Entao, existe uma tnica fungao u., em L (RT, H4(R™)) solugao de (1).

loc

Em [8, 10], um problema de valor inicial e de contorno para a equagido de Korteweg-
de Vries também foi estudado:



Up + Uy + Uy + Ugyy =0,  x€[0,L], t€][0,T],

u(0,t) = g(t), telo,T]
ua(L,t) =0, telo,T], 2)
Uye (L, t) =0, te 0,7,
u(z, 0) = up, v € [0, L],

onde L > 0 e T' > 0. Mais precisamente, o seguinte teorema de existéncia local foi esta-
belecido.

TEOREMA 2.(Colin and Ghidaglia [8-10]). Sejam uy € H'(0,L) e g € C}(R™) satis-
fazendo a condicao de compatibilidade uo(0) = ¢(0). Entao, existe T, > 0 e uma funcao
ut e L>(0,Ty; H*(0,L))NC([0,T1]; L*(0, L)) solugao de (2). Além disso, se |uo|r2((1442)dz)
e |g| a1 m+) sdo suficientemente pequenos, entdo Ty, = +o0.

Em [11], alguns efeitos regularizantes do tipo parabolico sdo provados para (2), o que
permite provar um teorema de existéncia local em L? para o problema nao linear. Esses
efeitos regularizantes sao obtidos multiplicando a equacao por zu e nenhum dos resulta-
dos obtidos em [11] sdo uniformes em relacao ao comprimento do intervalo. Os mesmos
resultados de ganho de regularidade também foram provados para a semi-reta positiva
por Bona e Winther [4].

O objetivo deste trabalho é obter um resultado similar, mas uniforme com respeito a L.
Mais precisamente, queremos provar o seguinte resultado:

TEOREMA. Consideremos a familia de dados iniciais ul € L*(0, L), tais que

L
sup/ lug|?(z)(1 4 2?)dr < oo,
0

L>1

e uf — ug em L} (RT), fortemente. Entao, para todo T" > 0, se L ¢ suficientemente

grande, a solugao ul(x,t) de (2), com dado inicial uf, estd definida em [0,7] e a sequén-
cia (u*)r>1, tende para u em LP(0,T; L} (R')), fortemente, para todo 1 < p < 0o, onde
u(z,t) é a solugao de (1) com dado inicial ug.

O resultado é provado, obtendo estimativas de energia em espagos com peso e argumentos
de ponto fixo. Mais precisamente, essa analise estd organizada da seguinte forma:

No primeiro capitulo, daremos os resultados preliminares classicos necesséarios para o de-
senvolvimento do trabalho.

No segundo capitulo, vamos provar o resultado de existéncia e unicidade para o problema
linear e estimativas a priori uniformes com respeito a L.

No terceiro capitulo, vamos mostrar a existéncia e unicidade de solucao local fraca do
problema (2) nos casos L < 0o e L = co. Mostraremos também a existéncia de um tempo
Tnin, dependendo unicamente de |g|g1 e [uo|r2((1442)dz), Mas ndo de L, tal que a solugao



esteja definida em [0, T},,,]. Esta construcao também nos daré cotas uniformes sobre up,
que permitirao tomar o limite L — oco. Também mostraremos que o tempo de existéncia
tende para infinito quando L — oo, o que provara que o problema é globalmente bem-
posto no espago L*((1 + z?)dx).

Os resultados obtidos nesse trabalho também nos dao ferramentas que permitem reali-
zar uma analise numérica do problema em questdo [8]. No entanto, devido ao carater
introdutoério dessa dissertacao, decidimos nao abordar esse aspecto mais aplicado.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Espaco das Distribuicoes

Definigao: Seja ¢ : Q C R” — R, uma fungao continua, onde €2 ¢ um aberto. Definimos
suporte de ¢ como o fecho em 2 do conjunto dos pontos de €2 onde ¢ nao se anula. Vamos
denotar o suporte de ¢ por supp(p). Logo, temos

supp(p) = {z € Q; p(x) # 0}.

Definigao: Representa-se por C§°(2) o espaco vetorial das fungoes de classe C* em (2,
que possuem suporte compacto em €.

Dizemos que uma sequéncia de fungoes (¢, )neny em C§°(£2) converge para ¢ em C§°(€2),
quando forem satisfeitas as seguintes condicoes:

1) Existe um subconjunto compacto K C €, tal que supp(y,) C K, ¥Yn € N, e supp(p) C
K.

Y

1) gp%j) — V) uniformemente, para todo j € N, quando n — oco.

Definigao: O espaco vetorial C§°(Q2), munido da nogdo de convergéncia acima, sera
denotado por D(2) e denominado espago das fungoes testes. Denomina-se distribuicao
sobre Q a toda forma linear T : D(2) — R, continua com respeito a topologia de D(£2),
isto é, se (p,) é uma sequéncia em D(2) convergindo para ¢ em D(), entao

(T, on) = (T, ), quando n — oo,

onde (T, ) representa o valor da distribuicao 7" na fungao teste .

Exemplo: Seja ¢ definida como

1

e-e 122 ge 0<zx<l1
0 se z>1

¢(r) =

esta fun¢ao estd em D(R™) e notamos que ¢(0) =1 e ¢(x) =0 Vo > 1.

Definicao: O conjunto das distribuigoes escalares sobre €2 é um espaco vetorial real,
denotado por D'(Q2), denominado espago das distribuigbes escalares sobre €.

Dizemos que uma sequéncia de distribui¢oes escalares (7,,) converge para a distribuigdo
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T em 7D'(Q), quando
(T, o) = (T, ) em R, Yy e D(Q), quando n — oo.

Com esta nogao de convergéncia, D’(€)) é um espago vetorial topologico.

Defini¢ao: Dada uma distribui¢ao 7' € D'(Q2) e um multi-indice o = (ay, ..., ;) € N
denominamos derivada distribucional de ordem |a| € N de T', como sendo a distribuigao
DT : D(2) — R, dada por

<DQT7 §0> - <_1)|a‘<T7 Dago>7 VSO S D(Q)a

olal
(?11 ° 6?:

onde || =01 +-- -+, e D=

1.2 Espacos de Sobolev

Definigao: Seja @ C R”", aberto. Denotamos por LP(2), com 1 < p < 00, 0 espago
vetorial das (classes de) fun¢bes mensuraveis u :  — R, tais que |ulP é integravel a
Lebesgue em €2, que, munido da norma

ol = ([ o)
é um espaco de Banach.

No caso p = oo, denotamos por L>(2), o espaco vetorial das (classes de) fun¢des mensu-
raveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em (2, isto é, existe uma constante C' > 0,
tal que

lu(z)| < C, quase sempre em (2,

que, munido da norma
[ull 2o (@) = sup ess|u(x)],
z€e)

¢ um espaco de Banach. Em particular, se p = 2, temos que L*(2) ¢ um espago de Hilbert
cuja norma e produto interno serao denotados, respectivamente, por

[l z2) = (/Q IU(:v)|2dw>é e (u,v)r2) z/Qu(:v)v(x) da.

Dizemos que uma sequéncia (¢,) em LP(Q2) converge para ¢ em LP(§2) se ||, —¢|| rq) —
0, quando n — oo, para 1 <p < oo.

Definigao: Se p e ¢ sao indices conjugados, isto ¢, se % + é = 1, entao temos que o
dual topolégico de LP(Q2), denotado por [LF(Q2)]', é o espago LI(12).
Além disso, se 1 < p < 0o, entao LP(2) é separavel e se 1 < p < oo, LP(2) é reflexivo.

Teorema 1.2.1. D(Q) é denso em LP(Q2) para 1 < p < oc.

Demonstragao: ver [6]. O
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Lema 1.2.2. (Desigualdade de Hélder) Sejam 1 < p,q < oo, tais que Z%—I—% =1, fe
LP(Q) e g€ LYQ). Entdo, fg € L'(Q) e

/Qlf(x)g(l’)ldl‘ < [ fllzrellgllzee)-

Demonstragao: Ver [6]. O

Lema 1.2.3. (Desigualdade de Hélder generalizada) Sejam r > 2 py, ...,p. > 1, tais

que ;%1+""7+p% =lef,€ ka(Q) 1<k<r.

Entao, fi...f, € L'(Q) e

/|f1...fT]d:c < Ifillee @l fol 2o o).
Q

Demonstracao: Ver [1]. O
Definicao: Sejam m € N*, e 1 < p < oo. Definimos o espaco de Sobolev de ordem m,
denotado por W™P(Q2), como sendo o espago vetorial das (classes de) funcoes em LP(S2),
para as quais suas derivadas de ordem ||, no sentido das distribuigdes, pertencem a
LP(Q2), para todo 0 < |a] < m, ou seja,

WP (Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(2),V 0 < |a| < m},
onde D%u denota a derivada fraca ou distribucional. O espa¢o WP (§2) munido da norma

lullwmo) = | D 1Dl | se 1<p<oo,

laj<m

¢ um espaco de Banach e, quando p = oo, definindo a norma

[ullwmesy = > 1Dl 1),

0<|a|<m

temos que W™>(Q) é um espaco de Banach.

Temos ainda que W"P(Q2) é um espaco separavel se 1 < p < oo, e reflexivo se 1 < p < oc.
Em particular, se p = 2, o espago W™?(Q2) ¢ um espago de Hilbert, separavel e reflexivo,
que é denotado por

H™(Q) = {u € L*(Q); D*u € L*(Q),V |a| < m},

cuja norma e produto interno serao denotados, respectivamente, por

2

lullzmiy = | D 1D ullzag) | e (wv)um@ = Y (D, D) 12(q).

|| <m la|<m

Com a estrutura topologica acima, temos H™(Q) < L?*(Q).
Defini¢ao: Definimos o espaco W;""(€2) como sendo o fecho de D(Q2) em W™P(Q).
O dual topologico do espago Wy (Q) é representado por W"44(Q2), se 1 < p < co com p
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e ¢ indices conjugados. Se p € W™"9(Q)), entao ¢|p) pertence a D'(2). No caso p = 2,
W 2(Q) é denotado por HZ*(Q), cujo dual é H-™(Q).

1.3 Espagos LP(0,T; X)

Definigao: Sejam X espaco de Banach e T' > 0. Denotamos por LP(0,7; X), 1 <p < oo,
o espago vetorial das (classes de) fungdes u : (0,7) — X, fortemente mensuraveis, tais
que a funcdo t — ||u(t)||% é integravel a Lebesgue em (0,7, que, munido da norma

T 1
P
lll oo, = ( | iz daz) ,
0

¢ um espago de Banach. No caso p = 2 ¢ X um espago de Hilbert, o espago L*(0,7T; X)
é, também, um espaco de Hilbert, cujo produto interno é dado por

<U’U>L2(O7T;X):/o (u(t),v(t))x dt.

Se p = o0, denotamos por L*(0,7; X), o espago vetorial das (classes de) fungoes u :
(0,T) — X, fortemente mensuraveis, tais que a fun¢ao t — ||u(t)||x pertenga a L>(0,T),
que, munido com a norma

[ull L orix) = sup ess|lu(t)]x,
te(0,T)

é um espaco de Banach.

Além disso, quando X é reflexivo e separavel e 1 < p < oo, temos que LP(0,7T;X) é
um espaco reflexivo e separavel, cujo dual topoldégico se identifica ao espago de Banach
L9(0,7; X"), onde p e g sao indices conjugados e X’ & o dual de X.

Teorema 1.3.1. (Aubin-Lions) Sejam By, B e By, espacos de Banach tais que
BO e B — Bl,

onde By e By sao reflexivos, < denota imersao continua e <., imersao compacta. De-
fina W =A{u € LP(0,T; By);u' € LU0, T;By)}, onde 1 < p,qg< oo e T < oo, munido da
norma

[ullw = llull Loqo,rsm0) + [0l Laori1)-

Entao W € um espago de Banach e W —. LP(0,T; B).
Demonstragao: Ver [19]. O

Observacao. 1.3.1. Note que, pelo Teorema de Aubin-Lions, temos o sequinte resultado:
Se (un)nen € uma sequéncia limitada em L*(0,T; By) e (u),)nen € uma sequéncia limitada
em L*(0,T; By), entao (up)nen € limitada em W, donde existe uma subsequéncia (up, )ken
de (un)nen, tal que u,, — u, forte em L*(0,T; B), quando k — oc.
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1.4 Alguns Resultados Importantes

Teorema 1.4.1. (Ponto Fizo de Banach) Sejam E um espa¢o de Banach e F C E
um subespaco fechado de E. Se f : F' — F ¢ uma contragao, entao existe um unico
z € F, tal que f(z) = z.

Demonstragao: Ver [21]. O

Teorema 1.4.2. Seja X um espago normado e B1(0) C X, a bola fechada unitdria.
Entao, By(0) é compacta se, e somente se, X possui dimensao finita.

Demonstragao: Ver [6]. O

Teorema 1.4.3. (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Sejam (f,) uma sequéncia
de funcoes mensurdveis de Q em X, f:Q — X eg e LY(Q). Se

|fu(@)| < g(x), quase sempre em Q,Vn € N

) nll_{go fu(z) = f(2), quase sempre em €,
entao,
lim fn(m)dmz/f(x)da:.
n—oo Jq Q
Demonstracao: Ver [12]. O

Lema 1.4.4. (Desigualdade de Young) Sejam a,b >0 e p,q > 0, tais que %—i—% =1.

Entao,
ab b
ab < —+ —.
p q

Demonstragao: Ver [7]. O
Lema 1.4.5. (Desigualdade de Gronwall)

1) Seja G(-) func¢dao nao negativa e absolutamente continua sobre [0,T), que satisfaz para
quase todo t a desigualdade diferencial

G'(t) < e(t)G(t) + (1),
onde ¢ e ¢ sao fungoes integrdveis nao negativas sobre [0, T]. Entao
t
G(t) < elo el [G(O) + / gb(s)ds}
0
para todo 0 <t <T.
it) Em particular, se G' < oG, sobre [0,T] e G(0) =0, entao G =0 sobre [0,T].

Demonstragao: Ver [17]. O
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1.5 Teoria de Semigrupos

Definicdo: Seja X um espago de Banach. Uma aplicagdo S : Rt — L£(X) é um
semigrupo de operadores lineares limitados de X, se

i) S(0) =1, onde I é a aplicagao identidade do espaco X;
1) S(t+s)=S(t)S(s), Vt,s € RT.

Dizemos que S é de classe Cy, ou fortemente continuo, se

iii) lim |[(S(t) = Dallx =0, ¥z € X,
t—

Dizemos que S é uniformemente continuo se
w) lim ||S(t) — I]| = 0.
t—0t
Teorema 1.5.1. Se (S(t));>0 € um semigrupo de classe Cy, enldo eristem constantes

w>0eM>1, tais que
IS(H)]| < Me**, vt > 0.

Demonstracao: Ver [20]. O

Corolario 1.5.2. Seja (S(t))i>0 um semigrupo de classe Cy. Entdo, para cada x € X, a
aplicacao
t— S(t)x

€ continua. Equivalentemente, para cada x € X,

Pm S(t)r = S(s)x, Vt,s € RT.

—s

Demonstragdo: Ver [20]. O
Definicao: Se ||S(¢)]| < 1, Vt > 0, dizemos que S é um semigrupo de contragoes.

Definicao: O operador A definido por

D(A) = {:c € X; lim % existe}

h—0+
¢ S(h
Az = lim 2T
h—0+ h

é chamado gerador infinitesimal do semigrupo S.
Observacao. 1.5.1. Note que A é um operador linear e D(A) € um subespaco de X.

Teorema 1.5.3. Seja (S(t))i>0 um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal.
Entao,

t) Para x € X,
t+h

lim = S(s)xds = S(t)x;

h—0h J,
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1) Para z € X,
/OtS(S)x ds € D(A), eA </Ot S(s)w ds) — S(t)x — =

11t) Para todo v € D(A), S(t)r € D(A) e %S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax;

iv) Para todo v € D(A), S(t)r — S(s)x = /t AS(T)xdr = /t S(r)Azdr.

0

Demonstragao: Ver [20]. O

Corolario 1.5.4. Se A ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, entdo A

é fechado e D(A) = X.
Demonstragao: Ver [20]. O

Proposicao 1.5.2. Um operador fechado com dominio denso é o gerador infinitesimal
de, no mdzximo, um semigrupo de classe Cy.

Demonstragao: Ver [13]. O

Definigao: Sejam X espago de Banach, X* o dual de X e (-,-) a dualidade entre X
e X*. Para cada x € X, defina

J(z) = {z" € X" (z,2") = [|lz[% = [[2"[|%-}.
Note que, pelo Teorema de Hahn-Banach, J(x) # (), Va € X.

Definicao: Uma aplicacdo dualidade é uma aplicacdo j : X — X%, tal que j(z) €
J(z), Yo € X, ou seja, (z,j(x)) = [|z[|* = ().

Definigao: Dizemos que o operador linear A : D(A) C X — X ¢é dissipativo se, para
alguma aplicacao dualidade 7,

Re(Ax,j(z)) <0, Vx € D(A).

Se, além disso, existir A > 0, tal que Im(A — A) = X, entdo dizemos que A é m-
dissipativo.
Observagao: Se X é um espago de Hilbert, entdo dizemos que A : D(A) C X — X é
dissipativo se

Re(Ax,z) <0, Vo € D(A).

Notagao: Dizemos que A € G(M,w), quando A é o gerador infinitesimal de um semi-
grupo de classe Cy, S, que satisfaz

IS < Me®t, ¥t > 0.

Teorema 1.5.5. (Lumer - Phillips)
A € G(1,0) se, e somente se, A é m-dissipativo e possui dominio denso em X.

Demonstracao: Ver em [20]. O



CAPITULO 1. PRELIMINARES 11

Proposicao 1.5.3. Seja A um operador de X espaco de Banach densamente definido,
entdo A € fechado se, e somente se, A* é densamente definido e A*™ = A

Demonstragao: Ver [14]. O

Proposicao 1.5.4. Seja A : D(A) € X — X um operador linear de X, espago de
Banach. Se D(A) = X, A e A* sao dissipativos e A é fechado, entao A € G(1,0).

Demonstragao: Ver [20]. O

Problema de Cauchy Abstrato

Sejam X espacgo de Banach, A: D(A) C X — X o gerador infinitesimal de um semigrupo
de classe Co, (S(t))i>0, ¢ f € L'(0,T; X).

Dado ug € D(A), o problema de Cauchy Abstrato consiste em determinar uma fungéo
u(t), tal que

du

—(t) = Au(t), t>0

dt( ) u(t), (1.1)
u(0) = up.

Definig¢ao: Dizemos que u é solugao cléassica (ou forte) de (1.1) em [0, +00), se u satisfaz

(1.1) e u € C(R*; D(A)) N C1(R*; X).

Teorema 1.5.6. Se A € G(M,w) e ug € D(A), o problema (1.1) possui uma unica
solucao cldssica.

Demonstragao: Ver [13]. O
Considere, agora, o seguinte problema
du, . A 0
) = Au(t) + [t u(t), ¢ > 1)
U(O) =up € X.

Defini¢ao: Uma fungao u : [0, +00) — X é uma solugao classica de (1.2) em [0, +00) se u
satisfaz (1.2) em [0, +00) e se u € C(R; D(A))NC*(R*; X). Uma fungao u € C ([0, T); X),
dada por

u(t) = S(t)ug + /o S(t—s)f(s,u(s))ds,

¢ chamada de mild solution ou solugao generalizada de (1.2) em [0, 7.
Note que se f =0, entao u(t) = S(t)ug, up € X, é a mild solution de (1.1).

Teorema 1.5.7. Seja f : [0,400) x X — X wma func¢ao continua em t. Suponha que,
para cada T > 0, existe uma constante L = L(7), tal que

1f(E,2) = f(ty)ll < Lz —yll,

Ve,y € X e Vt € [0,7]. Entao, para cada ug € X, (1.2) possui uma unica mild solution
u € C([0,7]; X). Além disso, a aplica¢io ug — u € continua de X em C([0,7]; X).

Demonstragao: Ver [13]. O



Capitulo 2

Existéncia e unicidade de solucao

Neste capitulo mostraremos a existéncia e unicidade de solucao do sistema nao linear (2).
Inicialmente, vamos mostrar a existéncia e unicidade do problema linear correspondente
estabelecendo algumas estimativas fundamentais para a demonstracao do resultado prin-
cipal.

Vamos denotar por |- | a norma do espago L2((1 + 2?)dx); ou seja;

L
|ul = [ulr2((1+a2)ar) = \// (1 + 22)udz.
0

Com a notacao acima, para cada T > 0, introduzimos os espacos

E = {f € LN0,T; L*((1 +a%)dx)), Vif € L*(0,T; L*((1 +$2)d1’))} :

COIIl a norma

T L T /L
— 2\ £2 2y £2
|f\E—/O \//o (14 22) f?(z, t)dzdt + /0 /o t(1+ 2%) f*(x, t)dxdt,

Xy ={w € C([0,T]; L*((1 + 2*)dx)), w, € L*(0,T; L*((1 + z)dx)),

Vitw, € L%(0,T; L*((1 + 22)dx)), Vtw,, € L*(0,T; L)},

com a norma
|w]x :=|w|pe0,7;02((1422)da)) F [Wa|L20,7:02((142)da))

|\/£wm|L°°(O,T;L2((1+z)d:v)) + |\/waz|L2(0,T;L2)~

Com a notagao acima, apresentamos a defini¢do de solucao fraca para o sistema (2):
Definicao: Uma solugao fraca de (2) ¢ uma funcao u(z,t) € X, tal que

(z,t) = u(z,t) — Pp(x)g(t) satisfaz

12
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u(z,t) = S(t)uo(z) — / S(t = s){(u(x) + ¢(x)g(s)) (@, 1) + ¢ (2)g(s))
0 (2.1)

+9(s)(¢'(x) + 0" () + o(x)g'(s)}ds,

onde @y(z) = ug(x) — #(2)g(0), e ¢ é uma funcao suave definida em R, com ¢(0) =1 e
¢(x) = 0, para todo = > 1.

2.1 Existéncia e unicidade para um problema homogé-
neo em [0, L].

Utilizando a teoria de semigrupos, vamos provar a existéncia e unicidade do seguinte
problema linear homogéneo:

U + Up + Ugee = 0, x €10, L], t € 0,7,
w(0,t) = uy(L,t) = upe(L,t) =0, t€]0,T], (3)

u(z,0) = uy, x € [0,L].
Inicialmente, introduzimos o operador A, definido por

Au i= —(0p + Opaa)u
A:D(A)C L*(0,L) — L*(0, L)
D(A):={ue H30,L) : u(0)=wu,(L) = uz(L)=0}.

Assim, o problema (3) pode ser escrito como

du
A (2.2)
u(0) = ug

e a seguinte proposicao ¢ estabelecida:

Proposicao 2.1.1. O operador A gera um semigrupo de contragdes {S(t)},, de classe
Co em L*(0,L).

Demonstracao: Inicialmente, provaremos que os operadores A e A* sao densamente
definidos e que A = A**. Assim, pela Proposicao 1.5.3 teremos que A é fechado. Posteri-
ormente, mostraremos que A e A* sao dissipativos e pela Proposicao 1.5.4 concluiremos
o resultado.

1) D(A) = L*(I), onde I = (0, L).

Segue do Teorema 1.2.1 que D(I) = L*(I). Como D(I) C D(A) C L*(I), obtemos 3).



CAPITULO 2. EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCAO 14

ii) D(A7) = L*(I),

Observe que, para u € D(A) e v a ser determinada, temos

L
(Au,v) 2y = —/ (Ug + Uy )d
0

L L L L
= —UV| — Uypy +/ wv,dr +/ Uy VAT
0 0 0 0

L L L L L
= —UV| — UgeV| + ugvy| + / wvdx — / UV AT
0 0 0 0 0
L L L L L
= —Up¥| F U] —u(v+vg)| + / uv,dr + / UV d,
0 0 0 0 0

donde concluimos que o operador adjunto A* é definido por

A*u = (O + Opaa)

A*: D(A*) C LA(I) — L*()

D(A") = {u € HI) : u(0) = u,(0) = (u(L) + upo(L)) = 0}
Como D(I) C D(A*) C L*(I), obtém-se 7).

iii) A= A",

Sejam u € D(A*) e v € L*(I) a determinar. Logo,

L
(A™u,v) 2y = / (Ug + Ugy )vd
0

L L L L
=uv| + UpV| — / wv,dr — / Upg Ve AT
0 0 0 0

L L L L L
= UV| + UgeV| — UgUy| — / uvdxr + / Uy Ve AT
0 0 0 0 0
L L L L L
= (U + Uge)V| — UV + UVg| — / uvydr — / UV dT.
0 0 0 0 0
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Portanto, o operador A** é definido por

A" u = —(0p + Opga)u

A* : D(A*) C L*(I) — L*(I)

D(A**) = {u € H3(I) : u(0) = u,(L) = u,, (L) = 0},
o que mostra que D(A) = D(A*). Portanto, A = A** e, consequentemente, A é fechado.
) Ae A* sao dissipativos.

Seja u € D(A). Entao,

L
(Au,u) 2y = —/ (g + Ugzy )udx
0

1 | L L
= ——u?| —ugu +/ Uy U AT
2 0 0
1 1 [t
= ——u*(L) + —/ (u?),dx
2 Jo
1 1
Analogamente, temos que, se u € D(A*),
* 1 2 1 2
(A"u,u)r2) = U (L) + tge(L)u(L) — 5%([/)
1, 1
= ——u*(L) — =u2(L) <0.
(L) — (L) <0

Logo, A e A* sao dissipativos.

Portanto, segue de %)-iv) que o operador A gera um semigrupo {S(t)},., de contracoes
de classe Cy em L?(I). Como consequéncia da Proposicio 2.1.1, obtemos o resultado de
existéncia e unicidade de solucao:

Corolario 2.1.1. Para cada ug € D(A) o problema (3) possui uma inica solu¢do cldssica
u € C([0,00); D(A))NC ([0, 00); L*(I)). Se ug € L*(I) entdo, o problema 2.1 possui uma
tnica mild solution u € C([0,00); L*(I)).

Demonstracao: A Proposi¢ao 2.1.1 e o Teorema 1.5.6 garantem que

¢ solugao cléssica de (3). Além disso,

u € C([0,00); D(A)) N CH([0, 00); L*(1)).
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Se ug € L*(I), pelo Teorema 1.5.7 com f = 0 tem-se que
u € C([0, 00); L(I)).

O teorema de existéncia sobre [0, 1)), onde T, € independente de L, e dependente
unicamente de |g|g1 e |ug| diz o seguinte:

TEOREMA 3. Sejam ug € L*((1 + 2*)dz), g € H.L (RT) e 0 < L < oo. Entao,
existe uma tunica solu¢ao fraca maximal de (2) definida em [0,77]. Além disso, existe
Tnin > 0, independente de L, e dependendo unicamente de |ug| e |g|x1, tal que Tr, > Thin
e a solucao u depende continuamente de ug e g.

Para provar esse resultado, estabeleceremos algumas estimativas a priori para o modelo
(3) que, posteriormente, serdao combinadas com um argumento de ponto de fixo para
estudar o problema nao linear.

2.1.1 Estimativas uniformes da solugao com relacao a L.

Nesta se¢ao consideramos o problema linear (3). A seguinte proposi¢ao nos da resultados
mais precisos que aqueles obtidos em [10]:

Proposigao 2.1.2. Seja ug em L?((1+ 2?)dx). Entdo, existe uma fungao continua t —>
c(t) tal que

|| oo (0,122 ((1422)dz) < (1) |uol, (4)
e | 120,712 (142)dz) < (1) |uol, (5)
|ua (0, )| 2200,y < (1) uol, (6)
|\/Zu1‘|L°°(O,T;L2) < ¢(T)]|uol, (7)
[Vtue (0,8)] r2(0,7) + |V (0,8) | 20,1y < (T)|uol, (8)
|\/1_5Um|Loo(o,T;L2((1+x)dm) < ¢(T)|uo, 9)
|V tuzs| 20,1502y < e(T)|uol. (10)

Demonstracao: Para provar (4) e (5) multiplicamos (3) por u e integramos por partes em
0,L] :

Ty TR TRy
—— u'dxr + = U T+ Ulgy|g — = uz)dr = 0.

Multiplicando a identidade acima por 2 e usando as condigoes de contorno obtemos

d L

— | w?dr +u*(L,t) +u2(0,t) = 0;
dt J,
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(11)

ou seja;

d L
%/o u?(z,t)dxr < 0.

Integrando a identidade acima na variavel temporal sobre (0,¢) obtemos

L L
/ u2(93,t)dx§/ ud(x)dz.
0 0

(11b)
Multiplicamos (3) por zu, e integramos sobre [0, L] :
L L L
/ xuutdx+/ xuuxdx—l—/ TUUppedr = 0.
0 0 0
Para a primeira integral acima, tem-se
L L
1 d
de = = — (u?) d
/Oa:uut:c 2/Oxdt(u)x
1d
=5 ruldr. (12)

Para os demais termos integramos por partes e usamos as condi¢oes de contorno obtendo

/L d —1/L d(z)d _ 1 (L, 1/L %d
Omuuzx—2oa:dmu x—2u y 2OU$

_ %Lu / (13)
-

L L
/ TUU gy AT = xuum TULUpe AT — / Uy dx
0 0

Somando (12), (13) e (14) e multiplicando por 2 segue que
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L d [F L
3/ ul(z,t)dr + — / ruldy = / w?(z,t)dr — Lu*(L,t).

Integrando na variavel temporal sobre (0,t), notando que —Lu*(L,t) < 0 e usando (11b)
obtém-se

t L L L L
3/ / uZ(z, s)drds + / ru?(z, t)dr < / ruddr + t/ usdzx
0 Jo 0 0 0

< m(t) / (1t oplde, (14D)
onde m(t) = max {1,t}.

Agora, multiplicamos (3) por z?u e integramos sobre [0, L] :

1d [ 1 (F ,d L
ST i :1:2u2d:)3+§/0 :EQE(uz)d:v—i—/O 22 uttyppdr = 0.

Integrando por partes e usando as condigoes de contorno obtemos

1d [

L
—— xqudx—/ rudx

L
— / Uze (20 + 2%uy) do < 0;
0

1 d L L
——/ :c2u2d:1:—/ xuldx

L L
+ 2/ Uy (2, + w)dr + / zuidr <0,
0 0

ou seja;

de onde concluimos que

d L L L
—/ r2uldr + 6/ xuidm < 2/ xulde.
dt Jo 0 0
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usando (14b) e integrando na varidvel temporal sobre (0,¢) obtemos a seguinte estimativa:

L t pL
/ v u*dzr+6 / / ruldrds
0 o Jo

L L
< Ztm(t)/ zugdr +/ 2?ujdx
0 0
L L
< 2tm(t) / (1 + z)ujdr + / (1 + 2®)ugdx
0 0

< (6tm(t) + 1) /L(l + o) uddz,

(14c)
onde usamos também que (1 + z) < 3(1 + z?). Somando (11b) e (14¢) obtemos

L L L
/ (1 + 2*)uldr < / ugdz + (6tm(t) + 1) / (1 + 2*)ugdzx
0 0 0

< (6tm(t) +2) /L(l + oH)uddar,

de onde concluimos a desigualdade (4), com ¢y(T) := (6Tm(T) + 2)"/2.

Para provar a desigualdade (5), dividimos (14c¢) por 2, e somamos com (14b):

t L
3/ / (1 + 2)uidzds
0 Jo

< mf(t) /OL(l + z)uddx + <3tm(t) + %) /OL(l + 2H)uddw,

< (3(t + 1)m(t) + %) /OL(l + 2H)udda,

de onde concluimos a desigualdade (5):

|uI’L2(0,T;L2((1+z)daz) < ea(T)|uol,

com co(t) := ((t + )m(t) + é) 1/2.

Para provar a desigualdade (6), integramos (11) na variavel temporal sobre (0,t), ob-
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tendo a seguinte identidade:

t L L t
/ u?(0, s)ds :/ u%dx—/ u2(a:,t)d:v—/ u?(L, s)ds.
0 0 0 0

Como os dois ultimos termos sao nao positivos, concluimos que

¢ L
/ uz(0, s)ds < / uidz.
0 0

Assim, obtemos (6):

[uZ(0,8)| 20y < e3(T)|uo|, onde c3(T) = 1.

Para provar (7) e (8) multiplicamos (3) por u,, e integramos sobre (0, L) :

L L L
/ Upa U dT + / UpgUzpdr + / UppUpprdr = 0;
0 0 0

L 1 (L , 1 (L ,
UppUrdT + = (ug), dr + = (Ugy), dz = 0.
0 2 Jo ’ 2o ‘

Integrando por partes e usando as condigoes de contorno obtemos

ou seja;

d L
p udr +u(0,t) +u?,(0,t) = 0. (15)
0

Multiplicando (15) por s e integrando na variivel temporal sobre (0,t) tem-se

L ¢ ¢
t/ ui(x,t)dx—l—/ sui(O,s)ds—l—/ su?,(0, s)ds
0 0 0

t L
:/ / ui(x,s)dxds < ‘u2|%2(0,T;L2((1+x)da:)‘
0o Jo

A desigualdade acima e a desigualdade (5) garantem que

L ¢ t
t/ ui(m,t)dx—i—/ Sui(O,s)ds—l—/ su?_ (0, s)ds
0 0 0

< (ca(T)[uol)” .

Como os termos que estao a esquerda da desigualdade acima sao positivos, obtemos duas
desigualdades:
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/0 tu? (z, t)dz < (co(T)|uol)?

T T
/ Hi2(0, 4)dt + / Hi2 (0, 1)t < (e(T)]uo)?
0 0

Da primeira desigualdade acima concluimos (7), e a segunda pode ser escrita como

2

i < (ca(T)|uol)?,

(1V22 (0, 8) 12000, |V Ert0 (0, ) 20

onde | . | denota a norma euclideana em R", n > 3. Como existe n > 0, tal que
| . |s <n|. |2 onde | . |; denota norma da soma em R", concluimos (8):

(Voo (0.0 20 + Wit 0.0l120m) < oDl (150)

Para provar (9) e (10) multiplicamos (3) por xu,, e integramos por partes, o que conduz a

d L L L L
— ruldr + 2/ Ugudr + / uldr + / u? dx = 0.
dt Jo 0 0 0

Substituindo o termo u; = —(u + u,,), € integrando por partes, obtemos a seguinte iden-
tidade
d L L L
7 zuldr + 2u, (0, ) Uy (0,1) — / uldr + 3/ u? dx = 0. (16)
0 0 0

Multiplicando a identidade por s e integrando na variavel temporal sobre (0,t), segue que

t d L t
/ s—/ wu?(z, s)dwds + 2/ stz (0, 8)u (0, s)ds
o ds Jo 0

//su :Esdxds+3// o(z,s)dzds = 0.

Integrando o primeiro termo por partes, e adicionando o termo ¢ fo (x,t)dx a nova

identidade, teremos
L t oL
t/ (1+:B)ui(:)3,t)dx~l—3// su? (v, s)dwds
0 o Jo
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t rL t L
= / / (zul(z, s) + ui(z,t)) deds + / / su?(w, s)dwds
0 Jo 0 Jo

—2/0 (suz(0, $)ug(0,s)) ds.

Os termos que estao a direita da identidade acima podem ser limitados por (1+7") u,|3. O.TL2((
Além disso, se aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz no tltimo termo obtemos

1+z)dz)"

L t L
t/ (1 + z)ul(x, t)dx + 3/ / su?,(z,s)dzds
0 0 Jo

t t
< (14 Dlual T2 22 (14 0)ae) + 2\// suz (0, S)ds\// suz, (0, s)ds
0 0

< (14 D) ualfa0 702 (i) + 20V E(0,) 20,1 [ VE0 (0, 1) 2(0,m)

< (1 + T)|uw|%2(0,T;L2((1+z)dcﬂ) + ’\/%UQC(O’ t)|%2(07T) + |\/Eum<0’ t)|2L2(0’T)'

Aplicando (5) no primeiro termo que esta do lado direito da desigualdade acima, e (8)
nos dois tltimos termos, concluimos que

L t L
/ tul(z, t)(1 4 z)dx + 3/ / su? (r,s)dxds
0 0 Jo

< (2+T) (c2(T)[uo])*
Da desigualdade acima concluimos (9) e (10), respectivamente:

|\/1_5Ux|Loo(o,T;L2((1+m)dz)) < 04(T)|U0|

[Vtues| 20702y < ea(T)|ug|, onde cy(T) = /(2 + T)ea(T).

Considerando 7 introduzido em (15b) e

obtemos a func¢ao que satisfaz a Proposicao 1. U
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2.1.2 Estimativas uniformes da solucao com relagcao a L, para um
problema nao-homogéneo.

Nesta secao estabelecemos estimativas independentes de L para o problema linear nao
homogéneo:

Vg + Up + Ugue = f(x,t), z€[0,L], t€][0,T],

v(0,t) =0, t 0,11,
va(L,t) =0, te 0,11, (17)
Vga(L,t) = 0, te[0,T7,
v(z,0) =0, x€0,L).

Proposicao 2.1.3. Existe uma funcao continua t — ¢&(t), tal que, se f € E, entdo

V] Loo (0,102 (1402)dz) < C(T)| fl L1 (0,7;02((1422)da) 5 (18)
Vel 20,102 ((142)dz) < E(D)|floro1:02((1442)de)» (19)
[02(0, )| 20,7y < E(T)|flLr0,1:02((1 442)da) (20)
‘\/va’LOO(O,T;LQ((1+x)dz) < &(T)|f|e, (21)
[Vtva (0. 8) 201 < ET)| S|, (22)
V1020 (0, 1) | 207y < E(T)|f| 21 (23)
|\/Eva:x|L2(07T;L2) < 5(T)|f|E, (24)
V2| Loo (0,102 (1 42)dz) < C(T)| flL2(0,7:02((1442)da) (25)
[02(0, )| 22(0,7) + Ve (0, 8)| 220,17y < E(T)| f] 200,102 ((1422)da) (26)
|Vaa|2001:02) < E(T)| flr201:02((1442)d)» (27)

Demonstracao: Segue do Teorema 1.5.7 que v(z,t) = fg S(t — s)f(z,s)ds é mild solu-
tion de (17). Logo, pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e (4), segue que
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L t 2
V] Lo (0,7;02((1402)d2)) = SUP ( / ( / S(t—S)f(x,S)dS) (1+x2)dw>
te(0,7) 0 0

< sup (/OLt/Ot (S(t — s)f(x,5))” ds(1 + xQ)dm) -

te[0,7)

1/2

<TIS(-—s)f( S)|L°°(O,T;L2((1+:Jc2)d:p))

STe(T)[f(-8)|L2((14a2)da) -

Integrando esta desigualdade na variavel s, sobre [0, 7], obtemos (18):

0] oo (0,102 (1402)de) < (D) flL1(0,m502((1422)da)) -

Prova de (19): Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, o Teorema de Fubini e a
estimativa (5), segue que

2

L t
|Ux’%2((1+x)da;)_/0 [/0 0:S(t = 8)f(x,s)ds| (1+x)dx
L t
0,5(t — ,s)|%ds(1 d
< [t [ .50 - st s)Pastr + oy

t
= t/ov |8$5(t - S)f(l‘, S)|%2((1+x)daz)ds

< T10:S(t — 5) f (2, 8)|220.1:02 (11 2)de))

S THT)|f(,8) 721402y

integrando esta desigualdade em ¢ sobre [0, 7] tem-se
|v$|2LQ(0,T;L2((1+m)dx) < T2C2(T)|f($7 S)|%2((1+x2)dx))‘

logo, tomando raiz quadrada e integrando esta desigualdade na variavel s sobre [0, 7]
vamos ter (19):

|Ux’L2(0,T;L2((1+z)dz) < C(T)|f|L1(O,T;L2((1+z2)dz))~

Para provar (20), multiplicamos (17) por v, integramos por partes e usamos as condi¢oes
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de contorno para obter

d [F L L
—/ vidr + v (L, t) — 2/ VpUpedT = 2/ vfdr.
dt Jo 0 0

Consequentemente,
L

dt Jy

Integrando a desigualdade acima na variavel temporal sobre [0, ], teremos que

L t t L
/ vidx +/ v2(0, 8)ds < 2/ / v fdzds,
0 0 0 Jo

Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e (18) segue que

t t L 1/2 L 1/2
/ v2(0,8)ds < 2/ </ v2dx> (/ fzdx> ds
0 0o \Jo 0

< 2\0| Lo (0,112 ((1422)da) | f 21 (0,732 ((1+22)da)

L
v?dr + v2(0,t) < 2/ vfdx.
0

< 2C(T>|f|%1(O,T;L2((1+x2)dx)'

Assim, obtemos (20):

]vz(O, t>|L2(0,T) SV 2C(T)‘f‘Ll(O,T;LQ((lerZ)dx)-

25

Para provar as desigualdades (21)-(24), multiplicamos (17) por v,, e procedemos como
na demostragao das desigualdades (7) e (8). Assim, obtemos uma identidade semelhante

a (15):

L
p v2dr +v2(0,t) + 02 (0,t) = —2/ flz, t)vgde. (28)
0 0

Por outro lado, multiplicamos (17) por zv,, e procedendo como na demostracdo das

desigualdades (9) e (10) obtemos uma identidade similar a (16):

L

d L L
— | avidr + 20,(0,)v,,(0,1) — / vidr + 3/ v2, dx
dt Jo 0 0

= —2/0 vz, t) fx, t)dx — 2/0 TV (2, 1) f (2, t)da. (29)
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Logo, multiplicando a identidade (28) por 2 e somando com a identidade (29), segue que

L
dit (2+ x)vidx + vi((), t) + vix(O, t)
0

L
- [02(0, ) + 020 (0, £)]2 + 3 / o2 da
0

L L L L
= —4/ vmfd:v—i—/ vidm—Q/ xvmfdx—Q/ vy fdx.
0 0 0 0

Note que o primeiro termo da segunda linha acima ¢ nao negativo, portanto temos a
seguinte desigualdade:

L

d
i), (2 4+ z)v2dx + v2(0,t) +v2,(0,1)

L L L L
< 3/ vfmdx — 4/ Ve fdx + / vidw — 2/ TV fdx
0 0 0 0

L
— 2/ v fdx.
0

Por conveniéncia, vamos escrever essa desigualdade da seguinte forma:

4 [r L L
p (2 + z)vidz + v2(0,t) + v2,(0,1) + / v2, dr — 2/ vidx
0 0 0

L L
< — / V2 dr — 4/ Vg fdz (L1)
0 0

L L
- / vidr — 2/ v, fdz (L2)
0 0

Observe que
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L L
(L1) = —/ (Va4 2f)° d: +4/ fdx
0 0
L L
(L2) = —/ (ve + f)?dx +/ frdx
0 0

L L
(L3) :—/0 (vxx+xf)2dx+/0 2? f2dz,

de onde concluimos que

d L L
7 (2 + z)vidz + v2(0,t) +v2,(0,1) + / v2, dx
0 0

L L
< 2/ vidr + 5/ 21+ 2*)dx. (290)
0 0

Multiplicando a desigualdade (29b) por s e integrando na variavel temporal sobre [0, ¢],
obtém-se

L t
/ t2(2 + x)dr + / sv2(0, 5)ds
0 0

t t L
+/ svix(o,s)ds—i-/ / sv? dx
0 0 Jo
t L L gt t L
§2// svidxds—i—i')/ /5f2(1+:c2)d:1:ds+// v2(2 + x)dz.
0 Jo o Jo 0 Jo

Utilizando a estimativa (19), o lado direito da desigualdade acima pode ser estimado
como segue:

t L L T t L
2T/ / v2drds + 5/ / tf2(1 + 2*)dxdt + 2/ / V(1 + z)dx
0 Jo o Jo 0 Jo

t L T L
<2(T + 1)/ / v2(1 + z)dwds + 5/ / tF2(1 + 2*)dxdt
0 Jo o Jo

< 2T+ 1)’UI|%2(O,T;L2((1+:B)d$) + 5‘\/zf’%2(0,T;L2((1+$2)dx)
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< 2T + DM F 1710215 02)z) T IVEFI20.1:02((1102)d)

< D) | orsa(ratyan + VI B raa(ratian]
< &

2
= 1(T) [‘f‘Ll(O,T;LQ((lJra:Q)d:p) =+ |tf‘L2(0,T;L2((1+x2)da:)]

= &(D)|f[,

onde ¢3(T) = [2(T + 1)c*(T) + 5 — |2(T + 1)c*(T) — 5] /2. Assim, concluimos que

L T
/ t2(2 + x)dr + / sv2(0, s)ds
0 0

T T L

+/ svix(o,s)ds—i-/ / sv2 dw
0 o Jo

< &) £l

Da desigualdade acima, obtemos as estimativas (21)-(24), respectivamente.

Para provar as desigualdades (25)-(27) integramos (29b) sobre (0,7) e aplicamos a esti-
mativa (19) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz; ou seja;

L T T T L
/ (2 + x)vidw + / v2(0, s)ds + / v? (0, 8)ds + / / v2, dxds
0 0 0 o Jo

T L T L
< 2/ / v2drdt + 5/ / A1+ 2*)dxdt
0 0 0 0

< 2‘1}50|%2(0,T;L2((1+x)dm) + 5|f|%Q(O,T;L2((1+w2)d:r)

< 2(D)| f1710mir2((1 a2y + Ol 2202 02((1 402) )

T 2
= 2¢4(T) {/ |f|L2((1+1’2)d1’):| + 5|f|%2(O,T;L2((1+x2)da¢)
0
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T
< QCQ(T)T/O |22 1a2yany + 1 220102 (1 102y

= & (D) f 72 0.0:02((1+02)dz):

onde ¢Z(T) = (2¢*(T)T + 5) . Portanto,

L L

/0 (1+ x)vfcda: < /0 2+ x)vfcda: < 5%(T)’f|%2(O,T;L2((1+x2)dac)7
T T

/0 v (0, t)dt +/0 Ve (0, 8)dt < E(T)| fIZ2(0,1:22((1402)do):

T L
/0 /0 Uazczdxds < é%(TY>|f|%2(O,T;LQ((1—§—902)dac)7
de onde concluimos as desigualdades (25),(26) e (27), respectivamente. Fazendo

&(t) = c(t) +/2¢(T) + &1(t) + (1 +n)E(t),

obtemos uma func¢ao continua satisfazendo a Proposi¢ao 2.1.3 0
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2.2 O problema nao linear

Nesta se¢ao vamos provar um resultado de existéncia e unicidade local para o sistema (2).

Proposicao 2.2.1. Suponha que L > 1 e g(0) = uo(0). Entao, existe T > 0, independente
de L, e uma tnica solug¢ao fraca u de (2) definida em [0,T].

Demonstracao: A demonstracao sera dividida em trés passos.

1. Inicialmente, fazemos uma mudanca pertinente nas condicoes de contorno do modo:
Consideramos ¢ uma funcao suave em R™, tal que

»0)=1 e ¢(z)=0, Vr>1.
Nessas condicoes a fungao a(x,t) = u(x,t) — ¢(z)g(t), satisfaz

U + Uy + Uy = —F(0,0,,9) z€[0,L], tel0,T]

(0, 1) = 0, tel0,7],
a(L,t) =0, te 0,7,
liae (L) = 0, te 0,7,
i(z,0) = uo — ¢(x)g(0), z €0, L},
onde

F(t, Uy, g) = (@4 ¢g)(Uz + ¢'g) + 9(¢" + ¢") + ¢4

Observe que a mudancga de variavel transforma o problema original (2) em um problema
com condigoes de contorno de Dirichlet com g = 0. No que segue, para simplificar a no-
tacao, denotaremos a solucao por u ao invés de .

2. Introduzimos o seguinte funcional 7 definido por
t
Tl g.0) i= S(Oua ~ [ (e = 9P (u,1r.9)(s)ds,
0

onde {S(t)},~, € o semigrupo linear introduzido na Secdo 2.1. Usaremos as estimativas
provadas nas Subsecoes 2.1.1 e 2.1.2 para analisar os termos

S(t)ug e /0 S(t — s)F(u,ug, g)(s)ds.

Comecamos com os seguintes Lemas:

Lema 2.2.1. Eziste uma constante ¢(T'), dependendo de T, e independente de L, tal que,
para toda ug € L*(0, L),
|[S()uolx < (T)]uol,
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e a fungcao T — c(T) € continua.

Demonstragdo: A estimativa ¢ consequéncia imediata das desigualdades (4), (5), (9) e
(10). O
Para o problema nao homogéneo o seguinte Lema é valido:

Lema 2.2.2. Eziste uma constante ¢(T), dependendo de T e independente de L, tal que,
para toda f em E

< (1) fle,
X

[ ste-ssa

e a fungcao T — c(T) € continua.

Demonstragdo: A estimativa ¢ consequéncia imediata das desigualdades (18), (19), (21)
e (24). O

3. Argumento de contragao: Comecamos com o Lema

Lema 2.2.3. Para toda w € H' (0, L), tal que w(0) = 0, seque que

|Vaw|pe <5 (\/|w|L2((1+x)dch)\/|wx’L2((1+x)dx) + |w|L2((1+x)dx)) : (30)

Demonstragao: A condi¢ao w(0) = 0 implica que

y
w(y) = 2/ ww,dz.
0

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtém-se

y y 1/2 Yy 1/2
/ wwdr| < 2 (/ w%lm) (/ widx)
0 0 0

:32|UWL2hUxhﬁ.

w]* =2

Portanto,

Wi < V2 |w]pz /w2,

(30b)
e, para 0 <z <1, temos

sup |[vzw| < sup |w] < Jwlpe < V2y/|w]ie /w2
0<zx<1

0<z<1

Analogamente, para = > 1,
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(Vaw? -l =2| [V (viw), dy\

1/2 1/2

<3| [ (viwdy

[ vy

< 2lVzw|p |(VIw).| 2,
donde

[Vawl? < 2lVaw|r: + |w(1)]?

L2

Varw, + \/—Ew
2x

< (ﬁ\/ wwm\/ \ﬁwx + YT

E |w<1>|>

< (V3 IVl [Vawdos + Veulis + fols- )

Portanto, de (30b), segue que

sup |vVaw| < ﬂ\/\ﬁwlp\/]\/}wxlp + |[Wrw|rz + |w|pe

r>1

< VI Vel Ve, + [Vawle + V2 Tuley/ e,

Logo,

Vawl= < V2 [Vawle/IVaw, | + Vawl s +2v2yfuley/usls

< ﬂ\/|w|%2((1+m)dx) + |we | L2((142)de) [ W] L2 (14 2)der)

+ 2\/5\/|w|L2((1+;v)dm)\/'wx|L2((1+x)dz)

< V2\wlr2((14a)an) + 3\/5\/|w|L2((1+x)dx)\/|wz|L2((1+x)dx)

S ) <|w|L2((1+a})d$) + \/|w|L2((1+a})dx) \/|wx|L2((1+x)d:c)> .

A seguinte estimativa é o ponto-chave desta secao:
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Proposigao 2.2.2. Suponha que ug,vo € L*(0,L) e g,h € H} (RT). Entao, existe uma
func¢ao continua t — c(t), tal que, para todo T em [0, Ty,

|T(U0, g, U) - T(U07 h7 v)|X
< o(T)|uo = vol + «(T)VT (|9l om) + [hlar o) + 1+ ulx)lg = hluom
+e(T)TY* u — | (Julx + v]x)

+(T)WTu — vl x(|Blaor + [ulx + [v]x).
Demonstragao: Temos que

T (ug, g,u) — T (vo, h,v) = S(t)(ug — vo) ()

_/0 S(S—t)(F(u,ux,g)—F(U,%h))-

Denotaremos por G(s) a fungao
G<3) = F(uaucmg) - F(v,vx,h) =F.+ F + Fy,

onde
Fo= 06/ (g° = 1) + (9 = (& +6") + 69’ — 1),

Fl = <u¢/g - Ugb,h) + (¢gum - QZShUx),

F, = uu, — vv,.
Devido aos Lemas 2.2.1 e 2.2.2, obtemos
‘T(UO, g, U>—T(U0, h7 ’U)’X

< e(T)uo = vo| + (TG

= ¢(T)|ug — vo|

+¢(T) (|G\L1(0,T;L2((1+x2)d:p)) + |\/gGlLQ(O,T;L2((1+x2)dx))> .

Estimamos separadamente os trés termos de G; ou seja; F,, F1 e F.

1. O termo independente de u e v, ou seja; F.:
Por um lado, obtém-se

e < lod'llg(t) = h(®)llg(t) + h(t)] + 9(t) — h(D)[|¢" + & | + |9llg'(E) — h'(1)].
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Logo,
| Fel L2((14a2)da) < €6 (14 g(0)] + [R(D)]) |9(2) — h(D)] + colg (8) — P'(D)];
ou seja;
[Fel 2 (4a2)a) < €6 (14 [g(0)] + [R()]) (19(2) — h(D)] + |9'() = B'(B)]) (30¢)

pois ¢ tem suporte compacto contido em [0, L], e ¢s > 0. Por outro lado, lembramos que

| Fol i 0ren2 (i a?yanyar) < VT Fel 1200002 (14 22)da)de)-
Usando a desigualdade acima e (30c), obtemos

[Fele < 2ﬁ‘Fc|L2(0,T;L2((l+x2)dx)dx)
< 2ceVT (14 |glur + |hlur) g — bl
2. O termo linear F} : Para o primeiro termo de F}, temos
[ud'g — vd'h| 20, 1:02((1442)da))
< [¢'u(g — h)‘LQ(O,T;LQ((lJr:rQ)d:):)) + |’ (u — U)h|L2(o,T;L2((1+x2)dx))
< Cqﬁ/ﬁ‘g — h| Lo 0,1y || Loo (0,712 ((1422)da)
+ Cy VTRl oo (o) |t = 0] poe(o,7:22((1 402 )

S C¢/ﬁ (‘g — h|H1(0,T)‘u|X + ’thl(O,T)’u — U‘X) >
pois ¢’ tem suporte compacto. Analogamente, para o segundo termo de F}, temos

|P(uag — Vah)|L200,7;02((1422)dw))
< [pua(g — P)| 20102 ((1402)de)) T [D(Ue — V2 ) Al L2(0,7502((1402)da))
< cpl(g = h) Lo [tal 120,752 ((142)da))

+ cg| Pl Lo (0,1 [the — Ve | 20,702 (140)da))

< ¢y (Ig — bl vl x + |l v — U|X) ]

pois ¢ tem suporte compacto e ¢(x)(1+ 2?) < c¢4(1 + z). Portanto, obtemos
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1Filp < esVT(1+VT) (lg = hlmom|ulx + |hlmomle —v|x) .

3. O termo nao linear F,,; : A fim de estimar

|ty — V0| L1 02 (1 a2y + [VEUWU = 0V,) | 120702 ((1422)de) (30d)

escrevemos
Uty — VU = (U — V)Uy + V(Up — Vy). (30e)

Para o primeiro termo, queremos uma cota de UV, em L'(0,T;L*((1 + 2?)dz)), onde
U =u—wveV =u. Inicialmente, temos

T L
\U Vel L1 0,1:02((1 4+02)d)de) = / \// (14 22)U?V2dxdt
0 0

T L L
:/ / U2V$2dx+/ 2202V 2dzdt
0 0 0
T L L
§/ /U2Vx2dx—|— /:c2U2V:T2d:U dt.
0 0 0

Além disso, por (30b)
L
/ U?V2dx
0

L
< |U\%oo/0 (1 + 2)V2de < 2|U] 21 4a)ae) Ul 22 ((150)aw) |Vl T2 (1 g ayany (31)

e

L L L
/ 2?UV2dr < ‘Z‘UZ’Lw/ xV2dr < ]\/EU\%OO/ (1+z)V72dx.
0 0 0

Portanto, pelo Lema 2.2.3,

[2UVe|p2 < |\/EU‘L°° “/I|L2((1+:1:)dx)

<5 (\/\U\LZ)((Hz)dx)\/\Ux|L2((1+x)dag) + \U|L2((1+m)dx)) Vel L2 ((142)da)
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de onde concluimos que

| UV |01 0.1,02((1+22)der))

1/2 1/2
VB [ W ey U Vol i
1/2 1/2
+5 / (10125 6y Ul sty + 10210 ) Vel
1/2 1/2
/ |U|L/2( (14-z)dx) |U |L/2( 14z)dx) |V |L2((1+$)d$)dt

T
+5/ \U|L2((140)dz) | Vel L2 (1 42)de) dE-
0

O proximo passo é estimar os termos a direita da desigualdade acima. Inicialmente, pela
desigualdade de Cauchy-Shwarz, temos

1/2 1/2
/ ’U|L/2( (14z)dz) |U | g 1+x)dm)|‘/$|L2((1+m)dm)dt

1/2 1/2
< |U|L°° (0,T;L2((1+x)dz)) / Us |L2( (1+x)dz) |VI|L2((1+w)d:v)dt

T 1/2 T 1/2
1/2 2
< Ul 02,021 4210 ( /0 |Uw|L2((1+x)dx)dt) ( /0 |W|L2((1+w>dx)dt)

T 1/2 1/2
VT </0 |U$’2LQ((1+x)d:c)dt>

1/417711/2 1/2
=T ’U|L°° (0,T;L2((1+x)dz)) |U ‘L2 (0,T;L2((14x)dz)) |V |12 (0,75L2((14=)dx))

< |U|1/2

L (0,T;L2((14z)dx)) |VI |L2(0,T;L2((1+x)dz))

< TY4|U|x|V]x.
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Por outro lado, temos
T
/ \U|L2((142)dw) | V| L2 (14+-2)de) At
0

T
< |U|L°°(O,T;L2((1+z)dx))/ Vel L2((142)da) A1
0

1/2

T
< VT|U| o (o.1502((142)d0)) ( /0 \‘/5:!%2((1+z)dm)dt)

<VT|U|x[V]x,
de onde concluimos que
UVl 022 ((1402)a)) < T(VT + TYH|U x|V | x.
Pela definicao de U e V, obtém-se
[(u = v)ue| 2122 4a2yayy < TVT + TV u = vlxulx.

(31b)

Para analisar o segundo termo de (30e); ou seja; v(u, — v,), fazemos U = v, V =u—ve
usamos os mesmos argumentos usados anteriormente. Assim, vamos obter

|UVz| 110,102 ((1422)dz)) = |V(Ua — Vo) |L10,7:02((1422)de))

<T(VT + TV |u — v|x|v|x.
Portanto, a estimativa de |uu, — ’UUI’LI(O’T;L2((1+12)dm)) fica estabelecida.

Retornando a (30d), o segundo passo é estimar |\/EUVx|L2(0,T;L2((1+x2)dq;)), onde U =u—v
eV =uoulU=veV =u—v. Escrevemos

VUV, | 12(0.7:02((1422)dx))

= [VIUV,V1+ 22[12(0,1;2)

< |\/ZUV;:’L2(O,T;L2) + |\/¥xU‘/m|L2(O,T;L2)-
(31c)
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Para estimar o primeiro termo que esta & direita da desigualdade acima usamos (31):

VUV, | r2o.1.22)

T L
= (/ / tUWfd:rdt)
0 0

T
< ( /0 261U |L2<<1+x>dx>|Uz|L2<<1+w>dz>|Vx|%2(<1+x>dx)dt)

1/2

1/2

S rr1/2 1/2
< 2T|U|L/°° (0,T;L2(1+a2)) |\/_U |L/°° (0,T;L2((14)dz )|V |12 (0,75L2((14=)dx))

< V2T|U|x|V|x.
(31d)

Para estimar o segundo termo, aplicamos o Lema 2.2.3. Inicialmente, observe que

VUV Vsl

< WU | |VaVe |2

< 5(\/\U!L2<(1+x)dz)\/lUx\Lz’((uz)d:p) + U 12((140)da)) [V V2 | 12

< 5\/|U’L2((1+x)dz)\/|Ux\L2((1+z)dx)|V}c!L2((1+x)dx)
+ 51U\ 2 ((142)d) | Ve | L2 (1 4-2)da)

1/2 1/2 1/2
= 5’U|L/2 ((1+z) dx)|v ‘LQ (1+z)dz) (‘U ‘ ; ((1+z)dx) + ‘U’ ; ((1+= dx)) :
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Logo,

|\/ExUV'Jc‘L2(O,T;L2)

T 1/2
= < / |\/¥xUVx|i2dt>

0

4 1/2 1/2 1/2 2\
< </0 <5|U|L2 (1+2) d$)|v |L2 (14z)dz) <|U | ((1+x)dz) + |U| d;lj))) dt)

< 15\/_|U|2/£ (0,T;L2(1422)) |\/_V |L°° (0,7;L2((14x)dz))

1/2 1/2
‘U | ((1+z)dz) + |U|L2( (1+x)dx)

T 1/2 T 1/2
( / |Ux|L2<<1+a:)dx>dt) + ( / 1% |L2<(1+x>dm)dt) ] :
0 0

Mas, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

L2(0,T)

< 15V3|U| %IV x

T 1/2
1/4 1/2
(/0 |Ux|L2((1+:v)dw)dt> < T (0.T;L2((14)dx))

e
1/2

T
S r11/2
</0 |U|L2((1+w)dw)dt) < 3T|U|L/°° (0.T;L2(1+22))"

Portanto,

VtrU V| 2002y < 15V3(VT + TV U x|V x,

que, combinando com (31c) e (31d), conduz a

VUV 201021 402)n)) < 15VB(VT + TYHU x|V x.

Finalmente, temos

|Fule < 15V3(VT + TV |u — v]x (Julx + |v]x)-

Somando as estimativas de |F.|g, |Fi|g e |Fu|e € tomando o maximo das constantes, que
vamos denotar novamente por ¢(7"), concluimos a demonstracao da Proposigao 2.2.2. O

Para demonstrar os proximos resultados fazemos as seguintes consideracoes:

Seja Ty > 0. Toma-se R = 2¢(Tpy)(|ug| + T1/2( 1+ |g]#1)|glm). Denotamos por Bg a
bola de centro 0 e raio R em Xp.
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L (RT). Entao, existe um tempo Ty €]0,Ty], tal
que a bola Bg é invariante pela aplicagio u — T (ug, g, u).

Proposicao 2.2.3. Suponha que g € H}

Demonstracao: Aplicando Proposicao 2.2.2 com vy = 0, h = 0 e v = 0, obtém-se
| T (o, g, u)| < c(To)|uo| + C(To)ﬁ(MX + 19l 0.0y + VNGl 0,1)
+ o(To) |ul3TY* + o(To) VT |ul%.
Logo,

R
[T (w0, g,u)l < 5 + A(To)VTlulx|glmr + e(To)T " |ul + o(To)VTul%,

e, se u € Bp, entao

R
T (o, 9,0)] < 5 +(To) (VT Rlgln + TR+ VTR?).

Escolhendo
2

T < (15—6) (e(To) (g + R) + A(T0)R?) 2

vamos ter que

oT) (VI Blgli: + TV R + VTR <

Portanto, a escolha de T} garante que u —— T (ug, g, u) aplica a bola Bg nela mesma e a
Proposicao 5 esta provada. O

L. (RT). Entao, existe um tempo Ty €]0,T1], tal
que a aplicagcdo v — T (uo, g,u) € uma contragio sobre (Br, |- |x)-

Proposicao 2.2.4. Suponha que g € H}

Demonstracao: Aplicando a Proposicao 2.2.2, com vy = ug € h = g temos

[T (w0, 9. w) = T (uo, 9, v)|x < eI u — vl (Julz + [v]x)

+ C\/T|U —v|x(|g9lm0m) + [ulx + [v|x),

onde ¢ = ¢(Tp). Logo, se u,v € Bg, entdo

|T(u07 g, u) - T(u()? g, U)|X < C<2RT1/4 + 2R\/T + \/T|g|H1(0,T))|u - U|X'
Escolhendo

9 _
T2 < E (462R2 +C(2R+ ]g]m)) 2
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teremos que

c(2RTy"* + 2R\/Ts + \/Talgl o) < 1.

Logo, a aplicacdo u — T (ug, g, u) é uma contracao sobre Bg. O

Para concluir a prova da Proposicao 2.2.1 é suficiente aplicar o Teorema do Ponto Fixo
de Banach 1.4.1 para a aplicagdo u — T (ug, g,u) sobre o espaco métrico completo
(Bg, | - |x)- Isso garante a existéncia e unicidade de solucao fraca do sistema (2). O

2.2.1 Dependéncia continua dos dados iniciais e de fronteira

Proposicao 2.2.5. A solucio u dada pela Proposicao 2.2.1 depende continuamente de
ug em L*((1 + 2?)dz) e de g em H} (RT).

Demonstracao: Mais uma vez, o resultado segue da Proposicao 2.2.2 para tempos
pequenos. De fato, temos que

lu —v|x < clug — v
+c(T)WT (gl + |hlmor + 1+ [ulx)|g = hlaorn

= olxe(T) (T + V) (Julx + [olx) + VTRl o) )

Assim, se ug tende para vg em L*((1 + 2%)dz) e se g tende para h em H' entdo u tende
para v em Xrp.

Os resultados acima foram obtidos localmente no tempo, mas como o intervalo de tempo
onde eles sao validos dependem apenas de |ug| e |g|g1, podemos estendé-los para o inter-

valo onde a solugao existe.
O

2.2.2 Existéncia e unicidade de solucao global para o problema
na semi-reta positiva

Introduzimos o espagco

Xy :={w € C([0,T); L*(R*, (1 4 2?)dz)) | w, € L*(0,T; L*(R*, (1 4 z)dz)),

Viw, € L=(0,T; L*(R*, (1 4 2%)dz)), Viwg, € L*(0,T; L*(RT))}.
Nosso objetivo é provar o seguinte resultado:

TEOREMA 4. Sejam u, € L*(R*,(1 4+ 2*)dz) e g € H, (RT). Entdo, existe uma
tnica u € C([0, T]; L*(R™, (1 + 2?)dx)), solugao de (1), tal que u € X7. Além disso, para

todo t > 0, u € C([t, +oo[; H?) e, para todo t > 0, u(z,t) é a solugdao obtida por Bona e
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Winther |3, 4].

Demonstragao: Todas as estimativas obtidas na secao anterior se aplicam para o pro-
blema na semi-reta positiva (L = +00) ja que elas sdo uniformes em relacao a L. Isto
nos da a existéncia local e a unicidade no espaco Xr. Para provar que a solucao é global,
precisamos estabelecer algumas estimativas de energia. Por simplicidade, faremos as de-
monstracoes no caso g = 0. O caso geral pode ser obtido como em [3], usando a mudanga
de funcdo v = u — g(t)e ".

Inicialmente, multiplicamos (1) por u e integramos na variavel espacial sobre [0, +oo[

obtendo
d [+

dt Jo

Integrando na variavel temporal concluimos que |u|z2 < |ug|pe2.

w?dz +u2(0,t) = 0.

Multiplicando (1) por zu e integrando, segue que
d +oo +oo 2 +oo +00
— ruldr — / wdzr — —/ uddr + 3/ uldr = 0.
dt Jo 0 3 Jo 0

Usando a estimativa anterior vamos ter

(32)

+o0
| s < fulosfui
0
< ulzoe fuolZ:.

Como |u|p~ < 21/2]ux\1L/22|u0\1L/22, de (32), obtemos

d

+oo +oo
pr rudr + 3/ uidr < C3 + 21/203/2|ux]2/22,
0 0

onde Cy = |ug|r2. Aplicando a desigualdade de Young com p =4 e ¢ = 4/3 o termo acima
pode ser estimado da seguinte forma:

12 3 (21/3050/3> n Uz %2
p— 4 .

21/2005/2‘% L2 4

Consequentemente,

d

+oo +oo
— ruldr + 3/ uldr < o + |ugl3e, (32b)

com g = C2 +23C0"2  de onde concluimos que

T p+4oo
2/ / Uid%dt < ,LL()T + U1,
0 0
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com fi1 = |Uo|r2(r+ (1422)de)- Por outro lado, de (32b) também obtemos

d [T

T ; xuldr < 14o-

(33)
Logo,

+oo
/ xuldr < W,
0

onde pr = (poT + p1). Por outro lado multiplicando (1) por z%u, obtém-se

d +o0 +o00 4 +o00 +oo
— v*uldr — 2/ ru’dr — —/ ruldr + 6/ ruidr = 0
dt Jg 0 3 Jo 0

e as estimativas anteriores garantem que

+oo 4 +oo 4 +oo
2/ ruldr + —/ vutdr < (24 = |ulpe / rudr
0 3 Jo 3 0

801/2
§<2+ ; |15 ) o

Portanto,
d [T

dt J

+oo 801/2
22uldx —1—6/ xuidw < (2 + ; ’%H—/} wr
0

e, consequentemente,

+oo t +o0o
/ x2u2dx+6/ / rudrds
0 o Jo
8C1/2 t 400
< <2T—|— 30 // uidwds ur + tq
0o Jo

4 1/2 2
< 2TMT+°TMT

-I-,ul.

Assim, obtemos a existéncia global na semi-reta positiva. Dado que u(.,t) € H? para
quase todo t, u é a solu¢do obtida por Bona e Winther em |3, 4].

Agora, mostramos a unicidade da solugdo de (1): Sabemos que as solucoes sao tais
que w € L®(0,T;L?), u, € L*(0,T;L?) e v/tuy, € L*(0,T;L?). Sejam u e v duas so-
lugoes com as mesmas condigoes inicias e definamos w = u — v. Esta funcao satisfaz
Wy + Wy + Wage + WUy + vw, = 0 e w(xz,0) = 0. Multiplicando por w e integrando a
expressao resultante com respeito a variavel espacial x sobre [0, +00[ teremos
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d [T

400
7 w?(z, t)dr +w2(0,t) + 2/ w?(z, t)u, (v, t)d
0 0

+oo
— / w*(x, t) v (z, t)de = 0,
0

o que implica que

+00
%G(t) < 2G(t)|vy — ug|p~, onde G(t):= / w(x,t)dx.
0

Observe que G é uma fung¢ao uniformemente continua no intervalo [0, T'|, Portanto, vamos
mostrar que |u, (-, s)|z~ € L}, e assim usar o Lema de Gronwall. Sabemos que

1/2 1/2 —1/4 1/2 1/4 1/2
|ux|L°° S 2|ua;|L2 |u1’x|L2 =1 / . |u.1’|L2 .t / |u1’x|L2 .

1/2
L2

1/2

€ L, Y4 ug| s

Além disso, como u,v € Xp, estas solugdes satisfazem |u,| € Lf e,

por outro lado, t~1/* € L?

Integrando com respeito & variavel temporal e usando a desigualdade generalizada de
Holder 1.2.3 com p; =4, po = 4 e p3 = 2, concluimos que

t
/0 O P e o P [ (TP o PP T 179

Portanto, |uy|z~ € L'(0,T) e pelo Lema de Gronwall 1.4.5, teremos que G' = 0. Logo,
w = 0em [0,7], o que garante a unicidade da solugao. O



Capitulo 3

Convergéncia para a solucao do
problema na semi-reta positiva

Por simplicidade, nos restringimos ao caso g = 0, mas os resultados que provaremos sao
vélidos se tomarmos g € H'(R™).
O objetivo deste capitulo é provar o seguinte resultado:

TEOREMA 5. Consideremos a familia de dados iniciais vl € L?([0, L], (1 + 2?)dx),
tais que

L
sup/ lug |2 () (1 + 2%)dz < +oo,
£>1Jo

e uf — ug em L (RY), fortemente. Entao, para todo T > 0, se L ¢ suficientemente

loc
grande, ul’ — u em LP(0,T; L2 (R")), fortemente, para todo p < +o0o, onde u(z,t) ¢ a

solugdo de (1) com dado inicial uy.

Para provar este teorema, usaremos algumas estimativas de energia para o problema
nao linear (2). Portanto, precisamos de solu¢oes mais regulares:

TEOREMA 6. Suponha que uyg € H*(0, L), (u0)sez € L*((1 + 2%)dx) e g € HE (RT).

Entao, u, a solugao de (2) dada pelo Teorema 3, satisfaz u,,, € X7, VT < Ty, onde T}, é
o tempo maximo de existéncia da solucao u.

Demonstragao. Devemos resolver a equagao integral F(ug, g, u) = u no espago

YT = {U € XT7uxxx c XT} .
Encontra-se uma solucao local no tempo, assim como na Proposicao 2.2.2. Uma vez que
esta solucao local no tempo é construida, mostra-se que ela e o tempo de existéncia em
Y coincidem, respectivamente, com a solugao e o tempo de existéncia em Xrp. 0
3.1 Comportamento do tempo de existéncia

Proposicao 3.1.1. Tem-se que

L—+o0

45
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Demonstracao: Para provar este resultado, vamos usar algumas estimativas de u em
L>(0,T; H'), mas como o dado inicial pode nio estar em H' entdo nao seria possivel
estimar u nesse espago. Porém, para quase todo t > 0, a solu¢do u(-,t) encontra-se em
H'. Portanto, consideramos o problema de valor inicial em algum novo tempo de origem
tr, tal que u(-,ty) € H.

Uma estimativa uniforme (com respeito a L) de |u(-,t)|5: ¢ dada no seguinte Lema:

Lema 3.1.1. Para todo L > 0, existe um tempo tr,, tal que
L

C

| ot < o

0 Ty

onde C' = ‘u:ﬁ’LQ(O,T;LQ(R+;(1+x)d:c)) e Ty € o tempo de existéncia dado na Proposicao 2.2./.
Este tempo Ty € independente de L.

Demonstragao: Sabemos que u, € L*(0,T; L*(R™; (14 z)dz)). Entao, para todo L > 0,
tem-se

Ty L
/ / (1 + z)ul(x,t)dxdt < C.
o Jo

Por outro lado, se supomos que para todo t € (0,73)

L C
/ (14 z)ul(x, t)dr > —,
0 P

entdo, integrando na variavel temporal sobre (0,75) vamos ter uma contradicao.

O
Agora, vamos considerar o problema (2) com dado inicial u(-, ;). Por simplicidade, vamos
denotar t;, = 0 e ug = u(-,tr). Adaptaremos o método utilizado em [11]| para provar a
existéncia global com dados pequenos.

Introduzimos as fungoes dependentes do tempo:

x(0) =sup ([ 10+ Va1,

Y(t) = /0 (14 ) (2 — 2 — u*/3)da.

Observe que X (t) é ndo decrescente e X(t) > 1. A ideia da prova é mostrar que X ()
controla a norma |u| da solu¢ao. Logo, prova-se que X (t) controla também Y'(t) que,
por sua vez, controla |(1 4+ \/x)u,|z2. Portanto, obtemos uma desigualdade para X (¢) na
qual os coeficientes dos termos nao lineares sao sempre proporcionais a alguma poténcia
positiva de L.

Estimativas para X(t):

Consideramos o problema (2) com g = 0. Multiplicando a equagao por u e integrando,
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obtemos
d L
dt Jo

L L t 2 t
/ u’dx —/ uddx +/ u?(0, s)ds < —/ [u*(L, s)|ds.
0 0 0 3 Jo

Tomando y'/? € (LY2, +00), se z € (0, L), L'/? < 4Y3(1 4 /z). Assim,

2
w dr +u?(L,t) + gug’(L,t) +u2(0,t) = 0.

Logo,

L t t
Y
/0 wldx +/0 u?(0, 8)ds < cp + m/ﬂ |(1 4+ Vo)ul? < (s)ds,

onde ¢y = fOL u2dzr. Pela desigualdade de Hélder com p = 4 e ¢ = 4/3 concluimos que

| 2 ' 2 Y t1/4 3/4
uliz + [ ui(0,s)ds < co+ X (34)
0

Agora, multiplicando (2) por zu vamos obter

d L L
— | auldr — / wdr + Lu*(L,t)

2 . 2 (T, L
+ S Lu*(L,t) — —/ uddr + 3/ uldr = 0;
3 3 Jo 0
ou seja;
d L L
—/ xu2dx+2/ uldr < |ul7.
L 2
+/ uddr — gLuS(L,t) — |ug)3s.
0
Como

L
/ uidr < |ulp=|ulis < \/ilux\lL/f\u]i/f,
0

usando a desigualdade de Young com p =4 e ¢ = 4/3, obtemos
L
/ wdr < |ugl7s + 22/3]u\1LOQ/3.
0

Mas por (34)

22/3|u|1Lg/3 < 92/3 (Co+ X3/4)

5/345/12

< 22/3(/%0)5/3 4 22/3("57)115/2 X5/4,

onde £ > 0 é tal que |- [ < &[5, (|5 ¢ a 2-norma em R” e |- |, a norma da soma
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em R"™ para n > 3). Usando estas desigualdades e (34) concluimos que

d (" L 2
— | xuldr + 2/ uldr <co+ 2%3(keo)®® — ZLu’ (L, t)

5/345/12

$1/4
vyt 3/4 2/3(“7) 5/4
+ 1,3/2 e X2 1,5/2 X

Integrando na variavel temporal sobre (0,%). e usando o fato da fungdo X () ser ndo
decrescente, obtém-se

L
/0 xu2dx+2/ / wldrds <po + pit + Lo L3/2 X5/4

5/4 5/3417/12
+ Y l / X5/4 4 22/3 (K’/y) t 7
L3/2 [5/2
onde py = fo zuddr e p1 = co + 22/3(kco)®/3. Agora, sabemos que
O A 12 <y 5/4+tL /4 —i—til/u =:«p, paratodot > ty.

Multiplicando esta expressao por t3/2, temos

/4 4 /4 4 g 1T/12 < OthS/Q, para todo t > 1.

Definimos )
ps i=max {7, 2% (r7)**}
p3 = max {po, p1, p2rr} ,
Como L > 1,
L t L t1/4 +t5/4 +t17/12
/ xu2dx—|—2/ / uidxds§p0+p1t+p2( 73 )X5/4
0 0o Jo L
t3/2
< po+ pit + ,0204LmX5/4

t3/
< ps (1 +i+ mXE’/“) (35)
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Somando (34) e (35) concluimos que

g 2 v /4 3/4 3/ 5/4
/0(1+x)udx§co+ L3/2X +p3(1+t+mX )
t3/2 5
Z x5/
Sp(1+t+Ll/2X ),
(35b)
u2

onde p depende de t;,. Dado que (2) pode ser escrito como u; + (u+ 5 + Uy ). = 0, depois
2

u
de multiplicar (2) por u + - + Use vamos ter

L U2 1 La U2 2
/Out(u+?+um>dx+§/o 9 <u+7+um) dr = 0.

Integrando por partes e usando as condigoes iniciais e de contorno, obtém-se

d L u3 1 2
i, <u§ —u?— §> dr +u2,(0,t) < <u + §u2) (L,t).  (36)

2
Multiplicando (2) por x(u + % + Uuy,) concluimos que

/L LYy d+1/L O (s i) ar—o
i vy (Ut o gy | dT g i v | (Ut 5 e r =0,
1d [* u? L 1 u?\ >
sdi /. x(uQ—l—g—ui) dx—/o uzutd:c—i—iL <u+5> (L,t)
1 (L 2 2
—5/0 (u—l—%—l—um) dr = 0.

d - 3 2\ 2 L
i ), x(ui—uQ—%)szL(u—i—%) (L,t)—2/0 Uz tyd.

Antes de continuar, vamos estimar o ultimo termo que esté a direita desta expressao. Pela
desigualdade de Young com p = g = 2, teremos

L L L
/ Upudx §/ uid:)ﬁt/ uldz.
0 0 0

Usando (2) e a equivaléncia das normas em R™, com n > 3 e 7 introduzido em (15b),

donde

Logo,
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obtém-se
L L
/ Upuydr < |ug|e + 772/ (ui + uPu? + uim) dz
0 0

L
< (14 1) [ta e + 1P utamal2e + 17 / Pulde.
0

Assim,

L 3 2\ 2
i/ x(ui—uQ—u—) dach(u—l—%) (L,t) + (1420 |ug |32
0

L
b 0Pl 2 [ e, (30
0

somando (36) e (37), segue que

2\ 2
Y'(t) < 2L (u + %) (L, t) + (1 +20%)|uz 72
L
+ 202 Uy |2 + 217 wulde,
n L n T
0

pois L > 1. Portanto,

1/3

t 2/3 2
V() -y <22 [ (#m vl + 210+ mu&w) (s)ds

+ (1 + 2772)‘u|§(d5 + 2772’umz|§(

t L
—1—2772// w?uldwds.
o Jo

(37h)
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Para o altimo termo da desigualdade acima temos que

t oL on2/3 [t L
2772/ / wuidrds < 7 / (1 + \/E)uﬁoo(s)/ u?dwds
0 Jo 0 0

In2 2/3
< %tlﬂxlﬂ‘\/Euac|L°°(0,T;L2(IR+;(1+z)dx))
L
t1/2
< OéoTXl/Qy
92213
onde ap = " |u|x. Retornando a (37b), segue que
L
on2~ [t 172 o
Y(#) < "LV / (14 Va)ulfe (s)ds + ap——X "> + X + as,
0

onde a = n*7°/3/2 e g = (1 +2n%)|ul%ds + 2n*|use|% + Y (0). Logo, pela desigualdade
de Cauchy-Schwarz obtemos a seguinte estimativa para Y (t):
t1/2

a
Y(t) §043TX(?5)1/2 + L—;X(t) +

2 +1
L

<as X (t) + as,

onde a3 = max {ag, 27?7} e a5 = max{as,as}, Como t; < t temos que (1 + t'/2) <

(14,12 ¢
t1/2

Y (t) < ozTX(t) + g,

onde o = a5(1 + tzl/Q). Usando a defini¢do de Y (t) nesta expressao vamos ter

L 1172 t u
/ (1 + z)uzdr < as + CYTX(t) + / (1+ ) (u2 + ?) d.
0 0

Para estimar o altimo termo, usamos inicialmente (35b):
t ) ?L3 t3/2 5/4

1 L
+ —|u|p / (1+ z)u’dx.
3 0



CAPITULO 3. CONVERGENCIA NO PRIMEIRO QUADRANTE 52

Por outro lado, usando a desigualdades de Young (p = ¢ = 2), (30b), (34) e (35b) temos

1 L
—|u|L<>o/ (14 z)u’dx
0

3
1 1 L 1/2
1—8]u\%m +3 </0 (1+ x)u2d:c>
1 1 L
Ll g 2 + = / (1+ 2)uds
9 2\ J,
1 1 1 L

1 L 1 L 1/2
< |ul3s + 162/ (14 2)uidx + 5 (/o (1 —|—x)u2dm)

1/2 £3/2 ” 1/2
<1+t+Ll/2X )

IN

1/2

IN

1/2

IN

¢/
< ¢ -I-WWX“Q’M + p2

1 L
+—= (1 + z)uldz.

162
Portanto,
t 3 1/4 1/2 3/ 1/2
2 | U t 34 L P~ 5/4
/0(1+:z:)<u +§)dx§co+’ym)( 5 (1+t+L1/2X >

£3/2

1 L
5/4 2
+p(1+t+L1/2X )+—162/0 (1+ z)uide,

De (37¢) e da desigualdade acima concluimos que

161 [L ) t1/2X $1/4 /A
6 (14 2)uzdr <as + a7 (t) +co+ ’Vm

1/2 3/ 1/2 3/2
P l 5/4 t 5/4
+7(1+t+L1/2X > +p(1+t+L1/2X
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Por simplicidade denotamos
t1/2 5/ 5/4
A= (1+TX( )) e B:= (1+t+L1/2X )
Aplicando os argumentos usados anteriormente, concluimos que

L
/ (1+2)uldr < By (A+ AY? + B)
0

S 51(*’4 + B)v

pois A > 1, onde os coeficientes 3y e 1 dependem de t;. Logo, como t; <t temos

#3/2 4 41/2 X5/4)

L
2
/0 (1+ z)uzdr < By (1+t+ 717

1+, 5
S 51 (1 +t+ TX

2 s
§5(1+t+L1/2X/) (38)
onde B = (1+t,')B3;. Pela defini¢io de X e aplicando (30b),(35b) e (38) obtém-se

X'(t) < (1 + va)uli

< A V1 + zul2a V1 + zug)3e

£3/2 2
<dn'pp (1 +t+ L1/2X5/4) < 4n°pp (1 + %+ L1/2X5/2)

onde 7 foi introduzida em (15b). Integrando com respeito ao tempo vamos ter

t t
_ 6 5/2
X(t) 1§4npﬁ<t+3+4L1/2X )

S 4n6p/8 <’th6 L1/2 X5/2)
onde K, = tz5 + tZS. Assim,
t4
Xt)<rt (1 +1 + —X5> :

(39)
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onde 7 := max {4n°pBr, 1}.
Agora vamos concluir a prova da Proposicao 3.1.1. Inicialmente, observe que a fungao
X(t) controla a norma |u| da solu¢do. Portanto, para concluir o resultado, precisamos
provar que X (t) esta limitada em um intervalo de tempo [0,7], onde T" — +oo quando
L — 4o0.
Tomamos T > 0 e fazendo R = 27(1 + T)%, temos que R > 1, pois 7 > 1. Por outro lado,
da condicao

lim X (t) = X(0) =1,

t—0
teremos que para € = R — 1, existe um tempo 7" €]0, 7], tal que SUpieo X (1) < R.
Entéao, (39) implica que
R
sup X(t) < 5T TT*R°/LV2,

t€[0,17]

Escolhendo T, tal que 7T*R*/LY? < 1/4, garantimos que

sup X(t) <3R/4.

t€[0,77]

Esta condicdo é satisfeita sempre que 247°T4(1+T°)*/LY/? < 1/4; ou seja; quando T' ~ L
para algum A\ > 0. Por continuidade, segue que 7" = T'. Portanto, o tempo de existéncia
T7, tende para 4+o0o quando L tende para +oo. 0

3.2 Convergéncia na semi-reta positiva.

Demonstracao do Teorema 5: Seja 7" > 0. Pela Proposicao 3.1.1, se L é suficiente-
mente grande, a solugao ul de (2) esta limitada em L?(0,T; H. ). Além disso, usando a
equacio, temos que u’ esta limitada em L?(0,7T; H, ?). portanto, usando argumentos de

loc
compacidade [22], existe uma subsequéncia u% := u* e uma funcao u, tais que

urp — u em LQ(O,T; Hlloc)7

up —u em C(0,T; H*)NLP(0,T;L},),
quando L — +o0o, para todo s > 0 e p < co. Portanto, u(z,0) e u(z,0) fazem sentido e
coincidem com g(t) e ug(x), respectivamente. Além disso, podemos passar a parte linear
da equacdo ao limite. Para o termo ndo linear, basta observar que u’u’

ul — wu, em
L*(0,T; L} ), obtendo assim que u satisfaz a identidade 2.1.
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