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GEOMETRIA DE FOLHEACOES PARTICULARES DE GRAU DOIS EM P?

Lucas das Dores

Orientador: Severino Collier Coutinho
Resumo

Seja .Z(2,2) o conjunto de folheagoes de grau 2 em P? identificado com um
aberto Zariski em P'. Classificamos, a menos de mudanca de coordenadas, todas
as folheacoes deste conjunto contendo apenas uma singularidade. A saber, existem
4 folheacoes deste tipo. Enquanto trés possuem dinamica bem descrita por integrais
primeiras, a quarta foge deste padrao.

Em um segundo momento deduzimos informacoes geométricas da acao de
PGL3(C) em %(2,2) e concluimos que, a menos de automorfismo, existem apenas
duas folheagoes que possuem Orbitas com dimensao minimal. Uma delas possuindo
uma unica singularidade, e portanto dentro de nossa primeira classificacao, e a se-

gunda com duas singularidades.
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Introducao

Usamos como referéncia principal o trabalho de Cervau, Déserti, Garba Belko e
Meziani [1]| no intuito de explorar seus resultados desenvolvendo uma teoria minima
para sua compreensao, seja através de alguns resultados da literatura ou reinterpre-
tacoes dos mesmos.

O Capitulo 1 inicia-se com resultados essenciais da teoria de intersecao de curvas
algébricas, focando no conceito de indice de intersecao e Teorema de Bézout, como
apresentado no trabalho de Fulton [3].

Apresentamos, também, a definicao de folheacdo e a relacao entre folheacoes e
formas. Dotados estes conceitos ja é possivel demonstrar um dos principais resul-
tados do trabalho, a saber a classificacdo de folheacoes de grau dois em P? com
uma Unica singularidade, a menos de automorfismo. Uma folheagdo deste tipo é

representada por uma das seguintes formas em carta afim:
(a) wy = 2?dz + y*(xdy — ydx)

(b) wy = 2%dx + (z + y*)(xdy — ydz)

(¢) w3 =xydz + (2? + y*)(xdy — ydz)

(d) wy = (z+y? — 2¥y)dy + z(z + y?)dz.

Esta classificacao d& sequéncia as ja conhecidas classificagoes de folheacoes de
grau 0 e 1 em P? apresentadas por Jouanolou [2]. Para estes casos é possivel associar
canonicamente uma matriz 3 x 3 a cada folheacao e, assim, é possivel criar uma
especificagao das mesmas através da forma canonica de Jordan da matriz associada.

Uma vez estabelecido este resultado, nossa discussao perpassa proposicoes ele-
mentares sobre grupos algébricos e algebras de Lie no Capitulo 2, com o intuito
de nos munir de teoria essencial usada no Capitulo 3, no qual analisamos as 6rbi-
tas de uma folheagao genérica F sob a agao do grupo de automorfismos Aut(P?).
Descobrimos, entao, que a dimensao minimal dessas orbitas ¢ 6 e ¢ atingida na o6r-
bita da folheagao F; (representada por wi) e a outra na orbita da folhea¢do com 2

singularidades representada pela forma ws = 22dy + y?(zdy — ydx).



Capitulo 1

(GGeometria em Formas

1.1 Multiplicidade e Indice de Intersecao

Seja f € Clz,y] um polindmio nao constante, dizemos que o anulamento de
f, C;:=={f =0}, é uma curva algébrica em A% Se f é irredutivel C; é uma
variedade. Seja p = (p1,p2) € Cf, dizemos que p ¢ ponto simples de C se pelo
menos uma das derivadas f, ou f, ¢ nao nula em p. Um ponto que nao é simples
serd chamado de miltiplo ou singular e uma curva que s6 possua pontos simples
sera chamada curva nao singular.

Considere o ponto p = (0,0) em Cy, podemos escrever f = f,, + frs1+---+ fo
em que f; € um polindmio homogéneo nao nulo de grau 7. Definimos, entdo, o
nimero m como a multiplicidade de C; em p = (0,0) e denotamos m por m,(f)
. Note que p € Cf se, e somente se, m,(f) > 0 e que p é simples se, e somente se,
my(f) =1, p € duplo se m = 2, triplo se m = 3 e segue nomenclaturas similares
para m > 3.

Podemos escrever f,, como produto de polinomios lineares, em outras palavras
fm = 117" As curvas C,, sdo chamadas retas tangentes a Cy em p = (0,0) e ¢;
¢ chamada multiplicidade da tangente. A reta C,, é uma tangente simples (resp.
dupla, tripla, etc.) se e; = 1 (resp. 2,3, etc.). Considerando f =[] g;" a fatoracdo
em componentes irredutiveis de f temos m,(f) = > s;m,(g;).

Para estender essas defini¢ées para um ponto p = (p1, p2) # (0,0), definimos

my(f(z,y)) = mo(f(z + p1,y + p2)).

Considere, agora, f irredutivel e p € Cf. Podemos compreender a multipli-
cidade de p em C} através de seu anel local. Lembramos que o anel de coor-
denadas de Cy é dado por C[f] = C[z,y]/(f) e o anel local de um ponto p na

variedade Cy é o conjunto de func¢oes racionais em C} regulares no ponto p, i.e.



{g/h | g,h € C[f],h(p) # 0}. Denotamos este tltimo anel por O,(C}) ou, mais sim-
plesmente, O,(f) e seu ideal maximal por m,(f) := {g € O,(f) | g(p) = 0} .

Munidos das notacoes anteriores, podemos definir o indice de intersecao de
duas curvas Cy e Cy num ponto p, denotado (C; - Cg)p. Intuitivamente este indice
mede o “ntimero de vezes” que as curvas se intersectam neste ponto. Listaremos
brevemente as propriedades que desejamos deste indice, estas nos darao um processo
algoritmico para determina-lo.

Dizemos que Cf e C, se intersectam propriamente em p se nao possuem
componente comum que passa por p e dizemos que se intersectam transversal-
mente se p é simples em ambas as curvas com tangentes distintas em cada uma.

Enumeramos:

P1. (Cy - Cg)p é um inteiro nao negativo se C'y e C; possuem interse¢ao propria em

pe (Cy-Cy), = oo caso contrario.

P2. (Cy - Cy), = 0se, e somente se, p ¢ CyNCy. Isto implica que (Cy - Cy),, depende

apenas dos componentes de f e g que se anulam em p.

P3. Se T ¢ uma mudanca de coordenadas em A? entao (Cr-Cy), =
(T(Cy) - T(Cy)) (-

P5. (Cy - Cy), = my(f)my(g), com igualdade ocorrendo se, e somente se, Cy e C,
nao possuem tangentes comuns em p. Em particular, se as curvas se intersectam

transversalmente (Cy - C,) = 1.

_ £ _ Sj 5 _
P6. Se f =[[f" e g =1lg/, entao (Cy-Cy), = > ris;(Cy, - Cy,), em outras
7 J 2,]
palavras, se as curvas Cy e C, sao unioes de curvas, entao seu indice em p
¢ a soma dos indices em cada curva que as compoem em p, contados com

multiplicidades.

P7. Para todo h € Clz,y] temos (Cf - Cyyny), = (Cf - Cy),. Em particular, se f ¢
irredutivel, o indice depende apenas de f e da imagem de g em Clz,y|/(f).

A existéncia e unicidade de tal nimero é dado pelo teorema abaixo, cuja de-

monstragao pode ser encontrada na se¢ao 3.3 de [3].

Teorema 1.1.1. Existe um dnico nimero (Cy - Cg)p definido para todas as curvas
C; e Cy e todos os pontos p € A%, satisfazendo as propriedades acima, que é dado

pela formula



(Cf : Cg)p = dim(c (%) .

(.fa g)m

D

Podemos estender a nocao de ntimero de intersecao para curvas projetivas em
P?, lembramos que uma curva projetiva C'; é uma hipersuperficie em P? definida
pelo anulamento de uma classe de equivaléncia de um polinémio homogéneo f €
Clz,y, 2], em que f e g sdo equivalentes se existe A € C* tal que f = Ag.

As notacoes usadas para curvas afins se mantém para curvas projetivas. Como
P2 ¢ coberto pelos abertos principais {z # 0},{y # 0} e {z # 0} definimos a
multiplicidade de um ponto p da seguinte forma m,(f) := m,(f.) em que f, é a
desomogeneizagao de f em um aberto principal ao qual p pertence. Desta forma se
p € P? definimos o nimero de interse¢io de duas curvas projetivas por (C - Cg)p =
(Cy, - Cy, )p* em que f,, g, s2o as desomogeneizagoes em um certo aberto principal de
f e gep,éoponto que corresponde a p neste aberto. Note que se f for irredutivel,
entdo O,(Cy) é isomorfo a O,, (Cy,), de modo que o indice de intersecao independe
do aberto considerado.

Visto isso, enunciamos um conhecido teorema que sera 1til na préxima secao e

cuja demonstragao pode ser encontrada na se¢ao 5.3 de [3].

Teorema 1.1.2. (Teorema de Bézout) Sejam C; e C, curvas projetivas em P? de
graus m e n respectivamente e S = Cy N Cy. Se f e g nao possuem componente
comum, entao

> (Cy-Cy), = mn,

peS

1.2 Formas e Campos Afins

Introduzimos, agora, a nocao de campo vetorial algébrico em A" com coordena-
das z1,...,x,, fundamental para o resto do texto.

Comecamos relembrando uma das definicoes de espaco tangente de uma va-
riedade. Seja X a variedade algébrica em A", definida pelo ideal I do anel
de polinomios Clxy,...,z,] e seja R uma C-algebra. Definimos X(R) =
{(a1,...,a,) € R"| f(a1,...,a,) =0,Yf € I}. Em particular, X(C) = X. Note
que, se existe um homomorfismo de C-algebras R — S isto define uma aplicacao
X(R) — X(S). Também definimos Cle] = C[t]/(t?) = C @& Ce, um C-modulo

finitamente gerado com multiplicacao dada por
(a1 + a25)(b1 + 626) = alb1 + (Cllbg + &le)E.
Note que existe um homomorfismo natural de C-algebras C[e] — C que leva ¢ em 0.

4



Definigao 1.2.1. Seja p um ponto na variedade X sobre C. O espago tangente
de X em p é definido por

T,X ={p' € X(C[g]) | p = p por X(C[e]) — X}

Lembramos também que a uniao disjunta dos espagos tangentes TX = | | T, X é
zeX
um fibrado tangente de X, munido de uma projegao natural 7 : T X — X que leva

cada elemento de um espago tangente 7, X no ponto x. Uma segao X' : X — TX
de T'X é uma aplicacao que satisfaz m o X = Idx.

Para cada ponto p de X, seu espago tangente T,A"™ é isomorfo a

D,(Clzy,...,z,]), o espago das derivacoes de Clzy,...,z,] em p, cuja base é
0 0

—...,— ¢, também denotada de maneira mais simples por {0.,,...,0., }.
0xy ox,,

Para uma discussao detalhada sobre esse isomorfismo veja Lee [4], Cap. 3, Proposi-
cao 3.2, pag. 64. Com esta observagao uma secao do fibrado tangente é um campo
vetorial sobre a variedade X. Se X = A10,, + - -+ A,0:,, a acao de X em um

polinémio f de C[zy,...,z,] é dada por:
of of
X(f)=Ap=—+ -+ A,—.
(£) 083:0 toet o,

Definicao 1.2.2. Sejam X uma variedade e C[X] seu anel de coordenadas. Um
campo de vetores algébrico de uma variedade X € uma secao continua X : X —
TX tal que X(f) € C[X] para todo f € C[X]. O espaco de todos os campos de

vetores algébricos sobre a variedade X € denotado Vec(X).

Considere, agora, ¢ : X — Y um morfismo entre variedades e p um ponto em
X. Através deste morfismo podemos definir um morfismo entre os espagos tangentes
0. 1 T,X = Typ)Y por o (X)(f) = X(f o), Vf € C[Y], chamado pushforward
associado a ¢. Note que se ¢ é morfismo no sentido algébrico entao f o ¢ € C[X]
também o ¢é. Logo, a definicao faz sentido.

Note, também, que se p; : X = Y e ¢ : Y — Z s2o morfismos e se a aplicacao
w0 : X — Z estd bem definida como morfismo, entao, segue da definicao que
(p2001) = (p2)« 0 (p1)s. Logo, se p : X — Y for isomorfismo entao T,X ~ T,,)Y.
Com efeito, id = ¢ o ¢!, portanto, id = id, = ¢, o (p~'),. Concluimos que
() = ()

Voltamos agora nossa atencao a campos em A? e lembramos ainda que um campo

X = A0, + B0, pode ser associado ao sistema de equagoes diferenciais

dx

A

gt (z,9), (1)
y



Definicao 1.2.3. Uma curva integral de um campo X € uma curva parametrizada
a(t) = (ai(t),as(t)) que € uma solucdo para o sistema (1.1) i.e. & = Aoa e

Gy = Boa, em que a notacao & representa a derivada em relacao at.

Portanto, dado um campo X e um ponto p de A2, segue do Teorema de Existéncia
e Unicidade de sistemas de EDO’s que existe uma tnica curva integral maximal
a(t) tal que a(0) = p. Aqui, maximal se refere a nao estar estritamente contida em
nenhuma outra curva integral.

Denotamos ¥ (t, p) ou W,(p) a curva integral maximal com respeito a X’ que passa
por p. Dizemos que ¥ é o fluxo gerado por X. Logo, para cada t fixado em um
disco U, contendo 0, segue-se que ¥,(p) é um ponto na curva integral passando por
p. Também é comum se referir ao fluxo gerado por um campo (isto é, o conjunto
de solugoes do sistema de EDQO’s) como a exponencial do campo. Utilizaremos
também a notacdo exp(tX)p = W,(p) . Dessa defini¢do e notacdo deduzimos trés

propriedades bésicas:

1. O, (P, (p) = Wiyit,(p), p € A% sempre que ambos os lados estao definidos,
ou equivalentemente, exp(t,;X) exp(t2X)p = exp((t; + t2)X)p.

2. Wo(p) = p ou exp(0X)p = p.

d
3. in (Pi(p)) = X|w,(p) Vt em que Wy(p) estd definido

d
ou & [exp(tX)] p= X|exp(tX)p~

Exemplo 1.2.4. Considere A', p um ponto e o campo X = 0,, entao exp(td,)p =
t+p.
Exemplo 1.2.5. Se Zr = > 2;0,. € 0 campo radial em A™ entio exp(tXr)p = e'p.
i=1

Enunciamos um resultado que nos fornece informacao sobre a natureza local de
sistemas do tipo (1.1) sobre os complexos. Mais geralmente, dois sistemas X = f(¢, x)
ex = f'(t',x'), com (t,x) € U, (t',x') € U e U,U" C C x C" sao ditos conjugados
pelo bi-holomorfismo H : U — U’ (a conjugagao) se H envia uma curva integral
do primeiro sistema a uma curva integral do segundo. A demonstracao do teorema

a seguir pode ser encontrada em [5], pag. 8.

Teorema 1.2.6. (Vizinhanga Tubular) Dado um sistema holomorfo x = f(t,x),

com x € C", e um ponto, existe uma conjugacao bi-holomorfa

H: (t,x) — (t,h(t,x)),



definida numa vizinhanca suficientemente pequena do ponto, entre o sistema original

e o sistema X' = 0.

Exploraremos, agora, a relacdo entre campos e formas polinomiais em C2. Pri-
meiramente nos restringiremos ao caso de retas em C2. Seja L uma reta em C? na
direcao de um vetor wy e seja vy um vetor ortogonal a wy. Nestas condicoes, se w(w)

denota o produto interno vy - w, entao podemos descrever a reta L na forma
L={weC?®|lwlLuv}={weC?| ww)=0}

Note que, pela linearidade do produto interno, se {ej,es} é a base canonica
de C2, entdo w = aie1 + agey com aq,a, coeficientes complexos. Além disso,
w(w) = ayw(er) + asw(ez), donde o produto interno fica unicamente determinado
pela sua acao na base. Definimos aplicacoes auxiliares dx e dy que capturam, res-
pectivamente, a primeira e segunda coordenada de um vetor w. Isto é, dz(w) = a;
e dy(w) = ag, de modo que podemos escrever w = w(e;)dzr + w(eqz)dy.

Voltamos a considerar campos algébricos em C2. No espirito da discussio acima,
procuramos objetos duais a estes campos. Veremos que 1-formas polinomiais sao

objetos adequados para este tipo de situacao.

Definicao 1.2.7. Uma 1-forma polinomial w é uma aplicacao

w:C*xC*—C

(p, w) — w(p,w)

que satisfaz: w(p,-) € linear (na 2% coordenada) e w(-,w) € polinomial (na 1% coor-

denada).

Ao longo do texto vamos nos referir a 1-formas polinomiais apenas como 1-
formas. Como na discussao anterior, a linearidade de w(p,-) implica que, se w =
aje; + ases, entdo w(p, w) = a1w(p, 1)+ asw(p, e2) e definimos da mesma maneira as
aplicagoes dz e dy, de modo que podemos escrever w(p, <) = w(p, e1)dz + w(p, e2)dy.
Por fim, denotando b;(p) = w(p, e1) e ba(p) = w(p, e2), a 1-forma w pode ser escrita

como
w(p,v) = by(p)dx(v) + ba(p)dy(v) ou w = bydx + bady.

Sejam w = bjdz + bedy uma 1-forma e X = 040, + 20, um campo em C2.

Definimos o produto interior de w por X como

LywW = a1b1 + Olgbg .



Diremos que w é a forma dual do campo X se tyw = 0. Quando nao houver risco
de ambiguidade na notacao utilizaremos tyw = w(X). Note que da defini¢do de
dz, temos que dz(X) = dx(a10, + a2d,). Como a base {0,,0,} se identifica de
forma natural com a base {ej,es} do espaco tangente, entao dax(X) = ay. Deste
modo, vemos que o produto interior é linear, como esperado. Além disso, valem as

igualdades dz(0,) = 1, dz(9,) = 0 e igualdades similares para dy.

Obtemos, portanto, uma maneira de relacionar campos e formas. Se X

—Q(z,y)0, + P(x,y)0, é um campo algébrico, sua forma dual é dada por w =
P(z,y)dz + Q(z,y)dy.

1.3 Formas e Campos Projetivos

Vimos, até aqui, a relacao entre campos e formas em A2. Voltamos nossa atencao,
agora, para formas em P? e como relaciona-las a campos para introduzirmos, por
fim, nossos objetos de estudo. Associaremos a cada ponto ¢ = (qo : ¢1 : q2) € P?

uma reta que passa por ¢, dada por

P(qg)r 4+ Q(q)y + R(q)z = 0,

em que P(q),Q(q), R(q) € C. Observe que, como estamos supondo que g é um dos

pontos da reta, devemos ter que

P(q)q0 + Q(q)q1 + R(q)g2 = 0.

Portanto, se P,Q, R € Clz,y, z] sdo polinomios homogéneos de mesmo grau que
satisfazem
P +yQ + 2R =0, (1.2)

entao a aplicacao
Q:PPxP? —C
(90 :q1:q2) X (po:p1:p2) +— P(q)po+ Q(q)p1 + R(q)p2

define um campo de retas em P?, em que a reta que passa por ¢ = (qo : q1 : qo) ¢

dada pelo anulamento de

Q, = P(q)z + Q(q)y + R(q)=.

Usando a linguagem de formas diferenciais introduzida anteriormente, podemos as-

sociar ao campo de retas () a forma
1 = Pdr + Qdy + Rd=z.

de modo que a reta por ¢ € P? corresponde ao nticleo da transformacio linear
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P(q)dz + Q(q)dy + R(q)d=.

De agora em diante identificaremos o campo de retas {2 com a forma Pdx + Qdy +
Rdz.

Visto que estamos trabalhando com o plano projetivo P? duas formas Q e
definem a mesma reta pelo ponto p se Q(p) = A\Q'(p) para algum A\ € C*. Além
disto, em muitas situacoes serd util passar as cartas afins que denotaremos A, A, A,
para {z # 0} ,{y # 0} ,{z # 0} e também fazer o processo inverso. Para que nao
haja davidas sobre este tipo de questao, descreveremos brevemente o processo de
afinizacao e homogeneizacao de formas.

Considere uma forma w = Pdz+Qdy em A, e seja p(z,y,2) = (f, g). A forma

z' z
homogeneizada de w é dada por

b= () ()
_ ok (P @%) (;dx— ;dz) +Q (%%) (;dy— %dz»,

com k sendo o menor inteiro tal que €2 seja uma 1-forma polinomial.

Por outro lado, se 2 = Pdx + Qdy + Rdz é uma 1-forma homogénea, a forma
w=P(z,y,1)dz + Q(z,y, 1)dy + R(z,y,1)d(1) = P(z,y)dz + Q(z, y)dy

¢ a forma afinizada de 2 em A,.

Desejamos definir o campo de retas em P? associado a uma forma w de maneira
explicita. Antes disto se faz necessario apresentar uma generalizacao do produto
interior para d-formas em n variaveis.

Sejam w = wydzy+- - -+w,dz, uma 1-forma polinomial e X = a9, +- - -+, 0z,
campo em C"1. Definimos o produto interior de w por X similarmente ao caso

anterior como
lywW = Wy + -+ + Wy, .

Um caso particular interessante se da quando w = df, em que f é um polinémio em

n + 1 varidveis. Neste caso

Lxdf = alle +--+ Oénfmn = X(f)a

em que f, = 0f/0x;. Seja A o C-espago vetorial das d-formas em n variaveis.
Generalizamos a construgao do produto interior para d-formas da seguinte maneira:

se wq,...,wq sao 1-formas entao definimos 1y : A — A% por

tr(wi A Awg) = DY wr A Atywi A A wg. (1.3)

M&

J=1



Voltamos nossa atencao ao caso de trés varidveis, em que obtemos A? definido
para 0 < d < 3 em que A° = C[z,y, 2] é o espago dos polinémios em trés varidveis.
Além disso, neste momento, restringiremos o produto interior ao campo Zr = x0, +
Y0y + 20, (o campo radial) e denotaremos ¢z, = .

Neste caso, se w = Z Pdx; A---ANdzj,, em que P; sao polindmios homogéneos
j
de mesmo grau, entao

L(w) = Z ((_1)ji+1xﬁ Z del'ﬁ ARERRA dxji—l N dxji+l ARERNA d$jd>‘
Jj

Definicao 1.3.1. A sequéncia

0 A —= A\ > ANV~ Clz,y, 2]

¢ chamada Sequéncia de Koszul.
Proposicao 1.3.2. A sequéncia de Koszul € exata.

Dem. Considere w = Pdx A dy + Qdz A dz + Rdy A dz € A2, em que P,Q, R sao

polindmios homogéneos de grau N. Provaremos que :*(w) = 0. Com efeito
t(w) =P(xdy — ydz) + Q(xdz — zdx) + R(ydz — zdy),
de modo que

P (w) = P(xy —yx) + Q(zz — 22) + R(yz — 2y) = 0.

Logo, Im(¢) C ker(¢). Reciprocamente se w = Pdz + Qdy + Rdz pertence a ker(:) C
Al entdo P,Q, R satisfazem

Pz +Qy+ Rz =0. (1.4)

Consequentemente satisfazem as relacoes

P+ P+ Q.y+ R,z =0,
Q+ P+ Qyy + Ryz =0, (1.5)

obtidas derivando (1.4). Afirmamos que ¢ (d (NLH)) = w. Com efeito, note que

dw = (Q, — P))dz ANdy + (R, — P,)dz Adz + (R, — Q.)dy A dz
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Logo,

Wdw) =(=(Rs — P2)z — (Q — Py)y)da + ((Qe — Py)z — (Ry — Q:)z)dy
+ (Ry — Po)z + (Ry — Q:)y)dz
=(Pyy+ P,z — (Ryz + Quy))dz + (Qux + Q.2 — (Pyx + Ry2))dy
+ (Ryz + Ryy — (P.x + Q,y))dz

Substituindo as rela¢oes (1.5) nesta equacdo e lembrando que se P é polindémio

homogéneo de grau N nas variaveis x;, entao > z;P,, = NP, obtemos que
i

v(dw) =(Pyx + Py + P,z + P)dx + (Q.x + Quy + Q.2 + Q)dy
+ (Ryz+ Ryy+ R,z + R)dz = (N + 1)w.

Portanto ker(:) C Im(¢).
O argumento é similar para w = Adx A dy A dz € A®. Concluimos portanto que

a sequéncia de Koszul é exata. O

Note que se 2 = Pdx + Qdy + Rdz é uma 1-forma polinomial com P,Q, R
homogéneos de grau n + 1 que satisfaz a identidade de Euler Pz + Qy + Rz = 0,
entdao 2 € ker(t) C Al. Visto que a sequéncia de Koszul é exata, concluimos que a

forma pode ser escrita como
Q= A(zdz — zdz) + B(ydz — zdy) + ¢(xdy — ydx),

ou
Q= (Az — ¢y)dx + (¢ — Bz)dy + (By — Az)dz, (1.6)

em que A, B, ¢ sao polinémios homogéneos de grau n que definem a forma (2.
Note que é possivel escolher ¢ como sendo um polinémio apenas nas variaveis x

e y. De fato, podemos escrever

O = ¢+ 201

em que ¢g = ¢o(x,y) e 1 = ¢1(x,y, z) sao homogéneos de graus n e n — 1, respec-

tivamente. Logo

Az — ¢y =(A — hy)z — oy e
¢xr — Bz = — (B — ¢12)z + ¢or.

Logo, se tomarmos
A=(A=dy) e B= (B~ o)
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teremos que
O = (Az — ¢oy)da + (pox — Bz)dy + (By — Ax)dz.

Assim podemos supor ¢ € C|z, y|. Neste caso, vemos que o campo B0, + Ad, + ¢0.,
¢ um campo vetorial em C? dual a , i.e., o campo pertence ao nicleo de €, que,
por sua vez, induz um campo de diregoes em P2, Suponha que (A, B', ¢') fosse uma

tripla que definisse {2 da mesma forma que a anterior. Disto obteriamos as relagoes:
(A'=A)z= (¢ —d)y=(¢ —=¢)z = (B'=B)z=(B' =By — (A - A)z =0

donde segue que existe um polindbmio homogéneo h de grau n — 2 tal que

B' = B + hx;
A=A+ hy;
¢ =¢+ hz.

Reciprocamente, uma familia (A’, B, ¢') do tipo acima define a mesma forma que
(A, B, ¢). Portanto, o campo X = B0, + Ad, + ¢0, + hZp é equivalente ao campo

original X. Resumimos a discussao no seguinte resultado:

Proposicao 1.3.3. Sejam X e¢ Y campos de vetores em C®. Entio X define o
mesmo campo de direcoes que Y em P? se, e somente se, Y = X + hZp, com h

polinomio e Zr = x0, + Y0, + 20,.

Definicao 1.3.4. Uma folheacdo F de codimensdo 1 e grau n sobre P2 € o campo

de retas dual definido por uma 1-forma
w= P(z,y,2)dz + Q(z,y, z)dy + R(z,y, z)dz

em que P, Q) e R sdo polinomios homogéneos de grau n+ 1 sem componente comum
e satisfazem Px 4+ Qy + Rz = 0.

1.4 Numero de Milnor

Definicao 1.4.1. Seja F uma folheacao representada pela forma w = Pdx + Qdy +

Rdz. Dizemos que F possui uma singularidade no ponto p = (po : p1 : p2) se

P(pmpl,pz) = Q(p07p17p2) = R(po,p1,p2) = 0.

Em outras palavras, p é uma singularidade de F se a forma w se anula no ponto

p. O conjunto de singularidades de F é denotado por Sing(F) .
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Podemos também nos restringir a carta afim A? = {z £ 0} e com isto escrever
w = Adx 4+ Bdy + ¢(zdy — ydz) (1.7)

em que A, B sdo polinémios de grau no maximo n e ¢ é nulo ou tem grau exatamente
n nas variaveis r e .
Se p ¢ uma singularidade de F, podemos utilizar uma mudanca de coordenadas

para identificar p a (0,0) na carta afim A2.

Definicao 1.4.2. Seja F uma folheacao descrita em carta afim pela forma Pdzx +
Qdy e p uma singularidade de F entdo

u(F,p) = (Cp-Cq),
¢ chamado de Numero de Milnor da folheacao F em p.

Teorema 1.4.3. Se F ¢ uma folheagcao homogénea de grau n em P? com singulari-

dades isoladas entao

D wFp)=nPtntl,

p€ESing(F)

Dem. Seja

w =A(zdx — xdz) + B(ydz — zdy) + ¢(xdy — ydx)
=(2zA —yo¢)dz + (z¢ — 2B)dy + (yB — zA)dz

a forma que descreve a folheagdo com A, B,¢ polindmios homogéneos de grau
n. Visto que as singularidades sao isoladas, podemos aplicar uma mudanca de
coordenadas tal que Sing(F) C A% Note que sob estas condigoes Sing(F) =
V(zA — yd,z¢ — 2B) N A% em que V(-) representa a variedade induzida pelo anu-
lamento de polinomios em P2. Denotamos M = zA — y¢p, N = x¢ — 2B, note

que
CunCyncC, = C(b(ac,y,o) NncC,.

Visto que ¢(z,y,0) é polindmio homogéneo de grau n, o Teorema de Bézout nos
garante que |Cyzy0 N Cs| = |V(24A —yo,2¢ — 2B, z)| = n. Aplicando novamente

o Teorema de Bézout, obtemos

(n+17= > (Cu-Cnlp= Y, (Cu-Cn)p+ > (Car-Cn)y

peCyNCnN peCNCyNAZ peCpNCyNC,
== E (CM . CN)p +n
p€ESing(F)
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de onde podemos concluir

Z wF,p)=nm+1) —n=n>+n+1
pESing(F)

O

Observacao 1.4.4. Seque imediatamente deste teorema que nao existem folheacoes

homogéneas em P? sem singularidades.

1.5 Folheacoes de grau 2 com uma singularidade

Gracas ao resultado da sec¢ao anterior, podemos comecar a investigar o teorema
de classificacao de folheacoes de grau dois com uma singularidade presente no artigo
de Cerveau, Déserti, Meziani e Garba Belko [1].

Seja F é uma folheacao homogénea de grau 2 com uma tnica singularidade em
P?, que podemos assumir ser no ponto 0 = (0,0) na carta afim A% descrita pela
forma w = Pdz + Qdy. O Teorema 1.4.3 nos da

W(F,0) = (Cp-Cq)y =T. (1.8)

Portanto as multiplicidades do ponto singular em Cp e (g satisfazem
mo(P)mo(Q) < 7.

Note que nao podemos ter mg(P) = mo(Q) = 1, pois sendo 0 a tnica
singularidade, Cp e Cg teriam tangentes distintas em 0, o que implicaria que
w(F,0) = (Cp-Cq), = 1, uma contradicdo. Neste caso, a menos de mudancas

de coordenadas, restam-nos trés possibilidades:

1. mp(Q) =1 e mo(P) > 2, logo w = ydy + termos de grau > 2, chamado caso

nilpotente.

2. mo(P) =1 e mo(Q) > 2, logo w = ydx + termos de grau > 2, chamado caso

sela-no.

3. mo(P), mo(Q) > 2, logo w nao possui termos lineares, chamado caso de 1-jato

nulo.

Observacgao 1.5.1. As nomenclaturas utilizadas acima descrevem o comportamento
das Jacobianas do campo associado a forma w no ponto 0. Por exemplo o caso

nilpotente tem campo associado X = —y0, + termos de grau > 2 donde

Jx(0,0) = ( 8 _01 )
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€ nilpotente.

Um estudo mais detalhado de cada caso nos provera uma classificacao dos pos-
siveis tipos de folheagao. Utilizando a formula (1.7) obtemos a forma geral para as

folheagoes que estudamos: w = Adx + Bdy + ¢(zdy — ydz), em que

A = ayx + apy + azr® + anzy + agy’
B = byoz + b1y + bagx® + by1zy + boay?
¢ = Poox”® + P17y + Po2y”

a;j, bij, ¢i; € C e se, como antes, w = Pdz+ Qdy obtemos P = A—y¢ e Q = B+x¢.
Além da classificacdo em carta afim, analisamos também o comportamento de

possiveis integrais primeiras das folheagoes.

Definicao 1.5.2. Seja w uma 1-forma. Se existe aberto U de C? e uma funcdo
holomorfa F : U — C tal que w ANdF = 0, entao dizemos que w possui uma tntegral

primeira F. Também, dizemos que uma 1-forma w € fechada se dw = 0.
Lembramos que, em termos do campo dual, X = —Q0, + P0J, associado a
w = Pdz + Qdy, uma integral primeira é uma fungdo F tal que F(a(t)) = ¢
constante para toda curva integral a(t) do fluxo exp(tX).
Observagao 1.5.3. Se w ¢ fechada, entdo OP/Jy = —0Q /0x. Dado que as singu-
laridades de w sao isoladas, existe U aberto tal que X é conservativo com fung¢ao
potencial F = [ Pdx + Qdy, que serd wma integral primeira da forma, cf. [6] Cap.
1.1 Ezemplo 2.

Observacgao 1.5.4. Se g é uma funcao holomorfa e F' € uma integral primeira de

uma forma w, entao F' € claramente integral primeira de gw.

1.6 Caso Nilpotente

Proposicao 1.6.1. Seja F uma folheacao de grau 2 com uma tnica singularidade
descrita em carta afim por uma 1-forma w. A parte linear de w nao pode ser conju-
gada a ydy. Em outras palavras, nao existem folheacoes deste tipo com singularidade

nilpotente.

Dem. Suponha que F é nilpotente, entao aplicando uma mudanca de coordenadas,

a forma que descreve a folheacdo w = Pdx 4+ Qdy sera tal que

P = a2’ + anzy + apy® — y(pa0r® + d112y + dooy?)
Q =y + boox® + b2y + boay® + (P202® + P17y + do2y”)
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Afirmamos que asg = 0. Com efeito, se assim nao fosse, teriamos

b
Q — <aﬂ + ?SU) P =y + by + biizy + booy® + 2(paor® + d117y + do2y?)
20 20

— (boox® + yP1) — (¢202” + yP2) = yQu

com Py, Py, Q1 sendo polindmios de grau 2 e (); = 1+ (termos de grau maior) sendo
inversivel no anel local Oy(A?). Disto segue que y € (P,Q)m, € concluimos que
(P,Q)m, = (¥, 2*)m,- Mas isto implicaria p(F,0) = 2, que é uma contradi¢ao com
(1.8).

Portanto P = yP, com P = a1z + agy — (¢0x? + d112y + do2y?). Também
como 0 é singularidade isolada, () nao ¢é divisivel por y e assim byy € ¢y nao sao

simultaneamente nulos. Logo
W(F,0) = (Cp - Cq)y = (Cy - Cq)y + (Cp - Cq),-

Notemos que (C - Cg), vale 2 ou 3. Se ai; é nao nulo, Cs ¢é transversal a Cg e
(Cﬁ . C’Q)O = 1. Consequentemente u(F,0) < 4, contradigao com (1.8). Concluimos
que a; = 0.
Quando p = (p1,0), com p; # 0, é ponto da reta C, = {y = 0} a 1-forma
b2o O) )
———,0] & uma
®20

singularidade de w distinta de 0, o que é impossivel, por hipotese. Portanto bygpog =

wy, se escreve pi(bag + Poop1)dy. Se byggag # 0 o ponto p/ =

0 . Mostraremos, por contradigao, que ¢og # 0. Se ¢y = 0 vimos anteriormente que
bao # 0 e que

w = (y + baogz? + ooy + buizy + x(Po2y® + d112y)) dy + y*(age — oz — Pr1y)de.

Se agy ¢ diferente de 0, entao agy — ¢oex — @11y € inversivel no anel local OO(AQ),

de modo que u(F,0) = 2(Cq - Cy), = 4, o que é absurdo. Logo ag; =0 e
w = (Y + baox® + boay® + by + (Po2y® + pnry)) dy — y*(Poar + du1y)da

Se o2 # 0, conseguimos u(F,0) = 2(Cq - Cy)y + (Cq - Copoatony)y- Mas a reta
Copooatony © transversal a reta tangente a 0 em Cgq, logo u(F,0) =4+ 1= 5. Se
P2 = 0 temos u(F,0) = 2(Cq - Cy)y + (Cq - Cpy1y)y = 2(Cq - Cy)y + (Cp2 - Cy), = 6

e nao podemos ter nenhum destes casos. Logo, concluimos que ¢y # 0. Finalmente,

w = (y + booy? + buizy + x(Paox® + Po2y® + dr1zy)) dy
+ y(ao2y — (P202® + do2y® + Pr12y))de,
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com ¢go # 0. Disto temos u(F,0) = (Cy - Cgp), + (Cp - Cg), em que P = agy —
(¢202? + do2y® + d112y). Sabemos que (Cy, - Cg), = 3 ¢, no anel local Oy(A?),

(Q, 15)% =(Q + ﬂg, ﬁ)mo = (y + boay” + (a2 + bi1)zy, ﬁ)mo
=(y(1 + bogy + (a2 + b11)x), ﬁ)mg = (y, a02y — ($202” + G02” + P112Y) ),
<y7 $2)m07

do que deduzimos p(F,0) = 3 + 2 = 5, absurdo. Portanto nao existe folheagao de

grau dois em P? com singularidade do tipo nilpotente. O

1.7 Caso Sela-n6

Na Secao 1.2 definimos curvas integrais de um campo. Estamos interessados
em curvas algébricas, portanto, apresentamos, a seguir, a defini¢cao equivalente em

termos de curvas algébricas:

Definigao 1.7.1. Seja o : U C C — C? uma solugao do sistema (1.1). Dizemos
que o € uma solug¢do algébrica se existe um polinomio nao nulo f € Clx,y] tal
que f(a(t)) = 0 para todo t em U.

Definigao 1.7.2. Seja f polinémio nao nulo em Clx,y]. Dizemos que a curva
algébrica C; € invariante por (1.1) se para toda solug¢ao o : U — C?, em que U ¢é
um disco centrado em 0, satisfazendo f(a(0)) = 0 entdo temos que f(a(t)) = 0 para
todot em U.

Proposicao 1.7.3. Se F ¢ uma folheacao descrita em carta afim pela forma w, a
curva algébrica Cy € invariante por F se, e somente se, w Adf = fO com O uma

2-forma polinomial.

Dem. Suponha w = —Bdx + Ady a forma associada ao sistema (1.1) e a curva C;
invariante, entdo para toda solugdo a(t) : U — C? do sistema contida em C} vale
(wAdf)(a(t)) =0 para todo t em U. Pelo Teorema de Zeros de Hilbert f divide o
coeficiente de dz A dy em w A df, portanto w Adf = fO.

Reciprocamente, suponha que existe uma 2-forma polinomial © tal que wAdf =
/6. Seja a(t) : U — C? solugao do sistema tal que «(0) é ponto nao singular e
f(a(0)) = 0. Os pontos de Cy anulam w A df e, portanto, contém solucées para
o sistema que passam por a(0). Pela unicidade de solugdes, a(t) : U — C? esta

contida em C e é solugao algébrica de (1.1). O
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Observacao 1.7.4. E também comum se referir as curvas algébricas invariantes

como folhas algébricas de uma folheacao.

Note, também, que, se uma curva C'y ndo é invariante pela folheacao F, entao F
é tangente a C'y em um namero finito de pontos. Com efeito, um ponto de tangéncia
p € Cf é tal que (Af, — Bf,)(p) = 0. Isto é, os pontos de tangéncia formam um
conjunto proprio de Zariski da curva C} e, portanto, consistem numa quantidade

finita de pontos.

Proposicao 1.7.5. Seja F uma folheacao de grau 2 com inica singularidade em
P2. Se a singularidade de F for do tipo sela-nd entdo, a menos de mudanga de

varidveis, F € descrita em carta afim pela forma
wy = (z +y* — 2%y)dy + x(x + y?)dz

Dem. Como anteriormente, suporemos que 0 é a Gnica singularidade de F. Uma

vez mais, considere w = Pdx + Qdy em que:

P = ay00® + anwy + agy® — y(pa0r® + d117y + do2y®) e
Q = 7 + booz® + by + booy® + $(¢20$2 + ¢y + ¢02y2)~

Primeiramente, mostraremos, por contradicao, que o eixo C, nao é invariante
por F. Se assim fosse, teriamos Q) = xg, com g € C[z,y]; donde concluiriamos que
5 & nu ¢ inversivel em . m ¢ singulari i ver u
boz é nulo e g é inversivel em Oy(A?). Como 0 é singularidade isolada, vemos que

aga € ¢p2 nao poderiam ser simultaneamente nulos. Portanto,

(P, Q)mo = (aozy2 - <Z502y37 x)m();

o que nos conduziria a p(F,0) < 3, contradi¢ao com (1.8).

Seja pg = (0 : yo : 1) um ponto genérico de C, e C; a tangente a folha de F pas-
sando por py com equacao t = ax+by+cz. Pelo discutido acima podemos supor que
esta tangente é distinta do eixo )., do contrario basta tomarmos outro ponto. Con-
sideramos, agora, a homogeneizacao Q2 = P(z,y, z)dz + Q(x,y, 2)dy + R(z,y, z)dz
da forma w e aplicamos a mudanca de coordenadas p(z,y, z) = (x,y, ax + by + cz)
em P? que envia pg = (0 : yo : 1) a0 ponto no infinito (0 : 1 : 0), preservando C, e C,
e enviando C} na reta no infinito C, = {z = 0}. A condicdo de tangéncia no ponto
(0 :1:0) nos diz que ¢p3 = 0. Podemos entdo aplicar uma nova transformagao

linear = = by, 0 que nos da, em carta afim, Q = by’ em que

Q, = ZE, + b20$/2 + blla:’y + y2 + $,(¢20£B/2 + ¢11£L',y),
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de onde podemos utilizar a normalizacao bypy = 1. Também vemos que
(0Q'/02')(0,0) = 1. Portanto o Teorema da Fun¢do Implicita nos garante que a
curva ' = 0 é um gréfico de fun¢ao numa vizinhanca de 0. Logo, podemos escrever
2’ localmente como uma série de poténcias em y, através do método de Newton
(expansao de Puiseux); ver Segdo 1 de Willis |7]. Fazemos isto utilizando o sistema

de computacao algébrica Singular e determinamos que

' =1a'(y) = —y*+buy® — (b, + bao)y* + (Bbaobi1 — P11 + b3))y°
+(pa0 — by + 3¢11b11 — 203, — 6baobi, )y® 4 (1063,b11 (1.9)
—4byop11 + 10b20bz1)’1 — 4¢apbi1 — 6¢1lb%1 + 5?1)3/7 mod y®.

Detalhamos este processo de expansao no apéndice B.1. Portanto, a condicao
u(F,0) = 7 se traduz pelo fato de P(z(y),y) ter ordem exatamente 7; isto ¢, o
menor grau possivel entre os monémios de P em y deve ser 7. Escrevendo esta

condigao explicitamente obtemos as seguintes relagoes (ver apéndice B.1)
G114 a0 =0, ¢ap+anbin =0, ap =0, a3 =0, axby=0, —a3 #0;

de onde concluimos byy = 0 € agy # 0. Finalmente, normalizando agy = 1,

w=(z+y*+buzy — *(buz +y)) dy + z (z + y(buz + y)) dz (1.10)

que possui forma homogénea

Q= (222 + y*2 + bywvyz — 22 (bpr +y)) dy + x (vz + y(bux +y)) dz
— (zyz + 1 + bwy® + 23) dz.

Aplicamos a mudanga de variaveis homogénea (z,y, z — by1y) e obtemos
O = (222 + 9?2 — 2%y) dy + (222 + 29?) dz — (zy(z — buuy) + v° + bzy? + 23) dz,
que assume a forma w, do enunciado na carta afim {z = 1}. Equivalentemente

1—=b11y’ 1-b11y

(1.10). O

poderiamos considerar wy, = @*w com ¢(z,y) = (L L) e w da equacao

A folheagao F, definida por w, apresenta um comportamento mais misterioso se
comparada as demais folheacdes. A saber w, nao possui integral primeira racional e
suas curvas invariantes nao sao algébricas. Isto decorre de uma afirmagao mais geral:
JF, nao apresenta estrutura “transversalmente projetiva”. Tal conceito é discutido
no capitulo 6 de Lins Neto [8] e na Proposi¢do 1.3 de Cerveau et al [1]. Este
comportamento drasticamente distinto ja pode ser observado no retrato de fase real

da folheagao proximo singularidade na Figura A.4 na pagina 56.
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1.8 Caso em que o 1-jato é nulo

Definicao 1.8.1. Seja F uma folheacao descrita em carta afim por uma forma
W= Wptwmi1+- - Fw, em que w; = Pdx+Q;dy e P;, Q; sao polindmios homogéneos

de grau i, o cone tangente de F em 0 é definido por C, == V(x Py, + yQm)-

As folheacoes do caso de 1-jato nulo sao descritas por formas w = Adx + Bdy +
¢(zdy —ydzx) em que A, B, ¢ € Clz,y] sdo homogéneos de grau 2. Investigaremos o
comportamento dos possiveis cones tangentes dados por C, = V(Az + By).

Note que a equacao de C, nao pode ser identicamente nula, do contrario y | A e
x| Bie. A=Cye B =—Cxzx ,donde Adxr + Bdy = C(xdy — ydz) e, finalmente,
w=(¢+ C)(xdy — ydz) o que é absurdo pois w possui apenas uma singularidade.

Da mesma forma, ¢ nao pode ser identicamente nulo, pois se assim fosse, a forma

homogénea de w(x,y,1) = Adz + Bdy seria dada por

w(z,y,2) = Az,y)(2dz — 2dz) + B(z, y)(2dy — ydz)
= 2zAdx + 2Bdy — (Az + By)dz

e disto concluimos que hé singularidades no eixo {z = 0} o que ndo é possivel.
Lema 1.8.2. Se o cone tangente C,,

(a) € constituido por trés retas distintas entao

Adz + Bdy = zy(y — ) (Ald_x _}_)\2% n )\3d(y — x))
Z Y Yy—x

(b) € constituido por duas retas distintas entao

d d
Adz + Bdy = 22y (Al—x Y (9))
x Y x

(c) € constituido por uma reta entdo

2
Adz + Bdy = 2° (Ald_ﬂf L (M))
X

2
a menos de mudanca de vdriaveis, com Ai, Aa, A3 € C
Dem.

(a) A menos de mudanga de varidveis podemos supor que as retas sao {z = 0}, {y =
0} e {y — 2 = 0}. Neste caso zy(y — x) divide Az + By. Escrevendo

A =a 2% + aswy + asy® e
B =b12* + byxy + byy®
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temos,
Az + By = a12® + (as + b1)z’y + (a3 + b2)zy® + bsy® = cay(y — )

com c¢ constante. Disto concluimos que a1 = b3 =0, a3 +b; =ceas+ by = —c.

Substituindo estes resultados obtemos:

Adz + Bdy = ((c — by)zy — (c+ by)y*)da + (b1 + byzy)dy
_ ) — y z
=zy ((c by) — (c+ b2)x) dz + zy (61 ; + b2> dy

=xy (cdx — bdz — cgdm - bQde + by fdy + bgdy>
x T Y

- <C$ e = bide + (budy = bidy) + b%dy + bydy + (bpda — bydar) — bggdx)
dz d dx
=Yy (—c(y - x)? —bi(y — x)?y —ba(y — m)? + (by — by)(—dz + dy))

Rl (S SE S R

que é a expressao desejada de forma explicita com A\y = —c — by, Ay = —b; €
A3 = by — by.

(b) e (c) sao obtidas por manipulagoes similares fazendo as adaptagoes necessarias.
U

Lema 1.8.3. O cone tangente C,, nao pode ser a unido de trés retas distintas.

Dem. Por contradicao, suponha que assim fosse. Pelo Lema 1.8.2 segue-se que

d d d(y —
w=zy(y — ) <>\1_x + )\Q—y + A3M>
x y y—x

+ (¢201’2 + o1y + ¢02y2)(ydx — xdy).

Nos pontos da reta {z = 0} temos que w = (\; + ¢o2y)y*dz. Visto que 0 é
a lnica singularidade de F, é necessario que A\; ou ¢ seja nulo. Procurando de

maneira semelhante para as outras retas obtemos

Aaao = A3(20 + P11 + ¢o2) = 0.

Porém, homogeneizando a forma w, obtemos

dx — xd du — ud d(y — . —d
+(P202* + 117y + do2y?) (yda — xdy).
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disto, como (0 : 1 : 0), (1 : 0 :0) e (1 :1:0)sdo nao singulares, ¢, a0 €
(20 + 11 + Po2) ndo podem ser nulos. Portanto A\ = Ay = A3 = 0 e o cone tangente

é nulo, absurdo. O

Lema 1.8.4. Se C,, € composto de duas retas distintas entao F € descrita pela forma
wy = zyde + (22 + y?)(zdy — ydz)
a menos de mudanca de coordenadas.

Dem. Pelo Lema 1.8.2 podemos escrever

d d
w =1y <>\1_x + )\Q_y + Asd <Q>)
T Yy x
+ (¢202” + 112y + do2y”) (yda — zdy).

De maneira anédloga ao Lema anterior, calculamos a forma nos pontos das retas

{z =0} e {y = 0}, para concluirmos que

>\2¢20 = >\3¢02 = 0.

Como (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0) sdo ndo singulares, ¢o9, P2 # 0 e, portanto,
Ay = A3 = 0. Como a equacao de C, nao pode ser nula, \; # 0 donde podemos

supor A\; = 1. Logo

w d_l‘ n ¢20$2 + cbnxy + ¢02y2 d (ZL‘/y)
By a? 2?2 (x/y) )

2) obtemos

Aplicando a transformacdo linear (¢y @, (¢20¢02)

(620)2 (do2)2w = wyda + (22 + d11(Pa0do2) 22y + ¥ (ydz — ady).

Logo, podemos supor ¢90 = ¢p2 = 1 e aplicar um raciocinio similar ao
passo final da Proposicao 1.7.5, ou simplesmente considerar o difeomorfismo ¢ =

_x @ _Y * . .
<1+¢11y, 1+¢11y> e calcular ¢*w, donde a forma pode ser escrita como no enunciado.

|
w3
Note que —= ¢é fechada. De fato,
Y
d d d 2
sy 2y x  x? x3
Logo,

d <%> — 2L de ndy — 22 dy A de = 0.
x3y x x
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Das observacoes 1.5.3 e 1.5.4 podemos, entao, calcular uma integral primeira para

ws (ver detalhes na segdo B.4 do Apéndice), obtendo

2
y y- 1

F: _— —_—— .
z P (2352 :1:)

Lema 1.8.5. Se C,, é composto de uma tnica reta entao F ¢ descrita por uma das

sequintes formas

wy = r2dx 4 y*(xdy — ydz);
wy = 2%dx + (z + y*) (zdy — ydx).

a menos de mudanca de coordenadas.

Dem. Pelo Lema 1.8.2 podemos escrever

. d A A3y?
w =z* ()\1—3j +d (—ﬁy—z 3 ))
T T

+ (¢20x2 + ¢511:cy —+ ¢02y2)(ydx — :L'dy)
Mais uma vez calculamos a forma nos pontos de {z = 0} e concluimos A3dp2 = 0.
Como (0 :1:0) é nao singular, ¢gz # 0 e, portanto, A3 = 0. Mas,

d A
w=z> ()\1% +d (%y)) = Mz?dr + Mz (zdy — ydz).

Como a folheacao representada por w é de grau dois, nao pode ser escrita como
w = f(zdy — ydx), com f polinomial e, portanto, A\; # 0 donde podemos supor
A1 = 1. Se aplicarmos a mudanca de coordenadas (gbééQm,y) poderemos supor
P02 = 1 e Ay = A\. Portanto,

w = 2?dx + (A + ¢oox® + Pr1wy + y?) (xdy — yda). (1.11)

o111
2

fim, utilizamos uma argumentacao similar as Proposicoes 1.7.5 e 1.8.4. Considera-

A mudanca de variaveis (w, Yy — x) nos permite supor também que ¢;; = 0. Por

mos a 1-forma homogénea
Q= ((=Mrvy + 2%z — v — door?y)dx + (zy? + Poo2®)dy — 23dz.
Caso A seja nulo, aplicamos a mudanca de coordenadas homogénea ¢ =

(x,y, 2z + ¢20y) e obtemos

" Q =(2"(2 + pa0y) — ¥° — d202’y)da + (2y° + po02°)dy — 2*(dz + Pa0dy)
=(2%2 — y*)dx + zy’dy — 2°dz.
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Esta forma possui a configuragdo de w; na carta afim A%, Caso A\ # 0, entao,
a titulo de diversidade na argumentacao, consideramos a transformacgao afim ¢ =

(x/(1 — oA '2),y/(1 — PpopA~'z)) aplicada na forma w e obtemos, assim,
O*w =(=A* — Ny + Aa?)dz + (MNay® + o) dy.

Calculamos esta transformacao explicitamente no apéndice B.2. A forma acima
aplicamos a mundanca de coordenadas (A3x, A?y) para obtermos uma forma equiva-

lente a A'3wy, em outras palavras, w em (1.11) é conjugada a ws. O

Podemos também calcular integrais primeiras para w; e wy dadas respectivamente

por:

0 s e () ()) e

devidamente calculadas em B.4 no Apéndice.

1.9 Teorema de Classificacao

Unificando os resultados das subsegoes anteriores, a saber a Proposicao 1.7.5 e

os Lemas 1.8.3, 1.8.4 e 1.8.5 deduzimos o seguinte resultado crucial:

Teorema 1.9.1. A menos de automorfismo de P?, uma folheagcio F de grau dois
em P% com uma tnica singularidade assume uma das disposicoes Fy, Fa, F3 ou F,

descritas em carta afim respectivamente pelas formas
(a) wy = 2*dz + y*(zdy — ydx)

(b) we = z*dx + (z + y?)(zdy — ydx)

(¢) ws = wyde + (& + 4?) (sdy — yda)

(d) wy = (z+y*— 2%y)dy + z(x + y?)dz.
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Capitulo 2
Intersticio Tedrico

Uma vez que temos em maos a classificacao das folheagoes com uma singula-
ridade, gostariamos de extrair algumas propriedades de folheagoes que admitem
mais singularidades em P2. Porém, antes de nos lancarmos nesta empreitada, se faz

necessaria a discussao terminoldgica e tedrica que apresentamos neste capitulo.

2.1 Grupos algébricos e suas acgoes

Defini¢ao 2.1.1. Seja G uma variedade (irredutivel ou nao) munida de uma es-
trutura de grupo multiplicativo. Se as duas aplicacoes p : G X G — G em que

L sdo morfismos de variedades, dizemos

ple,y) =zy er: G— G em que v(x) =z~
que G € um grupo algébrico.

Um itsomorfismo de grupos algébricos € um isomorfismo de variedades que €
sitmultaneamente um isomorfismo de grupos.

Um automorfismo de G é um isomorfismo de G em G.

Exemplo 2.1.2. O grupo aditivo G ¢ a reta afim A' munida da lei u(z,y) = v+y
(com 1(x) = —x e neutro e = 0). O grupo multiplicativo G é o aberto afim

1

C* C A munido da lei u(z,y) = xy (com 1(x) = 271 e neutro e = 1).

Exemplo 2.1.3. O grupo linear geral notado GL,(C) € o conjunto de matrizes

n X n invertiveis com entradas em C.

Note que M, (C) o conjunto de matrizes n x n sobre C pode ser identificado com

A" e GL,(C) é o aberto principal definido pelo ndo anulamento do determinante.

Relembramos que se A e B sao matrizes invertiveis, entao
det(AB) =det(A) det(B),

(2.1)
det(A™') =1/ det(A).

25



Estas formulas implicam que a multiplicacao de matrizes e a inversao de matrizes

sao morfismos de variedades e, portanto, GL,(C) é grupo algébrico.

Exemplo 2.1.4. O grupo de transformacoes afins A,(C) € o conjunto das
aplicagoes x — Bx+Db, comx,b € C", B € GL,(C) com a operacao de composi¢ao.

Denotaremos uma tal aplica¢ao por (B, b).

Dadas duas aplicagoes (B, b) e (C, c) de A, (C), sua composigdo pode ser escrita

da forma
(Bvb) ’ (C,C) = (BC,b+BC)7

donde A, (C) pode ser entendido como subgrupo de GL,,;1(C) ao associarmos cada

B b
(B,b) a matriz :
0 1
Exemplo 2.1.5. O grupo linear especial notado SL,(C) € o conjunto de matrizes

n X n com determinante 1 e entradas em C.

Note que SL,(C) é fechado em A™ pois é o conjunto de zeros do polinémio
det(X) — 1, em que X é a matriz que tem como entradas as variaveis z;; com
1 <4,j < n. Mais uma vez, pelas propriedades (2.1) vemos que este objeto é um
grupo algébrico. Além disso, como é o anulamento de um tnico polindmio, temos

uma hipersuperficie em A" . Portanto SL,(C) tem dimensio n? — 1.

Exemplo 2.1.6. Seja V' um espago vetorial, o grupo linear de V, notado GL(V)
é o conjunto de todos os isomorfismos lineares de V' (em outras palavras todas as
transformagoes lineares bijetivas de V' em si préprio) munido da composicao como

operacao de grupo.

Se V possui dimensao finita n sobre C entdo GL(V') ~ GL,(C). De fato, fixada
uma base de V, a transformacado 74y € GL(V) ¢ dada por uma matriz A € GL,(C).
Além disso, A+ T4 ¢ um isomorfismo entre GL(V') e GL,(C).

Exemplo 2.1.7. O conjunto de automorfismos de P™, € um grupo algébrico que age

em P, chamado grupo linear geral projetivo.

Lembramos que automorfismos de P" sao transformacoes lineares representadas
por matrizes invertiveis (n + 1) x (n + 1). Também, em espagos projetivos, temos
que duas transformagcoes sao equivalentes se uma é multipla da outra por um fator
constante nao nulo. Chamamos esta equivaléncia de ~ e notamos que o grupo de
automorfismos de P" ¢ dado por Aut(P") = (GL,11(C)/ ~). Denotaremos este
grupo PGL,;;(C).
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Da estrutura extra de grupos em uma variedade provém uma série de resultados
interessantes. Por exemplo, um grupo algébrico é sempre nao-singular. De fato,
sejam x,y € G com z um ponto nao-singular de G. Como a multiplicagdo por
elementos de G é morfismo inversivel de GG, entao vimos na pagina 5 que o espaco
tangente 7,G do ponto y = (yz ')z é isomorfo ao espago tangente T, G. Logo, y é
um ponto nao-singular.

Outra propriedade interessante se manifesta ao notarmos que existe um tnico

componente irredutivel de G que passa por e, a identidade. Com efeito, sejam

G4,...,Gs os componentes irredutiveis que passam por e e considere a imagem
G1--- G, da variedade irredutivel Gy X -+ X G4 sob o morfismo do produto, i.e.
(91,---,9s) = g1 gs- Esta imagem é também irredutivel e passa por e. Portanto,

estd contida em algum G;. Da definicao dos G; temos G; C G, ---G5 C G, logo
s = 1. Chamamos o componente GG; de componente neutro de GG e o denotamos
G°.

Definigao 2.1.8. Seja G um grupo (abstrato) com identidade e. Dizemos que G
age sobre um conjunto A se existe uma aplicacio ¢ : G x A — A, chamada ag¢ao

de G em A e abreviada p(z,a) = xa, tal que:
(a) x1(x20) = (x129)0, V2, € Gya € A
(b) ea =a,Va € A

Considere, entao, que G age em A. Dizemos que Ga = {ga | g € G} é a orbita
do elemento a. Note que as diferentes érbitas formam uma particao de A. Dizemos
que G age transitivamente em A se Ga = A para qualquer a € A; isto é, A é
composto de uma tnica érbita. O conjunto A% é chamado conjunto de pontos
fixos de A pela acao de G e consiste no conjunto de elementos a € A tais que
Ga = a. Definimos o grupo de isotropia ou estabilizador de um elemento a

como G, = {x € G | za = a}, note que GG, é subgrupo de G.

Exemplo 2.1.9. Um grupo algébrico G pode agir sobre si proprio com translacao a
esquerda (ou a direita) dada por y — xy (ou y — yx~'). Essa agdo € transitiva e

seu grupo de isotropia € trivial.
Usaremos o seguinte resultado da Se¢ao 8.3 de Humphreys [9].

Proposicao 2.1.10. Seja G grupo algébrico que age na variedade nao vazia X.
Entao cada orbita da agao € lisa e é um conjunto localmente fechado (intersecao
de um fechado e um aberto) de X, cuja fronteira é a unido de drbitas de dimensao

estritamente menor. Em particular, érbitas de dimensao minimal sao fechadas.
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2.2 Algebras de Lie em P?

Definicao 2.2.1. Uma dlgebra de Lie é um espaco vetorial V imbuido de uma

operacao bilinear alternada [-,-] : V x V. =V que satisfaz a identidade de Jacobi:
[a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = O para todo a,b,c € V.

Exemplo 2.2.2. Uma dlgebra associativa A com colchete de Lie definido por [a,b] =

ab — ba € uma dlgebra de Lie.

Note que a operacao ¢é claramente bilinear e alternada, e a identidade de Jacobi

pode ser verificada de maneira explicita.

Exemplo 2.2.3. O conjunto de campos de vetores Vec(X) em uma variedade X €

uma dlgebra de Lie com colchete definido por [a, f] = a o — o a.

Com efeito, da definicdo de campo de vetores algébrico, [«, 5] € um campo, [, ]
é claramente bilinear e simétrica e a identidade de Jacobi é verificada de maneira
similar ao caso de algebras associativas. A titulo de exemplo, seja X = A2, calcule-

mos:
[xay, y0,] = xay(yax) - yax(xay)

0? 0?

Voltamos, agora, nossa atenc¢ao aos grupos algébricos. Como ja vimos, um grupo

algébrico G' é nao-singular e, se x € G, o morfismo produto induz um isomorfismo
entre T,G e T,G. Logo, podemos concentrar nossos esforgos em analisar o espago
tangente de um grupo algébrico na identidade e.

Queremos também imbuir nosso espaco tangente com a estrutura de algebra
de Lie. A principio isto pode ser confuso porém calcularemos o comportamento
explicitamente para os grupos algébricos cruciais do texto subsequente.

Para isto recorremos & definigdo do objeto X(R) para X variedade e R uma
C-algebra e de espaco tangente, ambas no inicio da secao 1.2.

Considere G um grupo algébrico. Além disso, seja Cle][n] = C[e][t]/(t*) = Cle] @
Cle]n e a aplicagao

ad : G(Cle]) — Aut(T.G(Cle]))

definida por ad(g)(z) =i(g) -z -i(g)", em que g € G(Cle]), i ¢ a inclusdo natural
G(Cle]) — G(Cle][n]) e x pertence ao espaco tangente T.G(Cle]) de G(C[e]) na
identidade. Em outras palavras, x € ker(G(C[e][n]) — G(Cle])), ver pagina 5.
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Definigao 2.2.4. A dlgebra de Lie g de um grupo algébrico G € o espago tangente
na identidade T,G, munido da operacdo de colchete [x,y] = ad(z)(y), z,y € g.

Exemplo 2.2.5. A dlgebra linear geral gl,(C) ¢ a dlgebra de Lie de GL,(C) e é

isomorfa a M, (C) o conjunto de matrizes n x n com entradas em C e seu colchete

¢ dado por [A,B] = AB — BA com A, B € M,,(C)

Primeiramente note que se I ¢ a identidade e A € M,,(C) entao [ +<A é inversivel

com inversa [ — A e portanto pertence a GL,,(Cle]). Logo

gl (C) ={A € GL,.(C[¢]) | A+ I em GL,(Cl¢]) — GL,(C)}
(T + A" | A € M,(C)} ~ M,(C).

Para provar o comportamento do colchete considere o homomorfismo de grupos
Ad : GL,(C) — Aut(gl,(C))
definido por
Ad(B)(I +cA)=14(B)- (I +¢cA)-i(B)™!
em que i(B) = B+ 0. Assim
Ad(B)(I+cA)=B-(I+¢eA)-B'=1+BAB™.

Denotaremos também a &lgebra de Lie de um grupo G por Lie(G). Com esta
notagao temos Lie(GL,(C)) ~ gl,(C), porém, ao curso do raciocinio que se segue,

denotaremos I + nA como elemento de Lie(GL,(C)) e I 4+ A como elemento de
gl,(C).
Procuramos um homomorfismo de algebras de Lie

ad : Lie(GL,(C)) — Lie(Aut(gl,(C))).
Para isto usamos o seguinte diagrama comutativo

Lie(GL,(C)) =%~ Lie(Aut(gl, (C))) .

L
GLa (Cln)) —— Aut(gl,,(C)[n])

| l

GL, (C) —2%— Aut(gl,(C))

A aplicacao ad é induzida pela aplicagao ¢ que por sua vez é induzida por Ad.
Porém, os elementos de Lie(GL,(C)) sao da forma I +nA com A € M, (C) e n* = 0.
Entao ¢(I +nA) é automorfismo de
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gl,(C)nl ={I+eB+n(I+eC)|B,C € M,,(C)}.
Contudo, podemos escrever

I+eB+n(I+eC)=1+n)I+eB+nC
=(14+n)I+e(B+nC)

Multiplicando por (1 —n),
I+ (1 —n)e(B+nC)=I+¢(B+n(C— B))

Desta forma podemos reformular nossa notacao e considerar que os elementos de
gl,(C)[n] sao da forma I + (B + nC). O que corresponde dizer que existe um
homomorfismo natural entre gl,(C)[n] e gl,,(C[n]).

Com isso,

(I +nA)I+e(B+nC)) = (I +nA)I +e(B+nC))(I —nA)
=(I +nA)(I —nA)+e(I+nA)(B+nC)(I—nA)
=I+e(B+n(AB+ C))(I —nA)
=I+¢e(B+n(—BA+ AB+())
=1+ (B +nC + n[A, B)]).

Logo, se identificarmos gl,,(C[n]) com M,,(C[n]) temos
P +nA)(B +nC) = (B +nC) +nlA, B].

Portanto, com esta convengao ¢(I + nA) = id + a(A) € Aut(gl,(C)), em que a(A)
¢ a aplicacao que leva X em [A, X].

Com isso, obtemos a aplicagao

Lie(GL,(C)) — Lie(Aut(gl,(C)))
I+ nAv—id+ a(A).
Mas Lie(GL,(C)) ~ M,,(C) ~ End(C") identificando I +nA com A, ao passo que

Lie(Aut(gl,(C))) —= End(gl,,(C)) .
id + na(A) —— «a(A)

Definimos entdo, para I +nA, I +nB € Lie(GL,(C)):
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[I +nA, I+ nB]:=ad(A)(B) = a(A)(B) = [A, B],
donde obtemos o colchete desejado para o exemplo 2.2.5.

Exemplo 2.2.6. A dlgebra linear especial s1,,(C) é a dlgebra de Lie de SL,(C)

e € isomorfa ao conjunto de matrizes n X n com traco nulo.

O raciocinio é andlogo ao do exemplo anterior, com o adendo da seguinte obser-
vagao: o determinante de I 4+ A em ambas situacoes é igual a 1, o que ocorre se e
somente se tr(A) = 0. De fato, como 2 = 0, o determinante de uma matriz dessa
forma ¢ dado por 1+ etr(A).

Restringimo-nos ao caso particular de sl3(C) por um momento. Seja

ap Gz as
A = bl bg b3
Ci C2 C3

uma matriz em sl3(C). Podemos associar esta matriz ao campo linear

Xa =(a1x + agy + a3z)0, + (b1z + bay + b32)0, + (12 + oy + ¢32)0,
=L, + Mo, + NO,

em Vec(P?). Além disso a condigao de A possuir trago nulo é equivalente a

oL O0M ON

Gt P2t G (3x+8y+8z (22)
Fato 2.2.7. O subconjunto de campos de Vec(P?) tais que a relagdo (2.2) € satisfeita
¢ uma subdlgebra de Lie denotada x(P?) , que por sua vez é isomorfa a sl3(C) a

menos de inversao da ordem do colchete.

Com efeito, mostramos que a operagao de colchete em x(IP?) é fechada no con-
junto. Sejam X = L9, + Md, + N9, e Y = L'0, + M'9, + N'9, em x(P?), logo
[X,)] = Z@x + May + N@Z onde

L=LL,+ML,+NL,~LL,—~ML,—N'L,
M =LM, + MM, + NM, — L' M, — M'M, — N'M,

N =LN. + MN! + NN. — N, — M'N, — N'N,

sendo L, M, N, L', M', N’ polinémios lineares, podemos verificar explicitamente que

L, M, N sio lineares e satisfazem (2.2).
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Considere ainda a aplicagao sl3(C) 3 A — X4 € x(P?). Note que esta aplicagio

é um anti-isomorfismo de &lgebras de Lie. De fato, ela é claramente bijetiva e

Xam|, =(AB — BA)p = Xulp, — Xpl,,

2.3 Representacoes de Sl,(C)

Incluimos nesta segao material basico sobre teoria de representacoes de grupos al-
gébricos e enunciamos como classificar completamente as representacoes de SLy(C),

que utilizaremos em resultados posteriores.

Definigao 2.3.1. Seja G um grupo algébrico (ouw g uma dlgebra de Lie) e V um
espaco vetorial de dimensao finita. Um homomorfismo p: G — GL(V) (ou p: g —
gl(V')) é uma representagao de G (ou g) .

Uma representacdo p : G — GL,(C) é também é chamada representacao
matricial de G.

Duas representacoes p : G — GL(V) e p : G — GL(WW) sdo equivalentes se
existe isomorfismo linear ¢ : V' = W tal que ¢(p(g9)(v)) = u(g)p(v) para todo
geGevelV.

Exemplo 2.3.2. Toda representagio p : G — GL(V) define uma agdo linear de G

em V e vice-versa.

De fato, se p é homomorfismo basta considerar a agdo p : GL(V) xV — V|
(g,v) — p(g)v. Reciprocamente se ;1 é uma agao linear, entdo p,: V. — V, v = gv
é linear para todo g € G e p: G — GL(V), g — p, € uma representacao de G.

Definicao 2.3.3. Uma representagio p : G — GL(V') é dita irredutivel se {0} e
V' sdo o0s inicos subespacos de V' que sao estdveis sob a acao de G. Caso contrdrio

a representacao € dita redutivel.

Seja Clz,y] o anel de polinomios em duas variaveis, denotamos W, =
(% 2y, .. 2yt yd) C Cla,y] o espago vetorial de dimensdo d + 1 gerado pe-
los mondémios de grau d. Note que SLy(C) age sobre W, da seguinte maneira: se
A= (2Y) € SLy(C) e z'y? € Wy, entdo A(z'y’) = (az + by)'(cx + dy).

Os subespagos W, nos permitem dar uma caracterizacao completa das possiveis
representacoes de SLo(C) num espaco vetorial de dimensao finita através do teorema

abaixo, cuja prova é assunto do Capitulo 3 das notas de Neunhoffer [12].
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Teorema 2.3.4. Seja V espaco vetorial de dimensao finita sobre C e p : SLy(C) —
GL(V) uma representacio. Entao, eristem s subrepresentacdes irredutiveis p; :
SLy(C) = V; e mimeros dy, .. .,ds tais que V=V &--- @ Vs e V; = W,,.

A titulo de exemplo, explicitamos uma propriedade das representacoes irreduti-
veis de SLy(C) em C?. Primeiramente, note que se p é uma representacao que satisfaz
estas condigdes, entao p : SLy(C) — Wy, com W, ~ C3. Com isto, concluimos que
d=2.

Fato 2.3.5. Se p € irredutivel, entao sua a¢ao induzida nao admite nenhum conjunto

finito invariante diferente de {0}.

Suponha que assim nao fosse. Da discussao anterior podemos considerar apenas
a a¢ao induzida em W, = (2%, zy, y?). Seja S C Wy um conjunto finito de polindomios
invariante pela a¢ao de SLy(C); isto é,se 0 # P € S e A € SLy(C) entao A(P) € S.
Se A é um elemento de ordem infinita, como S é finito entao existe n > 0 tal que
A™(P) = P.

Seja, entdao, A = ({1) e P = az? + bry + cy?>. Concluimos que A"(P) =
ar?® + (2an + b)xy + (an® + bn + c)y* = P se, e 80 se,

a=a, 2an +b=> an’>+bn+c=c

ou, equivalentemente, a =b=0e P = cy?, com c € C.

Considere agora A = (19) e o mesmo P = az®+bry+cy?. Neste caso as relagoes

2

implicam b = c=0e P = az® com a € C. Donde concluiriamos P = 0, contradicgao.

Logo S nao pode ser invariante pela acao de SLy(C).

2.4 Teorema de Lie
Se g ¢ uma algebra de Lie podemos definir o subespaco
9. 0] = {[z,y] | =,y € g}
chamado comutador de g e a série derivada de g consistindo nos subconjuntos
D% > D'g> D*gD ...

tais que D°g = g e D"'g = [D'g, D'g]. Dizemos que uma algebra de Lie ¢ soluvel

se existe n tal que D"g = 0.

Lema 2.4.1. Seja p: g — gl(V) uma representacao de uma dlgebra de Lie solivel
em um espago vetorial de dimensao finita. Entao existe um vetor v de V tal que

p(x)v = A\yv para todo x em g, isto é, v é autovetor para todo operador p(x) .
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Dem. A demonstracao segue por indugao na dimensao de g. Como g é solavel,
[g,0] # g e, visto que [g, g] é subespaco de g, existe g’ subespago de codimensao 1
talque g 2 ¢’ 2 [g,9]. Como [¢,¢'] C [g,9] C ¢/, temos que g’ é subélgebra de Lie de
g. Portanto, g’ é solavel. Note que, da defini¢do, [g,h] € ¢’ para quaisquer g, h € g
e também como g’ é de codimensao 1 existe elemento g € g tal que g = g’ @ Cg.

Segue da hipdtese de indugao que existe um vetor v € V', que é autovetor de
p(h) para todo h € ¢'; isto &, p(h)v = A\yv.

Considere o espago vetorial W gerado por vy := v,v; := p(g)v, va == p*(g)v, . ...
Afirmamos que W é estével sob a agao de qualquer h € g’. Mais especificamente

p(h)vr, = Apvg + %al(h)vl, a;(h) € C.

A prova da afirmacao segue por inducgao. O caso de vy é trivial e

p(h)vr, = p(h)p(g)ve-1 = p(g)p(h)ve—1 + p([h, g])vk—1 = AUk + ApgVr—1 + - - ..
Portanto, W é estavel sob a acao de g’. Como possui W dimensao finita existe um
inteiro n tal que vg,...,v, formam uma base para W. Vemos que, nesta base, e
restrita a este espago, a matriz de p(h) é triangular superior com \j, nas posigoes da
diagonal. Em particular, tryyp(h) = (n + 1)\s. Lembrando que try [p(h), p(g)] = 0,
isto implica que Ap, g = 0 para todo h em g'. Portanto, a formula acima se reescreve
na forma p(h)vy = A\yvg. Concluimos que todo vetor w € W é autovetor para p(h)
para todo h em g’. Escolhamos w autovetor de p(g) em W. Como g = ¢’ @ Cg,
entdo p(h + ag)w = p(h)w + ap(g)w = (A + adg)w. O

Teorema 2.4.2. (Lie) Seja p : g — gl(V') uma representacio de uma dlgebra de
Lie solivel em um espago vetorial de dimensao finita. Entao, existe uma base de V

tal que p(x) € triangular superior para todo x € g.

Dem. Aplicamos inducao sobre a dimensao n de V. Pelo Lema anterior, existe
v € V autovetor de p(x), para todo = € g. Seja (v) o subespago gerado por v e
considere W = V/(v). Pela hipotese de indugao, existe uma base vy, vq, ..., Up_1
de W, tal que a acao de g nessa base de W ¢ triangular superior, escolhamos uma
pré-imagem v; em V para cada vetor da base, entao é claro que a acdo de p na base

v, V1, ...,0, étriangular superior. O

As demonstragoes do Lema e do Teorema anteriores tomam o seguinte sentido:
se g ¢ uma algebra de Lie soliivel, uma representacao de g num espaco de dimensao
finita V' induz uma acao de g em V. Esta agao, por sua vez, mantém uma reta de
V invariante (a reta na dire¢ao do autovetor). Uma vez que garantimos a existéncia
de uma reta invariante sob a acao de p, a aplicagao sucessiva do Lema em espacos
quocientes nos garante a existéncia de uma sequéncia de subespacos V; C --- C

Vo.—1 € V invariantes sob a acao de p com dim V; = d.
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2.5 Algebras de Lie de dimensao 2

No trabalho de Fulton e Harris [13], padg. 134, encontramos uma classificagdo de
grupos algébricos simplesmente conexos que possuem algebra de Lie g com dimensao
até trés. Comentamos a classificagao no caso de algebras de Lie de dimensao dois
sem entrar em detalhes técnicos. Tal classificagao se ramifica se g é abeliana ou nao.

Uma algebra de Lie g ¢ dita abeliana se [z,y] = 0, para todo z,y € g (em
particular, g é solavel).

Os grupos do caso abeliano se reduzem a C? com a operacao de adicdo e quoci-
entes de C? por subgrupos discretos, também munidos da operacio de adigdo.

O tnico grupo do caso nao abeliano é dado por

)

Note que este grupo é o grupo de transformagoes afins da reta A;(C) ja discutido

ae(C*,be(C}.

no exemplo 2.1.4.

2.6 Simetrias e Derivadas de Lie

Seja F uma folheagao em P? ¢ X um campo em x(P?), diremos que X é uma
simetria da folheacao se o fluxo desse campo coincide com o fluxo do campo asso-
ciado a folheacao. Tornemos esta definicao mais precisa: se F é descrita em carta
afim pela forma w, diremos que X’ é simetria de F se o fluxo exp(tX') = W, satisfaz
a igualdade ¥} (w) = \w com \; € C para todo t.

Uma forma de identificar simetrias é utilizando o conceito de derivada de Lie de
um campo, em relacao a um segundo campo. A grosso modo, a derivada de Lie de
Y em relacao a X faz o papel de uma derivada direcional em relacao ao campo X e

nos diz o quao “alinhados” estao os campos.

Definicao 2.6.1. Sejam X, Y campos em uma variedade e p um ponto. A derivada

de Lie de Y com respeito a X no ponto p € definida por

(Lad)p = 4 (P_)«(Vlw,(p)) = lim (¥ Plww) = Yy

Cdt o t—0 t

em que (¥_,). € o pushforward pelo fluro de X em —t.

Exemplo 2.6.2. (LyX), = 0 para todo p. Isso decorre simplesmente de
(W)« (X[w,p) = Xlwop) = Xl € da definigao.

Observamos também que a derivada de Lie estd relacionada a uma conhecida

estrutura, a saber a estrutura do colchete de Lie:
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Proposigao 2.6.3. Sejam X,Y campos em P2, entio LyY = [X,))].

Dem. Suponha, inicialmente, que p é um ponto nao singular de P? em ambos campos.
Nesse caso podemos usar o Teorema da Vizinhanca Tubular 1.2.6 e encontrar uma
vizinhanga de p tal que X = 0,. Com isso, seu fluxo é dado por W;(p) = (p1+1t,p2) €
Y =Y10,+ Y20, . A Jacobiana de W,(p) relativamente a x e y, nestas coordenadas,

é a identidade. Portanto,

(‘I’—t(p))* ((Ylam)h’t(p) + (YZay)|‘I't(p)) = Y1(p1 + t7p2)am|p + Y2(pl + tap2)ay|p-

Lembrando que

- (Yi(p +t,p2) = Yi(pr,p2)) O
11_{% ; = or (p1,p2)

e que vale uma igualdade similar para a outra coordenada, obtemos da definicao de

derivada de Lie

(Lad)y = | (0. Vlwucy)

=0

o (0 Ola) Y,
t—0 t

i (Yi(p1 +t,p2) — Y1(pl,p2))ax|p +lim (Ya(p1 +t,p2) — YQ(pbpz))ay’p
t—0 t t—0 t ‘
0Y; 0Y-

:a_;(plap2)8x|p + a_;(p17p2)8y|p

:[X7y]p

como desejavamos. Além disso, visto que as singularidades dos campos sao isoladas,
pelo Teorema de Extensdo de Hartogs (ver [11], Cap. VI, Teorema 4.2), podemos
estender continuamente [X,))] para tais pontos e a igualdade é satisfeita em todo
ponto de P2 O

Similarmente a campos podemos definir a derivada de Lie para formas da seguinte

maneira:

Definicao 2.6.4. A derivada de Lie de uma forma w, com respeito ao campo X,

num ponto p, € definida por

d U (wlw) —
dt|,_, t—0 t

em que ¥; € o pullback do fluxo com respeito a X.

Sejam w = wodzo+- - -+w,dz, uma 1-forma polinomial e X = a0y, +- + -+, 0y,
um campo em C"1. Utilizamos o produto interior de w por X (definido na pagina
9):
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LyW = QpWq + * * + + Wy,

Um caso particular interessante se d4 quando w = df, em que f é uma funcao

holomorfa em n + 1 variaveis. Neste caso

txdf = aofe + 0+ anfe, = X(f),

em que f,, = 0f/0z;. Generalizamos a construgdo para d-formas da seguinte ma-

neira: se wy,...,wy sao 1-formas entao
d .
Lae(wi Ao Awg) = D(=1) g A Avywj A+ Awy,
i=1

Destas regras tyw estd bem definido para toda d-forma em n varidveis. Quando
nao houver risco de ambiguidade na notacao utilizaremos tyw = w(X).
Note que as propriedades do pullback dp*(w) = ¢*(dw) e ¢* (w1 Aws) = ©*(w1) A

©*(ws) implicam respectivamente

dL;(w :Lde

(2.3)
L)((wl VAN w2) :L;(wl A (09)) + w1 VAN LXCUQ.

Para detalhes, ver [10], pAg. 61. Em particular, se f é uma funcao holomorfa

Lx(fw) = Lx(f)w+ fLx(w). Usamos estas propriedades para demonstrar:

Proposicao 2.6.5. (Fdrmula Mdgica de Cartan) Seja w uma 1-forma e X um

campo em C"™! entio Lyw = tydw + d(taw).
Dem. Note, primeiramente, que vale uma igualdade equivalente para polindomios

homogéneos f em n + 1 variaveis, isto € Ly f = 1txdf. Com efeito, se p € P" e

at) = (ao(t),...,an(t)) é a curva integral de X tal que «(0) = p, entao

| . 4
(fo)pZE :;tf— T t:((J:OOZ)

= a0 (P)p(0) + - -+ + fo, (p)e, (0) = A f (X)),

Suponha, entao, que w é uma 1-forma. Pela linearidade da derivada de Lie, basta

provar a igualdade quando w = fdxg, com f polinémio. Mas,
L)(w = (fo)dl'g + fL)((dZEQ) = (Lxdf)dx[] + fd(LXdZE()).

Por outro lado,

ty(dw) + d(txw) =t (d(fdxg)) + d(ea(fdxg)) = ta(df Adxg) + d(f(eaxdxg))
:(ngdf)dxo — df(L)(de‘Q) + df(b)(dﬂfo) + fd(Lxdl‘o) = LX(JJ.
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O

Observagao 2.6.6. O argumento acima pode ser generalizado para d-formas por

mducao.

Podemos observar agora o comportamento da derivada de Lie em presenca de

simetrias de acordo com a seguinte proposic¢ao:

Proposigao 2.6.7. Sejam X,) campos em um aberto de C? e seja w a forma dual
de Y. Entao X € simetria de Y se, e somente se, existe uma funcdo holomorfa g

tal que Lx) = gY, ou equivalentemente, Lyw = gw.

Dem. Suponha que X é simetria de Y. Podemos utilizar as definicoes de derivada

de Lie e simetria para formas nos pontos nao singulares de X para obtermos
d
UHw)= —| M | w.
= (]2)

t=0
d , . .
Resta-nos provar que g = T A¢ € holomorfa. De fato, seja Z = Ly), a igualdade
t=0

acima pode ser reescrita como Z = g)). Sejam Y; e Z; funcoes polinomiais da i-ésima,

d
L)(u}:&

coordenada de ) e Z respectivamente. Entao g = Z;/Y; para cada i nos pontos em
que Y; é diferente de 0. Mas, nestes pontos, g ¢ holomorfa, e como as singularidades
dos campos sao isoladas, o Teorema de Extensao de Hartogs, garante que podemos
estender g de forma que g seja holomorfa em P2.

Reciprocamente, suponha que Lyw = gw. Pelo Teorema da Vizinhanca Tubular,
1.2.6, existem coordenadas locais (z,y) tais que X = 0,. Neste caso, W;(p) =
(po + t,p1). Seja w = Adz + Bdy com A, B fungbes holomorfas. Da formula de

Cartan temos
gw = Ly, w = 19, dw + d(1g,w) = Adz + B,dy,

que induz o sistema
A, =gA
B, =gB.

Podemos, entao, calcular solucoes explicitas para obter os coeficientes A e B gerais

da forma

w= Ay, z) exp (fgds) dz + B(y, z) exp (fgds) dy.
0 0

T+t
Concluimos que ¥} (w) = exp ( i gds) w = Gyw para cada t, em outras palavras, o
campo X = 0, é simetria de ). O
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Corolario 2.6.8. O campo polinomial X € simetria do campo polinomial Y em C?

se, e somenle se, eriste funcao polinomial g em C? tal que [X,Y] = g).
Dem. De acordo com a proposi¢ao anterior, existe uma funciao holomorfa g em C?
tal que [X,)] = gY. Como X e Y sao polinomiais, entao

[X, V] =Xo0Y-—YVoX

também é polinomial, logo g é racional e pode ser escrita g;/gs com g1 e go polino-

miais. Por outro lado, g é holomorfa em todo C? e, portanto,

g=g1/92= 3 syx'y’ =5,
i+j>0
Como g; = 25 é polinomial entao S é uma soma finita, portanto, polinomial e

go é constante. Concluimos, assim, que g é polinomial. O

Lema 2.6.9. Seja F uma folheacdo definida pela 1-forma w. Se X e Y sao duas

. . . . W . . . . .
simetrias de F, independentes sobre C, entao € uma integral primeira racional

w()

nao constante de F.

Dem. O lema segue da seguinte observacao: se g e h sao fungoes racionais tais que
h # 0, g # ch, para todo ¢ € C, e, além disso, gw e hw sao formas fechadas entao
g/h é uma integral primeira racional nao constante de w. Esta afirmacdo, por sua
vez, segue da definicao de integral primeira e da regra de Leibniz para diferenciais.

Primeiramente, note que se X' é simetria de F entdo w(X) é fator integrante,

W
isto é é fechada. De fato,o numerador de d { —— | é dado por

w(X) w(X)

ty(w)dw —w A d(Lrw).

Como X é simetria vale Lyw = tydw + d(tyw) = gw. Com isso, a expressao acima

se torna
ty(w)dw —wA (gw — d(trw)) = (Law)dw + w A d(Lrw).

Podemos supor, sem perda de generalidade, que w = apdzy. Seja X = ) A;0,,.
i=0

n 0 n 0

Portanto, tyw = Agag, dw = — > aao (dzo Adax;) e txdw = > do (Apdz; — Ajdxy).

i=1 O%j i=1 OFj
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Com isto, obtemos,

Ly (w)dw+tw A d(trw)

“~ 0 “~ 0
=1 " i=1 Ot

n n 8
gao (d.ﬁlfg N dxl) + AoCLQ aao
=1 9T =1 9%

= — AQCLO (dﬂ?o VAN d.Tl) =0.

w
Logo, podemos concluir que o numerador de d <W) é nulo, o que prova o
w

resultado desejado. O
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Capitulo 3

Orbitas sob a acao de PGL3(C)

Estamos agora prontos para analisar o efeito de automorfismos de P? nas folhe-
acoes classificadas anteriormente e em folheacoes de grau dois mais gerais. Primei-
ramente, vemos o efeito da agao do grupo de automorfismos Aut(P?) nas 6rbitas

dessas folheacoes para determinar suas dimensoes.

3.1 Dimensao das Orbitas

Lembramos que vimos que Aut(P") = PGL,;1(C) no exemplo 2.1.7 da pagina
26. Nos restringimos a agao de PGL3(C) em P?, que também age em particular em
Z(2,n), o conjunto de folheagoes de codimensdo 1 e grau n em P2. Denotaremos
o grupo de isotropia de uma folheacdo F € .#(2,n) por iso(F) e sua oOrbita sob a
acao de PGL3(C) por Ox .

Fato 3.1.1. O conjunto F(2,n) é um aberto Zariski num espago projetivo.

Tal conjunto pode ser representado como o conjunto das 1-formas de grau n nas
variaveis z, y e z, com P, (), R polindmios homogéneos de grau n+1 sem componente
comum que satisfazem a identidade de Euler Pz +Qy+ Rz = 0 (ver Defini¢ao 1.3.4).

Seja 24 o espaco das 1-formas polinomiais de grau d em x,y, z, satisfazendo a
identidade de Euler em P? e S}, o conjunto de polinémios homogéneos de grau k em

trés variaveis. Considere agora a aplicacao:

T - P(Sk) X P(QnJrl,k) — ]P(Qn+1)
[f] % [w] — [fe]
Desta forma, a imagem de 7 consiste nas formas Pdx + Qdy + Rdz satisfazendo

a identidade de Euler tais que P, (@, R sao divisiveis por um polinomio de grau k.

Provemos que esta imagem é fechada: note que a aplicacdo nao estaria definida
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apenas se [fw] = 0, o que ocorreria se, e somente se, [f] = 0 ou [w] = 0, 0 que é
impossivel. Logo, 7 ¢ um morfismo regular, cujo dominio é uma variedade projetiva.
Isto implica que sua imagem é fechada. Concluimos que .7 (2,n) = Q,,1\ nol Im(7y)
é aberto. =

Por outro lado, .%#(2,n) esta contido no espaco projetivo parametrizado pelos
coeficientes de P, () e R. Ademais, a identidade de Euler impoe condicoes lineares
neste espago projetivo. Portanto, o conjunto % (2,n) é isomorfo a um aberto de um
PV,

Em particular, no caso de #(2,2), P,Q e R sao polindmios homogéneos em
x,1y,z de grau 3. Portanto, a quantidade de mondmios destes trés polindmios é
dada por 3(:5,)) = 30 e a identidade de Euler induz 15 hiperplanos em P? (ver B.3

no apéndice), concluimos que .%(2,2) é um aberto em P,
Proposicao 3.1.2. As dimensoes de OF, sao

dim Or, =6,dimOr, =7,dimOp, = 7,dim Of, = 8.
Mais precisamente, os grupos iso(F;) sao dados por
(a) iso(F)) = {(a*z : a’y : 2 + bx) |a € C*,b e C}
(b) iso(Fy) ={(x:ax+y: —ala+2)x — 2ay + 2) |a € C}
(¢) iso(F3) ={(x:+y:z+ax)|a e C}

(d) iso(Fy) = {z’d, (Gx: 7%y :2),(J2r gy :2)|j= 62”/3}
Dem. Conseguimos determinar os grupos de isotropia na lista de modo computa-
cional. Para acompanhar o método nos referimos a4 Secao B.5 no Apéndice. Disto
segue que dimiso(F;) = 2, dimiso(F;) = dimiso(F3) = 1 e dimiso(Fy) = 0.
Quanto a dimensao das orbitas, seja ¢ : PGL3(C) — Ogz. Pelo Teorema de
Dimensao das Fibras (ver Shafarevich [14], Cap. I, Se¢ao 6.3., Teorema 7) existe um
aberto W C O, tal que dim O, = dim PGL3(C) — dim ¢~ (w) para todo w € W.
Note, porém, que todo w € O, é da forma w = gw;, em que w; é a forma que
descreve a folheacao F; e g € PGL3(C). Portanto,

0 Hw) = ¢ Hgw;) ={h € PGL3(C) | hw; = gw;}
={h € PGL3(C) | g 'hw; = w;} ~ iso(F;).

Como dim PGL3(C) = 8, segue-se o resultado desejado. O

Voltamos nossa atencao a integral primeira racional F' de uma 1-forma w que
descreve a folheacdo F. E possivel definir uma aplicacio de PGLy(C) no conjunto

de integrais primeiras racionais de F. Para isto basta considerar F' = f/g,
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A= " " | ¢ PGLy(C)
b1 by
e a aplicagao A — Fy = M. Note que
bif + bag
qF :(aldf + asdg) (b f + bag) — (b1df + badg)(ay f + azg)
! (cf + dg)?
by — asb
=) (ga s — sag).

(cf + dg)?

Como F' é integral primeira de F entao F4 também o é.
No que segue, faremos uso de um teorema cuja demonstracao pode ser encontrada
no trabalho de Cerveau e Mattei [15], pag.137.

Teorema 3.1.3. Seja w um germe em 0 € C" de uma 1-forma holomorfa integrdavel
possuindo integral primeira meromorfa pura. FEntdo existe um germe de funcao
meromorfa ﬁ, unica, a menos de composicao & esquerda com a aplicacao definida
acima, tal que o conjunto de integrais primeiras meromorfas de w € C(ﬁ) ={Ro

F| R e C(z)}. Diremos neste caso que F é minimal.

Com isto, estamos prontos para minorar a dimensao das orbitas de .#(2,n) sob
acao de PGL3(C) através da

Proposicao 3.1.4. Sejan >2 e F € .#(2,n). Entao dim Or > 6.

Dem. Suponha, por contradicao, que dim O < 6. Pelo Teorema de dimensao das

fibras temos
dim Of + dimiso(F) = dim PGL3(C) = dim x(P?) = 8.

Portanto, dimiso(F) = dimiso(F) > 2. Logo, existem campos X,) € iso(F) tais
que X # ¢) para todo ¢ € C*. Mas isto implica, pelo Lema 2.6.9, que F admite
integral primeira racional ndo constante, digamos F' = f/g. Pelo Teorema acima,
podemos escolher F minimal para F. Note que, se ¢ € iso(F), entao Fo Y= gp*ﬁ é
integral primeira minimal de ¢*(F) = F. Portanto, a afirmagao sobre unicidade no
Teorema anterior nos garante que ¢*F = Tw(ﬁ) com 7, em PGLy(C). Desta forma

escrevemos o morfismo de grupos algébricos

7 :iso(F) — PGLy(C)

O > Ty
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Demonstraremos, por contradicao, que o nucleo de 7 ¢ um subgrupo discreto de
iso(F). Suponha que a dim(ker7) fosse maior ou igual a 1. Poderiamos, entao,
tomar um subgrupo parametrizado {¢;} C ker 7 tal que f oy, = f para todo t. Em

outras palavras, dado p € P?:

(fow)(p) = f(p) = couglp) C f(c)

Portanto, a curva ¢;(p) esta contida numa folha de F, de modo que W(t,p) =
¢¢(p) define um fluxo que coincide com o fluxo da folheacdo F. Porém, ¢; € iso(F) C
PGL3(C), donde ¢, = A(t), em que A(t) é uma matriz 3 x 3. Logo, ¥(t,p) = A(t)p
depende linearmente de p. Absurdo, pois supomos que o campo associado a F tem
grau > 2.

Disto concluimos que a aplicacao entre espacos tangentes
djg7 : 150<F> — EIQ(C)

¢ injetiva. Logo, dimiso(F) = dimiso(F) < dimsly(C) =3

Suponhamos que dimiso(F) = 3. Neste caso is0(F) =~ sly(C). Considere iso®(F)
o componente neutro de iso(F). Como iso(F) = sly(C) e iso°(F) é irredutivel,
obteremos a menos de isomorfismo iso°(F) = SLy(C) ou iso’(F) = PGLy(C), pois

estes sa0 os unicos grupos algébricos irredutiveis com tal dlgebra de Lie (ver Teorema

1 da secdo “Lie Group-Lie Algebra Correspondence” de [16]).

Visto que podemos encarar PGLy(C) como o grupo quociente SLy(C) /{1, -1},
em ambas as situagoes existe uma agao p de SLy(C) sobre P2, Restam-nos, portanto,
dois casos a analisar:

Caso 1: p é irredutivel. Logo p é a projecao da agao irredutivel p de SLy(C) em
C3 que nao admite a existéncia de folheacao invariante F de grau maior ou igual a
dois. De fato, se F fosse invariante, seu conjunto finito de singularidades Sing(F)
também o seria, o que contradiz o Fato 2.3.5.

Caso 2: p é redutivel. Dessa forma a acao se decompoe em C? como uma acao
em C? e uma acdo em C, que serd necessariamente trivial. Assim, é possivel escolher

um sistema de coordenadas (x,y, z) tal que a a¢do pode ser escrita da forma

ap das 0
SL3(C) x C3*3 | b by O 2,0y, 2) ¥ (@12 + agy, bix + bey, 2).
0O 0 1

Como a acao em z ¢ trivial podemos nos restringir a acao em x, vy,

( Zl ZQ ) (z,y) — (a1 + agy, bz + boy). (3.1)
1 2
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Afirmacao: Esta acao preserva apenas a folheacao radial, cujo campo é¢ Zr =
20, + Y0, e possui grau zero.

Provamos esta afirmacao separadamente no Lema seguinte. Logo, pela impos-
sibilidade de ambos os casos com dimiso(F) = 3, segue-se que dimiso(F) < 2 e,

portanto, dim O > 6. O

A demonstracao da proposicao torna-se completa ao demonstrarmos o:
Lema 3.1.5. A acdo (3.1) preserva apenas a folheagao radial Zr = x0, + y0,.

Dem. Primeiramente, denotamos um elemento da agao (3.1) por A e a forma dual

de Zr por wr = xzdy — ydx. Assim, obtemos,

A(wgr) =(a1z + agy)(bidx + bady) — (bix + bay)(ardx + ady)
=(a1by — aghy)(xdy — ydz) = (a1by — asby)wr

Como ajby — ashy # 0 a folheacio Zg é invariante sob (3.1). Suponha que existe
uma folheacao nao radial, determinada por um campo X', invariante por esta acgao.
Entao existe um ponto genérico p tal que a tangente a folha exp(tX)p que passa por
p ndo passa pela origem (do contréario a folheacdo seria radial). Podemos aplicar

uma mudanga de coordenadas para supor p = (1,0). Considere o subgrupo
H = {(l’ +&2y,b2y) ‘ o € (C,bg S C*} C SLQ(C)

e note que ele fixa p. Além disso, como H fixa a folheagdo em questao, a folha
exp(tX)p também permanece fixa. Concluimos, entdo, que a tangente a folha em p

permanece fixa. Mas isto é impossivel pois, se a tangente ¢ dada pela equacao
x4+ cy+c3=0, com¢; € C

entao, aplicando um elemento de H a esta equacao, obteriamos que a equacao da

tangente possuiria a configuracao
1T+ (Cgbz + clag)y + C3 — 0

donde ¢y = by + cras para todo by € C* e ay € C, absurdo.
O

Com isto, demonstramos a Proposicao 3.1.4 e uma aplicagao direta nos dé o

seguinte resultado:

Corolario 3.1.6. A folheagao Fy realiza a dimensao minimal de orbitas em F (2, 2).
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3.2 Casos de dimensao minimal em % (2,n)

Na ultima secao descobrimos a dimensao minimal para 6rbitas de F e, simultane-
amente, a dimensao maxima de iso(F). Através desta dimensao é possivel entender
melhor o comportamento da algebra de Lie iso(F), que expomos na proposi¢ao

seguinte.

Proposig¢do 3.2.1. Seja F uma folheagdio de grau n em P?. Se dimiso(F) = 2,
entdo iso(F) € isomorfa a dlgebra de Lie de A1(C), o grupo de transformacoes afins

da reta.

Dem. Recorremos & discussao da Secao 2.5. A partir da mesma, basta mostrar que
is0(F) nao é abeliana. Supomos, por contradi¢ao, que esse seja 0 caso.

Sejam X e ) geradores de iso(F). Segue do Teorema de Lie 2.4.2 que existe
uma reta em P? invariante por X e ). Podemos supo-la a reta no infinito C, e que
X e Y sao afins numa carta. Nesta mesma carta descreveremos F pelo campo Z.

Provaremos que os colchetes [X, Z] e [V, Z] possuem um bom comportamento.
Para tanto, considere V um elemento arbitrario de iso(F). Lembramos que este
campo é linear. Em todo ponto ndo singular, temos que [V, Z] é multiplo de Z.
Segundo o Corolario 2.6.8, existe uma fung¢ao polinomial g em C? tal que [V, Z] =
gZ. Como V ¢ um campo linear afim, entao possui grau 1. Logo, Vo Z — ZoV
possui grau menor ou igual a Z, i.e., grau [V, Z] < grau Z. Portanto, g é constante.

Aplicando esta observacao aos campos X e ) temos
[X, Z] =pZ [V, 2] =q¢Z

com p,q em C. Da bilinearidade do colchete de Lie e a menos de substituir X por

uma combinacao linear apropriada de X e ) podemos supor
[X,Z]=0 [V, 2] =q¢Z

com g € C. Analisamos, agora, a transversalidade dos campos. Suponhamos,
primeiramente, que X e ) sao transversais. Neste caso, dado um ponto p nao
singular para X e ), podemos aplicar o Teorema da Vizinhan¢a Tubular (teorema
1.2.6) para obter uma vizinhanga U de p e coordenadas x e y em U de modo que

X =0, e Y = 0,. Expressando Z nestas coordenadas, obtemos
Z — a(2,1)0, + Bz, )9,

com «, 5 € C{z,y}, onde C{z,y} é o anel de séries de poténcia convergentes nas

varidveis x e y. Mas, a igualdade

46



0= [Xa Z] = axax + Bzay
implica que « e 3 sao independentes de x. Por outro lado, de
¢2 = [V, Z] = o0, + B,0,

obtemos
ay =qoe f, =qp. (3.2)

Como « e 8 sao independentes de x, temos de (3.2) que o« = re® e § = se®

para alguma escolha de r, s € C. Disto concluimos que
Z =eW¥(ro, + so,) = e¥(rX + s)).

Deduziremos que os campos Z e W = rX+s) sao campos paralelos em C2. Suponha
que Z e W sao paralelos em abertos U; e Uy que se intersectam, entao podemos
estender esta relacao a U; U Us por extensao analitica. Concluimos que Z e W sao
paralelos em C?\(Sing(Z) N Sing(W)). Podemos utilizar novamente o Teorema de
Extensao de Hartogs (ja utilizado na Proposi¢ao 2.6.7) para concluir que Z é paralelo
a W em todo C2. Donde a folheagio F definida por Z é linear. Contradicao.
Supomos, entdo, que X e ) sdo sempre colineares (porém ndo C-colineares).
Logo, em um ponto genérico uma nova aplicagao do Teorema da Vizinhanca Tubular

nos permite encontrar coordenadas tais que
X =0, e Y =00,

com § € C{z,y}. Mas, por hipotese, iso(F) é abeliana. Logo, [X,)] = 0 e disto
obtemos 0, = 0. Em outras palavras, 6 = 6(y) € C{y}. Como X e )Y ndo podem

ser C-colineares, d(y) ndo pode ser constante e de [X, Z] = 0 obtemos novamente

Z = a(y)0, + B(y)d,

com «, € C{y}. Observe que  # 0, caso contrario Z seria colinear a X. A
igualdade [V, Z] = ¢Z implica ga(y) = 0 e B(y)(¢ + d,) = 0 e portanto o = 0 e
0, = —q # 0, ou seja

X=0,, YV=(—q+r)0, Z=75y)9,

com ¢q,r € C, q#0e 5 € C{y}.

O Lema 2.6.9 afirma que F possui uma integral primeira racional nao constante
Fede Z(F) = 0segue-se F' = F(x). Além disso, o fluxo de ) é dado por Wy(x,y) =
(x +t(y),y). Visto que Y é simetria de F, ¥;(F) = F(z + to(y)) ainda ¢ integral

primeira de F. Portanto,
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0= Z(F(z+1ti(y)) = BF(x +10(y))dy(y)

Como  # 0, isto implica que J,(y) = 0, contradicdo com J,(y) = —¢ # 0 que

deduzimos anteriormente. O

Uma vez que sabemos mais sobre a estrutura de iso(F), é possivel determinar

com mais precisao o lugar geométrico das singularidades de F através do:

Lema 3.2.2. Seja F uma folheacio de grau dois em P%. Suponha que a dlgebra de
Lie iso(F) € gerada por dois campos de vetores X e Y tais que [X,Y] =Y. Entao
existe uma reta em P?, invariante pelos campos X e Y, & qual pertencem todos 0s

pontos singulares de F.

Dem. Primeiramente, denotamos g = iso(F) e afirmamos que, nas condi¢oes do
enunciado, esta élgebra é soluvel. De fato, Dg = [g,g] é gerada por ). Como
[V, V] = 0, temos D?*g = [Dg, Dg] = 0. Logo, pelo Teorema de Lie, existe uma reta
em P? invariante por X e ). Fazendo uma mudanca de coordenadas, se necessario,
podemos supor que esta reta ¢ C,. Novamente nos restringimos a carta Az. Seja
Z o campo que determina a folheacao F. Repetindo um argumento da Proposicao

anterior, obtemos
[X, Z] =pZ e [V, 2] =q¢Z
com p,q € C. Da identidade de Jacobi

O:[X,[y,Z]]—{—[y, [ZaX]]+[Zv [X’y]]
=[X. ¢Z] + [V, —pZ] + [2, V] =paZ —pgZ — 42 = —¢Z

deduzimos ¢ = 0.

Se as singularidades de F estdao todas em C, o lema estd demonstrado. Caso
contrario, existe um ponto p singular de F na carta A%2. Em particular, note que p
¢ ponto singular de X e ). Com efeito, como p é singularidade, entao p permanece
fixo sob acdo de qualquer elemento de iso(F), o que por sua vez implica que os
campos de iso(F) sao nulos em p.

Recorremos a uma mudanca de coordenadas afim para supor p = (0,0) e Y = y0,
(ver Apéndice B.6). Como X e ) sao lineares (pertencem a iso(F)), temos que

X = (a12 + a2y)0, + (asx + aqy)0y, para uma escolha de a; em C. Porém,

Yo, =Y = [X, Y] = (asz + (a4 — a1)y)0, — azyd,.
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Portanto, denotando a3 = a e considerando X — a,) podemos supor
X =—(1+a)z0, — ayd, e Y = y0,.

Por sua vez, Z pode ser escrito como 2, + Z5 + ¢Zr com Z; campos de grau i, ¢
polinémio homogéneo quadratico e Zr = 20, + y0, o campo radial. De [, Z] = 0,

obtemos, ao considerar os graus,
[yvzl]:[y>z2]:0 € [y7¢ZR]:y(¢)ZR:0

Mas, Y(¢) = 0 implica que ¢ = by?, com b € C. Das igualdades anteriores segue-se

também que
2y = (cx + ey)0, + cyo, Zy = (fy2 + gzy)0, + 99231/

com c,e, f,g € C. Observe que, se ¢ = 0, entao Z ¢ divisivel por y e, portanto,
nao descreve uma folheacao com conjunto singular finito. Disto resulta que ¢ # 0 e,

recorrendo a [X, Z] = pZ, obtemos
plex + ey)0y, + peydy = pZy = [X, Z1] = e(1 + a)y0d, + aeyo,

de modo que pc = 0. Como ¢ # 0, temos que p = 0. Escrevendo explicitamente as

outras parcelas de [X, Z] = 0, obtemos

[X, 25] = (1 — a) fy? — agay)d, — agy®0,
[X,0Zg] = —ab(2y2x8m + 2y38x).

Logo, valem as relacoes
e=ab=ag= fla—1)=0.

Se f for nulo, Z é colinear ao campo radial e seu conjunto singular nao seré finito.
Concluimos, portanto, que a = 1 e b = g = 0; donde Z = cZx + ey?0d,. Podemos

lesz, e 3y)) o que

normalizar estes dois coeficientes a 1 (basta aplicar a mudanca (¢~
faz com que o campo descreva a folheacdo dada por ydz — zdy — y?dy que possui
integral primeira i—y (ver algoritmo em B.4). Os pontos singulares desta folheagao

$a0 (1:0:0) e (0:0:1) e areta {y = 0} satisfaz o enunciado. O

Proposicao 3.2.3. Seja F € F(2,2) uma folheagio e suponha que a dlgebra de
Lie iso(F) seja de dimensdo 2, entio F €, a menos de a¢do de automorfismo de P?,

definida em carta afim por uma das sequintes 1-formas:
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(a) wy = 2*dz + y?(zdy — ydx),
(b) ws = 2*dy + y*(xdy — ydz).

Em outras palavras, as orbitas associadas a estas formas sao as inicas de dimensao
6 e sao fechadas em 7 (2,2). Os grupos de isotropia destas folheagoes sao descritos

em carta afim por:

‘o _ 3, 2 x Y N
iso(Fy) {(a x,a’y), <—1+bx’—1+bx> aeC ,be(C},
; _ 2 T Y .
180(F5)—{(a :c7ay),<1+by,1+by> acC ,beC}.

Dem. Primeiramente, o Lema 3.2.1 nos indica que iso(F) é gerada por simetrias X
e Y tais que [X,)] = V. Do Lema 3.2.2 estas duas simetrias preservam uma reta,
que suporemos ser C,,, contendo Sing(F).

Caso JF possua apenas um ponto singular, sabemos, do Teorema de classificacao
e da Proposicao 3.1.2, que F é conjugada a F;. Consideremos, portanto, o caso
em que Sing(JF) possui dois pontos singulares distintos, que poderemos supor serem
(1:0:0)e(0:0:1), amenos de automorfismo. Notemos que, em particular,
X e Y sdo singulares nestes pontos por pertencerem a iso(F), como na proposi¢ao
anterior.

Utilizamos a identidade [X, )] = Y para deduzirmos

X = (rmx +1ry)0y + 13y0, + 0y Zp e Y =syd, + ByZr (3.3)
com r;, s, a, B € C satisfazendo as relagoes

(rs—r)s=sersf=p (3.4)

e Zr o campo radial. Como na proposicao anterior, seja Z um campo que descreve
a folheacao F na carta afim Ag escrito da forma Z; + Z5 + ¢Zr com Z; campos de
grau ¢ e ¢ polindbmio homogéneo quadratico.

Podemos supor que C, nao ¢ invariante por F a menos de mudanca de coorde-
nadas. Isto por sua vez implica que ¢ nao é identicamente nulo. Uma vez que F é
singular em (1:0: 0) segue-se que ¢ = @117y + Poayy>.

Sabendo que X e ) sao simetrias segue novamente, do Corolario 2.6.8 e da

argumentacao usada na proposicao anterior, que
LyZ=[XZ]=PZ (3.5)
IyvZ =V, 2] = P2 (3.6)
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com P; polinémios lineares em C.
Tendo em vista que, se X e ) sao campos afins e P é polinomio linear, vale a

relacao
[X, PY] = X(P)Y + P[X, )],

consideramos novamente a identidade de Jacobi

0 =[x, [V, 2]+ [V.[2, X]] + [2,[X, V]
=X, P2+ [V, -P 2]+ [Z,)]
=X(P)Z + R[X, Z] + V(-P)Z - P[Y, 2] - 2
=X(P)Z+ PRZ—-Y(P)Z—-PP2Z—-PZ

da qual decorre
X(P) = Y(P) = Ps.

Além disso, escrevendo de maneira mais explicita P, = a; +b;x + ¢;y, a relacao acima

se reescreve da seguinte maneira
ba(riz + ray) + corsy + ay(boz + c2y) — bisy — By(biz + c1y) = as + box + c2y.
Comparando os mondémios obtemos que ay = 0 e também
a(byr + coy) = Bz + c1y).

A comparagao dos termos de maior grau em (3.5) implica que [ayZg, pZg] =
(bhiz + c1y)pZr. Mas, uma vez que ¢ é nao nulo, obtemos ay = bz + 1y e a

comparagao analoga em (3.6) nos da Sy = byx + coy. Disto obtemos as relagoes:
blzbgzo, a=C /BZCQ.

A argumentacao se bifurca de acordo com o anulamento ou nao do coeficiente s:
caso s seja nulo, argumentamos que a folheacao F é conjugada a F5 descrita pela
segunda 1-forma no enunciado; caso s # 0 demonstramos que esta configuracao é
impossivel e isto conclui a demonstracao da proposicao. A titulo de organizacao
e coeréncia tratamos cada caso separadamente em forma de lemas apresentados
abaixo.

Note também que os grupos de isotropia sao dados pelas afinizacoes dos grupos

de wy e wy calculados em B.5. O
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Lema 3.2.4. Sob as hipdteses da Proposi¢ao 3.2.3, supondo que (1:0:0),(0:0:1)
pertencem a Sing(F) e que s = 0 nas relagées (3.3), entdo F € descrita em carta

afim por ws = zdy + y?(xdy — ydx).

Dem. Sob estas condi¢oes podemos supor f = 1 em (3.3) e fazer uma combinacio
linear conveniente das simetrias para obter @ = 0. Reescrevemos [X,)] = ) e

constatamos que r3 = 1, além de obtermos as novas relacoes
X = (rz +ry)0, + yo, e Y =yZg. (3.7)
Disto, (3.5) e (3.6) se simplificam para
(X, Z] =1 2 e [V, Z]=yZ
Esta tltima equacao nos fornece

Y(Z1+ 29+ ¢p2R) = [vZr, Z1] + [yZR, 2] +  [WZr, ¢02g]
= —ZyZr + yZ-2W)2r + YOZR

donde, igualando os campos de mesmo grau, Z5(y) = 0 e —2Z,(y)Zr = y2Z;. Mas
esta tultima igualdade implica Z; = 0. Portanto, segue-se que Z = Q0, + ¢Zp,
com Q = qur? + quiry + qoay? polinémio quadratico tal que ¢ e @ nao possuam
componentes comuns e sejam ambos nao nulos (o que implica em particular gy # 0).

A identidade [X, Z] = a1 Z nos direciona ao sistema

(rlx—i—rgy)%—i-y%:(al—i—rl)@ (3.8)

(rx + sz)g—i + yg—ﬁ = a19.
Provaremos que podemos supor que 75 = 0. Com efeito, encaremos X como operador
linear no espago W5 dos polindmios homogéneos de grau dois. As equagoes acima
nos indicam que ) e ¢ sdo autovetores do operador com autovalores (a; +71) € a4
respectivamente. A matriz do operador X = (r1x+12y)0, +y0, na base {22, zy, y*}
de Wy é

27‘1 0 0
X = 27"2 r+ 1 0
0 T2 2

Se r1 = 1, X tem autovalor 2 com multiplicidade 3 e a primeira equacao do

sistema (3.8) no conduz a
207" = (a1 + 1)gaoa” e (22072 + 2¢11)zy = (a1 + 1)guzy.
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Como q99 # 0, a primeira relacao implica que a; = 1 e, consequentemente, a segunda
relacdo nos dd r, = 0. Se r; # 1, X possui autovalores distintos e é, portanto,
diagonalizavel. O vetor ¢ = @112y + doay? se escreve ¢ = ¢,y + dhoy* na base de
autovetores, ou seja, a diagonalizacao do operador nao afeta o formato de ¢ ou de
Q@ e portanto podemos supor 79 = 0.

Por conseguinte, o sistema ¢ dado pelas relacoes

0=(r1 —a1)go = (1 —a1)qi1 = (2 — 11 — a1)qo2
=(r1+1—a1)pn = (2 — a1)poe.

Levando em conta go9 # 0, teremos que r; = a; e ¢1; = 0, que por sua vez implica
¢o2 # 0 visto que ¢ é nao trivial. Portanto 1y = a; =2 e ¢11 = qo2 = 0.

Assim sendo, o campo que descreve a folheacao é Z = o020, +d2y* Zr. Usando
uma mudanca de coordenadas conveniente podemos normalizar g0 = ¢ges = 1 e Z é

o campo associado a forma ws. O

Lema 3.2.5. Sob as hipdteses da Proposicao 3.2.3 e supondo que (1:0:0),(0:0: 1)
pertencem a Sing(F), e que s # 0 nas relagoes (3.3), entao F ainda é descrita em

carta afim por ws = x2dy + y*(zdy — ydz).

Dem. Suponha que s # 0. Neste caso podemos normalizar ao caso s = 1. Disto a
relagio (r3 —r1)s = s em (3.4) se torna r3 = r; + 1. Considerando uma combinag¢ao

linear conveniente X — 7)) no lugar de X', podemos reescrever (3.3) como
X =rz0, + (r1 + 1)yo, + ayZg e Y =y0, + PyZg. (3.9)

Considere as igualdades [X, Z] = (a1 + ay)Z e [V, Z] = ByZ, a identidade de

Jacobi nos diz que
[X, By 2] + [V, —(a1 + ay) 2] — ByZ =0,

o que resulta em [r; = 0.

Caso § = 0: note que o campo Y = yd, possui forma dual ydy, cuja ho-
mogeneizagdo é y(zdy — ydz). Aplicando a mudanca de coordenadas projetiva
o(z,y,2) = (z,y,x), esta ultima forma se torna y(xdy — ydx) a homogeneizacao
da forma afim y(xdy — ydz) dual a yZx e os pontos singulares (1:0:0) e (0:0: 1)
trocam de papel. Podemos, portanto, supor )V = yZg. Fazendo uma combinagao
linear conveniente de X e ) recaimos no sistema (3.7) do Lema anterior, caso este

j& tratado.
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Caso r; = 0: caso seja necessario, podemos aplicar a mudanca v = 7'z, de
modo que podemos supor 5 = 1. Substituindo X por X — a) podemos também

supor que
X = —ayo, + yo, e Y =y0, + yZx. (3.10)

Que possuem formas duais ydx + aydy e —ydz + y(xdy — ydx) respectivamente.
Utilizando a transformacao linear (z,y) — (¢ — ay,y) transformamos a primeira
forma em ydx e mantemos a segunda invariante, em outras palavras, podemos supor
X = Zir e o campo )Y permanece o mesmo. Note que esta simplificagao implica
que [X,Z] = a1 Z que, por sua vez, nos conduz novamente a um sistema como
(3.8) (neste caso r; = ro = 0). Lembrando que Z = Q0, + ¢Zg, em que @ =
0207% + qu1ry + qoay? e ¢ = P11y + Poay?. A segunda equagao de (3.8) implica

d11xy + 2002y* = arpniry + a1éey?,

donde podemos extrair as relagoes ¢11(1 — a1) = ¢2(2 — a;) = 0, resultando em
a; = 1oua; = 2. Se a; =1, entao ¢g2 = 0 e, portanto, Z ¢ divisivel por y e,
consequentemente, nao possui uma quantidade finita de pontos singulares.

Se a; = 2, entao ¢1; = 0. Portanto, levando em consideracao a igualdade
[X, Z] = a1 Z, temos que Z ainda é divisivel por y. Concluimos, portanto, que o
Gnico caso em que s # 0 é o caso do Lema anterior, no qual a folheagdo F é descrita

por ws. O

Com isto, terminamos a exposicao dos teoremas que concernem a geometria de
folheagoes de grau 2. A seguir, apresentamos nos apéndices retratos de fase reais
das principais folheacoes do texto e métodos computacionais utilizados em diversas

proposicoes até aqui.
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Apéndice A

Planos de Fase Reais

Apresentamos alguns planos de fase obtidos com o auxilio do aplicativo

pplane.jar que pode ser obtido no endereco http://math.rice.edu/~“dfield/

dfpp.html.

2
z

JF1 na carta afim A

1:

Figura A.
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2
z

Figura A.2: F, na carta afim A

2
z

Figura A.3: F3 na carta afim A

2
z

Figura A.4: F; na carta afim A
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Figura A.5: F5 na carta afim A2

z

Figura A.6: F5 na carta afim A2
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Apéndice B
Métodos Computacionais

Em algumas proposicoes do texto fizemos uso de sistemas de computagao al-
gébrica para obter nossos resultados. Neste apéndice comentamos os algoritmos

utilizados em cada uma dessas situacoes.

B.1 Proposicao 1.7.5

Nesta proposicao o Teorema da Funcgao implicita nos garante que existe expansao

de x em poténcias de y através da equagao
Q = x4 byox® + by + y* + x(da02® + pr1zy) = 0.

Para isto poderiamos utilizar diversos métodos de expansao, os mais comuns Sao a
expansao de Newton, ver Christensen [18], e a expansdo de Puiseux, ver Winkler
[19] ou, a que de fato escolhemos no sistema de computacio algébrica Singular, a

expansao de Hamburger-Noether. Expandimos pela varidvel auxiliar t, e adotamos

a notagao
CL()Q:&(O), aii :a(l), a20:a(2)7
bozzb(O), bn:b(l), b20:b(2)7
G2 = £(0), 011 = £(1), G20 = £(2).

LIB "hnoether.1lib";

ring exring=(0,a(0..2),b(0..2),£(0..2)),(x,y,t),ds;

poly Q = x+b(2)*x"2+b(0)*y~2+b (1) *x*y+x* (£ (2) *x~2+f (0) ¥y~ 2+£f (1) *x*y) ;
list Hne=develop(Q);

list hne_extended=extdevelop(Hne,7);
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list L = param(hne_extended) ;
poly g = L[11[1];

g = subst(g,£(0),0);

g = subst(g,b(0),1);

e obtemos g:

-t72+ (b (1)) *t~3+(-b(1)"2-b(2) ) *t~4+(b (1) ~3+3*b (1) *¥b(2) -£ (1)) *t~5
+(-b(1)~4-6%b (1) ~2xb(2) +3xb (1) *f (1) -2xb(2) ~2+£ (2) ) ¥t ~6+(b(1) "5
+10%b (1) ~3*b(2) -6xb (1) ~2+f (1) +10*b (1) *b(2) ~2-4*b (1) *£ (2)
-4xb(2)*£ (1)) *t7,

que é uma expressao equivalente a formula (1.9) na proposi¢do em questdo. Resta
agora analisar o polindmio P = agx?® + a7y + agey® — y(pe0x? + ¢117y) quando
esta expansao ¢é aplicada. Dado que sua ordem é 7 as equacoes determinadas pelos
coeficientes de mondémios de P de graus menores que 7 devem se anular, enquanto o
coeficiente do monomio de grau exatamente 7 deve ser distinto de zero. Obtivemos

estas equacoes com:

poly P = a(2)*x~2+a(0)*t~2+a(1)*x*t -t*(£(2)*x~2+f (1) *x*t);
P = subst(P,x,g);

matrix M = coef(P,t);

ideal j = M[2,14], M[2,13], M[2,12], M[2,11], M[2,10];
poly coeficiente = M[2,9];

ring s = 0, (£(0..2),a(0..2),b(0..2)),ds;

ideal j = imap(exring,j);

poly coeficiente = imap(exring, coeficiente);
option(redSB);

j = std(j);

coeficiente= reduce(coeficiente,j);
que nos retorna j e coeficiente:

j11=f (1) +a(2)
j[2]=f (2)+a(2)*b(1)
j[3]1=a(0)

j[4]=a(1)
j[51=a(2)*b(2)
-a(2)"2

que sao as condic¢oes requeridas na proposicao.
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B.2 Proposicao 1.8.5

Nesta proposicao desejamos aplicar a mudanca de coordenada afim ¢ =
(x/(1 — oA '2),y/(1 — oA ~'2)) na forma

w = 22dx + (A\x + ¢202? + P17y + y*) (xdy — ydz)

em que A é nao nulo.
Utilizando o sistema Axiom, definimos o espaco de formas em 2 variaveis e o

pullback através de:

coefRing := Integer

lv :List Symbol := [x,y]
der := DERHAM(coefRing,1lv)
R := Expression coefRing
dx :der := generator(1)

dy :der := generator(2)

pullback2(1l:List(R) ,w:der) :der ==
al:= coefficient(w,dx)
a2:= coefficient(w,dy)
al:= eval(al,[x=1.1,y=1.2])
a2:= eval(a2,[x=1.1,y=1.2])
w:= alxtotalDifferential(l.1)$der
w:= w+ta2*xtotalDifferential (1.2)$der

return(w)
Utilizando a notagao A = s e ¢p2 = £ podemos, entao, definir

wider:= x"2xdx + (s*x + f*x72 + y~2)*(x*dy - y*dx)
varphi:=[x/(1-(£/s)*x),y/ (1-(£/s)*x)].

Com estas defini¢coes pullback2(varphi,w) retorna

4 2 52

—————————————————————————————————————— dy
4 4 3 3 222 3 4
fx -4f s x +6f sx -4f s x + s
+
4 3 5 4 2
-8y -8Xy+tsx
—————————————————————————————————————— dx
4 4 3 3 22 2 3 4
fx -4f s x +6f sx -4f s x + s

que é a forma equivalente a utilizada na proposi¢ao.
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B.3 Hiperplanos em P%

Nosso objetivo é definir quantas condicoes lineares a identidade de Euler
Px + Qy + Rz = 0 impoe nos coeficientes de P, (), R quando estes sao polinomios
homogéneos de grau 3 nas variaveis x, y, z. Podemos realizar isto através do sistema
Axiom. Primeiramente, definimos polinomios genéricos P, (), R e o polinémio da

identidade de Euler através de

genericHomPoly(d:PI,a:Symbol) :POLY(INT) ==
1:NNI:=0
p:POLY(INT) :=0
contacoef:PI:= 1
while 1 <= d repeat
j:=0
while j <= d-i repeat
p:= ptalcontacoef]*x~i*y~j*z~((d-i-j)::NNI)
contacoef:=contacoef+1
ji= j+1
i:= i+1

return(p)

genericHomPoly(3,a)

Q:= genericHomPoly(3,b)
R:= genericHomPoly(3,c)
E:= x¥P+y*Q+z*R
Vemos agora os coeficientes do polinémio E; que definem as condicgoes lineares ja
referidas.

L:=[[[coefficient(E, [x,y,2z],[i,j,k]) for i in 0..4] for j in 0..4] for k in 0..4]

L1:=reduce(concat,L)

L2:=reduce(concat,L1)

A lista L2 é dada por

10 8 9 8 6 8 5 7 6 3 6 5 2 5 1
c +b,c¢c +b,c¢c +b,c,b +a,b +a,b +a,b,a ]
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Esta lista consiste em 15 polindmios claramente independentes (nenhuma variavel
aparece em mais de uma equagao), porém podemos calcular o nimero de elementos

que gera a base de Grobner deste ideal através de

G:=groebnerFactorize(L2)

#(G.1)

para recebermos 15, como esperado.

B.4 Integrais Primeiras

Nesta secao procuramos calcular as integrais primeiras das formas wy,ws € ws.
Para isto utilizaremos as Observagoes 1.5.3 e 1.5.4 e uma observacao extra: se F' é
uma integral primeira de uma 1-forma w entao exp(F') também o é. Isto é claro da
defini¢do de integral primeira e do fato de que d(exp(F')) = exp(F)dF.

Uma vez que obtemos uma forma fechada basta integrar esta forma ao longo de
qualquer caminho. Por exemplo, no segmento que vai de (1,1) a (a,b), e obteremos
a integral primeira. Utilizamos o sistema de computacao algébrica Axiom e cons-
truimos, entao, nosso espaco das formas usando o complexo de DeRham, que nos
permite diferenciar formas da maneira usual, com a variavel auxiliar ¢ e a funcao

que aplica uma transformacao a forma.

coefRing := FRAC(INT)
lv :List Symbol := [x,y,t]
der := DERHAM(coefRing,1lv)

R := Expression coefRing
dx :der := generator(1)
dy :der := generator(2)
dt :der := generator(3)

Utilizamos a funcao criada por S. C. Coutinho para o célculo do pullback de uma

1-forma por uma transformacao dada.

pullback(1l:List(R),w:der) :der ==
al:= coefficient(w,dx)
a2:= coefficient(w,dy)
al:= eval(al,[x=1.1,y=1.2])
a2:= eval(a2,[x=1.1,y=1.2])
w:= alxtotalDifferential(l.1)$der
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w:= w+a2xtotalDifferential(l.2)$der

return (w)

Podemos, entao, criar o algoritmo que tem como entrada uma forma fechada w e
tem como saida a integral primeira F'. Dada a forma, basta aplicar a transformacao
que parametriza o segmento de (1,1) a (a, b) pela variavel auxiliar ¢ e integrar neste

caminho. Segue:

pw:der:=pullback([(1-t)+t*a, (1-t)+t*bl,w)
f:= coefficient(pw,dt)
F:R:=integrate(f,t)::R
F:= eval(F, [a=x,b=y])
F:= eval(F,t=1)-eval(F,t=0)
Tomamos w; = x?dx + y*(xdy — ydxr) e aplicamos o algoritmo na forma fechada

w1
—» que nos retorna
T

. ) 1/y\3 1 2 )
que é equivalente a ' = 3 (—) ——+ 3’ podemos descartar a parte constante, pois
x

nao afeta o fato de F ser integral primeira, obtendo, assim, a integral desejada.

Tomando wy = 2%dz + (¢ + y*)(zdy — ydz) vemos que a forma
i é fechada. Aplicando o algoritmo, obtemos
x2(22% 4+ 2zy + = + y?)
2 2

- x log(y +2xy+ 2x + x) + 2x log(x) + x log(6) +y - x

Multiplicando o resultado por —1, exponenciando e, por fim, multiplicando por

constante, obtemos
1 2
P (2+_+2(g)+<£) )eXp(_y).
x x x x

Se wy = xydr + (2% + y?)(zdy — ydzx), a forma fechada é % Aplicando o
7Y
algoritmo, obtemos

2 2 1 2
x log(y) - x log(x) + -y +
2
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Simplificando e exponenciando esta fungao, obtemos a integral primeira
2
y y- 1
F== = —— ).
z P (2332 x)
B.5 Proposicao 3.1.2

Nesta secao buscamos calcular o grupo de isotropia de uma folheacao descrita
por uma forma ja conhecida e permanecemos com o sistema de computacao Axiom.
Definimos, similarmente & secao anterior, o complexo de DeRham sobre o anel

de polinémios em trés variaveis:

coefRing := Integer

lv :List Symbol := [x,y,z]
der := DERHAM(coefRing,1lv)
R := Expression coefRing
dx :der := generator(1)

dy :der := generator(2)

dz :der := generator(3)

Antes de definir o algoritmo utilizado, definimos duas fun¢oes auxiliares: a ho-
mogeneizacao de formas em relacao a variavel z e a aplicagao de transformacao
na forma homogeneizada dada uma lista com as imagens das varidveis x,y e z da

seguinte forma:

homogenizeForm(w:der) :der ==

a:= coefficient (w,dx)
b:= coefficient (w,dy)
da:= totalDegree(a)
db:= totalDegree(b)
d:= max(da, db)
A:= z~(d)*eval(a, [x=x/z,y=y/z])
B:= z~(d)*eval(b, [x=x/z,y=y/z])
C:= x*xA+y*B
if zero?(eval(C,z=0)) = true then
C:= C/z
W:= Axdx+Bxdy-C*dz
else
W:= (z*A)$R+dx+(z*B) $R*dy- (C) *dz
return(W)
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pullback3(1l:List(R) ,w:der) :der ==
al:= coefficient(w,dx)
a2:= coefficient(w,dy)
a3:= coefficient(w,dz)
al:= eval(al,[x=1.1,y=1.2,z=1.3])
a2:= eval(a2,[x=1.1,y=1.2,z=1.3])
a3:= eval(a3,[x=1.1,y=1.2,z=1.3])

w:= alxtotalDifferential(l.1)$der
w:= wta2xtotalDifferential(1l.2)$der
w:= wta3*totalDifferential(1l.3)$der
return(w)

Podemos, enfim, definir nosso algoritmo que tem como entrada a forma w, na
carta afim {z = 1}, e tem como saida uma lista com as rela¢oes induzidas pela
transformacao, que precisam ser nulas para que a transformagao esteja no grupo de
isotropia.

A forma geral de uma mudanca de varidveis em P? pode ser representada pela
aplicacao linear o(x,y,2) = (@12 + by + 12 : agx + boy + 22 : azx + bsy + ¢32).
Recordamos que o grupo de isotropia consiste nas aplicagoes o que fixam w. Procu-
ramos, entao, as aplicacoes o tais que o*w = tw com t € C* ou, equivalentemente,
o*w —tw = 0.

Primeiramente, procuramos quais relagoes devem ser nulas. Para tanto, aplica-

mos o seguinte algoritmo:

sigma:= [al*xx+bl*y+clxz,a2*x+b2*y+c2%z,a3*x+b3*y+c3*z]
W:=homogenizeForm(w)

W1:=pullback3(sigma,W)

W2:=W1-txW

A:=coefficient (W2,dx) : :POLY(INT)
B:=coefficient(W2,dy) : :POLY(INT)
C:=coefficient(W2,dz) : :POLY(INT)

L1:=reduce(concat,reduce(concat, [[[coefficient (4, [x,y,z],[1i,],k])
for i in 0..3] for j in 0..3] for k in 0..3]))
L2:=reduce(concat,reduce(concat, [[[coefficient (B, [x,y,z],[1i,],k])
for i in 0..3] for j in 0..3] for k in 0..3]))

L3:=reduce(concat,reduce(concat, [[[coefficient(C, [x,y,z],[i,],k])
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for i in 0..3] for j in 0..3] for k in 0..3]))

L:=append(L1,L2)
L:=append(L,L3)

Obtemos, assim, o ideal L gerado pelos polindmios que representam as relacoes
que devem se anular. Utilizamos um algoritmo que calcula a base de Grobner e

fatora os polinomios deste ideal para obter as relacoes mais simples possiveis.

G:=groebnerFactorize (L)

G1:List(List(POLY(INT))) :=[]
for g in G repeat

if member?(t,g)=false then
Gl:= cons(g,G1)

O dltimo teste nos garante que a relagao indesejada t = 0 nao ocorrerd em nossa
lista. Temos, portanto, o algoritmo completo.

Aplicamos o algoritmo para w; = z?dr + y?(xdy — ydz) e recebemos:

3 2 3

[[t - a1l b2 ,al ¢3 - b2 ,c2,cl1,b3,bl,a3,a2],
3 2 3

[t - a1 b2 ,al ¢3 - b2 ,c2,cl1,b3,bl1,a2], [11]

O primeiro conjunto de relagoes pode ser encarado como caso particular do se-

gundo (no qual a3 = 0). Portanto, como estamos trabalhando com uma transforma-

¢ao projetiva, podemos supor c; = 1. Tomando a3 = b e by = a?, obtemos a; = a®

3z :a%y: z+bx) com b € Cea e C*. Também note que o*(w) = a*?w, como

e
o= (a
esperado da primeira relagao.
Para wy = x?dr + (z + y?)(zdy — ydz) e recebemos:
4
[[t - a1 ,c3 - al,c2,c1,b3,b2 - al,bl,a3,a2],
4 2
[t - a1l ,c3 - al,c2,c1,b3 + 2a2,b2 - al,bl,al a3 + a2 + 2al a2], [1]]
O primeiro conjunto de relagoes induz o da forma (ayz : a1y : a12). Se a3 = 1,
o ¢é a identidade. Como antes supomos que a; = 1 e chamamos as = a no segundo
conjunto, donde o é da forma (z : ax +y: —a(a + 2)x — 2ay + z) com a € C. Note
que 0*(w) = w = ajw, como esperado da primeira relagao.

Para w3 = xydr + (2? + y*)(xdy — ydx) recebemos:

4
[[t - a1l ,c3 - al,c2,c1,b3,b2 - al,bl,a2],
4
[t + a1l ,c3 - al,c2,c1,b3,b2 + al,bl,a2], [11]
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Supondo que a; = 1 e az = a, esses conjuntos induzem o = (x : +y : z + ax)
com a € C.

Para wy = (z + y* — 2%y)dy + z(x + y?)dz o algoritmo convencional extrapola o
tempo computacional aceitavel, de modo que precisamos alterar a ordenacao mono-

mial para otimiza-lo. Supomos que c3 = 1 com

L:

eval(L,c3=1)

wn
I

HDMP([al,a2,a3,b1,b2,b3,cl1,c2,t],INT)
LL:List(S):= [g::S for g in L]

G:=groebner (LL)

Isto nos retorna uma lista de 333 relacoes que, simplificadas, ficam reduzidas a

aiby = 1 e b3 = 1 donde as isotropias podem ser descritas por

ey 2) (e jy:2), G 2y =)

27

com j =e3 .
O caso de ws = z2dy + y*(zdy — ydx) & similar ao caso de w; e o algoritmo nos
da as relacoes
3 2
[[t - a1 b2 ,al ¢c3 - b2 ,c2,cl1,bl,a3,a2],[1]]
Supondo que c3 =1, by = a e by = b, vemos que o é da forma (a*z : ay : z + by)
com a,be Cea#0.

Assim, descrevemos por fim todos os grupos de isotropia que desejavamos.

B.6 Proposicao 3.2.2

Nesta proposicao consideramos o campo YV = (a1 + ay)0, + (asx + a4y)0, e
desejamos encontrar uma mudanga de coordenadas o = (byx + by, bsx + byy) que
transforma ) em yd,, em outras palavras, a mudanca transforma a forma dual
w de Y na forma ydy. Seguimos o método descrito por S. C. Coutinho. Como

anteriormente utilizamos o complexo de DeRham e a funcao pullback:

w:der:= (alxx+a2x*y)x*dx+(al3*x+adxy)*dy
[bl*x+b2*y,b3*x+bd*y]

pw:= pullback(sigma,w)

sigma:

donde
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2 2

(a4 b4 (a3 + a2)b2 b4 + al b2 )y

+

((a4 b3

+

a3 b1)b4 + a2 b2 b3 + al bl b2)x

((a4 b3 + a2 bl)b4d + a3 b2 b3 + al bl b2)y

2 2
(a4 b3 + (a3 + a2)bl b3 + al bl )x

dx.

Extraimos os coeficientes de dx e dy:

coefficient (pw,dx) : : POLY(FRAC(INT))
coefficient (pw,dy) : : POLY (FRAC(INT)) .

Para que pw seja conjugada a ydy precisamos que A se anule e B seja puro em y.

Portanto devemos obter relacoes decorrentes do anulamento dos poliné6mios na lista
L:=[coefficient(A,x,1), coefficient(A,y,1), coefficient(B,x,1)].
Precisamos, agora, analisar 3 casos. O primeiro ayay4 # 0:

L1:= L

G:= groebnerFactorize(L1)

que retorna

L
[a4 b3 b4 + (a3 + a2)b2 b3 + al bl b2, bl b4 - b2 b3,
2 2
a4 b3 + (a3 + a2)bl b3 + al bl ]

[a4 b3 b4 + 2a2 b2 b3 + al bl b2, bl b4 - b2 b3,
2 2
a4 b3 + 2a2 bl b3 + al bl , a3 - a2]

2
[a4 D3 + a2 bl,a2 b3 + al bl,al a4 - a2 ,a3 - a2], [1], [b3,bl,a3 - a2],
[b3,b1,a4,a3 - a2], [bl,a4,a3,a2], [b4,b3,a3 - a2,all], [b4,b3,a3,a2,al],
[b4,b3,a4,a3 - a2,all, [b4,ad,a3,a2,al]l, [b3,bl,a3 - a2,all,
[b3,b1,a4,a3 - a2,all], [bl,a4,a3,a2,all, [b3,a3,a2,al], [a4,a3,a2,all]
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em que a tnica base viavel é a primeira, visto que as outras impoe relagoes entre
os a’s. Podemos supor bibs # 0 e, como os polinémios na primeira relagao sao

homogéneos, podemos supor também que b; = by = 1. Resolvemos para b3 e by com
radicalSolve(eval(G.1,[b1=1,b2=1]),[b3,b4])

que retorna

[
o ___ +
| 2 2
- \Il- 4al a4 + a3 + 2a2 a3 + a2 - a3 - a2
[D3= = - mmm o mm o ,
2a4
o +
| 2 2
- \Il- 4al a4 + a3 + 2a2 a3 + a2 - a3 - a2
bA= —m e ]
2a4
o +
| 2 2
\|l- 4al a4 + a3 + 2a2 a3 + a2 - a3 - a2
[b3= — - s
2a4
o +
I 2 2
\|l- 4al a4 + a3 + 2a2 a3 + a2 - a3 - a2
4= —m e ]
2a4
1.

determinando possibilidades para ¢ no primeiro caso. Procedemos de maneira simi-

lar com o caso a; = 0 mas a4 # 0:

L2:=eval(L,al1=0)
G:= groebnerFactorize(L2)
radicalSolve(eval(G.1, [b1=1,b2=1]), [b3,b4])

que retorna

E também com o caso a; # 0 mas a4 = 0:

L3:=eval(L,ad4=0)
G:= groebnerFactorize(L3)
radicalSolve(eval(G.1, [b3=1,b4=1]), [b1,b2])

que retorna

69



L3:=eval(L,a4=0)
G:= groebnerFactorize(L3)
radicalSolve(eval(G.1,[b3=1,b4=1]),[b1,b2])

que retorna

O caso a; = a4 = 0 nao pode ocorrer pois, se X e ) sdo 0s campos que geram
is0(F), entao as condigoes da proposicao nos dao [X, Y] = Y. Se Y = azzd, — asyd,
e X = (a1 + c2y)0; + (c37 + ¢c4y)0, entao teriamos

(a3 + as)cy = azz e

—(as + az)cs = asx.

Portanto, resultaria X = 0, o que é impossivel.
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