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Resumo

Este trabalho visa compreender melhor a dinamica de dois corpos vistos

como massas puntiformes sobre a superficie de um cilindro infinito.

Como ferramentas, sao utilizadas técnicas da dinamica de vortices, visto que
essas dinamicas - de vértices e de massas - tém um ponto de vista em comum.
Na verdade, inclui-se também nesta lista de dinamicas em comum a dinamica

de cargas puntiformes.

Sao formuladas as equacoes da dinamica de massas na geometria intrinseca
do plano e do cilindro. Apéds ser notado que a dinamica de duas massas na
geometria intriseca do plano ¢ integravel e a busca por novas integrais - indepen-
dentes das ja conhecidas - do cilindro falha, o estudo se volta para compreender
a dinamica no cilindro, em particular, o impacto da topologia do cilindro nesta
dinamica.

Com técnicas analiticas e numéricas, conclui-se que a dinamica no cilindro
possui muitos aspectos em comum com a dinamica do plano - de fato, mostra-se
que a dinamica no cilindro pode ser vista como uma perturbacao da dinamica
no plano - em energias baixas, mas, em energias altas, ocorrem fenomenos

intrinsecos a topologia do cilindro e perde-se essa identificagao com o plano.

Palavras-chave: Dinamica de n corpos, mecanica celeste, secoes de Poincaré.



Abstract

This work aims to better understand the two-body dynamics seen as point-

masses on the surface of a cylinder.

Tools from the field of vortex dynamics are used, because these areas - vortex
and mass dynamics - have a common point of view. Actually, one could add

to this list of dynamics, the dynamics of pointcharges.

The equations of the mass dynamics are formulated on the plane and on
the cylinder intrinsic geometry. Being noticed that the two-body problem
on the plane is integrable and the search for new first integrals - which are
independents from those already known - on the cylinder fails, the study aims

to realize what the impact of the topology of the cylinder in this dynamics is.

Using both analytical and numerical techniques one can conclude that the
dynamics on the cylinder has a lot of aspects related the dynamics on the plane
- in fact, one can see the dynamics on the cylinder as a perturbation of the
dynamics on the plane - at low energies, but, at higher energies, the topology
of the cylinder plays a key role in the dynamics and the connection with the

plane is lost.

Key words: n-body dynamics, celestial mechanics, Poincaré secctions.
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Introducao

H&, sempre houve e continuard havendo (durante muito tempo) interesse
em mecanica celeste na humanidade. Desde os primeiros tempos das civi-
lizagoes que conhecemos, podemos ver registros de estrelas, a confeccao de
calendarios baseados nesses registros, a adaptacao da agricultura a esses ca-
lendarios, etc. Muita ciéncia foi feita a partir de conhecimentos em astro-
nomia/engenharia espacial; por exemplo: a teoria do caos dentro da area de
sistemas dinamicos surgiu com Poincaré estudando o problema dos 3-corpos;
muitos métodos numéricos para os mais variados fins (calcular solugdes de sis-
temas de equacoes nao lineares, calcular integrais, calcular solugoes de EDO’s,
etc.) surgiram de estudos e cdlculos de efemérides; muitos produtos utilizados
hoje em dia pela sociedade surgiram de pesquisas em engenharia aeroespacial,
etc. Os satélites que utilizamos hoje (para comunicacao, para mapeamentos,
para fins militares, dentre outros) necessitam abundantemente de estudos em
mecanica celeste e seu aprimoramento passa invariavelmente pelo estudo mais
aprofundado dessa area. Poderiamos continuar dando mais alguns motivos

para justificar estudos nessa area, mas nao sera necessario se alongar aqui.

Como esse texto comtempla também, mesmo que por um instante pequeno
e nao seja seu foco, a area de dinamica de vortices e cargas, podemos ver além
da mecanica celeste, e justificar o fato de serem importantes de serem estuda-
dos: na area de dinamica de vértices, temos estudos/resultados em dinamica
de fluidos (que modelam &reas importantes da ciéncia e tecnologia, por exem-
plo, engenharia aeronaitica e meteorologia) e na area da dinamica de cargas,

h4 interesse em estudar dinamica de particulas eletricamente carregadas (em-
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bora, se essas particulas forem da escala atomica, se utilize um ponto de vista

quantico e nao classico para tais estudos).

Naturalmente, os estudos em mecanica celeste surgiram nos espagos Eu-
clideanos, uma vez que a propria geometria diferencial estava evoluindo junto
com a mecanica celeste. Conforme se entendiam mais as geometrias intrinsecas
das variedades, tais estudos foram sendo utilizados para entender a dinamica
de distribuicoes pontuais de massa como se estes estivessem nas superficies de

tais variedades.

Estudos em outras variedades que nao as Euclideanas surgiram no século
XIX e se desenvolveram até os dias de hoje. Os primeiros foram Bolyai e Lo-
bachevsky, os fundadores da geometria hiperbdlica, que estudaram o problema

de Kepler no espaco hiperbdlico tridimensional ([15] apud. [9, 23]).

No mesmo século alguns estudos de matematicos como Paul Joseph Ser-
ret, Ernst Schering, Lejeune Dirichlet, dentre outros continuaram os estudos
em variedades de curvatura negativa, e estudaram também em variedades de

curvatura positiva ([15]).

Para o caso da variedade ser um cilindro (também uma variedade com cur-
vatura Gaussiana constante, mas nao simplesmente conexa), existem poucos

trabalhos presentes na literatura ([2, 21, 26]).

Esta dissertacdo tem um objetivo exploratério/quantitativo sobre o pro-
blema dos dois corpos sobre a superficie de um cilindro, embora aqui serao
apresentadas as ferramentas para se entender um contexto mais geral de proble-
mas, a saber, a relacao que existe entre o problema dos n-corpos, dos n-vértices

e das n-cargas, a deducao de suas hamiltonianas e algumas redugoes possiveis
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de serem aplicadas em contextos mais gerais e que serao feitas e somente de-
pois particularizadas. Tais ferramentas serao apresentadas desde o principio
mostrando primeiramente a relagao entre os problemas e onde a Decomposicao
de Hodge nos ajuda a derivar a dinamica de uma particula sujeita a qualquer
um dos campos destes problemas, logo apos, utilizando uma mesma hipotese
de trabalho vemos que é possivel escrever as dinamicas acima em suas formas
Hamiltonianas, logo apds, particularizando para o caso das massas, estudare-
mos como aplicar o processo de reducao do espaco de fase, calculando algumas
simetrias. Por fim, serao apresentadas secoes de Poincaré para o caso de 2
massas e sera feita uma andlise destas secoes de forma a garimpar informacoes

inportantes a cerca dessa dinamica.

No primeiro capitulo, apresentamos dois teoremas sobre como decompor
campos veoriais e/ou formas diferenciais em componentes mais facilmente tra-
tadas isoladamente. Além disso, apresentamos também os conceitos de fluido
incompressivel e forca central e veremos algumas dinamicas que podemos defi-

nir nestes casos.

Veremos, no segundo capitulo, dinamicas de particulas sobre certas su-
perficies, sob o ponto de vista Hamiltoniano, isto é, veremos como calcular

as expressoes Hamiltonianas de cada caso.

Mais adiante, no terceiro capitulo, dadas as formas Hamiltonianas de tais
dinamicas, vamos focar na dinamica de massas e vamos ver o processo de
reducao dos graus de liberdade dessa dinamica, de forma que podemos ver um
conjunto maior de érbitas através de quocientes realizados no espaco delas e

tomando apenas uma representante.
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No quarto capitulo, fazemos um estudo do sistema reduzido de 2-corpos na
superficie de um cilindro, com a finalidade de obtermos algumas informacoes

sobre essa dinamica.

Prosseguindo, no quinto capitulo, apresentamos algumas secoes de Poincaré
deste problema a fim de explorar mais a fundo esse problema, e complementar
a obtencao de informacoes iniciada no capitulo anterior. Sao apresentadas
também algumas secoes de Poincaré do problema de 2 corpos no plano para

fins comparativos e ilustrativos.

Finalmente, no sexto capitulo, vemos como a dinamica no cilindro pode ser

escrita como uma perturbacao da dinamica no plano.



Capitulo 1

Um Ponto de Vista Comum para a

Dinamica de Vortices, Massas e Cargas

1.1 Decomposicao de Campos Vetoriais - O Teorema da

Decomposicao de Helmholtz-Hodge

Nesta secao apresentaremos o Teorema da Decomposicao de Helmholtz-
Hodge (DHH) que trata da decomposicdo de campos suaves (C*°) em R"
(n = 2,3) em trés componentes, cada qual mais facilmente tratada. Futura-
mente, apresentaremos também como essa decomposicao nos ajuda a entender
a dinamica de uma particula cuja trajetoria é determinada pelo fluxo de um
campo vetorial, nos casos em que este campo é um campo de vorticidades, um

campo gravitacional ou um campo elétrico.

A ideia por tras da DHH é investigar o quanto o campo vetorial em questao
é rotacional e o quanto ele é divergente, separando-o em duas componentes:
uma rotacional com divergente nulo e uma divergente com rotacional nulo; além

disso, uma terceira componente - a saber, a harmonica - aparece nesta decom-

14
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posicao. Entao nao é possivel dividir o campo em apenas uma componente
rotacional e uma divergente, contudo, tal decomposicao ja nos ajuda a obter
informagoes sobre o campo uma vez que saibamos lidar com cada componente

separadamente.
Teorema: (da Decomposi¢do de Helmholtz-Hodge)
Seja u: Q — R", Q CR" (n =2,3) um campo de vetores suave.
u pode ser decomposto da seguinte maneira:
U = Ui + Us + Uz,
onde
divuy = —yp e rotu; =0,
divus = 0 e rotus = X,
divus = 0 e rotuz =0,
com v € R, p uma funcao e X um campo vetorial.
uy é dito ser irrotacional, us solenoidal e u3 harmonico.

Observacao: Como os operadores divergente e rotacional sao lineares segue

que

divu = div(ug 4+ ug + uz) = divuy + divug + divug = divuy = —7p

rotu = rot(u1 + U + U3) = rotuy 4+ rotus + rotus = rotuy = X..

Observemos que tal decomposicao nao esta bem especificada porque, se

Uy = uy + hy, Uy = ug + hy e u3 = ug — hy — ho, onde hy e hy sao campos
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harmonicos, entao u pode ser decomposto como
U = U] + Uy + U3 = U + U + U3,

com u; e uy irrotacionais, us e Uy solenoidais e u3 e uz harmonicos.

Para resolver esta situacao, devemos impor condicoes sobre o campo u,
dependendo do dominio 2. Por exemplo, se 2 = R" temos que, se exigirmos
que v — 0 quando ||z|| — +o00 qualquer campo harmonico h é identicamente
nulo, de tal forma que nas decomposicoes acima h; = hy = ug = ug = 0,

U1 = Uy e Uy = Uy serd uma decomposi¢ao unica.

Observacao: Quando €2 nao for simplesmente conexo ou tiver fronteira,

podem existir campos harmonicos nao triviais. Assim como no caso de 2 = R",
as condicoes podem ser impostas para que a decomposicao seja unica. Neste
caso, as condicoes sao sobre a fronteira de €2. Tal estudo esta fora do escopo

deste texto. Para maiores informagoes, consulte [4] e [5] e suas referéncias.
Facamos agora uma analise desta decomposicao em R?:
Sejam f : R — Re X : R? — R? dado por X (1, z2) = (X1(21, 22), Xo(x1, 22)).

O operador rotacional rot : X(R?) — R pode ser definido como

0X, 0X;
X = —— —
rot 8561 8x2
o 0
= (_8_:132’8_x1> - (X1, Xa)
0 -1 -
— ! : (XlaXQ)
1 0 =

— JV-X,



17
onde

J= ,

¢ chamada de matriz simplética.

Observagao: Os outros operadores do célculo de varias varidveis (o gradi-

ente, o divergente e o laplaciano) sao definidos da maneira padrao.

Temos que
of
divJVf = div 0 Oy ::dw(: o af)
10 2 O’ Oy (1.1)
2 2
= - oF + o/ =0
(9:1018:132 61'281‘1
e
_ of of\ _ 9*f *f
I'OtVf rot <8371 (9.%‘2) - 8x28x1 (9x28x1 =0 (12)

Na DHH, do fato de rotu; = 0 e de (1.1), segue que existe uma fungao ¢ tal
que u; = Vo, e do fato de divuy = 0 e de (1.2), segue que existe uma funcéo

Y tal que uy = JV.

Com isso, segue entao que

. . . . (09 09 P P
J— —_— = _— = — A
vp = divu = divu; = divVe = div ( T 8x2) 92 + 5 923 ¢
e
o oY 8210 0?1
pr— pu— pu— pu— A
Y = rotu = rotus = rot(JV) = rot < Oy (9x1) 6x1 + = 023 .

Portanto, para determinar as funcoes ¢ e 1 basta resolver as duas equacoes

de Poisson:

Ap = —
A=Y

(1.3)
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1.2 Algumas Definicoes sobre Formas Diferenciais

Nesta secao apresentamos algumas definicoes sobre formas diferenciais. Em
particular serao apresentadas as definicoes de produto interno, dos operadores
estrela de Hodge, Laplace-Beltrami, divergente, rotacional e gradiente sobre

variedades Riemannianas. Esta secao estd baseada em [13].
Notacao: Seja M uma variedade diferenciavel n-dimensional.
Denotaremos por QF(M) o espaco das k-formas diferenciais em M.
Notagao: Seja (M,g) uma variedade Riemanniana n-dimensional com
métrica g.
Em um sistema (U, x;) de coordenadas local em M, se g = (¢ij)ij=1,n
denotaremos por gt = (") j=1... n-
Defini¢ao (Produto Interno):

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional e wy,ws duas k-

formas.

Podemos escrever w; e wy como

w1 = Z Clil...ikdl’il VANEIEEAN dﬂ]ik

i <<
Wy = Z bjyid A - A dadh,
<<
Definimos o produto interno de w; com wy como:
()0 QF(M) x Q¥(M) — R

(w1, wa) = (w1, wa), = Z av by
i1 < <ih
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Tpoely A% R 77y | SR
onde a = g g g ag, .., .
J1<<Jk

Exemplo 1: Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao 2 com

métrica diagonal, isto é,

gu 0
g:
0 g2
Notemos que
g = 1/gnu 0 _ gt 0
0 1/g2 0 g%

Sejam w; = a1dz! 4 asdz? e wy = bidr! + bydx?® duas 1-formas em M.

Calculemos a! e a?:

1 a
o al = glla; + ¢'%as = —ay + Oag = —;
g11 g1
1 a
o a2 = ¢%a; + ¢*as = Oaj + —ay = —.
922 922
ab asb
Logo (w1, ws), = alby + a’by = Ly ==
g1 922

Sejam agora n = ajpdz! A dz? e n = badx' A dz? duas 2-formas em M.

Calculemos a'?:

1 1 ai12
° g2 — g11g22a12 — = .
g11 922 g11922
12 a12b12
Portanto (n1,1m2), = a*“b12 = .
g11922

Exemplo 2: Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao 2 com

métrica g = (gij )i j=1.2-
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Note que
922 —9g21
1 1 922 =92 | | detg detg | _ gt g"
detg | _ —Y12 91 21 22
gi2  gu detg  detg g g

Sejam wy = ajdz! 4 asdr? e wy = bidr! + bydx?® duas 1-formas em M.

Calculemos a! e a?:

1 11 12 922 921
e a =¢g a1+ g-ay= ap — as;
g ayT g-a detg 1 detg 2
2 21 22 g12 g1
e a°=g-a;+gTay=——F——a1 + —ao.
g ar T graz detg 1 detg 2
: 1 2 1
Assim (wi, wa)y = a'by +aby = th[(gmm — g21a2)b1 + (—g12a1 + g11a2)bs).

Sejam agora 1 = ajodx! A da? e n = biada! A dz? duas 2-formas em M.

Calculemos a'?:

911922
o a? = g'g%ap = (detg)2a12'

Com isso, (11, 1)y = a'?byy = %ambu-

Exemplo 3: Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n com

métrica diagonal, isto é, g = diag(g11, -+ , Gnn)-

Note que ¢! = diag(1/g11, -+ , 1/gnn) = diag(g“, cee g™,
Sejam w; = Z Qi AT N - - AN dT™ e wy = Z bj i dx’ A A da?

i< <ig <<k
duas k-formas em M.

Calculemos a'



21

i1oip E Wit , .. o kJk s .. — E ir L gk
® = g g ajl...]k = g g CLZl...Zk

J1<<Jk i<+ <ig

. Z Ay,

Y
7;1<"'<Z.k; gilil e glklk
pois g ¢ diagonal, ou seja, g;; = 0, se @ # j.

. ) iy
Com isso, (wy,ws2), = E a't D, = E —k

1<k 11 << g 1°1 g ktk

Defini¢ao (Estrela de Hodge):
Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n.

O operador estrela de Hodge é definido como segue:
. QFM) — QVFM)

w = kW,
onde *w ¢ tal que ¥ A sw = (¢, w) v, Vi) k-forma em M com

v = +/detgdx! A --- A dz" a forma volume.

Exemplo 4: Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao 2 com

métrica g = diag(gi1, go2)-
Seja w = a;dx! + asdx? uma 1-forma em M.
Vamos calcular *w.
Seja 1) = bidz! + bydz? uma 1-forma qualquer em M.

Segundo os calculos do Exemplo 1, temos que

b b
(W, w), = 2 4 D202 (1.4)
g1 422

Pondo sw = ajdz! + asdz? temos que

Y A *w = (bydat + byda?) A (arda' + andz?®) = (byay — byay )dat A da?. (1.5)
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Assim, como por definigdo sabemos que 9 A sw = (1, w), v temos, utilizando

b b
(1.4) e (1.5) e comparando termos, que (byag —bocvy) = <E + E) /911922,
g11 g22
) . g1
logo, como queremos determinar oy e s, podemos concluir que oy = —as, | —
g22
1922
C g = A1,/ —.
g1
Seja agora 1 = ajadx! A dx? uma 2-forma em M.
Vamos calcular *7.
Seja ¢ = byadx® A dz? uma 2-forma qualquer em M.
Segundo o Exemplo 1, temos que
a12b12
O, N)g = : 1.6
< >g g11922 ( )
Pondo xn = 3 temos que
¢ A *n = (biodax’ A dx?) A B = Bbyada’ A da?. (1.7)
a12b12
Portanto, por (1.6) e (1.7) temos, comparando termos, que by = :
g11922
. 12
ou seja, xn = .
g11922

Definigao: (Divergente)
Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional, u € X(M) e w, a
1-forma em M correspondente a u através da métrica g, isto é, w,(-) = g(u, -).
Definimos o divergente como sendo:
div: QY(M) — C®(M)
wy > div(u) = *d * wy,.
Definigao: (Rotacional)

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional, u € X(M) e w, a
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1-forma em M correspondente a u através da métrica g, isto é, w,(-) = g(u, -).

Para n = 2 definimos o rotacional como:
rot: QYM) — C®(M)
wy rot(u) = *kdw,.
Para n = 3 definimos o rotacional como:
rot: QY M) — QYM)

wy  + rot(u) := g (xdw,),
onde ¢ é o homomorfismo candnico entre fibrados, dado por,

g:TM = T"M, §(u)(-) = g(u, ") = wu(*)-

Definigao: (Gradiente)

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional e f € C*°(M).

Definimos o gradiente de f como sendo:
grad: C*(M) — X(M)
fooo= grad(f) = g7'(df),

onde g é o homomorfismo definido acima.

Definicao: (Operador de Laplace-Beltrami)

O operador de Laplace-Beltrami é um operador no espaco das k-formas

diferenciais (Q2%(M)) definidas sobre uma variedade n-dimensional (M, g), dado

por:

Ay QF(M) — QF(M)

w = Ayw = (dd + dd)w, onde & QF (M) — QF1(M)
n o 0n = (—1)" DT gy,

Observacao: Diremos que uma p-forma ¢ harmonica quando Ayw = 0 e

denotaremos por H¥(M) = {w € QF(M); Ajw = 0} o espaco das k-formas
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harmonicas.
Note que Ayw = 0 <= dw = dw = 0.

Observacoes:

Em coordenadas, podemos escrever os operadores definidos acima como:

, 1 «— 0
o div(u) = NGET ; 02 (uir/detg);

911922
e (Para n =2) rot(u) = (detg) 3 [8$1 (ZZ: gzzuz> Y (; guuz)] ;

"\ Of 0
e grad(f) = Z gzja_;f%;
i UL

B,j=1
0 y 0
ij
oz, <g detg oz, > :

Note ainda que os operadores assim definidos sao generalizagoes dos opera-

dores ja conhecidos do célculo de varias varidaveis no espaco Euclideano. De

fato, em R" com a métrica Euclideana temos g;; = d;; e detg = 1, o que implica:

"0

7 1) = 5

o div(u Z . (u; ) ; 7.
6u2 8u1

1-1[ 0 0
e rot(u) = T [(9.%1(0 up+1- u2)_(9_x2(1 us + 0 - ul)] (9_561_6_3:2

. of 9 of 0
* grad Z 52] 85172 6% (9xz 8.@-’

S S A (AT oK oE S
I La Oy, % (9:13] 0x; 83;‘Z L~ Ox?’

=1 v
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1.3 Decomposicao de Formas Diferenciais - O Teorema

da Decomposicao de Hodge

Enunciamos agora o Teorema da Decomposicao de Hodge (DH) para formas
diferenciais, que pode ser visto, ao mesmo tempo, como um analogo e uma

generalizacao da DHH para formas diferenciais.
Teorema (da Decomposicao de Hodge):

Seja M uma variedade Riemmaniana, compacta, sem bordo e orientada,

munida com uma métrica g.
Temos que
OM(M) = A, (Q°(M)) & H (M)
= d6,(Q"(M)) @ 6,d(QF(M)) @ H"(M)
= A(Q(M)) @ 5,8 (M) @ HE(M).
Em outras palavras, dada § € QF(M) existem o € Q¥ 1(M), g € QFFL(M)

ey € H¥(M) tais que
0 =da+ 08+ 1.

Demonstracgao: Ver [34].

Vale a mesma afirmacao, feita para a DHH, que tal decomposicao nao esta
bem definida, uma vez que, se y; e 72 sao duas formas harmonicas, entao, se

definirmos @ = o + 71 € B = B + 79, temos que 8 pode ser decomposta como

0 =da+ 6B+ =da+ 3+ .

E novamente, para resolver essa situacao, condicoes sobre a forma w e sua
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relacdo com a fronteira da variedade (caso ela exista) podem ser requiridas.

Vejamos agora - superficialmente ainda nesta secao e com mais detalhes
nas préoximas - como a DH nos ajuda a compreender melhor o comportamento
da dinamica de massas e cargas (forcas centrais) e vértices (fluidos incom-

pressiveis).

Mas primeiro, podemos nos perguntar o que sao os conceitos de campo de

forcas centrais e fluido incompressivel. Seguem as definigoes:
Definigao(Campo de Forcas Central):

Seja M uma variedade. Um campo de forcas central sobre M é um campo

vetorial X € X (M) tal que rot(X) = 0.
Defini¢ao(Fluido Incompressivel):
Seja M uma variedade.

Suponhamos M preenchida por um fluido incompressivel. Temos entao que
as particulas que ocupam este fluido satisfarao div(u) = 0, onde u é o campo

vetorial de velocidades dessas particulas.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, simplesmente conexa,

de dimensao 2 com métrica diagonal.
(Vale também para M = R? com g a métrica Euclideana ([33]).)

Sejam u € X(M) e w, a l-forma correspondente a u em M através da

métrica wy(-) = g(u, ).

Aplicando o Teorema da Decomposicao de Hodge podemos escrever w, =

dw; + 6wy + w3, onde wy; € QV(M), wy € Q3(M) e w3 € HY(M).
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Temos dois casos para investigar:

(i)

(i)

Para u um campo de aceleragoes de forgas centrais, isto é, rot(u) = 0,

estamos trabalhando com a classe de formas exatas (dws);

Para v um campo de velocidade em um fluido incompressivel, isto é,

div(u) = 0, estamos lidando com a classe de formas co-exatas (dws).

De fato,

(1)

0 = rot(u) = *dw, = *d(dw; + dws + w3) = *ddwy + *ddws + *dws =
xddwy = * x ddwy = *0 = 0 = (—1)%déwy = ddéwy; = 0, mas como
dows = 0, podemos afirmar que dws é harmonica.

Assim, w, = dwy + \Q;_/ , com ( harmonica.

5(,02 -HUg

Temos que ( é fechada, isto é, d( = 0, portanto, como M é simplesmente
conexa,  é exata, isto é, existe T € QY(M) tal que ¢ = dr.

Logo, w, = d :
g ¢

w1+T

0 = div(u) = *d*w, = *d*x(dw;+0ws+ws) = *d*dw;+xd*owy+*xd*ws <=
0=—0= —*dxdw — *d * dwy — *d * w3 = ddwy + 00wy + dws = ddwy,

mas como ddw; = 0, podemos afirmar que dw; ¢ harmonica.

Portanto, w, = dws + ( , com ¢ harmonica.
~—
dw1+w3

Temos que ¢ é co-fechada, isto é, ¢ = 0, portanto, como M é simples-

mente conexa, ( é co-exata, isto é, existe 7 € Q*(M) tal que ( = o7
([17]).

Logo, w, = ¢ :
0g0, W [0)

Wo+T
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Nas duas proximas segoes veremos cada caso mais detalhadamente.

1.4 Forcgas Centrais

Nesta secao apresentaremos como derivar as equagoes que governam a dinamica
de n-massas ou n-cargas em uma variedade Riemanniana (M, g) nas hipdteses
supracitadas (compacta, simplesmente conexa, de dimensao 2 com métrica di-

agonal ou M = R? com a métrica Euclideana).

O espago de fase é T"M x --- x T*M.

N
n—vezes

Seja a(q,t) um campo de aceleragoes, onde g é a posi¢ao de uma particula.
Definimos a densidade de massa (carga) de um campo vetorial gravitacional
(elétrico) como —vyp(q,t) = div(a(q,t)).

Observagao: O termo v é uma constante que indica aumento (y > 0) ou
diminui¢ao (v < 0) de volume conforme a natureza da forga: atrativo (gravi-

tacional, cargas iguais) ou repulsivo (cargas diferentes).

Considerando o campo como sendo de forgas centrais (rot(a) = 0) e as

massas (cargas) sendo pontuals temos que a den51dade de massa (carga) sera

dada por vp(q, t) szmi (q—alt ( Zkéq gt ),ondemi(kz-)é

i=1
a massa (carga) do i-ésimo corpo.

Vamos primeiramente estudar a dinamica de uma particula teste:
Seja (x1,x9) um sistema de coordenadas em M.

Vamos adicionar a informacao da massa a métrica - processo este que sera

chamado “massificacao da métrica” - de tal forma que ela fique representada
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) mgii 0
pela matriz g =
0 mga
Se a = a;=— + as=——, entdao w, = g(a, ) = mgiiardr’ + mgoasdz?.
8:1:1 63}2

Ja vimos que, se g = (g;;), entao

2
911922 0
rot(a) = (detg)3/2 lﬁxl (Z 922%) T 0ms (21:91'16%')] :

Neste caso, temos que

0 = rot(a) = ! a(m a)—i(m al) | <=
= = A 92202 D75 g11a1
0

—(mgana mgiia 0.
8x1( g220a2) — Or 2( giiay) =
Assim, podemos afirmar que existe ¢ : M — R tal que
09
mgooly = ———
92202 I
0
mgna = ———
g11a1 Ot
A fim de determinar ¢ vamos utilizar o fato de que div(a) = —cS.
Temos que

1 0 0
di = *d * w, = S )
iv(a) = *d * w N (83}1 (m+/g1192201) + O (m 911922a2)>

Assim, notando que m,/g11g22a; =

mos que
. 1 < 0 <\/911922 < 3¢)) 0 <\/911922 < (9¢>>>
div(a) = — 4+ _r
m4/g11922 \ 071 g1 O Oy 922 0o
1 0

1)) 0 190
B 11 22 _
Jetg (8w1 (9 \/9119228x1) + Oy <g \/9119228962)) Ayo.

Gii Gii Ox;

v/ 911922 (mgm'az') _ v/ 911922 (_ 5¢>7 te-
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Portanto, para calcular ¢, o potencial da partlcula teste, temos que resolver
uma equacgao de Poisson Ay = vp = VZmi ( vzk 0(q —
i=1
@(t)).

Dada a métrica g = diag(mgi1, mgse) temos que o gradiente serd dado por

1 of 0 1 of 0
fo., 1 of

d(f) = :
grad(/) mgi1 01 0x1  mgo 02 0o
1
Assim, como a; = — i = —grad(¢).
mgi; 0T,

Como a dinamica de massas e cargas ¢ um sistema mecanico, vale a Segunda
Lei de Newton, que diz que ' = ma, onde m é a massa da particula, e F' a

forca que ela sofre.

Sabemos que a(q,t) é um campo de aceleragoes e ¢ = (x1,z2) a posigao da
particula, assim a = § = (7, 23).
Portanto, temos que determinar (z1(t), z2(t)) tal que md(t) = F(q(t)).
Tal equacao de segunda ordem pode ser transformada em um sistema de
equagoes de primeira ordem fazendo p = mgq, e assim teremos
j= =

m .
p = F(q) = m§ = ma = —mgrad(¢)

1
Se tomarmos H = 2—Hp\ ? + m¢ poderemos escrever
m

OH
G=—
9
_ Ton
p_ aq?

que é a forma Hamiltoniana da particula teste.

Para determinar a dinamica de uma distribuicao pontual de massas (car-

gas) vamos utilizar a seguinte hipétese de trabalho: “Cada massa (carga) se
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comporta como particula teste no campo dos outros”.
~ 1,1
Seja (1,2, -

xf,xh) € M x --- x M as posigdes das n massas (cargas).
s 1y 2 < _ ]

-~

n—vezes
Tomando a métrica massificada como

diag(migi1, m1ga2, Magi1, M2gaa, -+ » MuGi1, Mpga2)

e fazendo contas andalogas as feitas para a particula teste teremos que, cha-

mando (a},a,- -, a},ay) as aceleragoes, temos

. 1 09
milgll o}

ai = — —_—
2 MGz O}

e portanto, a = —grad(¢).

Podemos escrever a Segunda Lei de Newton da forma M(t) = F(q(t)),

onde M = diag(my, my, ma, Mo, -+ , My, My).

Se escrevemos p = M ¢ entao a equacao de segunda ordem acima se trans-
forma no seguinte sistema de equacoes de primeira ordem:
=M1
q = p

p=F(q) =Mj= Ma=—Mgrad(¢)

1
Com isso, tomando H = §pTM p + M ¢ poderemos escrever

. OH
q= S
dp
_ o0
p_ 8q7

temos assim a dinamica das n-massas (cargas) escrita em forma Hamiltoniana.

Mais a frente veremos casos mais especificos de dinamicas em certas varie-

dades, mas antes, vamos analisar o caso dos fluidos incompressiveis.
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1.5 Fluidos Incompressiveis

No caso de fluidos incompressiveis, vamos estudar a dinamica de n-vértices

numa variedade Riemanniana (M, g), novamente nas hip6teses supracitadas.

Sabemos que, neste caso, o espago de fase é M x --- x M ([24]).

~~
n—vezes

Seja v(q,t) um campo de velocidades, onde ¢ é a posi¢ao de uma particula.

Definimos o campo de vorticidades gerado pelos vértices como sendo
%(g,t) =rot(v(g,1)).

Considerando o fluido no qual os vortices e a particula estao imersos como
incompressivel (div(v) = 0) e os vértices como pontuais, temos que o campo
de vorticidades serd dado por (q,t) = I;0(q — ¢i(t)), onde I'; é a vorticidade

do i-ésimo vortice.
Vamos primeiramente estudar a dinamica da particula teste:
Seja (x1,x9) um sistema de coordenadas em M.

Se v = V= + Vva=—, entdao w, = g(v, ) = grvidr! + gevedr?.
8%1 83[;2
Z (v;4/detg).
—1

2
Neste caso 0 = div =
( g11922 21:

Ja vimos que div(v)

’L

0
iV g11922) <= a—xl(le/ g11922) +

Z

0
Er (v2y/g11922) = 0.
o)

Logo, podemos afirmar que existe ¢ : M — R tal que

0
U1/ 911922 = 8¢

0
V24/911922 = ¢
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Como v é um campo de velocidades e ¢ = (x1,z2) é a posicao da particula,

podemos escrever v = (21, Z9) e portanto
1 oy
V911922 09
1oy
V911922 01

Vamos agora determinar v utilizando o fato de que rot(v) = .

T =

T

T 10) = ——— (L (ga2) — 2 (gun)
emos que rot(v) = Vo) — —(qg11v1) |.
q \/m oz, G222 Oy g1101
Note que
9, 11722 O 0
vy — 92 OV W e Y
v/ 911922 0x1 g1 0x1 0xy
0 V911922 O 0
g, = LW K 2 gl
V911922 02 g2 Oz 0x2
Assim

_ 1 d 11 o\ 0 [ o oY
rot(v) = N (8561 (9 \/911922ax1> Ot ( g \/911922—ax2

SRy N 0 (0N

= Tow ((%1 (g \/detgaxl) + B2, <g detg&c2 = —Ay.

Portanto, analogamente ao caso das massa e cargas, para determinar v, a

hamiltoniana da particula teste, teremos que resolver uma equacao de Poisson
n

Ajp =% = ZFié(q — qi(1))-
i=1

Para a dinamica dos vortices, utilizaremos a mesma hipdtese de trabalho:

“cada vértice se comporta como particula teste no campo das outras”.

Seia (i .z oo P a) e M x --- x M as posicoes dos n vortices.
142 y 1y 42 N _
—~
n—vezes

Utilizando a hipotese de trabalho e fazendo contas analogas as feitas para
a particula teste, temos que, se chamarmos (v1,vs,v3, v3, -+, v}, vl as veloci-

. , Z_'Z . .
dades, isto ¢, v; = 2", 1 =1,--- ,n, j =1,2,
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| =
V911922 0T
2

V911922 04
Nas proximas secoes apresentamos a derivacao desse hamiltoniano para o

caso em que a variedade é o plano e no caso em que ela é um cilindro de raio

R.

Para um tratamento mais geral dessa variedade, ver [24].



Capitulo 2

Calculos Iniciais Sobre Superficies de

Interesse

2.1 Derivacao da Hamiltoniana dos voértices no plano

Temos agora, em ambos os casos (forgas centrais e fluidos incompressiveis),

que resolver uma equacao de Poisson: Au = f, cujo termo de fonte é dado.

A fim de resolvermos tal equacgao, consideremos a solucao fundamental,
solucao do problema A¢ = dy:

1
————|r]*™, sen > 3
o(r) = 4 " 2)om (2.1)

1
o ogl|r|, sen = 2,

onde «, é o volume da bola unitaria de R" ([16]).

Como estamos em R?, temos que

1
8(r) = 5-loglr

11 |
= —log|r
47rg

(2.2)
2.

35
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Assim sendo, a solucao fundamental ¢ nos dé a resposta sentida por um ob-
servador localizado na posicao x a uma excitacao provocada por uma particula
localizada na origem (por isso dy); se quisermos estender isto para uma particula
localizada, digamos, em p € R?, basta considerar uma composicao de ¢ com
uma translacdo, ou seja, basta considerar a funcao ¢(r, p) = ﬁlogh" — pl?, que

¢ solugao da equagao A¢ = 0,,.

Se estivermos interessados agora na resposta sentida por um observador a
um estimulo de uma distribuicao discreta e finita de particulas, digamos n
delas, basta considerarmos uma combinacao linear das solucoes, uma vez que

a equacao de Poisson ¢ linear.

n

Portanto, tal resposta pode ser vista como a solucao de Ay = Z il (t);
j=1

onde 71(t), ..., 7, (t) s@o as posi¢oes das n particulas no tempo t e ay, ..., a, sao

escalares associados a cada uma das particulas, que dependem de sua natureza.
Por exemplo, se estamos tratando de vortices em um fluido incompressivel, tais
escalares sao as vorticidades I'; de cada vortice; se estamos em um problema
gravitacional (forcas centrais), as particulas podem ser vistas como pontos de
massa m;; ou, no caso de um problema de eletrodinamica (também de forcas

centrais), como pontos de carga q;,J=1,...,n.

Finalmente, como sabemos a solucao fundamental da equacao de Poisson,
n
podemos resolver Ay = f = Z a0y (t)-
j=1
A solucao sera dada por
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¢(T7 7nj<t)) - ffR2 ¢(T) p)f(ra p) dp

_ ; a;o(r,r;(t)) (2.3)

1 < )
= Zajlog\r —r;(t)]°.
j=1
Vejamos como determinar a dinamica de uma particula teste sujeita a um

campo gerado por vortices em fluidos incompressiveis.

Como u é um campo de velocidades, em coordenadas cartesianas, temos que
u=(&,y).

Por outro lado, como estamos em um fluido incompressivel, sabemos que

existe uma funcéo ¥ (denominada fungao de corrente) tal que u = Jgradap.

Assim
i 0 —1 9 —%
ou seja

( n

, oY 1 x — x;(t)
= - = I J

‘ oy 271',2 T —r;(t)2

3 =1 (2.4)
= o iZF-y_yj(t)

oz 2 &=~ |r —ri(t)]?
\ J=1

Recapitulando o que fizemos até aqui: Estamos em R? e sabemos que uma
distribuicao discreta e finita de particulas gera um campo vetorial neste espaco.
Por este motivo podemos nomear tais particulas de “motores”, pois sao elas

que geram o movimento de outras.

Supomos conhecida a dinamica destes motores e gostariamos de estudar o

que acontece com uma particula teste sujeita a acao do campo gerado por eles.
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Determinada 1, conhecemos entao as equagoes que geram a dinamica da
particula teste. m outras palavras, dada a dinamica dos motores, é possivel
determinar a dinamica de uma particula teste sujeita ao campo vetorial gerado

por eles.
A questao agora é: como determinar a dinamica dos motores?

Para isso, utilizamos a seguinte hipotese de trabalho: “cada motor se com-
)

porta como particula teste no campo gerado pelos outros.”

Assumindo tal hipétese, podemos modelar tal problema utilizando o mesmo

formalismo Hamiltoniano utilizado no problema da particula teste.

2.1.1 Voértices em fluidos incompressiveis

Como cada vortice se comporta como uma particula teste no campo dos

outros, temos que a Hamiltoniana de cada um deles serd dada por (2.4).

Para determinar a Hamiltoniana do problema dos n-vortices é conveniente
lembrar que a derivada é um operador linear e portanto podemos escrever a

Hamiltoniana como:

H = ZF Crap(rj, i) ZF ['ylog|r; — rel?. (2.5)

i<k ]<k

Notemos que, em coordenadas cartesianas,

oH 1 Ti— Tp
7 y; Z k\T —Tk\Q " QW; Flry = ril?
k#y k#j
< < 9 n
. OH I Yi — Yk . 1 Yi — Yk
3Yi 0x; s — k\rj — 7|2 Yi s — k\rj — 7|2
\ k?’é] \ k?’é]
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A primeira vista, a introdugao do termo I'; do lado esquerdo das equacoes
(2.2) pode parecer artificial, mas observemos que H é, na verdade, a Hamiltoni-

ana na variedade simplética (R**, ) com coordenadas (z;, T';y;), (ou (T';z;,y;))

e ()= erdxj A dy;.
j=1

A introducao deste termo I'; e a mudanca na generalizacao canonica da

n n

forma simplética (2 = Z I'jdzj A dy; em vez de Q = Z dx; A dy;) ocorrem
j=1 j=1

para que possamos justificar a hipotese de trabalho; de fato, comparando as

equagoes (2.4) e (2.2) podemos perceber que tal hipdtese é valida, uma vez

que, em um certo sentido, as equagoes sao as mesmas.

2.2 Derivacao da Hamiltoniana dos vértices no cilindro

Nesta se¢ao seguiremos como em [26].

Notemos que podemos considerar o cilindro de raio R como uma faixa in-
finita no plano de comprimento 27 R com seus lados identificados, ou ainda

como infinitas faixas, todas de comprimento 27 R.

R © 2tR ' 2tR ' 2R

Figura 2.1: Identificagao cilindro «— faixa de comprimento 27 R com suas bordas identificadas

<— infinitas faixas de comprimento 27 R.

Para a derivacao da Hamiltoniana e da dinamica dos vértices no cilindro, a
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ultima identificacao nos é especialmente agradavel. Vejamos.
A partir deste ponto nos serd ttil também a identificacao R? ~ C.

Se temos um sistema com n vortices no cilindro, podemos, através da iden-
tificacao cilindro de raio R < infinitas faixas de comprimento 27 R no plano,
deduzir que, em cada faixa, ha um sistema de n-vértices, conforme a Figura

2.2.

Figura 2.2: Ilustragao da dinamica de n-vortices na identificagao cilindro <— infinitas faixas

de comprimento 27 R.

Tal sistema pode ser visto como uma interacao de cada vértice com infi-
nitos outros; cada um deles interage com infinitos outros dispostos em uma

distribuicao 2w R-periddica.

Sabemos que, no plano, a funcao de Green para o Laplaciano é

1
Y(rj,ry) = —log|r; — rk]2.

47
Levando em conta apenas uma das faixas, essa seria a funcao de Green, mas
como temos infinitas cépias da faixa (logo infinitas cépias deste sistema) e a

distribuicao dos vortices é periddica, podemos periodizar 1.

Identificando r; = (x;,y;) com (; = z; + iy;, temos que a funcao de Green
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periodizada é 1,(¢;, (x) = Zlong (¢ + 27 Rn)[%, de tal forma que a

neZ
Hamiltoniana é dada por

Hy = > TWlb(G G)
kil (2.7)
= E Z ZFkFllog]@ - Cl — 27TRTI|2.

neZ k<l

Esta série diverge, mas isto nao é um problema, visto que a adicao de termos
constantes na fungdo Hamiltoniana nao altera a dinamica das particulas (pois

s6 nos interessam as derivadas de Hy).

1 1
Definindo H = Hy—— >N FkFllog|2ﬂRn|2—E > "TyI'log|2R[?, temos

nez k<l k<l
que H também é Hamiltoniana deste sistema e agora nao temos mais problemas

<en G~ G\ |
2R

Em coordenadas complexas ((; = x; + iy;), as equacoes da dinamica sao

de convergéncia, pois (ver Apéndice A)

1
H = g Z T'.Ijlog
k<l

(2.8)

dadas por
G = 2. 108
b z' T, a@ -
_ o Gk — G Gk — G
— sz 47r klz;l“l (log(sen< ¥ >sen( ¥ >>>
1£k

<en (Ck—éz) S(Ck—Q>
—izn:Fz 2R 2R ) 1
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Para escrever esta Hamiltoniana em coordenadas reais, observamos primei-

ramente que (ver Apéndice A)

G =G\ [ 2 [Tk — T 2 (Vb — Y1
= —_— 2.
sen ( R ) sen R + senh R (2.9)

de forma que

2

1 G — G
H = —ZFkFllog sen
417T k<l ZRx . Ui — (2.10)
= — S Il 2 (Zh 7 w2 ZE—
4”; k log(sen ( R >+sen oR
e portanto as equacoes de Hamilton sao dadas por
( senh Ye — Ui
, OH I — R
T — —F—— = ——ZFZ
Oy 8TR “— o [Tk — X p2 Yk
12k sen SR + sen T
) T — X
n sen
TR (9_H _ L T I
Yk oxy, STR — : o [ Tk — T 12 Uk — U\’
\ Ik Sen 2R + sen W
Ek=1,...n

2.3 Massas e Cargas em Forcas Centrais

No caso da dinamica de massas e cargas, que é uma dinamica de forcas
centrais, a funcao Hamiltoniana tem uma parte potencial (que se deriva de
forma andloga & Hamiltoniana dos vértices feita anteriormente) juntamente

com uma parte cinética, que sera construida adiante.

Proposigao: Dada uma variedade (M, g), um sistema mecanico (isto é, que

obedece a Segunda Lei de Newton) sobre ela de uma distribuicao discreta de
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n-pontos de massa my, mo, - -+, m, tem como energia cinética
n
K(prope ) = 3 o —|ill2
Qmi g

i=1

onde p; é o momento da i-ésima massa.

Demonstracgao: Pode ser vista em [7, 19].

Sendo L o Lagragiano de um sistema de n particulas de massas my, - - -, my,
com posicoes 11, - - - , 1, € velocidades vy, - - - , v,, podemos escrevé-lo em nessas

coordenadas como
L=K-V,
onde K = K(ry,--- ,r,) é a energia cinética do sistema e V =V (vy,--- ,v,) a

energia potencial.

Assim,
1 n
2
L = 5Zmuwug,—v
i=1
1 n
= §ZmiviTgvi—V.
i=1
, : oL -
O momento p; é definido como p; = 0 logo p; = m,v; g, e portanto,
U;
I,
vi= g7

Assim, a energia cinética K expressa como funcao dos momentos p; é dada

por

1 n —1 n

pigt ('l 1~ 1 g 1 2
K — — . _— — ) P — —_— . 9.
. ;:1 Mg > ;:1 o Pig P ;:1 Qminng 1

Sobre a métrica g, podemos vé-la de duas formas:

(i) Vendo o cilindro como imerso em R3, aproveitando suas coordenadas car-
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tesianas (2/,y', z) e transformando-as em coordenadas cilindricas

x Rcos ¢
y | = | Rseny |,
2 2

onde ¢ € [0,27), z € R e R é o raio do cilindro, temos que a métrica se

escreve Como:
ds® = da® + dy? + d=* = R*do® + d22,
e pode ser representada pela matriz

R? 0
0 1

g:

(ii) Vendo agora o cilindro como na identificacdo com as infinitas faixas de

comprimento 27 R, e utilizando a métrica Euclideana, chegamos a

que implica na expressao da métrica
ds® = dz* + dy?,

que pode ser representado pela matriz

g:

Cada uma desses pontos de vista nos é 1til em algum momento do trabalho.

No caso das forcas centrais, a parte potencial serda agregada uma constante

multiplicativa v responsavel por dar a natureza atrativa/repulsiva da forga.
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Assim, somando a parte cinética com a potencial, temos que a funcao Ha-

miltoniana do problema das n-massas é dada por:

H = Z—!Ipz!|2—1+72mzm3 (74, 77), (2.11)

1<j

onde G é a funcao de Green.

(i) No caso em que r = (¢, 2k):

(ii)) No caso em que 1y, = (zk, Yr):

mim T; — T
H = Z px7+pyl ny jlog(ser@( oV >+senh2< ZR%))'

1<j
(2.13)

Observacao: A diferenca no caso da dinamica de n-cargas é o escalar

associado a cada corpo na parte potencial, que sera a carga k;, ou seja, a

funcao hamiltoniana no caso de n-cargas tera a parte potencial dada por

271310g<se (%Q%)JrsenhQ( QRZj)).

1<]

Wkk?; 2 [ Li Xy o Yi —Yj
Z log <sen ¥, + senh T .

1<j




Capitulo 3

Reducao Simplética dos Graus de
Liberdade do Problema de Dois

Corpos no Plano e no Cilindro

Nesta secao apresentaremos o processo de reducao dos graus de liberdade

do problema dos dois corpos sobre o plano e o cilindro.
Seguiremos como feito em [29].

Lembramos que o problema dos dois corpos é um sistema Hamiltoniano que

pode ser descrito pela Hamiltoniana em (2.11).

Para realizar o processo de reducao, procuramos por simetrias das equacoes
do sistema. Elas podem ser proprias das equagoes, ou entao da funcao Hamil-
toniana que induz uma simetria nas equagoes. Em outras palavras, simetrias
da funcao Hamiltoniana induzem simetrias nas equacoes do sistema Hamil-
toniano, mas nem toda simetria do sistema é induzida por uma simetria da
funcao. Assim sendo, temos que investigar tanto as simetrias da funcao quanto

as simetrias das equagoes.

46
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3.1 Plano

Fixando notagao, sejam:

e 1; a componente x da posicao do i-ésimo corpo;

e 1; a componente y da posicao do i-ésimo corpo;

e p,. a componente x do momento do i-ésimo corpo;

e p,, a componente y do momento do i-ésimo corpo.

Sendo um sistema Hamiltoniano, temos que a dinamica destes corpos é

descrita pelas seguintes equagoes:

) OH ) OH _ OH ) OH
I = 3 To = = — = -,
1 (9]0351 2 3px2 Y1 (9py1 Yo 8py2 (3 1)
B oH . oH . oH . B OH '

Doy = 8x1’ Pzy = _(‘9_952’ Py, = _8_y17 Py,

No caso da dinamica dos dois corpos no plano, podemos escrever H(q,p) =
T(p) 4+ U(q), onde estamos denotando p como o momento e ¢ a posi¢ao. Em
outras palavras, essa funcao Hamiltoniana pode ser “quebrada”’na soma de duas
outras fungoes, cada uma dependente unicamente de uma parte das variaveis
de H, onde, por convencao, costuma-se chamar 7" de “a parte cinética” da
Hamiltoniana e U de “a parte potencial”.

Como nas coordenadas cartesianas a métrica pode ser representada pela

10
matriz g = , a parte cinética da Hamiltoniana é dada por

T =Yl = 3 0 4 = Loy Doy P P
X m; ? gfl 2mz Z; Yi le 2m1 2m2 2m2



48

Pela observacao acima somada ao fato de que a funcao potencial U depende
somente da norma da distancia entre os corpos, podemos afirmar que o sistema
é invariante com respeito a rotagoes e translagoes, pois se tivermos que
R:R? 5 R? e T : R?> — R? forem transformacoes lineares, respectivamente,
de rotacao e translacao, entao segue que como R é um operador unitario, R
preserva normas e como 1’ é uma translacao, 7" também preserva normas, isto

¢ ||t = 7| = IR — )l = IT(F{ — 73)I| e portanto U(||7{ — 75[|)

U(IR(F = 73)l)) = U(|IT(7] = 73)]))-

Podemos assim concluir que:

(i) O momento angular total do sistema L = z1p,, — y1ps, + TaDy, — YoDa, €

constante;

(ii) A soma das componentes  dos momentos lineares p, = p,, + Py, ¢ cons-

tante, assim como a soma das componentes y: p, = p,, + Dy,

Observacao: Vale a pena frisar que essas simetrias acima sao simetrias da

funcao Hamiltoniana H.

De (ii) concluimos que p,, = k; — ps, € py, = ky — py,, onde k;, k, € R sao
constantes que representam, respectivamente, as componentes em x e em y do

momento do centro de massa do sistema.

. : vinia i
Assim, se pudermos escolher um sistema de coordenadas “que viaja junto
com o centro de massa”, isto é, tal que o centro de massa fique em repouso

com relagao a origem do sistema, concluiremos que

pl’z — _pl'l (32)

Py, = —Py,-
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E possivel fazer tal escolha, pois dado W e R?, temos que se

r =x+ wt

/

Yy =y + wt,

(o grupo de simetrias Galileano) onde t € R, entao

¥ =x+w
Y =19+ w,
de onde concluimos que a aceleracao dos sistemas (2',y') e (z,y) é igual, isto

L . y . (31
¢, ¥/ =2 ey =y, e portanto como p,, = mz;, temos que M T; = P, =

oH oU
= ———. Um raciocinio analogo pode ser aplicado a y1, T2 € yo.

Ory Ox

[sto é, as equagdes (3.1) se mantem na mesma dinamica independentemente
da velocidade com que o sistema de coordenadas se desloca.

Observemos que a simetria apresentada acima é uma simetria das equagcoes
(3.1) e nao da fungao Hamiltoniana H. De fato, H varia ao adotarmos um

sistema de coordenadas com velocidade constante, mas isto nao ¢ um problema,

visto que estamos interessados nas simetrias do sistema e nao da funcao.
De p, = py, + Pz, = 0 € py = py, + py, = 0 temos que
mizy, + mog = 0
myy1 + mage = 0.
Integrando o sistema acima obtemos

M1T1 + Maky = Cy
miy; + malYs = ¢y,
onde c;, ¢, € R, representam, respectivamente, as coordenadas em x e em y da

posicao do centro de massa com relacao a origem do sistema.
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Assim, como o sistema é invariante com relacao a translacoes em x e em v,
se escolhermos a origem do sistema fixada no centro de massa teremos entao

que
mix1 + moxo =0
mayr +mayz = 0,

de onde segue que

my
To = —I1

mo

s (3.3)
Yo = ——Y1,

mo

Até aqui reduzimos os graus de liberdade do sistema de 8 para 4. De
fato, as varidveis p,,, py,, T2 € y2 nao sao mais independentes das outras, por
(3.2) e (3.3) isto é, para conhecer as drbitas do sistema bastam 4 informagoes
(variaveis).

Para passarmos a reducao devida ao momento angular utilizaremos coorde-

nadas polares.

Com a reducao ja feita de 8 para 4 graus de liberdade, podemos nos con-
centrar somente na interacao entre os dois corpos, deixando de lado as érbitas
deles. De fato, por (3.2) e (3.3) podemos determinar a posi¢do e 0 momento

do segundo corpo, através das informacoes do primeiro.
Assim sendo, para passarmos para as coordenadas polares, apliquemos
T = T9 — T1 = rCOSP
Y = Y2 — y1 = rseng.

Nas coordenadas cartesianas, a métrica é dada por ds?> = dz? + dy?, cuja

10
matriz representante é dada por g = . J& nas coordenadas polares, a

01
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10
métrica é dada por ds? = dr?4r2dyp?, com matriz representante g =

0 r2
Dessa forma, a parte cinética da Hamiltoniana nas coordenadas polares fica

Pl 1 10 Pr D

2m1

Além disso, temos também que a parte potencial U sé depende de r, pois,
como estamos considerando a posicao relativa entre os dois corpos, o problema
que estamos estudando agora ¢ o Problema de Kepler, cujo potencial nao de-

pende do angulo, mas somente do raio.

Com essas consideracoes, temos que a Hamiltoniana H é dada por

Ipll7- P P;
H = g Ulr)= =" 4 U
(v, ¢, Prs D) o T (r) o T ot (r),
e o sistema é descrito pelas equacoes
. OH . 0H
r = 3 Y ==
. oH .  0H '
. . OH .
Observemos que H nao depende de ¢, logo, p, = o, = 0, ou seja, p, = L
Dy

constante, ou seja, reduzimos assim os graus de liberdade do sistema, de 4 para

3.

Voltando ao sistema (3.4), calculando algumas derivadas, obtemos

. O0H p, . OH L OH L2
r = = — = — = — r = —=
op, M’ 7 op, M’ b

o /
o B + U'(r).

A segunda equacao acima é dependente das outras, isto €, ela nao influencia

as equagoes de r e p, (visto que estas nao dependem de @), mas é influenciada

por elas, isto significa que, resolvendo as equacoes de r e p,, a equacao de



52

pode ser resolvida. Em outras palavras, o sistema agora sé possui 2 graus de

liberdade, pois ¢ esta “amarrada” a r e p,.

Utilizando agora que H é constante, digamos, H = FE, reduzimos os graus

de liberdade do sistema para somente 1.

p; L?

De fato, como H = E é constante, temos que E = + + U(r),
2my  2r?my
, V2mi Er 4+ 2myU(r)r2 — L2 :
assim, p, = , isto é, o sistema agora depende
r

somente de 7, ou seja, tem somente 1 grau de liberdade.

Conforme pode ser visto em [3, 29], através da andlise do potencial efetivo na
2 L2
Ymme
= +U(r) = + log(r),
2r2my (r) 2r2my A 8(r)
todas as drbitas sao limitadas, mas existe somente uma orbita fechada.

geometria intrinseca do plano Ve f(r)

Vejamos um exemplo de grafigo do potencial efetivo, onde escolhemos as

2
constantes L, my, ms e v de tal forma que —— = 0.5 ¢ iz _ g ([29]):

ma (s

veﬂ'

0.5
Figura 3.1: Grafico do potencial efetivo Vizy = — + 3log(r).
r
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Em resumo: colocando o sistema de coordenadas em repouso com relagao
ao centro de massa reduzimos os graus de liberdade do sistema de 8 para 6;
colocando a origem deste sistema no centro de massa, de 6 para 4 e passamos
a estudar um Problema de Kepler, pois as informagoes de um dos corpos ficam
completamente determinadas a partir das do outro; do fato que o momento
angular é constante reduzimos mais um grau de liberdade, agora de 4 para 3;
do fato de r e p, serem independentes de ¢ reduzimos de 3 para 2; e, finalmente,
utilizando que a energia total do sistema - que associamos a H - é constante,

reduzimos o problema a uma quadratura.

3.2 Cilindro

No cilindro de raio R, a matriz que representa a métrica é dada por

R* 0
0 1

g:

Para estudarmos o problema dos dois corpos no plano, o centro de massa foi
muito importante, mas, no caso do cilindro, isto é um problema, pois o centro

de massa dos dois corpos nao esta no cilindro.

O que se pode fazer para contornar este problema é, em vez de estudar essa
dinamica no cilindro C', considerarmos a variedade produto C' x C' e faremos o
estudo nesta variedade. Note que tal artificio é possivel, porque um ponto em
C' x C' representa uma configuracao dos dois corpos em C', isto é, um ponto em

C' x C representa dois pontos em C', um para cada corpo.

Temos que, em C' x (', a dinamica dos dois corpos pode ser descrita pela
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1
Hamiltoniana H = §HP|%_1 + U(Q), onde:

=l
S

e Q= )i

o P=(11,p5);

Y

e (7 é a matriz que representa a métrica de C'x C' - que chamamos de métrica

massificada - e é dada por

oo mig| 0

0 | mag
Como vimos anteriormente, podemos utilizar como matriz que representa a

métrica do cilindro
R? 0
9= ;
0 1

que assim teremos

(B2 0] 0 0 )
0 mi| 0 0

0 0 |meR> 0
\ 0 0| 0 m)

A métrica em C' x C' é chamada massificada pois envolve informacoes das

2
massas dos corpos; de fato, tal métrica é definida por ds3, = E midsf =
i=1

2
Z mi(R*de? + dz?) = miR*de} + midzi + myR2dp3 + modz2s.
i=1

A fim de realizar a reducao, vamos realizar primeiramente uma mudanca de

coordenadas.



Sejam
(
Y =2 — 1
Z =29 — 2
\ 5 = mip1 + Moy
M
5 — miz1 + Moz
\ N M ’

onde M = my + mo.
Explicitemos 1, @9, 21 € 25 em funcdo de ¢, z, ¥ e Z:

Multiplicando ambos os lados de

V=2 =1 | Y =2

por
mo | 1T
M I M
obtemos
ma M2 mne oyt T
M¢— P2t e Mw AL

e somando com

E:m1¢1+m2902 E:m1901+m2902
M M
segue que
mgo — M1+ my my — Mo +my
M@bﬂb— A L= M¢+¢— L

ou seja,

:(pQ

%)
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%z@—%w @2:E+%¢-

. . . — M2 -,
Seguindo um raciocinio analogo, obtemos: z; =2z — e =7% + —z.

M

Se Q = (1, 2,1,2)T e Q = (1,21, 92, 20)T entdo a transformacao de coor-

denadas acima pode ser vista como () = AQ), onde

/—10 1 0\

0O -1 0 1
A= m o ome |

MmMm

1 2

\ 0w 0 W

e a transformacao de coordenadas dos momentos, se escrevemos P = (py, p, Py )T

e P = (Pyys Deys Py P2y) |, € dada por P = (A_l)T]5 ([3, 7, 19]), ou seja,

( Dy \ _% 0 % 0 \ ( Do, \
0 22 o =y
2 _ M M 21 |
g 10 1 0 Pe,
\ - / Lo 1 0 1 \ 72 )

de forma que chegamos as transformacoes:

( . mlpwg - m2p<,01
M Pzy — M2Pzy

p: = M

% = p<P1 +p502

p? — p21 +p2’2

\

A métrica nestas novas coordenadas é dada por

ds2, = pR2d? + pdz? + MR2dy° + Mdz, (3.5)
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mim

onde y = 2 & conhecido como massa reduzida. (Vide Apéndice A.)

Tal métrica pode ser representada pela matriz
(uR2 0 0 0 )
0O p O 0
0 0 MR?* 0
\ 0 0 0 M)

Ql
|

1
Nessas novas coordenadas, a Hamiltoniana é dada por H = §HPH%_1 +

U(1, z), onde
[ (uR®)™ 0 0 0
ol 0 ()~ 0 0 |
0 0 (MR 0
\ 0 0 0o (M)
assim, H = 1\|P\|‘L1 + U, z2) = Py + & + p% t5 pz Uy, 2).
2'" G 211 R? 2M R?

Dessa forma, segue que as equagoes do sistema nessas novas coordenadas

sao dadas por

@b = a3 = ) w <= )
Opy op- Oy’ Op= (3.6)
L_om . om . oW . oW |
H H
Observemos que H nio depende de ¢ e Z, logo — 0 %—_ = 0, e portanto
z

py € pz sao constantes.
OH Py OH Dz - Py
— = e = — temos que Y =
op;  MR? ' 9p. M que ¥

Py pr . . —
e = sao constantes, integrando diretamente, obtemos (¢

—Ct e z(t) = p—]\;t—kio, onde 1, = 1¥(0) e Zy = z(0).

ez =

Pz
M R? M’

Assim, como

logo, como
Py
M R?
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Portanto, reduzimos com isso os graus de liberdade do sistema de 8 para 4.

Dessa forma, nos resta somente lidar com as variaveis v, z, py € p..

Em outras palavras, o subsistema (1), Z, Py pz) ja estd na forma de variaveis
acao-angulo (ver Apéndice C), e portanto, nos resta somente analisar o subsis-

tema (¢, 2, py, p»), que tem como funcdo Hamiltoniana

2
P, P
=R + 3 —i— U, 2). (3.7)

Sabendo que H é constante, podemos explicitar uma das variaveis em funcao

das outras, e portanto os graus de liberdade se reduzem de 4 para 3.

3.2.1 A nao-existéncia de integrais primeiras extras

Nesta secao veremos que é possivel mostrar que nao existem integrais pri-
meiras extras independentes para o problema de dois corpos no cilindro que

sao quadraticas nos momentos, isto é, veremos que se

I = a(h, 2)pj;, + b, 2)pyp: + (¥, 2)pz + S, 2), (3.8)

entao, se I for uma integral primeira, I nao é independente das integrais ja

conhecidas (a fungdo Hamiltoniana).

Seguiremos como em [29)].

dl
Sabemos que I é uma integral primeira <— — 7 =0<«<=[H,I] =0.

Calculemos [H, I]:

Omitiremos em alguns pontos as dependéncias das funcoes das suas variaveis,
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isto é, escrevemos a(v), z) = a, b(¢,2) =be c(¢, 2) = c.

OH o0l O0H 0I O0H 0I o0H 0I

H I = . — . .
1 oY Opy Opy OY > op. Op, 0z
Ymims seny
= : - (2apy, + bp.,
8 senM + SenhQﬁ (2ap, + bp:)
_ py (Oa b Oc P!+ 99
WR? (awpw TP T 5P gy
YMmime senh%
: - (bpy, + 2¢p.
8T R sen2% + senhQi (bp P:)
BZ 6a2+(‘3b +@2+8¢
900 T T e T g,
_ ymamy sen) - apy - ymymy seny by
AT sen?¥ + senh”-% v 87 sen?% + senh’ :
B 1 da 4 1 ob , 1 ﬁ > 1 %
R i A A
AL senhZ Ymime senh%
8TR SGHQ% - senh2 = Py AT R sen2% + senh2ﬁ P
10a o 10b o 1 dc 5 10¢

YMimy b 1 0¢
= asenty) + —senh _
(4%(86112% + senh” ) ( v 2R R) puR? O
M1 Mo b c z 1 6¢
+ —seny) + —senh—
<47T(se]aM + senh” %) <2 v R R) 10z bz

1 Oa 1 (% 10a o (1 86 1 0b o 10c 4
R?@W wR2ow oz )PP T \umae T uaz ) PP T aab

Assim, [H, I] = 0 <= as seguintes condigoes sao satisfeitas:

M Mo ( b ) 1 0¢ '
a aseny) + —senh% | — —— = 0;
(@) 47T(sen2% -+ senhzﬁ) Y 2R wR? 0
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(b 47T(senzg—1%n;2nh2ﬁ) (gsemb i %Senh%> - %% -
©) gy =0
(f) %% 0.

De (c¢) podemos concluir que a(v, z) = a(z) e, de (f), que c(v, z) = c(¥).

Analisemos (d) e (e).

ob
De (d) segue que 90 = —a/(2) R? e, integrando em ¢ obtemos
by, 2) = —d (2) R — f(2), (3.9)
onde f é uma funcao incognita.
0b !
Analogamente, de (e), segue que 5 S ](_;5) e integrando em z, temos
z
que
(¥)
onde g é também uma funcao incégnita.
ob
Derivando (3.9) com relagao a z, obtemos 5 —ad"(2)R*Y — f'(2), que
z
juntamente com (3.10) nos fornece
(¢
a"(2)R*) + f'(2) = l(Q?) (3.11)
ab 7
Por outro lado, derivando (3.10) com relagao a 1, obtemos ) z—

o R
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¢ (1), que juntamente com (3.9) nos fornece

"(¢)
R2

2+ g () = d(2) R (3.12)

Derivando, agora, (3.11) com relagdo a 1 e multiplicando por z obtemos

'(¢Y) 312
d"(2)R*z = ]-(22 )z = d (2)R* — ¢ () =
— EL”(Z)RQZ - a'(z)Ri = —4' (V) (3.13)
depende sgrrnente de z depende somente de v

Finalmente, derivando (3.12) com relacao a z e multiplicando por ¢ obtemos

Cléqf)w — ( )R2¢ (3 11) € (¢) ( )
c"w) W) _ /
<~ . Y — R —f'(2) (3.14)

d d te d
depende somente de 9 ependae somente de z

De (3.13) e (3.14) podemos afirmar que a”(2)z—ad'(z) = ky e " () — () =

ko, onde ki e ko sao constantes, o que implica que
CL(Z) = —]{?12 + k’3Z2 + k5
(V) = —koth + kytp® + kg,

com ks, ky, ks e kg constantes, e portanto, utilizando (3.9) e (3.10)

b(1, z) = (k1 — 2ksz)R* — f(2)

ko — 2k
b 2) = 22 )

Assim, igualando ambas as equacoes acima, concluimos que

b, =) = by B2 + 2

RQZ — 2ksR*)z + k7,

onde k7 é também uma constante.

Analisemos agora as condigoes (a) e (b):
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Temos que (a) e (b) sao satisfeitas se

( 90 uR2ymims < b
= aseny + —Senhi> =M, z
< oY Arm (senw + senhQﬁ%) v 2R r (.2) (3.15)
| 02 47 (sen?y + senh®;%) \2 R R ’
ON OM
A fim de que exista tal funcao ¢ é necessario que — = —.
oY Oz
Utilizaremos as notagoes f = f(v, z) = Senw+senhﬁ, a(z) =a,b(y,z) =0

e c(1)) = ¢ para carregar menos as expressoes a seguir.

Temos que
%—Aj = —%senh% (asenw + %senh%)
%n}lm? [ 'sent) + % <?senhR - %COShR)]
— % (fR2a’senw + %%senhR + gcoshﬁ
—gasenwsenh% — Zsenh2%>
e
g—]l = Mém}TQ seny (—senw + Esenh;)
%}m? [ (gzsemp + bcos¢) %Senh}%]
= MZT:}?2 (g 32 seny + ibcosw + %c’ senh}%
—Zsen W — %senqpsenhR)
Portanto
oM 8N

0z &p
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b b
fR?a’'sent) + fTR%senh}% + gbcosh}% — gasempsenh}iz — ZsenhQ}% =
b b b
= gg—wsemb + gb—gzcow + —2‘20’ senh% — Zsen% - —;zsembsenh%

— (fR2a’ / 8b> seny + (fR o f_c) senhZ + gbcosh%

20y 2 9z 2R
b b
L beoss + (@ - TR) senysenh + Zsen’y — Jsenh’s = 0
4
. f ob
R2 r_ L2 -
() B~ 550 =0
.. JROb  fd
L i =0
(i) 2 0z 2R ’
b
=9 @)=
) c aR
(IV) E - 7 07
b
—=0.
| M3
- . c aR . )
Da equagao (iv) obtemos que SR 9 ou seja, ¢ = aR*, mas, lembrando

que a = a(z) e ¢ = ¢(¢), temos entdo que a = ay e ¢ = ¢y, onde ay e ¢y s&o

constantes e, da equagao (v), concluimos que b = 0.

Assim, podemos afirmar que, se @ = ag, b = 0 e ¢ = ¢y = agR? entao

poderemos determinar ¢ satisfazendo (3.15).

Integrando as equagoes em (3.15) podemos perceber que ¢ = «H, onde

o = CLO,uR2 ¢ uma constante.
Assim, I = aopi + agR*p* + aguR*H.

Vamos ver agora que tal constante ag deve ser nula.
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Como sabemos, a fim de que [ seja uma integral de movimento, devemos

ter [H,I] = 0.
Utilizando I dada acima e propriedades do colchete de Poisson, temos que

|H,I] = [H,aopy + agR*p? + apuR*H]
= aglH, p] + aR*[H, p?] + apuR? [H, H|
——

0
= CLO([H7 pT/)]pl// +p¢[Hap¢]> + aORQ([Ha pz]pz ‘I‘pz[Ha pz])
= 2a9[H, pylpy + 2a0R*[H, p.]p-

que é nulo somente se ay for nula, pois nem p,, nem p, sao constantes de

movimento.
Assim, concluimos que I = 0.

Logo, a integral I procurada nao é independente de H, e portanto, podemos

afirmar que nao existem integrais quadraticas nos momentos, independentes.

A importancia de tais integrais quadraticas se da pelo fato de, no plano, uma
integral extra do sistema ter tal forma, a saber, o vetor de Laplace-Runge-Lenz
([7]). Quando procuramos generaliza-la para o cilindro vemos que isto nao é

possivel.



Capitulo 4

Estudo do Sistema de 2-corpos sobre o

Cilindro

4.1 Ponto de equilibrio

As equagoes reduzidas do movimento dos dois corpos no cilindro sao

(. P
P
q . _M mims sen (4.1)
Po= " gy sen?(¥) + senh®(5)
. mymy senh(%)
Dz = — STR senQ(%) +Senh2(ﬁ)’

onde 1, Z, py e pz ja foram integradas.

X* = (¢, 2,pp,0:) = (7,0,0,0) é o tinico ponto de equilibrio do sistema,

pois o ponto (w,z,p¢,pz) =

(0,0,0,0) nao estd no dominio de definigao da

Hamiltoniana. Afirmamos que tal ponto de equilibrio é instavel.
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De fato, a matriz hessiana da funcao Hamiltoniana é

2 2
oV o0V 0 0 \
o2 0200
o’V OV 0
Hess(H(X)) = Yoz 022 |
0 0 W (1)
0 0 0o =
\ Y
onde
. OV mymy cos¢(sen2(2) +senh?(5%)) — Sergw.
A (sen?(%) +senh?(%))2
. v PV _mamy sent senh(%) .
0zO0y  OYoz 8TR (senQ( )+ SenhQ(iR))
o 82V o m1Mmeo COSh(%)(SeH (%) -+ senh2(%)) _ Senh;(%)
022 4nR? (sen2(%) + senh?(5%))?2

Vejamos que X* = (7,0,0,0) é um ponto de sela; para isso, analisemos tal

ponto com relacao a cada diregao:

Como temos uma direcao na qual X* é maximo e outra na qual ele é minimo,

O*H 1
X*) = > 0, tanto X* & di ;
(91% —(X*) = R e portanto é minimo na diregao py;
0’H . L
(X*) =— >0, e portanto X* é minimo na diregao p,;
op? 0
0*H 0*V
07 —(X*) = N —(X") = e 0, logo X* é maximo na dire¢ao v;
0*’H 0*V
5.2 (X™) = Fe) —(X") = Z:Z; > 0, logo X* é minimo na diregao z.

podemos afirmar que X* é um ponto de sela.

66



67

Assim, sabemos que a Hessiana em X* é dada por

BLCUC IR
41
o 2 0
Hess(H(X)=| 4”03 Lo
uR? X
Y

Vamos agora analisar as estabilidades linear e nao-linear de X* ([6, 8)]):

(I) Estabilidade Linear (ou Espectral): Sabemos que um sistema Hamilto-

niano pode ser escrito da forma e JVH, e, se X* é um ponto de
equilibrio, podemos aproximar este sistema por sua linearizacao consi-

dAX _ jsax,

derando X = X* 4+ AX que pode ser escrito no sistema

onde S = Hess(H(X™)).

Diagonalizando S, obtemos que S = PDP~! e o sistema acima pode ser

reescrito como

dAY dAX
—— = p—l7 — P 'JPDP'AX = JDAY.

Assim, em coordenadas, temos que

(A (oot 0o \/xn o0 0o 0\ /[ ay)

Ay 00/ 0 -1 0 M| 0 0 Ays

Ap,, 100 0 0 0 |Ain O Apy,

\2p,, ) \No1lo 0o /)\0 0] 0 N/ \Ap,)/




(IT)
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e portanto,
( .
Ayl - _/\1+nApy1
Abyl = AlAyl A.,%le_/\l/\lﬁ—nAyl
Y . — ) :
Ays = —dopnApy, Ays = =X dornAys
| Apy, = MAy,

Assim, caso exista algum par de autovalores da matriz Hessiana com
sinais opostos, este ponto de equilibrio do sistema nao é linearmente

estavel, pois tera um crescimento exponencial em uma das direcoes.

Como podemos observar, a matriz Hessiana do problema de dois corpos
no cilindro possui pares de autovalores com sinais opostos, logo X* nao

¢ linearmente estavel.

Dizemos que um sistema é nao-linearmente estéavel (ou estavel no sen-
tido de Lyapunov) quando existem duas vizinhancas de X* (ponto de
equilibrio), U e V tais que VX € U temos que X(t) € V, Vt > 0, onde

estamos denotando por X (t) a 6rbita que comeca em X.

Existe um critério de suficiéncia para a estabilidade nao-linear chamado
Critério de Dirichlet, que diz que se existe um integral primeira que é
positiva definida ou negativa definida em X™* entao X* é nao-linearmente

estavel.

Observemos que nao podemos aplicar tal critério ao ponto X*, pois
Hess(H(X™)) nao é nem positiva definida, nem negatica definida, o que
nao implica que X* nao seja estavel no sentido de Lyapunov, mas con-

forme j& visto na Secao 3.2.1, nao existem outras integrais quadraticas
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deste problema, sendo assim, nao é possivel aplicar o Critério de Dirich-

let.

Os graficos da Figura 4.1 mostram o potencial V.

Figura 4.1: Gréficos (a) do potencial V (¢, z), (b) do potencial V(z;1 = 7) e (c¢) do potencial
V(g;2=0)
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4.2 Variedades Invariantes

Definicao: Dizemos que uma variedade M ¢ invariante quando, dada uma
condigao inicial Xy, se Xy € M entdo X(t) € M, Vt > 0, onde novamente

estamos utilizando a notacao de X () representar a érbita que comeca em Xj.

Existem trés variedades invariantes neste sistema:
(i) ¢ =m,pp = 0;
(ii) ¥ = 0,py = 0;
(iii) 2 =0,p, = 0.
De fato, analisando o sistema (4.1), podemos perceber que:

(i) Fazendo 9(0) = 7, py,(0) = 0 em (4.1) obtemos ¢ = p, = 0 e portanto, a

dinamica reduzida a esta variedade é dada pela equacoes

(. D
z - =
14
) UL senh(%)  mymy 2senh(gy)cosh(5y)
P 7 TR 1tsenh®(5)  4nR cosh?(2)
__mama FRY
| T “org GRS

(4.2)

(ii) Fazendo ¥(0) = 0,p,(0) = 0 em (4.1) obtemos ¢ = p, = 0 e portanto, a

dinamica reduzida a esta variedade é dada pela equacoes

(. Pz
z - =
/J/ zZ z z
! 5 = _mamy senh(%) _mamy 2senh (5% )cosh(5%) (4.3)
: ATR  senh®(5) AT R senh’ (%) .
o _mlmg. 2.
\ = onR COtgh(QR)7
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(iii) Fazendo 2(0) = 0,p,(0) = 0 em (4.1) obtemos 2 = p, = 0 e portanto, a

dinamica reduzida a esta variedade é dada pela equacoes

(

. . pw
!y = ~mamy  sen(1)) _mymy QSGH(%)COS(%) (4.4)
AT sen?(¥) Am sen2(¥)
mime ¥
\ = — 5o - cotg(5).

Vamos nas proximas linhas estudar a dinamica em cada caso, ver suas ca-

racteristicas e o que podemos esperar de cada uma.

Nas subsecoes adiante os valores de mj, mo e R serao escolhidos de forma
mims
21 R
valores. Mas isso nao quer dizer que estamos particularizando a dinamica;

que = 1, simplesmente pela facilidade em ver a dinamica com estes

na verdade, tais valores sao representativos para quaisquer dinamicas que po-

deriamos estudar.

Detalhes do porqué podemos fazer isso serao dados no préximo capitulo,

quando fizermos comparacoes entre as segoes de Poincaré computadas.

4.2.1 Estudo da dinamica sobre a variedade ¢ = m,p, =0

Potencial Reduzido a Variedade

Vejamos novamente o grafico do potencial reduzido a esta variedade, isto é,

V(z;p =m) = ’WZL;leog (1 + senh? (%))
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05 - A\ L .
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02 i ! 2
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-10 25 : 0 ‘ 5 10
Figura 4.2: Gréfico do potencial V' (z;¢ = 7).

Podemos entao perceber, se analisarmos a dinamica pelo grafico do poten-
cial, que, fixado um nivel de energia, temos uma orbita limitada, com uma

certa simetria com relacao aos valores positivos e negativos de z.

Aniélise do Sistema (4.2)

Além disso, podemos analisar o sistema (4.2): se observamos o grafico da
fungao —tgh(s%) (que define p.) podemos ver que p. e z tem sinais contrdrios,
isto é, quando z > 0, a variacao de p, é negativa, o que significa que p, pode
até estar crescendo, mas cada vez mais lentamente, até parar e comecar a
decrescer, e quando z < 0, a variacao de p, é agora positiva. Observemos que

Z e p, tem o mesmo sinal, ou seja, a variacao de z esta diretamente relacionada

ap,.
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05 | .

-tgh{z/2)
(=]
I

-05 | .

Figura 4.3: Gréfico da funcao p. = —tgh(5%).

Curvas de Nivel

Por fim, vale a pena também observar as curvas de nivel da funcao Hamil-

D
toniana H(z,p,;¢ = m,py =0) = 5—; + m21:12 -log (1 + sinhQ(%%)):

Figura 4.4: Curvas de nivel da funcao H(z,p,;v¢ = m,py, = 0).
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Observemos que todas as drbitas do sistema (4.2) sao periddicas.

4.2.2 Estudo da dinamica sobre a variedade ¢y = 0,p, = 0

Potencial Reduzido a Variedade

Vejamos o grafico do potencial reduzido a esta variedade, isto é, V(z;¢ =
o ymame

0) Tlog (senh2 (%))

0.8 T T T

04
ol ‘ : |
> 02t i
04 I,'.I =
-06 .| -

-0.8 B

Figura 4.5: Gréfico do potencial V(z;1¢ = 0).

Analisando este grafico agora, podemos pensar a primeira vista que o com-
portamento dele se assemelha ao sistema anterior. No entanto, lembrando que
nao podemos ter ¢» = z = 0, vemos que, na verdade, com este potencial, fixado
o nivel de energia, o que acontece é que a érbita apesar de limitada, aumenta
indefinidamente os momentos, pois ela nao pode transitar entre os valores po-
sitivos e negativos de z. Em outras palavras, se a condicao inicial de uma

dada érbita (com uma dada energia) tem um valor de z positivo, este sinal se
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mantera para qualquer tempo.

Anilise do Sistema (4.3)

Analisemos também o sistema (4.3): Observando o gréfico de —cotgh(5%)
(que define p,) podemos perceber novamente que z e p, tem sinais contrarios
e vale a mesma andlise feita anteriormente; a diferenca é que, neste caso, além
da variacao de p. ser maior (pois a fungao z — —tgh(5%) ¢ limitada, enquanto
z + —cotgh(5%) nao), temos também o fato de o sinal de z nao mudar (e,
consequentemente o sinal de p. ), o que concorda também com o comportamento

do gréfico de —cotgh(s%) (a reta p, = 0 é uma assintota vertical).

-cotghiz/2)
(=]
T
1

Figura 4.6: Gréfico da fungao p. = —cotgh(5%).

Curvas de Nivel

Além disso, podemos analisar também as curvas de nivel da funcao Hamil-

2
toniana H(Zapza lb = Oap’L/J = 0) - & + gl . 10g (SlnhQ(ﬁ))

21 2T
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Pz

Figura 4.7: Curvas de nivel da fungao H(z,p.;¢ = 0,p, = 0).

Observemos que as érbitas deste sistema tendem a z = 0 assintoticamente.

4.2.3 Estudo da dinamica sobre a variedade z =0,p, =0

Potencial Reduzido & Variedade

Vejamos novamente o grafico do potencial reduzido a esta variedade, isto é,

V;2=0)= %;m%og (1 + sen? (%))
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Figura 4.8: Gréfico do potencial V (¢;z = 0).

Lembrando que estamos em um cilindro e a varidvel 1) é a variavel angular,

podemos identificar as retas ¢y = 0 e b = 2.

Assim, em um primeiro momento, somos levados a acreditar que a dinamica
deste sistema é, fixado um nivel de energia, a existéncia de orbitas limitadas,
mas, lembrando que nao podemos ter que ¥» = z = 0, e, neste caso, como
identificamos ¢ = 0 com ¢ = 27, nao podemos ter também que z = 0 e
Y = 2w, vemos que, na verdade, a dinamica deste sistema (4.4) é parecida
com a do sistema (4.3): drbitas com crescimento indefinido nos momentos
pois, agora neste caso, o valor de @) nao pode transitar entre os valores numa
vizinhanca a direita de v = 0 e uma vizinhanga a esquerda de ¢ = 27, em

outras palavras, tal valor de ¢ nao mudara de um menor que 7 para um maior.
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Anilise do Sistema (4.4)

Analogamente, vamos analisar o sistema (4.4): O que podemos perceber
agora, ¢ que, os sinais de —cotg(%) e sin(¢)) sao contrarios; logo, a mesma
andlise feita sobre o sistema (4.3) vale, incluindo os fatos de ¥ — —cotg(%) ser
também ilimitada e ¢ nao mudar de menor que 7 para maior que 7 e, além
disso, que a reta ¥ = 0 (que também pode ser vista como 1 = 27) ser uma

assintota vertical do grafico de —Cotg(%).

10 T T T

-colg(y/2)
(=]
T
1
L

Figura 4.9: Grafico da funcao p, = —cotg(%).

Curvas de Nivel

Por fim, vejamos também as curvas de nivel da funcao hamiltoniana H (¢, py; 2 =
pi m1Mo

0,p.=0) = R + o log <sin2(%)):
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Figura 4.10: Curvas de nivel da funcao H (¢, py;z = 0,p, = 0).

Note que, de fato, as drbitas tendem assintoticamente a reta ¢» = 0 (ou
Y = 27) sem nunca transitar entre menor que 7 e maior que 7, nas energias

negativas.

Além disso, note também a presenca do ponto de equilibrio instavel ¢ = 7,

z = 0 e sua ilustracao do porqueé de ser instavel.



Capitulo 5

Secoes de Poincaré

As secoes de Poincaré surgem como uma ferramenta no contexto do estudo

do comportamento de sistemas dinamicos.

Sejam M uma variedade e ® um fluxo em M, ® : R x M — M que
seja recorrente. Uma sec¢ao de Poincaré é uma secao transversal > ao fluxo
recorrente @ definido sobre a variedade M, tal que o vetor velocidade do fluxo

nao é tangente a segao ([30]).

Figura 5.1: Ilustracao de uma secao de Poincaré
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Um detalhe importante a ser destacado é que a secao de Poincaré tem um

carater local! Apenas em uma classe especial de sistemas a secao pode ser

definida globalmente ([25, 27]).

Devido a sua natureza local, podemos assumir que a se¢ao X seja um disco

aberto contendo x € v e perpendicular a Xg|,,.

Um mapa de Poincaré é um mapa definido através do fluxo & como segue:
tome x € X e siga a orbita de x por ® até o momento em que o fluxo corta

a se¢do novamente, digamos no tempo 7(x). Assim, o mapa de Poincaré é

definido como P(z) = ®(7(x), z).

Pela continuidade do campo Xg, existe um aberto U de X contendo x tal

que Xg|, é transversal a 33, onde = € U.

A grande utilidade da secao de Poincaré estd no fato de que, através dela,
conseguimos informacoes sobre o comportamento de sistemas sem analisa-los
trajetoria a trajetoria, pois a se¢do diminui a dimensao em 1 e tais informagoes

sao mais faceis de serem extraidas.

Todas as secoes aqui apresentadas foram calculadas utilizando como método
numérico de integracao um método do tipo Runge-Kutta de oitava ordem,

devido a Dormand e Prince [20].

5.1 2-Corpos no Plano

Como um exemplo de aplicagao do célculo de segoes de Poincaré, vamos
considerar o sistema de dois corpos na geometria intrinseca do plano antes de

aplicarmos a reducgao completa.
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Como ja vimos na Se¢ao 3.1, com a mudanca de coordenadas

p

r = T9 — I
Y=Y —Un
= — mixy] + Moy
B M
— _ My + mays
(7 M
temos que o sistema de dois corpos pode ser escrito como dois subsistemas
( . 6[’[ ( - 6H
r = T =
: oOH - OH
Yy = 7 Yy = 53—
< Opy iy Opy
. 0H . 0OH
P = Ox be = 0T
: oH . OH
Py = =75 Py = ———
\ ! ay \ ’ 89

onde p,, py, Pz € Py SA0 0s momentos respectivos em x, em y, em T ¢ em § dados

MiPzy, — M2Px, _ MiPy, — MaPy,
Mo T M

e H é a Hamiltoniana do plano dada por H = Hi(z,y, ps, py) + Ha(pz, py)-

por p, = 7pT:p:c1+pmg epy:py1+py2

O subsistema determinado pela funcao Hamiltoniana Hs ja esta na forma das

variaveis acao-angulo; logo, ja esta completamente compreendido.

Vamos, por questao de notacao, identificar daqui em diante H = H;.
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Sendo assim, o sistema a ser analisado sera dado pela Hamiltoniana H =

2 2
] + Py + e log(2? + y?), ou seja, estudaremos o seguinte sistema:
2u 2 AT
(. Pa
r = —
L
j = %
' ___ hums . (5.1)
Pa 27 (x? + y?)
__— My
T T

\

Abaixo seguem algumas se¢oes (X = {(y,py|r = 0,p, > 0e H = E constante ) }).

Serao mostradas da Figura 5.2 a Figura 5.13 as secoes acima considerando

alguna valores de massas diferentes, a saber,

e m; = mo = 1 para as Figuras 5.2 e 5.3;

e my =2, mo = 1 para as Figuras 5.4 e 5.5;

e m; = 10, my = 1 para as Figuras 5.6 e 5.7;

e m; = 100, my = 1 para as Figuras 5.8 ¢ 5.9;
e my =1, mo = 0.1 para as Figuras 5.10 e 5.11;

e m; =1, my = 0.01 para as Figuras 5.12 e 5.13;
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5.1.1 mip = Mo = 1

H=0.001 H = 0.005

Figura 5.2: Secoes de Poincaré para o sistema (5.1) na mesma escala com m; = my = 1 (a)

H =0.001, (b) H=0.005, (c) H=0.01, (d) H=0.05, (¢) H=0.10 e (f) H = 0.50
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H =0.001 H = 0.005

0 02 0.4 08 0.8 1 1.2 14 0 0.5 1 i5 2 25 3 35 4 45 5

Figura 5.3: Se¢bes de Poincaré para o sistema (5.1) em escalas diferentes com m; = mg = 1

(a) H=0.001, (b) H =0.005, (¢) H=0.01, (d) H=0.05, (¢) H=0.10 e (f) H = 0.50
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H=0.001 H = 0.005

25

25

25

Figura 5.4: Se¢bes de Poincaré para o sistema (5.1) na mesma escala com m; =2, my =1 (a)

H =0.001, (b) H=0.005, (c) H=0.01, (d) H=0.05, (¢) H=0.10 e (f) H = 0.50
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H=0.10 H=050

25

Figura 5.5: Segoes de Poincaré para o sistema (5.1) em escalas diferentes com m; = 2, my = 1

(a) H = 0.001, (b) H = 0.005, (c) H = 0.01, (d) H =0.05, (¢) H=0.10 e (f) H = 0.50



5.1.3 my, = 10, mo = 1

H = 0.001 H=0.006

88

Figura 5.6: Secoes de Poincaré para o sistema (5.1) na mesma escala com m; = 10, my = 1

(a) H = 0.001, (b) H = 0.005, (¢) H = 0.01, (d) H = 0.05, () H=0.10 e (f) H = 0.50



89

H = 0.001 H=0.005

Figura 5.7: Se¢bes de Poincaré para o sistema (5.1) em escalas diferentes com m; = 10, mg =1

(a) H = 0.001, (b) H = 0.005, (c) H = 0.01, (d) H =0.05, (¢) H=0.10 e (f) H = 0.50
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5.1.4 my; =100, me =1

H=000 H=0.005

Py

Py

(] 02 0.4 0.6 0.8 1 (] 02 04 0.8 08 1
() ()

Figura 5.8: Segoes de Poincaré para o sistema (5.1) na mesma escala com m; = 100, mg = 1

(a) H = 0.001, (b) H = 0.005, (¢) H = 0.01, (d) H = 0.05, () H=0.10 ¢ (f) H = 0.50
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H=000 H=0.005

Figura 5.9: Segoes de Poincaré para o sistema (5.1) em escalas diferentes com m; = 100,
me = 1 (a) H = 0.001, (b) H = 0.005, (¢c) H = 0.01, (d) H = 0.05, (e) H = 0.10 e (f)
H =0.50
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5.1.5 my=1my=0.1

H=0.001 H=0.005
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. =015 =
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¥ ¥
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Y 5=
-0.15 =
1] g 0 15 20 25

Figura 5.10: Secoes de Poincaré para o sistema (5.1) na mesma escala com m; = 1, my = 0.1

(a) H = 0.001, (b) H = 0.005, (¢) H = 0.01, (d) H = 0.05 ¢ (¢) H =0.10



H=0.001
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H=0.005

o 02 0.4 08 0.8 1 12

H=0.10

Figura 5.11: Segoes de Poincaré para o sistema (5.1) em escalas diferentescom m; = 1, my = 0.1

(a) H=0.001, (b) H =0.005, (¢) H=0.01, (d) H=0.05e (¢) H=0.10
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5.1.6 my; =1, my =0.01

H=000 H=10005
T T T T s T T T T

oos

-0.015
o

H=001
0015 T T T T

-0.01 |

-0.015
o

Figura 5.12: Segoes de Poincaré para o sistema (5.1) na mesma escala com m; = 1, my = 0.01

(a) H = 0.001, (b) H = 0.005 e (c) H = 0.01

E interessante observar que essas secoes sao, na verdade, metade das secoes
completas do plano. O que acontece é que existe uma simetria com relacao ao
eixo p,, mas nao ganhamos informagao nenhuma adicional ao plotarmos esta

parte.
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H=000 H=0005
T

0.005 |- |
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|
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i) 02 0.4 06 Lt} 1 12 14 o 05 % 15 2 25 3 38 4 4.5 5
¥
(a) (b)
H=001
0015 - " -
001 -I'I.
EIDE!‘S—I
|
o 0 H
|
0.005 |
-0.01 ||
o
-0.015 :
5 L 15 20 25
.
(c)
Figura 5.13: Segoes de Poincaré para o sistema (5.1) em escalas diferentes com m; = 1,

my = 0.01 (a) H = 0.001, (b) H = 0.005 e (c) H = 0.01

5.2 2-Corpos no Cilindro

Conforme jé visto na Se¢ao 3.2, com a mudanca de coordenadas pontuais

(
V=3 — 1
Z =29 — 21
< M1 + Moo

<
I

M

miz + (Y%
N M

|
I
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temos que o sistema de dois corpos no cilindro pode ser escrito como dois

subsistemas ) - o O
b= — e
Opy Py
Z — ya =
. oOH . OH
p B = ——
v Oy P 9y
. OH . OH
\ P = FE \ Pz = —E,
onde py, p., py € Pz a0 08 momentos respectivos em ¢, em z, em 1) e em 7 dados
MiPyp, — M2P MiPz, — Map
PO py = o, P = T Dy = Py P, € Pz = Dsy D, €

H ¢ a Hamiltoniana do plano dada por H = Hi (v, z, py, p.) + Ha(py, pz), onde
o subsistema determinado pela funcao Hamiltoniana Hs ja estd na forma das

variaveis agao-angulo, logo, ja esta completamente compreendido.
Vamos aqui também, por questao de notacao, identificar H = H;.

Sendo assim, o sistema a ser analisado serd dado pela Hamiltoniana H =

2 2
251;{2 + 5—; + mi;@ log (sen2§ + senhQ%), ou seja, estudaremos o seguinte
sistema: )
. Dy
. D
==
14
1 . mims seny (5.2)
Py = —
v 87 sen?(¥) + senh’(5%)
, mims senh (%)
Pz = — )
¢ 8TR sen%%) + senh®(55)

No cilindro, como vimos, podemos reduzir o sistema a um de 3 graus de
liberdade, mas, a principio, nao temos mais simetrias conhecidas que nos da-

riam mais reducoes; vimos, inclusive, na Secao 3.2.1 que nao existem integrais



97

primeiras quadraticas nos momentos.

Sendo assim, uma ferramenta util para estudar o comportamento do fluxo

sao as secoes de Poincaré.

Como pode ser visto nas figuras abaixo, tal sistema, de fato, nao é integravel,
pois ha a presenca de érbitas que preenchem o espaco possivel para tal nivel

de energia onde nao ha a presenca de toros, o que indica caos.

Seguem abaixo alguns exemplos de secoes obtidas fixando como secao trans-

versal Xp = {(z,p,) | = 7, py > 0e H = E constante }:

Todas elas foram feitas tomando R = 1, onde R é o raio do cilindro. Mais

adiante falaremos sobre as variacoes de R.
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H=0.001 H=10002
0005

0.001 |

0.0005 -

P
o

~0.0005

—0.001

-0.0015
-8

Figura 5.14: Se¢bes de Poincaré para o sistema (5.2) com (a) m; = 1, mg = 0.001 e H = 0.001;
(b) m;y =1, my=0.0le H=0.002; (¢c) my =1, my=01e H=0.05(d)m =1 my=1e
H =10; () my =10, my =1 e H =4; (f) m;y =100, my =1 e H = 10.
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A primeira vista, pode parecer que temos um espaco muito grande de pro-

cura e investigacao de parametros. De fato, poderiamos nos fazer varias per-

guntas sobre casos especiais dos parametros, por exemplo:

o caso de duas massas iguais m; = my = 1 e variar a energia;
o caso de manter as massas iguais mas multiplica-las por um fator A;

o caso de uma das massas ser muito pequena com relacao a outra, em

outras palavras, m; =1 e mg =€, com € << 1;

0 caso reverso, isto ¢, uma massa muito maior que a outra, m; = 1,

mo = M, com M >> 1;

variar também o raio do cilindro e ver esse efeito nas segoes e, consequen-

temente, na dinamica;

na variacao do raio, poderiamos, assim como no caso das massas, consi-
derar um “caso limite” isto é, o caso em que R é muito grande (R — o0)
para ver se essa dinamica se aproxima, pelo menos localmente, de uma

dinamica em um plano;
procurar por valores criticos de energia em algumas dessas configuragoes;

etc.

H&, no entanto, uma coisa interessante a se notar quando comparamos al-

gumas segoes:
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0.6 T T T T T T 3

Figura 5.15: Segoes de Poincaré para o sistema (5.2) com (a) m; =ms =1, H =040e R = 1;
(bymy =10, me =1, H=4e R=1;(c) mi =my =1, H=040e R = 10; (d) m; = 10,
me =1, H=4e¢ R=10.

Como podemos perceber, a menos de escolha de mais ou menos condigoes
iniciais e escala, os mapas anteriores sao os mesmos, no entanto os parametros

my-meo, H e R sao diferentes; os parameteros mims, R e H estao interligados.

5.2.1 Relacao entre os parametros m;ms, R e H

A primeira e mais facil variacao a se notar é a de R. Note que as Figuras

5.15(a) e 5.15(c) sdo segoes do sistema (5.2) uma com o raio do cilindro 10



101

vezes maior que a outra, e a variagao que podemos perceber nela é uma escala

10 vezes maior nas posi¢oes. Analogamente com as Figuras 5.15(b) e 5.15(d).

Comparando agora as figuras 5.15(a) com 5.15(b) e 5.15(c) com 5.15(d), o

que podemos perceber é que ao multiplicarmos my - my e H por um fator 10,

ambas se mantem a mesma se¢ao com posigoes iguais.

Vejamos as secoes anteriores com algumas escalas diferentes:

003

0.0z

-0.01

-0.02

-0.03

345

0o e

-0.02

-0.03

346

H=040

L L L
3465 347 3475

L s L
3465 M7 3475

041

-0.05

-0

346

041

-0.05

-01

H=4.00

' L L L
347 3475 348 3485 349

(b)

H=4.00

s L L L
347 3475 34.8 34.88 349

Figura 5.16: Se¢oes de Poincaré para o sistema (5.2) com (a) my =my =1, H =0.40 e R = 1;
(b) my =10, me =1, H=4eR=1;(c) my =my=1 H =040 e R = 10; (d) m; = 10,
me =1, H=4e R=10.
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H = D40 H=4.00
034 T . r - r 145 T . : T r
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za : . : 1 . : . : A :
25 255 26 265 27 275 28 25 258 26 265 27 275 28
4 4
(a) (b)
H = D40 H=4.00
034 v . T - r 145 v . T . r
023 J b
03z -
185 |
& oa J & \
i 13
nat 1
125
028 - 1
1.2+ 4
023
25 255 2% 25 27 275 28 25 255 2 265 27 275 28
4 4

Figura 5.17: Segoes de Poincaré para o sistema (5.2) com (a) m; =ms =1, H =040e R = 1;
(bymy =10, me =1, H=4eR=1;(c)mi =my =1, H=040e R = 10; (d) m; = 10,
me =1, H=4e¢ R=10.
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045 1
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= = D4 ]
<& 009 1 & 2
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.
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007 1
0.08 025
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H =040 H=4.00
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03 4
007 1
0.08 = B - ; 025 = ; = E:
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(c) (d)
Figura 5.18: Segoes de Poincaré para o sistema (5.2) com (a) m; =ms =1, H =040e R = 1;
(b)ymy =10, me =1, H=4e R=1; (¢c) my =my =1, H=040 e R = 10; (d) m; = 10,
me =1, H=4e¢ R=10.
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25
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(d)

Figura 5.19: Secoes de Poincaré para o sistema (5.2) com (a) m; =mg =1, H =0.40e R = 1;
(bymy =10, me =1, H=4eR=1;(c) my =my =1, H=040e R = 10; (d) m; = 10,
me =1, H=4e R =10.

Portanto, podemos nos ater a apenas variar um desses parametros, digamos

H, fixando m;-mo e R a fim de compreender melhor a dinamica deste sistema,

ou entao, quando necessario por questoes computacionais, variar os outros

parametros (por exemplo, diminuindo as massas e o raio do cilindro para que

o tempo de computagao seja menor) e fazer a identificagdo com o valor da

energia H de acordo com os valores de massas e raio previamente fixados.

Vejamos a seguir um exemplo desta identificagao:
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Fixando m; -mo =1 e R =1, e variando H obtivemos as seguintes segoes:

H=010 H=020
04 T T v - T T T 05 T T T T - T T T T
03 i 04 - i
03 E
02 C
0z -
o1 | - -
b : oif !
& o e e . & o 1
o1k | -0+ ]
02 ] g E
02+ -
08 -
03 [ - A |
04 " 1 L i " i L 05 : " " L i ) " " L
-2 -1.5 -1 -05 [] 05 1 15 2 2.5 -2 -15 -1 -05 [ 05 1 15 2 25
z Z
(a) (b)
=050 H=100
08 T T T - T T T T i T T T - T T T
06 | i
04 =
oz | |
& 0 _
02+ -
04 [
0B [ |
08
-5 8
15
1k
0s | )
& 0r d
05
gt
-15§
-15 40
z Z
(e) (f)

Figura 5.20: Segoes de Poincaré para o sistema (5.2) com m; -ms =1, R=1¢ (a) H = 0.10,

(b) H =0.20, (c) H = 0.50, (d) H = 1.00, (¢) H = 2.00, (f) H = 5.00.
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Seguem abaixo algumas secoes com m; -ms =10e R = 1:

H=0.10 H=020
05 T T T T 0B

o4 -
; 08

03 -
LN
02 -

02

05 -

-1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

(c) (d)
Figura 5.21: Segoes de Poincaré para o sistema (5.2) com my-ms = 10, R =1e (a) H = 0.10,
(b) H = 0.20, (c) H = 0.50, (d) H = 1.00.

Notemos que da Figura 5.20 para a Figura 5.21 multiplicamos m;i-ms por um
fator de 10, assim, para recuperar as segoes correspondentes nos parametros
anteriores (neste caso, dividindo my - ms por 10), basta dividir também H
por 10, que assim obtemos que 5.21(d) é a correspondente de 5.22(d) e as
correspodentes das outras sao as se¢oes de niveis de energia H = 0.01 (5.21(a)),

H =0.02 (5.21(b)) e H = 0.05 (5.21(c)) (ndo mostradas).

Em suma, ao aumentarmos a energia H a partir de certo valor o niimero de
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ilhas aumenta, com uma regiao cadtica cada vez maior cercando essas ilhas.

No sentido contrario, se diminuirmos a cada vez mais a energia, as secoes
aqui mostradas nao dizem muita coisa, além do fato de que, em algumas delas,
nao ha a presenca de érbitas periddicas ou quase-periddicas. Podemos, no
entanto, ver as secoes Xp = {(2,p.)|¥ = 7, py > 0e H = E constante }, para

obtermos informagoes complementares, visto que as se¢oes nao sao globais.

5.2.2 Comparagao entre as secoes em v =0e ¢y =7

H=0.01 H=002

05 - 4 05

P:
-]
T

05 05|
-1 1F
-15 : : - : : - -15
2 15 " 05 0 05 1 15 2 2 15 05 0 05 1 15 2
z z
(a) (b)
H=0.08 H=010
2 . : : : . 2 : : : . :
15 15
1 1
] i L 05 b :
o olELEE ity : sl & of ﬁ : ¢ %
05 g S0 o 05|
4 il
1.5 -5
-2 2

Figura 5.22: Segoes de Poincaré (agora em 1) = 0) para o sistema (5.2) com my-ms =1, R =1

e (a) H=0.01, (b) H=0.02, (c) H=0.05, (d) H=0.10.
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Notemos que, comparando as secoes {(z,p.) |¥ =0,py > 0} e {(z,p.) |V =
7, py > 0}, podemos perceber que na secao em ¢ = 0 capturamos o apareci-

mento de duas drbitas periddicas a mais (e uma ilha de 6rbitas quase-periddicas

cercando cada uma delas).

H=0.10 H=0.10

04 2
03 - 15
02 | : 1|
01 4 05 2
& 0 EE oy & of @ : ¢ %
01 05 :
-0z 1
03
04 -2
2 1.5 05 [ 05 ] 2 25 2 15 1 0.5 [ 05 5 z z
(a) (b)

Figura 5.23: Secoes de Poincaré para o sistema (5.2) com my -me =1, R=1, H =10.10 e (a)

em {(z,p.) [¢ = T Dy > 0}, (b) em {(z,p:) [¢ = 0, py > 0}.

Vejamos projecoes de duas orbitas quase-periodicas, proximas de centros de

ilhas da sec@o {(z,p.) ¥ = 0,py > 0}, uma em z = 0.07 e outra em z = 1.81:

o L~ ——
KW — = :
0 ' = 5 5 s
44 e e 15 e :
gy — ‘ B .'
] e :/,.-r_:-__\_*_h L___—ﬂ-""_;_— \
~— PR < /
3 - e, r M ’\C\
/ ‘,‘:1.;‘4/_5 457, ——— \
R 1] -
-ET'DG_H_-FI’—BA__ . )a’{(d e Gosly) e o e
col [ £ S ) : = il
coelyl [iX: e i san(y
(a) (b)

Figura 5.24: Orbitas do sistema (5.2) com my - my = 1, R = 1, H = 0.10 sobre o cilindro com
coordenadas = = cos(¢), y = sen(¢)) e z; com condigdes iniciais ¢ = 0, p, = 0, [(a) z = 0.07,

(b) z = 1.81] e py calculado a partir dos dados iniciais e da energia H.
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Figura 5.25: Projegoes da érbita do sistema (5.2) com my-mg =1, R =1, H = 0.10 e condigbes

iniciais ¢ = 0, p, = 0, 2 = 0.07 e p, calculado a partir dos dados iniciais e da energia H.
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: Projegoes da érbita do sistema (5.2) com my-my =1, R = 1, H = 0.10 e condigoes

iniciais ¢ = 0, p, = 0, 2 = 1.81 e p, calculado a partir dos dados iniciais e da energia H.
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O fluxo estd definido em S! x R x R x R, um espaco quadri-dimensional.
Sendo assim, podemos ver o fluxo através de suas projecoes, e, além disso,
podemos também projetar a varidavel ¢ em cos()) e sen(v) e, juntamente com

a variavel z, ver o fluxo no cilindro.

Podemos, através dessas projecoes presentes nas Figuras 5.24, 5.25 e 5.26,
notar uma diferenca fundamental no comportamento destas orbitas: a orbita
com condicao inicial z = 1.81 nao “da a volta” no cilindro, isto é, seus valores
de v ficam sempre préximos de 0, enquanto a com condicao inicial z = 0.07
passa algumas vezes por ¢ = 7, em outras palavras, a 6rbita de z = 1.81 nao
aparece na se¢do 1) = 7 (e, por consequéncia as érbitas que estdao na mesma
ilha na segdo mostrada na Figura 5.23(b)), enquanto a 6rbita com z = 0.07
aparece. (Vale um raciocinio andlogo para os valores de z negativos.) Isto
explica a diferenca na contagem de ilhas de 6rbitas quase-peridédicas nas secoes

de mesma energia.

5.2.3 Analise das secoes em ) = ()

Vejamos mais algumas segdes em ordem crescente de energia em ¢ = 0 (a

saber, de H = 0.01 a H = 0.25):

Observacao: Em todas essas secoes em ¥ = 0, nao fazemos nenhuma

analise em z = 0. De fato, as proximas secoes nao possuem nenhum ponto

sobre o eixo z = 0.
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Figura 5.27: Secoes de Poincaré em 1) = 0 para o sistema (5.2) com m; -mo =1, R=1¢ (a)
H =001, (b)H=002 (c)H=003 (d)H=0.035 () H=004 (f)H=0.05
(g) H = 0.06, (h) H = 0.07, (i) H = 0.08, (j) H = 0.09, (k) H = 0.10, (1) H = 0.11, (m)
H =0.15, (n) H = 0.20, (o) H = 0.25.
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Nove fenomenos merecem destaque:

(i) A presenga de 6rbitas que ndo “dao a volta” no cilindro (os toros das ex-
tremidades). Analisaremos sua relacdo com érbitas no plano em maiores

detalhes mais adiante.

(ii) Com a diminuic¢ao da energia ocorre o aumento do volume da regiao dos

toros que cercam as Orbitas das extremidades;

(iii) Quebra destes toros nas extremidades:

H=003 H=0.035

04 4 0.4

02t 2 z . 0.zt

-04 ; E 04 -

06 0g 1 1.2 1.4 1.6 18 2 06 g 1 1.2 1.4 16 18 2

H=004

0.4

-0.2 -

L " L "
08 08 1 1.2 1.4 1.6 18 2

Figura 5.28: Diferentes escalas das figuras anteriores

(iv) Desaparecimento de outras orbitas periddicas, de H = 0.06 para H = 0.07

e persisténcia destas como unicas érbitas até H = 0.08;
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(v) Reaparecimento de outras 6rbitas periddicas de H = 0.08 para H = 0.09 e
a diminuic¢ao do volume destes toros de H = 0.09 até H = 0.11 (note que
tais orbitas sao aquelas que podem ser vistas na secao ¢» = m conforme

visto acima na se¢ao de H = 0.10).

(vi) Desaparecimento mais uma vez de outras drbitas periddicas e quase-

periodicas que nao as ja estudadas nas extremidades das secoes;

(vii) A quebra do toro que cercava a érbita periédica de periodo 1:

H=0.1% H=0.185

01 F - - v [

0.05 | 0.05 |

-0.06 1 -0.06

-01 F : 1 -0 F

1 L L L L L L L L L
23 232 234 2.36 238 24 23 232 2.34 236 238 24 242

H=0.20
3]

J.
il

0.05

~0A oy L L i L
238 238 24 242 244

Figura 5.29: Diferentes escalas das figuras anteriores
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(viii) Diminui¢ao do volume dos toros nas extremidades:

H=0.11 H=015
0.3 : - - - - - - - 0.3 -
02| I . 0z |
ot ot e, ¥
==
W
a 0 & ] 1 |Ln.} B
i A,
|'I -
=
0.1 B -0.1
-0zt ¢ -0z
03 = 1 1 1 I i L L 03 1 I i L
1.55 18 165 17 1.75 18 185 19 195 2 17 18 19 2 21 22
2 2
H=017 H=018
0.3 - : : - : - 0.3 - T T
-
0.z 4 0.z he. T
ot :.\\- g ot 3
R Y
&£ 0 £ |44 & 0 Wik |
L %
;
0.1 ! 0.1 &
s
0.2 0.2 —
=
0.3 L + L L 0.3 L L n M
RE] 185 2 205 21 215 22 225 23 18 19 2 21 22 23 z4 25
Z Z
0.3
02
o
& 0
01
0.2+
nal
2

Figura 5.30: Diferentes escalas das figuras anteriores

(ix) O desaparecimento de quaisquer 6rbitas periédicas/quase-periddicas (con-

forme mostra a se¢do em H = 0.25).
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5.2.4 Energias negativas

Até este ponto, analisamos somente valores de energia positivos, pois, se
estivermos interessados em obter informacoes da dinamica do sistema (5.2)
através da comparacao entre as segoes {(z,p.) | v = m, ¥ > 0} e {(z,p.) |¥ =

0, ¢ > 0} temos que analisar tais valores.

Vejamos mais uma vez os graficos do potencial restrito a ¢y =m e a ¢ = 0:

o7 ‘ . . . 08
ol \
05 - \ ] 02t
04 |
03
02 | ; / i 06 F

01 F

o L Bt . 2 H !
-10 #5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

(a) (b)

Figura 5.31: Gréficos (a) do potencial V' (z;¢ = 7) e (b) do potencial V(z;9 = 0)

Note que o potencial em 1 = m nao possui valores negativos, ou seja, fixado
um certo nivel de energia, caso este seja positivo, ha a presenca de érbitas que
passam por 1) = 7 (e a densidade delas aumenta relativamente ao volume do
nivel de energia conforme aumentamos a energia), mas, caso o valor de energia

fixado seja negativo, nao ha a possibilidade da orbita passar por i) = 7.

Vejamos isto através de uma analise simples da fungao Hamiltoniana deste

problema:

Dy, pg mims N0 9 2
= == | — h*—]. 5.3
R 2u " arm 8 (Sen 5 TSR (53)
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2 2
p .
Note que L4 5 >0 Ll > () de forma que, caso H < 0 essa negatividade vem
2uR 20

mim z
da parte potencial, uma vez que é possivel que L 2log 86112ﬂ +senh’— | <
2R 2 2R

0, mas como 21?;2 > (), investiguemos, na verdade, quando
T
(0 2 <
1 2 h*— ) < 0.
og <sen 5 + sen ¥,
Sabemos que log (sen2% + senh2%> <0<«<=0< sen2% + senhQ% < 1.
Note que, se ¥ = 7 entdo sen2% = sen2g = 1.
Assim, como senh2£% > 0, podemos concluir que nao existe z € R tal que
0< senzﬁ +senh®= < 1 (e, por consequéncia, log SGHQ% Fsenh?- | < 0)
2 2R 2 2R

seja satisfeita, isto é, para H < 0 nao ocorre 1) = 7.

Vejamos algumas se¢bes com valores nao-positivos de energia (a saber, de

H=0até H=-2):
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R W
0r 0B 006 B0 A06 0 08 004 B 406 B

(m) (n) (0)

Figura 5.32: Secoes de Poincaré em 1) = 0 para o sistema (5.2) com m; -mo =1, R=1¢ (a)
H =0, (b) H=—0.005, (c) H=—0.01, (d) H=-0.02, (e) H=—0.03, (f) H=—0.04, (g)
H = —0.05, (h) H=-0.10, (i) H = —0.15, (j) H = —0.20, (k) H = —0.30, (1) H = —0.50,
(m) H = —0.70, (n) H = —1.00, (0) H = —2.
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Vamos analisd-las com mais cuidado, destacando os seguintes fatos:

(i) O reaparecimento de outras drbitas peridédicas além daquelas nas extre-

midades, de H = 0.01 para H = 0;

(ii) O surgimento de mais érbitas periédicas e quase-periédicas conforme se

diminui a energia:

H=-015 H =020

L 1! L
0o —0a0t o 0oo% an

]

=15 | 4
L L &
~ROu1E ~a.0av 40008 w 0000 oot noots ~poogt

nanos

Figura 5.33: Diferentes escalas das figuras anteriores
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(iii) O aumento do volume dos toros das extremidades proporcionalmente ao

volume de todo o espacgo de fase;

(iv) A semelhanga que existe (e aumenta cada vez mais conforme diminuimos

Py

Py

08t/
06 -
04

0z ¢

-02 +
04t
08}

=08 |

08
08 F
04
0z

-0.2 -

-06

-08

05

-05

Plano

H=-020
T

L L L L i
02 04 08 0s 1

H=-030

L 1 L L L L L
o oz 03 04 05 0B oy

H=-050

o1

a energia) entre as segoes no plano (esquerda) e no cilindro (direita):

Cilindro

H>-020

i L L i
oz o4 [=1-] ek-] 1
z

i L
oos [aXe-]

Figura 5.34: Comparacao entre se¢oes do plano e do cilindro

o
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(v) A diminuigao da escala na posigdo conforme se diminui a energia, note

que em H = 0 a escala é de [—2,2], jd em H = —2, é de [—0.004, 0.004]:

H =000 H=-200

2 i i . i i 1 1 ag 1 1 1 I I I I
-2 -15 -1 -05 (] 05 1 15 z -0.004 0008 -0002  -0.001 [ 0.001 0.002 0.003 0.004

Figura 5.35: Mudanga na escala conforme a energia varia

(vi) O limite da precisao numérica do algoritmo utilizado neste trabalho na
convergencia de certas condicoes iniciais de modulo pequeno, para a de-
teccao da diferenca entre as dinamicas do cilindro e do plano, quando a

energia ¢ muito baixa:

-1e-07 -Se-08 EI S5a-0B 1e-07
Figura 5.36: Precisao numérica

Na secao acima, para condicoes iniciais de z menores que 1072, o método

utilizado nao foi capaz de obter pontos nesta secao com os paramteros de
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tolerancia passados. Note que esta secao poderia ser interpretada como
uma secao do plano, pois nao foram detectadas as érbitas cadticas e outras

érbitas periddicas e quase-periddicas préximas a (0, 0).

Como conclusao, podemos notar que conforme diminuimos a energia nota-

mos uma semelhanca com as secoes do problema no plano.

Isso se da pois com a energia muito baixa, a particula nao consegue se
movimentar por todo o cilindro, e fica “presa” numa certa regiao onde, dada a

geometria do cilindro, esta fica com uma dinamica proxima a de uma no plano.

Isto pode ser visto também comparando-se as secoes do plano e do cilindro

conforme fixamos uma parte da se¢ao (uma janela) e diminuimos a energia.

Vamos estudar as energias H = 0.10 e H = —0.10 no cilindro e no plano,

fixando a janela [0.6,1] x [—0.2,0.2]:
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Plano Cilindro
H=010 H=010
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015 0.15

04 01 p .

0.0s 005 ¢ ]

o or o 1]

005 005 X

0.1 -0

015 -0.15

-0z : : : : : - - 2L : : : : . -

06 088 07 078 133 0.85 09 0.9% 1 06 068 07 078 0g 0.85 09 095 1
(a) (b)
H=-010 H=-0.10

0.z T 0z T

015 0.15

o1 01

0.0s 0.05

& 0 ( (/ =) & of & )

-005 005 +

0.1 01 F

015 -0.15

-02 . . . . . . : -02 . . . . - . -

06 (X0 07 078 133 0.85 09 0.9% 1 06 068 07 078 0g 0.85 09 095 1
(c) (d)

Figura 5.37: Janela [0.6,1] x [—0.2,0.2] nas segdes do plano (a), (c¢) e do cilindro (b), (d) em
(a), (b) H=0.10 e (c), (d) H = —0.10.

Além disso, note também pela Figura 5.38 que o centro das ilhas se desloca

para a esquerda conforme a energia abaixa, isto é, diminuindo a energia a

orbita periddica tem um raio cada vez menor.
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H=-0.10 H=-0:15
oz T T T T T T T 0.2z

015 015

0.1 . 01 e

005 - 1 0.0s -

Figura 5.38: Janela [0.6, 1] x[—0.2, 0.2] nas se¢oes do cilindro em (a) H = —0.10, (b) H = —0.15
e (¢) H=—0.20.

Conforme podemos relembrar, o sistema de dois corpos no plano é integravel
e suas sec¢oes sao todas formadas por uma érbita periddica cercada por uma ilha
de 6rbitas quase-periddicas. Ja no cilindro, isto nao acontece: temos a presenca

de caos, orbitas com periodicidade diferente de 1, pontos hiperbdlicos, etc.

Mas, como vimos acima, se estamos em energias muito baixas, as secoes do
cilindro e do plano se assemelham, o que pode indicar que existe uma relacao

entre as duas dinamicas.

Isto pode ser confirmado também por outro ponto de vista, o da Figura 5.37.
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Se temos como condigbes iniciais algo dentro desta janela fixada [0.6,1.0] x
[—0.2,0.2], em H = 0.10, podemos decidir se a dinamica ocorre no plano ou no
cilindro - pois, reparando apenas dentro dessa tal janela, a dinamica no plano é
composta por orbitas quase-periddicas, enquanto que a no cilindro, por érbitas
cadticas - mas em H = —0.10, nao somos capazes de fazer tal separacao. Em
outras palavras, a particula “nao sabe” se esta no plano ou no cilindro quando

o nivel de energia é de, por exemplo, H = —0.10.



Capitulo 6

A Dinamica no Cilindro Vista como
uma Perturbacao da Dinamica no

Plano

Neste capitulo iremos responder ao questionamento que surgiu no final do
capitulo anterior. Iremos notar como a dinamica no cilindro pode ser vista
como uma perturbagao da dinamica do plano, ou entao, como podemos apro-
ximar a dinamica no cilindro pela dinamica no plano.

L2 3 4 n (_1)i

Sabemosquelog(l—l—z):z—E-I—g—Z—I----:; ——%', para 1z| <1

([28, 31]).

no

€ 1

Assim, log(1 — = — —2z', <l& |z < -
ssim, log(1 — €z) g -%', para 34 H -

i=1
Relembrando algumas contas do Capitulo 2, vimos (Equagao (2.7)) que a

funcao Hamiltoniana dos vértices (que, no caso das massas, é a fun¢ao poten-
cial) pode ser escrita como

1 2
Hy = in ZZFkFllog\zk — 21 — 2mrnl%,

nez k<l

126
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e ser somada com constantes sem que a dinamica em questao seja afetada.

Vamos aqui utilizar a identificagao Hamiltoniana dos vortices <— poten-
cial das massas com o objetivo de escrever a dinamica no cilindro como uma

perturbacao da dinamica do plano:

Vamos nos restringir, sem perda de generalidade, a dinamica de duas massas

para uma maior clareza notacional.

Temos que, no caso das massas, o potencial (somado com uma certa cons-
tante) é dado por

ALUD)
4

mym
U= ZlogKl — ( — 2w Rn|* — 1 41 - Zlog(QﬁRn)Q.

T
nez nez

Se denotarmos por € = T e (j =x;+1y;, J=1,2, entao

mimm
U= 4; 2 Nog((x1 — 2) + (y1 — 1)%)—

2 (6.1)

E((xl —x9)? — (11 — y2)?) + O(e") |-

Vejamos que o Teorema KAM (Apéndice E) se aplica neste caso.

Baseado em [29], sabemos que, na dinamica na geometria intriseca do plano,
temos que a Orbita periédica (e centro das ilhas nas segoes apresentadas no
Capitulo 5) é dada pelo minimo do potencial efetivo

L? YM1mMe
Vers(r) = 5352 = 4 log(r?),

| AnL?
que ocorre em r = _—.
'7A47n1n12

Como as se¢oes apresentadas do plano sao todas feitas em x = 0, temos que,

nelas, r = y.
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Logo, os centros das ilhas apresentadas nas secoes se localizam em

4= ’)/Mmlmz.
Tomemos como exemplo primeiramente as secoes em H = —0.20 e em
H = —0.30 no plano e no cilindro:

1

08
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0.4

ozt

& OfF

0zt

04

-06

~0.8

-1

08+

08

0.4

02k

-0}

=06

~0.8 p

H=-0.20

o

L L L L
o2 0.4 0.8 og

H=-0.30

0.E oy 0.

ek}

Note que, de fato, os toros sao levemente deformados e preenchem a maioria

do espaco no sentido de que a regiao que nao é preenchida por toros diminui

conforme se diminui a perturbacao.

Além disso, vamos observar mais atentamente as secoes em H = —0.10:
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H=-010 H=-010

(REY L 015

01 0.1

005 4 005

Observemos que, além da deformacao dos toros, podemos notar também

que a orbita periddica no cilindro é préxima a do plano.

Para podermos aplicar o Teorema KAM teriamos duas estratégias a seguir:

(I) Considerar a trajetéria do sistema reduzido sob o ponto de visto de fluxos
e calcular as variaveis de acao-angulo para o problema nao-perturbado

(2-corpos no plano) (Apéndices D e E);

(IT) Considerar o mapa de Poincaré e aplicar o Teorema KAM sob o ponto

de vista de mapa do plano para o plano(Apéndice E).

A abordagem (I) visa adaptar um resultado j& presente na literatura ([11,
18, 19]), mas tal abordagem falha, pois para calcular as variaveis de agao faz-se
necessario o calculo de integrais que nao foram possiveis de ser escritas na forma
de funcoes elementares; mesmo a adaptacao ipsis literis do método presente em
[19] néo é possivel pelo fato de as fungoes a serem integradas serem diferentes

e nao cumprirem as hipoteses dos teoremas utilizados.

Ja a abordagem (II) falha em nao poder ser calculada analiticamente, pois

nao temos expressao analitica para o mapa de Poincaré.



Conclusao e Perspectivas

Podemos concluir através deste trabalho que o problema fundamental da
mecanica celeste em sua maior simplicidade - o problema de n-corpos com
n = 2 - falha em poder ser resolvido analiticamente. De fato, através das secoes
de Poincaré aqui apresentadas, vemos que este problema nao é integravel (ha

a presenga de caos).

Foram utilizadas ferramentas da area de dinamica de vortices, e isto também
é interessante de ser notado, pois, a principio, sao duas areas distintas que
sao abordadas com ferramentas diferentes da mecanica classica. Em geral, a
dinamica de vortices é encarada como um problema Hamiltoniano, descrito
por um sistema de equacoes de primeira ordem, enquanto a mecanica celeste
¢ primeiramente encarada como Lagragiana descrita por equacoes de segunda
ordem - no entanto, podemos perceber que as duas areas tém muito em comum

e podem ser vistas sob um ponto de vista em comum.

Como perspectivas, temos a aplicacao do mesmo tipo de estudo a outras su-
perficies. Existem na literatura muitos trabalhos sobre o problema de n-corpos
sobre superficies ([1, 7, 10, 24, 26, 29]). No entanto, tais estudos ainda estao
longe do esgotamento, e ainda existem muitas superficies a serem exploradas.
Além disso, temos também a transposicao das dificuldades encontradas para a

aplicacao do Teorema KAM descritas no Capitulo 6.
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Apéendice A

Algumas contas

A.1 Equacao (2.8)
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A.2 Equacao (2.9)

2 .
Rk — 2l Rk — 2l

= sen sen
2r 2r

(zr — 1) +i(yr — ui1) o <(£Uk —xy) — i(yr — yz))
2r

Rk — 2l
sen
2r
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A.3 Equacao (3.5)

ds?; = my(R2d? + dz2) + mo(R2d? + d22)

<o (e (G ) (e ) )
o (1 (G )+ (e ) )

= m <32 (d@ - %dw) + (dz - %@2)
ma (RQ <d@ + %d@D)Q + (dz + %dzf)

- (RQ (6@2 - @dﬂd@/} + ﬂ%dzﬁ) + (dz2 - %d—dz + Wdz ))
ms < (dw + —dwcw + de) + <d22 + %dzdz + %d%))

— R?

2 miR?m %mg

+moR2dy” + wa 1 medZ +

— (my +my) R2dY" +

2
mlmzd 2

—L 242

m1m2 + m1m2
Ve

mlm% + m%mg
Ve

(m1 + ma)myms
WE

— MR} + 2 M T2 R2 0+ Mdz? +

R*dy)?

dz?

+(my + ma)dz” +

(m1 + ma)myma

e dz?

= MRy + R*dy?* + Mdz* +

i

— MR + pR2dy® + Mdz* + pd2?,
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A.4 Equacao (6.1)

kokkok >k

— Y Z log|z; — 20 — 27 Rn|? — WzlmQ z:log(Qan)2

47 T

nez nez
Ymimes |21 — 29 — 27 Rnl?
log|z1 — zo|* + Z log 2nEin)?
neL*
mim
e 7 4;_ 2 [Up[ + Upe?“] .

21— % 2 21 — 292
1 _ 1’ -3 ‘1 _ ‘
Z & 27t Rn Z 8 27t Rn
nez* nez*

2
=4+ logll — €Z,)”

nez* nez*
Slog(l—eZ) - T—eZ) =Y (1og(1 —¢Z,) +log(1 — eZ_n))
nez* nez*
. em L <, m —
S (- =Y =) ==Y Y =+ 7
nez m=1 m m=1 m nezZ* m=1 m
B Z 6_ 21 — &9 1 21 — %9
2mn 2mn

neZ* m=1
- - {(Zl —2)"+ (71 - 2) ]

= m(2mn)™

2
€

Y gt e T E) = Y g )+ () -

nez* nez*

3
€ .
> S (2 %)’ + (71 = 2)°) + O(")
nez*
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o0 2
€ . . . .
= - Z —— (1 4+ in)? — 2(x1 + i) (22 + iya) + (22 + iy2)” +

“— 4m*n?
(21— iy1)* — 2(z1 — iy1) (w2 — dy2) + (22 — iy2)*) + O(€?)
2

o

€ . -
_ Z yren (xf — i + 2iv1y1 — 22122 + 241y — 2i(T1y0 + Tan) +

= —55 (71— I?) — (g1 — 92)2) :

U:

:U% — y% + 212919 + SL‘% — y% — 2ix1y1 —

2129 + 2y1y2 + 2i(T1Yy0 + Toy1) + $§ — y% — 2ix2y2> + 0(64)

o

2
€
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- _ Z ﬁ((azl —12)? = (y1 — 12)%) + O(")

2

o2

E2

_ — (1 — 22)* — (1 — 12)°) - Z kL +O(e)

- ox2 6
€ 2 4
= —ppllz— 22)° = (1 — y2)°) + O(€).
Portanto,
2
ymym €
4; 2 [log((:cl - $2)2 + (y1 — y2)2) - E((xl - 552)2 — (1 — 3/2)2) + 0(64)
1
* —_— —.
‘R
*k 7 A1 22
" 2mn

1 — 1 2mn
R Z < - e ‘Zl 22‘ < — & -2 < S orRn < |21— 22| < 27R.
€ €

2mn €

****\z—zQ|<2ﬁR$ZZ’ T O A - | R

neZ* m=1



Z Z m(2mn)™ [ a—2)"+ (@ - Z_Q)m} - i m [(21 — 29)" +

nezZ* m= 1 "

(Zl - 22) ] .
RRkkK 1 Impar = Z W — Z T + Z T _

) nez* ) neZ+ ) nel— )

€ € € €
2 ) 2 m(ZW(—n))m 2 m(2mn)" 2 m(2rn)”
neZ* neZ+t neZ+ nez+

62 62
= - _°  _

m par Z 27m n; m(2mwn)™ i nez m(2mwn)™m

62 62 62 62
2 (27m)m i Z R = 2w T 2
neZ+ neZ+t neZ+ neZt

2 Z m(2mn)™

nGZ+



Apeéendice B

Teorema de Arnold-Liouville

Definicao (Integral Primeira): Dizemos que W : A — R é uma integral

primeira do sistema autonomo
T = F(x), (B.1)

onde A C R” (aberto) e F': A — R", quando W ¢ constante ao longo de cada
trajetéria solugao de (B.1), isto ¢ W é uma integral primeira de (B.1) quando

W (xz(t)) = ¢, onde ¢ é uma constante real e x(t) é uma solugao de (B.1).

Definigao (Independéncia linear de integrais primeiras): Dizemos que as
integrais primeiras Wy, Ws,--- W, do sistema (B.1) sdo linearmente inde-
pendentes em A C R" quando os vetores VWi (x), VWs(z), -+ , VW, _1(x) s@o

linearmente independentes para todo x € A\ {x € A; F(x = 0)}.

Definigao (Sistema integravel): Dizemos que o sistema (B.1) é integravel
em A C R" quando existem n — 1 integrais primeiras de (B.1) linearmente

independentes.

A quantidade n — 1 e o fato de serem linearmente independentes sao ne-

cessarias para podermos identificar as curvas solugoes de (B.1).
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Isto pode ser visto como aplicacao direta do Teorema da Funcao Implicita:

Teorema (da Fungao Implicita): Seja f : R — R™ uma funcao suave e

coloquemos coordenadas (x,y) = (1, ,Tp, Y1, , Ym) em R
Dado um ponto (a,b) = (ay, -+ ,ap, b1+ ,by) com f(a,b) =c € R™ se a
matriz
dfi
)
dy;

é invertivel entao existem:

e um subconjunto aberto A C R" contendo a;
e um subconjunto aberto B C R™ contendo b;
e ¢ uma Unica funcao g : A — B suave,

tais que {(z,9(z));z € A} = {(z,y) € AX B; f(z,y) = c}.

Demonstragao: Veja [14].

Assim, seguindo a notacao do teorema acima, se tomarmosn =1, m =n—1

e f= Wy, W,_1) teremos que a matriz

| | |
VW VW, - VW,

é invertivel (pois VWi, VWy, -+ VW, 1 sao l.i.) e, portanto, que existem
ACR, BCR"1eg:A— B suave tais que {(z,g(x));z € A} = {(x,y) €
A X B; f(x,y) = ¢} (curva solugao de (B.1)).

No caso de sistemas mecanicos autonomos definidos, por exemplo, através

de um dado campo de forcas, digamos f : R" — R"”, diremos que tal sistema
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d 1
a(x, t)=F(z, %) = (x’, —f(:c)) em R?" é integravel quando existem 2n — 1
m

integrais primeiras deste sistema.

Definicao (Colchetes de Poisson): Os colchetes de Poisson sao um operador
binario que toma duas fungoes suaves definidas no espago de fase de um sistema

mecanico e devolve uma constante real e que obedece as seguintes propriedades:

o {f,9t=—{9. /)

o {f+9.h}y ={f h}+{g,h};

o {fg,h} ={f hig+ f{g h};

o {f Ay, n}}+{g.{n f}} +{h.{f.g}} =0

Além disso, calculados sobre as coordenadas de Darboux (digamos, (g;, p;))

do espaco de fase de uma variedade, os colchetes tomam a seguinte forma:
"~ (0f 99  Of dg
{Fy=> 455 —5 7
— (9q;iOpi Opi Vg

onde f = f(qi,pist) e g = g(q, pi,t) sdo fungdes definidas sobre o espago de

fase e do tempo (que, no caso de sistemas autéonomos, pode ser “ignorado”).

Observagao: Podemos ver as coordenadas de Darboux (¢;,p;) também

como funcoes no espaco de fase. Vistas dessa forma, o colhete de Poisson

aplicado sobre elas obedece:
e {gi,q;} =0;
e {pi,pj} =0;

g {Qiapj} = 51';‘-
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Definigao (Liouville-integrabilidade de sistemas hamiltonianos): Dizemos
que um sistema hamiltoniano com n graus de liberdade é Liouville-integravel
quando existem n integrais primeiras, digamos F;, linearmente independentes

e em involugdo, isto é, {F}, F;} = 0.

Um sistema hamiltoniano pode ser escrito da forma & = {z, H}, onde H ¢é

a funcao Hamiltoniana que o define.

Se um sistema Hamiltoniano que tem n graus de liberdade possui n integrais

primeiras em involucao, digamos Fj,7 = 1, - - - , n, entao tal sistema € integravel.
Isto se deve a estrutura canonica dos sistemas Hamiltonianos.

: L .. d
De fato, podemos escrever o sistema de equagoes diferenciais — = {x, F;},
Si
1 =1,---,n e, como as integrais estao em involucao, cada uma delas é uma

integral primeira dos sistemas determinados pelas outras.
Neste contexto, temos o Teorema de Arnold-Liouville:

Teorema (de Arnold-Liuoville): Suponha que a fungdo H determine um

sistema Hamiltoniano Liouville-integravel, digamos com integrais primeiras

F,i=1---n.

Para c € R" seja M. = {x € R*; F; =¢,i=1,--- ,n} um conjunto de nivel
das integrais onde elas sao 1.i..

Entao M. é uma subvariedade suave e invariante.

Além disso, se M, for compacta e conexa, entao ela é difeomorfa a um n-toro.

Neste caso, existem n varidveis, chamadas de coordenadas de angulo, deno-

tadas por #;,i = 1,--- ,n, em M, tais que o fluxo Hamiltoniano é conjugado

d
ao fluxo de @9 = Q(F), para algum vetor ).
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Demonstragao: Vide [3].

Uma consequéncia muito interessante deste teorema é que existe uma es-
colha de variaveis de angulo que tem momentos conjugados definidos numa

vizinhanca de M..

Tais momentos sao comumente chamados de variaveis de acao e denotados

por I;,2=1,--- ,n.

Um sistema Hamiltoniano integravel é dito estar na forma de acao-angulo

se este s6 depende das varidaveis momento; neste caso, quando H([,0) = H(I).

As equagoes de movimento em tais variaveis sao dadas por:

- oH
I=r-% =7

. oH

6= 5 = b

Note que as variaveis de acao sao invariantes sob a acao do fluxo, logo, tais

variaveis devem ser funcoes de Fj,i =1,--- ,n.



Apendice C

Teorema de Noether

Definigao: Fixando notagao diremos que uma variedade simplética (M, w)

junto com uma fungao suave H € C*°(M) é dita ser um sistema Hamiltoniano.
A funcao H é chamada de funcao Hamiltoniana do sistema.

O fluxo do campo vetorial Hamiltoniano Xy (dado por Xy = ix,w =
dH) é dito ser o fluxo Hamiltoniano e suas curvas integrais sdo chamadas de
trajetorias ou orbitas do sistema, que, em coordenadas de Darboux, satisfazem

as equacoes de Hamilton.

Observagao: Podemos utilizar a notagao (M, w, H) para designar um sis-

tema Hamiltoniano, onde fica entendido que (M,w) é a variedade simplética e

H é a funcao Hamiltoniana.
Definigao: Seja (M,w, H) um sistema Hamiltoniano.

Uma funcao f € C*°(M) que é constante em cada curva integral de Xy é
dita ser uma quantidade conservada do sistema.
Definicao: Um campo vetorial suave V' em M ¢é dito ser uma simetria

infinitesimal de (M, w, H) se w e H sao invariantes sob o fluxo de V..
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Observacgao: Da caracterizagao geométrica do colchete de Poisson ({ f, g} =

X, f ¢ uma medida da taxa de variacao de f ao longo do fluxo Hamiltoniano de
g), nao é dificill ver que uma funcao f € C*°(M) é uma quantidade conservada

do sistema (M, w, H) se, e somente se, {f, H} = 0.

Definicao: Um campo vetorial X em M é dito ser simplético se w é inva-

riante sob o fluxo de X.

X é dito ser Hamiltoniano (ou globalmente Hamiltoniano) se existe uma
fungao f € C*(M) tal que X = X/, e localmente Hamiltoniano se cada ponto

p € M possui uma vizinhanca na qual X é Hamiltoniano.
Lema: Seja (M,w) uma variedade simplética.

Um campo vetorial suave em M é simplético se, e somente se, é localmente

Hamiltoniano.

Todo campo vetorial localmente Hamiltoniano em M ¢é globalmente Hamil-

toniano se, e somente se, toda 1-forma fechada em M for exata.

Demonstracao: Veja [12, 22].

Teorema (de Noether): Seja (M,w, H) um sistema hamiltoniano.

Se f é uma quantidade conservada entao seu campo vetorial Hamiltoniano

¢ uma simetria infinitesimal.

Reciprocamente, se toda 1-forma fechada em M for exata, entao cada si-
metria infinitesimal é um campo vetorial Hamiltoniano de uma quantidade
conservada, que é Unico a menos da adicao de uma fungao constante em cada

componente de M.

Demonstragao: Seguiremos como em [22].
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Suponha que f é uma quantidade conservada.

Assim X;H = {H, f} = —{f,H} = 0, ou seja, H é constante ao longo do
fluxo de Xj.

Como w é invariante ao longo do fluxo de qualquer campo vetorial Hamilto-
niano (pois todo campo Hamiltoniano é simplético) concluimos que Xy é uma

simetria infinitesimal.

Suponha agora que M seja uma variedade na qual toda 1-forma fechada

seja exata.
Seja V' uma simetria infinitesimal de (M, w, H).

Entao, como V deixa w invariante, V' é simplética por definicao, e, portanto,

globalmente Hamiltoniana.

Escrevendo V' = Xy, o fato de H ser constante ao longo do fluxo de V'
implica que {H, f} = X;H = VH = 0 (pois V' é uma simetria infinitesimal,
logo w e H sao invariantes ao longo do fluxo de V'), entdo f é uma quantidade

conservada.

Se f é qualquer outra funcao que satisfaz Xy =V = Xy, entao d(f — f) =
df —df = w(X7) —w(Xy) = w(X5— Xy) =iu(X;— Xf) = 0, entao f—f deve

ser constante em cada componente de M.



Apeéendice D
Teoria de Hamilton-Jacobi

Este apéndice foi escrito com base em [19, 32].

A ideia da teoria de Hamilton-Jacobi é que resolvendo uma certa EDP (a
equagao de Hamilton-Jacobi) podemos encontrar ao mesmo tempo uma solugao

de um problema mecanico.

Tal EDP envolve uma funcao que denotamos por S, chamada de funcao
geratriz, responsavel por determinar uma transformacao de coordenadas de tal
forma que a funcao Hamiltoniana transformada K se relaciona com a antiga
H através da equacao:

oS

K—H4+22
o

Temos assim que, se K = 0 e tomarmos S como funcao das antigas coorde-

nadas ¢; e dos novos momentos P; a equacao acima se torna:

0S 0S 0S
H(q,,qn,a—ql,,a_qn7t>+a—o (Dl)

A equacao acima é a chamada Equacao de Hamilton-Jacobi, e os momentos

150



151

p; sao dados por

oS
pi = o

Uma solucao para a equacao de Hamilton-Jacobi pode ser expressa como
S=S8(q, - ,qn, 01, ,qpn,t), onde oy, -, a;, sdo constantes independentes

que podem ser escolhidas como os novos momentos, isto é, P, = «;, Vi =

1, ,n.

As novas coordenadas (); sao obtidas através da funcao geratriz S por

GE

8041' 7

Qi

e tais coordenadas serao constantes, que podemos denotar por ); = 3;, Vi =

1.+ ,n.

As equacoes que definem as novas coordenadas e momentos podem ser al-
gebricamente manipuladas de tal forma que podemos escrever as coordenadas

e momentos antigos como

qi = Qi(a7 ﬁa t)

pi = pi(a, B, 1).

Observacao: No caso de sistemas Hamiltonianos que nao dependem do

tempo a funcdo geratriz S(q,a,t) assume a forma S(q,a,t) = Sp(a,t) +

W(q,a), e assim, a Equagao de Hamilton-Jacobi assume a forma

oW\ 9S8,

que possui solugao se ocorrer
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A segunda equacgao acima é a Equacao de Hamilton-Jacobi para W, e a
constante oy é a Hamiltoniana (que normalmente a associada a energia total

do sistema FE).
Exemplo (Problema de Kepler):
Consideremos o Problema de Kepler em coordenadas esféricas (r, 6, ).
A Equacao de Hamilton-Jacobi para este problema é dada por
1 (OW\® 1 (oW’ I A
_— - — [ = V=F
2m<(8r> +7’2(89>+7’Qsen29((9g0>>+ ’

onde V' é o potencial do problema.

Sob certas hipdteses é possivel assumir que a funcao geratriz W pode ser
completamente separada, isto é, W(r,0,p) = W,(r) + Wy(0) + W,(¢) (veja

[11, 19] e suas referéncias).

. 1 N2 1 N2 1 1\ 2
ASSlm, % <(Wr) + ﬁ (Wg) + ’]"QSen29 (WSD> + V =F.
A coordenada ¢ é ciclica, logo, WS’O = Qu, isto € W, = a,p.
2
Além disso, (V[/é)2 + —*_ deve ser constante, pois é a parte da equacao

sen? 6
o2
que somente depende de 6, ou seja, (W))* + —2— = a2,
sen? 6
Assim, obtemos que
e
(W)™ =% +2mV = 2mE,
r

2

o

e portanto que (W/)* = 2m(E + V) = —29.
r

Assim, se denotamos por J,, Jy e J, as varidveis de acao, sabemos ([19])

que

ow ow ow
= ¢ —d = ¢ —dbeJ, = ¢ —dr.
p p v, Jp 50 e, o r
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Calculemos cada uma dessas variaveis, lembrando que, no caso do problema

k
de Kepler em R3, o potencial V é dado por V = — e estamos aqui considerando
r

somente o caso E < 0 (orbitas limitadas):

Jp = %deo j{awdﬁﬂ = 2Ty,

ow
Jy = Wd@ = j{ df = 2may — 2mary,

sem2 7
onde essa integral foi calculada utilizando algumas substitui¢oes trigonométricas.
J@ + Jy

27

Note que ay =

2 2
J, = —dr—j{\/ mk O“’dr_

2 2
j{\/QmEJr mk;_ (J@+J0) dr = —J, — Jy + 7k —m.

r 422 —F
2m°mk? OH
Assim, F = — . +7T Jm+ AR e as frequéncias sao dadas por v, = o =
0 ® T
OH OH AP mk?

Vy = :V(p

00 dp  (Jr+ o+ 0

Portanto, podemos concluir que o problema de Kepler possui as frequécias

coincidentes, temos um caso degenerado.



Apeéendice E

Teorema KAM

As ideias e defini¢bes aqui apresentadas foram retiradas de [3].

Sejam H(I,0) uma fungdo Hamiltoniana para um sistema escrita nas suas
variaveis acao-angulo (I, 6) e Hy(I) uma fungao Hamiltoniana para um outro

sistema.

Note que Hj escrita somente nas suas variaveis de acao implica que temos

um sistema integravel no sentido do Teorema de Arnold-Liouville.

Vamos supor agora que H seja um perturbacao de Hy, isto é, H(I,0) =

Hy(I) + eH(1,0), com € pequeno o suficiente.

Conhecendo a dinamica determinada por Hy, conseguimos informacoes sobre

a dinamica de H?

Definicao: Um sistema integravel Hj ¢ dito nao-degenerado quando
0?H,
det 0.

Definicao: Um sistema integravel Hj é dito ser isoenergeticamente nao-
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degenerado quando

oty oy
oIz 01
det .
e % ; # 0
ol

A condicao de nao-degenerescéncia isoenergética em sistemas com dois graus
de liberdade Hamiltoniana, por exemplo, determina que um ponto que se en-
contra em um circulo resultante de uma se¢ao de Poincaré (uma segao transver-
sal ao fluxo), apds dar uma volta no toro ao qual ele pertence, volta e intersecta

0 mesmo circulo.

Teorema (Kolmogorov-Arnold-Moser): Se um sistema nao-perturbado é
nao-degenerado, entao, para perturbacoes Hamiltonianas conservativas sufici-
entemente pequenas, a maioria dos toros nao-resonantes (com frequéncias de
cada variavel de angulo diferentes) nao desaparecem, mas sao levemente defor-
mados, de tal forma que, no espaco de fase do sistema perturbado, ha também
a presenca de toros invariantes densamente preenchidos por trajetérias do sis-
tema com um nuimero de frequéncias independentes igual ao ntimero de graus

de liberdade Hamiltoniana.

Tais toros invariantes formam a maioria no sentido do que a medida do

complementar de sua uniao é pequena, quando a perturbacao é pequena.

Para o caso de mapas simpléticos do plano no plano (nosso caso, quando
estamos estudando as secoes vistas no Capitulo 5, pois podemos estudar, em
vez do fluxo definido no nivel de energia em questao, o mapa de Poincaré,
definido como o mapa do primeiro retorno de um ponto na se¢ao), o Teorema

KAM pode ser visto com as seguintes condigoes:

Sejam A e A os autovalores da linearizacao do mapa.
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A condicdo auséncia de ressonancia nas frequéncias assume a forma A3 # 1
e \* #£ 1. Isto também significa que tal ponto fixo é estdvel no sentido de

Lyapuvov.

E, além disso, tal mapa, se desconsiderarmos termos de ordem maior que 3
na expansao em série de Taylor, pode ser escrito na forma normal de Birkhoff, e
se tivermos que o coeficiente wy; for diferente de zero, garantimos a dependéncia

nao-trivial do angulo de rotacao.

Ou seja, no caso de uma aplicacao do plano no plano, temos que verificar

se £, M£Tewy #0.



