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Resumo

Baseado no artigo de Bernardes, Bonilla, Miiller e Peris, a proposta deste trabalho é fazer um
estudo inicial das nogoes de caos distribucional para operadores sobre espacos de Fréchet e,
em particular, para operadores sobre espacos de Banach. Apresentamos uma caracterizagao
do caos distribucional para operadores sobre espacos de Fréchet através de uma condigao
computavel (CCD) e também da existéncia de um vetor distribucionalmente irregular. Uma
condicao suficiente para a existéncia de uma variedade uniformemente distribucionalmente
irregular densa é apresentada. Procuramos ilustrar os resultados obtidos através do estudo
de dois tipos de operadores particulares, a saber, operadores de deslocamento com pesos e

operadores de composicao.

Palavras-chave: Espacgos de Fréchet, dinamica linear, caos distribucional, operadores, vetores

irregulares.



Abstract

Based on a paper by Bernardes, Bonilla, Miiller and Peris, the purpose of this work is to make
an initial study of the notions of distributional chaos for operators on Fréchet spaces and, in
particular, for operators on Banach spaces. We present a characterization of distributional
chaos for operators on Fréchet spaces through a computable condition (CCD) and also the
existence of a distributionally irregular vector. A sufficient condition for the existence of a
dense uniformly distributionally irregular manifold is presented. We illustrated the results
obtained through the study of two particular classes of operators, namely, weighted shifts and

composition operators.

Keywords: Fréchet spaces, linear dynamics, distributional chaos, operators, irregular vectors.
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Introducao

Baseado em [4], o objetivo deste trabalho é estudar brevemente as nogoes de caos distribuci-
onal para operadores sobre espagos de Fréchet e, em particular, para operadores sobre espagos
de Banach. Assim, a menos que seja especificado o contrério, este trabalho considerara que X
¢ sempre um espaco de Fréchet arbitrario e estaremos interessados em estudar a dinamica de

operadores sobre X. Denotaremos por B(X) o conjunto de todos os operadores T': X — X.

Sobre pré-requisitos, alguns resultados, especialmente de Andlise e de Topologia Geral,
serao admitidos. Outros, considerados importantes para uma boa leitura do texto, serao
apresentados no primeiro capitulo, denominado Preliminares. Este texto é acessivel, portanto,
a pessoas que estejam cursando entre os ultimos semestres da graduacao em matematica e os
primeiros periodos do mestrado, ou que queiram conhecer um pouco mais sobre dinamica de

operadores.

Na primeira secao do segundo capitulo procuramos inserir conceitos basicos, como os de
densidade superior e inferior, bem como algumas de suas propriedades, necessarias para a com-
preensao do caos distribucional. Na segunda secao deste mesmo capitulo, com o objetivo de
ilustrar o quao delicado ¢é o caos distribucional em comparagao com outros tipos de caos, abor-
damos um exemplo de operador sobre /}(N) em que a existéncia de um conjunto residual de
vetores com Orbitas ilimitadas nao garante a existéncia de vetores com orbitas distribucional-
mente ilimitadas, mesmo em espacos de Banach. Pretendemos que o leitor perceba, portanto,

que o caos distribucional exige uma atencao um pouco mais cuidadosa.

No terceiro capitulo, finalmente, voltamo-nos para a efetiva dinamica de operadores, apre-
sentando proposicoes uteis e um critério que caracteriza o caos distribucional para operadores

sobre espacos de Fréchet.

O Capitulo 4 é dedicado a um tipo especial de caos distribucional: o caos distribucional
denso. Procuramos definir conceitos fundamentais deste tipo de caos no contexto de operado-
res. Apresentamos um teorema de caracterizacdo para o mesmo e também algumas de suas

aplicagoes.

No capitulo 5, voltamos nossa atencao para o estudo do caos distribucional denso de ma-

neira mais particular, a fim de ilustrar os resultados obtidos neste trabalho. Buscamos ca-



racterizar tal comportamento cadtico no caso dos operadores deslocamento a esquerda com
pesos sobre um espaco de Fréchet de sequéncias, bem como para os operadores de composi¢ao
sobre o espaco H (D). Julgamos interessante, ao final do capitulo 5, introduzir uma segao com
algumas observacoes breves a respeito da relagao entre caos distribucional e outros tipos de

comportamento cadtico, como hiperciclicidade frequente e caos Devaney.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Categorias de Baire

Se X é um espaco topolégico e A é um subconjunto de X, definimos o interior de A como
sendo a uniao de todos os abertos de X que estao contidos em A. Assim, dizer que A tem
interior vazio é o mesmo que dizer que A nao contém abertos de X além do conjunto vazio.
De maneira equivalente, podemos dizer que se todo ponto de A é ponto de acumulacao' de
X\ A, entao A tem interior vazio, o que significa dizer que o complementar de A é denso? em

X.

Definigao 1.1. Sejam X um espago topoldgico e A um subconjunto de X. Dizemos que:

(a) A é um conjunto nunca denso se A tem interior vazio.

(b) A é um conjunto de primeira categoria se A € a unido de uma familia enumerdvel

de conjuntos nunca densos.
(c) A éum conjunto de seqgunda categoria se A nao é um conjunto de primeira categoria.
(d) A é um conjunto residual se X \ A é um conjunto de primeira categoria.

Proposicao 1.2. Para todo espaco topologico X, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) Toda intersecao enumerdvel de conjuntos abertos e densos em X € um conjunto denso
em X;

1Sejam B um subconjunto de um espaco topolégico X e x € X. Dizemos que z é um ponto de acumulacio

de B se, para toda vizinhanca V de x, temos BN (V' \ {z}) # @.
2Um conjunto A é denso em X se A = X.



(11) Toda uniao enumerdvel de conjuntos fechados com interiores vazios em X é um conjunto

com interior vazio em X,
(111) Todo conjunto aberto e nao-vazio em X € um conjunto de sequnda categoria em X ;
(iv) Todo conjunto residual em X € denso em X.

Definicao 1.3. Um espacgo topolégico X € dito um espago de Baire se X satisfaz as

condicoes equivalentes da Proposicao 1.2.

Teorema 1.4 (Baire). Todo espago completamente metrizdvel (isto €, que admite uma métrica
completa compativel com a topologia) e todo espago localmente compacto de Hausdorff sao

espacos de Baire.

A demonstragao do Teorema de Baire pode ser encontrada em [16] e ndo a faremos aqui.
Um dado curioso é que o termo “categoria” foi introduzido pelo préprio René-Louis Baire
(1874-1932) através da formulagao dada pelo item (i7) da Proposicao 1.2 (cf. [15]).

Defini¢ao 1.5. Um subconjunto A de um espago topolégico X € dito um conjunto Gs(ou um

G's-conjunto®) se A pode ser escrito como uma intersecio enumerdvel de conjuntos abertos em

X.

Proposicao 1.6. Se X ¢ um espaco de Baire e A C X, entao A € um conjunto residual em

X se, e somente se, A contém um conjunto Gs-denso em X.

A prova da Proposi¢ao 1.6 pode ser vista em [15].

Exemplo 1.7. Ambos os conjuntos Q e R\ Q sao densos em R. No entanto, Q nao € um
conjunto residual em R (na verdade, Q € de primeira categoria em R) e R\ Q é um conjunto

residual em R.
De maneira intuitiva, um conjunto residual em um espaco de Baire X ¢é comumente visto

como um conjunto que contém a “maioria topolégica dos pontos” de X. Neste sentido, o

Exemplo 1.7 nos diz que a maioria dos ntiimeros reais sao irracionais.

1.2 Espacos de Banach vs espacos de Fréchet

O leitor que ja teve a oportunidade de trabalhar com nimeros reais (ou complexos) cer-

tamente ja esta familiarizado com algumas propriedades de espacos de Banach - mesmo que

3A notacdo “Gs” veio do alemao, onde “G” é de “gebiet”, que neste contexto significa “conjunto aberto” e
“9” é de “durchschnitt”, que significa “intersecao” (c.f [15], p.194).



nunca tenha sido apresentado a esses espagos com esta denominagao. Isso se deve ao fato de
que R™ e C™ (com n € N) sdo os exemplos mais simples de espagos de Banach que costumam

ser introduzidos a alunos que iniciam seus estudos em matematica.

Formalmente, um espaco de Banach é um espaco vetorial X munido de uma norma, geral-

mente denotada por ||-||, cuja topologia é induzida pela métrica

na qual X é completo. Se, mais do que isso, a norma provém de um produto interno (-, -)

2]l = v {z,z), = €X,

entao X ¢é dito um espaco de Hilbert.

através da férmula

Vejamos alguns exemplos de espacos de Banach, bem diferentes daqueles introduzidos nos
cursos de Calculo e de introdugao a Anélise.

Exemplo 1.8. Considere ¢y := {x = (Zn)nen € KY; lim x,, = O}, isto €, o espaco das sequéncias
n—oo

em K com limite nulo. Munido da chamada “norma do mdximo”, dada por

2]l = maznex |al,

obtemos que cy € um espaco de Banach.

Exemplo 1.9. Seja p € R tal que 1 < p < 0o. O espaco das sequéncias p-somdveis

n=1

P(N) := {a: = (#n)nen € K Z |z, |" < oo}

munido da norma ||z|, := (f: |xn|p> " ¢ um espago de Banach.
n=1
Exemplo 1.10. O espaco
Cla,b] :=={f : [a,b] = K; f € continua}
munido da norma || f|| := supseay |f(t)| € um espago de Banach.

Os espacos apresentados nos Exemplos 1.8, 1.9 e 1.10 sao também exemplos de espacos

separdveis?. Mas hd também espagos de Banach nao separaveis (veja o exemplo a seguir).

4Dizemos que um espaco X é separdvel quando X possui um subconjunto enumerdvel denso em X.



Exemplo 1.11. O espago (> := {x = (Tn)nen € KN sup |2,| < oo} munido da norma
neN

[(#n)nenll oo = sup |a4]
neN

¢ um espaco de Banach nao separdvel.

O que ocorre com espagos de Fréchet, no entanto, é um pouco diferente. Esses espacos
sao mais gerais, pois nao necessariamente possuem métrica induzida por uma norma. Alguns
deles sequer sao normaveis, o que significa que nao podemos definir uma norma cuja métrica
proveniente mantenha as propriedades topoldgicas originais do espago. Assim, para ajudar
a compreender a estrutura dos espagos de Fréchet, essenciais para o desenvolvimento deste

trabalho, convém definir alguns conceitos importantes.

Definigao 1.12. Se K representa R ou C, um espago vetorial topolégico (sobre K) é

um espago vetorial X (sobre K) munido de uma topologia pré-fizada tal que:

i) Todo subconjunto unitdrio de X € fechado;
ii) As operagoes de espago vetorial:

(r,y) e X xX — z+yeX
e
(,z) eEKx X — areX

sao continuas, onde X x X e K x X estao munidos das suas topologias produto, sendo

K munido da topologia usual de R ou de C dada pelas respectivas normas.

Defini¢ao 1.13. Dizemos que X é um espago localmente convero (ELC) se X é um

espaco vetorial topoldgico que possui uma base local’ para 0 € X cujos elementos sao convezos.

Definicao 1.14. Uma seminorma sobre um espaco vetorial X é um funcional p : X — R

tal que:
(S1) plazx) = |a|p(x), Vo € K e Vo € X;

(52) plz+7vy) <plx)+ply), Yr,yeX.

Observe que as condicoes para que um funcional p seja uma seminorma excluem a equi-
valéncia “z = 0 < p(0) = 0”. Diferentemente do que ocorre em uma norma, isso significa que é
possivel obter um vetor nao nulo de X tal que sua seminorma seja nula. Entretanto, é verdade

que p(0) = 0: basta fazer a = 0 em (S1). Em particular, toda norma é uma seminorma.

5Se X é um espaco topolégico e x € X, uma base local para x é uma colecao B(x) de vizinhangas de x com
a propriedade de que toda vizinhanga de x contém algum elemento de B(z). Por exemplo, no caso em que X é
um espago métrico, a colecao B(z):= {B(x;r);r > 0} de todas as bolas abertas de centro em z e raio r é uma
base local para zx.



Definicao 1.15. Dizemos que uma familia P de seminormas sobre um espaco vetorial X ¢é

separante se, para cada x # 0 em X, existe p € P tal que p(x) # 0.

Um fato importante sobre familias separantes de seminormas é que se P é uma tal familia
sobre um espaco vetorial X, entao a topologia induzida por P torna X um espaco localmente
convexo. A reciproca deste fato também é verdadeira: se X é um ELC, entao existe uma familia
de seminormas que induz a sua topologia. A demonstracao destes fatos pode ser vista em [16]
e fogem do objetivo principal deste trabalho. No entanto, tais resultados sao importantes para
demonstrar a seguinte caracterizacao de metrizabilidade para espacos localmente convexos,

que também pode ser encontrada em [16]:

Teorema 1.16. Seja X um espaco localmente convexo. Entao X € metrizdvel se, e somente

se, existe uma sequéncia de seminormas (pp)nen que gera a topologia de X . Neste caso,

o0

de.y) =Y gemin{Lpk(e —9)} (1, € X) (1)

é uma métrica invariante® que induz a topologia de X .

De posse desses resultados, podemos finalmente definir o conceito de espaco de Fréchet.

Definicao 1.17. Dizemos que X ¢ um espaco de Fréchet se X ¢ um espaco localmente

convezro metrizavel tal que a métrica (1.1) é completa.

Observacao 1.18. Na Definicao 1.17, € possivel provar que a completude da métrica d nao
depende da escolha da sequéncia de seminormas (pn)nen que induz a topologia de X. Em
particular, se X é um espago de Fréchet, podemos escolher (p,)nen crescente’. Além disso, os

sequintes fatos sao verdadeiros:
a) Se (pn)nen € crescente e induz a topologia de X, entdo toda subsequéncia (pp, )ken induz
a topologia de X.

b) Se (pn)nen induz a topologia de X, entdo (a,pn)nen também a induz, desde que (ap)nen

seja uma sequéncia de escalares nao nulos.

c) Todo espago de Banach pode ser visto como um espago de Fréchet: basta tomar (pn)nen

como sendo a sequéncia constante (||-||)nen, onde ||-|| € a norma do espago de Banach.

6Uma métrica d é invariante se d(x + z,y + z) = d(x,y),Vz,y,z € X.
TA sequéncia de seminormas (py, )nen é crescente se p1(x) < pa(x)... < pu(z) < ..., Vo € X.



Exemplo 1.19. Seja 2 um subconjunto aberto nao vazio de K" e defina

C(Q) :={f:Q —K; fé continua}.

Observe que C(Q) € um espago vetorial sobre K. Para cada n € N, considere

_ 1
K, = {x € B(0;n); d(z,Q°) > ﬁ} ,

onde B(0;n) € a bola fechada de centro em 0 e raio n em K". Os sequintes fatos sio verdadeiros:
i) K, é compacto para todo n € N;
i) Q= K
n=1
i) K, Cint(K,q1)-

Se considerarmos a sequéncia separante de seminormas® dada por

pu(f) = sup{[f(z)]; 2 € K},

1
teremos que p1 < py < ... < p, < ... e 0s conjuntos V,, = {f e C(Q);pulf) < —}, comn €N,
n

formam uma base local convexa para C(). Como a métrica induzida pela sequéncia (pp)nen

é completa (cf. [16]), seque que C(2) € um espago de Fréchet.

Exemplo 1.20. Se Q2 C C, ¢ possivel demonstrar que

H(Q) :={f:Q— C; f é holomorfa}

¢ um subespago fechado de C(QY) e, portanto, é completo na métrica induzida por C(2). Logo,

H(Q) também € um espaco de Fréchet. Em particular, se Q) = C, entao

H(C)={f:C— C;f € holomorfa}
¢ um espaco de Fréchet.

Observagao 1.21. Os espagos C(Q2) e H(2) nao sao normdveis (cf. [16], p.34). Logo, nao

sao espagos de Banach.

8A topologia induzida pela familia de seminormas definida no exemplo (1.19) é chamada de topologia da

convergéncia uniforme sobre as partes compactas de €.



De agora em diante, sempre que X for um espaco de Fréchet, utilizaremos a notacao
(|||| Xk )keN para designar uma sequéncia crescente de seminormas que gera a topologia de
X. Caso nao haja duvidas sobre qual é o espaco X em questao, omitiremos o subescrito X e

escreveremos (|||, )keN ao invés de ( -1l 5 1 )keN.

1.3 O que é um operador?

Definicao 1.22. Sejam X e Y dois espacos de Fréchet. Um operador de X em Y ¢é uma
aplicacao linear continua T : X — Y. Denotamos por B(X,Y) o espago vetorial de todos

os operadores de X emY. Se X =Y, dizemos que T € um operador sobre X e denotamos
B(X,X) por B(X).

O teorema a seguir apresenta uma relevante caracterizacao para operadores.

Teorema 1.23. Sejam X e Y espacos de Fréchet e T : X — 'Y uma aplicagao linear. Entao

T écontinuo < VkeN, JjeN e IC >0 tais que [[Tzly, <Clz|y,;, VreX.

A demonstracao do Teorema 1.23 sera deixada ao leitor e pode ser encontrada em [9].

Exemplos de operadores lineares ja devem ser bem conhecidos pelo leitor. Vejamos alguns

deles.

Exemplo 1.24. A aplicagcao D : f — f', onde f' denota a derivada de f, é um opera-

dor sobre H(C), pois seque das estimativas de Cauchy que para qualquer n > 1, temos que

sup|zi<n | f'(2)] < supjzj<ns | f(2)]

Exemplo 1.25. O mapa translagao T,, definido por T,f(z) = f(z+a), com a € C, também

¢ um operador sobre H(C).

Exemplo 1.26. A aplicacao denominada deslocamento a esquerda B : (P — (P, onde
1 < p < oo, definida por B(xy,xs,...) := (29, 3,...) € um operador sobre o espago (P, com
|B]| = 1.

1.4 Um pouco de dinamica linear

De maneira geral, um sistema dindamico topoldgico (discreto) é um par (X,T) que con-
siste de um espaco métrico X e uma aplicagao continua 7" : X — X. Por uma questao de
simplicidade, diremos apenas que T ou que T : X — X é um sistema dinamico e estaremos in-

teressados na evolucao deste sistema que comeca com um certo estado xg. Para isto, definimos
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as iteradas T" : X — X, com n € Ny := NU {0}, por:

T =idx e T":=To---oT (nvezes) paran € N.

Quando T"z = x, para algum n € N e x € X, dizemos que = é ponto periddico de T'. Neste

caso, o menor n que satisfaz a condicao de periodicidade é chamado de periodo de x.

Definigao 1.27. Seja T : X — X um sistema dinamico. Dado x € X, chamaremos

orb(x,T) = {a:,Tx,T%,T%, }

de 6rbita de z sob T.

No caso de sistemas dindmicos lineares, além de X ser um espaco métrico (topoldgico),
exigimos que ele também possua uma estrutura linear, como é o caso dos espacos de Banach

e, mais geralmente, dos espacos de Fréchet. Assim, estabelecemos a seguinte definicao:

Definigao 1.28. Um sistema dindmico linear é um par (X,T) que consiste de um espago
de Fréchet X e um operador T : X — X.

De agora em diante, 7' ou T : X — X denotard sempre um sistema dinamico linear, salvo

quando especificado algo distinto.

Vejamos a seguir algumas nogoes de comportamento cadtico.

Definicao 1.29. Um sistema dinamico linear T': X — X é chamado hiperciclico se existe
algum x € X tal que a orbita de x sob T ¢ densa em X. Neste caso, dizemos que x € um

vetor hiperciclico para T

Definigao 1.30. Um operador T : X — X € chamado de (topologicamente) misturador
se para qualquer par U, V de subconjuntos abertos nao vazios de X, existe algum ng € Ny tal
que T" (U) NV # &, para todo n > ny.

Definicao 1.31. Um operador T : X — X € dito Devaney caodtico se ¢ hiperciclico e possui

um conjunto denso de pontos periodicos.

Observe que se T' é hiperciclico, dado qualquer par U,V de abertos nao vazios de X,
entdao T" (U) NV # & para algum n € Ny. Com efeito, suponha 7" hiperciclico e seja  um
vetor hiperciclico para T'. Fixemos um par U,V de conjuntos abertos e nao vazios em X.
Como orb(z,T) ¢ densa em X, existe j € Ny tal que Tz € U. Como X nao possui pontos
isolados, segue que T7x também é um vetor hiperciclico para T'. Logo, existe n € Ny tal que
T (T'z) € V. Dai, T" (U) NV # @.
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Observacao 1.32. De maneira reciproca, se dado qualquer par U,V de abertos nao vazios
de X, T"(U)NV # @ para algum n € Ny, € possivel mostrar que T ¢é hiperciclico. Esta

implicacao € garantida pelo Teorema da Transitividade de Birkhoff, cuja demonstracao pode
ser encontrada em [9].

Note que se um determinado operador é misturador (ou Devaney cadtico), entao ele é

hiperciclico. No entanto, nao vale a implicagao reversa (veja [9]).



Capitulo 2

Caos Distribucional

2.1 Definicoes e resultados basicos

Comecemos definindo o seguinte conceito, que costuma ser apresentado nos cursos de

Anélise Real.

Definigao 2.1. Seja (x,)neny uma sequéncia limitada de nimeros reais. O limite inferior
de (Zy)nen, denotado por liminf x,,, € o menor valor de aderéncia de (x,)nen. Analogamente,
o limite superior de (x,)nen, denotado por limsup x,,, € o seuw maior valor de aderéncia (cf.
[10], p. 122).

Recordemos também que um nimero real x é valor de aderéncia de uma sequéncia (z,)nen

quando z é limite de alguma subsequéncia de (z,),en.

De posse da Definicao 2.1, estabeleceremos a seguir um conceito essencial para que possamos

compreender o caos distribucional.

Definicao 2.2. Seja A um conjunto de nimeros naturais. Definimos a densidade superior

e a denstdade inferior de A como sendo, respectivamente:

dens(A) = lim sup card(AN[1,n])

N—00 n

dens(A) = lim inf card(AN 1. n])

n—00 n

Observe que o valor de card(AN[1,n]) é sempre um nimero inteiro (pois A C N) e que nos

informa quantos elementos de A estao presentes no intervalo natural [1,n]. Como este valor é,

12
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card(AN[1,n])

no maximo, igual a n, temos que o quociente

nunca ultrapassa 1.

Pensando em termos de sequéncias, para cada n € N, podemos denotar (z,) como sendo

card(AN[1,n])
Ty = :
n

Portanto, a sequéncia (z,),en, assim definida, é limitada inferiormente por 0 e superiormente
por 1. Dessa forma, gracas a Defini¢ao 2.1 podemos interpretar dens(A) e dens(A) como sendo

o maior e o menor valor de aderéncia de (x,),en, respectivamente.

Além disso, de acordo com a Definigao 2.2, temos que dens(A) é nula se, e somente se,
dens(N'\ A) é igual a 1. Com efeito,

dens(N\ A) = lim sup card((N'\ A) N [1,n]) — limsup n— Card(;:l N[1,n]) _

n—00 n N—00

d(AN[1 d(ANn(1
lim sup (1 _ card(An] ,n])) — 1 — liminf % (401,n) =1—dens(A). (2.1)
n—00 n n—00 n
Na pentltima igualdade acima, utilizamos o fato visto em [10] de que sup(—X) = —inf(X),

onde X é um subconjunto de nimeros reais nao vazio e limitado inferiormente.

Dessa maneira, podemos escrever (2.1) como

dens(N\ A) + dens(A) = 1. (2.2)

Dai concluimos que dens(A) =0 < dens(N\ A) = 1.

Outro fato importante sobre a densidade superior de um conjunto de niimeros naturais esta

na proposicao a seguir.

Proposigao 2.3. Se A C N € tal que dens(A) > 0, entdo A é infinito.

Demonstra¢ao. Suponha, por contradigao, que A seja finito e que card(4) = m. Como A é

bem ordenado, suponha A = {a; < as < --- < a,,}. Entao, para qualquer n maior do que a,,,
card(AN[l,n]) m ,
temos que = —. Assim,
n n
card(AN|[l,n .oom
0 < limsup ( 50) = lim — =0,
n—00 n n—00 711

uma contradicao. [ |
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Observagao 2.4. Como consequéncia da Proposicdo 2.3, temos que se A € um conjunto finito

de numeros naturais, entdo dens(A) = 0.

Definicao 2.5. Seja T : X — X wma aplicagao continua sobre um espago métrico X . Dizemos
que T é distribucitonalmente caodtica se existem um conjunto nao-enumeravel ' C X e um

e > 0 tais que, para quaisquer x,y € I' distintos, temos

dens{n € N;d(T"z,T"y) > e} =1 e dens{n € N;d(T"z,T"y) <71} =1
para todo T > 0.

Observacgao 2.6. Note que, gragas a igualdade (2.2), temos que a condi¢do sobre as densidades

superiores vista na Definicao 2.5 pode ser substituida por

dens {n € N;d(T"x,T"y) < e} =0 e dens{n € N;d(T"z,T"y) <7} =1
para todo T > 0, conforme visto em [4]. Repare também que os conjuntos
{n e N;d(T"z, T"y) <71} e {neN;d(T"z,T"y) > €}
sao complementares apenas quando T = €.

Definigao 2.7. Dados x,y € X e e > 0, dizemos que (x,y) é um par distribucionalmente

g-cadtico para uma aplicacao T : X — X se

dens{n € N;d(T"z,T"y) > e} =1 e dens{n € N;d(T"z,T"y) <71} =1, VY7 >0.

Observe que, pelas Definicoes 2.5 e 2.7, se T' é uma aplicacao distribucionalmente caotica,
entao todo par de elementos distintos de I' é um par distribucionalmente e-cadtico para T

Neste caso, diremos que I' é um conjunto distribucionalmente c-cadtico para 7T

Definicao 2.8. Sejam X um espa¢o de Fréchet, T € B(X) e x € X. Dizemos que x €
um vetor distribucionalmente irregular' para T se exvistem m € N e A,B C N, com
dens(A) = dens(B) = 1, tais que

lim7"z =0 e lim||T"z],, = oco.
neA neB

L A definicdo 2.8 trata-se de uma generalizacdo para espacos Fréchet da definicdo de vetor distribucionalmente
irregular no contexto de espagos Banach apresentada em [3], onde a norma do espaco Banach foi trocada pela
seminorma ||.|[,, e os conjuntos A = (ni)ren € B = (my)ken, formados por sequéncias crescentes de inteiros

positivos, respectivamente, foram representados simplesmente por A e B.
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A respeito dos conjuntos A e B na Definigao 2.8, utilizaremos a notagdo A = (ng)ken =

{nmp < <np <} e B=(mg)gen ={my <--- <my <---} sempre que for conveniente.

Para referéncias futuras, cabe enunciar e demonstrar a seguinte proposicao:

Proposicao 2.9. Seja (r,)nen uma sequéncia em R,. Sao equivalentes:

(i) 3A C N tal que dens(A) =1 e limr, = 0;

neA

(i1) Y7 >0, dens {n € N;r, <7} = 1.

Demonstracao.

(1) = (dii): Considere A = {n; <---<mp <---} e tome 7 > 0 qualquer. Por hipdtese,
}Lié% r, = 0. Assim, segue da definicao de limite de sequéncias de niimeros reais que existe um
indice ko € N tal que r,, < 7, para todo k > ky. Considere M := A\ {ny,nq,--- ,nyg}. Como
{n1,ng,- - ,ng,} ¢ finito, segue dos resultados vistos acima que dens (M) = dens(A) = 1.
Como M C {n € N;r, < 7}, concluimos que dens {n € N;r, < 7} = 1 e a afirmativa (ii) estd

provada.

1 -
(171) = (i): Para cada k € N, defina Ay := {n eN;r, < %} Por hipétese, dens (Ax) = 1,

para todo k € N. Em particular, dens (A;) = 1. Dai, existe n; € N tal que

card(A; N [1,n4]) o1 1
1y 2

Como o intervalo inteiro [1,7;] é finito, segue que dens (Ay \ [1,n1]) = 1. Portanto, existe

ng > nq tal que

card((As \ [1,n1]) N [1, na)) o1 1
N9 3

Note que (Ay \ [1,11]) N [1,n2] = As N [ng + 1, ns], pois ny > ny. Assim, podemos escrever que

card(As N [ng + 1, no)) 1
>1—-.
Mo 3

Prosseguindo indutivamente, como dens (A, \ [1,n4_1]) = 1, encontramos um indice ny > ng_;
tal que
card(Ag N [ng—1 + 1,n4)) o1 L
T k +1
card(Ag N [ng—1 + 1, ng))

ng

— 1 quando k — oc.

Dessa maneira, temos que
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Considere
A= (Al N [1,711]) U (AQ N [m -+ 1,712]) U...u (Ak N [nk,1 + 1,nk]) U---.

Entao dens(A) = 1. Além disso,
1
€A >np=>n€ A =>r, < ——,
n ¢ n>ng=n€ A =y < g

provando que lim r,, = 0. [ |
neA

Nas defini¢oes a seguir, considere um espago de Fréchet X, T'€ B(X) e x € X.

Definicao 2.10. Dizemos que x tem orbita distribucionalmente préoxima de zero se
eriste A C N, com dens(A) =1, tal que hn}; T"z = 0.
ne

Definicao 2.11. Dizemos que x tem orbita distribucionalmente ilimitada se existem

m € N e B C N, com dens(B) = 1, tais que lir%HT"a:Hm = o0o0. Em particular, quando
ne

quisermos enfatizar tal nimero m € N, diremos que x tem orbita distribucionalmente

m-tlimitada.

Em suma, dizer que um vetor x € X satisfaz simultaneamente as Defini¢oes 2.10 e 2.11 ¢
o mesmo que dizer que x é um vetor distribucionalmente irregular para 7. A seguir, faremos

algumas observagoes e estudaremos de maneira um pouco mais profunda esses tipos de vetores.

2.2 Sobre vetores distribucionalmente irregulares

Sabemos que, dados um espago Banach X, um espago normado Y, e X C B(X,Y) (isto
é, X é um conjunto de aplicagoes lineares continuas de X em Y'), uma das versdes para o
Teorema de Banach-Steinhaus (cf. [16]) afirma que se A := {z € X;X(x) é limitado} é de
segunda categoria em X, entdao X ¢é limitado em B(X,Y’). Assim, se T' € B(X) e ||T"| — oo,
entao este teorema nos garante a existéncia de um conjunto residual de vetores em X com
érbitas ilimitadas. De fato, defina X:= {T";n > 0}. Entao X'(x) = orb(z,T). Claramente, X
é um subconjunto de B(X) e como ||T"|| — oo, temos que X nao é limitado em B(X). Pela

negacao do Teorema de Banach-Steinhaus enunciado acima, segue que
A :={z € X;X(z) é limitado}

nao é de segunda categoria. Portanto, A deve ser de primeira categoria e isto implica que
X \ A é residual. Como

X\ A={re X;X(z)¢ilimitado} = {x € X;orb(x,T) é ilimitado} ,
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nossa afirmacao esta provada.

No entanto, a hipdtese | T"|| — oo nao é capaz de garantir a existéncia de um subconjunto
de vetores de X com orbitas distribucionalmente ilimitadas e, por conseguinte, a de vetores
distribucionalmente irregulares. Com efeito, apresentaremos a seguir um exemplo de opera-
dor definido em um espago Banach que nao possui vetores com oérbitas distribucionalmente

ilimitadas, apesar de satisfazer a condicao ||T"| — oo.

1
Exemplo 2.12. Seja X := (Y(N). Dado € € (O, 5)’ existe T' € B(X) tal que | T"| — oo,

mas nenhum x € X possui orbita distribucionalmente ilimitada e, portanto, (*(N) ndo possui

vetor distribucionalmente irreqular para T.

Para obter tal operador, a ideia é proceder da seguinte forma:

1°) Vamos definir 7 € B(X) de modo que |[|[T"|| = (n + 1)7%). Observe que ||T"| — oo

quando n — oo.

2°) Vamos supor que exista € X e B C N, com dens(B) = 1, tais que lirré |T"z|| = oo
ne
(isto é, vamos supor que X possui um vetor com 6rbita distribucionalmente ilimitada) e

obteremos uma contradicgao.

Demonstragao. Considere (e;),oy a base (de Schauder) canénica de X. Como X = ('(N) é
um espaco de Banach, basta definir 7" em termos dos vetores da base canonica de X. Assim,

considere

0, se k=1

Tep := k 1=
(m) €r—1, S€ k>1

com ¢ no intervalo (0, 1) fixado. Entao,

3 1—¢ 4 1—¢
T€1 = O7 T€2 = 217661, T€3 = (5) €9, T€4 = (g) €3, "

e assim por diante.

k: + 1 1—¢ ~
Defina wy, := (T) , para cada k € N. Entao podemos escrever que Tey. 1 = wyey,

para todo k € N. Portanto, se x = (x1, 22,3, ...) € X, a forma geral de T é dada por:
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o
Tx = T E TpCn,
n=1
oo o0
= E T(xnen)zg x,Te,
n=1 n=1
o
= Exnﬂwnen:(wlscg,ngg,wg,m,...).
n=1

Isto significa que T' é uma aplicagao que desloca para a esquerda as coordenadas do vetor
x e multiplica cada uma delas pelos termos de uma certa sequéncia de escalares nao nulos
(wk)ken, chamada de pesos. Note que T, assim definido, é linear e para que seja um operador

sobre X, resta mostrar que 7" é continuo. Para tanto, utilizaremos o seguinte lema:

Lema 2.13. Seja (wn)nen uma sequéncia em K e T : 7 — (P (com 1 < p < o0) uma
aplicagao tal que T(xq1, 9, x3,...) = (W1Te, WoTs, W3y, ...). Entdo T € B(IP) se, e somente se,

a sequéncia (Wy)nen € limitada.

Demonstragao. Sejam {e,}, .y a base canonica de ¥ e ||-||, a norma de (*. Suponha T' € B(¢?).
Entao,

|wn| = lwnenll, = | Tensll, < [T ensall, = [T,

para todo n € N. Como o operador estd fixo, segue que ||T']| estd fixo e, portanto, (wy)pen €

limitada.

Reciprocamente, suponha (w,),ey limitada e seja C' € Ry tal que |w,| < C, para todo

n € N. Assim, se z € /P, temos:

1/p

o 1/p 0o
HTwnp:(ernan\P) s(ZrcmnmP) <Clal, vneN.  (23)
n=1 n=1

Logo, Tx € (P, Vx € (P e isto prova que T estd bem definido. Além disso, pela desigualdade

(2.3), segue do Teorema 1.23 que T' é continuo, com ||T']| < C. n
. k1) ,
Dessa maneira, como wy = 5 ed/5 < 1—¢e < 1, temos que (wg)ren € uma

sequéncia convergente de niimeros reais e, portanto, limitada. Assim, 7' é um operador? sobre

/Y(N).

Observe também que [|[T"| = ||[T"eps1|| = (n + 1)17¢. Com efeito:

2Neste caso, dizemos que T é um operador deslocamento a esquerda com pesos (veja a Se¢ao 5.1 e a referéncia

[9])-
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Lk 1—¢ 2 1—¢
3 p— 2 P —_— pum— —_—
o T ek—T(T ek)—T (/{—2) ek_g) (k‘—Q) Tek_g

B k 1—¢ k—Q 1—e B k 1—e k>4
VR k—3) 3T \p_3) » PaRE=%

Prosseguindo indutivamente, obtemos que

]{7 l1—¢
T"e;, = ( ) €k—n, para k>mn-+ 1. (2.4)
k—n

n+1 1—e
D ,a T'epp1= | ——— n+l—-n — 1)t ) dond
af €ntl (n—i—l—n) €ntl (n+1)'eq, donde

IT"eniall = (0 + 1) flea]| = (n + 1)<,

Para provar que ||T"|| = ||T"e,41||, note que

T 'z

T™(x1, Toy ey Ty ..

= ((w1...wWp_1Wp)Tpi1, (W . WyWps1)Tpso, - <Wk...wn+k-_1)wn+]37 ).

-—
posicao k-ésima

n+k—1 n+k—1 41 1—¢
Fixe n € N e denote ¢, := H w;. Entao ¢ = H (‘7—) e, portanto, a sequéencia
j=k j=k

o o
(ck)ren € decrescente. Logo, |cx| < |ei1|, VEk. Assim, ||[T7z|, = Z |k k| < |01|Z | k| <
k=1 k=1

lea] ||z, Yo € €%, de onde concluimos que [|[T"]] < |c1| = ¢1. Mas | T"ep41|| = |e1] = e1. Logo,

|T™|| = |IT"ens1]| = (n + 1)'7¢ e isto termina a construgao do operador 7.

Suponha agora que existam z € (', com ||z|| = 1, e uma sequéncia (n;) em N tal que
3

|T" x| — oo, com densidade superior igual a 1. Considere B := <n € N;||T"z| > —}.
£

Entao dens(B) =1 (pois {ny} \ B é finito). Portanto, para algum N suficientemente grande,
temos que card(B N [1, N]) > N(1 —¢). Isto é

3
card{l <n < N;||T"z| > —} > N(1—e¢).
€
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Portanto,

N
3 3
ST > IN(L—e) = N (g —3) ,
g

n=1

donde

1 & 3
— T x|l > — — 3. 2.9
N;H o > = (2.5)

Por outro lado, podemos escrever o vetor z € (}(N) em fungao dos vetores de sua base

canonica, a saber

(9]
Tr = E a;é;,
j=1

onde (oy);en é uma sequéncia de escalares, nem todos nulos. Como supusemos ||z|| = 1, segue
o0

que g laj| = 1. Assim,
i=1

2N 0o
ol <> gl =1. (2.6)
j=1 j=1

Dessa forma, obtemos:

00 N 00
ZHT"JJH—Z ™ (Z&jej)H Z&]T"ej :Z Z a;T"e;||,
n=1 =1 n=1 n=1 |[j=n+1
pois T"e; = 0 se n > j. Usando a equagao (2.4),
Z D aTme|l = Z >l 177
n=1 ||j=n+1 n—lj—n+1
1—¢
= 3 3 el (525) e
n=1 n+1
N ’ oo+
= Z > Jagl i (G —n) !
n=1 j=n+1
N [e's)
— S G- DT+ Y Y el =
Jj=1+1 n=2 j=n+1

= (Jag|2'75(2 - 1) +ag] 3 (B = 1)+ ) +

(e’ N ')
Y eyl TG =2 YD eyl (G =)
j=2+1 n=3 j=n+1

= (Joo|2F2 = 1) +as] 3" (B3 = 1)+ ) +
+ (Jaz| 3753 =27 + Jau 4" (4 =3 + ) +

o0

N [e%)
+ > eyl TG =3 T YD D gl G )

j=3+1 n=4 j=n+1
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¢ assim sucessivamente.

Como as séries acima sao absolutamente convergentes, podemos reordenar seus termos de
maneira conveniente e obtemos:

N
D T ]l = |aa] 2752 = 1) + |ag[ 3" [B = 1) + (3-2)7 1] +
n=1

+logldt 4 —1)F (4 =2+ (4 -3+ .+

Flogl oG- D+ -2+ (- (G- )Y+ =

min{N,1} min{N,2} min{N,3}
022175 Y T (2=n) T Hag]317F > B—n) T a4 Y (d—n) T =
n=1 n=1 n=1
NEQ NE?, N§4
00 min{N,j—1} 2N 7—1 oo N ] 1—¢
Slli= X G- =Sl - 3 Y ()
7=1 n=1 7j=1 n=1 Jj=2N+1 n=1 J

-~

(D (1)

Escrevendo k = j — n, temos que:

Jj—1 j—1
Z(] - n)s 1 L + 9e—1 4o+ <] o 1)571
n=1 k=1

< 1+/j_1 gy U ]

B 1 € €

—1
1 | —1)° 1 © :
Como 1 — - < 0, pois € < 1, temos que U=1) + (1 - —> < ) Dai (j—n)t < J
3 5 €

n=1
€ pOdemOS escrever:
2N j—1 2N i
D = D oyl G-n)" < > |04j|11_6g- (2.7)
=1 n—1 =1

Por outro lado, para 7 > 2N e n < N, temos que - J < 2. Como 0 < 1—c¢ <1, segue que
n

. 1—¢ N . 1—¢
( - J ) < 217¢ < 2. Portanto, Z ( - J ) < 2N. Logo,
j—n J—n

n=1
(o) N j l1—¢ [e%)
m = Y \aj\z<,_n) < 2N > oyl < 2N, (2.8)
j=2N+1 n=1 \J j=2N+1
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pois Z |aj| = 1. Assim, das desigualdades (2.7) e (2.8), temos:

Jj=1

N 2N j¢
DTl <) oyl 177 + 2N,
n=1 j=1

donde

— T z|| < — = 4+2<24 —.

2 3 1

No entanto, observe que 2+ — < — —3,jaque 0 < e < £ Com efeito,
e &
0<de<le0<2+3e<3 -2

Isso significa que
2e +2 <3 —3e.
Portanto,
2¢e+2  3—-3¢
<
€ €

2 3
=24+ -<--3.
19 19

Logo,

N
1 2 3
— Tz <24+ -<--3
y Ll <22 <2

contradizendo a desigualdade em (2.5), como querfamos.

Tendo em vista o Exemplo 2.12, somos motivados a indagar: que condic¢oes, portanto,
devemos impor sobre um operador 7" € B(X) para garantir a existéncia de um vetor (ou de
um conjunto de vetores) com 6rbita distribucionalmente ilimitada? Se tal (ou tais) vetor(es)
existe(m), o que podemos afirmar a respeito de 77 Poderemos garantir que 7' é distribucio-

nalmente cadtico? Trataremos destas questoes no proximo capitulo.



Capitulo 3

Uma Caracterizacao para o Caos

Distribucional

3.1 Orbitas distribucionalmente ilimitadas e érbitas dis-

tribucionalmente proximas de zero

A fim de obter um critério para o caos distribucional de operadores em espacos de Fréchet,
veremos a seguir algumas condigoes necessarias e suficientes para que ocorra a existéncia de
vetores com Orbitas distribucionalmente ilimitadas.

Proposicao 3.1. Se T' € B(X) e m € N, entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) Existem ¢ > 0, uma sequéncia (yi)ren em X e uma sequéncia crescente (Ni)gen em N
tais que lim y, =0 e
k—o0

card {1 < j < Ng;

. 1
ijka > s} > Ny, (1 — %>
para todo k € N;
(11) Existe y € X com orbita distribucionalmente m-ilimitada,

(11i) O conjunto de todos os y € X com drbita distribucionalmente m-ilimitada é residual em
X.

Demonstragao. (iit) = (ii): Se Y é o conjunto de todos os y € X com 6rbita distribucional-
mente m-ilimitada, entao Y contém um Gg-conjunto denso em X, pela Proposicao 1.6. Em
particular, Y # & e segue a afirmacgao (i1).

23
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(17) = (i): Seja y um vetor de X com 6rbita distribucionalmente m-ilimitada. Pela definigao,
existe A C N, com dens(A) = 1 tal que }LiEmA |T"y||,, = oo. Para cada k € N, tome y;, := %y.
Entdao yp — 0 quando k& — oo. Escolha ¢ > 0 qualquer. Como T € B(X), segue que
Ty, = %Ty. Portanto, 17y, = %ij, donde

. 1 .
7ol = 7

1 )
| =y, ke N

m

Como liHA} | T"y||,, = oo, para cada k € N, existe jo € A tal que || T7y||,, > ek, para todo j € A
ne

, 1 .
com j > jo. Assim, fixado k qualquer, temos que ||T7yyl|,, = P |77y, > ¢, para todo j € A

suficientemente grande. Dai,

M{j e N; Hijka > 5} = dens {j eN; HTJyHm > ak} > dens(A) = 1.

[N}

(pois os “j’s” que satisfazem ||TVy||, > ek sdo, pelo menos, todos os elementos de A a partir

de um certo nimero natural j, € A, podendo haver outros que nao estdo em A). Assim,

1< 4 < N:||T7
msup AL <5< N3 Tyl > <)

_ A 1
m su N :dens{jEN;”T’kam>5}:1>1——.

k

Logo, existe N, € N tao grande quanto se queira tal que
. , 1
card{l < j < Ny; Hijka > g} > N (1 — E) )

Como os N;’s podem ser escolhidos arbitrariamente grandes, podemos escolher os Ni’s de
modo que a sequéncia (Ny)ren seja crescente e isto completa a prova de (7).
(1) = (di1): Para cada k € N, seja

My, = {x € X;dn e Ncomcard{l <7< HTjame > k} >n (1 — k_l)}.

Vamos mostrar que as seguintes afirmacoes sao verdadeiras:

(1) My é aberto em X;
(2) My é denso em X e, portanto, M := ﬂ M;, é denso em X (pelo Teorema de Baire) e

keN
residual;

(3) Se z € M, entao x tem Orbita distribucionalmente m-ilimitada.

Com efeito:
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Suponha Mj, # & para algum k € N (caso contrario, se My = & para todo k € N,

nada teriamos a demonstrar). Tome zy € My. Pela definigdo de My, existe n € N

tal que
card{l §j§n;Hzj0||m>k} Zn(l—k’l). (3.1)
Sejam j; < jo < -+ < j, todos os “j’s” no intervalo inteiro [1,n] para os quais
| T 2ol . > k. (3.2)

Entao card {1 < j < n;||T7xz|,, > k} = r. Pela desigualdade (3.1), segue que r >
n(1—k™1). Defina ¢; : X — R por ¢;(z) = ||T7z], . Entéo @; € continua, pois
a aplicagdo seminorma é continua (c.f [16]). Considere V := ﬂ ;! (Jk,+00]). Da

=1
continuidade de ¢;, segue que goj_il (Jk, +00[) é aberto em X para todo j € N. Logo,

V' é aberto em X. Pela desigualdade (3.2), obtemos zy € V. Portanto, V' é uma
vizinhanga de g em X. Tome x € V, com = # z (V nao pode ser um conjunto

unitério, pois X nao possui pontos isolados, ja que é um espago de Fréchet). Entao
. >k,

v (x) € |k, +oo[, para todo @ € [1,r]. Isto é o mesmo que dizer que ||T7'x
para todo ¢ € [1,r]. Dali,

card{l <j<m HTjix

|m>k‘}27“2n(1—k‘_1),

implicando que = € M. Concluimos assim que xo € V' C M, e, portanto, M, é

aberto, como queriamos provar.

Para mostrar que M é denso em X, considere x € X, § > 0 e m; € N. Vamos

provar que existe u € My, tal que ||u — x||,, < d. Pela hipétese (i), existem € > 0,

uma sequéncia {y, yo, -} em X com lim y; = 0 e uma sequéncia crescente (N;);en
1—00

em N tais que

1

card {1 < j < Ny | TP, > ¢} = N (1 - 1) .

de : .
Tome C := 0z 0. Em particular, existem u € {y1,y2,---} com |ul[,, < Ce
n € N tais que

: 1
dil1 <4 <n;||TY >et > 1—— 3.3
card {1 < < i [, > 2} 2 (1 5 ) (3.3
0s .
Considere os vetores ug := x + Cu com s =0,1,...,2k — 1. Entao
0s 0s

lul|,, < =—C=—= 2.

s = | m = 5pcY T ok T 2k

e
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s
Como s pertence ao intervalo inteiro [0,2k — 1|, segue que — < 1 e, portanto,

2k

— L
21{:5 < 9. Logo,

|us — ||, <0, Vs €[0,2k —1].

Afirmacgao 3.1.1. Eziste s € {0,1,...,2k — 1} tal que us, € M.

Para provar a afirmacao acima, considere primeiramente

A= {1 <j<mn; HTJuHm > 5} .

1
Pela desigualdade (3.3), temos que card(A) > n (1 - %) . Paracadas=0,1,...,2k—
1, seja

B, = {1 <j<m HTjusHm < k:}

Vamos mostrar que se t,s € {0,1,...,2k—1} e s # t, entdo Bs,N B, N A = & e,
portanto, (BsNA) e (BN A) sao disjuntos. Com efeito, se s At e j € BN B, NA,

entao 5o 5t
HTjus—Tjuth:’ ( +k—0u)—T ( +%u>’ _

— ||7v Tiy — TY _ T _
‘ ””%c u QkC ‘ H(%C 2kC> “
) . de de  4k2
TRt N L LU
e 24 w kC 2% 5e

>1, pois s#t e

Por outro lado,

|T7us = T7uf],, < | T7us|,, + [T7wll,, <2k,
—— S——
<k, pois jEB; <k, pois jEB;
uma contradicao. Logo, B; N B; N A = &, como queriamos. Além disso, note
card A
que existe so € {0,1,...,2k — 1} tal que card(Bs, N A) < .
caso By = @ para algum s em {0,1,...,2k — 1}, entdo B; N A = & e, portanto,

Com efeito,

A
card(BsNA)=0< Car;ik( ) Caso contrario, se By # & e
d(A
card (Bs, N A) > car2k(; ), Vs € {0,1,...,2k — 1},

tome V; := B;NA, para cada s € {0, 1, ...,2k — 1}. Pelo que provamos acima, temos

que os conjuntos V; e V; sao disjuntos, desde que s # t. Logo,

2%k—1 2k—1 card(A)
d = d(BsNnA .2k = card(A).
car (SLJO V) ;car (BsNA) > ok card(A)
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2%—1
Mas U Vs C A. Absurdo. Logo, existe pelo menos um sy em {0, 1,...,2k — 1} tal
s=0
d(A
que card(Bs, N A) < car2]§ ) Dessa forma,

card(A\ B,,) = card(A) — card(B,, N A) > card(A) (1 _ i)
"(1—%)2271(1—1).

card(A\ By) > n (1 - %) |

Se j € A\ By, temos que j & By, e, dai, [|[Tus,||,, > k. Logo,

o

Portanto,

card{l <j<mn ||Tjuson > k} >n (1 — %) .

Isto implica que u,, € M} e demonstramos a Afirmagao 3.1.1 acima.

Em particular, podemos concluir que M}, é denso em X. Logo, o conjunto

M = () My
keN
¢ uma intersecao enumeravel de abertos densos de um espaco métrico completo,
donde ¢é denso em X pelo Teorema de Baire. Portanto, M é residual pela Defini¢ao
1.1.

Seja x € M. Vamos mostrar que = tem 6rbita distribucionalmente m-ilimitada. De
fato, como x pertence a todos os M, segue que para cada k € N existe n, € N,

com

card{l <7 < ng; ||zj||m > k‘} > ny (1 — %) )

Considere Ay := {1 < j < ny; [|[T?z||,, > k} e denote A := UAk‘ Como
k

card(A N [1, ng)) > card(Ayg)

21—1,\%61\1,
N N k

segue que dens(A) = 1. Além disso, dado k € N, existe jo € A tal que || T7z||, >
k, para todo j > jo em A. Logo, 1ir1r41}}zj}} = oo. Portanto, x tem Orbita
je m

distribucionalmente m-ilimitada.

Pelo item (3), o conjunto de todos os vetores de X com érbita distribucionalmente m-

ilimitada contém M, donde é residual em X pelo item (2). Isto completa a prova da

Proposigao 3.1. [ |
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A proposicao a seguir possui uma versao para espacos de Banach.
Proposicao 3.2. Se T € B(X), entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) Ezistem ¢ > 0, uma sequéncia (yy)ren em X e uma sequéncia crescente (Ny)geny em N

tais que lim y, =0 e
k—o00

1 .
lim ﬁcard{l < j < N d(T?yx, 0) > 5} =1

k—o00 k

(11) Existe y € X com orbita distribucionalmente ilimitada;

(11i) O conjunto de todos osy € X com drbita distribucionalmente ilimitada € residual em X .

No caso em que X € um espaco de Banach, as afirmativas acima sao equivalentes as

sequintes:

(i’) Existem £ > 0, uma sequéncia (Yx)ren em X e uma sequéncia crescente (Ni)ren em N

tais que lim y, =0 e
k—o00

card{l < j < Np; HijkH > 5} > eNg, Vk € N;

(i1’) Ezistemy € X e A CN com dens(A) > 0 tais que l.irjr41 | T7y|| = oo,
Jje

onde ||| € a norma que induz a topologia de X .

Demonstragao. (iii) = (i1): Com efeito, se M é o conjunto dos elementos de X com 6rbita
distribucionalmente ilimitada, segue da hipétese que M contém um Gs-conjunto denso e, por-
tanto, M # @. Logo, existe pelo menos um y € M. Como M C X, segue a afirmativa

(i)

(17) = (i): Seja y € X um elemento com érbita distribucionalmente ilimitada. Por definigao,

existem m € N e A C N, com dens(A) = 1, tais que lilg |T"y||,, = co. Em particular, y tem
ne

orbita distribucionalmente m-ilimitada. Pela Proposicao 3.1, existem ¢ > 0, uma sequéncia

(Yr )keny em X e uma sequéncia crescente (Ng)reny em N tal que klim yp=0e
—00
A 1
Card{l < j < Ny ”ijka > 5} > N, (1 — E) , Vk € N.

A =1
Além disso, lembremos que d(T7y;,0) = Z Emin{l,

}ijkHj}. Como (||-Hj>jEN é uma

familia crescente de seminormas, vamos mostrar que é verdadeira a seguinte afirmacao:
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Afirmacgao 3.1.2. Dados m € N eec > 0, existe & = £'(m,¢) tal que ||z||,, > € implica
d(xz,0) > ¢

Com efeito, suponha ||z||,, > ¢. Pela definicdo da métrica, temos:

=1 . 1 . —Hme, se x|, <1
(e, 0) = 3 gemin {1, e} > gomin (1, ol 3 = 20 % 1o
k=1 2™ se |z, >1

Como ||z]|,, > €, segue que

]

5
1 m
d(w,0) > gomin {1, ]} = { 2o~ g % Wl <1
1/2m, se |z|l,, >1
. 1 £ . , ] 1 c )
Logo, d(z,0) > min o om (- Assim, escolha ¢ > 0 tal que min S om > ¢ e dessa

forma obtemos um ¢’ tal que d(z,0) > €', conforme o desejado.
Dal, se [|[T7yy||,, > €, entdao d(T7yy,0) > &' para algum &’ > 0. Portanto,

card {1 < j < Np;d(T7y,0) > €'} - card {1 < j < Ni; || T7ygll,, > €} .- 1
Ny - Ny - k’

pois {1 < j < Ni; | T7yxl],, > e} € {1 <j < Ni;d(T7y;,0) > &'}, Assim,

1 .
lim —card {1 < j < Ny; d(T7y;,0) > &'} > 1.
k—oo k
card {1 < j < Np;d(T7y,0) > €'}

nunca € superior a 1,
N,

Por outro lado, como o quociente
segue que
1 .
lim —card {1 < j < Ny; d(T7y;,0) > &'} =1

k—oo INg
e obtemos verdadeira a afirmativa (7).
(1) = (4i1): Antes de demonstrar esta implicagao, provaremos a seguinte assertiva:
Afirmacao 3.1.3. Ve > 0, Im =m(e) € N e I’ = €'(¢) tais que d(x,0) > e = ||z||,, > €.

o0

1
Com efeito, suponha d(x,0) > . Como a série Z o" converge para 1, segue que existe
k=1
m € N tal que i i<E Dai
q ok 5 )
k=m-+1
~ 1 — 1
e <d(r,0) =3 comin {1, o} + 3 gpmin {1, ),
k=1 k=m-+1

-~

<e/2
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donde

€ € S " "
Cme— <> smin{1 el b £ 30 o fal, < (Z 2—) Il < Nzl
k=1 k=1

k=1

onde na pentltima desigualdade utilizamos o fato de que a sequéncia de seminormas |-|[, é

£
crescente e, portanto, ||z||,, > ||z|;, para todo i € {1,2,...,m — 1}. Assim, 5 < ||z|,,- Dessa

£ : .
forma, basta tomar ¢’ = 5 © obtemos ||z||,, > €. Isso conclui a prova da Afirmativa 2.

Em particular, se d(T7y;,0) > ¢, entdo |77y, > €', com &' = Dai, para cada j no

€
. 2
intervalo inteiro [1, Ni| que satisfaz d(T7yy,0) > ¢, temos que || T7yyl|,, > €', isto é:

{1<J < N d(Ty,,0) > e} € {1 <5 < N | T, > €'} -

Por hipotese,
1 .
lim —card{l <Jj < Ni;d(T?yx, 0) > 5} = 1.

k—oo INf

Assim, temos que existe uma sequéncia (ig)reny em N, tal que

card{1 < j < N,;

d(T]ka,O) > 5} < card {1 <J< Nlm ||ij%ka > 6,}

1
1—=<
=
Isto implica que

card{l <Jj<N;;

Ty, >} > N, <1 - %) ,Vk eN.

Portanto, pela Proposicao 3.1, obtemos que o conjunto de todos os vetores de X com orbita
distribucionalmente m-ilimitada é residual em X. Considere Y tal conjunto. Entao o conjunto
de todos os vetores de X com érbita distribucionalmente ilimitada contém Y, que é residual.

Dai, segue o item (74) da Proposigao 3.2.

(i) = (11"): Se existe y € X com 6rbita distribucionalmente ilimitada, segue da definigdo que

existe A C N, com dens(A)=1>0¢e lirgl |T7y|| = oc. Isso prova (ii’).
JE€

- 1
(") = (i’): Seja L := dens(A) > 0 e escolha ¢ € (0, L). Defina y, := 7Y Entao klim yr = 0.
—00
Como
T > < o [T > <k

e como lirg HijH = 00, temos que
j€

M{j eN; HijkH > 8} = dens {j eN; HijH > 5k} > dens(A) = L > ¢,
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para todo k € N. Portanto, para cada k € N, podemos escolher N, € N arbitrariamente
grande tal que
card{l < j < Ny ||ijkH > 5} > eNg.

Por conseguinte, podemos escolher tais N;’s de modo que a sequéncia (Ny)ren seja crescente,
o que nos fornece (i’).

(") = (i): Considere € > 0 da hipdtese (i’). Tome § > 0 e considere a seguinte propriedade
P(6):

“VL>0,existem y € X, com |y|| =1, e n €N, tais que card{l <j<m ||ijH > L} > on’.
E seja P'(0) a seguinte propriedade:
“Existemy’ € X, ||y'|| <e/L, e n €N com card {1 < j < n; |[T7/|| > e} > én”.

Vamos mostrar que P(J) é equivalente a P’(9).

De fato, suponha inicialmente que P(§) seja vélida. Entao, se ||[T7y|| > L, podemos

multiplicar ambos os membros desta desigualdade por /L e obtemos:

7] £ >0
donde .
|77 > =
o que fornece .
[ (zo)]>=

Considere ¢y’ := %y. Entao ||y/|| = % lyl| = %, pois |ly|| = 1. Logo, || T7y|| > L = || T7y|| > «.
Dai, se card {1 < j < n;||T?y|| > L} > dn, segue que card {1 < j < n;||T?y/|| > €} > dn e isto
prova a validade de P’(9).

Reciprocamente, suponha P’'(§) verdadeira. Entao, se [|[T7y/|| > ¢, com ||y/|| < &/L, temos:

L € € 1 : T
et ey )
- =L S S e 1T T

/

y
/1l

Assim, tomando y := obtemos |ly|| =1 e ||T?y|| > L. Portanto,

card{l <j<n; Hij/H > &?} > on,

o que implica
card{l <j<m HT]yH > L} > on,
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com ||y|| = 1. Dessa forma, P(J) vale.
Seja dg o supremo de todos os d para os quais P(J) é verdadeira. Como para cada L > 0
existe ¥ € X tal que ||| < e/L, segue de (i’) que

card {1 < j <m; ||ij’H >e} > en.

Portanto, P(g) também ¢é verdadeira. Dai, 6y > ¢ > 0.

Seja k € N e 9; > 0 satisfazendo

% — 0 > 1
0o+ 01 — k

Como &g + 01 > dg e dy é o supremo dos ¢ que fazem P(J) verdadeira, seque que P(dy + ;)
nao é verdadeira. Portanto, existe L > 0 tal que

card {1 < j <n; |[|[T7y|| > L} > (60 + 61)n, (3.4)

para todo y € X com |ly|]| =1 e para todo n € N.

Defina Ay := card {1 < j < n;||Ty|| > L}. Note que se M > L, entao Ay; C Ar. Com
efeito,
jeAy = ||TVy||>M>L=||Ty||>L=jc AL

Dessa forma, card(Ay) < card(Ap) sempre que M > L. Em particular, se M = L +
max {k, ||T"||}, entdo card(Ay) < (6o+01)n, Yy € X com |ly|| = 1, e para todo n € N. Assim,

trocando L por M, se necessario, podemos assumir L > max {k, Tk”} e a desigualdade (3.4)

continua verdadeira.

Por outro lado, como P(dy — 1) é vélida, existe um vetor unitério u € X e n; € N tais que
card{l <7 <ng; HijH > LQ} > (69 — 61)ny (3.5)
(pois P(dy — 0;) vale para todo L > 0 e, em particular, vale para L?). Considere

Ay ={1<j <ny;|T7ul| < L},
Ay :={1<j<nyL<||Tu| < L?*},
Az = {1 < j < ny;||Tu|| > L?}.
Observe que estes conjuntos sdo dois a dois disjuntos e que card (A; U As U Az) = ny.
Além disso, ||T|| < L, uma vez que ||T||* < L implica |T|| < L'/* < L. Dai, 1 € 4.
Considere Ay = {ry, -+ ,rg},com 1 =71y <719 < -+ <rgetomery+1=mn;+1. Para

cada s =1,--- ,d, defina:

Bs = A2 N ]rsa rs+1[ € CS = A3 N ]TS7T5+1['
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Entao: .
Z card(Cs) = card(CY) 4 card(Cy) + - - - + card(Cy) =
s=1
= card(As N ]ry, rof) + card(As N re, r3]) + - - - + card(As N |ra, Ta11])
= card(As N ]ry, rar1])
= card(As N]1,ny + 1[)
= card(As N [1,n1]) (pois1 ¢ Aj3)
= cardAs > (do — d1)n1, pela desigualdade (3.5).
E também:
d
Z card(Cs U By) = card(Cy U By) + card(Cy U By) + - - - 4 card(Cq U By) =
s=1

= card(C}) + card(By) + - - - + card(Cy) + card(By) (pois (Cs N Bs) = @)

d d
= Z card(Cy) + Z card(Bs)
s=1 s=1

= card(As) + card(A,)
= card(Az U Ag) < (do + d1)nq, pela desigualdade (3.4).

d

do — O3
>0edg+0; >0, t d0o—01 > 0. Portant d(Cy) =
5 T 0, e dp+01 , temos que 0y —0; orano,;car( )

cardAs > (69 — 61)ny > 0. Dessa forma, deve existir pelo menos um sy, com 1 < sq < d, tal
que card(Cy,) > 0. Em particular, card(Cs, U By,) = card(Cy,) + card(Bs,) > 0. Dali,

Além disso, como

card(C’SO) 50 — 61 50 — 51 1
> > >1—-. .
card(Cy, U By,) — card(Cs, U By,) — S0+ 61 ! k (3.6)

Como sy estd entre 1 e d, segue que ry, € A;. Logo, ||T"s0u|| < L. Portanto,
|77t ul| < T W Toull < T L < |T" L < 12 paraj =1, k.

Ou seja, ||[T7o u|| < L% || T702u|| < L?;--- ; HT’"So““uH < L? e isto implica que nenhum dos
elementos do conjunto {ry, + 1,75, +2,--- , 75, + k} pertence ao conjunto Az. Como Cjy, :=
As N |rsys1,Tsy + k[, entao

Coo M {rsy + 1,75y + 2, 15y + b} = As N 1y, rsgur [V {rsg + 1,75 + 2, 15y + b} = 9.

Como |rs,, 7s,+1[ € um intervalo de nimeros inteiros, isto significa que nenhum dos ndmeros
Tso + 1,75y + 2, 1, + k estd em |rg,, rso41]. Logo, a distancia entre rg, + 1 e r5,41 é, pelo
menos, maior do que k unidades. Sejan := rg 11— (r5,+1). Entaon > k. Como k é arbitrario,

concluimos que n pode assumir valores arbitrariamente grandes.
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Trs
Tome v := ﬁ Para cada j € C,, temos:

T~ "0 T 0y = T'u =

. . Ts0
Ti=Ts0q = T9=Ts0 ( el™ou ) €

E[Tou] ) ~ k||Tmou]
|79 rou]| e [T [T

ol KT7oull ol [[T7oul]
L2

9
k(T oul

>

Trou] (pois j € Cy,.)
2

> = L (poisrTs, € Ay).

Portanto,
| T7u|| > L[| T70ul|.

Assim,

card {1 < j < m;d(T?v,0) > e} =

=card{1 < j <m;||Tv]| > e} (pois € = k|v])
— card {1 < j < | T90] > £ o]}

1770

o]

, |77 00| :
> card § 75, < J < Tsgt1i W >k (POIS N ="Tg+1 — (7’50 + 1))
v

:card{lgjgn; >k >

. Ty
= card {7‘30 < 7 < Topt1; HHT’TIUH > /{;}

= card {ry, < j < reoi1; || T ul| > k|| T 0ul|}.

Como L > k, temos que se j € Cy,, entao
|T/ul| > L* = L- L > L||T"oul| > k|| T"oul|| .
——
TSOEAl
Portanto, j € {ry, < j < regs1; |T7u|| > k|| T0u||}. Com isso,
Csy C {reg <J < rsgins || T ul| > k|| T0ul|}
e isso implica que card {ry, < j < r,41; [|[T7u]| > k ||T"0u||} > card(Cy,). Pelas desigualdades

em (3.6), vem

1 1
card(Cy,) > card(Bs, U Cy,) (1 — E) = card {(A2 U A3) N rs,, Tsor1[} (1 — E) :

Como os elementos de A; foram enumerados em ordem crescente de r; a rg, concluimos que

Ay Nrs, rey1[= 2,Vs. Em particular, |ry,, 75,1[C (Bs, U Cy,) €, portanto!,

1Como A;, Ay e A3 sdo dois a dois disjuntos e A1N]rs, 7541[= @ Vs, temos que B, U Cy =|rg, rs11[. Assim,
(Bsg U Csy) =]TsesTso+1] 0 que implica card(Bs, U Cy,) = n.
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n = card(]rs,, 7s,+1]) < card(Bs, U Cy,).

1
Dessa forma, card(Cs,) > n (1 — E)

Em suma, obtivemos um ¢ > 0; uma sequéncia (yk)

T s0q, 3
Y 1= m para todo k € N, com |[|yx| = 7 (

crescente de nimeros naturais tal que para cada k € N, obtemos um nimero natural n > k.

pen €M X cujos termos sao dados por

e, portanto, klim yr = 0); e uma sequéncia
—00
Seja (Ng)ren tal sequéncia de “n’s”. Entao, trocando n por Ni, obtemos:
card {1 < j < m;||Tv]| > e} =
= card {1 < j < Ni; || T%0| > €}
=card {1 < j < Ni; |[Tyx|| > e}

= card {1 < j < N;;d(T7y,0) > e} (pois X é um espago de Banach).

. 1
Usando que card {1 < j <mn;||T7v]| >} > n (1 - —) e as desigualdades acima, temos

k
que
A 1
card{l < Jj < Ni;d(T?yx, 0) > 5} > N, (1 — E) .
E assim,
1 <5< Ng;d(T? 1
1> SIS Ned@y 00 >ef gy L
d{1 <j < N;d(T?
Logo, lim card {1 < j < Ni;d(Tys, 0) > e} = 1, como queriamos demonstrar. [ |

k—o0 Nk

A proposicao a seguir apresenta condigoes suficientes para que o conjunto de vetores com

orbitas distribucionalmente préximas de zero para um operador 7' seja residual.

Proposicao 3.3. Considere T € B(X) e suponha que exista um subconjunto denso X, de
X tal que a orbita de cada x € Xy € distribucionalmente proxima de zero para T. Entao o

congunto de todos os vetores com orbita distribucionalmente proxima de zero para T € residual.

Demonstracao. Para cada k,m € N, seja

Mym = {J;EX;EInENcomcard{l gjgn;HijHm < %} Zn(l—l)}.

Afirmacao 3.1.4. Xy C M.

Com efeito, seja x € Xy. Por hipotese, = tem érbita distribucionalmente préxima de zero
e, portanto, existe A C N com dens(A) = 1 tal que lim 77z = 0. Entdo lim HT]xH = 0. Pela
JEA JEA m
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definigao de limite, dado k € N | existe jo € A tal que || T7z||, < 1/k, para todo j > jy, com
j € A. Portanto,

A\{L...

asHm < 1/k} ,
donde

x| < 1/k} =dens(A) = 1.
1

Assim, (1 — E) nao ¢ o maior valor de aderéncia da sequéncia

card({j € A; | TVz]l,, < 1/k} N [L,N))

N 9

TN = com N € N.

Consequentemente, existe uma subsequéncia (xy,)sen de (zx)nen tal que

1
1—E§$N5,VSEN.

1
Em particular, para s = 1, temos que 1 — z < xy,, isto é,

1—=-<
kE— Ny - Ny

1 _ card({j € 4; | Ta]l,, < 1/k} 0 [LN]) _ card {1 < j < Ny; [ TVal],, < 1/k}

donde .
card {1 < j < Ny;||TPz|| < 1/k} > Ny (1 — E) ,
provando que z € My, ,,,. Logo, Xo C My, e isto demonstra a Afirmacgao 3.1.4.

Afirmacao 3.1.5. M, € aberto em X.

De fato, suponha My, # @ e considere 2’ € My, ,,. Entao existe n € N tal que

'ﬂu<%}zn0—%)

, 1
Sejam s € N tal que s = card{l <j<m||T72,, < —} e j1 < -+ < js os elementos do

card{l <j<m

k

intervalo inteiro [1,n] para os quais

||, < 7 (3.7)

Defina g; : X — R, por x — [|T7z||,.. Como g; é continua para todoj € N, obtemos que
g;'(]0,1/k[) ¢ aberto em X para todo j € N. Considere U : ﬂ (]0,1/k[). Com os

mesmos argumentos utilizados na prova da implicacao (i) = (74i) da Proposmao 3.1, obtemos
que U é vizinhanca de 2’ em X tal que 2/ € U C My,,. Como 2’ € M, foi escolhido

arbitrariamente, segue que My, é aberto em X.
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Seja M = ﬂ My, . Como Xy C My, Vk,m € N, segue que cada My, é denso em X.
k,m
Portanto, M é uma intersecao enumeravel de abertos densos. Logo, M é residual.
Além disso, se x € X tem O6rbita distribucionalmente préxima de zero, entao © € M (ob-
serve a prova da Afirmacao 3.1.4 e note que nao utilizamos o fato de que X é denso em X para
obter Xo C My ). Assim, basta mostrar que todo vetor de M tem érbita distribucionalmente

proxima de zero para concluir a prova da Proposigao 3.3.

Fixe x € M e provemos que x tem orbita distribucionalmente préxima de zero. Como isso
é obvio se T"x = 0 para algum n € N, podemos supor que este nao é o caso. Para cada k € N,

como x € My, existe n; € N tal que

card (Ak) Z N <1 — %) s

onde
A = {1 < j < ng; ||T]x||k < %}

A hipétese de que T"x # 0 para todo n € N implica que ny — oo quando k — oo. Com efeito,

para cada L € N, temos que

1
> — = ng > L.
min {||Tz|,,---, [|T"||,}
Seja A = U Ag. Como
k=1
card(A N [1, ng)) S card(Ay) > 1
N - T - k

para todo k € N, temos que dens(A) = 1. Além disso,

lim 772 = 0.
jEA

1
De fato, fixe m € N e e > 0. Escolha ky € N tal que kg > m e o < e. Ponha jy :=

0
max{ny,---,ngt+ 1. Se j € Ae j> jo, entdo j € Ay para algum k > ko, donde

. . . 11
7], < [1T72ll,, < |72l < 3 <3 <=

[sso completa a demonstracao. [ ]
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3.2 Critério para o caos distribucional (CCD)

Definigao 3.4. Seja T € B(X). Dizemos que T satisfaz o critério para o caos distribu-

cional (CCD) se existem sequéncias (zx)ren € (Yk)ren em X tais que:

(a) Existe A C N, com dens(A) =1, tal que lin[/l1 T"x;, = 0, para todo k € N;
ne

(b) yr € span{x,;n € N}, klim yr = 0 e existem € > 0 e uma sequéncia crescente (Ng)ren
—00

em N tais que

, 1
card {1 < j < Ny d(T7y;,0) > e} > Ny, (1 — E) ,

para todo k € N.
Observacao 3.5.

1. Podemos assumir que (Tx)ken € (Yk)ken SGO a mesma sequéncia, pois existe uma sequéncia
(ZTk)ken em span{xn;n € N} \ {0} que satisfaz a condicao (a) do CCD pela linearidade e a
condi¢ao (b) pela densidade.

2. No caso em que X € um espaco de Banach, seque da Proposi¢ao 3.2 que a condi¢do (b) na

definicao do CCD pode ser substituida por:

(b’) yx € span{z,;n € N}, ||yg]| — 0 e existem € > 0 e uma sequéncia crescente (Ni)ren em
N tais que
card{l <j < Ny HijkH > 8} > &Ny,

para todo k € N.

Finalmente, vejamos condigbes necessarias e suficientes para que um operador 1" sobre um

espaco de Fréchet X seja distribucionalmente caotico.

Teorema 3.6. Se T' € B(X), entdo as sequintes afirmativas sao equivalentes:

(i) T satisfaz o (CCD);
(1) T possui um vetor distribucionalmente irreqular;
(1) T € distribucionalmente cadtico;

(iv) T admite um par distribucionalmente cadtico.
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Demonstracao. (i) = (ii): Sejam (zg)ken € (Yr)ren duas sequéncias em X que satisfazem as
condigoes (a) e (b) do (CCD). Considere

Xo = {m e X;limT"x = O}.
neA
Afirmacao 3.2.1. X, é um subespaco de X.

Com efeito, é claro que 0 € X, pois T"0 = 0, para qualquer n € N. Assim, tome
z,y € Xo\ {0} e a, 8 € K. Vamos mostrar que ax + Sy € Xy. Como T € B(X), segue que
T" € B(X). Logo,

71116127—' (o + By) :7111612(0@ x + BT"y) :alllerpAT x+5}L1€rrf11T y=0 (poisz,y € Xp)

e, portanto, ax + By € Xy, como queriamos.

Afirmagao 3.2.2. X € invariante por T (isto €, T(Xy) C Xo).

Seja w € T(Xp). Entao existe z € Xy tal que w = Tz. Além disso, lir%T”x = 0, pois
ne
xr € Xy. Em particular,
Ty = T"(Tx) = T w.

Logo, utilizando a continuidade de T', obtemos:

lim T"w = lim 7"z = lim T(T"z) = T(0) = 0.
neA neA ncA

Portanto, w = Tx € Xy, provando que T(X,) C X.

Afirmagao 3.2.3. O fecho de X, € invariante por T

Considere w € T(X,). Entdo existe z € X; tal que w = Tz. Como z € X, seque que
existe uma sequéncia (zx)geny em Xj tal que zx — z quando k — oco. Da continuidade de T
em X, obtemos Tz, — Tz = w quando k — oo. Pela Afirmagao 3.2.2, temos que a sequéncia
(T'zk ) ren estda em Xg. Portanto, (T'zx)ren € uma sequéncia em Xy que converge para w. Assim,
w € X, e, portanto, T'(X,) C X,.

Por outro lado, como (z)ren satisfaz a condi¢ao (a) do (CCD), segue que (zx)ren € uma
sequéncia em Xj. Além disso, como (yx)ken satisfaz a condicao (b) do (CCD), temos que para
cada k € N, y é limite de uma sequéncia em span {x,;n € N}. Mas span {z,;n € N} C X,
e, portanto, v, € X, para todo k € N.

Como X, é denso em X, a Afirmacio 3.2.3 nos garante que Tlx% € B(Xy). Logo, X, tem
um subconjunto denso (no caso, Xj) tal que a drbita de cada elemento de tal subconjunto é

distribucionalmente préxima de zero para T'. Com isso, podemos aplicar a Proposicao 3.3 e
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concluir que o conjunto Y de todos os vetores de Xy com érbita distribucionalmente proxima

de zero é residual em X.

Por outro lado, a sequéncia (y)ren em X, satisfaz & hipétese (i) da Proposicio 3.2 e,
portanto, o conjunto W de todos os vetores de X, com 6rbita distribucionalmente ilimitada é

residual em X.

Como Y e W sao residuais em Xy, o conjunto Y NW também o é. Em particular, podemos

tomar um vetor s € Y N'W e tal vetor é distribucionalmente irregular para 7.

(1) = (di7): Seja u € X um vetor distribucionalmente irregular para 7' e considere I' =
{Au; A € K}. Vamos mostrar que I' é um conjunto nao enumerével e que existe um ¢ > 0 tal
que todo par de elementos distintos de I' é um par distribucionalmente e-caético para 7'

Com efeito, como a aplicacao ¢ : K — I', que associa A — ¢(\) = Au é bijetiva, segue que
I' é nao enumeravel.

Sejam x e y elementos distintos de I'. Entao existem A\; e Ay em K, também distintos, tais

que r = \u e y = Au. Portanto,

Tz =MT"u e T"y = AT u.

Logo,
1
d(T"z, T"y) = dMT" u, AT u) =) Semin {1 [T u = AT ull, } =
k=1
> emin {1, A = Xof IT7ull,} = d((Ar = A2)T"u, 0).
k=1

Defina A\ := A\; — A\y. Como A\; # Ay, temos A\g # 0.

Segue do fato de que u é um vetor distribucionalmente irregular para T' que existe A C N
tal que dens(A) =1 e lin}‘ T"u = 0. Assim, lir% d(AT"u,0) = 0. Portanto, pela Proposigao
ne ne

2.9, temos? que para todo 7 > 0,
dens {n € N;d(M\T™u,0) < 7} = 1.
Em particular, como d(AT"u,0) = d(T"z, T"y), segue que
dens {n € N;d(T"x,T"y) < 7} =1, (3.8)

para todo 7 > 0.

Por outro lado, como u tem orbita distribucionalmente ilimitada para T', segue que existem

m € N e B C N tais que dens(B) = 1 e lir% | T"u||,, = oo. Dali, lir% | XoT"ul|,, = co. Em
ne ne

2Para cada n € N, consideramos 7, := d(\gT™u,0) para aplicar a Proposicio 2.9.
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particular, existe ng € B tal que ||[A\gT™u||,, > 1, para todo n > ng, com n € B. Pela Afirmagao

1 1
3.1.2, segue que d(AgT"u,0) > om para todo n € B tal que n > ng. Denotando ¢ := om’
temos
dens {n € N;d(\gT"u,0) > e} > dens(B) = 1.
Logo,
dens{n € N;d(T"z,T"y) > e} = 1. (3.9)

Dessa forma, segue das igualdades (3.8) e (3.9) que o par (x,y) € T' x I, escolhido arbi-
trariamente, ¢ um par distribucionalmente e-cadtico® para T', donde T' ¢ distribucionalmente
caotico.

(17i) = (iv): Segue diretamente da defini¢ao de operador distribucionalmente caético.

iv) = (i): Seja (z,y) € X x X um par distribucionalmente cadtico para T' e considere

u:=x — y. Pela definicao, existe ¢ > 0 tal que

dens {j € N;d(T7u,0) > e} =1 (3.10)

dens {j € N;d(TVu,0) < 5} =1,
para todo o > 0.

Para cada j € N, tome r; := d(T7u,0). Assim, temos uma sequéncia (r;);en em Ry tal
que, para todo d > 0, vale
dens{j €e N;r; <6} = 1.

Pela Proposicao 2.9, existe A C N, com dens(A) = 1 tal que l.irjr41 r; = 0. Ouseja, lirIA} d(T?u,0) =
S j€

0, donde lim T"u = 0.
neA
Para cada k € N, considere z := T%u. Como T € B(X), segue que T* é continua para
todo k € N. Portanto, para cada k € N, temos

lim 7"z = lim T™(T*u) = lim T%(T™u) = T*(0) = 0.
ne

neA neA

Assim,

neA

para todo k € N. Logo, a sequéncia (xy)ren satisfaz o item (a) do (CCD).

3Mais do que isso, podemos dizer que todos os pares de elementos distintos de I' sao distribucionalmente

L.
2—m—caotlcos para T'.
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1
Escolha s, € A tal que ||[T%ul|, < — e tome y; := T*u para cada k € N. Entao

(yk)ken € uma subsequéncia de (zx)ren. Em particular, para cada k € N, temos que y;, €

span{xy; k € N}. Como lim T"u = 0, segue que lim 7%y = 0, isto é, lim y; = 0.
neA k—o0 k—o0

Como
Ty = TV (T*u) = T*(T7u) = T u,

segue que
{7 e N;d(T7y,0) > e} = {se +j € N;d(T*u,0) > e} .

Para cada k € N, note que
{sp+Jj € N;d(T*u,0) > e} C {j € N;d(T7u,0) > e}

e que a diferenca entre as cardinalidades de ambos é, no maximo, igual a sp. Como s; esta
fixo para cada k, segue que esta diferenga entre as cardinalidades é sempre um numero finito

e, portanto,
M{sk + 7 € N;d(T*%u,0) > 5} :M{j € N;d(T?u,0) > 5} =1,
pela equacao (3.10). Logo,
dens {j € N;d(T7yy,,0) > e} =1,

para todo k € N. Assim,
card({j € N; d(T7y;,0) > e} N[1, N])

1 = limsup —
N—oo N )
, card {1 < j < N;d(T7y,0) > ¢}
= lim sup .
N—00 N

Como 1 é o maior valor de aderéncia da sequéncia

() e = (card{l < j < N;d(T7y, 0) > 5})
N NeN

1
el>1-— 7 para todo k € N, segue que existe uma subsequéncia (zn, )reny de (Zn)nen tal que

1
l-p <oy <1, VkeN
Isto é, ;
< 5 < Ny J
S crd {1 <G < Nisd(Tye0) > e} o) 1oy
N, k
Logo,

. 1
card{l < j < Ny;d(T?yg, 0) > 8} > N, (1 — E) ,

para todo k € N. Isso prova que T satisfaz o (CCD) e encerra a prova do Teorema 3.6. [ ]



Capitulo 4

Caos Distribucional Denso

Neste capitulo, faremos um breve estudo sobre a existéncia de conjuntos densos de vetores

distribucionalmente irregulares e sua relacao com o caos distribucional de operadores.

4.1 Caracterizacao

Definicao 4.1. Seja T : X — X wma aplicacao continua sobre um espaco métrico X. Dizemos
que T é densamente distribucionalmente caotica se existem um conjunto denso I' em

X eum e >0 tais que, para quaisquer x,y € I' distintos, temos

dens{n € N;d(T"z,T"y) > e} =1 e dens{n € N;d(T"z,T"y) <71} =1
para todo T > 0.

Definigao 4.2. Dado T' € B(X), um subespaco vetorial Y de X €é chamado de variedade
uniformemente distribucionalmente irregular para T se existe m € N tal que a drbita
de todo vetor nao nulo y de Y €, simultaneamente, distribucionalmente m-ilimitada e dis-
tribucionalmente proxima de zero. Neste caso, dizemos que os vetores nao nulos de Y sao

distribuctonalmente m-irregulares para algum m € N.

Note que, se Y satisfaz a Definicao 4.2, entao existe um mesmo m € N para o qual a érbita

de cada vetor nao nulo de Y é distribucionalmente m-ilimitada.

Por exemplo, se Y é uma variedade desse tipo, podemos dizer que Y é um conjunto distri-
bucionalmente 27" *!-cadtico para T (embora este nimero nao seja tinico). Com efeito, sejam
z,y € Y vetores nao nulos tais que x # y. Denote u := x —y. Entdo, u # 0 e u € Y (pois

Y é subespago vetorial de X). Logo, u é um vetor distribucionalmente m-irregular para 7T e,

43
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portanto, existem A C N e B C N, com dens(A) =1 e dens(B) = 1, tais que
%igqu"u =0 e }lienqu | T"ul|,, = oo.

Da igualdade }zié% T"u = 0, obtemos facilmente (veja Proposigao 2.9)
dens {n € N;d(T"u,0) < 7} = 1,

para todo 7 > 0, isto é,

dens{n € N;d(T"z,T"y) < 7} =1, V7 >0.

Por outro lado, para ¢ = 1, existe ny € B tal que || T"u||,, > 1, para todo n > ny, com

n € B. Como a sequéncia de seminormas ( [|[|, )keN é

crescente, segue que

|T"ul|l, > 1, Vk>m e Vn € B, com n > ny.

Logo,
mn n S 1 : mn n
k=1
- 1 : mn n
> 3 i {177~ Ty}
k=m

Mas min {1, [|T"x — T"y||,.} = min {1, ||T"u||,} = 1, para todo k > m e para todo n € B, com

n > ng. Portanto,

1 . . 1 1
Z ﬁmm{l, [Tz =Tyl } = Z ok — om-1’
k=m k=m

para todo n € B, com n > ng. Além disso,
{neN;d(T"z, T"y) > 1/2""} D B\ {1,--+ ,nog — 1} .

Assim,

- 1
dens {n e N;d(T"z, T"y) > Qm_l} = dens(B) = 1.

Dali, obtemos que qualquer par de elementos distintos nao nulos de Y é um par distribucional-
mente 2™ !-cadtico para T. No entanto, utilizando a Afirmacao 3.1.2, é possivel demonstrar
que os pares de elementos distintos nao nulos de Y também sao distribucionalmente 27™-
cadticos (basta escolher ¢ = 1). Isso mostra que a estimativa 27™%! nao é tnica (como
haviamos afirmado no comego desta segao), embora ela sirva para todos os pares de elementos
distintos nao nulos de Y. Dessa forma, podemos concluir que a existéncia de uma variedade
uniformemente distribucionalmente irregular densa para T' implica automaticamente em caos

distribucional denso para T
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O teorema a seguir - talvez um dos mais interessantes deste trabalho - mostra que sob
determinadas condigoes, basta que T' € B(X) admita um vetor com 6rbita distribucionalmente

ilimitada para que exista tal variedade uniformemente distribucionalmente irregular densa para
T.

Teorema 4.3. Seja X um espaco de Fréchet separdvel e suponha que T' € B(X) satisfaz
T"x — 0 para todo x € X,

onde Xy € um subconjunto denso de X. Entdao as sequintes sentencas sao equivalentes:

(i) T € distribucionalmente cadtico;

(i1)) T é densamente distribucionalmente cadtico;

(111) T admite uma variedade uniformemente distribucionalmente irreqular densa;

(iv) T admite uma orbita distribucionalmente ilimitada.
Demonstragao. (iii) = (ii): Segue da Definicdo 4.2 e da hipdtese (iii) que existe um su-
bespaco vetorial Y de X, denso, e um m € N tais que todos os vetores nao nulos de Y sao

distribucionalmente m-irregulares. Foi provado logo apds a Defini¢ao 4.2, que Y é um conjunto

distribucionalmente 27" *!-caético. Como Y é denso em X, segue (ii).

(77) = (i): Observe que, de acordo com a Definigao 4.1, o caos distribucional denso é um caso

particular do caos distribucional.
(1) = (iv): Segue diretamente de (iii) = (ii) no Teorema 3.6.

(iv) = (4i7): Podemos assumir, sem perda de generalidade, que X, é um subesbago vetorial
denso de X (caso Xy néo seja subespago vetorial, basta troca-lo por span(Xy), o qual é denso

em X, ja que Xy C span(Xp)).
Seja ( IR ) rey UINa sequéncia crescente de seminormas que gera a topologia de X.

Pela continuidade de T, segue do Teorema 1.23 que, para k = 1, existem C} > 1 e j; € N
tais que || Tz|[, < Cy ||z|;,, para todo x € X. Defina k; := ji + 1 e observe que k; > 1. Entao,

IT2l, < C flally, . Ve € X.

De maneira andloga, temos que existem Cy > Cj e j» € N tais que [|Tz|,, < Cyf[z||;,, para

todo x € X. Assim, defina ks := js + k; e, novamente, observe que ky > k;. Entao,

172l < Callel,, . Ve e X.
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Continuando esse procedimento de maneira indutiva, obtemos uma sequéncia 1 < k; < ky <

oo <k, <--- em N e uma sequéncia () < Cy < --- < (), < --- em (1,00) tais que

[Tz, < Copillzll,,  , V€ X eVneN

+17

Assim, considere a seguinte sequéncia
(C1llllg, » CLC2 I lly,, » C1C2C3 |||y, s C1CC3C |||, 5+ +)

e denote |||, := Cy -+ Cy ||||),., para todo n € N. Como a sequéncia (Cy---C,) ¢ crescente

em Ry, os itens (a) e (b) da Observacao 1.18 nos garantem que (|[|[/,) _. é uma sequéncia

neN
crescente de seminormas que também induz a topologia de X. Além disso, se € X, temos

ITzll; = CuliTzlly, < CiCalxlly, = [zl
Tz, = CiC||Tally, < 1005 ||y, = lllls
ITzll; = CiCoCs[|Txlly, < C1CC5Ch |2l = [l

ITzll, = Ci- CullTally, < CiwCopillally,,, =2l

/
n’

para todo n > 1. Dessa forma, podemos trocar |||, por [|-]|,, se necessario, para obter sem

perda de generalidade a seguinte propriedade:

|Tx|l, < ||z|l,,,, V2 €X e VEEN. (4.1)

Por hipotese, existe um vetor y € X com Orbita distribucionalmente ilimitada. Portanto,
existe B C N, com dens(B) = 1, tal que 7111519 |T"y||,, = oo, para algum m € N. Em particular,
pela Proposicao 3.1, o conjunto de pontos de X com orbita distribucionalmente m-limitada é
residual e, portanto, denso em X. Isso significa que é possivel encontrar vetores em X com
orbitas distribucionalmente m-ilimitadas tao préximos de zero quanto queiramos. Logo, para
cada L > 0 e k € N, podemos obter 2/ € X arbitrariamente préximo de zero e um n € N tao

grande quanto se queira, de modo que

Card{l <i<m;

IT'2'|| > L} >n (1 — %) : (4.2)

Como a desigualdade em (4.2) é uma relagao aberta, seque que, fixados L, k e n € N, existe
uma vizinhanga V' de 2’ em X tal que a relacdo em (4.2) é vélida para todo vetor em V. Além
disso, a densidade de X nos garante que existe x € Xy N V. Dessa forma, podemos trocar x’

por z € Xy em (4.2) sem perder a generalidade.

Como as seminormas sao crescentes, podemos desconsiderar as (m — 1)-primeiras delas e
assumir, também sem perda de generalidade, m = 1 em (4.2). Com isso, construiremos uma

sequéncia (xy)gen em Xy da seguinte forma:
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e Para k =1, tome x; € X, tal que
[z, <1

e ni € N suficientemente grande, de modo que

card{l <1< ng; HTixlnl > 2} > Ny (1 — %) =0.

e Para k = 2, tome x5 € X, tal que
[zl < 1

e ny > ny, com ny € N, de modo que

, 1
card {1 < i < ng; ||[T"xsl], > 2-2'} > ny (1 — —) :

, 1 1
card{l < < ng;||[T' x|y < 5} > ng (1 — —> ,

sendo a ultima desigualdade possivel porque T"x; — 0, ja que x; € Xj.

e Para k = 3, tome x3 € X, tal que
[ zs]l; <1

e n3g > Ny, com ng € N, de modo que
card {1 <i < ng; ||[T 23], > 323} > ns (1 - =
. : 1 1
card 1§z§n3;||TxS||3<§ >ng(l—=), s=12
Prosseguindo assim indutivamente, obtemos uma sequéncia (xy)ren de vetores em X, com

para todo k € N, e uma sequéncia crescente (ng)reny em N tal que

: - 1
card {1 <@ < ny; || TPy, > k- 25} > my (1 - E) : (4.4)
. . 1 1
card{l < < ||Ta|, < E} > g (1_ﬁ> , s=1,---k—1. (4.5)

Observe que em (4.4) reescrevemos, como fungoes de k, os valores de L e n que aparecem em

(4.2).

Agora, dados a, 8 € {0, 1} = {conjunto de sequéncias de 0’s e 1’s}, dizemos que § < « se
Bi < «y, para todo i € N.

Considere uma sequéncia crescente (r;);en de inteiros positivos tal que

Tj+1 > 14 ] + nrj+1, VJ € N. (46)
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Seja o € {0, 1}N definido por o, = 1 se, e somente se, n = r; para algum j € N. Entao

oy, = 1, para todo j € N. Dado 3 € {0, 1}N tal que f < «a e contém um numero infinito de

xTp = Z %l‘l

1’s, definimos o vetor

Observe que 4
Z a Z 2:] Lrjs

pois 3, <, =1e B < a; =0, para todo i ¢ {7’1, 9, --}. Note também que

‘ ) - 12

2.
(2
Gi
Portanto, g 51;1 ¢é convergente.

il < . Vi€

Assim, vamos mostrar que a orbita de zz é distribucionalmente 1-ilimitada e distribucio-

nalmente préxima de zero.

, . 1
Seja k € N, com 8, = 1. Se 1 <i < n,, [Tz, ||, > 12" e ||[T"x]|,, < —, para cada
Tk

s < 1, obtemos:

i i Br,
o, = | (S5

J

1

— BTsz Tk_’_ZﬁTJTz

Jj#k 1
Brs i Br iy
> || 5T T, 1 ZQ;T
J#k 1
B ; B ;
> Ualyrig, ) 5 Bl g,
J#k
1 i Bry (i
- gl S I,
>r2Tk
> - (Rl + S 2 ).
i<k i>k

Se j < k, entdo r; < 1, pois a sequéncia (r;);en fol tomada crescente. Logo,

| . 1
|7, ||y < 1T, < -
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. . L ) ; 1
para cada r; < 1y, ja que as seminormas também sao crescentes. Dai, como — ||T Ty H > ——
Ty
temos:
-3 Doz, || > -+ 3 Pry
2TJ - Tk 273
J<k i<k
1 1
> i 4.7
> =25 (4.7)
i<k

~—

Se j > k, entao r; > 7. Além disso, por (4.1), || Tz[|, < [z[/,,,, para qualquer z € X.

Portanto,
1T%zll, = NTT2), < Tzl < @lligss
||T3x||k = ||T(T2x)||k < ||T2$”k+1 = ||T(T$)||k+1 < ||TI||k+2 < ||$||k+3?
||Tlx||k; < ||Ti_1ka+1 = ||T(Ti_2x)||k+1 < HTi_2x||k+2 < < Hx||k+i7
para todo x € X e para todo + € N. Em particular, temos
HT%W”1 < era‘HHi‘
Assim,
By 8,
Z 2rj Tz Z Z o H TJHI-‘y-l
>k >k
HijH1+i
> _ZTv (4.8)

>k
pois f,, < 1, para todo j € N. Portanto, de (4.7) e (4.8), podemos escrever:
R N
G>

pois ||xrj Hl—i—i <1, para j > k. Isso vale porque supusemos 1 <7 < n,,. Como

1+i<1+4+n, <1+n,41 g —m— 1<y,

entio [, < [,

. <1, por (4.3).

, A 1
Sejam A := {1 <i < n,;||T2,,|l, > r2™} e By := {1 <i < Tz, < —}, para
Tk

todo s =1, -+ ,ry — 1. Por (4.4), temos que

card(A) > n,, (1 — —2) .
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Por (4.5), temos que

card(Bs) > n,, (1——), Vs=1,---,1r, — 1.

Portanto, provamos acima que

{1§i§nrk;||Tiﬂf/3“l>7’k—1}3AﬂBlm"~ﬂBrk_1.

1
Afirmacao 4.1.1. card(ANByN---N By 1) > Ny, <1 — —).
Tk

Para demonstrar a Afirmacao 4.1.1, utilizaremos o seguinte lema:
Lema 4.4. Seja [1,n] um intervalo de inteiros positivos. Se H C [1,n] e w € [1,n], entao
card(H) > w < card([1,n] \ H) <n —w.
Para comprovar a veracidade do Lema 4.4, basta observar que card([1,n]\ H) = n—card(H)
e o resultado segue trivialmente.

1
Como card(A) > n,, (1 — —), segue do Lema 4.4 que

7
1 Ny,
card([1,n, ]\ A) <npp — (00, (1= 5 ) ) = =
Tk Tk
Analogamente,
1 Ny,
Card([an]\BS) < Npy = | Ty, 1— 2 = "2 Vs = 17“' y Tk — L.
Tk Tk
Logo,

card([1,n, ]\ (ANB N---NB,, 1))
= card [([1, 7] \ A) U ([L ] \ By) U+ U ([L ]\ By, 1)
< card([1,n,,] \ A) + card([1,n,,| \ B1) + - - - + card([1, . ] \ By,—1)

n n
< kg4 Tk
_T2 T2
k k
NS ~~ >

T Vezes
Tk

Tk )
Pelo Lema 4.4,

n,

1
(-2,
Tk Tk
o que demonstra a Afirmagao 4.1.1. Assim,

. 1
szﬁHl > T — 1} > Ny, (1 — E)

card(ANBy N---NBy 1) >Ny, —

Card{l <7< nrk;|
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e, portanto, a drbita de zz ¢ distribucionalmente 1-ilimitada.

: ; 1 -
Por outro lado, se 1 <i <y, 4y e [Tz, | < — para cada s < 7, + 1, entao:

(5)

Z ‘5TJ| H
oT; TJ re+1

(] B

re+1
ﬂr] i /BT] i
- Z 27] | l'r] rp+1 + Z 27‘J rk+1 (49)
i<k J>k
Se j < k,entao r; <1, <rp+ 1. Logo ||Tlx H < b sempre que j < k. Logo
= Ny i ="k k . ) 75 41 T’k‘i‘l’ = N )

Brs \(omi B, 1 1 Br 1 1
ZE [lea :cerTkH < Z 275 (Tk + 1) e+l j;k 2ri = T+ 1 = ori (4.10)

J<k J<k
Se j >k, entao j —1 > k. Assim, r;_; > 7, e, portanto,
rio 1>+ 1. (4.11)

Por (4.6), temos

33
v

1+ rji—1 + nTj_IH
> 147, +n,41 (por (4.11))
> 1+r,+i (pois 1 <i<mny41).

Como as sequéncia de seminormas é crescente, segue que erj H1 < || T H < 1. Dai,
+r+e J
ﬁrd i Br] 1
> 1Tl < D 5 lon s <D 5 (4.12)

>k >k >k

Como 7 + 1 > 1, segue que < 1. Dessa forma, utilizando (4.10) e (4.12), reescreve-

Tk +
mos (4.9):
HTU%HWH < Tk—i-l ZQTJ Qr]
i>k

1 1 1 1

<
Tk‘i‘l]gk 27 T’k—l—l 27
o1\ =2
j=1

1

<
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. 1
Considere Cy := {1 <i <y T2l 00 < ——
,

1 }, para cada s < ry + 1. Provamos,
k

assim, que

. i |
{1 SZSnrk_H, Txﬁ“m-‘rl < m} DC’lﬂ---ﬂOrk.

Além disso,
1
(re +1)?

pela condigao (4.5). De maneira andloga a feita na prova da Afirmacao 4.1.1, podemos mostrar

card(Cs) > ny, 41 (1 — ) , Vs=1,--+ 1,

que

1
card(Cy N ---NCy) > Nyppg1 (1 — —— 1) )

Portanto,

card {1 <0 < gy ||T f’”ﬁHrkH < e - 1} Z Mt (1 R 1) 7

de onde concluimos que xg tem drbita distribucionalmente préxima de zero.

Como X é separédvel, podemos escolher uma sequéncia densa (y,)n,en em Xg e uma colegao
enumeravel ~, € {0, 1}N (n € N) tal que cada sequéncia 7, contém uma quantidade infinita
de numeros 1’s, 7, < a para todo n € N e as sequéncias 7, possuem suporte mutuamente
disjuntos (a € {0, l}N ¢ o que fixamos anteriormente de maneira que «,, = 1 & n = r; para

algum j € N). Denotaremos o suporte de ~, por supp(v,).
Tome a sequéncia de vetores

Tn,i
Uy 1= —x;, n€N.
21
i
Observe que, para cada n € N, u,, é um vetor construido de maneira analoga a xs e, portanto,
a orbita de cada u,, é distribucionalmente 1-ilimitada e distribucionalmente préxima de zero.

Defina, agora,

1
Zn = Yn + —Uy, n €N
n

Afirmamos que {||u,||, ; n € N} é limitado em R, para todo k € N. Com efeito, escolha k € N
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e n € N quaisquer. Entao:

fualle < Z ol
— §£:|7hz|H Hk §£:|7nz|H

IN

Z ‘%Z’ ||, + Z |%“| llz:]l;, (pois a sequéncia de seminormas é crescente)

k—1

ZQZ |xz||k+z (por (4.3)).

IN

k-1
1 1 1
Como g 22 = g temos que Ry = E 5 |zl + T é uma constante que depende de k.

1=1
E tambem como n e k foram escolhidos arbitrariamente em N, segue que ||u,l||, < Ry, para

todo k € N e para todo n € N. Logo, {||u,l,; n € N} é limitado em R, para todo k& € N. Por

conseguinte, {u,; n € N} é limitado em X. Isso implica que

—u, — 0 quando n — oo
n

e, dessa forma, a sequéncia (z,)neny é densa em X (pois (Y, )nen € densa em X). Logo, se

Y := span {z,; n € N}, temos que Y é um subespaco denso de X.

Seja u € Y\ {0}. Entao existem r € N, com r > 1, e escalares nao nulos aq, ag, -+ ,a, € K

tais que

T T an
u= oz = (o + -+ ayr) + — Uy
Z: (a1 Yr) ; n
Denote por yy := ayy1 + - - - + QY. E claro que Yo € Xp. Além disso,

r

Qap Ay, Vnk
DTS 9D Pl
n n

n=1 n=1 k=1

k=1 n=1

Y,k

T
Se, para cada k € N, denotarmos pj, := Z , podemos escrever

n=1
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Z
k
k=1

Repare que (pg)reny € uma sequéncia de escalares que toma, no méximo, r + 1 valores, onde

cada um aparece infinitas vezes, pois:

{ %, se k € supp(vy,) para algum 1 <n <r
Pr = n
0, se k¢ supp(n)U---Usupp(yr)

Assim, como no caso da prova feita acima para xg, podemos mostrar de forma andloga que a
orbita de
v = Z %xk
k
é distribucionalmente 1-ilimitada e distribucionalmente préxima de zero. Dessa forma, existem
A, B C N, com dens(A) = dens(B) = 1 tais que

lim ||Tka1 =00 e limT*v=0.
keA keB

Como u = yo + v e TFyy — 0 quando k — oo (pois yy € Xp), segue que

lim T%u = 0.
keB

Por outro lado, como
T ull, = 7"+ o), = ([T, = [ T*%0ll,
temos que

i [, > Y 70, — fmn 7436

|, = oo.

Portanto, u é um vetor distribucionalmente 1-irregular de Y. Mas como u foi escolhido ar-
bitrariamente em Y \ {0}, segue que Y ¢é uma variedade uniformemente distribucionalmente

irregular densa para T' e isso encerra a prova do Teorema 4.3. [ ]

4.2 Aplicacoes
Nesta secao, apresentaremos algumas aplicagoes do Teorema 4.3. Mas para demonstrar a
primeira delas, faz-se necessaria a utilizacao do seguinte teorema:

Teorema 4.5. Sejam X um espaco de Banach (real ou complexo) e T' € B(X), com n € N.

Suponha que uma das sequintes condicoes seja satisfeita:
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(i) Ou Z <

o0

(11)) Ou X € um espago de Hilbert e Z

n=1 ||

n||2 < o0
Entao eziste x € X tal que |T"x|| — oc.

Nao apresentaremos aqui a demonstracao do Teorema 4.5, porém o leitor interessado pode
encontra-la em [14]. Mas de posse do resultado acima e do Teorema 4.3, a prova do teorema

a seguir torna-se simples.

Teorema 4.6. Considere X separdvel e suponha que T' € B(X) satisfaca as sequintes condigdes:

(I) Existe um subconjunto denso Xy de X tal que lim T"xz = 0, para todo x € Xj.

n—oo

(II) Uma das sequintes condigoes € verdadeira:

(a) X € um espago de Fréchet e existe um autovalor A tal que || > 1.

— 1
(b) X é um espago de Banach e Z 7] < 0.
n=1
(¢c) X é um espaco de Hilbert e Z e < 00
n=1

Entao T ¢ densamente distribucionalmente cadtico.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.3, é suficiente provar a existéncia de um vetor y € X com

érbita distribucionalmente ilimitada para 7' em cada uma das condigdes apresentadas em (1I).

No caso (a), considere y € X um autovetor nao nulo associado ao autovalor A, com |A| > 1.
Tome m € N e considere a seminorma ||-||, . Como Ty = Ay, segue que T"y = Ay, para todo
k € N. Dali,

lim HTkyH klim H)\kyHm = |lyll,, lim |A]* =
—00 k—o0

k—o0
Logo, y possui érbita distribucionalmente m-ilimitada' e, portanto, T' é densamente distribu-

cionalmente cadtico pelo Teorema 4.3.

Agora, considere verdadeira a condigao (b) em (II). Pelo Teorema 4.5, existe x € X tal
que ||[T"z|| — oo. Portanto, segue do Teorema 4.3 que 7' é densamente distribucionalmente

cadtico.

Note que particularmente neste caso, m € N pdde ser tomado arbitrariamente e, assim, y possui érbita

distribucionalmente m-ilimitada para qualquer m € N.
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A prova da condicao (c¢) em (II) é andloga a demonstracao do caso (b) de (II). [

A fim de elucidar um corolario do Teorema 4.6, vejamos a seguir um critério de hipercicli-

cidade, cuja demonstracgao foge do objetivo principal deste trabalho e pode ser encontrada em
[9].
Teorema 4.7 (Critério de Godefroy-Shapiro). Seja T' € B(X). Suponha que os subespagos
Xo = span{x € X;Tx = Az para algum A € K, com |\ <1}
e
Yy := span{z € X;Tx = \x para algum A € K, com |\ > 1}

sejam densos em X. FEntao T é misturador e, em particular, é hiperciclico.

Corolario 4.8. Se T' € B(X) satisfaz o critério de Godefroy-Shapiro, entio T é densamente

distribucionalmente cadtico.

Demonstracao. Com efeito, se T satisfaz as hipéteses do Teorema 4.7, temos que os subespacos

Xo :=span{z € X;Tx = Az para algum X € K, com |\ <1}
e

Yo :=span{zx € X;Tz = Az para algum X € K, com |\ > 1}

sao densos em X. Assim, X satisfaz a condigao (I) do Teorema 4.6 e a densidade de Y| garante
a condigao (II)-(a) do Teorema 4.6. [

De acordo com [8], todo operador sobre H(C™) que comuta com qualquer operador translagao
e nao é multiplo escalar da identidade, satisfaz o critério de Godefroy-Shapiro. Assim, pelo
Corolério 4.8, obtemos uma classe de operadores que sao densamente distribucionalmente

cadticos, através do seguinte resultado:
Corolario 4.9. Todo operador sobre H(C™) que comuta com qualquer operador translagdo e
nao € multiplo escalar da identidade € densamente distribucionalmente cactico.
Em particular, o operador derivagao
D:H(C) — H(C)
fo Df=

¢ densamente distribucionalmente cadtico.

o0

Definicao 4.10. Uma série Zxk em um espaco de Fréchet X ¢é dita incondictonalmente
k=1

convergente se para cada € > 0, existe N > 1 tal que

d(Zxk,0> <e

kel
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sempre que F' C N € finito e FN{1,2,--- N} =2.

Teorema 4.11. Seja X separdvel e T' € B(X). Suponha que:

(a) Eziste um subconjunto denso Xo de X tal que lim T"xz =0, para todo x € Xo;

n—oo

(b) Existem um subconjunto Y de X, um mapa S:Y =Y, comTSy =y sobre Y, e um

vetor z € Y \ {0} tais que ZT"z e Z S"z convergem incondicionalmente.

n=1 n=1

Entao T € desamente distribucionalmente cadtico.

Demonstracao. Observe que T'Sz = z, pois z € Y.

o0 o0
Defina wy, = Z Tkony 4 z+z Skonz para algum ko € N, suficientemente grande. Entao
n=1 n=1

wy, # 0 (pois z € Y '\ {0}) e, além disso, T 0wy, = wy,. Com efeito,

Trowy, = T (Z TF™2 + 2 + Z Skonz>

n=1 n=1

= Y ThrTRog 4 Th 4 Y TRogh,
n=1 n=1

_ Z Tko(n+1)z + Tkoz + Z Sko(n—l)z
n=1 =1

= Y Thrz4z4 ) Sty
n=1 n=2

= Z TFm 2 4 2 + Z Ghon
n=1 n=1

= Wkg,-

Seja y := Z Skon 2 Como a série Z S™z converge incondicionalmente, segue que y, — 0
n==k n=1

quando k — oo. E também,

0o 7j—1 0o
Tkijk — Tkoi (Z Skonz) — koj (Z Skonz+ Skojz+ Z Skonz)

n=k n=~k n=j+1
7j—1
— ZTkO]SkOnZ—FTkO]SkO]Z—G— Z T*oi gkon ,,
n=~k n=j+1
7j—1 o]
= ZTkO(j_”)z +z+ Z Sho(n=i)
n=~k n=j+1

i—k

= ZTkO"z +z+ i Ghon .
n=1

n=1
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Assim,

i—k 00
Thoiy, =3 " Thmz 243 Sk, (4.13)
n=1 n=1

Logo,
lim Ty, = TF"z + 2 + Skon =y, .
Da continuidade de T, segue que para 0 < [ < kg, temos?®:

Thwy, = lim T'T*07y, = lim T"Fody,. (4.14)
J—00

j—00
Portanto, o conjunto {leko; 0<Il< ko} consiste de pontos de acumulacao da orbita de yy.
Tome ¢ := %min {d(T"wy,, 0);0 < I < ko}. Por (4.14), existe jox € N tal que

d(T iy, Thoy,) < &, Vj > jox (4.15)

e para todo 0 <[ < ky.

Pelo algoritmo da divisao, para cada n € N, com n > ky, existem j, € N e [, €
{0, , ko — 1} tais que n = I, + koj,. Em particular, para cada k € N, existe ngy € N,

com ng > ko, tal que se n > ng i, entao j, > Jo k-

Afirmamos que, uma vez fixado k, d(T™yx, 0) > ¢, para todo n > ng . Com efeito, suponha

que d(T™y,0) < ¢, para algum n > ng . Entao
donde

d(T"wy,,0) < d(T"wgy, T 07y ) d(TH 7y, 0)
< e+e¢e (por (4.15))

para algum n > ng . Portanto,
d(T"wy,,0) < 2¢, para algum n > ng . (4.16)
Mas 2¢ = min {d(leko, 0;0<1< kzg}, isto é,

2¢ < d(T'wy,, 0),

2Se ko < I, segue do algoritmo da divisao que existe m € N tal que | = mky + r, para algum 0 < r < k.
Daf, Ttwy, = T™Fo+ wy,, = T™ 0 (T wy, ) = T (T™ 0wy, ) = T wg, -
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para todo 0 <[ < kg. Como 0 <, < ko, temos que (4.16) é uma contradi¢ao. Logo,

d(T"yx,0) > e, Vn > ngg.

Dessa forma, para k = 1, escolha N; > ng 3, com N; € N suficientemente grande, de modo

que seja verdadeira a desigualdade

card {1 <n < Ny;d(T"y,,0) > €} 1
>1——=.
Ny 2

Novamente, para k = 2, escolna Ny > Ny, com Ny € N suficientemente grande, de modo que

seja verdadeira a desigualdade

card {1 <n < Ny;d(T™y,,0) > €} 1
>1—-.
Ny 3

Prosseguindo assim sucessivamente, obtemos uma sequéncia crescente de inteiros positivos

(Nk)ren tal que, para cada k € N, vale

card {1 < n < Ng;d(T"y,0) > €} 1
>1—-—-. 4.17
Ny k—+1 ( )

Assim, fazendo k — oo em (4.17), obtemos

1

lim —card {1 <n < Ng;d(T"y,,0) > e} = 1.
k—o0 Nk

Pela Proposicao 3.2, segue que T admite um vetor com érbita distribucionalmente ilimitada.

Logo, pelo Teorema 4.3, T' é densamente distribucionalmente cadtico. [ |

Definicao 4.12. Seja X um espaco de Fréchet. Dado um operador T : X — X, um vetor
xr € X ¢é chamado frequentemente hiperciclico para T se, para cada subconjunto aberto

nao vazio U de X, temos que
dens{n e N;T"z € U} > 0.
Um operador T € frequentemente hiperciclico se possui um vetor frequentemente hi-
perciclico.
Em [5], foi observado o seguinte critério para que uma aplicagao linear continua seja fre-
quentemente hiperciclica:

Teorema 4.13 (Critério da Hiperciclicidade Frequente). Seja T um mapa linear continuo
sobre um F-espaco® separdvel X. Suponha que exista um subconjunto denso X, de X e um

mapa S : Xg — Xy tal que

3Dizemos que X é um F-espago se sua topologia é induzida por uma métrica completa e invariante.
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o

(i) Z T"x converge incondicionalmente para todo x € X,

n=1
)

(1i) Z S"x converge incondicionalmente para todo x € Xo;

n=1

(11i)) TSz =z, para todo x € X.
Entao T ¢é frequentemente hiperciclico.

Como um espago de Fréchet é também, em particular, um F-espaco, o seguinte corolario do
Teorema 4.11 mostra que se T' € B(X) satisfaz as hipéteses do Teorema 4.13, com X sendo um
espaco de Fréchet, entao T' é densamente distribucionalmente cadtico, além de frequentemente
hiperciclico. Dessa forma, o Critério da Hiperciclicidade Frequente também é um critério para
o caos distribucional denso.

Corolario 4.14. Seja X separdvel e considere T € B(X). Suponha que exista um subconjunto

denso Xo de X e um mapa S : Xg — Xg tal que, para qualquer x € X,

o0

(i) g T"x converge incondicionalmente;

n=1
)

(i1) 5 S"x converge incondicionalmente;

n=1

(ii)) TSz = x.
Entao T ¢ densamente distribucionalmente cadtico.

(0.@)
Demonstracao. Com efeito, como 5 T"x converge incondicionalmente para todo = € Xy,
n=1

segue que lim T"z = 0, para todo x € X,. As demais hipéteses do Corolario 4.14 implicam
n—oo

diretamente que a hip6tese (b) do Teorema 4.11 é satisfeita e, portanto, 7' é densamente

distribucionalmente cadtico. [ ]



Capitulo 5

Caos Distribucional Denso: Casos

Especiais

Neste capitulo, pretendemos caracterizar o caos distribucional denso para dois tipos es-
peciais de operadores sobre espacos de Fréchet particulares. O primeiro deles se trata dos
operadores deslocamento a esquerda com pesos sobre um espaco de Fréchet de sequéncias. O

segundo tipo é o dos operadores de composicao sobre o espago H (D).

5.1 Operadores deslocamento a esquerda com pesos

Na Secao 2.2, introduzimos um exemplo de operador deslocamento a esquerda com pesos
sobre o espago de Banach ¢*(N). Mostramos que, apesar de tal operador admitir vetor com
orbita ilimitada, o mesmo nao se poderia garantir sobre a existéncia de vetores com érbitas dis-
tribucionalmente ilimitadas e, portanto, de caos distribucional. No entanto, certas condicoes a
respeito de operadores desse tipo podem ser impostas de modo a garantir nao apenas caos dis-
tribucional, mas também caos distribucional denso. Para compreender tais condigoes, algumas

definicoes fazem-se necessarias.

Definicao 5.1. Dizemos que X ¢ um espaco de Fréchet de sequéncias se¢ X € um espaco
de Fréchet cujos elementos sao sequéncias unilaterais (x,)nen (ou bilaterais (x,)nez) de esca-

lares, cujas operacoes algébricas sao dadas por
(i) (2n) + (Yn) = (Tn + Yn),

(11) Nx,) = (Az,), para todo X € K,

e cuja inclusio de X no espaco produto KN (respectivamente, KZ) é continua, ou seja, a

convergéncia em X implica convergéncia coordenada a coordenada.
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De agora em diante, consideraremos apenas o caso unilateral, isto ¢, abordaremos apenas

o caso em que X é um espaco de Fréchet que é subespaco de K.

Definigao 5.2. Seja X um espago de Fréchet de sequéncias (unilaterais). A sequéncia (€,)nen

¢ base canonica de X se as sequintes condigcoes sao satisfeitas:

(i) e, € X, para todo n € N, onde e,, = (0,---,0, 1 ,0,---);

~
posicao n
o e.)
(ii)) Yx € X, temos x = lim (zy,29, -+ ,25,0,0,--+) = E Tpen (isto €, g Tpe, € Uma
N—o00
n=1 n=1

série convergente em X ).

Definicao 5.3. Seja X um espaco de Fréchet de sequéncias e w = (W, )neny uma sequéncia de

escalares nao nulos. A aplicacdo B, : X — X definida por
By(r) = By(1, 02,73+ + ) 1= (0122, W3, w3Ty, -+ ),
para todo x € X, é chamada de deslocamento (unilateral) a esquerda com pesos e a

sequéncia w = (Wy,)nen € chamada uma sequéncia de pesos.

Note que a aplicagdo deslocamento (unilateral) a esquerda sem pesos ocorre quando a
sequéncia de pesos é constante e igual a 1. Além disso, se (e,)neny € base candnica de X,

podemos descrever os desclocamentos a esquerda com pesos em termos dela, a saber:
Bu(en) == wpe,_1, n>1, com ¢y :=0.
Observe que essa foi a maneira como descrevemos inicialmente o operador T na Secao 2.2.

Outro detalhe importante é que a continuidade da inclusdo X + KN equivale & exigéncia

de continuidade de cada funcional coordenada
X—=>K 22—z, n>1,

o qual implica que toda aplicacao deslocamento com pesos possui gréafico fechado. Assim, segue
do Teorema do Grafico Fechado! que se B, : X — X estd bem definido, entao B,, é continuo
e, portanto, é um operador. E importante ter essas nogoes em mente, pois nem toda aplicacao

deslocamento com pesos estda bem definida. Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 5.4. Considere w = (2,3,4,5,---) uma sequéncia de pesos e B, : ¢cog — ¢o. O vetor

11
r=(1

,§,§,~--)ECO, mas

By(z)=(1,1,1,--- ,1,---) & co.

Logo, B, nao esta bem definido neste caso e, portanto, nao pode ser um operador.

YO Teorema do Grdfico Fechado afirma que se X e Y sdo F-espacos e T : X — Y é linear, com G(T) :=
{(z,Tx);x € X} fechado em X x Y, entdo T é continua (veja [16]).
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Assim, para que os resultados a seguir facam sentido, sempre que supusermos que uma
aplicagao deslocamento a esquerda (com ou sem pesos) é um operador sobre um espago de

Fréchet de sequéncias, estaremos subentendendo-a bem definida.

De posse dos conceitos acima, finalmente estamos prontos para enunciar um resultado que
caracteriza o caos distribucional denso para operadores deslocamento (unilateral) a esquerda
com pesos sobre espacgos de Fréchet de sequéncias, em termos da existéncia de uma orbita

distribucionalmente ilimitada.

Teorema 5.5. Seja X um espago de Fréchet de sequéncias tal que (e,)nen € base candnica.

Suponha que a aplicagdo deslocamento unilateral a esquerda com pesos

By((Tn)nen) = (WnTni1)nen

seja um operador sobre X. Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) B, € distribucionalmente cadtico;
(ii) B, € densamente distribucionalmente cadtico;
(111) B, admite uma variedade uniformemente distribucionalmente irreqular densa;

(iv) B, admite uma drbita distribucionalmente ilimitada.

Demonstracao. Seja Xy o conjunto de todas as combinagoes lineares finitas dos vetores da

base candnica. Tome z € X. Entao

o) N
T = E Tn€, = lim E Ty
N—oo

N
Como anen € X, para todo N € N, segue que x € X,. Isto prova que X, = X, ou seja,

n=1
X é denso em X.

Agora, tome x € X, qualquer. Entao, para ny € N suficientemente grande, temos que
(By)"z =0,
para todo n € N, com n > ny. Logo,

g (Bu)"e =0,

para todo x € Xy. Assim, B, atende as hipoteses do Teorema 4.3 o que torna, portanto, o

Teorema 5.5 um caso particular do primeiro. [ |

Como uma aplicagao do Teorema 5.5, apresentaremos a seguir uma condic¢ao suficiente para

o caos distribucional denso de um operador deslocamento unilateral a esquerda sem pesos.
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Teorema 5.6. Seja X um espago de Fréchet de sequéncias tal que (e,)nen € base candnica.
Suponha que a aplicagao deslocamento unilateral a esquerda B seja um operador sobre X. Se

existe um conjunto S C N, com dens(S) = 1, tal que

E e, converge em X,

nes

entao B ¢ densamente distribucionalmente cadtico.

Demonstracao. Para cada k € N, considere

nes, n>k
Como a série E e, converge,
nes
lim y, = 0.
k—o00

Além disso, B" 'e, = e;, para todo n € N. Em particular, para cada k € N, temos que a
primeira coordenada de B" 'y, é igual & primeira coordenada de e;, para todo n € S, com

n > k. Considere o funcional
m: X — R

)

T = X

onde x; é a primeira coordenada de x € X. Como 7 é continuo, segue que dado § = 1, existe
e > 0 tal que se d(z,0) < e, entdo |m(x) — m(0)] = |z1| < 1. Em particular, se para algum
n €S, comn >k, temos d(B" 1y, 0) < ¢, entao

}m(B”_lyk)| < 1.
No entanto, isso contradiz o fato de que | (B" 'y;)| = |mi(e1)| = 1. Logo,
d(B" 'y;,0) > ¢, paratodo n € S, com n > k.
Dessa forma, para k = 1, escolha N; € S tal que Ny > 1 e
card {1 < j < Ny;d(B?y;,0) > ¢} 1

>1——.
N, - 2

Analogamente, para k = 2, escolha Ny € S tal que Ny > max {2, N1} e

card {1 < j < No;d(By,,0) > e} >1 1
Ny -3

Mais geralmente, para k = i, escolha N; € S tal que N; > max{i, N;_1} e

card {1 < j < N;;d(B’y;,0) > ¢} > 1
N; - i+1




65

Dessa forma, obtemos uma sequéncia crescente de inteiros positivos (Ny)gen tal que

1 :
lim —card {1 < j < Ny;d(B’y;, 0) > e} = 1.
k—oo INg
Pela Proposicao 3.2, B admite um vetor com orbita distribucionalmente ilimitada. Logo,

pelo Teorema 5.5, B é densamente distribucionalmente cadtico. [ |

A fim de demonstrar um corolario do Teorema 5.6, a seguinte definicao e a préxima pro-

posicao fazem-se necessarias.

Definicao 5.7. Sejam f : U — U e g : V — V sistemas dinamicos. Dizemos que [ €
conjugado a g se existe um homeomorfismo ¢ : U — V| denominado conjugacgao, tal que
o diagrama

v-L-u

¢ ¢

%4 — 1%
comuta, isto é, po f = go .

Definicao 5.8. Sejam T : X — X e S:Y — Y sistemas dinamicos lineares. Dizemos que T
€ linearmente conjugado a S se existe um homeomorfismo linear p : X — 'Y, denominado

conjugacao linear?, tal que o diagrama

xX-T.x
® ®

comuta, isto €, poT = S o .

Proposicao 5.9. Caos distribucional denso € preservado por conjugacao linear.

Demonstracao. Sejam T : X — X e §:Y — Y sistemas dinamicos lineares e suponha que
exista uma conjugacao linear ¢ : X — Y. Suponha também que 7" é densamente distribucio-
nalmente caotico e seja I' C X um subconjunto denso em X para o qual todo par de elementos
distintos de I' é um par distribucionalmente e-caético, para algum € > 0 fixado. Como ¢ é um
isomorfismo de EVTs, segue que ¢(I') é denso em Y. Assim, dado um par (z,y) € I' x I', com
x # y, para demonstrar a Proposigao 5.9 é suficiente provar que existe ¢’ > 0 tal que p(I") é
um conjunto distribucionalmente ¢’-caético para S. Com efeito, se x # y, entao ¢(z) # (y),

pois ¢ ¢ injetivo.

2A conjugacdo e a conjugacdo linear sdo relacdes de equivaléncia entre sistemas dindmicos e sistemas
dindmicos lineares, respectivamente. Sistemas dinadmicos (lineares) conjugados (linearmente) apresentam o

mesmo comportamento dinamico.
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Considere dx a métrica de X e dy a métrica de Y. Dado 7 > 0, defina
A:={neNdx(T"z,T"y) <71} ¢ B:={neN;dx(T"x,T"y) > ¢} .

Como T ¢ densamente distribucionalmente cadtico, segue que dens(A) = 1 e dens(B) = 1.
Além disso, ¢ é uniformemente continua e, portanto, dado 7/ > 0, existe 6 > 0 tal que se
dx(T"z, T™y) < 9§, entao dy (p(T"z), p(T"y)) < 7', isto é

dy (5™ (p(x)), 5™ ((y))) < 7.
Pela Proposigao 2.9, temos que }LiemA dx(T"z, T"y) = 0. Logo, existe ng € A tal que
dx(T"x, T"y) < 0,
para todo n € A tal que n > ng. Portanto,
dy (5" (p(2)), 5" (p(y))) < 7',
para todo n € A tal que n > ny. Logo,

dens {n € N;dy (5" (¢(x)), 8" (#(y))) < 7'} = 1. (5.1)

Por outro lado, como ¢! é uniformemente continua, existe £/ > 0 tal que
dy(a,b) < & = dx (¢ (), (b)) <e. (5.2)

Pela definicao de B,
dx (T"z, T"y) > ¢,

para todo n € B. Portanto, segue de (5.2), que
dy (5™ (p(x)), 5" (0(y))) = dy (p(T"z), (T"y)) > €’

para todo n € B. Logo,

dens {n € Nydy (5" (¢(x)), 5" (¢(y))) = €'} = 1. (5-3)

Assim, segue de (5.1) e de (5.3) que (¢(x),¢(y)) é um par distribucionalmente &’-cadtico

para S, como queriamos demonstrar. [ |

Um dado importante é que existe uma conjugacao linear entre B,, e B, se ambos estao bem
definidos. De fato, sejam X um espaco de Fréchet de sequéncias e B,, : X — X um operador
deslocamento a esquerda com pesos, no qual w = (w,),en € sua sequéncia de pesos. Defina

novos pesos, digamos v,,, por

n -1
Uy = (H wl,) , n>1, (5.4)
v=1
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e considere o seguinte espago de sequéncias:

Xy = {(zp)n; (xpvn)n € X}.

Se B : X, — X, é um operador deslocamento a esquerda sem pesos, foi mostrado em [9] que
0 mapa
D, & — X
(Tn)n = (TpUn)n

¢ um isomorfismo de espacos vetoriais tal que By, o ¢, = ¢, o B.

Podemos usar ¢, para transferir a topologia de X para X,: um conjunto U é aberto em
X, se, e somente se, p,(U) é aberto em X. Assim, se X é um espaco de Fréchet de sequéncias,
entao X, também o é. Dessa forma, ¢, : X, = X é um isomorfismo de EVTs. Além disso, se

(en)n € base em X, entdo também é base em X,,.

Corolario 5.10. Seja X um espago de Fréchet de sequéncias tal que (e,)nen € base candnica.
Seja (wp)nen uma sequéncia de pesos em R,. Suponha que a aplicagdo deslocamento a esquerda
com pesos B, seja um operador sobre X. Se existe um conjunto S C N, com dens(S) =1, tal

que

" -1
Z ( w,,) e, converge em X, (5.5)
1

neS \v=

entao B, ¢ densamente distribucionalmente cadtico.

Demonstracao. Dadas as hipdteses do Corolario 5.10, considere a sequéncia de pesos descrita
em (5.4) e ¢, a conjugacao linear entre B,, e B. Conforme observado acima, (e,)nen também

¢ uma base para X,. Por hipdtese,

Zvnen converge em X. (5.6)

nes

Assim, aplicando ¢! em (5.6), segue que

E e, converge em X,.

nes

Pelo Teorema 5.6, temos que B é densamente distribucionalmente caético, donde a Proposigao
5.9 garante que B, também o é. [ |
Considere o teorema a seguir, que pode ser visto em [9].

Teorema 5.11. Seja X um espago de Fréchet de sequéncias tal que (e,)nen € base candnica.

Suponha que a aplicacdo deslocamento a esquerda com pesos B, seja um operador sobre X.
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Se (en)nen € uma base incondicional’, entdo a série
0 n -1
2 (1w ) e
n=1 \v=1

converge em X, se e somente se, B,, possui um ponto periodico nao trivial.

A partir das hipoteses do Teorema 5.11, podemos aplicar o Corolério 5.10 e obter o seguinte

resultado:

Corolario 5.12. Seja X um espaco de Fréchet de sequéncias no qual (e,)nen € uma base in-
condicional. Suponha que a aplicacdo deslocamento a esquerda com pesos B, seja um operador
sobre X. Se B, possui um ponto periodico nao trivial, entao B, € densamente distribucional-

mente cadtico.

5.2 Operadores de composicao

Nesta se¢ao, objetivamos caracterizar o caos distribucional denso para operadores de com-
posigao sobre o espago H(ID), onde D trata-se do disco aberto unitéario contido em C. A fim

de alcancar este objetivo, vejamos a seguir algumas defini¢oes e resultados tteis.

Definicao 5.13. Seja Q um dominio* arbitrdrio em C. Um automorfismo de Q) é uma
func¢ao holomorfa bijetiva
w0 —Q

na qual sua inversa também € holomorfa. O conjunto de todos os automorfismos de ) é
denotado por Aut(S2).

Definicao 5.14. Considere Q um dominio em C. Para ¢ € Aut(Q), seu correspondente

operador composicao é definido por

O, H(Q) — H(Q),
[ Cuf

onde C,f = fo, isto é (Cuf)(2) = flp(z)), Vz € Q.

Observe que as iteradas do operador composicao sao dadas por Cgf = fo o™

3Uma sequéncia (e, )nen em um espago de Fréchet de sequéncias é chamada uma base incondicional se é
o0

uma base para X tal que, para todo z € X, a representacao x = E anée, converge incondicionalmente.
n=1
4Dizemos que D é um dominio em C se D é um conjunto aberto, nao vazio e conexo de C.
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Proposicao 5.15. Sejam €, e Qy dois dominios em C e v : Q; — Qo um mapa conforme®.

Se p1 e py sao automorfismos de 2y e €y, respectivamente, tais que @ 0 Y = 1 o 1, entao

Cy, € Cy, sao linearmente conjugados e o mapa

JH(QQ) — H(Ql),
[ = fou

€ a conjugacao linear entre eles, isto €, o diagrama

H () 22 H ()

J J

H(Q1) 2 H ()

comuta.

A demonstragao da Proposigao 5.15 foge do objetivo principal deste trabalho e serd omitida

aqui, mas pode ser vista em [9].

Definicao 5.16. Considere C o plano complexo estendido, isto €, C =Cu {0}, Uma

transformacao linear fracional ¢ um mapa da forma

~

T:C — C
az+b
—

T(z) = (5.7)

: cz+d’

com a,b,c,d € C e ad — bc # 0. O conjunto de todas as transformagoes lineares fracionais

N

serd denotado por LFT(C).

Note que a condigao ad — be # 0 é necessaria e suficiente para que a expressao em (5.7)

seja nao constante. Além disso, se T' € LEFT(C), entao T é inversivel e possui pelo menos um
ponto fixo (cf. [17]).

Definicao 5.17. Um mapa T € LFT(@) ¢ chamado parabolico se possui apenas um ponto
fixo em C.

~ ~

Assim, suponha 7' € LFT(C) parabdlico e a € C seu ponto fixo. Se S € LFT(C) é
tal que leva oo em oo, entdo V = S o T o S~! pertence a LFT(@) e fixa apenas o ponto oc.
Portanto, V(z) = z 4+ 7, para algum ntimero complexo nao nulo 7. Isso significa dizer que se

T é parabdlica, entao T é conjugada a uma translacao cujo ponto fixo é oco.

~

Por outro lado, se T' € LFT(C) néo é parabdlico, entao existem dois pontos fixos - digamos

« e [ - ambos em C. Seja S € LFT(C) um mapa que leva o em 0 e  em oco. Entao

5Um mapa conforme é uma bijecdo holomorfa entre dois dominios de C.
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V = SoT oS! pertence a LFT(@) e fixa os pontos 0 e oco. Logo, V deve ser da forma
V(z) = Az, para algum nimero complexo A, chamado multiplicador de T'. A partir disso,

temos a seguinte classificagao, de acordo com [17].

N

Defini¢ao 5.18. Suponha que T € LFT(C) nao seja parabélico e nem o mapa identidade.
Considere X # 1 o multiplicador de T'. Entao, T € chamado:

e FEliptico se |\| =1;
e Hiperbolico se A > 0;

e Loxodromico se T nao € elitico e nem hiperbalico.

Assim, mapas parabdlicos sao conjugados as translacoes; mapas elipticos sao conjugados
as rotagoes; mapas hiperbodlicos sao conjugados as dilatacoes positivas; e mapas loxodromicos

sdo conjugados as dilatagoes complexas (cf. [17]).

Teorema 5.19 (Teorema de Iteracdo de Denjoy-Wolff). Seja ¢ € Aut(D) tal que ¢ nao é
eliptico. Denote por ©" a n-ésima iterada de ¢. Entao, as sequintes afirmativas sao verdadei-

ras:

1. Se ¢ possui um ponto firo p € D, entdo (") converge para p uniformemente sobre os

subconjuntos compactos de .

2. Se ¢ nao possui ponto fizo em D, entdo existe um ponto fizo p € ID tal que (™) converge

para p uniformemente sobre os subconjuntos compactos de D.

A prova do Teorema 5.19 pode ser encontrada em [17].

Finalmente, temos a seguinte caracterizacao para o caos distribucional denso de operadores

de composicao sobre o espago H (D).

Teorema 5.20. Seja ¢ € Aut(D). Entdo, o operador composi¢io C, : H(D) — H(D) €

densamente distribucionalmente cadtico se, e somente se, p nao possui ponto fixo em D.

Demonstra¢ao. Suponha, inicialmente, que ¢ possui pelo menos um ponto fixo em D.

Se ¢ ¢é eliptico, entao ¢ é conjugado a uma rotagao. Pela Proposicao 5.15, segue que C,,
nao ¢ distribucionalmente cadtico.

Se ¢ nao ¢ eliptico e possui um ponto fixo p € D, segue da afirmacao 1 do Teorema 5.19
que (¢™) converge para p uniformemente sobre os subconjuntos compactos de . Portanto,
(f o ™) converge para f(p) uniformemente sobre os subconjuntos compactos de D e, portanto,

C, nao ¢ distribucionalmente cadtico.
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Reciprocamente, se  nao é eliptico e nao possui ponto fixo em D, a afirmacao 2 do Teorema
5.19 garante a existéncia de um ponto fixo p € 9D, tal que (¢™) converge para p uniformemente
sobre os subconjuntos compactos de ID. Seja X,y o conjunto de todas as fungoes continuas em
D, analiticas em D e nulas em p. Entdo X, é denso em H(D) e

lim CZf = lim (fo¢") = f(p) =0,

n—o0

para toda f € Xj.

Para cada k € N, seja

ngD — D
1

k(p—2)

Entao (gx)ken € uma sequéncia em H (D) tal que klim gr = 0. Além disso, fixado k£ € N, temos
—00

z = g(2) =

lim C7 gy, = lim (g 0 ') = co.
Jj—00 J—00
Logo, existe jo € N tal que

d(CLgr,0) > =, ¥j > jox, com j € N.

N | —

Dessa forma, para k = 1, escolha Ny > jo1, com N; € N suficientemente grande, de modo que

seja verdadeira a desigualdade

2>_
Ny 2

. 1
card{l <j < N;d(ClLg1,0) > —} ]
1

Novamente, para k = 2, escolhna Ny > Ny, com N, € N suficientemente grande, de modo que

seja verdadeira a desigualdade

©

. 1
card{lngNg;d(C]gg,0)>§} ]
>1—-.

N, 3

Prosseguindo assim sucessivamente, obtemos uma sequéncia crescente de inteiros positivos

(Nk)ren tal que, para cada k € N, vale
. . 1
card {1 <j < Ni; d(Clg, 0) > 5}

1——-. .
Ny, ~ k+1 (5.8)

Assim, fazendo k — oo em (5.8), obtemos

1 A 1
lim —Card{l <j < Ni; d(C?gx,0) > 5} = 1.

k—oo INg ®
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Pela Proposicao 3.2, segue que C, admite um vetor com érbita distribucionalmente ilimi-

tada. Logo, pelo Teorema 4.3, C, ¢ densamente distribucionalmente caético. [ |

Definicao 5.21. Sejam € um dominio em C e p, : Q — Q, com n > 1, uma sequéncia
de aplicagoes holomorfas. A sequéncia (¢,), € dita fugitiva se, para qualquer subconjunto
compacto K C ), existe algum n € N tal que

on(K)NK = @.

No corolario a seguir, aplicaremos a Defini¢ao 5.21 a sequéncia ("), de iteradas de um

automorfismo ¢ sobre um dominio simplesmente conexo de C.
Corolario 5.22. Sejam Q um dominio simplesmente conero de C e ¢ € Aut(Q2). Para o
operador composicao C, : H(Q) — H(Q2), as sequintes afirmagoes sio equivalentes:

(i) C, € Devaney cadtico;

(i) C, € misturador;

(iii) C, € hiperciclico;

(iv) (¢") € uma sequéncia fugitiva;

(v) @ nao possui ponto fizo em §2;

(vi) C, € densamente distribucionalmente cadtico.
Demonstragao. As equivaléncias (i) < (ii) < (iii) < (iv) < (v) sdo bem conhecidas e suas
respectivas demonstragoes podem ser encontradas em [9].

Se Q) # C, entao a equivaléncia (v) < (vi) segue do Teorema 5.20 via conjugacao.

Assim, suponha 2 = C. Se ¢ nao possui ponto fixo em C, pelas consideracoes feitas no
inicio desta secdo, temos que C,, é parabdlico (pois possui apenas oo como ponto fixo em @)
Portanto, C,, é conjugado a um operador translacao. Como tais operadores sao densamente
distribucionalmente cadticos (cf. [4]), vale a afirmativa (vi).

Por outro lado, se ¢ possui um ponto fixo em C, entao C, é conjugado a Cy, onde ¢(z) = az

e, portanto, Cy, nao é densamente distribucionalmente cadtico. [ |
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5.3 Observacoes finais

Foi visto em [9] que se T € B(X) ¢é inversivel e hiperciclico, entao T~! também ¢ hi-

perciclico. No entanto, o mesmo nao se pode afirmar a respeito de operadores densamente
o0

distribucionalmente cadticos. Por exemplo, sejam (}(Z) := { z = (z,,), € KZ; Z |z, | < oo}
n=1

e F,, o operador definido por

F,:0"z) — 0*(z)

€r = (xn)nEZ = Fw(x) = (wnxn—l)nEZa

em que (w,)nez ¢ uma sequéncia de pesos tal que w; = 2, para todo i < 0 e Fujl|51(N) é o
operador deslocamento unilateral a esquerda com pesos, apresentado no Exemplo 2.12. Entao
F,, 6 um operador inversivel sobre £}(Z) e densamente distribucionalmente caético, de acordo

com [4]. No entanto, vimos que F, |1 néo pode ser densamente distribucionalmente cadtico.

Outro fato interessante é que existem operadores densamente distribucionalmente caéticos
sobre espacos de Banach que nao sao frequentemente hiperciclicos e nem Devaney cadticos.

Um exemplo de operador desse tipo é apresentado em [3].

Em contrapartida, Frédéric Bayart e Imre Ruzsa, em [2], apresentaram um exemplo de
operador deslocamento com pesos frequentemente hiperciclico o qual nao é distribucional-
mente cadtico. Isto significa que hiperciclicidade frequente nao implica caos distribucional e
vice-versa, embora um operador possa apresentar, simultaneamente, ambos os tipos de caos

conforme vimos no Capitulo 4 deste trabalho.

Quentin Menet, em [13], recentemente apresentou um exemplo de operador Denaney cadtico

que nao ¢ distribucionalmente cadtico e nem frequentemente hiperciclico.
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