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Resumo

Baseada no artigo de José A. Galvez e A. Martinez, esta dissertacao mostra que, uma vez
fornecidos uma superficie M com curvatura de Gauss positiva, um mapa N : M — S? e
uma estrutura conformal (métrica conformal) sobre M, é possivel resolver, sob determi-
nadas condicoes, os problemas de existéncia e unicidade de uma imersao X : M — R3,
com mapa de Gauss N e tal que a estrutura conformal sobre M é a induzida por sua
segunda forma fundamental.

Palavras chaves: Aplicacao de Gauss, segunda forma fundamental, parametro confor-
mal, mapas harmonicos, superficie de Riemann.



Abstract

Based on article José A. Gélvez and A. Martinez, this work shows that once supplied one
surface M with positive Gaussian curvature, amap N : M — S? and a conformal structure
(conformal metric) on M, its possible solve, under certain conditions, the existence and
uniqueness problems of an immersion X : M — R?, with Gauss map N and such that
the conformal structure on M is induced by his second fundamental form.

Key words: Gauss map, second fundamental form, conformal parameter, harmonic
maps, Riemann surface.
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Introducao

A existéncia e a unicidade de uma imersao de uma superficie ou hipersuperficie em
R™ com uma métrica dada (ou uma estrutura conformal) e um dado mapa de Gauss tém
sido estudados por vérios autores. D. A. Hoffman, R. Osserman e K. Kenmotsu (ver [7],
8], [9]) pesquisaram o problema de existéncia e unicidade para superficies. Eles provaram
que existe uma imersao conformal nao-minimal de uma superficie simplesmente conexa
em R" com um dado mapa de Gauss se, a somente se, um conjunto de equacoes diferenci-
ais dependentes da estrutura conformal e do mapa de Gauss é satisfeito. O problema da
unicidade para hipersuperficies também foi estudado por K. Abe e J. Erbacher (ver [1]).

O principal objetivo deste trabalho é estudar propriedades do mapa de Gauss de uma
superficie imersa em R3. Em particular, estaremos interessados nas propriedades rela-
cionadas com a geometria da imersao e da estrutura conformal (ou métrica conformal)
proveniente de sua segunda forma fundamental. Os principais problemas considerados sao
os de existéncia e de unicidade de uma imersao X : M — R? de uma superficie M, com
estrutura conformal dada, que produz um determinado mapa de Gauss e para a qual a
segunda forma fundamental ¢ uma métrica conformal sobre M. Dentre os resultados ob-
tidos, provaremos que para uma superficie simplesmente conexa com curvatura de Gauss
positiva, a existéncia de uma tal imersao é equivalente a satisfazer uma equacao diferen-
cial de terceira ordem que envolve o mapa de Gauss e a estrutura conformal. Além disso,
também mostraremos que é possivel recuperar a imersao por uma representacao similar
a formula de Enneper-Weierstrass (Teorema 4.3.2).

A presente dissertacao esta dividida em quatro capitulos.

No capitulo 1, introduziremos os pré-requisitos e fixaremos a notacao utilizada ao
longo do texto. Alguns conceitos bésicos e resultados da Andlise e da Geometria, prin-
cipalmente, serao admitidos, enquanto outros - considerados importantes para uma boa
leitura do texto - serao demonstrados.

No capitulo 2, apresentaremos e provaremos uma versao do Teorema de Frobenius.
Também discorreremos sobre as parametrizacoes isotérmicas de uma superficie, as quais
sdo parametrizagoes especiais, a fim de obter uma estrutura conformal (métrica confor-
mal) na superficie proveniente de uma métrica riemanniana.

No capitulo 3, apresentaremos dois teoremas que sao condigoes necessarias para uma
imersao X : M — R3 de uma superficie M, com estrutura conformal dada, que produz um
determinado mapa de Gauss e para a qual a segunda forma fundamental é uma métrica
conformal sobre M.

No capitulo 4, apresentaremos os mapas harmonicos que sao os pontos criticos de um
funcional, bem como condigoes necessarias e suficientes para a existéncia e a unicidade de
uma imersao X : M — R?, onde M ¢é simplesmente conexo.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos as principais defini¢oes, notacoes e resultados basicos
da andlise e da geometria que serao usados ao longo do texto. As variedades considera-
das serao sempre de Hausdorff, diferencidveis e com base enumeravel, conhecidas como
variedades topolédgicas. A palavra diferenciavel significard de classe C*.

1.1 Superficies

Nesta secao, estudademos as superficies euclidianas, as quais sao generalizagoes natu-
rais dos objetos estudados na geometria diferencial. Além disso, tais superficies servirao
como modelos concretos para as variedades diferenciaveis abstratas, como veremos mais
adiante.

Definicao 1.1.1. Dizemos que M C R"™ é uma superficie de dimensao m de classe
Ck (com 1 < k < 00) se, para cada ponto p € M, existem um aberto V de R™ contendo
p, e uma aplicacao X : U — M NV, com U aberto de R™, que satisfaz as sequintes
propriedades:

(i) X : U — MNV éum homeomorfismo', onde M NV indica que M estd munida com
a topologia usual induzida de R™. O conjunto M NV € denominado vizinhanca
coordenada de p.

(ii) X € uma imersdo de classe C*. Isso significa que, para cada xo € U, a derivada
X'(zg) : R™ — R™ € uma aplicagao linear injetiva. Observe que essa situagdo ocorre
apenas quando m < n (veja Figura 1.1).

No caso da Definicdo 1.1.1, a aplicacao X ¢é chamada de parametrizacao de classe C*
de M ou sistema de coordenadas (locais) em (uma vizinhan¢a de) p. O ntmero m —n
chama-se codimensao de M em R™. Nos caso em que m = 1, M é chamado de curva de
R™. Quando m —n = 1, dizemos que M ¢é uma hipersuperficie de R™.

Observagao 1.1.2. O item (i) da Definicao 1.1.1 implica que toda superficie de classe
C* e dimensdo m ¢é uma variedade topoldgica de dimensdo m (em rela¢do a topologia
induzida de R™). Isso significa que, para todo p € M, existe um aberto V- C R™ contendo
p tal que M NV é homeomorfo a um aberto de R™.

1X é um homeomorfismo se, e somente se, X é bijetiva, continua e com inversa X! : M NV = U
continua.



Rl’." RH

Figura 1.1: O ponto ¢ € U é levado pela aplicacdo X em um ponto p = X(q) € M NV.

Observacao 1.1.3. As afirmacdes a sequir sao equivalentes:
(a) X € uma imersao;
(b) dX,:R™ — R™ € injetiva;

(¢c) O conjunto de vetores {dX,(e;) : 1 < i < m} € linearmente independente, onde
{e1,-++ ,em} € a base canonica de R™;

(d) A matriz jacobiana de ordem n X m

IX(@) = ( 7))

tem posto m, onde 1 <i<n, 1 <j<melX = (X, -,X,), ou seja, algum de
seus determinantes menores m X m € diferente de zero em q € U.

Vejamos alguns exemplos de superficies de dimensao m.

Exemplo 1.1.4. Qualquer subespaco vetorial m-dimensional E C R"™ é uma superficie
de dimensao m e de classe C*> de R™. De fato, seja T : R™ — E um isomorfismo linear.
Munindo E com a topologia induzida de R™, T' torna-se um homeomorfismo. Além disso,
como toda transformacao linear é de classe C™, seque que T é um diferomorfismo de
classe C'*°.

Exemplo 1.1.5. A esfera unitiria S* = {x € R""! : ||z|| = 1} € uma superficie de
dimensdo n e classe C° de R"™'. Com efeito, denotemos por Py = (0,---,0,1) € S” o
polo norte de S™. Considere a projecio estereogrdfica mn : S™ — {Pn} — R, que leva
pontos X = (x1,- -+ ,Zny1) da esfera menos o polo norte Py sobre o hiperplano X1 = 0.
Geometricamente, wy(x) € o ponto em qualquer semi-reta

Pyz = {Py+t(x — Py) :t >0} Cc R*™!

que intercepta o hiperplano {(xy, -+ ,x,41) € R™™ ¢ X, 1 = 0}. Note que este ponto
pertence ao hiperplano X, 11 = 0 se, e somente se, 1 + t(x,1 — 1) = 0. Assim, devemos
ter
1
=
1- Tn+1



Portanto, a aplicacdo wn € dada por

1
mn(z) = (1, ,2p,0).

1- Tpt1

Observe que my € um difeomorfismo de classe C* entre S™ — {Py} e R", jd que a sua
inversa Y =" : R" — {0} — S" — {Py} € dada por

1 2 2
Vi@ sn) = x%—i—-..—i—x%-l-l@xl’“. 200, Ty e A T, — 1)
(0,---,0)R™ € de classe C*. Analogamente define-se g : S*—{Ps} — R", onde
Ps = (1,0,---,0) € S™ € o polo sul. Logo, da Defini¢ao 1.1.1, S™ é uma hipersuperficie
1

Definicao 1.1.6. Dada uma aplicagao diferenciavel F': U C R™ — R™, com U aberto,
dizemos que p € U € um ponto critico de I se a diferencial dF, : U C R"™ — R™ nao
¢ uma aplicagao sobrejetiva. A imagem F(p) € R™ de um ponto critico é chamada de
valor critico de F. Um ponto de R™ que nao € um valor critico € chamado de valor
regular de F'.

Observagao 1.1.7. Segue da Definigao 1.1.6, que se f: U C R" — R*™ (com n > m),
é uma aplicacao diferencial, dizemos que c € R*™™ ¢ valor regular de f se a diferencial
df, € sobrejetiva para todo p € f~*(c).

A definicao 1.1.6, pode ser rescrita para n = 3 e m = 1 da seguinte forma: dF}, nao ¢
sobrejetiva se, e somente se F, = F,, = F, = 0 em p. Isto é, a € F(U) é um valor regular
de F : U C R® = R se, e somente se, F,, F, e F, nao se anulam simultaneamente em
qualquer ponto da imagem inversa

F ' ={(z,y,2) € U; F(z,y,2) = a}.

ity oy

=Y

Figura 1.2: Valor regular de F

A proposicao a seguir fornece caracterizagoes equivalentes a Definicao 1.1.1.



Proposicao 1.1.8. Seja M um sunconjunto de R™. As sequintes afirmacgoes sio equiva-
lentes:

(a) M é uma superficie de dimensao m e classe C* de R™.

(b) Para todo p € M, existem abertos U CR™ e V. C R™, com p € V, e uma aplica¢ao
de classe C* g : U — R™™ tal que M NV = Graf(g).

(c) Para todo p € M, existem um aberto V de R™ contendo p e uma submersao® de
classe CF f:V — R"™™ tal que M NV = f71(0).

(d) Para todo p € M, existe um aberto V de R™ contendo p e um difeomorfismo de
classe CF o : V — (V) que satisfaz o(M NV) = (V) NR™,

O Teorema da Funcao Inversa e o seguinte Lema de Algebra Linear serao 1teis na
prova da Proposigao 1.1.8.

Teorema 1.1.9 (Teorema da Funcao Inversa). Seja f : U C R™ — R" de classe CF
(1 < k < 00) em um conjunto aberto U e seja p € U tal que f'(p) € um isomorfismo
linear em R™. entao existem abertos V- C U wizinhanca de p e W C R™ wizinhanga de
f(p) tal que fly : V — W é um difeomorfismo de classe C*.

A demonstracao do Teorema 1.1.9 pode ser encontrada em [11].

Lema 1.1.10. Seja E um subespaco vetorial m-dimensional de R™. Entdo existe uma
decomposi¢cao em soma direta R™ = R™ @GR tal que a primeira projecao m : R™ — R™,
m(x,y) = z, transforma E isomorficamente sobre R™.

A prova do Lema 1.1.10 pode ser vista em [14].

Demonstra¢ao da Proposicio 1.1.8. (a) = (b) Dado p € M, existe ¢ : U — ¢(U) uma
parametrizacao de classe C* de M, com U aberto de R™ tal que p = ¢(q) € U. Como
dpy(R™) é um subespago vetorial m-dimensional de R™, pelo Lema 1.1.10, existe uma
decomposicao em soma direta R™ = R™ @ R"™™ tal que 7w|g é um isomorfismo linear
entre £ e R™. Defina a aplicacao n = mop : U — R™. Como dn, = 7o dp, ¢ um
isomorfismo linear, segue do Teorema da Funcao Inversa que existe um aberto W C R™,
com q € W C U, tal que n|y : W — n(W) = Z é um difeomorfismo linear de classe C*.
Defina

E=lw) ™ Z—>Wey=pok.
Assim, 7 é uma parametrizacao de classe C* de M e
oYy =mo(pof)=nof=Id.

Da igualdade acima, segue que x é a primeira coordenada de 1 (z) em relagao a decom-
posicao R™ = R™ @ R" ™. Denote por g(x) a segunda coordenada de 1(x). Assim,

U(z) = (po)(2) = ¢(&(2)) = p(w) = {(z,9(x)) : © € W} = Graf(g),

para alguma aplicacao de clase C*, g : W — R®™. Como ¢ é aberta, temos que
(W)= MnNV = Graf(g), para algum aberto V' de R" contendo p.

2Seja U um aberto de R™*". Uma aplicacdo diferencidvel f : U — R™ chama-se submersdo quando,
para cada z € U, a derivada f'(z) : R™*™" — R"™ é sobrejetiva.



(b) = (c) Defina a aplicacao f : V — R"™™ pondo f(x,y) =y — g(z) onde VC R é
tal que
V=R"&R"™"

é o aberto dado na hipotese. Temos

MnNV = Graf(g)

Resta provar que df (x,y) é sobrejetiva para todo (z,y) € V. De fato, dados (z,y) € V e
(z,y) € R™, temos:

df (z,y) - (w,v) = df(z,y) - (u,0) +df (z,y) - (0,v)
= 1d(0) —dg(x) - u+ Id(v) — dg(x) - 0
v—dg(x)-u

Portanto, dado v € R*™™™, tem-se df(x,y) - (0,v) = v, ou seja, df (z,y) : R™ @ R*™™ é
sobrejetiva. Portanto, f é uma submesao de classe C*, com M NV = f~1(0).

(¢) = (d) Dado p € M, seja f : V — R"™ uma submersdo de classe C* tal que
MNV = f71(0). Como df, : R"@R"™ é sobrejetiva, o conjunto {df,-e1, - ,df,-e,} gera
R"™™ e, assim, podemos escolher vetores e;,,--- ,e;, . tais que {df,-e;, - ,dfp-€i, ..}
seja uma base de R"™".

Considere a decomposi¢cao em soma direta R” = R™ & R"™™ tal que

n—m __
R = span{e;, - €, ..}

em R™ é gerado pelos demais vetores canonicos. Assim, dfy|gn-m é um isomorfismo linear.
Defina ¢ : V. — R"™ = R™ @ R"™, pondo ¢(z,y) = (z, f(z,y)) para todo (z,y) € V.
Entao ¢ é aplicagio de classe C* e dyp, ¢ um isomorfismo. Assim, pelo Teorema da
Funcio Inversa, existe um aberto V C R", com p € V C V, tal que ©ly V — o(V) éum
difeomorfismo de classe C*. Dessa maneira, podemos supor sem perda de generalidade,
que (V) =ZxW Cc R"@R" ™, onde W é um aberto contendo 0 € R™ GR" ™. Assim,

(z,y) € MNV & p(z,y) = (z, f(z,y)) & ¢lz,y) = (2,0).

Portanto, (M N V) = o(V) NR™.

(d) = (a) Dado p € M, considere ¢ : V — ¢(V) o difeomorfismo de classe C* tal que
e(MNV)=p(V)NR™, onde V é um aberto de R™, com p € V. Como ¢(V') é aberto de
R", segue que U = (V) NR™ é aberto de R™. Defina ¢ : U — R", pondo ¢ = (p|y)~*
Assim, v é uma parametrizacao de classe C* de M, com ¢(U) = M NV. |

Corolério 1.1.11. Seja f : U C R® — R*™ (com n > m) uma aplicagdo de classe C*.
Se ¢ € R*™™ ¢ valor regular de f, entio M = f~'(c) é uma superficie de dimensao m e
classe C* de R™.



Exemplo 1.1.12. A esfera S* = {x € R" : ||z|| = 1} pode ser escrita como a imagem
inversa f~1(1) da funcio f : R"™ — R, definida por f(x) = (x,z), onde (-,-) denota o
produto interno usual. Note que f € diferencidvel e, dados x,v € R""!, tem-se

df (z) - v = 2(z, ).

Isso implica que 0 € R™ € o 1inico ponto critico de f. Como f(0) =0 # 1, concluimos
que 1 é um valor reqular de f. Logo, S® = f~Y(1) é uma superficie de dimensdo n e classe
C> de R,

Observacgao 1.1.13. O conjunto f~'(c) pode ser uma superficie sem que c seja um valor

reqular de f. Por exemplo, considere f : R> — R dada por f(x,y) = y?. Note que

f~Y0) = Fizo — OX € uma curva de classe C* de R?*. No entanto, 0 € R nao é um
valor reqular de f, pois df (x,0) = 0 para todo (x,0) € f~1(0).

Corolario 1.1.14. Sejam ¢ : Uy = M NVy e pg : Uy — M NV, parametrizagoes de
classe C* (com 1 < k < 00) de uma superficie M, com Vi NV, # (. Entdo, o3 0o e
01t o @y sio de classe C*.

Demonstragao. Dado p € M NViNVs,, seja f: V — f(V) um difeomorfismo de classe
C*, com V aberto de R™ tal que f(M NV) = f(V) NR™. Como ¢1(Uy)) =MNVieV é
aberto em R", existe um aberto 171 C R™, com ;! € U1 C Ul, tal que gol(Ul) cC MNU.
Assim, fogol(Ul) C R™. Analogamente, existe um aberto U, C R™ | com 902 el,C Uy,
tal que f o @o(Us) C R™. Dessa forma, no aberto ¢7 (W), em que W = 0o(Us) N1 (T1),
temos: 5! 01 =gy o fhopr = (fop) T o(fow)

A composicio fop; é de classe C*. Como df (fopy)(z) é um isomorfismo linear, segue
do Teorema da Funcdo Inversa que f o o, é de classe CF. Assim, @, o ¢, é de classe C*.
Utilizando argumentos andlogos aos anteriores, prova-se que ;" o o, também o é. |

Exemplo 1.1.15. Considere a esfera unitdria S* parametrizada pelas coordenadas esféricas
(0,¢), onde 0 € o complemento de latitude e ¢ a longitude, sendo

X (0, ) = (sinf cos p,sin O sin ¢, cos 0)

eU={(0,p):0<0<m0<p<2r}. Considere também a parametrizacio da esfera
dada pela projecao estereogrdfica m : S*-{Px} — R?, que leva pontos p = (x,y,2) da
esfera (exceto o polo norte Py = (0,0,1)) sobre o plano XY . Seja

1
1—

m(r,y,2) = Z(:r,y) = (u, ).

Assim, obtemos uma parametriza¢io Y = w1 : R? — S?-{ Py}, dada por

Y(U,’U) — ( 2u 2v u?4v2—1 > ’

w?4v2+17 w2402 417 ul4v2+1

onde (u,v) € R* —{(0,0)}.
Agora, consideremos a parte da esfera S* onde y > 0. Entdo, usando mais duas
parametrizacdaes (dadas acima), temos

XNz, y,2) = ( arccos(z), arctan(¥) ),



Logo,

hl=X"1oY = XYY (u,v)) = ( arccos(%),aretan(%) > e

h—l — X—l oY = Y_l(X<97g0)) — ( sinfcosp sinfsingp ) :

1—cosf 7 1—cosf

sao difeomorfismos.

1.1.1 Plano tangente a uma superficie regular

Assumiremos daqui por diante que as superficies sao de classe C*° (superficies regula-
res). Como haviamos mencionado na Observagao 1.1.3, a condigao (i) da Defini¢ao 1.1.1
exclui a possibilidade de existir “bicos” em uma superficie de dimensao m, bem como a
possibilidade de autointersecao em superficies. Tal condicao nos permite definir a nogao
de plano tangente em todo os pontos de uma superficie M C R"™.

Nesta secao, mostraremos que para cada ponto p € M, o conjunto de vetores tangentes
as curvas (parametrizadas) em M, passando por p, constituem um plano que denotaremos
por T,M.

e Primeiramente, analisaremos o que ocorre com as curvas sobre as superficies em R3.
Seja X : U C R? — U uma paramerizacao em uma vizinhanca de p € M, tal que
p esteja na imagem de U, ou seja, digamos que exista um par (ug,v9) € U tal que
X (ug, v9) = p.

e Seja 5 : (—€,€) — U uma curva em U parametrizada por 5(t) = (u(t),v(t)), tal que

B(0) = (uo, vo).

e Seja v : (—€,¢) — M uma curva em M, passando por p, tal que v é dada por
v = X o . Logo, o vetor 7/(0) é tangente a curva v em p. Além disso,

7(0) = XopB(0)=X(u,vo) =p e
d
7 (0) = dX(5(0))- 5'(0) = (X 0 5)(0).
Portanto, a diferencial dX,, com ¢ = (uo,vp), leva os vetores velocidade de curvas
passando por 5(0) = g em vetores velocidade se suas respectivas imagens em p =
X(q). Veja a figura a seguir. Figura 1.3:

Definigao 1.1.16. Sejam M C R™ uma superficie reqular de dimensao m e p um ponto
de M. Dizemos que v € R" é vetor tangente a M em p se existe alguma curva
a: (—ee) = M (de classe C*) tal que v = o/(0) e a(0) = p. O conjunto de todos os
vetores tangentes a M em p € denominado espaco tangente de M em p e é denotado
por T,M.

Proposicao 1.1.17. Seja M C R3 uma superficie reqular de dimensio 2 e X : U C
R? — V C M, uma parametrizacio de uma vizinhana de p € M e q € U. O subespaco
vetorial bidimensional T = dX,(R?) C R? coincide com o conjunto de vetores tangentes
aMemp=X(q) € X(U)C M, isto é, T,M = dX,(R?).
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Figura 1.3: O vetor 7/(0) é tangente a curva 7 no ponto p = +/(0).

Demonstracao. Seja V um vetor tangente em p = X(g), ou seja V = o/(0) onde « :
(—¢,€) = X(U) C M é diferencidvel com a(0) = X(q) = p. Assim, a curva 3 = X loa:
(—€,€) = U é diferencidvel, com valores em U C R?. Logo, 8(0) = X *(a(0)) =qe

t—0 t
L X+ 18(0) - X(5(0)
t—0 t

d d _1 Y
£|t:0(X o B)(t) = E|t:0X(X (a(t)) = a'(0) = v.

Dessa forma, v € dX,(R?). Portanto, dX,(R?) contém todo os vetores tangentes a M
também se w = dX,(v) para algum v € R2 a(t) = X(q + tv) é uma curva C* tomando
vetores em M, com a(O) X(q) =p. Assnn,

d
o/(0) = Jil=0X (g + )

gy Xt t) = X(g)
t—0 t

Concluimos, portanto, que todo elemento da imagem da derivada dX,(R?) é um vetor
tangente. [}

Observagao 1.1.18. Como T,M = dX,(R?) e dX,(R?) é um subespago vetorial de di-
mensao 2, de agora em diante T,M denotard o plano tangente a M em p.

A escolha de uma parametrizacdo X determina uma base {X,(q), X,(¢)} de T,M,
chamada base coordenada a X. No entanto, T, M nao depende da escolha de X.
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Proposicao 1.1.19. Seja X : U C R? — M uma parametrizacao de uma superficie M
contendo o ponto p € M. Considere (u,v) as coordenadas de U. O espago tangente a
M em p (T,M) € o subespaco vetorial gerado pelos vetores X, e X, (as derivadas estao
definidas no ponto (ug,vy) € U de modo que X (ug,vy) = p).

A demonstracao da Proposicao 1.1.19 nao sera apresentada aqui, porém o leitor inte-
ressado pode encontré-la em [18].

Observacao 1.1.20. Note que se F : R? — R € funcdo diferencidvel e c € R é um valor
reqular de F, entio M := F~'(c) = {p € R3; F(p) = ¢} € uma superficie de dimensio 2
e classe C* (k> 1).

Levantemos a seguinte questao: para ¢ € M, como identificar T, M?

Para responder a essa pergunta, seja ¢ € M tal que F(p) = ¢, isto é, ¢ € F~!(c). Como
dF, : R* = R é uma aplicagao linear, entao ¢ é um valor regular, o que implica que dF,
é sobrejetiva. Logo, Ker(dF,) := {v € R* dF,(v) = 0} é 2-dimensional (pelo Teorema do
Niicleo e da Imagem para transformacoes lineares). Assim, se o : (—¢,¢) — M = F~1(c)
¢ uma curva em M tal que a(0) = ¢, entdo F(«(t)) = c¢. Dal,

d /
Zli=oF(a(t) = 0 = dF,(o/(0)).

Ent&o, necessariamente, todo vetor v := o/(0) € T,M pertence a Ker(dF;). Como T,M
e Ker(dF,) sao ambos bidimensionais, temos que T, M = Ker(dFy).

Exemplo 1.1.21.  a) Considere a esfera unitdria S*, F(z,y,z) = 2> +y*+ 22 ec=1
0 valor reqular de F. Em q = (z,y,z) € S?, temos que dF, : R* = R ¢ dado por

(o U1
dF, | v2 | = (22,2y,22) | v
U3 Vs

Logo, Ker(dF,) = {v € R*: (¢,v) = 0} = T,S*.

b) Se M = {(z,y,2) € R®: z — 2 +y* =0}, F(z,y,2) =2z — 2+ y* e c= 0 é valor
reqular de F entao, para q = (x,y,z) € M, temos

(%1
T\M=< v=| v tv3 — 2201 + 2yve = 0
U3

1.1.2 Primeira forma fundamental

Nesta secao, apresentaremos a primeira forma fundamental, a qual trata-se de uma forma
quadratica que nos permite efetuar alguns calculos geométricos sem fazer mengao ao
espaco ambiente onde esta a superficie, tais como o comprimento de arco, angulo entre
curvas e areas de regioes em uma superficie.
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Definicao 1.1.22. Seja M C R™ uma superficie reqular de dimensao m e classe C°.
Considere T,M o plano tangente a M no ponto p. A forma quadrdtica I,, dada por

L T,M — R
w = {(w,w) = ||Jw|]* >0,
¢ chamada de primeira forma fundamental da superficie M, onde (-,-), e | - ||

sio o produto interno e a norma euclidiana de R? restrito aos vetores tangentes a M em
p, respectivamente.

Como podemos observar, se M C R3, a primeira forma fundamental é basicamente o
produto interno usual de R? (produto interno induzido) restrito aos vetores tangentes a
M em p.

Expressemos agora a primeira forma fundamental na base {X,,, X, }, associada & pa-
rametrizacao X : U C R? — M em uma vizinhanca V de p em M. Considere o
vetor w € T,M e tomemos uma curva v C X(U) tal que v(0) = p e 7' (0) = w e
B:(—€€) = U C R? dada por B(t) = (u(t),v(t)) isto é, 8 = XL o~ tal que 3(0) = g,
com X(q) =p.

Note que y(t) = X o 5(t) e, para cada t € (—¢, €), temos

V(1) = dX(B(1))(F(1) = Xu(B(1)u'(t) + Xu(B(1))0'(1)-

= (w,w) = <’Y/(O)7’Y/<O)>v(0)
= (Xu(B(0)u'(0) + X,(8(0))v'(0), Xu(8(0))u'(0) + X, (5(0))v'(0)),
= (X, Xu)pt? + 2(X,, X))/t + (X, X)) 0% (1.1)

Sejam E(q) = (Xu, Xu)p, F(q) = (Xu, Xu)p € G(q) = (X,, Xy)p, 08 quais chamaremos
de coeficientes da primeira forma fundamental. Entao, I,(7') = E(u/)* +2Fu/v' + G(v')2.
Além disso, como v(t) = u/(t) X, + v'(t) X, temos de (1.1) que

(v 7) = B()” + 2F () (') + G()".

Isso implica que o comprimento de arco £(y) de v é dado por:

() = / (E()? + 2P () (0) + G(v')?) b dt. (1.2)

Suponha agora que X (u, v) seja uma parametrizagao em uma vizinhanga (coordenada)
de p € M. Entao qualquer vetor tangente a M em p na imagem de X pode ser expresso
unicamente como combinacao linear de X, e X,. Assim, defina as aplicagoes lineares

du : T,M — R edv:T,M — R por

du(w) = X e du(w) = p, se w=AX, + uX,.

Usando o fato que o produto interno (,) de R? ¢ simétrico e bilinear, temos
(w,w) = AXa + 14X AXu + 1X0) = MXus Xo) + 200X, X)) + 100X, Xo),

e escrevemos F = (X, X,,), F = (X, X,), G = (X,, X,). Dessa maneira, temos:

(w, w) = Edu(w)? + 2Fdu(w)dv(w) + Gdv(w)?.
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Note que a expressao acima nao faz sentido globalmente em M C R3, mas estd bem
definida em X (U) C M, onde X : U C R? — M e U ¢é aberto de R?, e para p € X(U),
podemos escrever

Gy = T(w) = (w,w), = Bdu? + 2Fdudv + Gelv?. (13)

Ou seja, (1.3) é a primeira forma fundamental da parametrizagdo X (u,v) em uma
vizinhanga coordenada de p € M. Note que E, F, G e os mapas lineares du e dv dependem
da escolha da parametrizacao de M.

Exemplo 1.1.23 (Superficies de Revolucio). Seja S C R o conjunto obtido ao girarmos
uma curva reqular plana C' ao redor de um eixo que nao encontra a curva. Considere X Z
o plano da curva C (denominada curva generatriz) e OZ o eixo de rotagdo. Assim, se

r=f(u), z=gu),a<u<bef(u) >0

¢ uma parametrizacao de C' e denote por v o angulo de rotacdo em torno do eixo OZ.
Assim, se U € o congunto aberto onde o conjunto aberto U = {(u,v) € R%; 0 < v < 2m,a <
u < b}, obtemos uma parametrizacio X : U C R? — S em uma vizinhanga coordenada
dep €S, dada por

X(u,v) = (f(u)cosv, f(u) sen v, g(u)).

Considere a curva u :— (f(u),0, g(u)) com velocidade unitdria, isto €, f'(u)*+g' (u)* = 1.
Entao,

Xu = (f'(u)cosv, f'(u) senv,g'(u)),
X, = (—f(u)senw, f(u)cosv,0).
Logo,

E = f'(u)?cos’v+g'(u)?sen® v+ g (u)? = f'(u)?+g'(u)? =1,

G = f(u)?
Assim, a primeira forma fundamental da superficie S em X (U) €
9= (" )p = du® + f(u)QdU2-

Note que a esfera unitdria S* é um caso especial de superficie de revolucao, quando
excluimos os polos norte e sul. Com efeito, basta tomar u = ¢, v = 60, f(p) = cosp,
g(p) = sen p. Entao, a primeira forma fundamental serd dada por

Gp = (-, )p = do® + cos® pdh*.

Como S pode ser inteiramente coberta por parametrizacoes, seque que S € uma Su-
perficie reqular. A superficie S, tal com descrita neste exemplo, serd chamada de su-
perficie de revolugao.

Exemplo 1.1.24. A esfera S de raio v > 0 € dada por

S ={(z,y,2) € R*2* +9* + 22 = r?}.
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Seja L = {(z,y,2) € R* : y = 0,2 > 0}. Para todo p € S\ L, uma parametrizagio de
S\ L em uma vizinhanga coordenada de p (em coordenadas esféricas) é dada por

X (0,¢) = (rsen fcos p,rsen f sen p,rcosb),

onde (0,0) € U ={(0,p) € R%0< 0 < 7,0 << 2r}. Logo,
Xy = (rcosfcosp,rcosfsen p, —rsend) e X, = (—rsenfcosy,rsendsen,0). As-
stm,

E = (Xg,Xg)p=1"
Fo= (X, Xp)p=0
G = (X,,X,),=r"sen’.

Entao, o comprimento de arco de uma curva ~y (definida num intervalo) contida na
esfera €

tv(#) = / VEO' (1) +2F0 (1) (t) + G(y/(t))dt

- / V2 (0(1))2 + r2sen? 6 + (¢/(t))2dt.

Fize 6 = Z e varie p = t, com t € (0,27). Entdo, 0'(t) =0 e p(t) = 1. Logo,

2
2 2
/ \/7? sen2 dt = r/ dt = rt|3" = 27,

que € o comprimento do equador de S.

1.2 Normais e orientabilidade

O plano tangente T,M de uma superficie M em um ponto p € M estd completamente
determinado por um vetor unitario perpendicular, chamado vetor normal unitario a
M em p.

Existem, é claro, dois desse vetores. Mas a Proposicao 1.1.19 mostra que a escolha da
parametrizacao X : U — M C R3 em uma vizinhanca coordenada de p € M, nos leva a
uma escolha definitiva, dada por

Xu(g) x Xu(q)
1Xu(q) x Xu(q)|I’

avaliada no ponto de U correspondente a p, e x denota o produto vetorial em R3.

Observe que Nx(q) é um vetor unitério em cada ponto ¢ € U perpendicular a toda
combinacao linear de X,(q) e X,(q).

Nx(q) é chamado de normal unitdrio referente a parametrizacao X em p. Diferente-
mente do plano tangente, no entanto, Ny depende da escolha de X contendo p. De fato,
se Y : V. — M é outra parametrizacao em uma vizinhanca coordenada de p € M, com
V C R? aberto, temos que o mapa de transicao de X para Y

Nx(q) = (1.4)

p=Y o X X HXU)NY(V)) =Y HX(U)NY(V))
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e para p € X(U)NY(V), T,M tem duas bases {&* %X} {%—g,%—};} tal que (§,n) =
Y=o X)(u,v) = ¢(u,v). Entdo, X(u,v) = (Y(Y™" 0 X(u,v)) = Y((u,v)) = Y({,n).

Logo,

0X oy 9¢ 9y oy

P 9Eou oy ou
OX _ ovoe ovon
v 0£0v  Onov
Assim,
0X 0X
= (5ot~ goge ) Yex Y,
9
= )
Ou seja,
Xy x Xy, =det(J)Ye x Y. (1.5)

Conclui-se que, o normal unitéario referente a X é dado por

Xy X Xy Ye x Y,
[ X0 x X [Ye x Yy |

Nx = = Ny

onde o sinal depende do sinal do det(J¢), determinante da matriz jacobiana de ¢, Assim,
temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.2.1. Uma superficie reqular M C R3 é orientdvel se existe uma familia de
parametrizagoes X, : U, — Xo(Uy) C M tais que

(i) M = UaXoc(Ua);
(ii) Para cada o, 3, temos det(J(X ;' o X3)) > 0 em XB’I(XQ(UQ) N Xz(Up)).

A familia {X,}o =: A € chamada de um atlas para M. A escolha de uma tal familia é
chamada uma orientacao de M, e M neste caso, diz-se orientada. Se uma tal escolha
nao € possivel, a superficie é dita nao-orientdvel.

Exemplo 1.2.2. Uma superficie que é um grdfico de uma funcao diferencidvel é uma
superficie orientdvel. De fato, todas as superficies que podem ser cobertas por uma unica
vizinhanc¢a coordenada sao, trivialmente, orientdveis.

Exemplo 1.2.3. A esfera unitdria S* é uma superficie orientdvel. De fato, jd vimos pelo
exemplo 1.1.6 (usando a projecdo estereogrifica) que a esfera pode ser coberta por duas
vizinhangas coordenadas, a saber: Y = n (R%\ {(0,0)}) e Y = 5 (R2\ {(0,0)}) onde
TN € Tg sdo as projecoes estereogrdficas da esfera menos o polo norte Py = (0,0,1) € §?
sobre o hiperplano z = 0 da esfera menos o polo sul Ps = (0,0, —1) € S? sobre o hiperplano
z = 0, respectivamente. Com parametro (u,v) e (u,v) respectivamente, de tal modo que a
intersecao W =Y N Y dessas vizinhancas, ou seja, a esfera menos dois pontos. Entao,
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W € um conjunto conexo. Fizando um ponto p € W. Se o jacobiano gggg da mudanca de

coordenadas h ==Y 1oY em p for negativo, intercambiando u e v no primeiro sistema,
e assim teremos o jacobiano positivo. Como o jacobiano é diferente de zero em W (jd
que, h € um difeomorfismo) e positivo em p € W, seque-se pela conezidade de W que o
jacobiano € positivo em todos os pontos de W. Existe, portanto, uma familia de vizinhancas
coordenadas satizfazendo a definicdo 1.6 1.2, o que mostra que a esfera unitaria S* €
orientdvel.

Observacao 1.2.4. Pelo argumento que acabamos de usar no exemplo anterior, é claro
que se uma superficie reqular pode ser coberta por duas vizinhancgas coordenadas, cuja
intersecao € conexa, entao a superficie € orientdvel.

Definicao 1.2.5. Um campo diferencidvel de vetores normais unitarios em um aberto
U C M contido em uma superficie reqular M é uma aplicagao diferenciavel N : U C M —
R? tal que N(p) € ortogonal a T,M, para cadap € U e ||[N(p)| =1, para cada p € U.

Proposicao 1.2.6. Uma superficie reqular M C R3 € orientdvel se, e somente se emiste
um campo diferencidvel N : M — R3 de vetores normais unitdrios em M.

Demonstragdo. Seja M C R3 uma superficie orientdvel, entao existe A = {X,}, um atlas
para M que é uma orientagao de M. Nos pontos p = X,(u,v) € M de cada vizinhanga
coordenada X,(U,) C M, com U, C R? aberto. Definimos a aplicacio N : M — R?
pondo N(p) = Ny, (u,v), onde

(Xa)u(u,v) X (Xqa)o(u,v)
1(Xa)u(u, v) X (Xa)u(u,v)||’

Assim N(p) estda bem definido, pois se p pertence a duas vizinhangas coordenadas, isto é
p € Xo(Uy) N X3(Ug) com parametro (u,v) e (4, V), respectivamente e mais ainda

N—Xa (u7 U) =

O(u, v

9@, 0

~—

(Xp)a x (Xp)s = (Xa)u X (Xa )y

~"

onde gg% > (0 ¢é o Jacobiano da mudanca de coordenadas X ' o Xj5. Logo

= NXQ(U,U).

NXﬁ (’LL, U) =

Além disso, as coordenadas de Nx, (u,v) em R3 sao fungoes diferencidveis de (u,v), e
portanto, N é diferenciavel.

Por outro lado, seja N : M — R3 um campo diferencidvel de vetores normais unitarios
em M, e considere uma familia de vizinhangas coordenadas conexas cobrindo M. Para os
pontos p = X (u, v) de cada vizinhanca coordenada X (U), com U C R? aberto, é possivel,
pela continuidade de N e, se necessario, intercambiando u, v, fazer com que

X, x X
N(p) = u= v
[ X > Xl
Com efeito, o produto interno
X, X X,
(N(p) )= f(p) ==£1

X x X
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é uma funcao continua em X (U). Como X (U) é conexo, o sinal de f é constante. Se
f = —1, intercambiando u e v na parametrizacao, obtemos a afirmacao.

Procedendo desse modo com todas as vizinhangas coordenadas, teremos que na intersecao
de duas quaisquer delas, digamos, X (u,v) e X (u, barv), o Jacobiano

d(u,v)
d(u,v)’
é positivo. Caso contrario, teriamos
Xax X5 X.x X
# == N = —# = —N y
Roxm] 0= xx) - V@

o que é uma contradicao. Concluimos, portanto, que a dada familia de vizinhancas coor-
denadas, com eventuais intercambios de u e v, satisfaz as condicoes da Definicao 1.2.1, o
que mostra que M é orientavel. [ |

1.2.1 A aplicagao de Gauss

Discutiremos a seguir quando e em que sentido é possivel ter funcoes diferencidveis f e
p,dadas por f:V C M — Rey:Vy C My — Ms, respectivamente, onde My, M, sao
supeficies regulares em R3, com V aberto de M e V; aberto de M.

Definigao 1.2.7 (Fungoes reais diferencidveis em superficies). Seja f : V. € M — R
uma funcgao definida em um subconjunto aberto V' de uma superficie M. Entao f € di-
ferencidvel em p € V se, para alguma parametrizacao X : U — M em uma vizinhanca
coordenada X (U) C V de p, com U C R aberto, a composi¢io foX : U CR* - R €
diferencidvel em X~ (p) € U.

A funcao f é diferenciavel em V se é diferencidvel em todo os pontos de V.

Figura 1.4: A funcao f ¢ diferencidvel em p se f o X é diferencidvel em X ~1(p).
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Observagao 1.2.8. Note que se M é uma superficie reqular, V- C R3 um conjunto aberto
tal que M C Ve f:V C R® = R seja uma funcdao diferencidvel. Entdo a restricdo de
f a M € uma funcao diferencidvel sobre M. De fato, para qualquer p € M e qualquer
parametrizacio X : U C R3 — M em uma vizinhanga coordenada de p, a fungdo f o X :
U — R € diferencidvel.

A definigao 1.2.7 acima nao depende da escolha da parametrizagao X. Com efeito,
se X : U — M é uma outra parametrizacdo em uma vizinhanga X (U ) C V de p, com
U C R? aberto, entdo p € X(U) N X(U) C V. Denote por W := X(U) N X(U). Segue
do Coroldrio 1.2 que h:=X"'o X : X~ YW) — X~Y(W) é diferencidvel. Como fo X é
diferenciavel, obtemos que

fo)?:foXoX_lo)?:(foX)oh

é diferenciavel, ja que é uma composicao de fungoes diferencidveis.

Faremos o abuso de notagao indicando f e fo X pelo mesmo simbolo f(u,v) e diremos
que f(u,v) é uma expressao de f no sistema de coordenadas X em uma vizinhanga
coordenada de p = X (u,v).

Figura 1.5: A aplicacao diferencidvel f nao depende da parametrizagao de M.

A definicao de diferenciabilidade pode ser facilmente estendida a aplicagoes entre su-
perficies.

Definigao 1.2.9 (Fungoes diferencidveis entre superficies). Considere o : Vi C My — M,
uma aplicacdo continua, com My e My superficies requlares, e Vi um conjunto aberto de
M. Dizemos que p é diferencidvel em p € Vi se, dadas as parametrizagoes

X12U1CR2—>M17
XQZUQCRQ%MQ,
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com X1(Uy) C Vi e o(X1(Uy)) C Xo(Uy), temos que a aplicagcdo @ := X5 opo X, : U —
U, € diferencidvel em X; ' (p) € Uy.

Figura 1.6: A aplicacdo ¢ é diferenciavel em p se @ é diferencidvel em X;*(p).

Observacao 1.2.10. Na Definicao 1.2.9, também pode-se dizer que p é diferencidvel se,
quando expressada em coordenadas locais por o(u,v) = (p1(u,v), ps(u,v)), as fungdes p;
e o téem derivadas parcias continuas de todas as ordens.

A definicao de diferenciabilidade entre superficies regulares nao depende da escolha de
uma parametrizacao.

Vamos agora dar uma defini¢ao da diferencial de uma aplicagao entre superficies. Seja
f M — M um mapa suave entre duas superficies e w € T,M um vetor tangente a M
em p.

Seja w um vetor tangente em p e considere uma curva diferenciavel v : (—¢,€) — M,
passando por p, com y(0) = p e w = 4/(0). Entdo 7 = f oy é uma curva diferenciavel em
M passando por f(p) quando t = 0 e, portanto, w = 7'(0) € Tf(p)]\/f

Definicao 1.2.11. Com a notagdo acima, o diferencial df, de f no pontop € M ¢é o
mapa df, @ T,M — Tf(p)]\//f tal que df,(w) = w, para qualquer vetor w € T,M. Mais
precisamente, se w € T,M ¢é tal que w = ~'(0) onde v : (—€,¢) — M ¢ uma curva
definida em M, entao W =7'(0) = (f o) (0) onde 7 : (—¢,€) — M ¢ uma curva em M.
Dat, temos que a diferencial df, no ponto p, leva w em W, da forma df,(w) = 7'(0) =

(foy)(0) =L, f(v(t) = w.

E possivel mostrar que a Definicao 1.2.11 nao depende da curva e uma prova deste
fato pode ser encontrada em ..7

Proposigao 1.2.12. A Defini¢ao 1.2.11 faz sentido, isto €, df,(w) depende apenas de
f,p ew e nao da curva vy escolhida.



20

Também temos a seguinte proposicao:

Proposigao 1.2.13. Se f: M — M éum mapa suave entre duas superficies e p € M, a
diferencial dfy, : T,M — Tt M € uma tranformagao linear.

De agora em diante, M C R?® denotard uma superficie regular orientével, onde foi
escolhida uma orientacao (isto é, uma campo diferenciavel de vetores normais unitérios
N : M — R3); diremos que M é uma superficie com uma orientacio N pode ser dado por

_ Xu(u,v) x X, (u,v)
X (1, v) X Xy (u, )|’

N(p) (1.6)

onde X : U — X(U) C M, com U C R? aberto, é uma parametrizagao em uma vizinhanga
coordenada de p = X (u,v) € M (trocando u por v se necessario) que é compativel com a
orientacao de M, ou seja, se juntando X a familia de parametrizacoes dada pela orientagao,
obtem-se ainda a mesma orientagao de M.

Podemos ver o vetor no lado direito de 1.6 como um vetor com ponto inicial em 0 € R3.

Definicao 1.2.14. Seja M C R?® uma superficie com uma orientacio N. A aplicacdo
de Gauss ¢ a aplicagio N : M — S? C R3 expressa no sistema de coordenadas (locais)
X :U — X(U) C M, conU C R? aberto, em uma vizinhanga coordenada de p =
X (u,v) € M, por

Xu(u,v) x Xy(u,v)

N) = 1) x Ko, o)]

onde S? € a esfera unitdria em R3.

Geometricamente, a aplicacao de Gauss leva os vetores normais unitérios N(p), com
p € M, a origem 0 € R3, conforme mostra a Figura 1.7.

Figura 1.7: A aplicagao de Gauss.

Observacao 1.2.15. E claro que a aplicacdo de Gauss € diferencidvel. Logo, a diferencial
dN, : T,M — Tyn)S* de N em p € M € uma aplicacao linear de T,M pela Tn,)S? pela
Proposicio 1.6. Porém, pela dlgebra linear, para v € S* tem-se que

T,8* = {w € R*: (w,v) =0} = v+,
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que € o complemento ortogonal de v. Por outro lado, se v = N(p) € o vetor normal de
M em p € M, entio v- = (N(p))* = T,M. Logo, podemos identificar Tn)S* = T,M
como 0s mesmos espacgos vetoriais, isto €, TN(p)82 = T,M. Dai, seque que a diferencial
dNp; T,M — TN(p)82 pode ser considerada como um endomorfismo linear do espago T, M
que age sobre a superficie da sequinte forma:

Seja v : (—€,€) — M, com v(0) = p € considerada a curva parametrizada N(t) =
N o~(t) na esfera unitdria S*. Isso equivale a restringir o campo diferencidvel de vetores
normais unitdrios N a curva y(t). O vetor tangente a N(t) em N(p) é dado por

N'(0) = dNy(0)(7'(0)) = dN,('(0)),

que mede a taxa de varia¢ao do vetor normal N, restrito a curva y(t), em t = 0. Daf,
dN, mede quando N se afasta de N(p) em uma vizinhang¢a de p € M.

Figura 1.8: A aplicagao dN, mede a taxa de variacao de N em uma vizinhanca de p € M.

Exemplo 1.2.16. Consideremos a esfera unitdria em R? dada por S* = {(z,y, z)R3; 2% +
Y2+ 22 =1} e seja p(t) = (x(t),y(t), 2(t)) uma curva parametrizada em'S, entao x*(t) +
y2(t) + 2%(t) = 1 Logo, derivando em relacao at € (—¢,€), com € > 0, obtemos:

22(t)x'(t), 2y(t)y'(t),22(t)2'(t) = 0.

Dai, o vetor p'(t) = (2/(t),9/'(t), 2'(t)) € tangente a curva v no ponto (z(t),y(t), z(t)) € S2.
Assim, o vetor (x(t),y(t),z(t)) é normal a esfera no ponto (x(t),y(t), z(t)) € S®. Entao,
firando uma orientacao para S?, dada por N = (—x, —y,—2) como um campo normal de
vetores unitdrios e mais ainda N aponta para o centro da esfera.

Logo, N(t) = (—z(t),—y(t), —z(t)) € o vetor normal restrito a curva y(t). Seque que

ANy (¢ (1)) = N'(t) = (=2'(t), =/ (t), =2'(1)).
Ou seja, se v € T,S? € tal que v = p'(0), com p € S?, entao dN,(v) = —v.
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A préxima proposicao nos ajudara a definir uma outra forma quadratica, denominada
sequnda forma fundamental. Antes, porém, observemos o seguinte.

Sejam M C R3 uma superficie com uma orientagio N e w € T,M e considere a
parametrizacao X : U — M, com U C R? aberto, em uma vizinhanca coordenada de p.
Assim, {X,,, X, } é combinacao linear dos vetores da base, isto é w = AX, +puX,, \, p € R
e, portanto,

dN,(w) = AMdN,(X,) + pdN,(X,) =: AX, + puX,, (1.7)
ja que dN, : T,M — T,M ¢é uma aplicacao linear.

Proposicao 1.2.17. A diferencial dN, : T,M — T,M da aplicagcao de Gauss é uma
aplicacao linear autoadjunta.

Demonstracao. Sabemos que dN, ¢ linear, para cada p € M. Basta verificar que

(dNp(w1), wa) = (w1, dNy(wr)),

para uma base {wy,ws} de T, M. Entao, considere a parametrizacdo X : U — M em uma
vizinhanga coordenada de p € M, com U € R? aberto e {X,, X,} a base associada de
T,M. Se w € T,M, entao existe uma curva diferencidvel a : (—e,e) = X(U) C M, dada
por a(t) = X (u(t),v(t)), com a(0) = p o/(0) = w. Segue-se que

d
AN, (1) = AN, (0/(0)) = dNy(X,t/(0) + Xt/ (0) = o 0 a(t).
Dai, obtemos
dN,(w) = u'(0)N, + v'(0)N,.
Portanto, é suficiente mostrar que
(ANy(Xy), Xo) = (Nu, Xo) = (Xu, No) = (Xo, AN (X))
De fato, (N, X,) = 0 e (N, X,) = 0, entao derivamos essas equagoes em relagdo a v e u

respectivamente, e obtemos

(N, Xu) + (N, X)) =0,

(Nu, Xo) + (N, Xou) =0,
Assim, como X, = Xy, temos (N, X,) = — (N, Xpu) = (Ny, Xu) [ |
Definigao 1.2.18. Seja M C R?® uma superficie com uma orientagcio N. A aplicacio de

W de M emp € M é a aplicacio W, pr : T,M — T,M dada por W, pr(v) = —dN,(v),
para cada v € T,M.

1.2.2 Segunda forma fundamental

Uma vez demostrada a Proposicao 1.2.17, na qual a diferencial dN, : T,M — T,M ¢
autoadjunta, podemos associar a ela uma forma bilinear, simétrica em T,M B;T,M X
T,M — R, dada por B(u,v) = (W, p(v),w). Com isso, temos a seguinte definigao:

Definicao 1.2.19. A forma quadrdtica IZ,, definida em T,M por IZ,(v) = B(u,v) =
(W (v),w), chamada a segunda forma fundamental de M em p.
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Definicao 1.2.20. Sejam C uma curva regular em M passando por p € M e K a cur-
vatura de C em p. O nimero K, = k(n, N) é chamado curvatura normal de C em p,
onde n € o vetor normal a C e N € o vetor normal a M em p.

Em outras palavras, K, é o comprimento da projecao do vetor Kn sobre a normal a
superficie em p, com um sinal dado pela orientacao N de M em p.

Observacao 1.2.21. A curvatura normal de C nao depende da orientacio de C, mas
troca de sinal com uma mudanca de orientacao da superficie.

Para dar uma interpretacao da segunda forma fundamental Z7,, vamos mostrar que
ela, ao ser aplicada em um vetor unitario v € T, M, ¢ igual a curvatura normal de uma
curva regular passando por p € M e tangente a v. Com efeito, considere uma curva regular
C C M parametrizada por «(s), onde s é o comprimento de arco de C com «(0) = p.
Diremos N (s) a restri¢ao de vetor normal N a curva «a(s), assim (N(s),a/(s)) = 0. Logo,
derivando com respeito a s, obtemos

(N(s),0"(s)) = =(N'(s),(s)).

Portanto,

IIP(v) = (—dN,(d/

Dessa maneira, obtemos o seguinte resultado:

Proposigao 1.2.22 (Meusnier). Todas as curvas requlares de uma superficie M C R? que
tém, em um ponto p € M, a mesma reta tangente, tém neste ponto a mesma curvatura
normal.

Pela algebra linear, sabe-se que se d/NV,, é uma aplicacao linear auto-adjunta, para cada
p € M, entao existe uma base ortogonal {ej, es} de T,M tal que

de(€1> = —Klel, de(GQ) = —Kleg. (18)

Além disso, se K7 > K5 entao temos que sao o maximo e o minimo da segunda forma
fundamental Z7, restrita ao circulo unitério de T,,M; isto é, sao os vetores extremos da
curvatura normal em p.

Definicao 1.2.23. O valor mdzimo da curvatura normal K e o valor minimo da curva-
tura normal Ko, sao chamados curvaturas principais em p; as direcoes corresponden-
tes, isto €, as direcoes dadas pelos autovetores ey e e; sao chamadas diregoes principais
em p.

Observacao 1.2.24. Eposs{vel mostrar que no plano todas as direcoes em todo 0s pontos
sao principais. O mesmo acontece com uma esfera, ja que em os casos, isto vem do fato
de que a sequnda forma fundamental, em todos os pontos, restrita a vetores unitdrio €
constante. Assim, todas as direcoes sao extremos para a curvatura normal.
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Também de 1.8, obtemos que a matriz associada a aplicacao linear dN,,, p € M com
respeito a base ortonormal {ej, e} é

-K; 0
dN, = .
P ( 0 —K )
Logo, o determinante e o trago de dN, sao o produto K; K5 e —(K;+ K>3) o negativo da
soma das curvaturas principais, respectivamente. Se mudarmos a orientacao da superficie,
o determinate nao muda (aqui é fundamental o fato da dimensao ser par); porém, o trago

muda de sinal. Mediante a essas consideragoes feitas, podemos apresentar a seguinte
definicao:

Definicao 1.2.25. Sejam M C R3 wma superficie com uma orientacio N, p € M e
dN, : T,M — T,M a diferencial da aplica¢ao de Gauss. A curvatura de Gauss K e a
curvatura média H de M em p sao definidas, respectivamente, por

K(p) = det(dN,) e H(p) = —%tr(de).

Em termos das curvaturas principais K; e Ky, podemos escrever:

1
K - KlKQ, H = §(K1 -+ KQ)

Seem p € M, K; = K,, entao p é chamado um ponto umbilico de M.

Obteremos a seguir as expressoes da segunda forma fundamental e da diferencial da
aplicacao de Gauss em um sistema de coordenadas locais.

Consideremos, agora, que todas as parametrizacoes X : U — M, com U C R? aberto,
em uma vizinhanca coordenada de p = X (u,v) € M, sdo compativeis com a orientagao
N de M, isto é,

o Xu(u,v) x Xy (u,v)
[ Xu(u,v) x X (u,0)||

Sejam X (u,v) uma parametriza¢do em uma vizinhanga coordenada de p € M e y(t) =
X (u(t),v(t)) uma curva parametrizada na vizinhanga de p contida em M, com v(0) = p.
Para simplificar a notacao, convencionaremos que todas as fungoes que aparecem abaixo
indicam sem valores no ponto p.

O vetor tangente a y(t) em p é 4'(0) = X,u'(0) + X,v'(0) e o vetor tangente a N(t) =
N o~(t) em N(p) é dado por

N(p)

dN(v') = N'(u(t),v(t)) = «'N, + v'N, (1.9)

onde N(t) = N(y(t)) = N(u(t),v(t)). Como dN, : T,M — T,M temos que N, = dN(X,)
e N, = dN(N,) pertence a T,,M, logo podemos escrever

N, = anX,+anX,,
(1.10)
N, = ap2Xy, + anX,,

Portanto,

dN(Y) = v'(anX,+ anX,) + v' (a2 Xy, + a2X,)
= (CLHU/ + auv/)Xu + ((Zglul + CLQQU/)XU,
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isto €,

v o1 Q22 v
Isto mostra que , na base {X,, X, }, dN é dada pela matriz W = (a;;), ¢, j = 1,2, chamada
de matriz de Weingarten.
Note que esta matriz ndo é necessariamente simétrica, a nao ser que {X,, X,} seja

uma base ortonormal.

Por outro lado, a espressao da segunda forma fundamental na base {X,, X, } é dada
por

I7,(v") = Wem(?):7) = —(dN(H),7)
= (u'N,+vN,,u'X, +vX,).

Logo IZ,(v") = —(u?){(Ny, X, )u'v'(N,, X,) + v'u/(N,, X,,) + v*(N,, X,). por,em pela
proposigao 1.7, temos que (N,, X,) = (N,, X,). Assim,

IZ,(v) = e(u)* + 2fuv' + g(v')?,

onde e = —(N,, X,,), [ = —(Ny, Xu), g = (Ny, X,) Mais do que isso, como (N, X,) =
(N, X,), obtemos

e = _<Nu7Xu> = <N7 qu>a
= —<NU,XU> = <N7X1w>a
g = —(Ny, Xo) = (N, Xun).

que chamaremos de coeficientes da segunda forma fundamental.
Vamos obter agora os valores a;; da matriz de Weingarten em termos dos coeficientes
da primeira e da segunda forma fundamental. Da equacao 1.10, tem-se

nXy +anX,, X

< > a 1<XuaX > + a21<Xv;Xu>
= (an Xy + a1 Xy, Xy) = an
= >> (21

(Xu, Xo) + a2 (Xy, X,)
<X X >+CL22<XU,XU>
<Xu7X > +a22<XU7X’U>'

CL21X +CL22XU,X
—g = Nv7X> (a1 Xy + a0 Xy, X,

Substituindo os coeficientes da primeira forma fundamental nas expressoes acima obtemos:

—e = CL11E —+ CL21F
—f = anF +anG = ankF + anF
—qg = CL21F + CLQQG

As relagoes acima podem ser expressas em forma matricial por

Gf . ajlr Q12 E F
Ga)tma)(re)
(o)== o) (5 &) )

Dai
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-1
No entanto, sabemos que ( ? g ) = sz ( _GF _EF , Segue que, os coeficien-
tes da matriz de dN isto é matriz de Weingarten W = (a;;), da base {X,, X, } sdo:

_ fF—eG _ gF—fG _ eF—fE _ fF—gE
a11 = ga—pz, Q12 = m; a21 = pa—pz, 22 = EG;%Q-
Mais ainda, as equagoes em (1.10), junto com os valores obtidos acima, sdo conhecidos

como as equacgoes de Weingarten.
A partir da equagdo (1.11) e da Definigao 1.16, obtém-se que a curvatura Gaussiana
K e a curvatura média H de M em p sao expresas por

— f2 —
- o9 f H:eG 2fF + gFE
EG — F? 2(EG — F?)

Onde M C R? é uma superficie com uma orientacao N.

Observagao 1.2.26. Note que se mudamos a orientagdo N (isto é, um campo dife-
rencidvel de vetores normais unitdrios N : M — R?) da superficie reqular M. A aplicagio
de Weingarten W, pr(v) = —dN,(v), para cada v € T,M, também muda de sinal.

Entretanto, o determinante desta aplicacdo se mantém inalterado, ja que W = (a;;)
é uma matriz 2 x 2 e, portanto, det(—W) = det(WW) = K. Isto implica que a curvatura
Gaussiana K estd definida para qualquer superficie M C R3, orientdvel ou nao. Além
disso, para definir K em um ponto p € M, escolhe-se uma parametrizacao X : U — M
em uma vizinhanca coordenada de p € M e a definicao de K nao depende da escolha de
X.

Por outro lado, sobre uma superficie que nao é necessariamente orientavel, H esta
bem definida a menos de um sinal.

Exemplo 1.2.27. Vamos calcular a curvatura Gaussiana dos pontos de uma superficie
de revolugdo coberto pela parametrizacio (cf. Exemplo 1.1.23) dada por

X (u,v) = (p(u) cosv, p(u) sen v, (u))

onde (u,v) € U = {(u,v) € R0 < v < 2ma < u < b} e o(u) > 0. Também vamos
supor que a curva geratriz u — (p(u),0,9(u)) esteja parametrizada pelo comprimento
de arco, isto €, que ¢ +(u)? = 1. Entdo, X, = (¢'(u) cosv, ¢ (u) sen v,v¢'(u)), X, =
(—p(u) sen v, p(u) cosv,0) E=?+9? =1, F =0, G = ¢

Logo, o campo diferencidvel de vetores normais unitarios é dado por

7 J k 1
Y'cosv ¢ senv Y | = —=(—='pcosv, =Y p sen v, o p),
—psen @cosv 0 ¥y

X, X X, 1

N pr— p—
[ Xy x X [ Xy x X

ou seja, N = (=1’ cosv, —1) sen v, ') E também:
Xuw = (¢"(u)cosv, " (u) sen v,9")
Xuww = (@' (u) sen v, ¢'(u) cosv,0)
qu = (90(u> cos v, _90<u) Sen v, 0)

Assim, os coeficientes da segunda forma fundamental sao
e — <N, qu> — 77//%07’ _|_ w?’ gpl
= (N, Xw)=0
g = (N, Xuw)=v¢
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Segue,portanto, que a curvatura Gaussiana é

e 9= YoV ) | e — v

- EG — F? 2 ©

Como (¢')*+(¢')? = 1, podemos diferenciar ambos os membros desta equagao em relagao
a u e obtemos p

(WP + () = 0@ vy = —gly"
com isso, podemos exibir uma autra expressao para a curvatura Gaussiana, a saber:

K ¢/(_¢/§0//+¢//(pl) _ _(¢)2¢// . (4’0/)290//) B _QD”

© © 0

Por outro lado, a curvatura média possui a expressao

H _ (p2(_,¢}/90// _|_ w//(p/) _ _¢ _ S0(1#/S0// _ w//gp/
22 20 '

Observagao 1.2.28. Em nossa defini¢ao de superficie de revolugdo (cf. Exemplo 1.1.23)
se C' C R? € uma curva reqular fechada e plana, que € simétrica em relacdo a um eizo ¢ de
R3 que nao intercepta a curva, entdo, girando C' em torno de £, obtemos uma superficie
que chamamos também de superficie de revolugado.



Capitulo 2

Teorema de Frobenius e Parametros
Isotérmicos

2.1 Variedades diferenciaveis e superficies de Rie-
mann

Faremos uma exposicao rapida dos conceitos e resultados, a respeito das variedades dife-
renciaveis, que serao utilizados no decorrer deste trabalho.

Definicao 2.1.1. Um atlas diferencidvel, de classe C* e dimensdo n, sobre um espaco
topoldgico M, € uma colecao % de homeomorfismos x : U — R"™, do aberto U de M no
aberto x(U) do espago euclidiano R™, de modo que:

a. os dominios U cobrem M,

b. sex,ye % ex:U —=R", y:V = R" comUNV #0, entao a aplicagio

yor t:x(UNV)—yUNV)
do aberto (U NV) C R" no aberto y(UNV) C R" € diferencidvel, de classe C*.

Os elementos de % sao chamados sistema de coordenadas locais, os dominios U wi-
zinhangas coordenadas. Dado um ponto p € M e um sistema x € U, definido numa
vizinhanga de p, se x(p) = (z',--- ,2"), os nimeros x',--- 2" sdo as coordenadas do
ponto p no sistema zx.

Um atlas diferencidavel %, sobre M, é dito mdzimo se, além das condicGes acima,

satisfizer também:

c. se z : W — R™ é um homeomorfismo de um aberto W de M no aberto z(WW) do
R™ de modo que, para todo sistema de coordenadas x € %, x : U — R", com
UNW # 0, se tenha:

zox liz(UNW) = 2(UNW)
diferencidvel de classe CF, entdao também z € % .

Definicao 2.1.2. Uma variedade diferencidvel M = M", de classe C* e dimensado
n, € um espacgo topologico de Hausdorff, com base enumerdvel, munido de um atlas %
diferencidvel de classe C* e dimensdo n. Por conveniéncia, suporemos que % € mdzimo.

28
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— M

R??l

Figura 2.1:

Dado um ponto p € M, chamemos de ), o conjunto de todos os sistemas de coorde-
nadas r € U definido em alguma vizinhanca de p :

Xp={rx€U;z:U—-R"epecU}.
Um vetor tangente a variedade M, no ponto p € M, é uma funcao
v:ixp, — R"

que a cada sistema de coordenadas z € y, associa uma n-upla v(x) = (o', -+ ,a") € R",
de tal modo que, se y € x, e v(y) = (B%,---, B"), entao

= Oy .
=3 55w’

i=1

onde, por (%(p)) deve-se enterder a matriz jacobiana da mudanca de coordenadas y o
7! calculada no ponto z(p). Os ntimeros o', - «
relativamente ao sistema x.

Sobre o conjunto 7,M, de todo os vetores tangentes a M no ponto p, pode-se definir
uma estrutura de espaco vetorial de modo natural, isto ¢, se v,w € T,M e a ¢ um ntimero

real qualquer, definimos v + w e av como:

"™ sa0 as coordenadas do vetor v

(v+w)(x) =v(z) + w(x)
(av)(z) = a0 (z)

para qualquer x € x,. O vetor nulo 0 € M ¢é a fungao
0:xp, = R"

tal que 0(z) = (0,---,0) para todo = € x,.
E facil verificar que v + w e av sao ainda vetores tangentes de T,M e, quanto a
dimensao, vale a



CAPITULO 2. TEOREMA DE FROBENIUS E PARAMETROS ISOTERMICOS 30

Proposicao 2.1.3. T,M ¢é um espaco vetorial de dimensao n.

Demonstracao. Basta construir uma base de T,M com n elementos. Realidade, a cada
sistema de coordenadas = € y, (valido numa vizinhanca de p) faremos corresponder uma
base

{ &), . 350 }

do espaco T, M. Dado z, definiremos:

0
8—(]9) é o vetor de T,M cujas
xl

para ¢ = 1,---,n, qualquer que seja y € x,. Isto é,
coordenadas no sistema y sao os nimeros

oyt oy"

A regra de derivacao das fungoes compostas mostra que, de fato, os i (p) assim definido

sao vetores tangentes. Além disso, dado um vetor v € T, M qualquer, tem-se

Entao nao é dificil verificar que

v= ;_l:a 81‘1(19)7
g

e portanto os vetores 5 (p) geram T,M. Finalmente, esses vetores sao linearmente inde-

pendente, pois se w = ) A':2:(p) = 0 entdo, em particular, w(z) = (0,0,--- ,0). Mas

wz) =Y N[ & ] ()

e [ 5% | (z) = e; = i-ésimo vetor da base canonica do R". Assim, temos

0=w(z)= Z)\iei e R".
Segue-se que A\! = --- = A" = 0, o que conclui a demostracao. [ |

Observacao 2.1.4. Decorre da demostracao que, se x : U — R™ € um sistema de coorde-
nadas em M", cujo dominio é o aberto U C M™, entdo a cada ponto q € U corresponde
a base

) )
{ 5x(D), - 5om(p) } CT,M.
Quando, num dado argumento, nao houver perigo de confusao sobre o ponto q, escrevemos
simplesmente

{ o ... 9
81‘17 ) Oxm
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Exemplo 2.1.5. Os espacos euclidianos R" sdo variedades de classe C*, para qualquer
k > 0. Bastando para isso, considerar o atlas mdzimo diferencidvel %, de classe C*, que
contém o sistema de coordenadas

x = identidade : R" — R™.

Verifica-se que o espago R} dos vetores tangentes a esta variedade, em um ponto p € R",
canonicamente isomorfo ao R™. FEste isomorfismo canonico decorre da existéncia de uma
base privilegiada de R}, aquela associada ao sistema de coordenadas dado pela identidade
sobre o R™.

Exemplo 2.1.6. Todo subconjunto aberto A de uma variedade diferencidvel M™ possui
uma estrutura de variedade diferencidavel herdada da estrutura de M™, de mesma classe
e dimensao que M™. um atlas sobre A serd dado pelos sistemas de coordenadas, de M™
cujo dominios estejam contidos em A.

Verifica-se que, em cada ponto p € A, o espago T,M dos vetores tangentes a M em p,
¢ canonicamente isomorfo ao espaco T,A dos vetores tangentes a A em p.

Exemplo 2.1.7. Definimos variedade produto de duas variedades M = M™ e N = N"
como sendo o produto M x N dos espagos topoldgicos dotado da sequinte estrutura de va-
riedade diferencidavel: se % e 9B sao os atlas sobre M e N, respectivamente, construimos,
a partir destes, o atlas U x B, sobre M x N, cujos elementos serao homeomorfismos

rxy:UxV—R""

comx : U — R™ percorrendo %,y : V — R" percorrendo 2 e (xxy)(p,q) = (x(p),y(q)).
O espago T(, (M x N) tangente a variedade produto, no ponto (p,q), € isomorfo, canoni-
camente, a soma direta dos espagos tangentes T,M e T, N. Com efeito, dados os sistemas
de coordenadas x em M ey em N, en torno dos pontos p e q, respectivamente, sejam
oty sam, B B as coordenadas do vetor v € T(, (M x N) no sistema x X y.
Observe que as primeiras m coordenadas o', - ,a™, de y, dependem somente do
sistema x e as iltimas coordenadas B, --- , " dependem somente de y. Sejav' € T,M o
vetor cugjas coordenadas no sistema x sio o', -+ o™ ev” € T,N o vetor cujas coordenadas
no sistema y sao B,---,B". A correspondéncia vi— v' @ V" estabelece o isomorfismo

T(p7q)(M X N) ~ TpM b TqN.

Exemplo 2.1.8. Um outro exemplo de wvariedade diferencidvel é fornecido pelas su-
perficies requlares do espaco euclidiano, onde se consideram os inversos das parame-
trizacoes como sistema de coordenadas.

No caso particular em que M é uma variedade de dimensao 2 (ou uma 2-variedade),
considere o atlas U formado pela colecao de homeomorfismos ¢; : U; — V;, onde U;
é aberto de M e V; é aberto de R?2. Entao, pela Definicao 2.1.2, para todo i, j, com
U;NU; =W # (), temos que

p; 0 5t (2.1)
é de classe C*™° em W. Essa observacao nos permite definir o conceito de superficie de
Riemann.

Definicao 2.1.9. Uma superficie de Riemann M é uma 2-variedade de classe C'*°,

onde M ¢ conezo e as composicoes como em (2.1) sao todas holomorfas', com a identi-
ficagdo R? = C.

f(z0+h) — f(20)
h

'Uma funcio complexa f(z) é diferencidvel em um ponto zy se }lbim existe. Assim,
—0

f é holomorfa em uma regiao se é diferenciavel em todos os pontos desta regiao.
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2.1.1 Imersoes e mergulhos

O objetivo principal desta secao é introduzir o conceito de subvariedade. Intuitiva-
mente, uma subvariedade M™ C N™ esta situada em N de modo anadlogo a uma superficie
M™ C R”, situada em R"™. E feita, também, uma discussao elementar das relacoes que
existem entre as nogoes de imersao e de mergulho.

Sejam M™, N™ variedades de classe C* (k > 1) e f : M — N uma aplicacio
diferenciavel.

Definicao 2.1.10. Um ponto p € M diz-se um ponto regular de f quando a derivada
f'(p) : T,M — Ty N
¢ injetiva. Caso contrdrio, p diz-se um ponto singular ou critico de f.

Tomando coordenadas locais z : U - R™ em M ey :V — R" em N, com f(U) CV,
a derivada f'(p), p € U, transforma-se na derivada f;, (z(p)) : R™ — R", onde f,, =
yo fox . Em outras palavras, o diagrama abaixo é comutativo.

I'(p)
M — Tf(p)N

fc’(p)l ly’(f(p))
R™ fay(@(p)) Rr

Um ponto p € u C M é regular para f se, e somente se, f; (z(p)) é injetiva.
O conjunto dos pontos regulares p € M de uma aplicacdo de classe C*, f : M — N,
(k > 1) pode ser vazio. Por exemplo, isto ocorre sempre que dim M > dim N.

Proposicao 2.1.11 (Forma local das imersdes em variedades). Seja p € M um ponto
reqular para a aplicacio f : M — N de classe C*, k > 1. Entdo existe um sistema
de coordenadas x : U — R™ em M, com p € U, e um difeomorfismo de classe C*,
y: Vo> R*"xR*™™ (V C N aberto) tais que f(U) CV e foy =yo foa™t:x(U) —
z(U)x{0} C R™xR"™™ € a aplicagdo de inclusao, isto €, fr,(w) = (w,0). Em particular,
o conjunto dos pontos requlares p € M de f ¢ aberto em M.

A demonstracao da Proposicao 2.1.11 foge ao objetivo principal deste trabalho, mas
pode ser vista em [14].

Observagao 2.1.12. O difeomorfismo de classe C*, y : V. — y(V) C R, serd um
sistema de coordenadas em N se a classe de N for exatamente igual a k.

Definicao 2.1.13. Uma aplicagao diferencidvel f : M — N diz-se uma tmersao se todo

ponto p € M é um ponto reqular para f, isto €, a derwada f'(p) : T,M — TypN ¢
imjetiva para cada p € M.

Proposicao 2.1.14. Seja f : M™ — N™ uma imersao de classe C*. Uma aplicagdo
g: PT— M™ € de classe C* se, e somente se, g € continua e fog: P"— N" de classe

Ck (k>1).

Demonstracdo. Suponhamos que g seja continua e que fog € C*. Pela Proposicao 2.1.11,
para cada p € P existem um sistema de coordenadas z : U — R™ em M, com g(p) € U, e
um difeomorfismo de classe C*, y : V. — R™ x R*™™ (V C N aberto) tais que f(U) C V
e foy=yo for t:x(U) = R™xR"™ ¢ da forma f,,(w) = (w,0). Como g é continua,
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podemos encontrar um sistema de coordenadas z : Z — R”" em P, com p € Z, tal que
g(Z) Cc U. Portanto, (fog).y=yo fogoz':2(Z) = R™ x R"™ estd bem definida e
é da forma (f 0 ¢).y = (gzs,0). Como fog € C*, segue que (fog)., € C*, logo g.. € C*.
Conclusao: g € CF.

A reciproca é imediata. |

Corolério 2.1.15. Sejam N uma variedade de classe C*, pelo menos, M um espaco
topologico e f: M — N uma aplicacao continua. Entao existe no mdximo uma estrutura
de variedade C* em M que torna f uma imersao de classe C*.

Demonstragdo. Suponhamos que existam dois atlas méaximos de classe C* em M, % e
B, tais que f: (M, %) — Ne f:(M,#8)— N sao imersdes de classe C*. A aplicacao
identidade g : (M, %) — (M, %) é continua e fog= f:(M,%) — N. Pela Proposigao
2.1.14, resulta que g € C*. Isto significa que, para cadaz: U - R em % ey :V — R?
em A, com UNV # (), a mudanca de coordenadas yoz~! é de classe C*. Analogamente,
a aplicacao identidade (M, %B) — (M, %) é de classe C*. Logo, todas as mudancas de
coordenadas zoy~!, x € % e y € A, também sao de classe C*. Como % e £ sao atlas
méximos de classe C*, conclui-se que & = % . |

Definigao 2.1.16. Sejam M™, N™ wvariedades de classe C* (k > 1). Diz-se que uma
aplicagcao f : M — N é mergulho se

(i) f € uma imersao.
(ii) f € um homeomorfismo de M sobre o subespago f(M) C N.

Observacgao 2.1.17. Quando f : M — N ¢é um mergulho de classe C*, a Proposicio
2.1.14 fica simplificada, pois ndo serd preciso supor g é continua. De fato, se fog e CF,
entdo g = f~1o(fog) é continua.

2.1.2 Subvariedades

Definicao 2.1.18. Uma subvariedade M™ de classe C* de uma variedade N™ de classe
C" (r > k) é um subconjunto M C N, com a topologia induzida pela de N, e dotado de
uma estrutura de variedade C* tal que a aplicacdo de inclusdo i : M — N é um mergulho
de classe C*.

Segue do Coroldrio 2.1.15 que existe, no maximo, uma estrutura de variedade C* que
faz de M uma subvariedade C* de N.

Devido a importancia do conceito, explicitamos as condi¢oes que devem ser verificadas
a fim de que M seja uma subvariedade de classe C* de N.

(i) M é uma variedade de classe C*.
(i) M C N e a topologia de M ¢é induzida pela de N.

(iii) Para cada p € M, existem sistema de coordenadas y : V- R"em Nexz : U — R™
em M taisquep € U C Veyoxr ! :z(U) — R" é uma imersao de classe C*. Entao
yox~! é necessariamente um mergulho, pois a topologia de U ¢ induzida pela de V.

Intuitivamente, M estd situada em N assim como uma superficie de classe C* em R™

(veja a Figura 2.2).
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Figura 2.2:

Exemplo 2.1.19. As subvariedades de classe C* de R"™ sdo, precisamente, as superficies
M c R", de classe C*.

Exemplo 2.1.20. Sejam M e N wvariedades de classe C* e f: M — N um mergulho de
classe C*. Entdo, f(M) é uma subvariedade de classe C* de N.

Observagao 2.1.21 (Espacgo tangente a uma subvariedade). Seja M™ C N™ uma
subvariedade de classe C*. Em cada ponto p € M identificamos o espago tangente T, M
como um subespago de T,N, por meio da aplicagdo linear injetiva ' (p) : T,M — T,N,
ondei: M — N € a inclusao.

Como casos especiais deste procedimento, tem-se as identificagoes T,U = T,N para
um subconjunto aberto e T,M C R" quando M™ C R" é uma superficie.

2.2 Teorema de Frobenius

2.2.1 Campos f-relacionados

Dada uma variedade diferencidavel M, identificaremos cada ponto p € M, a fibra {p} xT,M
do fibrado tangente T'AM de M com o préprio espago tangente T,M, através da bijecao
natural

veT,Mw~— (p,v) e{p} xT,M. (2.2)

Assim, se f : M — N é uma aplicacao diferenciavel, a diferencial df : TM — TN de
f sera dada por

df (v) = df (p) - v, (2.3)
para todo v € T,M. Com a identificacdo (2.2), é usual expressar o valor df (v), dado em
(2.3), pondo

df (v) = df (mar(v)) - v,
onde 7y : TM — M é a projecao canonica. Preferimos, no entanto, escrever o valor
df (v) como dado em (2.3).
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Definicao 2.2.1. Seja f : M — N uma aplicacao diferencidvel. Dizemos que dois campos
vetoriais X € X(M) eY € X (M) sao f-relacionados se o diagrama

x| v

TMTf>TN

comuta, isto €, df o X =Y o f. Isso significa que df (p)- X (p) =Y (f(p)), para todop € M.

Com a identificacao entre campos vetoriais e derivacoes, temos o seguinte resultado:

Lema 2.2.2. Dois campos X € X(M) eY € X(N) sdo f-relacionados se, e somente se,
X(go f)=Y(g)o f, para toda g € C°(N).

Demonstrag¢ao. Dados p € M e g € C*(N), temos:

X(go f)lp) =X(p)(go f)=df(p)- X(p)(g)

(Y(g) o £)(p) = Y(9)(f(p)) = Y (f(2))(9)-
Assim, X (go f)(p) = (Y(g) o f)(p) para quaisquer p € M e g € C*(N) se, e somente
se, df (p) - X (p)(g) = Y (f(p))(9). Ouseja, X(go f) =Y(g)o f, paratoda g € C*(N) se,

e somente se, X e Y sao f-relacionados. [ ]

Dada uma aplicacao diferenciavel f : M — N, nem sempre um campo vetorial
Y € X(N) é f-relacionado com algum campo X € X(M). A proposicao seguinte, cuja
demonstracao foge ao nosso objetivo principal e por isso nao a faremos aqui, nos da uma
condicao para que isso ocorra.

Proposicao 2.2.3. Seja f : M — N uma imersao diferencidvel. Dado um campo vetorial
Y € X(N), com

Y (f(p)) € df (p)(T,M),

para todo p € M, existe um unico campo X € X (M) tal que X eY sao f-relacionados.

No caso em que f: M — N é um difeomorfismo, para cada campo Y € X (), existe
um unico campo X € X(N) que é f-relacionado com Y, a saber

X=df'oYof. (2.4)

O campo em (2.4) é usualmente denotado por f*Y, e é chamado pull-back de Y por

f. Analogamente, dado um campo X € X(N), existe um tnico campo Y € X (N) que é
f-relacionado com X, a saber

Y =dfoXofh (2.5)

O campo em (2.5) é usualmente denotado por f,X, e é chamado o push-forward de
X por f.

No espago das fungdes, o pull-back é definido pondo f*g = go f, para toda g € C*°(N).
O push-forward ¢ definido pondo f,h = (f~1)*h = ho f~! para toda h € C*°(M).

A proposicao seguinte é uma das principais propriedades dos campos f-relacionados.
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Proposicao 2.2.4. Sejam f : M — N uma aplicagao diferencidvel e campos X1, Xs €
X(M) eY,,Y, € X(N). Se X; eY; sao f-relacionados, para i = 1,2, entio [ X, Xs] e
Y1, Ys] sdo f-relacionados.

Demonstracao. Como X; e Y; sao f-relacionados, para i = 1,2, segue do Lema 2.2.2 que
Xi(go f) :K(Lq)Of’

para toda g € C*°(N) e i =1,2. Assim,

Y1, Y] (g)o f = Yi(Ya(g)) o f —Ya(Yi(g)) o f
= Xi(Ya(g) o f) — X2(Yi(g) o f)
= Xi(Xa(go f)) — Xa(Xi(go f))
= [X1, X5 (g0 f).

Como g € C*°(N) é arbitraria, segue do Lema 2.2.2 que [X7, Xs] e [Y7,Y3] sao f-
relacionados. W

Corolario 2.2.5. Se f : M — N € um difeomorfismo, entdo
[f*Xla f*XQ] = f* [XlaXQ] )
para quaisquer Xy, Xo € X (M).

Definicao 2.2.6. Dizemos que dois campos vetoriais X,Y € X(M) sao linearmente
independentes se X (p) e Y(p) sdo vetores linearmente independentes em T,M, para
todo p € M.

Teorema 2.2.7. Sejam Xi,--- , X, € X (M) campos linearmente independentes. Se
[Xi, X;] =0, para quaisquer 1 < i,j < k entao, para todo p € M, existe uma carta local
(U, ) em M, comp € U, tal que

0

Xi(q) (),

para quaisquer g € U e 1 <1,7 < k.

A demonstracao do Teorema 2.2.7 pode ser encontrada em [13].

2.2.2 Distribuicoes

A teoria das distribuicoes pode ser vista como uma formulacao geométrica da teoria
classica de certos sistemas de equagoes diferenciais parciais. As solucbes sao subvari-
edades da variedade em questao, chamadas de subvariedades integrais. O teorema de
Frobenius nos da condicoes necessarias e suficientes para a existéncia de tais subvarieda-
des integrais. Veremos nos seguintes capitulos uma aplicagao deste teorema, que consiste
em mostrar a existéncia e unicidade de uma imersao X : M — R? de uma superficie M,
com estrutura conformal dada, que produz um determinado mapa de Gauss e para a qual
a segunda forma fundamental é uma métrica conformal sobre M.
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Definicao 2.2.8. Uma distribuicao de posto k em uma variedade diferencidvel

M é uma correspondéncia D que associa a cada ponto p € M wum subespaco vetorial
D(p) C T,M de dimensdo k.

Decorre da Definicao 2.2.8 que para qualquer ponto p € M existe um aberto U C M
contendo p e k campos vetoriais X, - -+, X, possivelmente definidos em U, tais que

D(q) = span{Xi(q),---, Xi(9)}, (2.6)

para todo ¢ € U. Diremos que uma distribuicao D é diferencidvel se é possivel escolher
campos vetoriais Xy, -+, Xy € X(U) com a propriedade (2.6), em uma vizinhanga U de
cada ponto p € M.

Exemplo 2.2.9. Seja M uma variedade diferencidvel que admite um campo vetorial X €
X (M) nao-nulo em todo ponto. Assim, o campo X gera uma distribuicao diferencidvel D
de posto 1, dada por

D(p) = span{X(p)},
para todo p € M.

0
Exemplo 2.2.10. No espaco euclidiano R™, os campos vetoriais SRy 1<k<
Ty

oy’
n, geram uma distribuicao diferencidvel de posto k.

Exemplo 2.2.11. Em M = R™\{0}, definimos uma distribui¢ao D pondo, para cada p €
M, D(p) como sendo o subespago de T,M = R"™ ortogonal ao vetor posi¢do v, = p. Esten-
dendo o vetor v, a um campo vetorial X1 € X(U), onde U C M € um aberto contendo p, e
aplicando o algoritmo de Gram-Schmidt, obtemos n campos vetoriais Xy, -+ , Xy € X(U)
tais que, para cada q € U, os vetores X1(1),---, X,,(q) formam uma base ortonormal de
R™. Disso decorre que D é localmente gerada pelos campos X, -+ , X, € X(U). Portanto,
D ¢ uma distribuicao diferencidvel em M de posto n — 1.

Exemplo 2.2.12. No espaco euclidiano R3, considere a distribuicao D definida do se-
guinte modo: para cada ponto p = (a, b, c), defina D(p) como o plano gerado pelos vetores

0 0 0

g(p) +b-—(p) e a—y(p)-

Assim,
D(p) = {(r,s,br),;r,s € R},

e a equacao deste plano é dada por
z—c=0b(x—a),

para cada ponto p = (a,b, c) € R3.

Observagao 2.2.13. Dada uma carta local (U, p) em M™, temos os campos coordenados

9 .9
81’17 ’al‘m
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associados a @, ou seja, para cada p € U, os vetores

{8%1(19),-“ ,%(p)}

formam uma base para T,M. Assim, dados X,Y € X(M), podemos representd-los, local-
mente, como

SN r0
X|U:;Xia—xi e Y]U:;Yia—xi.

Obtemos, entao, a formula local para o colchete de X eY no aberto U:

= dY; 0X;\ 0
X, Y| = Xi—-Y — ) 2.
[ ) ] ZJZZI ( Jaxj J axj) 8131 ( 7)

Definicao 2.2.14. Uma distribuicio D de posto k em uma variedade diferencidvel M
¢ dita involutiva se para quaisquer campos vetoriais X, Y € X(M), com X (p),Y (p) €
D(p), para todo p € M, tem-se que [X, Y] (p) € D(p), para todo p € M.

Exemplo 2.2.15. No espaco euclidiano R™™, considere a distribuicio D gerada pelos

campos coordenados EeE 1 < i < m. Dados campos vetoriais X,Y € X(R™™), com
Z;

X (p),Y(p) € D(p), para todo p € R™™  podemos escrever

T “9
X:Z;X,»a—xi e Y:Z;na—xi.

Assim, da formula (2.7), obtemos que [X, Y] (p) € D(p), para todo p € R™" isto €, D ¢
imvolutiva.

Exemplo 2.2.16. A distribuicio D em R3, gerada pelos vetores

0 0 0
X=— Y= —4+e"'—
(9.%1 ‘ 81'2 te 856'3
nao € imvolutiva, pois
0
X Y| =e"—
[ ’ ] c 81'3’

que nao € uma combinacao linear de X eY .

Definicao 2.2.17. Seja D uma distribuicao de posto k em uma variedade diferencidvel M .
Uma subvariedade N* C M ¢é chamada uma subvariedade integral para a distribuicdo
D se

D(i(x)) = di(z)(TzN),

para todo x € N, onde i : N — M € a aplicacao inclusao. A distribuicao D é chamada
integrdvel se cada ponto de M estd contido em uma subvariedade integral da distribuicado.
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Exemplo 2.2.18. No Ezemplo 2.2.9, a imagem de qualquer curva integral de X € uma
subvariedade integral de D. No Exemplo 2.2.11, por cada ponto p € R"\ {0}, a esfera de
raio ||pl|, centrada na origem, é uma subvariedade integral da distribui¢ao D.

Proposicao 2.2.19. Toda distribuicao integravel é involutiva.

Demonstrag¢ao. Seja D uma distribuicao integravel de posto k£ em uma variedade dife-
rencidvel M. Considere dois campos X,Y € X (M) tais que X(p),Y (p) € D(p), para
todo p € M. Como D é integravel segue que, para cada p € M, existe uma subvariedade
N¥ c M, contendo p, tal que

D(i(x)) = di(x)(T:N),

para todo x € N. Assim, como a inclusao ¢ : N — M é em particular uma imersao, segue
da Proposicao 2.2.3 que existem campos XYex (N) tais que X é i-relacionado com
X, e Y é i-relacionado com Y. Pela Proposicio 2.2.4, obtemos que [X,Y] e [X,Y] séo
i-relacionados, isto é,

(X, Y]oi=dio[X,Y].

Portanto, o
(X, Y] (q) = [X, Y] (i(z)) = di(z) - [X,Y](z) € D(qg).

Como p € M foi escolhido arbitrariamente, a proposicao esta provada. B

O lema seguinte afirma que toda distribui¢ao involutiva é diferenciavel.

Lema 2.2.20. Seja D wma distribuicao involutiva de posto k em uma variedade dife-
renciavel M™. Entao, para cada ponto p € M, existem um aberto V. C M contendo p
e campos vetoriais Xy, -+, Xy € X(V) tais que X1(q), -+, Xx(q) geram D(q), para todo
qgeV, e[X;, X;] =0, para quaisquer 1 < i,j < k.

Demonstragao. Dado um ponto p € M, seja (U, ¢) uma carta local em M, com p € U e
¢(p) = 0. Seja R™ = R*®R™* uma decomposigao em soma direta tal que dp(p)(D(p)) =
R*. Se 7 : R™ — R* denota a projegao sobre o primeiro fator, temos que (70 ¢)(p) = 0
e d(m o )(p) transforma D(p) isomorficamente sobre R*. Segue entdo, por continuidade,
que d(mo)(q) transforma D(q) isomorficamente sobre R* para todo ¢ pertencente a uma
vizinhanga V' C U de p. Assim, para cada ¢ € V, existe um tnico vetor X;(q) € T, M tal
que

d(mop)(q) - Xi(g) = i € RY, (2.8)

para cada 1 < i < k; basta escolher X;(q) = d(m o ¢)7'(q) - ;. Disso decorre que
X; € X(V). Como d(7 o ¢)(q) é isomorfismo, segue que

D(q) = span{Xi(q), -, Xr(q)},

para todo ¢ € V. Além disso, segue de (2.8) que X; é (mop)-relacionado com e;, para todo
1 <4 < k. Assim, pela Proposicao 2.2.4, [X;, X;] é (7 o ¢)-relacionado com [e;, e;] = 0.
Logo,

d(m o p)(q) - [Xi, X;l(q) =0,
para todo ¢ € V. Como D ¢ involutiva, temos que [X;, X;](¢) € D(q), para todo ¢ € V.
Portanto, [X;, X;]|(¢) = 0 para todo g € V, pois d(7 o ¢)(¢) ¢ isomorfismo. W
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2.2.3 O teorema de Frobenius

Estamos agora em condigoes de provar a reciproca da Proposicao 2.2.19, mais conhecida
como o Teorema de Frobenius.

Teorema 2.2.21 (Frobenius). Toda distribui¢ao involutiva D de posto k em uma vari-
edade diferencidvel M € integravel. Mais precisamente, para cada ponto p € M, existe
uma carta local (U, ) em M, com p € U, tal que para cada b € R™% os subconjuntos

St=(mop) ' B)NU ={q € U;pilq) =bi,k+1<i<m}

sdo subvariedades de D, onde m : RF x R™~* — R™~* ¢ q projecdo canodnica e p; = m;0 .
Além disso, se N* é uma subvariedade integral de D, com N conexa, entdo N C S°, para
algum b € R™*.

Demonstracao. Dado p € M, segue do Lema 2.2.20 que existem um aberto V. C M

contendo p e campos Xy, -+, X} € X(V) tais que
D(q) = span{Xi(q),---, Xi(q)}
e [X;, Xj|(g) = 0, para todo ¢ € V. Como os campos X, - - - , X}, sdo linearmente indepen-

dentes em V', segue do Teorema 2.2.7 que existe uma carta (U, ) em M, comp e U C V,

tal que
0

= o (q),

Xi(q)

para quaisquer ¢ € U e 1 <14 < k. Assim,
0 0
D = — .
(¢) = span { 90D g (q)} :

para todo ¢ € U. Dado b € R™ % defina S® = (7 0 ¢)~!(b) N U, como no enunciado.
Como b é valor regular de 7 o ¢, segue que (7o )~1(b) é subvariedade de M. Logo, S° é
subvariedade de M. Além disso, temos

T,S° = ker d(7 o ¢)(q), (2.9)

para todo ¢ € S°. Mostremos que 7,5° = D(g). Como ker d(7 o ¢)(q) tem dimensao k,
basta provar que D(q) C ker d(m o ¢)(gq). Temos:

Amop)a) - 5 (0) =7 (dela) - 7)) =) =0,

para todo 1 < i < k. Isso mostra que D(q) C ker d(w o )(q), para todo g € S°. Segue
entao de (2.9) que D(q) = T,S°, para todo ¢ € S’. Portanto, provamos que, para cada
p € M, existe um aberto S® C M contendo p e uma imersao i : S®* — S° tal que

di(g)(T,8") = T,8" = D(q),

para todo g € S°, ou seja, D é uma distribuicao integrdvel. Finalmente, seja N* uma
subvariedade integral de D, com N conexa. Entao, como

di(q)(T,N) = D(i(x)),
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para todo x € N, temos:

d(mo@oi)(x)(TaN) = m(dp(i(x)) - di(z)(T:N))
. (2)

para todo x € N. Como N ¢é conexa, segue que (m o poi)(x) = b € R™ % para todo
x € N e para algum b € R™ % Logo, N C S°. [ |

Como consequéncia imediata do Teorema de Frobenius, temos o seguinte resultado:

Lema 2.2.22. Considere 2 um aberto simplesmente conexo de C. Sejam f;, g; : 0 — C,
com 1 =1,2 3, funcoes complexas tais que

df;
82 = gi(2).

Entao, a condicao de integrabilidade desse sistema, dada pelo Teorema de Frobenius, é:

dg1 092 Jg3 3
(82’85’82 €K

2.3 Parametros isotérmicos
Adotaremos as seguintes notagoes ao longo deste texto:

e M: Superficie regular em R3;
e T'M: O fibrado tangente de M;

e X(M): O espago vetorial de todos os campos de vetores diferencidaveis em M, ou
seja, o conjunto das aplicagoes diferenciaveis X : M — T'M, com X (p) € T,M;

C*®(M): O conjunto das fungoes reais diferencidveis definidas em M;

[-,-]: O colchete de Lie de campos em M.

2.3.1 Pares fundamentais

Definigao 2.3.1. Uma métrica riemanniana (,) para M € uma aplica¢io que associa
cada ponto p € M a um produto interno® {,), no espaco tangente T,M, que é diferencidvel

no sequinte sentido: para quaisquer campos diferenciaveis X e Y em M, a aplicagcao
p— (X (p),Y(p), de M em R € diferencidvel.

Exemplo 2.3.2. A primeira forma fundamental dada por Z,(v) = (v,v),, para todo
v e T,M, isto €, T = (,) € uma métrica riemanniana sobre M. Lembrando que a
aplicacao dada por

B(v,w) = (W, m(v),w), Yv,we T,M

¢ uma forma bilinear simétrica em M, porém nao € positiva definida.

20u, equivalentemente, uma forma bilinear simétrica positiva definida.
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Denotaremos por Q(M) o conjunto das formas bilineares simétricas em M e por R(M)
o conjunto de todas as métricas riemannianas em M. Recordemos também que a cada
forma bilinear simétrica B : T,M x T,M — R, correspondente a uma forma quadratica
Q em T,M, com p € M, dada por

Q) = B(v,v), v € T,M,

determina B completamente, pois

B(u,v) = 5 [Qu+v) — Qu) = Qv)].

DO | —

Definicao 2.3.3. Denominamos par fundamental sobre M ao par
(Z,IT) € R(M)xQ(M) =P (M ).
O conjunto P(M ) é chamado o conjunto de pares fundamentais.

Sejam U um aberto de R? e X : U — M um sistema de coordenadas locais em uma
vizinhanga coordenada X (U) de p = X (z,y). De acordo com o que vimos no capitulo
anterior, qualquer vetor tangente w a M em p € X (U) pode ser expresso unicamente
como combinagao linear de X, e X,. Logo, se Z e ZZ sao a primeira e a segunda forma
fundamental, respectivamente e (Z,ZZ)e P(M), temos que

T = Edx* + 2Fdxdy + Gdy?, (2.10)

I7T = edxz? + 2fdxdy + gdy?, (2.11)

onde dz : T,M — R e dy : T,M — R sao aplica¢bes lineares (1-formas) dadas por:
de(w) =\, dy(w) =p, se w=IX,+ puX, € T,M.

Além disso,

)
K = K(Z,1T) = ]gg—{w (2.12)

B _ Eg+Ge-2Ff
H = H(L,TT) = =] pe—p (2.13)

sdo, respectivamente, a curvatura gaussiana e a curvatura média do par (Z, ZZ), as
quais nao dependem das coordenadas escolhidas. A partir destas curvaturas, definimos
as curvaturas principais do par (Z, ZZ), a saber:

ki =H+VH - K (2.14)
ko =H—VH - K (2.15)

Observe que k1 > Ks.
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2.3.2 Complexificagcao de uma forma quadratica

Ao longo deste trabalho, frequentemente utilizaremos ferramentas da analise complexa.
Por esta razao, recordaremos a seguir como introduzir uma varidvel complexa em uma
superficie M C R3.

Chamaremos de fibrado tangente complezificado de T M ao fibrado

T°M = {X +iY; X, Y € X(M)}.

E possivel demonstrar que se {X,Y} é uma base de T'M, entao {X,iX,Y,iY'} é base
de T®M, como fibrado real, e {X + 1Y, X — Y} é base de T®M, como fibrado complexo.
Em particular, dadas as coordenadas locais (X,Y") de uma vizinhanca coordenada de M,
se considerarmos o parametro complexo z = X + 1Y, podemos definir os campos locais

o _1(9 .90
0z 2\0x Oy

e
o _1(o 9
0z 2\ 0x Z(?y

0
de modo que {— } seja uma base local de 7M. Também podemos definir as 1-

0z 0%

formas complexas locais

dz = dx + idy
e
dz = dx —dy,
. o 0 . e
que sao a base dual de 2595 Assim, trabalharemos indistintamente com as coor-
2z 0Z

denadas locais (X,Y’) ou o parametro complexo z = X 4 iY. Por esta razao, podemos
reescrever as expressoes (2.10) e (2.11) da seguinte forma:

T = Pdz* + 2)\|dz|* + Pdz?, (2.16)

IT = Qd2* + 2p|dz|* + Qdz?, (2.17)

respectivamente, onde

P = YE_c-ap)
N = S(E+0),
Q = -(e—g—2if), (2.18)

p = sle+yg).
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Fazendo um simples célculo em (2.12) e (2.13), podemos comprovar que

2 9
K = K(I,7T) = ||QP||—_;, (2.19)
PQ—2\p+ P
H=H(Z,II) = QQ(|P| _p;;) @ (2.20)

sao respectivamente validas.

2.3.3 Parametros isotérmicos

Até agora trabalhamos em uma vizinhanca coordenada qualquer de uma superficie M C
R3. No entanto, sobre uma superficie dada, podemos obter varios sistemas de coordenadas
locais especiais, onde eventualmente pode ser mais facil trabalhar. Entre os mais comuns,
estao os sistemas de coordenadas por parametros isotérmicos, os duplamente ortogonais
e as redes de Tchebychev. Neste texto, porém, consideraremos apenas os sistemas de
coordenadas por parametros isotérmicos.

Definigao 2.3.4 (Parametros isotérmicos). Um sistema de coordenadas locais X : U —
M em uma vizinhanga coordenada de p = X (u,v) € M, com U aberto de R* e com a

orientacao induzida de M, diz-se tsotérmico se, para uma métrica riemanniana dada
por T = Edu?® + 2Fdudv + Gdv?, se verifica:

E=G>0 ¢ F=0;

ou, em termos do parametro complexo z = u + iv, chamado pardmetro conformal, se
para uma métrica riemanniana T dada pela igualdade (2.16), se verifica:

P =0.

Observacao 2.3.5. E bem conhecido o fato de que tais parametros sempre existem local-
mente para qualquer métrica riemanniana e que podemos recobrir a superficie M C R3
para esses tipos de vizinhancas coordenadas. A prova de que existem sistemas isotérmicos
de coordenadas para qualquer superficie reqular é delicada e nao serd apresentada neste
trabalho. Além disso, se a superficie M C R3 for vista como uma variedade, a mudanca
de cartas entre vizinhancas isotérmicas positivamente orientadas é holomorfa. Neste caso,
podemos considerar M como uma superficie de Riemann.

De agora em diante, ao trabalharmos com parametros isotérmicos, sempre o faremos
do ponto de vista do parametro complexo z. Assim, enunciaremos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.3.6. Seja (Z,Z7) € P(M) e considere um parametro z conformal para T,
dado pela equagdo (2.16). Entao

T = 2)\|dz)?,

I7 = Qdz*+2HM\|dz|> + Qdz?,
QI

ko= H=5

onde K e H sao, respectivamente, a curvatura gaussiana e a curvatura média do par
(Z,2I7) e Q ¢ dada pela igualdade (2.18).
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Demonstracao. Como z é um parametro conformal para Z, temos da definicao 2.3.4, que
P = 0. Logo, da equagdo (2.16), obtemos:

T = 2\|dz|*.
Por outro lado, da equacao (2.20), vem H = § Dai,

0

20 =2H\ e H?= L (2.21)
Assim, substituindo (2.21) em (2.17) e (2.19), tem-se
IT = Qdz*+ 2g{A|dz|2 +Qdz* e
K = H?>- %,
como queriamos. [ |

Observacgao 2.3.7. Conforme comentamos anteriormente, sempre é possivel consequir
o parametro conformal quando temos uma métrica Riemanniana sobre uma superficie.
Assim, se (Z,ZT) € P(M), onde T é uma métrica Riemanniana, também podemos
considerar um parametro conforme z para IZZ. Neste caso, teriamos QQ = 0 em (2.17).
Note ainda que, devido a TT ser Riemanniana, temos K(Z,ZT) > 0. Assim, se z € um
parametro conformal para L, entao isso significa que

T = Pd2? +2)\|dz|* 4+ Pdz?,
1T = 2pldz|*.



Capitulo 3

Superficies em R’ com estrutura
conformal

Apresentaremos a seguir as principais propriedades da aplicacao de Gauss de uma su-
perficie imersa em R3, particularmente daquelas relacionadas com a geometria da imersao
e da estrutura conformal (ou métrica) determinada por sua segunda forma fundamental.

3.1 Superficies com curvatura de (Gauss positiva

Sejam M uma superficie suave e X : M — R3 uma imersao com curvatura de Gauss
positiva. Entao, para qualquer ponto p de M, existe uma vizinhanca V de p em M tal
que todos os pontos de V' estao do mesmo “lado” do plano tangente 7,M/. Um campo
suave de vetores normais unitarios N : M — S? C R3 é obtido atribuindo, a cada ponto p
de M, um vetor normal unitario do mesmo “lado” de V' em relacao a T,M. Tal situacao
é ilustrada na figura a seguir.

//‘}"\ ;'1 _!
|

~—" N(p) J-i

T,M
— JL

Figura 3.1: N(p) é o vetor normal unitério no mesmo lado da vizinhanga V' de p em M.

O campo N orienta M e faz com que a forma quadratica o, associada a segunda forma
fundamental, definida por

op(v,w) = (=dN,(v),w), pe M, v,we T,M,

seja uma métrica (riemanniana) positiva definida. Aqui, (,) é o produto interno usual de
R3.



47

A partir de agora, M sera considerada uma superficie de Riemann com estrutura
conformal (métrica conformal) induzida por o e é, f , g denotarao os coeficientes de sua
segunda forma fundamental.

Dado z = u + 1w um parametro conformal para a métrica riemanniana induzida por
0, a primeira e segunda formas fundamentais da imersao pode ser escrita como

T = (dX,dX) = Pdz*+2)\|dz|> + Pdz?,

IT = (—dN,dX) = 2p|d:]2, (3.1)
onde ]
P = J(E-G-2iF),
1
A = Z(E—i—G), (3.2)
1
p = Z(éJFQ)-

Mais do que isso, a estrutura conformal (métrica conformal) de M é ZZ, X é uma fungao
real, p é uma fungao positiva e Z denota a conjugada de z. Também de (2.19) obtemos
que a curvatura de Gauss é dado por

2

K = —% onde D = |P]>—\?<0. (3.3)
Observe que
E = <XU7X’M>7 €= U<XU7XU>7
F=(X.,X,), 0=0(X,, X)), (3.4)
G = <XU7X’U>7 €= 0<XU7XU)7
0X 0X
onde ¢ > 0, X,, = u e X, = 0 Assim, das equacoes de Weingarten, obtém-se que
u v
é é
N,= ——(—-GX,+ FX N, = ——(FX,+ EX,). .
o= e (“GXa+ FX), No= == (FX,+ X)) (35)

Por outro lado, observamos o seguinte esquema:

M-N.s2cR3

N
~ s
N
N

CU{o0}
onde N é o mapa de Gauss (campo suave de vetores normais unitarios) em M dado por

N(p) = (Ni(p), Na(p), N3(p))
e ™ é a projecao estereografica usual, que exclui o polo norte e é dada por
1
]_ _

Agora, denote por g : M — CU {oco} a composigao da projegao estereografica m com
N, isto é

m(e,y.2) = T (2,9, 2).

B 1
11— N,
com N = (Ni, Ny, N3). Chamaremos g de mapa de Gauss da imersao X : M — R3.

g (N1 +iNy), (3.6)
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3.2 Resultados sobre imersoes de superficies

A fim de elucidar o Teorema principal deste trabalho, vejamos a seguir propriedades da
aplicacao de Gauss de uma superficie imersa em R3 com curvatura de Gauss positiva.
Utilizando as notagoes e os resultados vistos na secao anterior, provaremos o seguinte
teorema.

Teorema 3.2.1. Seja X : M — R3 uma imersao, com curvatura de Gauss positiva K e
com mapa de Gauss g : M — CU{oo}. Seja z = u+iv um parametro conformal. Entao

0X, _ (1- g°)g. — (1 — 92)§z

0z VEK(1+ gg)?

09X, (1+9%)g: + (1 +¢°)3.

—= = — (3.7)
0z VE(1+ gg)?

0Xs _ , 99:—99.
Oz VE(1+ gg)?

o 1/0 .0 : .
onde X = (X1, Xo, X3), 59, — 2 \3g 5y ) € POT barra denotaremos a conjugacao com-

plexa.

Demonstragao. De (3.6) obtemos

0 (N1 + i . 9(1 - N
dg %(I_NS)_(Nl‘I“ZNQ)%
aZ o (1_N3)2
— 1 0 (Ny +iNy) O (Ny+iNy)  ONs .
AR 9z Ny S (N iV |, (38)
e
@ B %(1_-]\[3)_(]\714-2]\[2)%
83 (1—N3)2
_ 1 0 (N7 + iNy) (N, +iNy) ANy '
B (1—]\73)2{ 0z Ns——5- + o (i) (39)
Como
o _L(o oy 0 1o 0
9 2\ou  'ov oz 2\ou ‘ouv )’
temos
0 0 .0 B
25 = %—l—z% 25,
isto é 2—: També
1 C Bz 9 e



entao _
0X 1 /0X n 0X 0X
- — — - 71— — -
0z 2\ Ou ov 0z’
X 0 _
isto ¢, — = — ou equivalentemente denotamos X, = Xs.
0z 0z
Analogamente, obtemos N, = Nz. Agora, como
é2 N 2 2
K:m>0, e>0 e EG—F:HXH/\X»UH >0,

obtemos de (3.5) as seguintes expressoes:

VK
Nu - —_GXu+FXW7
*E\G/__ = )
K
N, = ——(FX,+FEX,).
\/EG—FQ( )
Porém,
20X oxX X
92 ou  ov’
X 0X | ox
0z ou ov’
implicam
ox _ ox  ox
ou 0z 0z’
0X 0X 0X

o 282 0z’

ou equivalentemente denotamos

Xu = Xz+X27
X, = 1X,—1X5

Logo, de (3.10) e (3.11) temos
VK

N, = —F———(-GX, + FX, —iFX, +iEX,
2m( [ 7 )
VK
= e (T2FX: - GX, +IEX,
zm( ! +iEX,)
K ] . . .
= W[_2ZFX5—G(XZ+X5)+ZE(2XZ—ZXE)]_
Assim,
K K
Noo= (G- B) Xt (-G E-2%F) X:
QW( ) Qm( iF)

WK (G+E)Xz 2VK (—G+E—2z’F)XZ‘

+
4 VEG — F? 4

VEG — F?
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(3.10)

(3.11)

(3.12)
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Logo, de (3.2) e (3.11) obtém-se

—2VK 2vVK
N,=—>——  ANX,+——— PX;,
VEG — F? VEG — F?

ou seja,
W
N —Y* \X.—-PXy), 3.13
VEG—F\ ) (3.13)
onde)\:%(EJrG) o P:i(E—G—Qz'F).

Por outro lado, de (3.3) temos

(E-G)*+4F* (E+G)’ -AEG+4F* —EG+ F?

P2 _\2_
D=1pF=2 16 16 16 4 ’
logo, —4D = EG — F? > 0.
Dai,
_P
VK __ VD ___p _____p oy
VEG-F? —4D —-Dv—-4D 2/-Dv—-D 2D’
Portanto,
—2VK
L —\/_ (3.14)
D  EG - F?
Assim, de (3.13) e (3.14) obtemos
N, = % (AX. - PX.). (3.15)
Analogamente, obtém-se um resultado para N> dado por
p J—
sz— )\Xg—PXZ . 316
2 ) (3.16)
Seguem de (3.2) e(3.4) que as seguintes igualdades sao verdadeiras
1 1
(X,,X,) = 1_1<Xu —iXy, Xy —1X,) = 1 (E—-2iF-G) = P,
(3.17)
1 1
(X,,Xz) = Z(Xu—@'Xv,Xu—i—in) = Z(E+G) = A
e ainda
1
(X,,—N,) = 4_1<Xu —iX,, =N, +iN,)
1
= Z_l (<Xu> _Nu> + Z<XU7 Nv> + Z-<)(va Nu> - <Xv7 _Nv>)
1 P
= (e-if-i-a).

Como z é um parametro conformal para a segunda forma fundamental ZZ (métrica rie-
manniana), isto é, ¢ = ¢ > 0 e f = 0. Segue que

(XZ,—NZ>—}l<é—z’f—if—g> —0. (3.18)
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Além disso, como N é ortogonal a X, e X, tem-se

(X.,N) = %(Xu X, N) = %((XU,J\O (X, N)) = 0. (3.19)

Logo, de (3.18) e (3.19) temos que, X, é simultaneamente ortogonal a N e N, . Assim,
X.=aNAN,, (3.20)

para alguma funcao complexa «. Considerando o produto interno de X, com Nz, seguem
de (3.3), (3.15), (3.16) e (3.17) as seguintes igualdades

(X,,N)) = (XZ,%()\XZ—FXZ))
p p—
— Pax.xo) - LPhix. x
D>\< zZ Z> D < Z Z>
P \2 P 55
— L x2_Prpp
N D

_ P oye 2

——D
e também

p p >
N.AN: = SOX,-PXOAE(WXz-PX,
L 2 )

2

P — _
= = N (XA Xz) = AP (X, ﬁ X.) —PA(X; ﬁ X;)+PP(X; A X.)
=0 =0
,02 ¥5) 2
= —E(XZAXE) (PP —\?)
=D
= K(X.AX5). (3.22)

Por outro lado, de (3.11) obtém-se
Xo A X, = (X, + X2) A (iX, — iXs) = —2iX, A X,
ou seja, .
XA Xz = % (Xu A X,) (3.23)

e também sabemos por defini¢io que (a A b,c¢) = det (a,b,c), para todoa,b,c € R3.
Lembremos que isso é meramente o determinante de una matriz 3 x 3 cujas colunas (ou
linhas) sdao as componentes dos vetores a, b, ¢ na base canonica de R3. Dali,

(a ND,c) = (a,bAc) para todo a,b,c € R?,

entao
(N AN,,N2) = (N,N, A N). (3.24)
Portanto, de (3.20) até (3.24) obtém-se

o K
—p=(X., N2) = a(NAN,, N2) = a(N, N.ANS) = aK (N, X, AXz) = -2

(N, XuAX,).
(3.25)
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Xu N X, )
Considerando N = Ko A X com [ X, A X,|| = VEG — F? = /—4D > 0, pois

N(p) é o vetor normal unitario, no mesmo lado da vizinhanga V' de p € M em relagao a
T,M (ver figura (4.1)). Assim, substituindo em (3.25) tem-se,

o K
—p = “)‘2 (N, Xy A X,)
iaK, X,NX,
= X, A X,
2 <HXu/\XUH’ )
o K (Xy AN Xy, Xy N X))
2 1 Xy A X, ||
@ozK

= [ X0 A X
= @ozK\/—_,

ou seja,

o= <L> - LVE=-—L (3.26)

=VK
2
ja que K = —% > (0. Logo, de (3.20) e (3.26) temos que

;
X, =—=NAN,. 3.27
VR 327
Agora, vamos expressar o segundo e terceiro termos dentro dos colchetes em (3.8)
usando a expressao (3.27), que acabamos de mostrar acima. Assim, como X = (X7, Xs, X3)
segue de (3.27) que

%X1 = \/—— (N2N3, — N3Na, ),
ZgXl = i (N3N1 — N1 N3 )
:z = (. y
entao
9 (X 4iXy) = e NNg - e NNp - NN+ NV,
0z VK VK VK VK

Na. , N. .
_ V_% (N1 +iN) — \/—% (N1, + iNa.) .

Dessa forma, obtemos

0 ON. 0
VK 5, (X1 +iXa) = —= 5 (Ny +iNy) — Ny— o (N1 + i) (3.28)
De maneira analoga, temos que
—1
Xg = ——NA Ng (§]
VK
0 ON. 0

VK — o (X1 +iXs) = _0_—3 (N1 +iN2) + Ny (N1 + V). (3.29)
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Portanto, substituindo (3.28) e (3.29) em (3.8) e (3.9) respectivamente, obtém-se

dg 1 [O(N, +ilNy,) d .
2 T AoNP o +VE - (X1+ZX2)_,

(3.30)
dg 1 [O(N, +ilNy) d o)
TR \/Eag(xlﬂxz)_.

Como (N, N) = 1, podemos reobter N a partir de g, ou seja, de (3.6) obtemos
1

N = (Ny, Ny, N3) = (g4, —i(g—7),—1+q7). 3.31
(N1, Nay Ny) = < - (9+9,—i(9—79) 99) (3.31)
1—g9 4
Note que, 1 — Ny = 1+ —27 — —. Dessa forma, (1 — N3)* = ———.
L+gg L1+gg (1+ )
Também, N; + 1Ny = 9+9 g~ 9 Dai,

1+g9 1+4+g7g
. 2g . 2g

Ny +1Nsy), = e (Ny+1i1Ns). = .

(N ilVa). <1+g§>z (N i) (1+g§>z

Entéao, (3.30) pode ser reescrita da seguinte maneira

4g. ( 29 ) .
— = — ) +VEK (X; +iX,),_,
(1+gg)° 1+47). i)
(3.32)
4g= ( 2g ) VK .
R — ) = VK (X +iX)..
(1+99)° Trgp). VR
Observe que
( 29 ) _ 29:(1+99) —29(9:9+99.) _ 29-—29°7.
1+97). (1+99)° (1+99)°
( 29 ) _ 29:(1+99) —29(9:9+992) _ 29:—29°G:
1+97) (1+g9)* (1+g9)*
Logo,
4g- _( 29 ) _ 4 29:-29. _ ,9:+9°7.
(1+g9° \1+95/.  (1+¢9> (1+49)° (1+99)*
(3.33)
4g: _( 29 ) _ A 20:-2900: L0+ 9°F:
(1+¢9° \1+95/:  (1+¢9> (1+49)° (1+99)°
Assim, de (3.32) e (3.33) obtém-se
.+ 9°7. .
02199 _ K (X, +iX,), (3.34)
(1+g9)
_ 25
22199 _ /R (X, +iX,).. (3.35)

(1+g9)°
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Finalmente, as duas primeiras equagoes de (3.7) sdo obtidas de (3.34) e da equagao
conjugada de (3.35) dada por

— =2
09299 _ /I (X, —iXs). . (3.36)
(1+ g9)* ’

isto é, substraindo (3.36) de (3.34) obtemos

1-9%)g.+(*—1)7
o1=9)9: 40"~ F. _y 7y

(1+99)°
ou seja,
0z VE(1 + gg)?
Também, se somamos (3.34) e (3.36) obtemos
1+ > 24 1)g
2( +9 )gz +(_92+ )gz _ 2@\/?)(22«,
(1+99)
ou seja,
0z VE(1+ gg)?

Por outro lado, vamos obter a terceira equacao de (3.7). Assim, sabemos que
(Xu, N) = (X, N) = 0 & X1y N1 + XouNo + X35, N3 = X1, Ny + X5, No + X3, N3 = 0

(pois N é o mapa de Gauss em M). Logo,

N1 X1y + No X, N1 X1, + NaXo,
X3, = — , X3 = — , 3.39
; - ; - (339
segue de (3.31) e (3.39) que
1 .
X3z - 5 (X3u - ZX3’U>
_ 1 NiXqy 4+ No Xy n iNlev + Na Xy,
2 N, N,
_ 1 _Nl (Xlu - inv) - NZ (XQu - iXQv)
2 Ns
N1 1 . N2 1 .
:___XU_XU ___Xu_Xv
Ng[Q( tu 1)} NSL( et 2>}
:3(,12 :}22
Ny Ny
= - X z —X z
Ny NG
__ 9+79 9-7
_1 +g§ 1z _1 —_ 2z
g+g .9—9
= ~ X, —1 ~ X, (3.40)
l-g5 ° '1—gg
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Dessa maneira, substituindo (3.37) e (3.38) em (3.40) obtém-se

gt+g 2 2\—
X3, = RO+ (L —47) [(1-7%g. — (1—¢%)7.]
i(g—g) (_Z) —2 2\=
VEQ 992 (1 —ad) [(1+7%)g- + (1 +¢%)7.]
_ 1 {(g—g§2+§—§3)gz—(g—g3+§—§gz)§z}
VK (1 + gg)? (1-g9)
N 1 [(§+§3—9—952)gz+(§+592—g—93)§z}
VE(1+ gg)° (1—-g9)
_ 1 (29 — 295°) 9 + (299° — 29) Ez]
VEK(1+g9)? L (1—-g9)
_ 1 299 (1 — g9) + 299. (1 — gy)]
VEK(1+g9)? L (1-g9)
_ 1 (1 - g9) (299: — 29@)}
VK(1+g9)? L (1—g9)
1
= m (299- — 249.),
J’ 0X3 99: — 99,

=2 3.41

0z VK(1+ gg)? 340
Portanto, de (3.37) , (3.38) e (3.41) obtemos a expressao (3.7). Isto completa a prova do
Teorema (3.2.1). |

O corolario a seguir apresenta uma outra forma de expressar a primeira e segunda
forma fundamental da imersao X : M — R3 onde M é uma superficie com estrutura
conformal proveniente de sua segunda forma fundamental.

Corolario 3.2.2. Com a notacao acima, a primeira e sequnda formas fundamentais da
mmersao sao dados, respectivamente, por

4 2
T = ————— [~9:0.d2" + (959. + 9:9=) |dz|" — g=g:dZ"] , 3.42
K1+ 43, [ ( ) |dz] ] (3.42)
7 = 4M|dz|2 (3.43)
VK (1+49)°

Demonstragao. Segue de (3.17) que (X, X,) = P, pois z é parametro conformal. Além
disso, como X = (X7, X5, X3), segue do Teorema 3.2.1 que

1

_ _ 12
i <re (Gl Sl RO
(_i)z —2 2y= 12
X0.Xo. = KO+ g9 (1 +7%)g:+ (1+¢%)5.]",
4 _ _ 2
X3. X3, W (99 — 93.]" .



56

P = XlzXlz + XQZXQZ + X3zX3z
1

~ K(1+gg)* (-2 -0+ g+ [1-¢) -0+ g} +
1 7] q a ~ — —
T B )+ 20004 7 4 )

+ X3ZX3z-

Como (1 —g*)?— (14+g*)?*=—4g% e (1 — ¢*)* — (1 + ¢*)* = —4¢?, obtemos

1

Po= W (_4.@293 - 49?2 - 4gzgz - 4gz§z§_]292) +
* Ry aan 09+ 90— 299.93.)
= m (gzgz + gzgzg292 + 2§g29§2)
—4 _ B _
= K90 (LT +299)
=(1+gg)2
= —4 |:gzgz(1 + 99)2:|
K(1+g9)* [ (1+99)?
N _4 qa

Por outro lado, temos que X; = (X3, Xoz, X3z). Calculando Xz, Xo; e X3: a partir
de X1., X5, e X3,, respectivamente, obtemos:

1
Xi: = —=———[(1-¢%g9: — (1 =9")g:],
\/F(1+g§)2[ |
1
Xp: = ———— [0+ + (1 +7")g:],
\/f(1+g§)2[ )
2
X3z = ——=——=[99: — 99
VE(1 + gg)?
Dessa forma, para calcular A = (X, X;), temos:
1
XZXEZ— 1__2,21_2_*_1__22,22—1_
12X K<1+g§)4[( 99)9:(1 = ¢*)7: — (1 = 3°)g.9:]
1
+ ey (- 5+ (1= ) (- 5%)g.0:]
K<1+g§)4[ (1-¢*)%7.9:+ (1 — ¢*)(1 — 5°)7.9:]
XpXps = [(1+7%)9:(1+ ¢*)7: + (1 + 7)) g.9:] +
K(1+ gg)*
1
+ —— [(1+¢%)7.9: + 1+ ¢>)(1 +7°)7.9:] ,
K<1+g§)4[( 9)9.9: + (1 + ¢*)(1 + °)7.9:]

4

X3 X3 = K1+ g9 (999:9: — §°9-9 — 9°9.9= + 999.9] -
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1-9)1-¢)=1-¢ -3 +79

(1+7)1+¢*)=1+¢*+7 +7°9%

somando (3.44) e (3.45), obtemos

Assim,

1-7)1-¢)+1+7)1+¢%) =2(1+7°¢).

X1 X1z + X9y Xoz + X35, X35

1
— [2(1 +3%¢)) 9.7 + 45%9.g= + 46°3.T. + 2(1 + T%¢*)F. 9=
e 95)4[( 9°9°)9:9: + 49° 9.9z + 49°9.9. + 21 + 5°9*)7. 92

4 _ o
K(1+ gg)* [gggzgz —9°9:9: — 9°9.9: + gggzgé}

1 — —2 9 | o 2
K(1+ gg)* 29Z92£1 +99 + 299)1*“49 (1 —9g.92)| +

(1+99)*

1 __ _ _ _

K(1+ gg)* [49°(1 = 9.9:) + 2.9:(1 + 5°9° + 297)]
2
- — gzgg + gzgz 1 + g!_] 2

K(1+9g9)*(1+ g9) { )( il

2 _ _
K(l +g§)2 [gzgi +gzgz]

2 2 2
K(1+ gg)? (|92| + g:| )

Por outro lado, sabemos que —p = (X, N;) e que

XlzNIE

X2zN22

X3ZN3Z

= m [(1 - §2)9z —(1— gz)gz] [(1 - ?2)92 +(1— 92)52} )
_ ﬁ (140 + (14 7. [(1+ )= — (1 + 62)5:]
= (5o~ g5)e:T + 97

VE(1+ gg)*

o7

(3.44)

(3.45)

(3.46)
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Logo,

(X2, Nz) = X1.Niz + Xo,Nos + X3, N3z

1 _ _ _
= VR(+0) [(1=7°)%g-9: + (1 = 7°)(1 — ¢°)9.7:] +

1 o _
+ NI [—(1-¢*)(1 = 9%)7.9: — (1 — ¢°)*7.5:] +

1 _ _ _
"~ VRt [(1+5°)g-9: — 1 +7°)(1 + ¢°)g-7:] +

1 on— _
+ TRa<ar [(1+9°)(1+5%)7.9: — (1 + ¢)*7.79.] +
t TRaran [9°9-9: + 999-9- — 999.9- — 9°9.9-]

1 _ _ _ 2 9= __
~ VE(1+g9)" [(=49%)g:9: +2(1 +3°9°)9:9: — 2(1 + 5°6*)7.9: + (49")7.7:] +
t TRaran [9°9-9= + 999-9- — 999.9: — 9°9.9:)

1 _ 2 9 | o — =2 2 | o
= VRisar 20:9:(1+ 979" +299) ~29.9:(1+9°¢" + 299)

(1+g9)?
2
= (1+99)°(9:9. — 9.9-)
VE(1+g9)*(1+ g9)? [ |

2 2 2

= m (|gz| - |gz\ )
Portanto,
- (lg:P ~ lo.P)
como queriamos. [ |

Teorema 3.2.3. Se X : S — R3 € uma imersao com curvatura de Gauss positiva K,
entao o mapa de Gauss g satisfaz

g
4K 25—2 2z :Kz z Kg 2. 347
(g 99 1—|—gg) g: + Kzg (3.47)

Além disso, a curvatura de Gauss € determinada pelo mapa de Gauss, a menos de multi-
plicacao por constantes positivas.

Demonstracao. Como
(Xiz)2 = (Xi2)27 1= 172737

é equivalente a
(Xi.): — (Xi3), =0, paracada i =1,2,3,

consideremos inicialmente o caso 7 = 1, isto é

(Xlz)z - (Xlz)z = 0.
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Segue do Teorema 3.2.1 que

1

(X12): = m (1—3%)g. — (1— 92)%)_ Z
_ . . N
(X12): = m (1-9¢))g:—(1—7 )gz)_ K
Dessa forma, abrindo as expressoes de (X,); e (Xiz)., obtemos:
1 _9 2\ = —\2
(X12)z: = m [(1—3%)g: — (1 —¢°)g:]. VE(1+g9)* -
(1= 9. = (1= ¢3.) |[VE(L+99)*]

1 __ _ _ _ _
= m [—2995% + (1= 3%)g.5 + 299:. — (1 — 92)gz2} \/E(l +99)° —

(1-3%g:— (1 —4¢%)5:) {;\j’%(l +99)* + 2VEK (g:9 + 93:)(1 + g9) | (3.48)
1 2\~ 2 _\2
(X1z). = NGETL [(1—¢%)g: — (1 — g*)g:] . VE(1+ gg)° -

(1=9%g:— (1 —7°)9z) [\/?(1 + g?)QL
= m [_299z§2 + (1 - 92)§2z +299.9: — (1 - §2)92z} \/E(l + 99)2 -

Kz
WK

Subtraindo (3.49) de (3.48), obtemos uma expressao equivalente a (Xi,): — (X15), =0, a
saber:

((1— )3 — (1 - P)g2) [ (14 99)° + 2VE (9.5 + 93.)(1 + 97)]| - (3.49)

1

2KVE(1 + gg)*
+9:0:(29 — 29) + 2(1 — §%)g22) (1 + 99)* (K= [(1 — ¢*)g. — (1 — g%)g:] +
+K. [(1-¢%)5: — (1= §%)gz]) + 4K (1 + g5)((9:9 + 93z)

(1=913. — (1 = 5°)g:) + (9:9 + 93:) (1 = ¢*)3: — (1 = §°)gz)) = 0. (3.50)

2K (1+ 99)*(9:9:(—27 + 29) — 2(1 — ¢°)g.= +

Multiplicando ambos os membros da igualdade (3.50) por 2K+/K (1 + gg)?, obtemos
2K [2<1 - §2)9z2 - 2(1 - gz)gzi + (29 - 29)(9292 + gzgi)] +
K. [(1=g%)g: — (1= g%)gs] + K= [(1 - ¢°)3: — (1= 7%)g:] +

AK o ) o )
(9:99-(1 — ¢%) — 9:9(1 — *)g. + 99:(1 — ¢*)3. — 9G:(1 — G°)g.+

1+gg

9:99:(1 — ¢*) — 9.9(1 — 3*) gz + 93.-(1 — ¢*)g= — 93.-(1 — §¥)gz) = 0,
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que é equivalente a

1K [(1 - gQ)gzi - (1 - 92)g22} =+ 4K(g - g) [gigz + gzgi] +

K. [1—-9¢%)g:— (1 —3")g:) + K: [(1 — ¢%)g. — (1 — 5°)g:] +
4K

1+ gg

[g(l - 92)<95§z + gzgz) - g<1 - gZ)(gigz + gzgz} +
4K
1+g9g

[—2@(1 - §2)gzgz + 29(1 - 92)§Z§2] = 0. (351)
Mas

£_7(1 - 92)(92§z + gzgi) - 9(1 - §2)(§29z + gzgz)
(G29: + 9292)(5 — §9° — 9 + 99°) =
(929- + 9:9z) [9(1 + g9) — 9(1 +g9)] =

(9z9- + 9:92) [-(1 + 99)(9 — 9)] -

Portanto,
G(1 = 99)(9:9- + 9:3:) — 9(1 — §)(Gz9. + G-92) = —(1 + 93)(9 — 3)(Gz9. + =92). (3.52)

Substituindo (3.52) em (3.51), obtemos

AK [(1=g3)ges — (1= ¢2)gez] + K. [(1 = ¢7)g= — (1 — g%)gz] +

) ) 8K . .. -
K:[(1-9%g: — (1= 8")g:] + 5 + 97 [—9(1 = 3%)g:9: + 9(1 — ¢*)3.5z] = 0,

que é equivalente a

: ilzg (=9 —3%)9:9: + (9 — 6°)3.3:) + K. (1 — ¢*)g= — (1 — §%)g:) +

Kz (1=9%7. — (1= 3%)g.) +4K (1 — 3°)g:s — (1 — ¢°)g=z) = 0. (3.53)

Para os casos i = 2 e i = 3 obtemos, de maneira analoga a anterior e mediante as
adaptagoes necessarias, as seguintes igualdades:

8K . o _ i
T5d5 ((7+3%)9.9- + (9 + 6%)3.9:) + K. (1 + ¢)3= + (1 + 5%)gz) +

K: (14 6%+ (1+3)g.) — 4K (1 +3%)gsz + (1 + ¢%)g.z) =0 (3.54)

SK
1+g9g

(—=3°9:9: + 9°9.3:) + K.(93: — 99:) +
KE (ggz - ggz) + 4K<§gz2 - ggzz) - O, (355)

respectivamente.

Se de (3.53) subtrairmos (3.54), obtemos:
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8K
1+g9g

((_2§)gz92 + (_293)§z§2) + K, ((_292)§2 - 292) +
Kz ((=29%)= — 29:) + 4K (2922 + (29°)gzz) = 0. (3.56)
Por outro lado, multiplicando (3.55) por 2g, obtemos:

16Kg
14939

(—=3°9:9: + 9°3.3=) + 29K.(97: — Gg:) +
29K: (99 — 99-) + 8K g(g9.z — 9g.z) = 0. (3.57)

Somando (3.56) e (3.57), vem

16K
- gjzgzgz —2K.g9: — 2K:9, + 8K g.:+
14 gg
16Kg _ _ _ _
-3 ~93°9.9- — 2K.939- — 2K.939. + 8K ggg. = 0. (3.58)
+ 99
Logo,
16K B B B B B
1y gggzgzg(l +99) +8Kg.:(1 + gg9) = 2K.(g: + 999:) + 2K:(g. + 939.)-
Dai,
) 8K B B _
2(14g9) | 4Kg.: — T3 97799 ) = 2K.9:(1 + g9) + 2K:9.(1 + g9),

cuja simplificacao nos fornece

4K | g.z — QQZQZL_ = K.g: + Kzg.,
1+g9g

que é a expressao em (3.47).

Observe que a equagao conjugada de (3.47) é dada por

_ _ _ g Ké_ Kz_
4 <92z - 2gzgzrgg> = —0.+ 9= (3.59)

Reescrevendo (3.47) e (3.59), obtemos, respectivamente:

g
l Kz,§+1 ng - 4 2’2_232—7 360
(log K).g: + (log K):g (9 991+gg) (3.60)
_ _ _ 9
l K22+1 ng = 4 22_222—_ 361
(log K).g= + (log K)zg (g ggHgg) (3.61)

2 (lgz” = 1g:I7)
VE (1+ g9)?

é positivo, segue que |gz|* — |g.|* > 0.

Como p =
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Multiplicando (3.60) por g, e (3.61) por g., vem

_ _ _ _ g
lo Kzz2+ lo K;Ezz =1 zzé_szé—, ; 3.62
(log K).g.9z + (log K):g.g (gg gggl+gg) (3.62)
_ _ _ __ g
10 KZZZ+ 10 KEZZ — 4 222_22’22—_ . 363
(log K).9.9z + (log K)zg.g <gg 9991+g9) (3.63)

Subtraindo (3.63) de (3.62), obtemos

(log K)z (gzgz - gzgi) =4 <§zgz§ - gzgzz + 29292 1 + gg

Como §.g: = |g:|° € g.g= = |g.|*, substituindo essas igualdades em (3.64), obtemos
4 = - _ 929 — 9=9
(logK), = —5——7 (gzgzz — 0:0:5 + 29.5.——== ) . (3.65)
921 — 191" 1+gg

Portanto, K é determinado pela expressao (3.65), o que significa dizer que g determina
K, a menos de multiplicacao por constantes positivas.

Observagao 3.2.4. A equagao (3.65) € equivalente a (3.47). Mais do que isso, (3.47) €
satisfeita se, e somente se, (3.53), (3.54) e (3.55) sao satisfeitas.

Observagao 3.2.5. No teorema 3.2.3 temos que (3.47) é a condi¢do de integrabilidade

do sistema L .
0X, _ (1-79)9:—(1-9")g.
0z VE(1+ gg)?
0X; _ (1479 +(1+4)3.
0z VE(1+ gg)?
0Xs _ , _99:—99.
0z VE(1 + gg)%
o 1[0 .0 .
onde X = (X1,X5,X3), — === —i— |, dado pelo teorema 3.2.1. Pois, denotando
0z 2\0u Ov

X, = (X1, Xo,, X3.) por 0., temos que (3.47) € satisfeita se, e somente se, (3.53), (3.54)
e (3.55) sao satisfeitas, que é equivalente a

(Xi2): — (Xi5), =0, para cada i =1,2,3,

ou seja,

Dat,
[0.,0:] =0 (3.66)

isto €, o colchete de Lie dos campos vetoriais 0, O €s zero.
Assim, temos D : M — R uma distribucio de posto 2 na superficie (variedade) M, dada
por D(p) = span{0,,0z}, onde D(p) C T,M ¢é um subespago vetorial de dimensio 2 e z
¢ um parametro conformal para a sequnda forma fundamental ZT.

Portanto, de (5.66) temos que [0, 0z] (p) =0 € D(p), para todo p € M. Dessa forma,
a distribuicao D de posto 2 na superficie M € involutiva.



Capitulo 4

Sobre Existéncia e Unicidade

Comecaremos este capitulo definindo conceitos que costumam ser apresentados nos cursos
de Analise em R" e de Topologia (cf. [12], [17]). Também faremos uma breve introducao
aos mapas harmonicos (cf.[19]).

4.1 Abertos simplesmente conexos

O leitor que ja teve a oportunidade de trabalhar com nimeros reais (ou complexos)
certamente ja estd familiarizado com algumas propriedades sobre conjuntos abertos e
conexos. Convém definir, assim, o importante conceito de conjuntos abertos simplesmente
CONExXos.

Definicao 4.1.1. Diz-se que um conjunto aberto S C R™ € simplesmente conexo se é
conexo e qualquer linha fechada I' C S pode ser transformada continuamente num ponto
P € S, ou seja, se existe uma fun¢ao H : [0,1] x [0,1] — R™ continua, com as sequintes
propriedades:

(0,¢

1. H(0,t) = P; t€[0,1]
2. H(1,t) =~(t); t € [0,1]
3. H(s,0)

em que 7y : [0,1] — R™ € um caminho que descreve a linha T'. Nessas condigoes, diz-se
que a linha I' é homotopica a um ponto.

H(s,1); s € 0,1],

Exemplo 4.1.2. Qualquer conjunto S C R™ convexo é simplesmente conexo. S é convexo
se, dados dois pontos P € S e Q € S, entdo o segmento de reta [P, Q] estd contido em S.
Consideremos a fun¢ao H :[0,1] x [0,1] — R", definida por

H(s,t) =p+s(a(t) — P).

FEsta funcao estabelece a homotopia (deformagdo continua) entre uma linha qualquer fe-
chada T C S, descrita pelo caminho 7 : [0,1] — R™, e um ponto qualquer P fizo em S,
tal como se ilustra na Figura 4.1.
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P. \ . I\ S

Figura 4.1: Homotopia ou deformagao de uma linha fechada em um ponto.

Exemplo 4.1.3. Qualquer conjunto estrelado' é simplesmente conexzo: basta definir a
homotopia do mesmo modo que no exemplo anterior. Note que qualquer conjunto convexo
¢ uma estrela. Em particular, uma bola € uma estrela.

Exemplo 4.1.4. O conjunto R*\ {(0,0,0)} ndo é estrelado mas é simplesmente conezo.
Com efeito, qualquer linha fechada contida neste conjunto pode ser continuamente defor-
mada num ponto qualquer distinto da origem.

Figura 4.2: Conjunto estrelado.

Exemplo 4.1.5. O conjunto R? \ {(0,0)} nao é simplesmente conexo, pois dada uma
linha fechada em torno da origem nao € possivel deformd-la continuamente em um ponto.
No entanto, qualquer linha I fechada em torno da origem € homotdpica a circunferéncia

'Um conjunto S C R” diz-se estrelado, ou que é uma estrela, se existir um ponto P € S tal que o
segmento de reta [P, Q)] se encontra em S para qualquer ponto @ € S.
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centrada na origem e de raio igual a um. De fato, seja v : [0,1] — R? o caminho que
descreve a linha T'. Entao, a fungdo « : [0,1] — R?, definida por

_ (@)
(eIl

¢ um caminho que descreve a circunferéncia centrada na origem e de raio iqual a um.
Assim, a funcgdo

a(t)

H(s,t) = a(t) + s(v(t) — a(t))

estabelece a referida homotopia.

4.2 Mapas harmonicos

Nesta se¢ao, daremos uma atencao especial as aplica¢coes harmonicas. Veremos que as
aplicagoes harmonicas sao os pontos criticos de um funcional, os quais serao importantes
ferramentas para as proximas secoes.

Sejam M"™, N* duas variedades Riemannianas com métricas Riemannianas dada por

dst =Y gapdz®da®, dsh =" h(f(x))idu'du’
apf ij

respectivamente. Seja f : M™ — N* uma aplicacio diferencidvel.
Queremos encontrar uma forma quadratica em M que seja puxada da métrica de N.
Essa forma quadratica é denominada de pull-back e é definida da seguinte forma

frdsy) : (L,M)" — R
Vo= ff(ds}) (V) = dsy(df (V)

Em coordenadas locais, o pull-back é dado por

FHdsd) = D7 (S0 hu(F(2) 2585 ) dutdu’.

a7ﬁ

O pull-back é uma forma bilinear simétrica globalmente defida, que denotaremos por ¢(p);
p € M. Ou seja, fixado um ponto p € M, temos que
q(p) : T,M xT,M — R
(v,w) = q(p)(v,w) = (Av, w),
e A: T,M — T,M é um operador auto-adjunto. Sendo assim existe uma base {e1,--- ,e,}

de T,,M formada por autovetores de A. Sejam \;0s autovalores associados a e; e {wy, - - - , w, }
a base dual, entao temos que dado um vetor v € T, M, segue que

q(p)(v,v) = Z Ai(wi(v))?.

A energia da aplicacao f, denotada por |df|?, ¢ definida como o trago da forma quadratica
q(p), ou seja,

|df|*> = q(p) = ZA
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o ... 9 o _ 9 —
Observe que na base { e Bur }, temos que Aﬂ = 27 oy g onde o,y =
L,---,neaq €R
. 0 o ~
A matriz (a.,) representa A na base yTT . Vamos entao calcular o trA =
Y 8301 aﬂcn

27 a. Note que, por um lado

q(p) ( 5 ey ) = GayGra- (4.1)

) = Z hij (f g;‘; gz;. (4.2)
Usando as equagoes (4.1) e (4.2), temos que
Z oy Gya = Z hii (f gga gz;
.
Multiplicando por ¢"® e somando em 3, obtemos:

ou' Ou?
Z Zam B = Zzhw 3504 azﬁgw'

q(p) (

Dali,
(9u' o’
Zaw > hi(f(@) 55507
V58,8,3
Logo,
8u ou?
= S toa = 3 bl 95 55 (43
a V5858,J

é a representacao local da energia de uma aplicacao diferenciavel f : M — N.

Definigao 4.2.1. O funcional energia, denotado por E(f), € definido por

= /M \df|>d M.

Os pontos criticos do funcional E no espaco das aplicagoes sao chamados de aplicagoes
harmonaicas.

Sejam M e N duas superficies orientadas compactas sem bordo e v : M — N, onde as
coordenadas de M sao z = x +1iy e as coordenadas de N sdo u = uj +1ius. As métricas de
M e N sao dadas por ds2, = \(2) |dz|* e ds% = p(u(z))|du|?, respectivamente. Suponha
que u se anula fora da vizinhanca coordenada de M e suponha que sua imagem esteja
contida dentro da vizinhanca coordenada de N.

Usando a equagao (4.3), segue que a energia dessa aplicacao u é dada por:

|du|2 _ ZP(U(ZZ)) (|uz|2 n |uz|2> ‘ (4.4)
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Seja v = u+tn, em que n é uma fungao complexa C'> com suporte compacto. Entao,
p(v(z)) (2 2
E(v) = 2 . =) dM.
(v) /M A(2) (|U I+ foel )

Suponhamos que u seja uma aplicacao hamonica, ou seja, um ponto critico do funcional
energia. Temos entao que

d —_— —_ —
L (E()eg = 2 /M [pun + pam lu.)® + p (n.0= + u.7s)| dedy +

+ 2/ lpun + padl |uzl* + p (nstt: + uzn.)] dady
M

= / Re [pu] [u=|* + pu=n; + patl [uzl” + puz7, ] dwdy.
M

Observe que
(pu=M)z = (puuzT] + patizn) U, + pu.zN + puTs,

e
(puzm), = (puttaT] + pali=N) uz + puz1 + puzn,.
Usando o teorema de Stokes, temos que
/ (pu.7); dxdy = / (puz1), dedy = 0.
M M
Dali,
d e _ e _
T (BE@)ieg = 4| Re|paniul” + puTiz + patifusl” + pusT. ] dedy
M
= 4 / Re [(pu=7)z + (puzn), — 2puuzuzl] — 2pu.zT)| dody
M
= 8 / Re [(—putzuz — pusz) 7] dedy
M
= 0, Vn.
Portanto, concluimos que u é uma aplicacao hamonica se, e somente se,
uz + (logp), w.uz =0, (4.5)
ou
Uz, + (log p), uzu, = 0. (4.6)

Observe que chegamos a féormula usando coordenadas locais. No entanto, se trocamos
a carta em torno do ponto em M, através de calculos simples, mostra-se que a equacao
nao muda, isto é, a equacao da aplicagao hamonica independe da escolha da carta local
e, portanto, trata-se de uma férmula global.

No caso particular em que a superficie N seja S?, temos que

4
dsgs = — \du|2.
(1 + |ul )
———
=p(u(2))
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Logo,

log K) =P — (1+ Ju*)” ( 4 > _ 4+ uf?)”

—8 (1 + [ul’) a]
(1+[u]?)"
Dai,
27 27

log K) = = .

(4.7)

Dessa maneira, temos de (4.5) e (4.7) que u é uma aplicacdo hamonica se, e somente se,
u
1+ uu

= 0. (4.8)

Uyz — 2 UyUs

4.3 O teorema de existéncia e unicidade

Vejamos agora o resultado principal desta dissertacao. Mas antes, apresentaremos
uma interessante consequéncia que segue do Teorema 3.2.3.

Corolario 4.3.1. Seja X : M — R3 uma imersio em R®, com curvatura de Gauss
positiva K e mapa de Gauss g : M — CU {oo}. Entao, K é uma constante positiva se,
e somente se, g € um mapa harmonico para a estrutura conformal induzida pela sequnda
forma fundamental.

Demonstracao. Tendo em conta que

(o5 K), = = (4.9)

e a expresao (3.65) na demonstragdo do Teorema 3.2.3, dado por

4 _ _ _ 929 — gz9
(logK), = —5—— (gzgzz —9:0.2 +29.9.——— | .
lg:=” — |g-I* 1+ gg
. _ _ _ 929 — 929
Segue que, K é constante se, e somente se, §.¢.s — ¢.0.5 + QngZT =0
g9

Assim, considerando ésta equacao e sua conjugada nas incognitas g,z e 7,z, K é constante

é equivalente a
g
2z T 2 zYz 7 — =0.
(g 9Ty gg)

Assim, de (4.8) segue que g é um mapa harmonico.
|

Abordaremos agora o problema de obter condicoes sob as quais dadas uma superficie
M, N: M — S? C R? um mapa diferencidvel e K : M — R uma funcao positiva, exista
X : M — R? uma imersao em R? tais que N e K sejam o seu mapa de Gauss e sua
curvatura de Gauss, respectivamente, de M com estrutura conformal proveniente de sua
segunda forma fundamental.

Condicoes necessérias para a existéncia da imersao X : M — R? resultam imediata-
mente dos teoremas 3.2.1 e 3.2.3.

Agora, obteremos condigoes necessarias e suficientes para a existéncia de uma imersao
com curvatura de Gauss positiva em R?, em termos de seu mapa de Gauss e da estrutura
conformal da segunda forma fundamental.
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Teorema 4.3.2. Seja M uma superficie de Riemann simplesmente conexa e N : M —
S? ¢ R?® um mapa diferencidvel. Entdo existe uma imersao X : M — R3 com mapa de
Gauss N e tal que a estrutura conformal de M € a induzida pela sequnda forma funda-
mental se, e somente se,

lg=I” — |9 > 0, (4.10)

0 4 _ _ _ 99z — 99z
md 2 (— 2 (G — g+ 205,222 ) L 2o, am
{ (rgzw— PAE (929 9:9:=+ 20:0:7 o (4.11)

onde g é como em (3.6). Além disso, a imersdo € unica a menos de uma transformag¢ao
de similaridade’em R3 e pode ser recuperada usando as equacoes

T

| 2

_ [ pd 5047+ (14677,
X, = /R { 2 VE(L+ 077 d }+02, (4.12)

ggz - gg
Xy = /R€{4—Zdz}+c,
’ VE(1 + gg)? ’

onde

8 99z
logK /Re T 12 _ 112 9.9z — 920z +2gzgzu dz o + )‘7
921> — 19| 1+ 97

Ch, Cy, C3, X\ sao constantes reais e as integrais sao tomadas ao longo de um caminho de
um ponto fixado a um ponto que varia.

Demonstracao. Se M é uma superficie de Riemann com estrutura conformal dada pela
segunda forma fundamental de uma imersio X : M — R3 entao K > 0, pois de (3.3)

temos que,
2

_
_D Y
onde p é uma funcao positiva e D é um numero real negativo. Portanto,
9*(log K)
log K —_—
& 0Z0%

devem ser reais. Assim, de (3.65) obtemos

0 4 _ _ 99z — 99z
Im T2 .12 2Y2z zzz+2zzz—_ = 0.
{ (rgzw 92 (” T TR g

Mais do que isso, na demonstracao do Corolario 3.2.2, obtivemos a seguinte expressao

= (g~ 10:P)

Dai,
1g:° — |g.> > 0.

2As transformacoes de similaridade consistem de translacdes, rotacdes e mudanca de escala
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Por outro lado, do Teorema 3.2.1 temos que X, = (Xi., Xs., X3.) tal que

X, (1-7%g: —(1-¢%3.
0z VE(1 + gg)2

X, _ (1479 +(1+9%)7,
02 VE(1+ gg)?
9Xs _ , _99:— 99

0z VK(1+gg)*

Dessa forma,
X127 X22a X3z € Ca

ja que, de (3.30) g, € C. Dali, -
Xlz7X227X3z € C

Além disso, da andlise complexa temos que para j = 1,2, 3, se verifica

X+ Xj, =2Re {X,.}, (4.13)
onde, Re{.} denota a parte real de um nimero complexo.
o .0 _1(86 9\ _ 0 : -
Porém, X;, = Xz, pois 5% =3 <8u - z(%> =5 Assim, para j = 1,2, 3, obtemos
- o 0 0
ij+ij:ij+XjE: (a‘i‘%) Xj:%X] (414)
Logo, segue de (4.13) e de (4.14), que
0 .
5o X =Re{2X,.}, j=1,2.3. (4.15)

Portanto, como X; e X, sao continuas na superficie de Riemann M, com j = 1,2, 3,
integramos ambos os membros da expressdo (4.15). Assim, para j = 1,2, 3, obtemos

X, = /Re (2X,.} du+ C,
= /Re {2X,.dz} + C;, (pois dz = du + idv), (4.16)

onde, C, Cy, C3, sdo constantes reais. Dessa forma, de (4.16)obtemos a expressao (4.12).
Também, de maneira andloga, obtemos de (3.65) que

8 g: — 9=
IOgK = /Re T 12112 9.92z = 929z T nggzu dz o + )‘7
191* — 19:| 1449

onde, A\ é uma contante real.

Reciprocamente, seja g =

TN (N1 4+ iNs3) com N = (N, Ny, N3). Como M é uma
— V3

superficie de Riemann simplesmente conexa, entao pelo Lema 2.2.22 a equacao dada por

4 - - — 99z — 99=
(log K). = 7 E = o.l2 (gzgzz —9:9.= + QQZQZW : (4.17)
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tem solucad quando
0 ( 4 ( 99z — ggz) )
0z \|gz* — lg:[? 1+ g7

Porém, (4.18) é equivalente a (4.11), isto ¢,

0 4 _ _ _ 99z — 99z
Im {—_ (— (gzgzz — 9.0z +29.9, 7= = 0.
0z \ |g=1? — |g-|? 1+gg

Dessa forma, existe ¢ : S — R tal que K = e¥, satisfazendo (4.17).
Por outro lado, assuma primeiramente a existéncia de uma imersao X = (X, Xo, X3)
satisfazendo

X, _ (1-9%g.— (1 -4%7.
0z VE(1+ gg)2

0X, _ (1479 +(1+9%)7,
0z VK (1 + gg)?
9Xs _ , _99:— 99

0z VK(1+ gg)*

Vamos mostrar que z = u + 1w, ¢é um parametro conformal para a segunda forma
fundamental de M. De fato, como (N, N) =1, de (3.6) obtemos N a partir de g, isto é,

1
N = (N, No,Ny) = —— (g +G,—i(g—9),—1 + g7). 4.19
(N1, N2, N3) 1+gg(gg (9—79) 99) (4.19)
Logo, N, = (Ni,, Ns,, N3,) onde
1
N, = ——|[(1-7)9:+(1-9¢%)7.], (4.20)
(1+g9)°
—1
Ny, = —— [(14+7%)g9-— (1+9¢°)7.], (4.21)
(1+g9)°
2
N;, = —(9.9+49.). (4.22)
(1+g9)°
Dessa maneira,
N AN, = (N2N3, — N3Na,, NsNyi, — N1 N3, NyNo, — NoNy,), (4.23)

porém, de (4.19), (4.21) e (4.22) temos que

9 L L
NoNs, = ————(99:9+ 9°9. — 9:9° — G99.) ¢
(1+99)

1 _ _ _ _ _
—N3Ny, = ——[(14+9¢*)7.— (1+9%) 9. +999- (1 +7°) —g99. (1 + ¢%)] .
(14 g9)
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Assim,
NoN3, — N3No, = m (1+9¢°)7.— (1+7%) 9- — 29°7. + 29.7°] +

m [—999- +999. + 999-9° — 999.9°]

= m 9. —9:+9:9° — ¢°5.] +
m [999. — 999 + 99 (9-9° — 7.9%)]

= m [(1+99)9. — 1+ 99) 9. + (1 +g9) (9:7° — 9.9°) ]

= m (1 +99) (9. — 9: +9:9" — 5.9°)]

= G - n - (-7 el.

Procedendo de maneira analoga, obtemos as seguintes expressoes

N3Ny, — NiN3, = ————— [(1 + 3%)g. + (1 + ¢°)7
3V1 11V3 SENE [(14+7%)g.+ (1+¢%)7.] e
NiNy. — NyNp = — 2[4, — 54.]

14V2z 24Vl — (1+g§>2 .ggz 99| -
Portanto, de (4.23) segue que

X, = (X12, Xo., X3.) = —— N AN.. (4.24)

VK
Dali, ‘
(X.,N) = —— (N AN,,N) =0,

S

ou seja, N é ortogonal a X,. Logo, N é o mapa de Gauss.
Também, de (4.24) obtemos

l

X.,—N,) = NAN.,—N,) =0, 495
(X =Ny = = ( ) (425
Porém,
1
<Xz> _Nz> = Z<Xu - in; _Nu + ZNv>
1
= Z (<Xu> _Nu> + Z<XU7 Nv> + i<Xva Nu> - <Xva _Nv>)
1 o o
= g(e-if-if-i)
1
= Z_LQ (pois segue da expressao (2.18)). (4.26)

Dessa forma, temos de (4.25) e (4.26) que
Q@ =0,
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Observe que, da expressao obtida na demonstracao do Corolario 3.2.2, isto é,

2
p= —
V KGauss(l + Qg)

onde, Kgauss > 0 é a curvatura de Gauss de M. Conclui-se,

= (lg=I” = lg:1%) »

p >0, (poissegue de (4.10) que ]gg|2 — \gz|2 > 0).

Portanto, z é um parametro conformal, ou seja, a estrutura conformal de M é a segunda
forma fundamental.
Por outro lado, temos de (3.3) que

2
Kaauss = —% ,onde D = |P|2 — N <0.
Também, de (3.27) segue que

l

X,=——
V KGauss

N AN.. (4.27)

Assim, de (4.24) e (4.27) obtém-se

1 1
- N AN, (4.28)
(\/ K V KGauss>
mas, N A N, # 0, pois X, # 0. Logo,
K = KGauss>

ou seja, K é a curvatura de Gauss de M.
Finalmente, queremos mostrar a existéncia da solucao da EDP de primeira ordem,
dada por

A m (1-9%)g. — (1 = ¢*)7., =i (1 +7°)g- + (1 + ¢))7.) , 2 (99- — ?§z>);
4.29

na superficie simplesmente conexa M. Para fazer isso, usaremos o Teorema de Frobenius,
ou seja, precisamos provar que

[X2’7 Xg] — 0

Porém, da Observagao 3.2.5 essa condigdo é equivalente a que (3.47) é a condi¢do de
integrabilidade da EDP (4.29). Agora, da observacao 3.2.4, é ficil verificar que (4.17)
(ou equivalentemente, (3.47)) é a condicao de integrabilidade da EDP (4.29). Mas, como
(4.11) é equivalente a (4.18) o qual garante a existéncia da solu¢ao da equagao (4.17).
Dai, segue que existe a solu¢ad da EDP (4.29).

Além disso, se X', X2 : M — R? sao duas imersoes como acima com curvatura de
Gauss K e Ky respectivamente, entdo (log K1), = (log K»). e K; = rK, para alguma
constante positiva r. Assim, X2 = /r X! ¢ X?=/r X' +¢, c € R3. |

Como uma consequéncia do Teorema 4.3.2, obtemos o seguinte resultado:
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Corolario 4.3.3. Seja M uma superficie de Riemann simplesmente conexa. FEntao, M
pode ser imersa em R3 com mapa de Gauss N e curvatura de Gauss constante tal que a
estrutura conformal de M ¢ dada por sua sequnda forma fundamental se, e somente se,
eziste um difeomorfismo local harménico de M em S2.

Demonstragdao. Se X : M — R? é uma imersao com curvatura de Gauss K, onde M ¢é uma
superficie de Riemann com estrutura conformal dada por sua segunda forma fundamental.
Entao, K deve ser positiva.
Consequentemente, N é um difeomorfismo local, pois K = det(dN). Mais do que isso, do
Corolario 4.3.1 segue que N : M — S? deve ser harmoénico.

Reciprocamente, se N : M — S? é um difeomorfismo local harmoénico. Entao, fazendo
N = (Ny, N, N3) obtemos g = 1_;]\/_3 (N7 +iNy). Assim, (gzz — ZQZQZ%@) =0eco
sistema de equagoes lineares nas incognitas (log K), e (log K);, dado por

g
lo Kzg—’— lo ng = 4 z2_225—— 9
(log K).g= + (log K)zg (g ggl+gg)

_ _ _ __ 4

(log K).gz + (log K)z5. = 4 (gzz 29927 +gg> ,
tem solugao Unica se, e somente se, a discriminante do sistema ¢:g. — ¢.gs é diferente de

zero, isto é,(usando —N em vez de N, se necessario), |gz|*> — |g.|* > 0.
Por outro lado, como M ¢é simplesmente conexo, entao existe ¢ : S — R tal que
K = e¥, satisfazendo (3.65) se, e somente se, (4.11) é satisfeita. Portanto, do teorema
4.3.2 segue que a imersao pode ser calculada usando (4.12) e do sistema dado acima
obtemos que (log K), = 0. Dessa forma, a curvatura de Gauss K deve ser uma constante
positiva. |
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