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RESUMO

DIMENSÃO DE HAUSDORFF EM GRUPOS PRO-P COM APLICAÇÕES EM

GRUPOS ANALÍTICOS P-ÁDICOS

Arbey Efren Lopez Garcia

Orientador: Ilir Snopche

Resumo da Dissertação de Mestrado submetida ao Programa de Pós-graduação do

Instituto de Matemática, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ, como parte

dos requisitos necessários a obtenção do titulo de Mestre em Matemática.

O principal objetivo deste trabalho é o estudo da dimensão de Hausdorff para grupos

pro-p, com um foco especial na classe de grupos anaĺıticos p-ádicos. Este trabalho mostra

que além de fractais, também grupos pro-p têm uma dimensão de Hausdorff interessante.

Isto é posśıvel uma vez que grupos pro-p podem ser tornados espaços métricos com respeito

de alguma escolha de filtração no grupo. A dimensão de Hausdorff é uma ferramenta muito

útil na avaliação da estrutura de subgrupos de grupos onde a estrutura é complicada e

longe de ser transparente. Foi Abercrombie que iniciou o estudo da dimensão de Hausdorff

para grupos profinitos. Os resultados mais interessantes foram obtidos no artigo seminal

de Barnea e Shalev, no qual este trabalho é baseado.

No primeiro caṕıtulo deste trabalho apresentamos a teoria básica de grupos profinitos

e grupos pro-p. No caṕıtulo 2, estudamos os principais resultados relativos às classes de

grupos pro-p powerful e de grupos anaĺıticos p-ádicos, respectivamente. Em seguida, no

terceiro caṕıtulo, cobrimos as propriedades básicas da dimensão de Hausdorff para gru-

pos profinitos. O último caṕıtulo aborda o estudo da dimensão de Hausdorff na classe de

grupos pro-p anaĺıticos p-ádicos e contém os principais resultados deste trabalho. Mostra-

mos que a dimensão de Hausdorff de um subgrupo fechado de um grupo pro-p anaĺıtico

p-ádico generaliza o conceito de dimensão em um grupo de Lie. Além disso, damos uma

caracterização de grupos pro-p anaĺıticos p-ádicos em termos de dimensão de Hausdorff.

Palavras-chave: Algebra, Grupos Profinitos, Grupos anaĺıticos.

Rio de Janeiro

Agosto de 2016
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ABSTRACT

HAUSDORFF DIMENSION OF PRO-P GROUPS WITH APPLICATIONS IN

P-ADIC ANALYTIC PRO-P GROUPS

Arbey Efren Lopez Garcia

Orientador: Ilir Snopche

Abstract da Dissertação de Mestrado submetida ao Programa de Pós-graduação do

Instituto de Matemática, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ, como parte

dos requisitos necessários a obtenção do titulo de Mestre em Matemática.

The main purpose of this work is the study of Hausdorff dimension for pro-p groups,

with a special focus on the class of p-adic analytic pro-p groups. This work illustrates

that besides fractals, also pro-p groups have an interesting Hausdorff dimension. This is

possible since pro-p groups can be made into metric spaces with respect to some choice

of filtration on the group. It turns out that Hausdorff dimension is a very useful tool

in assessing the subgroup structure of groups where the structure is complicated and far

from transparent. It was Abercrombie who initiated the study of Hausdorff dimension

for profinite groups. The most interesting results were obtained in the seminal paper of

Barnea and Shalev, on which this work is based.

In the first chapter of this work we present the basic theory of profinite groups and pro-

p groups. In chapter 2 we study the main results regarding the classes of powerful pro-p

groups and p-adic analytic pro-p groups, respectively. Next, in the third chapter, we cover

the basic properties of Hausdorff dimension for profinite groups. The last chapter covers

the study of Hausdorff dimension in the class of p-adic analytic groups and contains the

main results of this work. We show that the Hausdorff dimension of a closed subgroup of a

p-adic analytic pro-p group generalises the concept of dimension in a Lie group. Moreover,

we give a characterization of p-adic analytic pro-p groups in terms of Hausdorff dimension.

Key-words: Algebra, Profinite Groups, Analytic Groups, Hausdorff dimension.
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Introdução

Grupos profinitos são grupos topológicos compactos e totalmente desconexos, que apa-

recem naturalmente como grupos de Galois de extensões de corpos. Tais grupos podem

também ser pensados como limites inversos de grupos finitos. Uma subclasse particular-

mente interessante e importante dos grupos profinitos é a classe de grupos pro-p. Um

grupo pro-p é um grupo profinito em que todo subgrupo aberto normal tem ı́ndice igual

a uma potência de um primo p. Em outras palavras, um grupo pro-p é o limite inverso

de um sistema inverso de p-grupos finitos. Os grupos pro-p na classe de grupos profinitos

têm um papel análogo ao dos p-grupos na classe dos grupos finitos.

Quando se lida com grupos profinitos ou grupos pro-p parece útil ter uma ferramenta

que mede o tamanho dos subgrupos de um grupo dado. Claramente, no caso de grupos

finitos, a cardinalidade é uma medida natural. Grupos pro-p, grupos profinitos e grupos

compactos em geral, possuem uma medida de Haar invariante, que pode ser usado para

medir o tamanho de subconjuntos. No entanto, a medida de Haar não é muito informativa

e útil quando aplicada a subgrupos de um grupo compacto, pois todos os subgrupos

fechados de ı́ndice infinito têm medida de Haar 0, e a medida de Haar (normalizada) de

um subgrupo aberto é simplesmente o inverso do seu ı́ndice. De modo que ao estudar os

subgrupos fechados de grupos profinitos e de grupos pro-p que não são abertos, pode ser

usado a dimensão de Hausdorff.

O principal objetivo deste trabalho é o estudo da dimensão de Hausdorff para grupos

pro-p. Este trabalho mostra que além de fractais, também grupos pro-p têm uma dimensão

de Hausdorff interessante. Isto é posśıvel uma vez que grupos pro-p podem ser tornados

espaços métricos com respeito de alguma escolha de filtração no grupo. A dimensão de

Hausdorff é uma ferramenta muito útil na avaliação da estrutura de subgrupos de grupos

onde a estrutura é complicada e longe de ser transparente. Foi Abercrombie que iniciou

o estudo da dimensão de Hausdorff para grupos profinitos (veja [1]). Os resultados mais

interessantes foram obtidos no artigo seminal de Barnea e Shalev (veja [2]), no qual

este trabalho é baseado. O nosso foco vai ser nas aplicações da dimensão de Hausdorff

para o estudo de grupos anaĺıticos p-ádicos. Um grupo anaĺıtico p-ádico é uma variedade

anaĺıtica p-ádica que também é um grupo, onde as operações do grupo são dadas por



funções anaĺıticas.

No primeiro caṕıtulo deste trabalho apresentamos a teoria básica de grupos profinitos

e grupos pro-p, seguindo os livros [11] e [3]. Primeiramente, fazemos uma revisão de

grupos topológicos e limites inversos. Em seguida, introduzimos os conceitos de grupos

profinitos e pro-p através de limites inversos e estudamos as suas propriedades básicas.

Também consideramos alguns exemplos, incluindo os inteiros p-ádicos. No caṕıtulo 2,

estudamos os principais resultados relativos às classes de grupos pro-p powerful e de

grupos anaĺıticos p-ádicos, respectivamente. Primeiramente, introduzimos o conceito de

p-grupo finito powerful e constrúımos gradualmente a teoria da estrutura de p-grupos

finitos powerful. Em seguida, introduzimos os grupos pro-p powerful e estudamos as suas

propriedades, usando a teoria da estrutura de p-grupos finitos powerful. Finalmente,

nesse caṕıtulo, apresentamos e estudamos os grupos anaĺıticos p-ádicos. Em particular,

damos uma caracterização de grupos anaĺıticos p-ádicos como grupos topológicos que

contem um subgrupo aberto que é um grupo pro-p powerful. A principal referência nesse

caṕıtulo é o livro [3]. No caṕıtulo 3 cobrimos as propriedades básicas da dimensão de

Hausdorff para grupos profinitos. O último caṕıtulo aborda o estudo da dimensão de

Hausdorff na classe de grupos pro-p anaĺıticos p-ádicos e contém os principais resultados

deste trabalho. Mostramos que a dimensão de Hausdorff de um subgrupo fechado de um

grupo pro-p anaĺıtico p-ádico generaliza o conceito de dimensão em um grupo de Lie.

Além disso, damos uma caracterização de grupos pro-p anaĺıticos p-ádicos em termos de

dimensão de Hausdorff. A principal referência nos caṕıtulos 3 e 4 é o artigo [2].
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Caṕıtulo 1

Grupos profinitos e pro-p

Um grupo profinito é o limite inverso de um sistema inverso de grupos finitos. Equiva-

lentemente, um grupo profinito é um grupo topológico compacto, Hausdorff e totalmente

desconexo. Um grupo pro-p é um grupo profinito em que todo subgrupo aberto normal

tem ı́ndice igual a uma potência de um primo p. Os grupos pro-p na classe de grupos pro-

finitos têm um papel análogo ao dos p-grupos na classe dos grupos finitos. Nesse caṕıtulo

apresentamos a teoria básica de grupos profinitos e grupos pro-p, seguindo os livros [11]

e [3].

1.1 Preliminares topológicos

Um conjunto X e uma famı́lia de subconjuntos U de X é um espaço topológico (X,U)

se e somente se U é fechado sobre uniões quaisquer, fechada sobre intersecções finitas e

Ø, X pertencem a U . Nesse caso U é chamado de topologia de X e um elemento de U é

chamado conjunto aberto. Um conjunto é fechado se o seu complemento é aberto. Dado

um subconjunto W de X, o fecho W de W é o menor conjunto fechado contendo W .

Dizemos que W ⊆ X é denso em X se W = X.Uma vizinhança de x em X é um aberto

contendo x. Uma base B de um espaço topológico (X,U) é uma subfamı́lia de U , tal

que para todo aberto V existe W em B tal que W ⊂ V . Uma Base de vizinhanças ou

sistema fundamental de vizinhanças de U em x ∈ X é uma subfamı́lia de vizinhanças

Bx de x tal que se V é um aberto contendo x, então existe W em Bx tal que W ⊂ V .

Qualquer conjunto X pode ser considerado como um espaço topológico, considerando

a topologia discreta U = P(X).

Se Y é um subconjunto de um espaço topológico (X,U), então Y pode ser considerado

como um subespaço topológico, com a topologia induzida (os abertos de Y são da forma

Y ∩W , onde W é um aberto de X).

Um espaço topológico X é compacto, se para qualquer famı́lia de abertos {Uα|α ∈ Λ}



cuja união é X, existe uma subfamı́lia finita Uα1 , ..., Uαn cuja união é X.

Um espaço topológico X é Hausdorff se para cada dois elementos x, y ∈ X existem

vizinhanças U, V de x, y, tais que U ∩ V = Ø. Se X for Hausdorff, então cada x ∈ X é

fechado.

Um espaço topológico X é conexo se não se pode escrever como a união disjunta de

dois abertos não vazios. Dizemos que X é totalmente desconexo se todo subespaço

conexo de X tem no máximo um elemento.

Lema 1.1.1. Seja X um espaço Hausdorff, compacto e totalmente desconexo. Então todo

aberto de X é uma união de conjuntos que são simultaneamente abertos e fechados.

Dados dois espaços topológicos X, Y , dizemos que uma função f : X → Y é uma

função cont́ınua se a preimagem de cada aberto em Y é um aberto em X. Dada uma

famı́lia de espaços topológicos {Xλ|λ ∈ Λ} o produto cartesiano se define como∏
λ∈Λ

Xλ := {(xλ)λ∈Λ|xλ ∈ Xλ} .

A função

πµ :
∏

Xλ → Xµ

dada por

πµ((xλ)λ∈Λ) := xµ

é chamada de função projeção. O conjunto produto cartesiano
∏
λ∈Λ

Xλ junto com a

menor topologia, tal que as aplicações projeções são cont́ınuas, é chamado de produto

topológico.

Proposição 1.1.2. [11, Teorema 0.2.1] Seja {Xλ|λ ∈ Λ} uma famı́lia de espaços to-

pológicos.

(i) Se cada Xλ é Hausdorff, então o produto topológico
∏
λ∈Λ

Xλ também é Hausdorff.

(ii) Se cada Xλ é totalmente desconexo, então o produto topológico
∏
λ∈Λ

Xλ também é

totalmente desconexo.

(iii) Se cada Xλ é compacto, então o produto topológico
∏
λ∈Λ

Xλ também é compacto.

Um grupo topológico G é um espaço topológico que tem uma estrutura de grupo,

tal que o mapa G×G→ G : (x, y) 7→ xy−1 é cont́ınuo.

Lema 1.1.3. [11, Lema 0.3.1] Seja G um grupo topológico.
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(i) Todo subgrupo aberto de G é fechado e todo subgrupo fechado de ı́ndice finito é

aberto. Se G é compacto, então todo subgrupo aberto tem ı́ndice finito.

(ii) Se H é um subgrupo de G contendo um conjunto aberto não vazio, então H é um

subgrupo aberto.

(iii) Se H é um subgrupo de G e K é um subgrupo normal de G, então H é um subgrupo

topológico com a topologia induzida, e G/K é um grupo topológico com a topologia

quociente.

(iv) O grupo G é Hausdorff se e somente se {1} é fechado. Em particular, G/K é

Hausdorff se e somente se K é fechado em G.

(v) Se G é totalmente desconexo, então é Hausdorff.

Lema 1.1.4. Seja G um grupo topológico. Se Y é um subconjunto aberto e fechado que

contem a identidade 1, então Y contem um subgrupo aberto e normal.

Proposição 1.1.5. [11, Proposição 0.3.3] Seja G um grupo topológico compacto e total-

mente desconexo.

(i) Todo subconjunto aberto de G é uma união de classes laterais de subgrupos normais

abertos.

(ii) Um subconjunto de G é aberto e fechado se e somente se é a união de um número

finito de classes laterais de subgrupos normais abertos.

(iii) Se X é um subconjunto de G, então o fecho topológico X satisfaz

X =
⋂

(NX|N é um subgrupo normal aberto de G ).

1.2 Inteiros p-ádicos

Seja Q o corpo de números racionais e seja p um número primo fixo. Dado um número

racional x 6= 0, podemos escrever x de maneira única como

x = pn
a

b

com n, a, b ∈ Z, b > 0, mcd(a, b) = 1 e p - ab. Nesse caso definimos a função

vp : Qx → Z, tal que vp(p
na

b
) = n.

A função vp é uma valorização discreta sobre Q, i.e., satisfaz:

5



(i) vp(xy) = vp(x) + vp(y).

(ii) vp é sobrejetiva.

(iii) vp(x+ y) ≥ min{vp(x), vp(y)} para todo x, y ∈ Q, com x+ y 6= 0.

Agora que temos uma valorização sobre Q, podemos definir uma norma sobre Q, dada

por

|x|p =

p−vp(x), x 6= 0

0, x = 0.

Não é dif́ıcil de ver que |.|p satisfaz as propriedades de uma norma sobre Q. Mais

precisamente, |.|p é uma norma não arquimediana, i.e., |x + y|p ≤ max {|x|p, |y|p} para

todo x, y ∈ Q. Consideramos seqüencias de Cauchy com respeito a esta norma. E

definimos duas seqüencias de Cauchy {ai} e {bi} equivalentes se |ai − bi| → 0 quando

i → 0. O completamento de Q é o conjunto de classes de equivalência de seqüencias de

Cauchy.

Podemos ver facilmente que este completamento é um corpo, denotado por Qp e cha-

mado de números p-ádicos. O corpo Qp é completo, i.e., todas as seqüencias de Cauchy de

elementos de Qp são convergentes. Os racionais podem ser identificados com um subcorpo

de Qp que consiste das seqüencias de Cauchy constantes.

Definimos uma norma sobre Qp, como uma extensão da norma |.|p em Q, na forma

seguinte: para x ∈ Qp

|x|p := lim
i→∞
|xi|p, onde, xi ∈ Q

e (xi) é uma seqüencia de Cauchy tal que lim
i→∞

xi = x. O subconjunto de Qp, denotado

por Zp e definido por

Zp = {x ∈ Qp | |x|p ≤ 1},

é chamado o anel de inteiros p-ádicos. Não é dif́ıcil mostrar [7, Teorema 2, pagina 11]

que x ∈ Zp se e somente se existe uma sequência de Cauchy da forma x = {ai} tal que:

(i) 0 ≤ ai ≤ p− 1, para i = 1, 2, . . ..

(ii) ai ≡ ai+1 mod pi, para i = 1, 2, . . ..

Portanto podemos identificar Zp com o seguinte conjunto

Zp = {
∞∑
n=0

anp
n | 0 ≤ an ≤ p− 1}.

6



1.3 Limites inversos

Um conjunto dirigido é um conjunto parcialmente ordenado não vazio (I,≤) com a pro-

priedade que para todo i1, i2 ∈ I existe i3 ∈ I tal que i1 ≤ i3, i2 ≤ i3.

Definição 1.3.1. Um sistema inverso (Xi, ϕij, I) de espaços topológicos (grupos, grupos

topológicos, anéis, etc.) indexado por um conjunto dirigido (I,≤) é uma famı́lia (Xi | i ∈
I) de espaços topológicos (grupos, grupos topológicos, anéis, etc.) e funções cont́ınuas

(homomorfismos de grupos, homomorfismos cont́ınuos, homomorfismo de anéis, etc.) ϕij :

Xj → Xi para cada i ≤ j que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) ϕii = IdXi para cada i ∈ I;

(ii) ϕik = ϕijϕjk para cada i ≤ j ≤ k, i.e., o seguinte diagrama comuta.

Xk

ϕjk //

ϕik   

Xj

ϕij~~
Xi

Definição 1.3.2. Dado um sistema inverso (Xi, ϕij, I), uma famı́lia compat́ıvel (X,ψi) é

um espaço topológico X e mapas cont́ınuos ψi : X → Xi, tais que ψi = ϕijψj.

Definição 1.3.3. O limite inverso de um sistema inverso (Xi, ϕij, I) é uma famı́lia com-

pat́ıvel (X,ψi) que satisfaz a seguinte propriedade universal: se (Y, φi) é uma outra famı́lia

compat́ıvel de (Xi, ϕij, I), então existe um único mapa continuo τ : X → Y tal que

ψi = φiτ para todo i ∈ I, i.e., o seguinte diagrama é comutativo.

X τ //

ψi   

Y

φi~~
Xi

Proposição 1.3.4. Seja (Xi, ϕij, I) um sistema inverso.

(i) Seja X o subconjunto do produto cartesiano (com a topologia induzida)
∏

i∈I Xi dado

por

X := {(xi) ∈
∏
i∈I

Xi|ϕji(xi) = xj se i ≥ j}

e considere os mapas

πi|X : X → Xi,

onde πi :
∏

j∈I Xj → Xj são as projeções. Então (X, πi) é o limite inverso do

sistema inverso (Xi, ϕij, I).

7



(ii) O limite inverso é único no seguinte sentido: Se (X,ψi) e (Y, φi) são limites inversos

do sistema inverso (Xi, ϕij, I), então existe um único homeomorfismo τ : X → Y ,

tal que ψi = φiτ para todo i ∈ I.

O limite inverso de um sistema inverso (Xi, ϕij, I) vai ser denotado por:

X = lim
←
Xi.

Proposição 1.3.5. Seja (Xi, ϕij, I) um sistema inverso e seja X = lim
←
Xi o seu limite

inverso.

(i) Se cada Xi é Hausdorff, então X também é Hausdorff.

(ii) Se cada Xi é totalmente desconexo, então X também é totalmente desconexo.

(iii) Se cada Xi é compacto, então X também é compacto.

Proposição 1.3.6. [5] Seja (Xi, ϕij, I) um sistema inverso de espaços compactos, Haus-

dorff e não vazios. Então o limite inverso

X = lim
←
Xi

também é não vazio.

Seja G um grupo e I uma familia de subgrupos normais de ı́ndice finito. Definimos

M � N se N ≤M . Se M,N ∈ I e M � N , então seja

ϕMN : G/N → G/M o epimorfismo natural.

Então {G/N,ϕMN} é um sistema inverso de grupos finitos. O limite inverso deste sistema

inverso de grupos finitos é conhecido como completamento pro-I e é denotado por ĜI .

Quando I consiste de todos os subgrupos normais de ı́ndice finito de G dizemos que ĜI é

o completamento profinito de G, e denotamos ĜI por Ĝ.

Exemplo 1.3.7. Consideremos o grupos dos números inteiros Z. A familia I de todos

os subgrupos normais de ı́ndice finito é dada por {nZ}n∈N. Então nZ ≤ mZ ⇔ m|n ⇔
mZ � nZ. Se mZ � nZ definimos

ϕmn : Z/nZ→ Z/mZ

ϕmn : x mod n 7→ x mod m.

Claramente (ϕmn,Z/nZ,�) é um sistema inverso, e o limite inverso Ẑ = lim
←

Z/nZ é o

completamento profinito de Z.
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Exemplo 1.3.8 (Os inteiros p-ádicos como um limite inverso). Seja p um primo fixo.

Consideramos o conjunto I = N com a ordem usual. Os grupos finitos {Z/piZ}i∈N, junto

com os epimorfismos naturais ϕij : Z/pjZ → Z/piZ, formam um sistema inverso. Pela

Proposição 1.3.4, o limite inverso do sistema inverso (ϕij,Z/piZ) é igual a

lim
←

Z/pnZ =

{
(an) ∈

∞∏
n=1

Z/pnZ | ϕmn(an) = am para todo m ≤ n

}
. (1.1)

Seja x = (an) um elemento de lim
←

Z/pnZ. Então os inteiros an satisfazem:

a2 ≡ a1 mod p

a3 ≡ a2 mod p2

an+1 ≡ an mod pn

Já que a1 ∈ Z/pZ, temos que 0 ≤ a1 ≤ p− 1. Pegamos b0 := a1. Como a2 ≡ a1 mod p,

segue que existe um inteiro b1, tal que 0 ≤ b1 ≤ p − 1 e a1 = b0 + b1p. Por indução,

existem inteiros {bm} entre 0 e p − 1 satisfazendo an = b0 + b1p + . . . + bnp
n. Assim,

cada elemento do limite inverso ( 1.1) pode ser identificado com uma expressão da forma
∞∑
i=1

bip
i. Portanto

Zp = lim
←

Z/pnZ.

Podemos definir operações de soma e multiplicação em Zp, que o tornam um anel. Por

isso Zp é chamado o anel de inteiros p-ádicos. O anel Zp tem incontáveis elementos. O

anel Zp contem uma copia de Z, e todos os seus ideais não nulos são da forma pnZp para

algum n ∈ N. O ideal pZp é o único ideal maximal de Zp.

1.4 Grupos profinitos

Cada grupo finito munido com a topologia discreta pode ser considerado como um grupo

topológico. Tomando o limite inverso de grupos finitos obtemos um grupo topológico

profinito. O nosso objetivo é dar uma caracterização de grupos profinitos, e notar como é

que eles herdam muitas das propriedades de grupos finitos, como por exemplo o Teorema

de Lagrange e o Teorema de Sylow.

Definição 1.4.1. Um grupo profinito é o limite inverso de um sistema inverso de grupos

finitos.

Uma caracterização de grupos profinitos é que são grupos topológicos compactos,
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Hausdorff, e totalmente desconexos. Por tanto suas propriedades são meramente to-

pológicas.

Teorema 1.4.2. As seguintes condições sao equivalentes.

(i) G é um grupo profinito.

(ii) G é um grupo topológico compacto, Hausdorff e a familia de subgrupos normais e

abertos formam uma base de vizinhanças da identidade 1.

(iii) G é um grupo topológico compacto, Hausdorff, e totalmente desconexo.

Demonstração. (1⇒ 2) Seja G um grupo profinito. Então

G = lim←−−
i∈I

Gi

onde {Gi, ϕij, I} é um sistema inverso de grupos finitos Gi, com homomorfismos as

projeções

ϕi : G→ Gi.

Considere os subgrupos {Ui | Ui = Ker(ϕi)} de G. Os subgrupos Ui são abertos, pois

Gi tem a topologia discreta, e os subgrupos Ui são normais, pois são núcleos de homo-

morfismos. Vamos mostrar que eles formam uma base de vizinhanças do 1 em G. De

fato, qualquer aberto de
∏

i∈I Gi contem uma vizinhança do {1} do produto topológico,

da forma ( ∏
i 6=i1,...,it

Gi

)
× {1}i1 × . . .× {1}it ,

com i1, ..., it ∈ I. Seja i0 ≥ i1, ..., it. Então

G ∩

[(∏
i 6=i0

Gi

)
× {1}i0

]
= Ker(ϕi0) = Ui0

são vizinhanças do {1} em G.

(2 ⇒ 3) Para ver que G é totalmente desconexo, basta mostrar que a componente

conexa N da identidade em G é {1}. Seja {Ui} uma base de vizinhanças do {1}. Tomamos

Ni = Ui∩N para cada i. Os subgrupos Ni são abertos normais em N , e como N é conexo

N = Ni para todo i. Então

N =
⋂
i

Ni =
⋂
i

N ∩Ni = N
⋂
i

Ni = N ∩ {1},

e por isso N = {1}.
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(3⇒ 1) Proposição 1.1.7 do Wilson [11].

Seja G um grupo profinito. Então os seguintes fatos são facilmente demonstrados.

(i) Todo subgrupo aberto possui um subgrupo normal aberto.

(ii) A familia de todos os subgrupos abertos de G, tem intersecção {1}.

(iii) Um subconjunto é aberto se e somente se é união de classes laterais de subgrupos

abertos e normais.

(iv) Seja H um subgrupo aberto de um grupo profinito G. Então H é fechado, de ı́ndice

finito e contém um subgrupo aberto normal de G.

Seja G grupo topológico. Se X é um subgrupo aberto de G, subgrupo fechado de G,

subgrupo normal aberto de G, subgrupo normal fechado de G, vamos escrever X ≤o G,

X ≤c G ,X Co G e X Cc G, respectivamente.

Uma das principais riquezas dos grupos profinitos é que herdam muitas das proprieda-

des de grupos finitos. Facilmente podemos demonstrar análogos ao Teorema de Lagrange

e ao Teorema de Sylow, entre outros.

Consideremos um grupo profinito

G = lim←−−
i∈I

Gi

onde cada Gi é um grupo finito. Se G for infinito então a cardinalidade de G nos da

pouca ou nada de informação. Por isso existe uma noção de ordem em grupos profinito

que reflete de maneira global as propriedades aritméticas dos grupos finitos Gi. Para in-

troduzir este novo conceito precisamos da noção de números supernaturais. Um número

supernatural é um produto da forma

n =
∏
p

pn(p)

onde p atravessa todos os números primos e n(p) é um inteiro não negativo ou infinito.

Dado um outro número supernatural

m =
∏
p

pn(p),

diz-se que m divide n, notado por m|n, se m(p) ≤ n(p) para cada primo p.
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Dada uma familia de números supernaturais

{ni =
∏
p

pn(p,i) | i ∈ I}

definimos o produto, o mı́nimo múltiplo comum m.m.c e o máximo comum divisor m.c.d,

respectivamente, na forma seguinte:∏
i∈I

ni =
∏
p

psp , onde sp =
∑
i∈I

{n(p, i)}

m.m.c({ni}i∈I) =
∏
p

psp , onde sp = max
i
{n(p, i)}

m.c.d({ni}i∈I) =
∏
p

psp , onde sp = min
i
{n(p, i)}

Definição 1.4.3. Seja G um grupo profinito e H um subgrupo fechado de G. O ı́ndice

de H em G se define como

|G : H| = m.m.c{|G : U | | H ⊆ U Co G} = m.m.c{|G/U : HU/U | | U Co G}

A ordem de G é definido por

|G| = |G : 1| = m.m.c{|G : U | | U Co G}.

O seguinte teorema é o Teorema de Lagrange para grupos pro-finitos

Teorema 1.4.4. Seja G um grupo pro-finito. Se K ≤c H ≤c G, então

|G : K| = |G : H||H : K|.

Seja G um grupo profinito. Se diz que um subconjunto X ⊂ G gera topologicamente

G, se G = 〈X〉 onde 〈X〉 é o subgrupo gerado por X como grupo. Se X é finto, então

dizemos que G é finitamente gerado. Denotamos por d(G) o tamanho do menor conjunto

que gera G.

Proposição 1.4.5. Seja G um grupo profinito finitamente gerado. Se H é um subgrupo

aberto de G, então H é também finitamente gerado.

Seja G um grupo profinito finitamente gerado. Pela proposição anterior todo subgrupo

aberto H de G é finitamente gerado, porém não sempre o número mı́nimo de geradores

d(H) é limitado. No caṕıtulo seguinte vamos estudar uma classe de grupos profinitos,
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grupos pro-p powerful, onde para cada subgrupo fechado H o número de geradores d(H)

é limitado.

O subgrupo de Frattini de um grupo profinito G, denotado por Φ(G), é definido por

Φ(G) =
⋂
{M | M é um subgrupo aberto maximal proprio de G}.

O subgrupo de Frattini coincide com o conjunto dos não geradores de G [5, Lema 2.8.1].

Proposição 1.4.6. Seja G um grupo profinito.

(i) Φ(G) Cc G;

(ii) Se N Cc G e N ≤ Φ(G), então Φ(G/N) = Φ(G)/N ;

(iii) Se H ≤c G e HΦ(G) = G, então H = G;

(iv) Se G é finitamente gerado, então d(G) = d(G/Φ(G)).

Demonstração. (i) O subgrupo de Frattini é um subgrupo caracteŕıstico, e por isso é um

subgrupo normal. Como os subgrupos abertos de um grupo profinito são fechados,

então Φ(G) como intersecção de subgrupos fechados é fechado.

(ii) Segue do seguinte fato: cada subgrupo maximal aberto deG/N é da forma U = M/N

com M um subgrupo aberto maximal de G contendo N .

(iii) Suponha que H 6= G. Como H é um subgrupo fechado, H é uma intersecção

de subgrupos abertos que contem H. Assim existe um subgrupo maximal aberto

M 6= G contendo H. Logo G = HΦ(G) ≤M , que é uma contradição, pois M 6= G.

(iv) Se X é um conjunto de geradores de G, então XΦ(G) é um conjunto de geradores

de G/Φ(G). Assim, d(G/Φ(G)) ≤ d(G). Para mostrar a outra desigualdade, con-

sideramos a função canônica Ψ : G → G/Φ(G), e tomamos X ∈ G tal que Ψ(X)

é o menor conjunto gerador de G/Φ(G). Então G = 〈X,Φ(G)〉 = 〈X〉Φ(G), logo

〈X〉 = G, pelo item anterior. Logo d(G) ≤ d(G/Φ(G)) .

1.5 Grupos pro-p

Como foi visto anteriormente, Zp é o limite inverso de p-grupos finitos e tem propriedades

muito valiosas que em geral grupos profinitos não tem. Por isso nos vamos focar nossa

atenção aos grupos profinitos que são limites inversos de p-grupos finitos e vamos observar

como eles refletem muitas das propriedades de p-grupos finitos.
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Em qualquer grupo G o comutador [x, y], de dois elementos x, y ∈ G, se define como

[x, y] = x−1y−1xy.

As seguintes propriedades podem ser verificadas facilmente.

(i) [xy, z] = y−1[x, z]y[y, z]

(ii) [x, yz] = [x, z]z−1[x, y]z

(iii) [xn, y] =
∏n

i=1 x
−(n−i)[x, y]xn−i

(iv) [x, yn] =
∏n−1

i=0 y
−i[x, y]yi

Claramente, [x, y] = 1 se e somente se x e y comutam. Dados dois subconjuntos H,K

de G o comutador de H e K é dado por [H,K] = 〈[h, k] | h ∈ H k ∈ k〉. No caso de

grupos topológicos [H,K] = 〈[h, k] | h ∈ H, k ∈ k〉. O grupo [G,G] se chama a subgrupo

comutador de G. Note que G é abeliano se e somente se [G,G] = 1. Não é dif́ıcil ver que

[G,G] é um subgrupo normal de G.

Lema 1.5.1. Seja G um grupo e N CG. Então G/N é abeliano se e somente se [G,G] ≤
N .

Demonstração. Dados a, b ∈ G, note que abN = baN se e somente se (ab)−1ba ∈ N , se e

somente se b−1a−1ba ∈ N , se e somente se [a, b] ∈ N .

Proposição 1.5.2. Seja Θ : G → H um homomorfismo de grupos. Então Θ([x, y]) =

[Θ(x),Θ(y)]. Em particular, Θ([G,G]) ⊂ [H,H].

Proposição 1.5.3. Sejam x e y elementos de um grupo G. Então

(xy)n = xnyn[y, x]n(n−1)/2 mod γ3(G).

A serie central descendente é definido por γ1(G) = G e γn(G) = [γn−1(G), G] para

n ≥ 2. Um grupo é nilpotente se existe uma constante c ∈ N tal que γc(G) = 1.

Seja G um grupo finito. Se |G| = pn, para algum inteiro n > 0 nós dizemos que G é

um p-grupo finito.

Teorema 1.5.4. [4, Teorema 1, cap 6] Seja G um grupo finito.

(i) G é nilpotente se e somente se Z(G/N) > 1 para tudo subgrupo normal N 6= G .

(ii) Se G é um p-grupo finito, então G é nilpotente
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(iii) Se G é um p-grupo finito, então todo subgrupo maximal de G é normal e de ı́ndice

p em G.

(iv) Se G é um grupo nilpotente e 1 < N CG, então [N,G] < N e N ∩ Z(G) > 1.

(v) Se G é um grupo nilpotente e 1 < N C G, então algum subgrupo maximal de N é

normal em G.

(vi) Se G é nilpotente, então cada grupo quociente de G e cada subgrupo de G também

é nilpotente.

(vii) Se G é nilpotente, então os elementos de ordem finito de G formam um subgrupo.

Definição 1.5.5. Um grupo pro-p é o limite inverso de um sistema inverso de p-grupos

finitos.

Todo subgrupo fechado de um grupo pro-p é também um grupo pro-p.

Proposição 1.5.6. Um grupo profinito G é pro-p se e somente se todo subgrupo normal

aberto tem ı́ndice igual alguma potência de p.

O subgrupo de Frattini joga um papel fundamental na teoria de grupos pro-p, como

pode ser visto da seguinte proposição.

Proposição 1.5.7. [5, Lema 2.8.7]

(i) Todo subgrupo maximal fechado M de G tem ı́ndice p e é normal em G.

(ii) O Grupo quociente G/Φ(G) é um grupo abeliano elementar, e portanto um espaço

vectorial sobre Fp, onde Fp é o corpo com p elementos.

(iii) Se G é um grupo pro-p, então Φ(G) = Gp[G,G], onde Gp = 〈xp | x ∈ G〉.

Demonstração. (i) Seja MG =
⋂
g∈G g

−1Mg o núcleo de M em G (MG é o maior sub-

grupo normal de G contido em M). Como M é maximal, então M/MG é um sub-

grupo maximal do p-grupo G/MG. Assim M/MG é um subgrupo normal de ı́ndice

p pelo Teorema 1.5.4. Por tanto M é normal de ı́ndice p em G.

(ii)

G/Φ(G) = G/
⋂

M ↪→
∏

G/M

onde M percorre os subgrupos maximais fechados de G. Pelo item anterior G/M ∼=
Z/pZ para cada M , assim obtemos o resultado.
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(iii) Peguemos G0 = Gp[G,G]. Já que G/Φ(G) é um grupo abeliano elemental temos que

G0 ≤ Φ(G). Vamos ver que estes dois subgrupos são de fato iguais, consideremos

x /∈ G0. Pela compacidade de G0 existe un subgrupo normal aberto de G tal que

xU ∩G0U = ∅, então (G/U)/(G0U/U é um grupo abeliano finito com ordem p, e a

imagem x̄ de x em (G/U)/(G0U/U é não trivial. Já que (G/U)/(G0U/U é uma soma

direta finita da forma Z/pZ, então existe um subgrupo maximal de (G/U)/(G0U/U

que não contem x̄. Por tanto existe um subgrupo maximal de G que não contem x,

e assim x /∈ Φ(G).

Proposição 1.5.8. Um grupo pro-p G é finitamente gerado se e somente se Φ(G) é um

subgrupo aberto de G.

Demonstração. (⇒) Todo subgrupo maximal fechado de um grupo pro-p G tem ı́ndice

p. Por tanto se G é finitamente gerado, então para cada n ∈ N existe um número finito

de subgrupo abertos de G de ı́ndice n, em particular o número de subgrupos maximais

fechados é finito, conseqüentemente sua intersecção tem ı́ndice finito e assim Φ(G) é

aberto.

(⇐ )Se Φ(G) é aberto, então G/Φ(G) é finito. Assim existe um subconjunto finito X

de G tal que G = XΦ(G), então X gera topologicamente G pela proposição 1.4.6.

A p-serie central descendente de G é definida por:

P1(G) = G e Pn+1(G) = Pn(G)p[Pn(G), G] para n = 1, 2, ...

Essa serie vai nos permitir a definir uma métrica num grupo pro-p.

Proposição 1.5.9. Seja p um número primo e G um grupo pro-p.

(i) Se K Cc G, então Pn(G/K) = Pn(G)K/K para n=1,2,...

(ii) Pn(G)/Pn+1(G) é um p-grupo abeliano elementar.

(iii) [Pn(G), Pm(G)] ≤ Pn+m(G), para todo n,m ∈ N.

(iv) A serie

G = P1(G) ≥ P2(G) ≥ . . . ≥ Pn(G) ≥ . . .

é uma serie central, i.e., Pn(G)/Pn+1(G) é no centro de G/Pn+1(G).

(v) Se G é finitamente gerado, então os subgrupos de ı́ndice finito de G formam um

sistema fundamental de vizinhanças de {1} em G.
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O seguinte teorema nos diz que a estrutura topológica é completamente determinada

pela estrutura algébrica. É mostrado para grupos pro-p finitamente gerados.

Teorema 1.5.10. Se G é um grupo pro-p finitamente gerado, então todo subgrupo de

ı́ndice finito de G é aberto em G.

Para mostrar o anterior teorema precisamos dos próximos dois resultados.

Lema 1.5.11. Seja G é um grupo pro-p. Se K é um subgrupo de ı́ndice finito em G,

então |G : K| é uma p-ésima potência de p.

Proposição 1.5.12. Se G é um grupo pro-p finitamente gerado, então o subgrupo co-

mutador [G,G] é fechado em G.

Demonstração do Teorema 1.5.10. É suficiente mostrar que todo subgrupo normal de

ı́ndice finito em um grupo pro-p finitamente gerado é aberto, pois todo subgrupo de

ı́ndice finito contem um subgrupo aberto normal de ı́ndice finito.

Seja K um subgrupo normal de G de ı́ndice finito em G. Vamos mostrar por indução

sobre o ı́ndice de K em G que K é aberto em G. Seja M = Gp[G,G]. Pelo Lema 1.5.11

G/K é um p-grupo, pois K ≤M < G.

Escrevemos G{p} = {gp | g ∈ G}. Este conjunto é compacto, e portanto é fechado em

G. Já que G/[G,G] é abeliano, temos que Gp[G,G] = G{p}[G,G], e pela Proposição 1.5.12

Gp[G,G] é também fechado.Assim Gp[G,G] é igual a Φ(G), e portanto é aberto em G pela

Proposição 1.5.8. Portanto M é aberto em G. Como todo subgrupo aberto de um grupo

pro-p é finitamente gerado, conclúımos que M é finitamente gerado. Assim conclúımos

que M é um grupo pro-p finitamente gerado, e como o ı́ndice de K em M é menor que

em G, pela hipóteses indutiva segue que K é aberto em M . Como já mostramos, M é

aberto em G, e assim K aberto em G.

É conhecido que o Teorema 1.5.10 para grupos profinitos em geral não é valido

(exemplo [5, 4.2.12]). A questão se o Teorema 1.5.10 vale para os grupos profinitos

finitamente gerados foi um problema aberto por quase 50 anos. Esse problema finalmente

foi resolvido por Nikolov e Segal em 2007 em seu artigo [9]. Mais precisamente eles

provam que os subgrupos de ı́ndice finito de grupos profinitos finitamente gerados são

subgrupos abertos. Os grupos que satisfazem esta propriedade são chamados fortemente

completos.
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Caṕıtulo 2

Grupos powerful e anaĺıticos p-ádicos

A teoria de p-grupos powerful foi criada por A. Lubotzky e A. Mann em 1987. Os grupos

powerful tem extensas aplicações na teoria de p-grupos finito, automorfismos de p-grupos

finitos, grupos de posto finito, etc. Nós vamos usar os grupos powerful para estudar

a estrutura anaĺıtica de grupos pro-p anaĺıticos p-ádicos. Se pode dizer que os grupos

powerful refletem as propriedades lineares de grupos pro-p anaĺıticos p-ádicos.

2.1 Grupos finitos powerful

Seja G um p-grupo finito e seja Gp = 〈xp | x ∈ G〉 o subgrupo gerado pelas p-potências

de G. Não é dif́ıcil de ver que o subgrupo de Frattini de um p-grupo finito é dado por

Φ(G) = Gp[G,G].

Definição 2.1.1. 1. Um p-grupo finito é powerful se p é ı́mpar e o grupo G/Gp é

abeliano, ou se p = 2 e G/G4 é abeliano.

2. Um subgrupo N de um p-grupo finito é powerfully embedded em G (denotamos por

N p.e. G), se p é ı́mpar e [N,G] ≤ Np, ou se p = 2 e [N,G] ≤ N4.

Observe que um p-grupo finito G é powerful se e somente se G é p.e. em G. De fato,

se p é ı́mpar então G/Gp é abeliano se e somente se [G,G] ≤ Gp se e somente se G é p.e.

em G. Analogamente podemos tratar o caso p = 2.

Note que, se N é p.e. em G, então N é normal e powerful. De fato, [N,G] ≤ Np ≤ N

implica que N é normal em G. No outro lado, [N,N ] ≤ [N,G] ≤ Np implica que N/Np

é abeliano, e conseqüentemente N é powerful.

Proposição 2.1.2. Seja G um p-grupo finito e N ≤ G. Se N p.e. G, então Np p.e. G.



Lembramos que a p-serie central descendente de um grupo pro-p (p-grupo finito) G é

definido por:

P1(G) = G e Pn+1(G) = Pn(G)p[Pn(G), G] para n = 1, 2, ...

Lema 2.1.3. Seja G um p-grupo finito powerful e seja Gi = Pi(G).

(i) Para cada i, Gi p.e. G e Gi+1 = Gp
i = Φ(Gi).

(ii) Para cada i, o mapa x 7→ xp induz um homomorfismo de Gi/Gi+1 para Gi+1/Gi+2.

Demonstração. Vamos provar (i) por indução sobre i. Se i = 1, então G1 = G é powerful,

e pela observação anterior G p.e. G. Agora suponha que Gi p.e G. Vamos mostrar que

Gi+1 p.e G.

Note que Gi+1 = Gp
i [Gi, G] e pela hipóteses indutiva [Gi, G] ≤ Gp

i . Logo Gi+1 = Gp
i .

Pela Proposição 2.1.2 temos que se Gi é p.e. em G então Gp
i é p.e. em G. Por isso Gi+1

é p.e. em G.

Por outro lado Gp
i ≤ Φ(Gi) = Gp

i [Gi, Gi] ≤ Gp
i [Gi, G] = Gi+1 = Gp

i , portanto Gi+1 =

Gp
i = Φ(Gi).

Para provar (ii), suponhamos inicialmente que i = 1. Então precisamos mostrar que

o mapa

Ψ : G/G2 → G2/G3 onde xG2 7→ xpG3

é um homomorfismo. Note que se x ∈ G, então xp ∈ Gp, e por isso xp ∈ Gp[G,G] = G2.

Vamos ver que Ψ(xyG2) = (xy)pG3 = xpypG3 = Ψ(xG2)Ψ(yG2).

Se p=2, então pela formula 1.5.3, temos que

(xy)2 ≡ x2y2[y, x] mod [[G,G], G]

(xy)2 ≡ x2y2[y, x] mod [G,G]

(xy)2 ≡ x2y2 mod [G,G].

Como G é powerful, G/G4 é abeliano. Então pelo Lema 1.5.1, [G,G] ≤ G4, e por tanto

(xy)2 ≡ x2y2 mod G4.

Como G4 = (G2)2 = (G2)2 = G3, então (xy)2 ≡ x2y2 mod G3, i.e., (xy)pG3 = xpypG3

quando p = 2.

Quando p é ı́mpar, pela formula 1.5.3, temos que

(xy)p ≡ xpyp[y, x]p(p−1)/2 mod [[G,G], G].
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Como [G,G] ≤ G2 e G2 p.e. G, segue que [G2, G] ≤ Gp
2 = G3. Logo [[G,G], G] ≤ G3 e

portanto

(xy)p ≡ xpyp[y, x]p(p−1)/2 mod G3.

Agora come [y, x](p−1)/2 ∈ [G,G], temos que [y, x](p−1)/2 ∈ Gp[G,G] = G2, e portanto

[y, x]p(p−1)/2 ∈ Gp
2 = G3. Assim

(xy)p ≡ xpyp mod G3, i.e.,

(xy)pG3 = xpypG3.

Assim, provamos que se G é powerful, então o mapa x 7→ xp induz um homomorfismo

Ψ : P (G)/P2(G)→ P2(G)/P3(G).

Agora lembramos que Pi(G) = Gi. Como Gi p.e. G, temos que Gi é powerful.

Tomando G = Gi e observando que Gi+1 = P2(Gi) e Gi+2 = P3(Gi), obtemos o resultado

para i > 1.

Lema 2.1.4. Se G = 〈a1, ..., ad〉 é um p-grupo finito powerful, então Gp = 〈ap1, ..., a
p
d〉.

Demonstração. Da prova do lema anterior podemos concluir que a função x 7→ xp é um

homomorfismo modulo G3. Logo, se x ∈ 〈a1, ..., ad〉, então xp ∈ 〈ap1, ..., a
p
d〉 mod G3.

Assim Gp = 〈ap1, ..., a
p
d〉G3. Pela parte (i) do lema anterior temos que G3 = Φ(Gp).

Portanto Gp = 〈ap1, ..., a
p
d〉Φ(Gp). Como o subgrupo de Frattini é formado pelos não

geradores, conclúımos que Gp = 〈ap1, ..., a
p
d〉.

Proposição 2.1.5. Se G é um p-grupo powerful, então todo elemento de Gp é uma p-

potência de algum elemento de G, i.e., Gp = {xp | x ∈ G}.

Demonstração. Argumentamos por indução sobre |G|. Se |G| = 1, então Gp = {1}.
Suponha que a afirmação seja valida para todo grupo de ordem menor que G. Seja

g ∈ Gp. Como a função φ : G/G2 → G2/G3 dada por xG2 7→ xpG3 é sobrejetiva, existe

x ∈ G tal que xpG3 = gG3. Logo existe y ∈ G3 tal que g = xpy. Tomando H = 〈x,Gp〉,
temos que H é powerful. Como y ∈ G3 = Gp

2 = (Gp)p ≤ Hp e xp ∈ Hp, segue que g ∈ Hp.

Se H 6= G, então pela hipótese indutiva g é uma p-potência de algum elemento de H ≤ G.

No outro lado, se H = G, então G = 〈x,Φ(G)〉. Logo G = 〈x〉, e por isso todo elemento

de Gp é uma p-potência de algum elemento em G.

Teorema 2.1.6. Seja G = 〈a1, ..., ad〉 um p-grupo finito powerful e seja Gi = Pi(G) para

cada i.
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(i) Gi p.e. G.

(ii) Gi+k = Pk+1(Gi) = Gpk

i para cada k ≥ 0.

(iii) Gi = Gpi−1
= {xpi−1 | x ∈ G} =

〈
ap

i−1

1 , ..., ap
i−1

d

〉
.

(iv) Para cada i e k o mapa x 7→ xp
k

induz um homomorfismo de Gi/Gi+1 para Gi+k/Gi+k+1.

Teorema 2.1.7. Se G é um p-grupo finito powerful e H ≤ G, então d(H) ≤ d(G).

Demonstração. [6, Teorema 11.18] Seja Ei = Gpi/Gpi+1
, E é um p-grupo abeliano

elemental de posto ≤ d(G). Cada Ei pode ser visto como um espaço vectorial de dimensão

≤ d(G) sobre o corpo Fp. Para um subgrupo arbitrário H ≤ G, nos constrúımos um

conjunto gerador de H por indução com elementos em (H ∩ Gpi) Gpi+1
. Denotemos por

Vi o grupo (H ∩Gpi)Gpi+1
/Gpi+1

enxergado como um subespaço vetorial de Ei.

Escolhemos h1, . . . , hn1 em H tal que suas imagens em G/Gp formam uma base de

V0 = HGp/Gp. Note que a dim(E0/V0) = d− n1.

Suponha que nós constrúımos elementos h1, h2, . . . , hn1 ∈ H ∩Gp0 , e elementos

hn1+1, . . . , hn2 ∈ H ∩Gp1 , . . . , hnk−1+1, . . . , hnk ∈ H ∩Gpk−1

tal que as imagens de hp
k−1

1 , . . . , hp
k

n1
, hp

k−1

n1+1, . . . , hnk−1+1, . . . hnk em Ek−1 geram Vk−1, e

dim(Ek−1/Vk−1) ≤ d− nk.
Seja W os subespaço de Ek que gera as imagens dos hp

k

1 , . . . , h
pk

n1
, hp

k−1

n1+1, . . . , h
p
nk

em

Ek. Então a dim(Ek/W ) ≤ d − nk, porque tomando p-ésima potências induzem um

homomorfismo de Ek−1/Vk−1 sobre Ek/W . Escolhemos elementos hnk+1, . . . , hnk+1
∈ H ∩

Gpk tal que suas imagens formam uma base de Vk/W . Então dim(Ek/Vk) = dim(Ek/W )−
(nk+1 − nk) ≤ d− nk+1. Completando a construção.

A anterior construção termina atingindo o subgrupo identidade Gpε = 1 onde pε é

a potência de G. A ultima desigualdade pra dimensão, d − nε ≥ dim(Eε−1/Vε−1) ≥ 0,

implica que nε ≤ d, que é o número total de elementos hj constrúıdos e que a lo sumo

são d. Provamos por indução sobre o expoente de G que os hj geram H. Para e = 1 a

afirmação é obvia. Para e > 1, nós temos H ≤ 〈h1, . . . , hnε〉Gpε−1
por hipóteses indutiva.

Já que 〈h1, . . . , hnε〉 ≤ H.

O posto de um grupo finito é definido por

rk(G) = sup{d(H) | H ≤ G}.
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Assim, podemos reescrever o teorema anterior na form seguinte: Se G é um p-grupo

finito powerful, então rk(G) = d(G).

Definição 2.1.8. Seja G um p-grupo finito. Dado um inteiro r > 0, denotamos por

V (G, r) a intersecção dos núcleos dos homomorfismos de G para GL(r, p) = GLr(Fp).

Claramente, V (G, r) é um subgrupo de G.

Lema 2.1.9. [8, Lema 6.1.13] Seja G um p-grupo finito.

(i) Se N CG, então V (G, r)N/N ≤ V (G/N, r).

(ii) V (G, r) é um subgrupo caracteŕıstico de G.

(iii) Se N C G e d(N) ≤ d, então [N, V (G, d)] ≤ Φ(N). Além disso, se N ≤ V (G, r),

então Φ(N) = [N, V (G, d)]Np.

Teorema 2.1.10. [8, Teorema 6.1.14] Seja G um p-grupo, r um inteiro positivo e NCG

com d(N) ≤ r.

(i) Para p ı́mpar, se N ≤ V (G, r), então N p.e. V (G, r).

(ii) Para p = 2 , se N ≤ V (G, r)2, então N p.e. V (G, 2)2.

Seja p um número primo fixo e G um p-grupo finito. A classe de cla(G) é definida como

o comprimento da serie central descendente, e a coclasse cocla(G) é defina por cocla(G) =

n−cla(G), onde |G| = pn. Leedham-Green e Newman introduziram o conceito de coclasse

de um p-grupo finito em 1980 e formularam as conhecidas ”conjeturas coclasse”. Uma

delas a ”conjetura A”fala que: Todo p-grupo tem um subgrupo normal de coclasse 2 com

ı́ndice dependendo só de p e sua coclasse. Shalev em 1994 demonstro esta conjetura como

uma aplicação da teoria de grupos powerful. Esta e outras aplicações podem ser vistas

no livro [8].

2.2 Grupos pro-p powerful

Neste seção desenvolvemos a teoria de grupos pro-p powerful, analogamente a como em

p-grupos powerful. Muitos dos resultados se seguem direto do sues análogos para p-grupos

powerful. O teorema mais importante é a caracterização de grupos pro-p de posto finito

em termos de subgrupos powerful. A teoria de grupos pro-p powerful e grupos pro-p

uniformes corresponde com os caṕıtulos 3 e 4 do livro [3, Dixon].

Definição 2.2.1. Um grupo pro-p é dito powerful se
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(i) p é um número ı́mpar e G/Gp é abeliano, ou

(ii) p = 2 e G/G4 é abeliano.

Um subgrupo aberto N ≤o G é powerfully embedded em G (denotado por N p.e. G),

se p ı́mpar e [N,G] ≤ Np ou se p = 2 e [N,G] ≤ N4.

Lema 2.2.2. Seja G um grupo pro-p e N ≤o G. Então N p.e G se e somente se NK/K

p.e. G/K para todo subgrupo normal aberto K de G.

Proposição 2.2.3. Um grupo topológico G é um grupo pro-p powerful se e somente se é

o limite inverso de um sistema inverso de p-grupos finitos powerful onde todos os mapas

são sobrejetivos.

Proposição 2.2.4. Seja G um grupo pro-p, finitamente gerado e powerful. Então os

elementos de Gp são p-potências de elementos de G, e Gp = Φ(G) é aberto em G. Se

p = 2, então G4 é aberto em G.

Proposição 2.2.5. Seja G um grupo pro-p, powerful e G = 〈a1, . . . , ad〉. Então:

(i) Gi p.e. G.

(ii) Gi+k = Pk+1(Gi) = Gpk

i , para cada k ≥ 0, e em particular Gi+1 = Φ(Gi).

(iii) Gi = Gpi−1
= {xpi−1 | x ∈ G} =

〈
ap

i−1
1 , . . . , ap

i−1

d

〉
.

(iv) O mapa x 7→ xp
k

induz um epimorfismo de Gi/Gi+1 → Gi+k/Gi+k+1.

Teorema 2.2.6. Seja G um grupo pro-p, finitamente gerado e powerful, e seja H ≤c G.

Então d(H) ≤ d(G).

Analogamente a definição 2.1.8 quando G é um grupo pro-p finitamente gerado de-

notamos por V (G, r) a intersecção dos núcleos dos homomorfismos de G para o conjunto

GL(r, p) matrizes invert́ıveis de tamanho r× r com entradas em Fp. E temos o resultado

análogo que para p-grupos.

Proposição 2.2.7. Sejam G um grupo pro-p finitamente gerado, r um inteiro positivo e

N CG tal que d(N) ≤ r.

(i) Para p ı́mpar, se N ≤ V (G, r), então N p.e. V (G, r).

(ii) Para p = 2 , se N ≤ V (G, r)2, então N p.e. V (G, r)2.

Teorema 2.2.8. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado e suponha que r = supNCoG{d(N)}
seja finito. Então G contem um subgrupo aberto powerful caracteŕıstico de ı́ndice finito.

23



Proposição 2.2.9. Seja G um grupo profinito e sejam

r1 = sup{d(H) | H ≤c G},
r2 = sup{d(H) | H ≤c G e d(H) <∞},
r3 = sup{d(H) | H ≤o G} e

r4 = sup{rk(G/H) | H Co G}
Então r1 = r2 = r3 = r4.

Definição 2.2.10. Seja G um grupo profinito. Definimos o posto rk(G) de G , como o

valor comum de r1, r2, r3 e r4.

Teorema 2.2.11. Seja G é um grupo pro-p. Então G tem posto finito se e somente se

G é finitamente gerado, e contem um subgrupo aberto powerful.

Como vimos no anterior teorema grupos pro-p de posto finito possuem subgrupos

abertos com propriedades especiais (subgrupos powerful), mas ainda podemos garantir

a existência de subgrupos aberto com propriedades muito mais fortes, chamados grupos

powerful uniformes. E as vantagens de grupos powerful uniformes é que suas operações

de grupos podem ser suavizadas para dar uma nova estrutura análoga a grupos abelianos.

Mas precisamente permite ver os grupos powerful uniformes finitamente gerados como

Zp-módulos.

Definição 2.2.12. Um grupo pro-p G é dito powerful uniforme (ou uniforme) se G é

finitamente gerado, powerful e |Pi(G) : Pi+1(G)| = |G : P2(G)| para cada i ≥ 2.

Como vimos no teorema 2.2.5 as condições de um grupos powerful uniforme implicam

que o mapa x 7→ xp
k

induz isomorfismo de Gi/Gi+1 → Gi+k/Gi+k+1.

Teorema 2.2.13. Seja G um grupo pro-p powerful finitamente gerado. Então Pk(G) é

uniforme para k suficientemente grande.

O anterior teorema é fundamental para garantir a existência de subgrupos powerful

uniformes.

Corolário 2.2.14. Um grupo pro-p de posto finito contem um subgrupo aberto carac-

teŕıstico que é uniforme.

Proposição 2.2.15. Seja G um grupo pro-p powerful finitamente gerado. Então as se-

guintes afirmações são equivalentes.

(i) G é uniforme.

(ii) d(Pi(G)) = d(G) para todo i ≥ 1.
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(iii) d(H) = d(G) para todo subgrupo aberto powerful H de G.

Lema 2.2.16. Se H e K são subgrupos abertos uniformes de algum grupo pro-p G, então

d(H) = d(K).

Definição 2.2.17. Seja G um grupo pro-p de posto finito. Então a dimensão de G é

definida por

dim(G) = d(H),

onde H é qualquer subgrupo aberto uniforme de G.

Pelo lema anterior a definição de dimensão é independente do subgrupo aberto uni-

forme de G .

Teorema 2.2.18. Seja G um grupo pro-p de posto finito e N Cc G. Então

dim(G) = dim(N) + dim(G/N).

Na seguinte seção vamos a definir o conceito de dimensão de uma variedade anaĺıtica

p-ádica, a anterior definição coincidira com esta.

Seja G um grupo profinito. Dı́zimos que G tem quase uma propriedade P se G tem

um subgrupo aberto normal H tal que H satisfaz a propriedade P.

Observação 2.2.19. Seja G um grupo pro-p. Então

(i) G é finitamente gerado e quase powerful.

(ii) G é finitamente gerado e quase uniforme.

e a dim(G) é igual:

(i) d(H) onde H é qualquer subgrupo aberto uniforme de G.

(ii) dim(N) + dim(G/N) onde N é qualquer subgrupo normal fechado de G.

E proximamente veremos que também é igual a:

(iii) lim
k→∞

logp |G : Gpk |
k

(iv) A dimensão de um carta que da ha G estrutura de grupo anaĺıtico p-ádico.

Vejamos agora um exemplo de um grupo pro-p de posto finito que possui um subgrupo

aberto uniforme.
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Exemplo 2.2.20. Seja Γ = GLd(Zp) o grupo de matrizes invert́ıveis de tamanho d × d
com entradas em Zp. Então GLd(Zp) é um grupo profinito. De fato,

GLd(Zp) = lim
←
GLd(Z/piZ).

Uma base de vizinhanças da identidade é dada pelos subgrupos

Γi = {γ ∈ Γ | γ ≡ 1d ( mod pi)},

para todo i ≥ 0. Ademais, temos que

|Γ : Γ1| = (pd − 1)(pd − p) . . . (pd − pd−1) e

|Γ1 : Γi| = pd
2(i−1) para i ≥ 1.

Lema 2.2.21. Se p é ı́mpar e n ≥ 2, ou p = 2 e n ≥ 3, então todo elemento de Γn é uma

p-potência de um elemento de Γn−1.

Demonstração. Afirmamos que para cada a ∈Md(Zp) nos podemos resolver

1 + pna = (1 + pn−1x)p

com x ∈ Md(Zp). A solução é uma aproximação sucessiva. Note que (1 + pn−1a)p ≡
1 + pna ( mod pn+1). Pegamos x1 = a, e suponhamos por indução que para r ≥ 1 existe

uma matrix xr, comutando com a, tal que (1 + pn−1xr)
p ≡ 1 + pna( mod pn+r). Digamos

(1 + pn−1xr)
p = 1 + pna+ pn+rc.

Agora seja

z = (1 + pn−1xr)
−(p−1)c,

e seja xr+1 = xr − prz. Note que xr comuta com c, portanto com z, e xr+1 comuta com

a. Um calculo direto mostra que

(1 + pn−1xr+1)p ≡ 1 + pna( mod pn+r+).

Assim nos obtemos um seqüencia (xr) em Md(Zp), que tem limite x que satisfaz

1 + pna = (1 + pn−1x)p.
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Proposição 2.2.22. Para cada i, seja Γi = {γ ∈ GLs(Zp) | γ ≡ 1d( mod pi)}. Seja

G = Γ1 se p é ı́mpar e seja G = Γ2 se p é par. Então G é um grupo pro-p uniforme e

dim(G) = rk(G) = d(G) = d2. Além disso, Pi(G) = Γi+ε, onde ε = 0, se p 6= 2 e ε = 1,

se p = 2.

Demonstração. Note que P1(G) = G = Γ1+ε por definição. Suponha que r ≥ 1 e Pr(G) =

Γr+ε. Não é dif́ıcil ver que Pr(G)p[Pr(G), G] ≤ Γr+1+ε. Pelo lema anterior temos que

Γr+1+ε ≤ Γpr+ε = Pr(G)p. Como Γr+1+ε é um subgrupo fechado de G, segue que Pr+1(G) =

Γr+1+ε.

Assim nos temos por indução que Pi(G) = Γi+ε para todo i. Além disso, Pi+1(G) =

Pi(G)p para todo i. Pegando i = 1, nos vemos que G é powerful (quando p = 2, note que

[Γ2,Γ2] ≤ Γ4 ≤ Γ4
2). Como P2(G) = Γ2+ε é aberto em G, Teorema 1.4.5 mostra que G

é finitamente gerado. Como |Γi : Γi+1| = pd
2

é constante para todo i ≥ 1, segue que G

é uniforme. Finalmente, já que G/Φ(G) = Γ1+ε/Γ2+ε é um grupo abeliano elementar de

ordem pd
2
, temos que d(G) = d(G/Φ(G)) = d2. Logo, dim(G) = rk(G) = d(G) = d2.

2.3 Grupos anaĺıticos p-ádicos

Seja Qp o corpo de números p-ádicos. Em outras palavras Qp é o corpo de frações do anel

de inteiros p-ádicos Zp.
Para falar sobre os grupos anaĺıticos p-ádicos precisamos desenvolver a noção de função

anaĺıtica e de variedade anaĺıtica sobre Qp.

Escrevemos X = (X1, . . . , Xr) para denotar a dependência das variáveis não comuta-

tivas X1, . . . , Xr. E α = (α1, . . . , αr) ∈ Nr, onde cada αi ∈ N para 1 ≤ i ≤ r. Então

escrevemos Xα para denotar o produto

Xα = Xα1
1 Xα2

2 . . . Xαr
r .

Definição 2.3.1. O anel de series de potências nas variáveis X1, . . . , Xr é o conjunto de

series

F (X) =
∑
α∈Nr

cαX
α

onde cα ∈ Qp para cada α ∈ Nr. Denotado por Qp[[X]] ou Qp[[X1, . . . , Xr]].

Iniciamos considerando funções sobre Zp. Um elemento x ∈ Qr
p é da forma x =

(x1, . . . , xr), onde xi ∈ Qp, para 1 ≤ i ≤ r. Analogamente x ∈ ZrP .

Para cada y ∈ Zrp e h ∈ N pegamos

B(y, p−h) = {z ∈ Zrp | |zi − yi|p ≤ p−h para i = 1, ...r}
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= {y + phx | x ∈ Zrp}.

Definição 2.3.2. Seja V um subconjunto aberto não vazio de Zrp e

f = (f1, . . . , fs)

uma função de f : V → Zsp.

(i) Se diz que f é anaĺıtica em y ∈ V , se existe h ∈ N com B(y, p−h) ⊂ V e series de

potenciais Fi(X) ∈ Qp[[X]](i = 1, . . . , s) tal que

fi(y + phx) = Fi(x) para todo x ∈ Zrp.

(ii) Se diz f anaĺıtica em V se é anaĺıtica em todo ponto de V .

Composição de funções anaĺıticas é anaĺıtica.

Definição 2.3.3. (i) Seja X um espaço topológico e U um aberto não vazio de X.

Um triple (U, φ, n) é uma carta sobre X se φ é um homeomorfismo de U sobre um

subconjunto aberto de Znp para algum n ∈ N. A dimensão da carta é n. A carta

(U, φ, n) é global se U = X.

(ii) Duas cartas (U, φ, n) e (V, ψ,m) sobre X são compat́ıveis se os mapas ψφ−1|φ(U∩V )

e φψ−1|ψ(U∩V ) são funções anaĺıticas.

(iii) Um atlas sobre um espaço topológico X é um conjunto de cartas compat́ıveis duas

a duas, que formam uma cobertura de X.

Definição 2.3.4. Um espaço topológico X tem estrutura de variedade anaĺıtica p-ádica

se existe um atlas compat́ıvel com X.

Exemplo 2.3.5. (i) Seja X um espaço topológico discreto. Então X é uma variedade

anaĺıtica p-ádica com estrutura determinada pelo atlas {({x}, φx, 0) | x ∈ X}, onde

φx : x 7→ 0.

(ii) Seja Qn
p . Consideremos os mapas φi : p−iZnp → Znp definidos por φi : x 7→ pix para

cada i ∈ N. Então o conjunto A = {(p−iZnp , φi, n) | i ∈ N} é um atlas sobre X, já

que {p−1Znp | i ∈ N} são abertos que cobrem Qn
p . Este atlas da uma estrutura de

variedade anaĺıtica p-ádica a X. Em particular este exemplo nós diz que na definição

de atlas o subconjunto aberto de Zp pode ser trocado por um aberto de Qp e vamos

obter as mesmas variedades anaĺıticas p-ádicas.
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(iii) Seja X = GLn(Qp) o conjunto de matrizes invert́ıveis com entradas em Qp. Conside-

remos X com a topologia induzida quando é visto como subespaço de Mn(Qp) = Qn2

p

(conjunto de matrizes com entradas em Qp ), Qn2

p é uma variedade anaĺıtica p-ádica

com estrutura dada no item (ii) A = {(p−iZn2

p , φi, n
2) | i ∈ N}. O atlas A induce um

atlas sobre X dada por B = {X ∩ (p−iZn2

p , φi, n
2) | i ∈ N}. Portanto X é também

uma variedade anaĺıtica p-ádica.

(iv) SejaG um grupo pro-p uniforme gerado topologicamente por o conjunto {a1, . . . , ad},
então se pode mostrar que o mapa φ : G → Zdp dado por φ(x) = (λ1, . . . , λd), onde

x = aλ11 , . . . , a
λd
d é um homeomorfismo. Assim A = {(G, φ, d)} é um atlas global.

Portanto todo grupo pro-p uniforme tem estrutura de variedade anaĺıtica p-ádica.

Definição 2.3.6. Um grupo topológico G é anaĺıtico p-ádico se G possui estrutura de

uma variedade anaĺıtica p-ádica com as seguintes propriedades:

(i) a função f : G×G→ G dada por (x, y) 7→ xy é anaĺıtica;

(ii) a função i : G→ G dada por x 7→ x−1 é anaĺıtica.

Teorema 2.3.7. [3, Teorema 8.32] Seja G um grupo topológico. Então G é um grupo

anaĺıtico p-ádico se e somente se G contém um subgrupo aberto que é um grupo pro-p

uniforme.

Corolário 2.3.8. Um grupo topológico G é um grupo anaĺıtico p-ádico se e somente se

G contém um subgrupo aberto que é um grupo pro-p de posto finito.
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Caṕıtulo 3

Dimensão de Hausdorff

O conceito de dimensão de Hausdorff é fundamental para a geometria fractal, original-

mente se define sobre os reais. Nós vamos extender este conceito a grupos topológicos

com uma métrica. Logo vamos definir uma métrica sobre um grupo profinito, e dar um

jeito de calcular a dimensão de Hausdorff com respeito dessa métrica.

Vamos supor que temos um grupo topológico métrico G, munido com uma métrica ρ.

Dado um conjunto não vazio U ⊆ G, definimos o diâmetro de U como diam(U) =

sup{ρ(x, y) : x, y ∈ U}.
Seja F ⊆ G. Seja {Ui}∞i=1 uma famı́lia enumerável de conjuntos que cubra F e com

diâmetro menor ou igual do que δ, i.e. F ⊆
⋃∞
i=1 Ui com 0 ≤ diam(Ui) ≤ δ para cada i.

Dizemos que tal {Ui}∞i=1 é uma δ-cobertura de F .

Suponhamos que s é um número positivo fixo. Para cada δ > 0, definimos

Hs
δ(F ) = inf

{
∞∑
i=1

diam(Ui)
s : {Ui}∞i=1 é uma δ − cobertura de F

}
. (3.1)

Quando δ decresce o número de coberturas posśıveis se reduce. Portanto,Hs
δ(F ) ≤ Hs

δ′(F )

para δ ≤ δ′. Logo o seguinte limite existe:

Hs(F ) = lim
δ→0
Hs
δ(F ), (3.2)

mas pode ser zero ou infinito. Note queHs é uma medida externa, conhecida como medida

de Hausdorff s-dimensional.

Como na equação (3.2) δ → 0, vamos supor que δ < 1. Se s < t, então

0 ≤ diam(Ui) ≤ δ < 1⇒ diam(Ui)
t < diam(Ui)

s e diam(Ui)
t−s ≤ δt−s.



Logo temos que

Ht
δ(F ) = inf

{
∞∑
i=1

diam(Ui)
t : {Ui}∞i=1 é uma δ − cobertura de F

}

= inf

{
∞∑
i=1

diam(Ui)
t−sdiam(Ui)

s : {Ui}∞i=1 é uma δ − cobertura de F

}

≤ δt−s inf

{
∞∑
i=1

diam(Ui)
s : {Ui}∞i=1 é uma δ − cobertura de F

}
= δt−sHs

δ(F ).

Portanto, Ht
δ(F ) ≤ δt−sHs

δ(F ). Fazendo δ → 0, obtemos que se Hs
δ(F ) < ∞, então

Ht
δ(F ) = 0, provando o seguinte lema.

Lema 3.0.1. Se Hs(F ) <∞ e s < t, então Ht(F ) = 0.

Definimos a dimensão de Hausdorff de um subconjunto F ⊆ G como

dimH(F ) = sup {s | Hs(F ) =∞} = inf {s | Hs(F ) = 0} .

A dimensão de Hausdorff satisfaze o seguinte:

(Monotonia) Se E ⊆ F , então dimH(E) ≤ dimH(F ), pois Hs(E) ≤ Hs(F ).

(Estabilidade contável) Se {Fi}∞i=1 é uma familia enumerável de subconjuntos de

G, então

dimH(
∞⋃
i=1

Fi) = sup
1≤i≤∞

{dimH(Fi)}.

De fato, pela monotonia dimH(Fi) ≤ dimH(
⋃∞
i=1 Fi) para todo i. Logo sup1≤i≤∞{dimH(Fi)} ≤

dimH(
⋃∞
i=1 Fi). Para provar a outra desigualdade basta mostrar que se sup1≤i≤∞{dimH(Fi)} <

s, então dimH(
⋃∞
i=1 Fi) ≤ s. Suponha que dimH(Fi) < s para cada i. Então Hs(Fi) = 0

e logo Hs(
⋃∞
i=0 Fi) ≤

∑∞
i=0Hs(Fi) = 0. Portanto, dimH(

⋃∞
i=0 Fi) ≤ s.

Existem duas outras definições de dimensão chamadas dimensões de caixas. Seja

F um subconjunto não vazio e limitado de um espaço métrico X. Seja Nδ(F ) o menor

número de conjuntos com diâmetro no máximo δ que cobrem F . Definimos

dimB(F ) = lim inf
δ→0

log(Nδ(F ))

− log(δ)
,

dimB(F ) = lim sup
δ→0

log(Nδ(F ))

− log(δ)
.

A dimensão de Hausdorff é em geral diferente que as dimensões de caixas. Mas sempre
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temos uma desigualdade:

dimH(F ) ≤ dimB(F ).

De fato,

Hs
δ ≤ Nδ(F )δs.

Se 1 < Hs(F ) = limδ→0Hs
δ(F ), então Hs

δ(F ) > 1 e log(Nδ(F )) + s log(δ) > 0 para todo δ.

Se δ é suficientemente pequeno, então

s ≤ lim inf
δ→0

log(Nδ(F ))

− log(δ)
.

Assim

dimH(F ) ≤ dimB(F ) ≤ dimB(F ).

Vejamos que no caso de grupos profinitos podemos recuperar a igualdade. Vamos então

definir uma métrica sobre um grupo profinito e posteriormente a dimensão de Hausdorff

sobre estes.

Chamamos uma filtração {Gn}∞n=0 a uma cadeia descendente de subgrupos normais

abertos que formam uma base de vizinhanças da identidade.

Seja G um grupo profinito junto com uma filtração {Gn}∞n=0:

G0 ≥ G1 ≥ G2 ≥ . . .

Definimos uma métrica sobre G por

ρ(x, y) = inf{|G : Gn|−1 | xy−1 ∈ Gn}.

Afirmamos que ρ satisfaz as propriedades de uma métrica:

1. ρ(x, y) = 0⇔ xy−1 ∈ Gn para todo n⇔ xy−1 ∈ {1} ⇔ x = y.

2. ρ(x, y) = inf{|G : Gn|−1 | xy−1 ∈ Gn} = inf{|G : Gn|−1 | yx−1 ∈ Gn} = ρ(y, x).

3. Sejam x, y, z ∈ G. Para cada ε > 0, existem n,m ∈ N tal que xz−1 ∈ Gn, zy−1 ∈ Gm,

e
1

|G : Gn|
≤ ρ(x, z) +

ε

2
e

1

|G : Gm|
≤ ρ(z, y) +

ε

2
.

Suponha que n ≥ m. Então Gn ≤ Gm; logo xy−1 ∈ Gm e

1

|G : Gm|
≤ 1

|G : Gm|
+

1

|G : Gn|
≤ ρ(x, z) + ρ(z, y) + ε.

Portanto, ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y).
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Pode se mostrar facilmente que os abertos gerados por esta métrica coincidem com

os abertos da topologia de G. Logo todo grupo profinito que admite uma filtração é

metrisavel.

Note que 0 ≤ ρ(x, y) ≤ 1 para todos x, y ∈ G, e qualquer bola de raio ε com centro x

é uma classe lateral à esquerda,

Bε(x) = {y ∈ G | ρ(x, y) ≤ ε} = Gnx com n o menor número tal que
1

|G : Gn|
≤ ε.

Logo tem sentido só considerar raios da forma ρ = |G : Gn|−1. Agora estamos prontos

para definir dimensão de Hausdorff por caixas sobre grupos profinitos.

Seja H ≤c G. Então H =
⋃
x∈H Gnx. Logo Nρ(H) = |HGn : Gn|, onde ρ = |G : Gn|−1.

Portanto,

dimB(H) = lim inf
n→∞

log |HGn : Gn|
log |G : Gn|

,

dimB(H) = lim sup
n→∞

log |HGn : Gn|
log |G : Gn|

.

Notemos que se um grupo profinito é metrisavel então podemos definir a dimensão de

Hausdorff da maneira convencional e como foi visto sempre vamos obter a desigualdade.

dimH(F ) ≤ dimB(F ) ≤ dimB(F ).

Foi Abercrombie em seu artigo [1] que prova que já que grupos profinitos são com-

pactos possuem uma única medida invariante (medida de Haar), e fazendo uso desta

e a métrica para grupos profinitos exposta anteriormente, a dimensão de Hausdorff é

análoga a dimensão sobre R. Além ele prova na [1, Proposicão 2.6] que a desigualdade

dimB(H) ≤ dimH(H), é valida em grupos profinitos, logo temos o seguinte teorema.

Teorema 3.0.2. Seja G um grupo profinito com uma filtração {Gn}∞n=0, e seja H ≤c G.

Então

dimH(H) = dimB(H) = lim inf
n→∞

log |HGn : Gn|
log |G : Gn|

= lim inf
n→∞

log |H : H ∩Gn|
log |G : Gn|

Observação 3.0.3. Notamos que se G é infinito, então todo subgrupo aberto H tem

dimensão de Hausdorff 1. Para ver isso, primeiro note que

log |G : Gn| = log(|G : HGn||HGn : Gn|) = log |G : HGn|+ log |HGn : Gn|.

Como H é aberto, |G : H| < ∞ e HGn = H para todo n suficientemente grande. Logo

log |G : Gn| = log |G : H| + log |HGn : Gn| para todo n suficientemente grande. Agora
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segue facilmente que

dimH(H) = lim
n→∞

log |H : H ∩Gn|
log |G : H|+ log |H : H ∩Gn|

= 1.

Notamos também que se H é finito, então dimensão de Hausdorff de H é 0.

Contudo, a dimensão de Hausdorff depende da filtração que tomamos para definir a

métrica. De fato, se tomamos filtrações diferentes, obtemos valores diferentes da dimensão.

Exemplo 3.0.4. Seja G = Zp ⊕ Zp e H = {0} ⊕ Zp ≤ Zp ⊕ Zp. Então calculando

a dimensão de Hausdorff com respeito a filtração Gn = pnZp ⊕ pnZp, n ≥ 0, obtemos

H ∩Gn = {0} ⊕ pnZp,

|H : H ∩Gn| = |{0} ⊕ Zp : {0} ⊕ pnZp| = pn,

|G : Gn| = |Zp ⊕ Zp : pnZp ⊕ pnZp| = p2n.

Portanto,

dimH(H) = lim inf
n→∞

logp |H : H ∩Gn|
logp |G : Gn|

= lim inf
n→∞

logp p
n

logp p
2n

=
1

2
.

Por outro lado, se calculamos a dimensão de Hausdorff com respeito a filtração Gn =

p2nZp ⊕ pnZp, n ≥ 0, então obtemos

|H : H ∩Gn| = |{0} ⊕ Zp : {0} ⊕ pnZp| = pn,

|G : Gn| =
∣∣Zp ⊕ Zp : p2nZp ⊕ pnZp

∣∣ = p3n,

e

dimH(H) = lim inf
n→∞

logp |H : H ∩Gn|
logp |G : Gn|

= lim inf
n→∞

logp p
n

logp p
3n

=
1

3
.
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Caṕıtulo 4

Dimensão de Hausdorff para grupos

pro-p

Como observamos anteriormente, podemos definir a dimensão de Hausdorff para grupos

profinitos. Porém, a dimensão de Hausdorff é dependente da filtração que escolhêssemos

para definir a métrica. No caso de grupos pro-p finitamente gerados a filtração {Pn(G)}∞n=0

(pelo Teorema 1.5.9 forma uma vizinhança da identidade) é uma filtração natural. Vimos

que se o grupo pro-p G é powerful, temos que Pn+1(G) = Gpn . Neste caṕıtulo sempre

vamos supor que o grupo G é um grupo pro-p finitamente gerado e restringiremos à

filtração {Gn = Gpn}∞n=0.

Dados um grupo G e um número inteiro positivo n, definimos G{n} = {gn | g ∈ G}.
Logo Gpn = 〈G{pn}〉.

Consideremos um grupo profinito G munido da métrica proveniente da filtração {Gn =

Gpn}∞n=0. Definimos o espectro de G como

Spec(G) = {dimH(H) | H um subgrupo fechado de G}.

Como vimos no anterior capitulo a dimensão de Hausdorff de qualquer subgrupo aberto

de G é 1 e subgrupo finitos de G tem dimensão Hausdorff zero. Assim

Spec(G) ⊆ [0, 1].

A seguir nos vamos focar em grupos pro-p que também sao grupos anaĺıticos p-ádicos, e

mostrar que neste caso o espectro é um conjunto de números racionais. Primeiramente

precisamos mostrar alguns lemas.

Lema 4.0.1. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado powerful e seja H um subgrupo

fechado de G. Então



(i) Existe uma constante c > 0 tal que H ∩Gn = (H ∩Gc)
{pn−c} para todo n ≥ c.

(ii) Existe uma constante c > 0 tal que H ∩Gn ≤ Hn−c para todo n ≥ c.

Demonstração. Já que G é powerful, temos que Un = Gn/Gn+1 são grupos abelianos

elementares, que podemos considerar como espaços vetoriais sobre o corpo Fp. O mapa

x 7→ xp induz um epimorfismo φn : Un → Un+1. Como dim(Un) é limitada por d(G), para

n suficientemente grande, φn é um isomorfismo.

Definimos Vn = (H ∩ Gn)Gn+1/Gn+1. Então Vn ≤ Un e φn(Vn) ≤ Vn+1. Como φn é

injetiva para n suficientemente grande, a serie {dim(Vn)} é não decrescente para n grande.

Porém, dim(Vn) ≤ d(G) para todo n. Portanto, a serie {dim(Vn)} se estabiliza. Segue

que existe uma constante c > 0 tal que se n ≥ c, então φn induz um isomorfismo de Vn

para Vn+1. Em particular, φn(Vn) = Vn+1 para n ≥ c.

Vamos provar que se n ≥ c, então o mapa x 7→ xp de H ∩ Gn para H ∩ Gn+1 é

sobrejetivo. Seja h ∈ H ∩Gn+1. Mostraremos por indução que para k ≥ 0

h = (hnhn+1 . . . hn+k)
pgn+k+2, (4.1)

onde hn+m ∈ H ∩Gn+m (0 ≤ m ≤ k), e gn+k+2 ∈ H ∩Gn+k+2.

Se k = 0, então como n ≥ c, φn(Vn) = Vn+1. Portanto existe hn ∈ H ∩ Gn e

gn+2 ∈ Gn+2 tal que h = hpngn+2. Suponhamos agora que a afirmação seja valida para k e

vamos prová-la para k+1. Visto que n+k+2 ≥ c, existem elementos hn+k+1 ∈ H∩Gn+k+1

e g̃ ∈ H ∩Gn+k+3 tal que gn+k+2 = hpn+k+1g̃. Portanto, h = (hnhn+1...hn+k)
phpn+k+1g̃.

Já que G é um grupo powerful, nós temos que

h̃ = [hn+k+1, hnhn+1...hn+k] ∈ [Gn+k+1, G] ≤ Gn+k+2

Além disso, se p = 2, nós temos que h̃ ∈ Gn+k+3. Segue que, em G/Gn+k+3, a imagem de

h̃ comuta com a imagem de hn+k+1 e de hnhn+1...hn+k.

Aplicando a Formula 1.5.3, temos que

h = (hnhn+1...hn+khn+k+1)ph̃p(p−1)/2g′g̃,

onde g′ ∈ H ∩Gn+k+3. Note que h̃ ∈ Gn+k+2 e se p = 2, h̃ ∈ Gn+k+3. Portanto

h = (hnhn+1...hn+khn+k+1)pgn+k+3,

onde hn+m ∈ H ∩Gn+m para 0 ≤ m ≤ k + 1 e gn+k+3 ∈ H ∩Gn+k+3.

A sequência {hnhn+1...hn+k}∞k=0 é uma sequência de Cauchy, assim converge para al-
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gum h′ ∈ H ∩Gn. Por outro lado, segue de (4.1) que

h = lim
k→∞

(hnhn+1...hn+k)
p,

e como x 7→ xp é um mapa continuo, nós temos que h = (h′)p. O que prova que o mapa

x 7→ xp de H ∩ Gn para H ∩ Gn+1 é sobrejetivo. Portanto, H ∩ Gn+1 = (H ∩ Gn){p}.

Usando repetidamente esta igualdade, obtemos que H ∩Gn = (H ∩Gc)
{pn−c} para n ≥ c,

provando (i).

A parte (ii) segue do (i). Em efeito,

H ∩Gn = (H ∩Gc)
{pn−c} ≤ Hpn−c = Hn−c.

Lema 4.0.2. Se G é um grupo pro-p p-ádico anaĺıtico, então existe um inteiro a > 0 tal

que Ga é subgrupo powerful de G.

Demonstração. Note que Gn é um subgrupo caracteŕıstico de G. Portanto GnCG. Como

G é p-ádico anaĺıtico, d(Gn) ≤ d(G) = r. Consideramos V = V (G, r) (aberto em G).

Como Gn é uma filtração, existe a tal que Ga ≤ V . Então pela Proposição 3.9 do Dixon,

Ga p.e. V . Logo Ga é powerful.

Corolário 4.0.3. Seja G um grupo pro-p anaĺıtico p-ádico e H ≤c G. Então existe uma

constante c tal que H ∩Gn ≤ Hn−c, para todo n ≥ c.

Demonstração. Já que G é um grupo p-ádico anaĺıtico, pelo lema anterior existe uma

constante a > 0 tal que Ga é powerful. Aplicando Lema 4.0.1 para o subgrupo H ∩Ga de

Ga, obtemos que existe uma constante b tal que para todo n ≥ b,

H ∩Ga+n = H ∩Gpn

a = (H ∩Ga+b)
{pn−b} ≤ Hn−b = Ha+n−(a+b).

Seja c = a+ b. Então H ∩Gn ≤ Hn−c para todo n ≥ c.

o seguinte lema nos da outro jeito de calcular a dimensão de um grupo pro-p de postos

finito.

Lema 4.0.4. Seja G um grupo pro-p de posto finito. Então

dim(G) = lim
k→∞

logp |G : Gpk |
k

Demonstração. Se G for um grupo pro-p de posto finito, então existe n ∈ N tal que Gpk

é uniforme para todo k ≥ n. Note também que como Gpk é aberto, |G : Gpk | é finito para
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todo k. Assim

lim
k→∞

logp |G : Gpk |
k

= lim
k→∞

logp |G : Gpn||Gpn : Gpk |
k

= lim
k→∞

logp |G : Gpn|
k

+ lim
k→∞

logp |Gpn : Gpk |
k

= 0 + lim
k→∞

logp |Gpn : (Gpn)p
k−n|

k
.

Seja Γ = Gpn . Fazendo mudança de variáveis, t = k − n, temos

lim
k→∞

logp |G : Gpk |
k

= lim
t→∞

logp |Γ : Γp
t |

t+ n
.

Notemos que Γ é uniforme e aberto. Portanto,

|Γ : Γp
t| = |Γ : Γp||Γp : Γp

2| . . . |Γpt−1

: Γp
t | = |Γ : Φ(Γ)|t.

Logo

lim
t→∞

logp |Γ : Γp
t|

t+ n
= lim

t→∞

logp |Γ : Φ(Γ)|t

t+ n
= logp |Γ : Φ(Γ)| lim

t→∞

t

t+ n
= logp |Γ : Φ(Γ)|.

Como Γ é um subgrupo aberto uniforme de G, temos que dim(G) = d(Γ) = logp |Γ :

Φ(Γ)|, provando a igualdade.

O seguinte resultado indica que o conceito de dimensão de Hausdorff generaliza o

conceito de dimensão para grupos de Lie.

Teorema 4.0.5. Seja G um grupo pro-p p-ádico anaĺıtico e H ≤c G. Então

dimH(H) =
dim(H)

dim(G)
.

Demonstração. Vejamos que dimH H ≤ dim(H)/ dim(G). Pelo lema anterior, temos que

dim(G) = lim
k→∞

logp |G : Gpk |
k

,

e

dim(H) = lim
k→∞

logp |H : Hpk |
k

.

Note que Hpk ≤ H ∩Gpk = H ∩Gk. Portanto,

logp |H : H ∩Gk|
logp |G : Gk|

≤
logp |H : Hpk |/k
logp |G : Gk|/k

.
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Como

lim
k→∞

logp |H : Hpk |/k
logp |G : Gk|/k

=
dim(H)

dim(G)
,

segue de Teorema 3.0.2 que

dimH(H) = lim inf
k→∞

logp |H : H ∩Gk|
logp |G : Gk|

≤ dim(H)

dim(G)
.

Agora vamos ver que dim(H)/ dim(G) ≤ dimH(H). Pelo Corolário 4.0.3, existe c tal

que H ∩Gk+c ≤ Hk para todo k. Portanto,

dimH(H) = lim inf
k→∞

logp |H : H ∩Gk+c|
logp |G : Gk+c|

≥ lim
k→∞

logp |H : Hpk |/k
logp |G : Gk|/k

=
dim(H)

dim(G)
.

Corolário 4.0.6. Seja G um grupo pro-p anaĺıtico p-ádico. Então

Spec(G) ⊆ {0, 1/d, 2/d, . . . , 1}, onde d = dim(G).

Agora estamos prontos para provar o resultado mais importante desta dissertação que

é uma caracterização de grupos anaĺıticos p-ádicos em termos de dimensão de Hausdorff.

Fazemos uso do teorema de Zelmanov [12, Teorema 1], que prova a conjetura de Burnside

para grupos compactos.

Teorema 4.0.7 (Teorema de Zelmanov). Todo grupo pro-p periódico é localmente finito.

Teorema 4.0.8. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado. As seguintes afirmações são

equivalentes:

(i) A dimensão de Hausdorff de um subgrupo fechado H de G é zero se e somente se

H é finito.

(ii) G é p-ádico anaĺıtico.

Demonstração. Claro, podemos supor que G é infinito.

((ii)⇒ (i)) SeH é um subgrupo finito deG, então dimH(H) = 0 pela Observação 3.0.3.

Suponhamos que H é um subgrupo fechado de G tal que dimH(H) = 0. Então pelo Teo-

rema 4.0.5, dim(H) = 0, o que implica que H é finito.

((i)⇒ (ii)) Suponhamos que G não seja p-ádico anaĺıtico. Então como G é um grupo

infinito pro-p finitamente gerado, pelo Teorema de Zelmanov [12], não pode ser periódico,

i.e., existe um elemento h ∈ G de ordem infinito. Definimos H = 〈h〉 ∼= Zp. Para obter
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uma contradição vamos mostrar que dimH(H) = 0. Suponhamos por contradição que

dimH(H) > 0. Então, pelo Teorema 3.0.2, existe ε > 0 tal que

lim inf
n→∞

log |H : H ∩Gn|
log |G : Gn|

> ε

Como Hn = Hpn ≤ H ∩Gn, obtemos

lim inf
n→∞

log |H : Hn|
log |G : Gn|

> ε.

Notamos que |H : Hn| = pn. Portanto, para n suficientemente grande,

n

logp |G : Gn|
> ε.

Logo |G : Gn| ≤ pcn, onde c = 1/ε. Finalmente, segue de [10, Teorema B] que G é um

grupo anaĺıtico p-ádico.
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