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RESUMO

DIMENSAO DE HAUSDORFF EM GRUPOS PRO-P COM APLICACOES EM
GRUPOS ANALITICOS P-ADICOS

Arbey Efren Lopez Garcia
Orientador: Ilir Snopche

Resumo da Dissertagao de Mestrado submetida ao Programa de Poés-graduacao do
Instituto de Matematica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ, como parte

dos requisitos necessarios a obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

O principal objetivo deste trabalho é o estudo da dimensao de Hausdorff para grupos
pro-p, com um foco especial na classe de grupos analiticos p-adicos. Este trabalho mostra
que além de fractais, também grupos pro-p tém uma dimensao de Hausdorff interessante.
Isto é possivel uma vez que grupos pro-p podem ser tornados espacos métricos com respeito
de alguma escolha de filtracao no grupo. A dimensao de Hausdorff é uma ferramenta muito
util na avaliacao da estrutura de subgrupos de grupos onde a estrutura é complicada e
longe de ser transparente. Foi Abercrombie que iniciou o estudo da dimensao de Hausdorff
para grupos profinitos. Os resultados mais interessantes foram obtidos no artigo seminal
de Barnea e Shalev, no qual este trabalho é baseado.

No primeiro capitulo deste trabalho apresentamos a teoria basica de grupos profinitos
e grupos pro-p. No capitulo 2, estudamos os principais resultados relativos as classes de
grupos pro-p powerful e de grupos analiticos p-adicos, respectivamente. Em seguida, no
terceiro capitulo, cobrimos as propriedades basicas da dimensao de Hausdorff para gru-
pos profinitos. O tltimo capitulo aborda o estudo da dimensao de Hausdorff na classe de
grupos pro-p analiticos p-adicos e contém os principais resultados deste trabalho. Mostra-
mos que a dimensao de Hausdorff de um subgrupo fechado de um grupo pro-p analitico
p-adico generaliza o conceito de dimensao em um grupo de Lie. Além disso, damos uma

caracterizagao de grupos pro-p analiticos p-adicos em termos de dimensao de Hausdorft.

Palavras-chave: Algebra, Grupos Profinitos, Grupos analiticos.

Rio de Janeiro
Agosto de 2016
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ABSTRACT

HAUSDORFF DIMENSION OF PRO-P GROUPS WITH APPLICATIONS IN
P-ADIC ANALYTIC PRO-P GROUPS

Arbey Efren Lopez Garcia
Orientador: Ilir Snopche

Abstract da Dissertacao de Mestrado submetida ao Programa de Pés-graduacao do
Instituto de Matematica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ, como parte

dos requisitos necessarios a obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

The main purpose of this work is the study of Hausdorff dimension for pro-p groups,
with a special focus on the class of p-adic analytic pro-p groups. This work illustrates
that besides fractals, also pro-p groups have an interesting Hausdorff dimension. This is
possible since pro-p groups can be made into metric spaces with respect to some choice
of filtration on the group. It turns out that Hausdorff dimension is a very useful tool
in assessing the subgroup structure of groups where the structure is complicated and far
from transparent. It was Abercrombie who initiated the study of Hausdorff dimension
for profinite groups. The most interesting results were obtained in the seminal paper of
Barnea and Shalev, on which this work is based.

In the first chapter of this work we present the basic theory of profinite groups and pro-
p groups. In chapter 2 we study the main results regarding the classes of powerful pro-p
groups and p-adic analytic pro-p groups, respectively. Next, in the third chapter, we cover
the basic properties of Hausdorff dimension for profinite groups. The last chapter covers
the study of Hausdorff dimension in the class of p-adic analytic groups and contains the
main results of this work. We show that the Hausdorff dimension of a closed subgroup of a
p-adic analytic pro-p group generalises the concept of dimension in a Lie group. Moreover,

we give a characterization of p-adic analytic pro-p groups in terms of Hausdorff dimension.

Key-words: Algebra, Profinite Groups, Analytic Groups, Hausdorff dimension.
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Introducao

Grupos profinitos sao grupos topoldgicos compactos e totalmente desconexos, que apa-
recem naturalmente como grupos de Galois de extensoes de corpos. Tais grupos podem
também ser pensados como limites inversos de grupos finitos. Uma subclasse particular-
mente interessante e importante dos grupos profinitos é a classe de grupos pro-p. Um
grupo pro-p é um grupo profinito em que todo subgrupo aberto normal tem indice igual
a uma poténcia de um primo p. Em outras palavras, um grupo pro-p é o limite inverso
de um sistema inverso de p-grupos finitos. Os grupos pro-p na classe de grupos profinitos
tém um papel andlogo ao dos p-grupos na classe dos grupos finitos.

Quando se lida com grupos profinitos ou grupos pro-p parece util ter uma ferramenta
que mede o tamanho dos subgrupos de um grupo dado. Claramente, no caso de grupos
finitos, a cardinalidade é uma medida natural. Grupos pro-p, grupos profinitos e grupos
compactos em geral, possuem uma medida de Haar invariante, que pode ser usado para
medir o tamanho de subconjuntos. No entanto, a medida de Haar nao é muito informativa
e util quando aplicada a subgrupos de um grupo compacto, pois todos os subgrupos
fechados de indice infinito tém medida de Haar 0, e a medida de Haar (normalizada) de
um subgrupo aberto é simplesmente o inverso do seu indice. De modo que ao estudar os
subgrupos fechados de grupos profinitos e de grupos pro-p que nao sao abertos, pode ser
usado a dimensao de Hausdorff.

O principal objetivo deste trabalho é o estudo da dimensao de Hausdorff para grupos
pro-p. Este trabalho mostra que além de fractais, também grupos pro-p tém uma dimensao
de Hausdorff interessante. Isto é possivel uma vez que grupos pro-p podem ser tornados
espagos métricos com respeito de alguma escolha de filtracao no grupo. A dimensao de
Hausdorff é uma ferramenta muito 1til na avaliacao da estrutura de subgrupos de grupos
onde a estrutura é complicada e longe de ser transparente. Foi Abercrombie que iniciou
o estudo da dimensao de Hausdorff para grupos profinitos (veja [1]). Os resultados mais
interessantes foram obtidos no artigo seminal de Barnea e Shalev (veja [2]), no qual
este trabalho é baseado. O nosso foco vai ser nas aplicagoes da dimensao de Hausdorff
para o estudo de grupos analiticos p-ddicos. Um grupo analitico p-adico é uma variedade

analitica p-adica que também é um grupo, onde as operagoes do grupo sao dadas por



fungoes analiticas.

No primeiro capitulo deste trabalho apresentamos a teoria basica de grupos profinitos
e grupos pro-p, seguindo os livros [11] e [3]. Primeiramente, fazemos uma revisao de
grupos topoldgicos e limites inversos. Em seguida, introduzimos os conceitos de grupos
profinitos e pro-p através de limites inversos e estudamos as suas propriedades bésicas.
Também consideramos alguns exemplos, incluindo os inteiros p-adicos. No capitulo 2,
estudamos os principais resultados relativos as classes de grupos pro-p powerful e de
grupos analiticos p-adicos, respectivamente. Primeiramente, introduzimos o conceito de
p-grupo finito powerful e construimos gradualmente a teoria da estrutura de p-grupos
finitos powerful. Em seguida, introduzimos os grupos pro-p powerful e estudamos as suas
propriedades, usando a teoria da estrutura de p-grupos finitos powerful. Finalmente,
nesse capitulo, apresentamos e estudamos os grupos analiticos p-adicos. Em particular,
damos uma caracterizacao de grupos analiticos p-ddicos como grupos topoldgicos que
contem um subgrupo aberto que é um grupo pro-p powerful. A principal referéncia nesse
capitulo é o livro [3]. No capitulo 3 cobrimos as propriedades béasicas da dimensao de
Hausdorff para grupos profinitos. O 1ltimo capitulo aborda o estudo da dimensao de
Hausdorff na classe de grupos pro-p analiticos p-adicos e contém os principais resultados
deste trabalho. Mostramos que a dimensao de Hausdorff de um subgrupo fechado de um
grupo pro-p analitico p-ddico generaliza o conceito de dimensao em um grupo de Lie.
Além disso, damos uma caracterizacao de grupos pro-p analiticos p-adicos em termos de

dimensao de Hausdorff. A principal referéncia nos capitulos 3 e 4 é o artigo [2].



Capitulo 1
Grupos profinitos e pro-p

Um grupo profinito é o limite inverso de um sistema inverso de grupos finitos. Equiva-
lentemente, um grupo profinito é um grupo topoldgico compacto, Hausdorff e totalmente
desconexo. Um grupo pro-p é um grupo profinito em que todo subgrupo aberto normal
tem indice igual a uma poténcia de um primo p. Os grupos pro-p na classe de grupos pro-
finitos tém um papel andlogo ao dos p-grupos na classe dos grupos finitos. Nesse capitulo

apresentamos a teoria basica de grupos profinitos e grupos pro-p, seguindo os livros [11]
e [3].

1.1 Preliminares topologicos

Um conjunto X e uma familia de subconjuntos U de X é um espago topolégico (X,U)
se e somente se U é fechado sobre unioes quaisquer, fechada sobre interseccoes finitas e
@, X pertencem a U. Nesse caso U é chamado de topologia de X e um elemento de U é
chamado conjunto aberto. Um conjunto é fechado se o seu complemento é aberto. Dado
um subconjunto W de X, o fecho W de W é o menor conjunto fechado contendo W.
Dizemos que W C X ¢é denso em X se W = X.Uma vizinhanca de 2 em X é um aberto
contendo x. Uma base B de um espago topoldgico (X,U) é uma subfamilia de U, tal
que para todo aberto V' existe W em B tal que W C V. Uma Base de vizinhancas ou
sistema fundamental de vizinhangas de U em € X é uma subfamilia de vizinhangas
B, de x tal que se V' é um aberto contendo x, entao existe W em B, tal que W C V.

Qualquer conjunto X pode ser considerado como um espaco topoldgico, considerando
a topologia discreta U = P(X).

Se Y é um subconjunto de um espago topoldgico (X, U), entao Y pode ser considerado
como um subespaco topoldgico, com a topologia induzida (os abertos de Y sdo da forma
Y NW, onde W é um aberto de X).

Um espago topoldgico X é compacto, se para qualquer familia de abertos {U,|a € A}



cuja uniao é X, existe uma subfamilia finita U,,, ..., U,, cuja uniao é X.

Um espago topoldgico X é Hausdorff se para cada dois elementos x,y € X existem
vizinhancas U,V de z,y, tais que U NV = . Se X for Hausdorff, entao cada z € X é
fechado.

Um espacgo topolégico X é conexo se nao se pode escrever como a uniao disjunta de
dois abertos nao vazios. Dizemos que X é totalmente desconexo se todo subespaco

conexo de X tem no méaximo um elemento.

Lema 1.1.1. Seja X um espaco Hausdorff, compacto e totalmente desconexo. Entdo todo

aberto de X ¢ uma uniao de conjuntos que sao simultaneamente abertos e fechados.

Dados dois espacos topolégicos X, Y, dizemos que uma funcao f : X — Y é uma
fungao continua se a preimagem de cada aberto em Y é um aberto em X. Dada uma

familia de espagos topoldgicos {X,|A € A} o produto cartesiano se define como

[T = {@)renlen € X}
AEA
A funcao
Ty HX)\ — X,
dada por
Wu((x/\)AeA) =Ty

¢ chamada de funcao projecao. O conjunto produto cartesiano HXA junto com a

AEA
menor topologia, tal que as aplicacoes projecoes sao continuas, ¢ chamado de produto

topoldgico.

Proposicao 1.1.2. [11, Teorema 0.2.1] Seja {X\|\ € A} uma familia de espagos to-

pologicos.

(i) Se cada X, € Hausdorff, entio o produto topolégico H X também é Hausdorff.
A€A

(i) Se cada X, € totalmente desconexo, entao o produto topoldgico HX,\ também é

A€EA
totalmente desconexo.

(iii) Se cada X, é compacto, entdo o produto topoldgico H X, também é compacto.
AEA

Um grupo topolégico G é um espaco topoldgico que tem uma estrutura de grupo,

tal que o mapa G x G — G : (z,y) — xy~ ' é continuo.

Lema 1.1.3. [11, Lema 0.3.1] Seja G um grupo topoldgico.

4



(i) Todo subgrupo aberto de G ¢é fechado e todo subgrupo fechado de indice finito €

aberto. Se G € compacto, entdo todo subgrupo aberto tem indice finito.

(i) Se H € um subgrupo de G contendo um conjunto aberto nao vazio, entdo H é um

subgrupo aberto.

(i1i) Se H é um subgrupo de G e K é um subgrupo normal de G, entao H é um subgrupo
topolégico com a topologia induzida, e G/K é um grupo topoldgico com a topologia

quociente.

(iv) O grupo G é Hausdorff se e somente se {1} € fechado. Em particular, G/K ¢

Hausdorff se e somente se K € fechado em G.

(v) Se G € totalmente desconexo, entao é Hausdorff.

Lema 1.1.4. Seja G um grupo topoldgico. Se Y é um subconjunto aberto e fechado que

contem a identidade 1, entao Y contem um subgrupo aberto e normal.

Proposicao 1.1.5. [11, Proposi¢cio 0.3.3] Seja G um grupo topolégico compacto e total-

mente desconexo.

(i) Todo subconjunto aberto de G é uma unido de classes laterais de subgrupos normais

abertos.

(i) Um subconjunto de G é aberto e fechado se e somente se é a uniao de um nimero

finito de classes laterais de subgrupos normais abertos.

(iii) Se X é um subconjunto de G, entdo o fecho topoldgico X satisfaz

X = m(NX|Né um subgrupo normal aberto de G ).

1.2 Inteiros p-adicos

Seja Q o corpo de nimeros racionais e seja p um numero primo fixo. Dado um nimero

racional x # 0, podemos escrever x de maneira inica como

mn

r=7p

o 2

com n,a,b € Z,b> 0, med(a,b) =1 e ptab. Nesse caso definimos a fungao

nd

b

A funcao v, é uma valorizacao discreta sobre Q, i.e., satisfaz:

v, 1 QF — Z, tal que v,(p"—) = n.

>



(1) vplay) = vp(x) + vp(y)-
(ii) v, € sobrejetiva.
(iii) wvy(x +y) > min{v,(z),v,(y)} para todo z,y € Q, com x + y # 0.

Agora que temos uma valorizagao sobre Q, podemos definir uma norma sobre Q, dada
por
p—vp(fv)7 z#0
|z, =
0, z = 0.

Nao ¢ dificil de ver que |.|, satisfaz as propriedades de uma norma sobre Q. Mais
precisamente, ||, é uma norma ndo arquimediana, i.e., [v + y|, < max {|z],,|y[,} para
todo z,y € Q. Consideramos seqiiencias de Cauchy com respeito a esta norma. E
definimos duas seqiiencias de Cauchy {a;} e {b;} equivalentes se |a; — b;| — 0 quando
it — 0. O completamento de Q é o conjunto de classes de equivaléncia de seqliencias de
Cauchy.

Podemos ver facilmente que este completamento ¢ um corpo, denotado por @, e cha-
mado de nimeros p-addicos. O corpo @, é completo, i.e., todas as seqiiencias de Cauchy de
elementos de @@, sao convergentes. Os racionais podem ser identificados com um subcorpo
de Q, que consiste das seqiiencias de Cauchy constantes.

Definimos uma norma sobre Q,, como uma extensao da norma |.| , em Q, na forma
seguinte: para z € Q,

|z|, == lim |z;,, onde, z; € Q
1—00

e (z;) é uma seqiiencia de Cauchy tal que lim x; = z. O subconjunto de @, denotado
71— 00

por Z, e definido por
Ly =A{z € Q| |z], <1},

é chamado o anel de inteiros p-ddicos. Nao é dificil mostrar [7, Teorema 2, pagina 11]

que x € Z, se e somente se existe uma sequéncia de Cauchy da forma x = {a;} tal que:
(i) 0<a; <p—1,parai=1,2,....
(ii) a; = a;41 mod p’, parai=1,2,....

Portanto podemos identificar Z, com o seguinte conjunto

Zp:{Zanp” |0<a, <p-1}.
n=0



1.3 Limites inversos

Um conjunto dirigido é um conjunto parcialmente ordenado nao vazio (I, <) com a pro-

priedade que para todo 1,15 € I existe i3 € I tal que i1 < i3,i5 < 13.

Definigao 1.3.1. Um sistema inverso (X;, ¢;;, ) de espagos topoldgicos (grupos, grupos
topoldgicos, anéis, etc.) indexado por um conjunto dirigido (7, <) é uma familia (X; | i €
I) de espagos topoldgicos (grupos, grupos topoldgicos, anéis, etc.) e fungoes continuas
(homomorfismos de grupos, homomorfismos continuos, homomorfismo de anéis, etc.) ¢;; :

X,; — X; para cada 7 < j que satisfaz as seguintes propriedades:
(i) ¢ = Idx, para cada i € I;

(i) wir = pijejk para cada i < j <k, i.e., o seguinte diagrama comuta.
©

Xi

Definigao 1.3.2. Dado um sistema inverso (X;, ;;, I), uma familia compativel (X, 1);) é

Xk

um espago topologico X e mapas continuos ¢; : X — X;, tais que v; = ¢;;1;.

Definicao 1.3.3. O limite inverso de um sistema inverso (X;, ¢;;, [) é uma familia com-
pativel (X, ;) que satisfaz a seguinte propriedade universal: se (Y, ¢;) é uma outra familia
compativel de (X;, ¢;;,]), entdo existe um tnico mapa continuo 7 : X — Y tal que

Y; = ¢;7 para todo ¢ € I, i.e., o seguinte diagrama é comutativo.

X - Y

DN
X;

Proposicao 1.3.4. Seja (X, pij, I) um sistema inverso.

(i) Seja X o subconjunto do produto cartesiano (com a topologia induzida) [[,., X; dado

por

X = {(z;) € HXi\SOji(xi) =z sei>j}

i€l
e considere 0s mapas
7Ti’X X = XZ',

onde m; : [[;e; X; — Xj sdo as projegoes. Entio (X,m;) € o limite inverso do

sistema inverso (X;, i, I).



(ii) O limite inverso é unico no sequinte sentido: Se (X, ;) e (Y, ¢;) sdo limites inversos
do sistema inverso (X;, i, 1), entdo existe um unico homeomorfismo 7 : X = Y,

tal que ; = ¢;7 para todo v € I.

O limite inverso de um sistema inverso (X;, ¢;j, ) vai ser denotado por:
X =lim X;.
<

Proposigao 1.3.5. Seja (X, pij, I) um sistema inverso e seja X = lim X; o seu limite
+—

INVerso.

(1) Se cada X; é Hausdorff, entdo X também é Hausdorff.
(ii) Se cada X; € totalmente desconexo, entio X também € totalmente desconexo.

(11i) Se cada X; é compacto, entdo X também é compacto.

Proposigao 1.3.6. [5] Seja (X, pij, I) um sistema inverso de espagos compactos, Haus-

dorff e ndo vazios. Entdo o limite inverso
X =limX;
(;

também € nao vazio.

Seja G um grupo e I uma familia de subgrupos normais de indice finito. Definimos
M<Nse NM.Se M,NeleM=N,entao seja

oun : G/N — G/M o epimorfismo natural.

Entao {G/N, ¢y} é um sistema inverso de grupos finitos. O limite inverso deste sistema
inverso de grupos finitos é conhecido como completamento pro-I e é denotado por Gr.
Quando I consiste de todos os subgrupos normais de indice finito de G' dizemos que G é

o completamento profinito de G, e denotamos G por G.

Exemplo 1.3.7. Consideremos o grupos dos numeros inteiros Z. A familia I de todos
os subgrupos normais de indice finito é dada por {nZ},cn. Entdo nZ < mZ < m|n <
mZ < nZ. Se mZ < nZ definimos

Omn : L0l — 7/mZ

Omn - mod n— x mod m.

Claramente (@, Z/nZ, <) é um sistema inverso, e o limite inverso Z = limZ/nZ é o
—

completamento profinito de Z.



Exemplo 1.3.8 (Os inteiros p-ddicos como um limite inverso). Seja p um primo fixo.
Consideramos o conjunto I = N com a ordem usual. Os grupos finitos {Z/p'Z};cn, junto
com os epimorfismos naturais ¢;; : Z/p’Z — Z/p'Z, formam um sistema inverso. Pela

Proposigao 1.3.4, o limite inverso do sistema inverso (y;;, Z/p'Z) é igual a

n=1

imZ/p"Z = {(an) € HZ/p”Z | Ymn(an) = am, para todo m < n} . (1.1)
—

Seja x = (a,) um elemento de lim Z /p"Z. Entao os inteiros a,, satisfazem:
<
as =a; mod p

as = a, mod p?
(py1 = a, mod p"

Ja que ay € Z/pZ, temos que 0 < a; < p — 1. Pegamos by := a;. Como ay = a; mod p,
segue que existe um inteiro by, tal que 0 < by < p—1 e a; = by + byp. Por inducao,
existem inteiros {b,,} entre 0 e p — 1 satisfazendo a, = by + bip + ... + b,p". Assim,
cada elemento do limite inverso ( 1.1) pode ser identificado com uma expressao da forma
oo

Z b;p'. Portanto

i=1

Z, = 1131 Z/p"Z.

Podemos definir operagoes de soma e multiplicacao em Z,, que o tornam um anel. Por
isso Z, ¢ chamado o anel de inteiros p-ddicos. O anel Z, tem incontdveis elementos. O
anel Z, contem uma copia de Z, e todos os seus ideais nao nulos sao da forma p"Z, para

algum n € N. O ideal pZ, ¢ o tunico ideal maximal de Z,.

1.4 Grupos profinitos

Cada grupo finito munido com a topologia discreta pode ser considerado como um grupo
topologico. Tomando o limite inverso de grupos finitos obtemos um grupo topolégico
profinito. O nosso objetivo é dar uma caracterizagao de grupos profinitos, e notar como é
que eles herdam muitas das propriedades de grupos finitos, como por exemplo o Teorema

de Lagrange e o Teorema de Sylow.

Definigao 1.4.1. Um grupo profinito é o limite inverso de um sistema inverso de grupos

finitos.

Uma caracterizagao de grupos profinitos é que sao grupos topoldgicos compactos,



Hausdorff, e totalmente desconexos. Por tanto suas propriedades sao meramente to-

poldgicas.
Teorema 1.4.2. As sequintes condigcoes sao equivalentes.
(i) G é um grupo profinito.

(ii) G é um grupo topoldgico compacto, Hausdorff e a familia de subgrupos normais e

abertos formam uma base de vizinhancas da identidade 1.
(i1i) G € um grupo topoldgico compacto, Hausdorff, e totalmente desconezo.

Demonstragao. (1 = 2) Seja G um grupo profinito. Entao

A

i€l

onde {Gj,p;j,I} é um sistema inverso de grupos finitos G;, com homomorfismos as
projecoes

Considere os subgrupos {U; | U; = Ker(y;)} de G. Os subgrupos U; sao abertos, pois
G, tem a topologia discreta, e os subgrupos U; sao normais, pois sao ntcleos de homo-
morfismos. Vamos mostrar que eles formam uma base de vizinhangas do 1 em G. De

fato, qualquer aberto de [[,.; Gi contem uma vizinhanca do {1} do produto topolégico,

( 11 GZ-) x {1}, % ... x {1},

TFTL eyt

da forma

com iy,...,4; € I. Seja ig > iy, ...,%4;. Entao

(H Gz) X {1}10] = Ker(%‘o) = Uz

i#i0

GnN

sao vizinhancas do {1} em G.

(2 = 3) Para ver que G ¢ totalmente desconexo, basta mostrar que a componente
conexa N da identidade em G é {1}. Seja {U;} uma base de vizinhangas do {1}. Tomamos
N; = U;N N para cada i. Os subgrupos N; sao abertos normais em N, e como N é conexo
N = N, para todo 7. Entao

N=(N:=[INnN;=N[N;:=Nn{1},

e por isso N = {1}.

10



(3 = 1) Proposicao 1.1.7 do Wilson [11]. O
Seja G um grupo profinito. Entao os seguintes fatos sao facilmente demonstrados.

(i) Todo subgrupo aberto possui um subgrupo normal aberto.

(ii) A familia de todos os subgrupos abertos de G, tem intersecgao {1}.

(iii) Um subconjunto é aberto se e somente se é unidao de classes laterais de subgrupos

abertos e normais.

(iv) Seja H um subgrupo aberto de um grupo profinito G. Entao H é fechado, de indice

finito e contém um subgrupo aberto normal de G.

Seja G grupo topolégico. Se X é um subgrupo aberto de GG, subgrupo fechado de G,
subgrupo normal aberto de GG, subgrupo normal fechado de G, vamos escrever X <, G,
X <.G X ,G e X <. G, respectivamente.

Uma das principais riquezas dos grupos profinitos é que herdam muitas das proprieda-
des de grupos finitos. Facilmente podemos demonstrar analogos ao Teorema de Lagrange
e ao Teorema de Sylow, entre outros.

Consideremos um grupo profinito

<—

K3

onde cada G; é um grupo finito. Se G for infinito entao a cardinalidade de G nos da
pouca ou nada de informacao. Por isso existe uma no¢ao de ordem em grupos profinito
que reflete de maneira global as propriedades aritméticas dos grupos finitos ;. Para in-
troduzir este novo conceito precisamos da nocao de nimeros supernaturais. Um nimero

supernatural é um produto da forma
n — H pn(p)
p

onde p atravessa todos os nimeros primos e n(p) é um inteiro ndo negativo ou infinito.

Dado um outro niimero supernatural

m = Hpn(p)’

p

diz-se que m divide n, notado por m|n, se m(p) < n(p) para cada primo p.
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Dada uma familia de niimeros supernaturais
p

definimos o produto, o minimo multiplo comum m.m.c e 0 maximo comum divisor m.c.d,

respectivamente, na forma seguinte:

Hni = Hpsf’, onde s, = Z{n(p, i)}

el p el

m.m.c({n; }ier) = Hpsp, onde s, = max{n(p,i)}
P

m.c.d({n;}ier) = Hpsf', onde s, = miin{n(p, i)}

p

Definicao 1.4.3. Seja G um grupo profinito e H um subgrupo fechado de G. O indice

de H em G se define como
|G:Hl=mm.c{|G:U|l | HCU<,G}=mm.c{|G/U:HU/U| | U<,G}
A ordem de G é definido por
G| = |G : 1| =mm.c{|G:U||U<,G}.

O seguinte teorema é o Teorema de Lagrange para grupos pro-finitos

Teorema 1.4.4. Seja G um grupo pro-finito. Se K <. H <. G, entao
|G:K|=|G:H||H: K|

Seja G um grupo profinito. Se diz que um subconjunto X C G gera topologicamente
G, se G = (X) onde (X) é o subgrupo gerado por X como grupo. Se X é finto, entao
dizemos que G ¢ finitamente gerado. Denotamos por d(G) o tamanho do menor conjunto

que gera G.

Proposicao 1.4.5. Seja G um grupo profinito finitamente gerado. Se H é um subgrupo

aberto de G, entao H é também finitamente gerado.

Seja G um grupo profinito finitamente gerado. Pela proposicao anterior todo subgrupo
aberto H de G é finitamente gerado, porém nao sempre o nimero minimo de geradores

d(H) é limitado. No capitulo seguinte vamos estudar uma classe de grupos profinitos,
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grupos pro-p powerful, onde para cada subgrupo fechado H o nimero de geradores d(H)

é limitado.

O subgrupo de Frattini de um grupo profinito GG, denotado por ®(G), é definido por

O(G) = ﬂ{M | M é um subgrupo aberto maximal proprio de G}.

O subgrupo de Frattini coincide com o conjunto dos nao geradores de G [5, Lema 2.8.1].

Proposicao 1.4.6. Seja G um grupo profinito.

(1) ®(G) <. G;

(ii)) Se N <.G e N < ®(G), entao P(G/N) = &(G)/N;

(i1i) Se H <.G e H®(G) = G, entio H = G;

(i) Se G é finitamente gerado, entio d(G) = d(G/P(G)).

Demonstragao. (i) O subgrupo de Frattini é um subgrupo caracteristico, e por isso é um

(i)

(i)

(iv)

subgrupo normal. Como os subgrupos abertos de um grupo profinito sao fechados,

entao ®(G) como intersecgao de subgrupos fechados é fechado.

Segue do seguinte fato: cada subgrupo maximal aberto de G/N é da forma U = M /N

com M um subgrupo aberto maximal de G contendo N.

Suponha que H # G. Como H é um subgrupo fechado, H é uma interseccao
de subgrupos abertos que contem H. Assim existe um subgrupo maximal aberto
M # G contendo H. Logo G = H®(G) < M, que é uma contradicdo, pois M # G.

Se X é um conjunto de geradores de G, entao XP®(G) é um conjunto de geradores
de G/®(G). Assim, d(G/P(G)) < d(G). Para mostrar a outra desigualdade, con-
sideramos a funcao canoénica ¥ : G — G/P(G), e tomamos X € G tal que ¥(X)
¢ o menor conjunto gerador de G/®(G). Entao G = (X, ®(G)) = (X)P(G), logo

(X) = G, pelo item anterior. Logo d(G) < d(G/®(G)) .

]

1.5 (Grupos pro-p

Como foi visto anteriormente, Z, ¢ o limite inverso de p-grupos finitos e tem propriedades

muito valiosas que em geral grupos profinitos nao tem. Por isso nos vamos focar nossa

atencao aos grupos profinitos que sao limites inversos de p-grupos finitos e vamos observar

como eles refletem muitas das propriedades de p-grupos finitos.
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Em qualquer grupo G o comutador [z, y], de dois elementos z,y € G, se define como

[z, y] = 27y ay.
As seguintes propriedades podem ser verificadas facilmente.
(i) [y, 2] =y~ [z, 2]yly, 2]
(i) [2,yz] = [z, 2]e7 [z, 9]z
(i) [2",y) = [TiZy =) [z, ylam
(iv) [o.y"] = [T ™' yly’

Claramente, [x,y] = 1 se e somente se = e y comutam. Dados dois subconjuntos H, K
de G o comutador de H e K é dado por [H,K] = ([h,k] | h€ H k € k). No caso de
grupos topolégicos [H, K| = ([h, k] | h € H, k € k). O grupo |G, G] se chama a subgrupo

comutador de G. Note que G é abeliano se e somente se [G,G] = 1. Nao é dificil ver que

[G, G] é um subgrupo normal de G.

Lema 1.5.1. Seja G um grupo e N <G. Entao G/N € abeliano se e somente se [G, G| <
N.

Demonstragao. Dados a,b € G, note que abN = baN se e somente se (ab) " *ba € N, se e

somente se b~'a"'ba € N, se e somente se [a,b] € N. O

Proposicao 1.5.2. Seja © : G — H um homomorfismo de grupos. Entao O([z,y]) =
[©(x),0(y)]. Em particular, O(|G,G]) C [H, H].

Proposigao 1.5.3. Sejam x e y elementos de um grupo G. Entao
(zy)" = 2"y [y, 2]"" D mod 75(G).

A serie central descendente ¢ definido por v, (G) = G € 7,(G) = [7.-1(G), G| para
n > 2. Um grupo ¢ nilpotente se existe uma constante ¢ € N tal que 7.(G) = 1.
Seja G um grupo finito. Se |G| = p", para algum inteiro n > 0 nds dizemos que G é

um p-grupo finito.
Teorema 1.5.4. [4, Teorema 1, cap 6] Seja G um grupo finito.
(1) G € nilpotente se e somente se Z(G/N) > 1 para tudo subgrupo normal N # G .

(i) Se G € um p-grupo finito, entao G € nilpotente
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(i1i) Se G é um p-grupo finito, entdo todo subgrupo mazimal de G é normal e de indice

pemG.
(iv) Se G é um grupo nilpotente e 1 < N < G, entio [N,G] <N e NNZ(G) > 1.

(v) Se G é um grupo nilpotente e 1 < N < G, entdo algum subgrupo mazximal de N €

normal em G.

(vi) Se G € nilpotente, entao cada grupo quociente de G e cada subgrupo de G também

€ nilpotente.
(vit) Se G ¢é nilpotente, entao os elementos de ordem finito de G formam um subgrupo.

Definicao 1.5.5. Um grupo pro-p ¢ o limite inverso de um sistema inverso de p-grupos

finitos.
Todo subgrupo fechado de um grupo pro-p ¢ também um grupo pro-p.

Proposicao 1.5.6. Um grupo profinito G € pro-p se e somente se todo subgrupo normal

aberto tem indice igual alguma poténcia de p.

O subgrupo de Frattini joga um papel fundamental na teoria de grupos pro-p, como

pode ser visto da seguinte proposicao.
Proposicao 1.5.7. [5, Lema 2.8.7]
(i) Todo subgrupo mazimal fechado M de G tem indice p e € normal em G.

(i) O Grupo quociente G/®(G) € um grupo abeliano elementar, e portanto um espaco

vectorial sobre IF,, onde IF), € o corpo com p elementos.

(i1i) Se G € um grupo pro-p, entio ®(G) = GP|G,G], onde GP = (2P | x € G).

Demonstracdo. (i) Seja Ma = (\,eq 9~ ' Mg o nicleo de M em G (Mg é o maior sub-
grupo normal de G contido em M). Como M é maximal, entdo M /Mg é um sub-
grupo maximal do p-grupo G/Mg. Assim M /Mg é um subgrupo normal de indice

p pelo Teorema 1.5.4. Por tanto M é normal de indice p em G.

(i)
G/®(G)=G/(\M = [[G/M

onde M percorre os subgrupos maximais fechados de G. Pelo item anterior G/M =

Z/pZ para cada M, assim obtemos o resultado.
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(iii) Peguemos Gy = GP[G, G]. Ja que G/®(G) é um grupo abeliano elemental temos que
Go < ®(G). Vamos ver que estes dois subgrupos sao de fato iguais, consideremos
xr ¢ Go. Pela compacidade de G existe un subgrupo normal aberto de G tal que
zUNGyU =0, entao (G/U)/(GoU/U é um grupo abeliano finito com ordem p, e a
imagem Z de z em (G/U)/(GoU/U é nao trivial. Ja que (G/U)/(GoU/U é uma soma
direta finita da forma Z/pZ, entao existe um subgrupo maximal de (G/U)/(GoU/U
que nao contem Z. Por tanto existe um subgrupo maximal de G que nao contem x,
e assim © ¢ ®(G).

L]

Proposicao 1.5.8. Um grupo pro-p G € finitamente gerado se e somente se ®(G) é um

subgrupo aberto de G.

Demonstrag¢ao. (=) Todo subgrupo maximal fechado de um grupo pro-p G tem indice
p. Por tanto se G ¢ finitamente gerado, entao para cada n € N existe um nimero finito
de subgrupo abertos de GG de indice n, em particular o nimero de subgrupos maximais
fechados ¢ finito, conseqiientemente sua interseccdo tem indice finito e assim ®(G) é
aberto.

(<= )Se ®(G) é aberto, entao G/P(G) é finito. Assim existe um subconjunto finito X
de G tal que G = X®(G), entdo X gera topologicamente G pela proposi¢ao 1.4.6. n

A p-serie central descendente de G ¢é definida por:

P (G) =G e P,11(G) = P,(G)P[P,(G),G] paran =1,2, ...

Essa serie vai nos permitir a definir uma métrica num grupo pro-p.
Proposicao 1.5.9. Seja p um numero primo e G um grupo pro-p.
(i) Se K Q.G, entao P,(G/K) = P,(G)K/K para n=1,2,...
(ii) Po(G)/Pny1(G) € um p-grupo abeliano elementar.
(111) [Po(G), Pu(G)] < Poim(G), para todo n,m € N.

(iv) A serie
G=P(G)>P(G)>...> P,(G)> ...

¢ uma serie central, i.e., P,(G)/Pn:1(G) € no centro de G/P,41(G).

(v) Se G € finitamente gerado, entdo os subgrupos de indice finito de G formam um

sistema fundamental de vizinhangas de {1} em G.
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O seguinte teorema nos diz que a estrutura topoldgica é completamente determinada

pela estrutura algébrica. E mostrado para grupos pro-p finitamente gerados.

Teorema 1.5.10. Se G € um grupo pro-p finitamente gerado, entao todo subgrupo de

indice finito de G € aberto em G.
Para mostrar o anterior teorema precisamos dos proximos dois resultados.

Lema 1.5.11. Seja G € um grupo pro-p. Se K é um subgrupo de indice finito em G,

entdo |G : K| € uma p-ésima poténcia de p.

Proposicao 1.5.12. Se G é um grupo pro-p finitamente gerado, entao o subgrupo co-
mutador |G, G| € fechado em G.

Demonstracdo do Teorema 1.5.10. E suficiente mostrar que todo subgrupo normal de
indice finito em um grupo pro-p finitamente gerado é aberto, pois todo subgrupo de
indice finito contem um subgrupo aberto normal de indice finito.

Seja K um subgrupo normal de G de indice finito em G. Vamos mostrar por indugao
sobre o indice de K em G que K é aberto em G. Seja M = GP|G, G]. Pelo Lema 1.5.11
G/K é um p-grupo, pois K < M < G.

Escrevemos G} = {g? | g € G'}. Este conjunto é compacto, e portanto é fechado em
G. Ja que G/[G, G] é abeliano, temos que GP[G, G] = GG, G], e pela Proposicio 1.5.12
GP?|G, G| é também fechado.Assim GP[G, G] é igual a ®(G), e portanto é aberto em G pela
Proposicao 1.5.8. Portanto M é aberto em G. Como todo subgrupo aberto de um grupo
pro-p é finitamente gerado, concluimos que M ¢ finitamente gerado. Assim concluimos
que M é um grupo pro-p finitamente gerado, e como o indice de K em M é menor que
em G, pela hipoteses indutiva segue que K ¢é aberto em M. Como ja mostramos, M ¢é
aberto em G, e assim K aberto em G.

]

’

E conhecido que o Teorema 1.5.10 para grupos profinitos em geral nao é valido
(exemplo [5, 4.2.12]). A questdo se o Teorema 1.5.10 vale para os grupos profinitos
finitamente gerados foi um problema aberto por quase 50 anos. Esse problema finalmente
foi resolvido por Nikolov e Segal em 2007 em seu artigo [9]. Mais precisamente eles
provam que os subgrupos de indice finito de grupos profinitos finitamente gerados sao
subgrupos abertos. Os grupos que satisfazem esta propriedade sao chamados fortemente

completos.
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Capitulo 2
Grupos powerful e analiticos p-adicos

A teoria de p-grupos powerful foi criada por A. Lubotzky e A. Mann em 1987. Os grupos
powerful tem extensas aplicacoes na teoria de p-grupos finito, automorfismos de p-grupos
finitos, grupos de posto finito, etc. No6s vamos usar os grupos powerful para estudar
a estrutura analitica de grupos pro-p analiticos p-adicos. Se pode dizer que os grupos

powerful refletem as propriedades lineares de grupos pro-p analiticos p-adicos.

2.1 Grupos finitos powerful

Seja G um p-grupo finito e seja G? = (2P | € G) o subgrupo gerado pelas p-poténcias
de G. Nao é dificil de ver que o subgrupo de Frattini de um p-grupo finito é dado por
d(G) = GP|G, G.

Defini¢ao 2.1.1. 1. Um p-grupo finito é powerful se p é impar e o grupo G/GP é

abeliano, ou se p = 2 e G/G* ¢é abeliano.

2. Um subgrupo N de um p-grupo finito é powerfully embedded em G (denotamos por
N pe. G),sepéimpare [N,G] < NP ousep=2e[N,G] <N

Observe que um p-grupo finito G' é powerful se e somente se G é p.e. em G. De fato,
se p é impar entao G /GP é abeliano se e somente se [G, G] < G? se e somente se G é p.e.
em (G. Analogamente podemos tratar o caso p = 2.

Note que, se N é p.e. em G, entao N é normal e powerful. De fato, [N,G] < NP < N
implica que N é normal em G. No outro lado, [N, N] < [N, G| < N? implica que N/NP

é abeliano, e consequentemente N é powerful.

Proposicao 2.1.2. Seja G um p-grupo finito e N < G. Se N p.e. GG, entao NP p.e. G.



Lembramos que a p-serie central descendente de um grupo pro-p (p-grupo finito) G é

definido por:

P (G) =G e P1(G) = P,(G)°[P,(G),G] paran = 1,2, ...

Lema 2.1.3. Seja G um p-grupo finito powerful e seja G; = P;i(G).
(i) Para cada i, G; p.e. G e Gy = G = O(G)).
(ii) Para cada i, o mapa x — xP induz um homomorfismo de G;/Giy1 para Gii1/Gita.

Demonstra¢ao. Vamos provar (i) por inducao sobre i. Se i = 1, entdo G; = G é powerful,
e pela observacao anterior GG p.e. G. Agora suponha que G; p.e G. Vamos mostrar que
Gii1 peG.

Note que G;11 = G?[G;, G] e pela hipdteses indutiva [G;, G] < G¥. Logo Gi11 = G.
Pela Proposicao 2.1.2 temos que se G; é p.e. em G entao GY é p.e. em G. Por isso G4
é p.e. em G.

Por outro lado G¥ < ®(G,;) = G¥[G;, G;] < G?[G;,G] = Gy = G, portanto G4 =
G? = (G,).

Para provar (ii), suponhamos inicialmente que i = 1. Entao precisamos mostrar que
0 mapa

LA G/G2 — GQ/Gg onde [BGQ — $pG3

¢ um homomorfismo. Note que se x € G, entdo 2P € GP, e por isso 2P € GP[G, G| = Gs.
Vamos ver que V(xyGy) = (zy)PGs = 2PyPGs = V(2Gs) Y (yGa).

Se p=2, entao pela formula 1.5.3, temos que
(zy)? = 2%y*[y, 2] mod [[G, G], G]

(zy)* = 2°y*[y, 2] mod [G, ]
(zy)? = 2*y* mod [G, G].
Como G ¢ powerful, G/G* é abeliano. Entao pelo Lema 1.5.1, [G, G] < G*, e por tanto
(zy)? = 2*y* mod G*.

Como G* = (G?)? = (G2)? = G3, entao (zy)? = z%y* mod G, ie., (zy)PG3 = zPyPGs
quando p = 2.

Quando p é impar, pela formula 1.5.3, temos que
(zy)? = aPyPly, PPV mod [[G, G, G,
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Como [G,G] < Gy e Gy p.e. G, segue que [Gy, G] < G5 = G5. Logo [[G,G],G] < Gz e
portanto
(zy)P = 2PyP[y, 2]PP~Y/2 mod Gs.

Agora come [y, z]?~1/2 € [G, G], temos que [y, z]*~V/2 € GP[G, G] = G4, e portanto
[y, 2]PP~Y/2 € G = G3. Assim

(xy)? = 2Py mod Gj, ie.,

(xy)PG3 = 2PyPGs.

Assim, provamos que se G é powerful, entao o mapa = + xf induz um homomorfismo
U: P(G)/ Ry (G) = P(G)/P3(G).

Agora lembramos que P;(G) = G;. Como G; p.e. G, temos que G; é powerful.
Tomando G = G; e observando que G;11 = P»(G;) e Gy = P3(G;), obtemos o resultado
para i > 1.

m

Lema 2.1.4. Se G = (ay,...,aq) € um p-grupo finito powerful, entao G? = (af, ..., al).

Demonstracao. Da prova do lema anterior podemos concluir que a funcao = +— 2P é um

homomorfismo modulo Gs. Logo, se © € (ay,...,aq), entdo 2P € (af,...,al) mod Gs.

Assim G? = (d},...,a}) G3. Pela parte (i) do lema anterior temos que G5 = ®(GP).
Portanto G? = (df,...,a") ®(G?). Como o subgrupo de Frattini é formado pelos nao
geradores, concluimos que G? = (a}, ..., ah). ]

Proposicao 2.1.5. Se G é um p-grupo powerful, entao todo elemento de GP ¢é uma p-

poténcia de algum elemento de G, i.e., GP = {aP | x € G}.

Demonstragao. Argumentamos por inducdo sobre |G|. Se |G| = 1, entdo GP = {1}.
Suponha que a afirmacao seja valida para todo grupo de ordem menor que G. Seja
g € GP. Como a funcao ¢ : G/Gy — G5/G5 dada por Gy — xPG3 é sobrejetiva, existe
x € G tal que 2G5 = gG3. Logo existe y € G3 tal que g = zPy. Tomando H = (x, GP),
temos que H é powerful. Como y € G3 = G = (GP)? < HP e 2P € H?, segue que g € H?.
Se H # (G, entao pela hipdtese indutiva g é uma p-poténcia de algum elemento de H < G.
No outro lado, se H = G, entdo G = (z, ®(G)). Logo G = (x), e por isso todo elemento

de GP é uma p-poténcia de algum elemento em G. O]

Teorema 2.1.6. Seja G = (ay, ...,aq) um p-grupo finito powerful e seja G; = P;(G) para

cada i.
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(i) G; p.e. G.

(i) Givk = Pry1(G;) = Gfk para cada k > 0.
(iii) Gi =GV = {27 |z € G} = <a§’"‘1, a§>

(iv) Para cadai e k o mapa x — 2" induz um homomorfismo de G;/Giy1 para Giyg/Givpsr-
Teorema 2.1.7. Se G é um p-grupo finito powerful e H < G, entao d(H) < d(G).

Demonstragio. [6, Teorema 11.18] Seja E; = G /GP""', E é um p-grupo abeliano
elemental de posto < d(G). Cada E; pode ser visto como um espago vectorial de dimensao
< d(G) sobre o corpo F,. Para um subgrupo arbitrario H < G, nos construimos um
conjunto gerador de H por indugao com elementos em (H N G”i) GP""'. Denotemos por

Vi o grupo (H N Gpi)Gpi+1 / GP'"" enxergado como um subespaco vetorial de Ej.

Escolhemos hy,...,h,, em H tal que suas imagens em G/GP formam uma base de
Vo = HG?/GP. Note que a dim(Ey/Vp) = d — ny.
Suponha que nés construimos elementos hy, ho, ..., h,, € HN G, e elementos

1

Poyits Py € HOG? . By 1s o By € HOGP

. k—1 k k—1
tal que as imagens de Ay ..., RhE by ... B, 41, By, em B geram Vi, e
dim(Ek,l/kal) < d— ng.
. . k ke k—1
Seja W os subespaco de Ej que gera as imagens dos hy ,... hE JhP . ..., hf —em

Ey. Entao a dim(Ey/W) < d — ng, porque tomando p-ésima poténcias induzem um
homomorfismo de Ej_1/Vj_1 sobre Ej/W. Escolhemos elementos Ay, 11, . .., Py € HN
G** tal que suas imagens formam uma base de V,,/W. Entio dim(E}/V;) = dim(E,/W)—
(ng+1 — ng) < d—ngyq. Completando a construgao.
A anterior construcdo termina atingindo o subgrupo identidade G** = 1 onde p¢ é
a poténcia de G. A ultima desigualdade pra dimensao, d — n. > dim(F._1/V._1) > 0,
implica que n. < d, que é o nimero total de elementos h; construidos e que a lo sumo
sao d. Provamos por indugao sobre o expoente de G' que os h; geram H. Parae =1 a
afirmagao é obvia. Para e > 1, nés temos H < (hy,..., hy,,) GP" por hipéteses indutiva.
Ja que (hy,...,h,, ) < H.
]

O posto de um grupo finito é definido por

rk(G) =sup{d(H) | H < G}.
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Assim, podemos reescrever o teorema anterior na form seguinte: Se G é um p-grupo
finito powerful, entao rk(G) = d(G).

Definicao 2.1.8. Seja G um p-grupo finito. Dado um inteiro » > 0, denotamos por

V(G,r) a intersecc@o dos nucleos dos homomorfismos de G para GL(r,p) = GL,(F,).
Claramente, V (G, r) é um subgrupo de G.
Lema 2.1.9. /8, Lema 6.1.13] Seja G um p-grupo finito.
(i) Se N QG, entao V(G,r)N/N < V(G/N,r).
(i) V(G,r) é um subgrupo caracteristico de G.

(i) Se N <G e d(N) < d, entao [N,V(G,d)] < ®(N). Além disso, se N < V(G,r),
entio ®(N) = [N,V (G,d)|NP.

Teorema 2.1.10. /8, Teorema 6.1.14] Seja G um p-grupo, r um inteiro positivo e N <G
com d(N) <r.

(i) Para p impar, se N < V(G,r), entio N p.e. V(G,r).
(ii) Parap =2, se N <V(G,r)? entio N p.e. V(G,2)>.

Seja p um numero primo fixo e G um p-grupo finito. A classe de cla(G) é definida como
o comprimento da serie central descendente, e a coclasse cocla(G) é defina por cocla(G) =
n—cla(G), onde |G| = p". Leedham-Green e Newman introduziram o conceito de coclasse
de um p-grupo finito em 1980 e formularam as conhecidas ”conjeturas coclasse”. Uma
delas a ”conjetura A”fala que: Todo p-grupo tem um subgrupo normal de coclasse 2 com
indice dependendo sé de p e sua coclasse. Shalev em 1994 demonstro esta conjetura como
uma aplicacao da teoria de grupos powerful. Esta e outras aplicacoes podem ser vistas

no livro [8].

2.2 Grupos pro-p powerful

Neste secao desenvolvemos a teoria de grupos pro-p powerful, analogamente a como em
p-grupos powerful. Muitos dos resultados se seguem direto do sues andlogos para p-grupos
powerful. O teorema mais importante é a caracterizacao de grupos pro-p de posto finito
em termos de subgrupos powerful. A teoria de grupos pro-p powerful e grupos pro-p

uniformes corresponde com os capitulos 3 e 4 do livro [3, Dixon].

Definicao 2.2.1. Um grupo pro-p ¢é dito powerful se
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(i) p é um ntimero fmpar e G/G? é abeliano, ou
(ii) p =2 e G/G* é abeliano.

Um subgrupo aberto N <, G é powerfully embedded em G (denotado por N p.e. G),
se p fmpar e [N,G] < NP ousep=2e [N,G] < N4

Lema 2.2.2. Seja G um grupo pro-p e N <, G. Entao N p.e G se e somente se NK/K
p.e. G/K para todo subgrupo normal aberto K de G.

Proposicao 2.2.3. Um grupo topologico G € um grupo pro-p powerful se e somente se é
o limite inverso de um sistema inverso de p-grupos finitos powerful onde todos os mapas

sao sobrejetivos.

Proposicao 2.2.4. Seja G' um grupo pro-p, finitamente gerado e powerful. Entdao os
elementos de GP sdo p-poténcias de elementos de G, e GP = ®(G) € aberto em G. Se

p =2, entao G* € aberto em G.
Proposicao 2.2.5. Seja G um grupo pro-p, powerful e G = (ay,...,aq). Entao:
(i) G; p.e. G.

(i) Givk = Pey1(G;) = Gfk, para cada k > 0, e em particular G4 = P(G;).

(iii) G; =GP = {2 |z e G} = <aplfl, e ,a5171>.
(iv) O mapa x +— 22" induz um epimorfismo de G;/Git1 — Givr/Gitpir-

Teorema 2.2.6. Seja G um grupo pro-p, finitamente gerado e powerful, e sejoa H <. G.
Entao d(H) < d(G).

Analogamente a definicao 2.1.8 quando G é um grupo pro-p finitamente gerado de-
notamos por V (G, r) a intersec¢ao dos niicleos dos homomorfismos de G para o conjunto
GL(r,p) matrizes invertiveis de tamanho r x r com entradas em F,. E temos o resultado

analogo que para p-grupos.

Proposicao 2.2.7. Sejam G um grupo pro-p finitamente gerado, r um inteiro positivo e
N <G tal que d(N) <.

(i) Para p impar, se N < V(G,r), entdo N p.e. V(G,r).
(ii) Parap =2, se N <V(G,7r)% entio N p.e. V(G,r)%

Teorema 2.2.8. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado e suponha quer = supy o{d(N)}

seja finito. Entao G contem um subgrupo aberto powerful caracteristico de indice finito.
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Proposicao 2.2.9. Seja G um grupo profinito e sejam
r=sup{d(H) | H <. G},
ro =sup{d(H) | H <. G e d(H) < oo},
rs =sup{d(H) | H <, G} e
ry =sup{rk(G/H) | H <, G}

Entao ry =re =13 =1r4.

Definigao 2.2.10. Seja G um grupo profinito. Definimos o posto rk(G) de G , como o

valor comum de ry, 19, 73 € 4.

Teorema 2.2.11. Seja G é um grupo pro-p. Entao G tem posto finito se e somente se

G € finitamente gerado, e contem um subgrupo aberto powerful.

Como vimos no anterior teorema grupos pro-p de posto finito possuem subgrupos
abertos com propriedades especiais (subgrupos powerful), mas ainda podemos garantir
a existéncia de subgrupos aberto com propriedades muito mais fortes, chamados grupos
powerful uniformes. E as vantagens de grupos powerful uniformes é que suas operagoes
de grupos podem ser suavizadas para dar uma nova estrutura analoga a grupos abelianos.
Mas precisamente permite ver os grupos powerful uniformes finitamente gerados como

Z,-moédulos.

Defini¢ao 2.2.12. Um grupo pro-p G é dito powerful uniforme (ou uniforme) se G é
finitamente gerado, powerful e |P;(G) : Py1(G)| = |G : Po(G)| para cada i > 2.

Como vimos no teorema 2.2.5 as condi¢oes de um grupos powerful uniforme implicam

k. .
que o mapa z — zP induz isomorfismo de G;/Gi11 — Givr/Gitria-

s

Teorema 2.2.13. Seja G um grupo pro-p powerful finitamente gerado. Entdo Py(G) é

uniforme para k suficientemente grande.

O anterior teorema é fundamental para garantir a existéncia de subgrupos powerful

uniformes.

Corolario 2.2.14. Um grupo pro-p de posto finito contem um subgrupo aberto carac-

teristico que € uniforme.

Proposicao 2.2.15. Seja G um grupo pro-p powerful finitamente gerado. Entdo as se-

guintes afirmacoes sao equivalentes.
(i) G é uniforme.

(ii) d(P;(G)) = d(G) para todo i > 1.
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(i1i) d(H) = d(G) para todo subgrupo aberto powerful H de G.

Lema 2.2.16. Se H e K sao subgrupos abertos uniformes de algum grupo pro-p G, entao
d(H) =d(K).

Definicao 2.2.17. Seja G um grupo pro-p de posto finito. Entao a dimensao de G ¢é
definida por
dim(G) = d(H),

onde H é qualquer subgrupo aberto uniforme de G.

Pelo lema anterior a definicao de dimensao ¢ independente do subgrupo aberto uni-
forme de G .

Teorema 2.2.18. Seja G um grupo pro-p de posto finito e N <. G. Entao
dim(G) = dim(N) + dim(G/N).

Na seguinte se¢ao vamos a definir o conceito de dimensao de uma variedade analitica
p-adica, a anterior definicao coincidira com esta.
Seja G um grupo profinito. Dizimos que G tem quase uma propriedade P se G tem

um subgrupo aberto normal H tal que H satisfaz a propriedade P.
Observagao 2.2.19. Seja G um grupo pro-p. Entao

(i) G ¢ finitamente gerado e quase powerful.

(ii) G é finitamente gerado e quase uniforme.
e a dim(G) ¢é igual:

(i) d(H) onde H é qualquer subgrupo aberto uniforme de G.

(ii) dim(N) + dim(G/N) onde N é qualquer subgrupo normal fechado de G.

E proximamente veremos que também é igual a:

. log, |GG
(i) Jim —————

(iv) A dimens@o de um carta que da ha G estrutura de grupo analitico p-adico.

Vejamos agora um exemplo de um grupo pro-p de posto finito que possui um subgrupo

aberto uniforme.
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Exemplo 2.2.20. Seja I' = GL4(Z,) o grupo de matrizes invertiveis de tamanho d x d

com entradas em Z,. Entao GL4(Z,) ¢ um grupo profinito. De fato,
GLi(Zp) = 1im G Lg(Z /D'Z).
Uma base de vizinhancas da identidade é dada pelos subgrupos
Ii={yeTl|[y=1s( modp)}
para todo i > 0. Ademais, temos que
DDy =@ =D —p)...(0 —pT ) e

0y : 0y = p? @Y para i > 1.

Lema 2.2.21. Sep € impar en > 2, oup =2 en > 3, entdo todo elemento de I',, € uma

p-poténcia de um elemento de I'),_1.

Demonstragao. Afirmamos que para cada a € My(Z,) nos podemos resolver
1+p'a=(1+p" 1a)P

com z € My(Z,). A solugao é uma aproximagao sucessiva. Note que (1 + p"ta)? =
1+p"a ( mod p"™). Pegamos r; = a, e suponhamos por indugao que para r > 1 existe

uma matrix z,., comutando com a, tal que (1+p" 1x,)? = 1+ p"a( mod p™*"). Digamos
(14 p" ', )P =1+ pa+p™*re.

Agora seja
z=(1+p" 'a) Ve,

e seja r,41 = o, — p"z. Note que z, comuta com ¢, portanto com z, e x,,; comuta com

a. Um calculo direto mostra que
(1+p" '2,1)? =1+ p"a( mod p™™"H).
Assim nos obtemos um seqiiencia (z,) em My(Z,), que tem limite x que satisfaz

1+ pta=(1+p" o).
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Proposigao 2.2.22. Para cada i, seja T; = {v € GLs(Z,) | v = 14( mod p*)}. Seja
G =T sep € impar e seja G =Ty se p € par. Entio G € um grupo pro-p uniforme e
dim(G) = rk(G) = d(G) = d*. Além disso, P;(G) =T, onde e =0, sep#2 eec=1,
sep=2.

Demonstragao. Note que P;(G) = G = T'1;, por definigdo. Suponha que r > 1 e P,.(G) =
[yie. Nao é dificil ver que P.(G)P[P.(G),G] < TI'yy14e. Pelo lema anterior temos que
Loiire <T?, = P.(G)?. Como I', 414 é um subgrupo fechado de G, segue que P, 1(G) =
Fr+1+6-

Assim nos temos por inducao que P;(G) = I';; para todo i. Além disso, P 1(G) =
P;(G)? para todo i. Pegando i = 1, nos vemos que G é powerful (quando p = 2, note que
[y, Ts] < Ty <T3). Como P(G) = Ty, é aberto em G, Teorema 1.4.5 mostra que G
é finitamente gerado. Como |I'; : ;4| = pd2 é constante para todo i > 1, segue que G
¢ uniforme. Finalmente, ja que G/®(G) = I'1y/T'24 é um grupo abeliano elementar de
ordem p®, temos que d(G) = d(G/®(G)) = d2. Logo, dim(G) = rk(G) = d(G) = &>. O

2.3 Grupos analiticos p-adicos

Seja @, o corpo de nimeros p-adicos. Em outras palavras QQ, é o corpo de fragoes do anel
de inteiros p-adicos Z,,.

Para falar sobre os grupos analiticos p-ddicos precisamos desenvolver a nogao de fungao
analitica e de variedade analitica sobre Q.

Escrevemos X = (X7,...,X,) para denotar a dependéncia das varidveis ndo comuta-
tivas Xi,...,X,. Ea = (a,...,a.) € N, onde cada o; € N para 1 < i < r. Entao

escrevemos X® para denotar o produto
X=X X52. . X

Definicao 2.3.1. O anel de series de poténcias nas variaveis Xi, ..., X, é o conjunto de

series

F(X) =) X"

aeN"

onde ¢, € Q, para cada o € N”. Denotado por Q,[[X]] ou Q,[[X1,..., X,]].

Iniciamos considerando fungoes sobre Z,. Um elemento x € Q) ¢ da forma x =
(x1,...,2,), onde x; € Q,, para 1 < ¢ <r. Analogamente x € Z}.

Para cada y € Z;, e h € N pegamos

Bly,p")={2€Z) ||z —yil, <p " parai=1,..r}
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={y+p'x |z ez}

Definigao 2.3.2. Seja V' um subconjunto aberto nao vazio de Z; e

f: (fla"'vfs)
uma fungao de f: V — Z.

(i) Se diz que f ¢ analitica em y € V, se existe h € N com B(y,p™") C V e series de
potenciais F;(X) € Q,[[X]](i =1,...,s) tal que

fi(y + p"x) = Fj(x) para todo x € Zy.

(ii) Se diz f analitica em V se é analitica em todo ponto de V.
Composicao de funcgoes analiticas é analitica.

Definigao 2.3.3. (i) Seja X um espaco topoldgico e U um aberto nao vazio de X.
Um triple (U, ¢,n) é uma carta sobre X se ¢ é um homeomorfismo de U sobre um
subconjunto aberto de Zj para algum n € N. A dimensao da carta ¢ n. A carta
(U,¢,n) é global se U = X.

(ii) Duas cartas (U, ¢,n) e (V, 4, m) sobre X sdao compativeis se os mapas ¥¢~|swnv)

e ¢ ywnv) sao fungdes analiticas.

(iii) Um atlas sobre um espago topolégico X é um conjunto de cartas compativeis duas

a duas, que formam uma cobertura de X.

Definicao 2.3.4. Um espaco topologico X tem estrutura de variedade analitica p-adica

se existe um atlas compativel com X.

Exemplo 2.3.5. (i) Seja X um espaco topoldgico discreto. Entao X é uma variedade
analitica p-adica com estrutura determinada pelo atlas {({z}, ¢.,0) | x € X}, onde

Or x> 0.

(ii) Seja Q. Consideremos os mapas ¢; : p*iZ;Z — 7, definidos por ¢; : T p'z para
cada i € N. Entao o conjunto A = {(p‘iZZ, ¢i,n) | © € N} é um atlas sobre X, ja
que {p~'Zp | i € N} sao abertos que cobrem Qp. Este atlas da uma estrutura de
variedade analitica p-adica a X. Em particular este exemplo nés diz que na defini¢ao
de atlas o subconjunto aberto de Z, pode ser trocado por um aberto de Q, e vamos

obter as mesmas variedades analiticas p-adicas.
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(iii) Seja X = GL,(Q,) o conjunto de matrizes invertiveis com entradas em @Q,,. Conside-
remos X com a topologia induzida quando é visto como subespaco de M, (Q,) = QZQ
(conjunto de matrizes com entradas em Q, ), Qf ¢ uma variedade analitica p-adica
com estrutura dada no item (ii) A = {(p*iZZZ, ¢i,n?) | i € N}. O atlas A induce um
atlas sobre X dada por B = {X N (pZ!", ¢;,n?) | i € N}. Portanto X é também

uma variedade analitica p-adica.

(iv) Seja G um grupo pro-p uniforme gerado topologicamente por o conjunto {as, ..., aq},
entao se pode mostrar que o mapa ¢ : G — ZZ dado por ¢(x) = (A,...,Ag), onde
= a),...,a)" é um homeomorfismo. Assim A = {(G,$,d)} é um atlas global,

Portanto todo grupo pro-p uniforme tem estrutura de variedade analitica p-adica.

Definicao 2.3.6. Um grupo topoldgico GG é analitico p-adico se G possui estrutura de

uma variedade analitica p-adica com as seguintes propriedades:
(i) afuncdo f: G x G — G dada por (z,y) — zy é analitica;
(ii) a funcdo i : G — G dada por z +— x~! é analitica.

Teorema 2.3.7. [3, Teorema 8.32] Seja G um grupo topolégico. Entdo G € um grupo
analitico p-dadico se e somente se G contém um subgrupo aberto que é um grupo pro-p

uniforme.

Corolario 2.3.8. Um grupo topolégico G € um grupo analitico p-ddico se e somente se

G contém um subgrupo aberto que € um grupo pro-p de posto finito.
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Capitulo 3
Dimensao de Hausdorft

O conceito de dimensao de Hausdorff é fundamental para a geometria fractal, original-
mente se define sobre os reais. Noés vamos extender este conceito a grupos topoldgicos
com uma métrica. Logo vamos definir uma métrica sobre um grupo profinito, e dar um
jeito de calcular a dimensao de Hausdorff com respeito dessa métrica.

Vamos supor que temos um grupo topolégico métrico G, munido com uma métrica p.

Dado um conjunto nao vazio U C G, definimos o diametro de U como diam(U) =
sup{p(z,y) : z,y € U}.

Seja F' C G. Seja {U;}2, uma familia enumeravel de conjuntos que cubra F' e com
didmetro menor ou igual do que ¢, i.e. F' C |J;2, U; com 0 < diam(U;) < § para cada 1.
Dizemos que tal {U;}°, é uma d-cobertura de F.

Suponhamos que s é um nimero positivo fixo. Para cada § > 0, definimos
H3(F) = inf {Z diam(U;)* : {U;};2, é uma 6 — cobertura de F} : (3.1)
i=1

Quando 0 decresce o nimero de coberturas possiveis se reduce. Portanto, Hj(F') < H3 (F)

para 6 < ¢’. Logo o seguinte limite existe:

HE(F) = lim H(F), (3.2)

6—0

mas pode ser zero ou infinito. Note que H*® é uma medida externa, conhecida como medida
de Hausdorff s-dimensional.

Como na equagao (3.2) 6 — 0, vamos supor que § < 1. Se s < t, entao

0 < diam(U;) < § < 1 = diam(U;)" < diam(U;)® e diam(U;)" % < 6'°.



Logo temos que

= inf {Z diam(U;)" @ {U;}:2, é uma § — cobertura de F}

{Z diam (U;)" " *diam(U;)°* : {U;}$2, é uma § — cobertura de F}

< 8% inf {Z diam(U;)* : {U;}32, é uma d — cobertura de F} = 8" HI(F).

=1

Portanto, H5(F) < 6" *Hi(F). Fazendo § — 0, obtemos que se Hi(F) < oo, entdo

HE(F') = 0, provando o seguinte lema.
Lema 3.0.1. Se H*(F) < o0 e s < t, entao H'(F) = 0.

Definimos a dimensao de Hausdorff de um subconjunto F' C G como
dimpy(F) =sup{s | H*(F) = oo} = inf{s | H*(F) =0}.

A dimensao de Hausdorff satisfaze o seguinte:

(Monotonia) Se F C F, entao dimy(F) < dimy (F), pois H*(E) < H*(F).

(Estabilidade contavel) Se {F;}2, ¢ uma familia enumerdvel de subconjuntos de
G, entao

dim g ( UF = sup {dimy(F;)}.

i1 1<i<oo

De fato, pela monotonia dimy (F;) < dimpy({J;2, F;) para todo i. Logo sup; ;< {dimy(F;)} <
dimp (U;2, F3). Para provar a outra desigualdade basta mostrar que se sup; ;< {dimg (F;)} <
s, entdo dimpy(|J;2, Fi) < s. Suponha que dimpy(F;) < s para cada i. Entao H*(F;) =0

e logo H*(Uieo Fi) < Doy HE(Fi) = 0. Portanto, dimpy(|J;2, Fi) < s.

Existem duas outras defini¢oes de dimensao chamadas dimensoes de caixas. Seja
F um subconjunto nao vazio e limitado de um espago métrico X. Seja Ns(F') o menor

numero de conjuntos com diametro no maximo § que cobrem F. Definimos

: log(N5(F))
dimgy(F) = 111611_>1(§lf log(0)
e : log(N5(F))
d F)=1 —_— - 77

i) = e )

A dimensao de Hausdorff é em geral diferente que as dimensoes de caixas. Mas sempre
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temos uma desigualdade:

De fato,
Hi < Ns(F)o®.

Se 1 < H*(F) = lims_,o Hi(F), entao H3(F) > 1 e log(Ns(F')) + slog(d) > 0 para todo 6.

Se ¢ é suficientemente pequeno, entao

s < Tim inf 28WNa(F))
50 —log(d)
Assim

dimy (F) < dimg(F) < dimp(F).

Vejamos que no caso de grupos profinitos podemos recuperar a igualdade. Vamos entao
definir uma métrica sobre um grupo profinito e posteriormente a dimensao de Hausdorff
sobre estes.

Chamamos uma filtragao {G,},°, a uma cadeia descendente de subgrupos normais
abertos que formam uma base de vizinhancas da identidade.

Seja G um grupo profinito junto com uma filtracao {G, }°:
Go>G>Gy> ...
Definimos uma métrica sobre G por
p(x,y) =inf{|G: G,| ™' | zy™ € G}

Afirmamos que p satisfaz as propriedades de uma métrica:
1. plz,y) =0 oyt € G, paratodon < oyt e {1} sz =1.
2. p(z,y) =inf{|G: G,|7' | zy™ € G,,} = inf{|G : G,,|7* | yx™t € G,.} = p(y, ).

3. Sejam z,y, 2 € G. Paracadae > 0, existem n,m € Ntalquezz™! € G,,, 2y~ € G,,,

e
1 < ol ) + € 1 < pley) + €
- x,Z - e - Z, =
GG, =" 2 GG, =Y T
Suponha que n > m. Entao G, < G,,; logo 2y~ € G,, e

1 < 1 n 1
G : G| ~ |G: G| |GG,

< p(x,2) + p(z,y) + e

Portanto, p(z,y) < p(z, 2) + p(z,y).
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Pode se mostrar facilmente que os abertos gerados por esta métrica coincidem com
os abertos da topologia de GG. Logo todo grupo profinito que admite uma filtracao é
metrisavel.

Note que 0 < p(z,y) < 1 para todos x,y € G, e qualquer bola de raio € com centro z

é uma classe lateral a esquerda,

1
B(z) ={y € G| p(z,y) < €} = Gz com n 0 menor nimero tal que eRen] <e.
Logo tem sentido sé considerar raios da forma p = |G : G,|~!. Agora estamos prontos
para definir dimensao de Hausdorff por caixas sobre grupos profinitos.
Seja H <. G. Entao H = {J,.; Gya. Logo N,(H) = |[HG,, : G|, onde p = |G : G,,|7".

Portanto,

) L log | HG, - G
log |HG,, : G,|

dimg(H) = li .
imp(H) = lim sup log |G : Gy

Notemos que se um grupo profinito é metrisavel entao podemos definir a dimensao de

Hausdorff da maneira convencional e como foi visto sempre vamos obter a desigualdade.

dimpg(F) < dimgz(F) < dimp(F).

Foi Abercrombie em seu artigo [1] que prova que ja que grupos profinitos sdo com-
pactos possuem uma Unica medida invariante (medida de Haar), e fazendo uso desta
e a métrica para grupos profinitos exposta anteriormente, a dimensao de Hausdorff é
andloga a dimensao sobre R. Além ele prova na [1, Proposicdo 2.6] que a desigualdade

dimz(H) < dimg(H), é valida em grupos profinitos, logo temos o seguinte teorema.

Teorema 3.0.2. Seja G um grupo profinito com uma filtracio {G,}°2,, e seja H <. G.
Entao
log |[HG,, : G| .

' o o . log|H : HNG,|
dimy(H) = dimgz(H) = hgglg,}f log|G: G| hrIngolf log |G : G|

Observagao 3.0.3. Notamos que se GG é infinito, entao todo subgrupo aberto H tem

dimensao de Hausdorff 1. Para ver isso, primeiro note que
log |G : G,| =log(|G : HG,||HG, : G,|) =log |G : HG,| + log |HG,, : G,|.

Como H ¢ aberto, |G : H| < oo e HG,, = H para todo n suficientemente grande. Logo
log|G : G| =log|G : H| +log|HG,, : G,| para todo n suficientemente grande. Agora
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segue facilmente que

. . log|H : HNG,|
dimy (H) = 1 =1
imy (H) nboo log |G : H| + log [H : H N G|

Notamos também que se H ¢ finito, entao dimensao de Hausdorft de H ¢ 0.

Contudo, a dimensao de Hausdorff depende da filtracao que tomamos para definir a

métrica. De fato, se tomamos filtragoes diferentes, obtemos valores diferentes da dimensao.

Exemplo 3.04. Seja G = Z, & Z, e H = {0} ®Z, < Z,® Z, Entao calculando
a dimensao de Hausdorff com respeito a filtracao G, = p"Z, @© p"Z,,n > 0, obtemos
HNG, ={0}&p"Z,

|H:HNG,|=[{0}®Z,: {0}®p"Z,|=p",

G:G,| =2, ®Z,: p"Z, ® p"Z,| = p™".

Portanto,

log |H: HNG, log, p" 1

dimg(H) = liminf B | | — liminf —222_ — 2.
n—oco log, |G : Gyl n—co log, p* 2

Por outro lado, se calculamos a dimensao de Hausdorff com respeito a filtracao G,, =

p*Z, ® p"Zy,n > 0, entdo obtemos
|H:HNG,|=|{0}&Z,:{0}dp"Z,| =p",
‘G . Gn’ — |Z’p @Zp :pQHZP ®anp‘ :p3n’

log |H: HNG, log p™ 1
dimpy(H) = liminf 8, | | — liminf —2P_ _ 2
noo  log, |G Gy n—oo log,p3" 3
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Capitulo 4

Dimensao de Hausdorff para grupos

pro-p

Como observamos anteriormente, podemos definir a dimensao de Hausdorff para grupos
profinitos. Porém, a dimensao de Hausdorff é dependente da filtracao que escolhéssemos
para definir a métrica. No caso de grupos pro-p finitamente gerados a filtracao { P, (G) }5°
(pelo Teorema 1.5.9 forma uma vizinhanca da identidade) é uma filtracado natural. Vimos
que se o grupo pro-p G é powerful, temos que P,,1(G) = GP". Neste capitulo sempre
vamos supor que o grupo G é um grupo pro-p finitamente gerado e restringiremos a
filtracao {G, = GP"}°2,.

Dados um grupo G' e um nimero inteiro positivo n, definimos GI" = {¢" | g € G}.
Logo GP" = (G1P"}).
Consideremos um grupo profinito G munido da métrica proveniente da filtracao {G,, =

) .
GP"}°2 . Definimos o espectro de G' como

Spec(G) = {dimg(H) | H um subgrupo fechado de G}.

Como vimos no anterior capitulo a dimensao de Hausdorff de qualquer subgrupo aberto

de G é 1 e subgrupo finitos de G tem dimensao Hausdorff zero. Assim
Spec(G) C [0, 1].

A seguir nos vamos focar em grupos pro-p que também sao grupos analiticos p-ddicos, e
mostrar que neste caso o espectro é um conjunto de nimeros racionais. Primeiramente

precisamos mostrar alguns lemas.

Lema 4.0.1. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado powerful e seja H um subgrupo
fechado de G. Entao



(i) Existe uma constante ¢ > 0 tal que H NG, = (H N G.)P"™} para todo n > c.
(i1) Eziste uma constante ¢ > 0 tal que H N G, < H,_. para todo n > c.

Demonstragao. J& que G é powerful, temos que U, = G, /G,1 sdo grupos abelianos
elementares, que podemos considerar como espacos vetoriais sobre o corpo [F,. O mapa
x +— 2P induz um epimorfismo ¢,, : U, — U, 41. Como dim(U,,) é limitada por d(G), para
n suficientemente grande, ¢,, € um isomorfismo.

Definimos V,, = (H N G,,)Gpy1/Gry1- Entao V,, < U, e ¢,(V,) < V,iq. Como ¢, é
injetiva para n suficientemente grande, a serie {dim(V},)} é nao decrescente para n grande.
Porém, dim(V,) < d(G) para todo n. Portanto, a serie {dim(V},)} se estabiliza. Segue
que existe uma constante ¢ > 0 tal que se n > ¢, entdao ¢, induz um isomorfismo de V,,
para V,.1. Em particular, ¢,(V,) = V41 paran > c.

Vamos provar que se n > ¢, entao o mapa x — 2P de H N G,, para H N G,41 é

sobrejetivo. Seja h € H N G,,41. Mostraremos por indugao que para k > 0

h = (hnhn+1 e hn+k)pgn+k+2a (4-1)

onde hyim € HN Grgm (0<m < k), € gnikio € HNGrigio

Se k = 0, entdo como n > ¢, ¢,(V,) = V,11. Portanto existe h, € HN G, e
nt2 € Gryo tal que h = hPg,4o. Suponhamos agora que a afirmacao seja valida para k e
vamos prova-la para k+1. Visto que n+k+2 > ¢, existem elementos h, 1,11 € HNGpipi1
e g € HNGryrys tal que gnypio = bl 9. Portanto, h = (hnhpgr.. hygw)PRE L1 -

Ja que G é um grupo powerful, nés temos que

h= Pttt PnPngr - Pngi] € [Grirgr, G < Grgpso

Além disso, se p = 2, nds temos que he Grikis- Segue que, em G/Gp i3, a imagem de
h comuta com a imagem de h, 111 € de hphyyr. hpik.

Aplicando a Formula 1.5.3, temos que
h= (hnhnst e rhogen )PRPO2g' g,
onde ¢ € H N Gyiky3. Note que he Gpikso €sep =2, h e Gpikys. Portanto
h = (hphnir- kb is1)P Gnsiss

onde hy1m € HNGpym para0 <m < k+1e gpiris € HNGpigas.

A sequéncia {hnhnﬂ...hn%}f:o é uma sequeéncia de Cauchy, assim converge para al-
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gum h' € HNG,. Por outro lado, segue de (4.1) que

h = lim (hphptr..honsr)?,

k—o0

e como = — P é um mapa continuo, nés temos que h = (h’)?. O que prova que o mapa
z + 2P de HN G, para H N G,y é sobrejetivo. Portanto, H N G, = (H N G,)".
Usando repetidamente esta igualdade, obtemos que H NG, = (HNG,)P" "} paran > ¢,
provando (7).

A parte (i7) segue do (i). Em efeito,

n—c

HNG,=HNG)P" I <H" =H,_..

]

Lema 4.0.2. Se G ¢ um grupo pro-p p-ddico analitico, entdo existe um inteiro a > 0 tal

que G, € subgrupo powerful de G.

Demonstracao. Note que G,, é um subgrupo caracteristico de G. Portanto G,, <G. Como
G é p-édico analitico, d(G,) < d(G) = r. Consideramos V = V(G,r) (aberto em G).
Como G, é uma filtracao, existe a tal que G, < V. Entao pela Proposicao 3.9 do Dixon,

G, p.e. V. Logo G, é powerful. O

Corolario 4.0.3. Seja G um grupo pro-p analitico p-adico e H <. G. Entdo existe uma

constante ¢ tal que H N G,, < H,_., para todo n > c.

Demonstracao. Ja que G é um grupo p-adico analitico, pelo lema anterior existe uma
constante a > 0 tal que G, é powerful. Aplicando Lema 4.0.1 para o subgrupo H NG, de

(GG,, obtemos que existe uma constante b tal que para todo n > b,
HNGapn=HNG = (HNGop)" "V < Hy oy = Horn(arn)-

Seja c=a+b. Entao H NG, < H,,_. para todo n > c. O

o seguinte lema nos da outro jeito de calcular a dimensao de um grupo pro-p de postos

finito.

Lema 4.0.4. Seja G um grupo pro-p de posto finito. Entao

log, |G : G*
dim(G) = lim log, |G G7 |

k—o0 k

Demonstrag¢ao. Se G for um grupo pro-p de posto finito, entao existe n € N tal que Gr*

é uniforme para todo k > n. Note também que como GP" é aberto, G : ka| é finito para
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todo k. Assim

. logp |G : kal ) lng |G . Gp”HGpn : ka|
lim ———— = lim
k—o0 k—soo k
log, |G : G”" log, |G*" : G** log, |G¥" : (G¥" "
N ) (SRS B U7 P e G}

Seja I' = GP". Fazendo mudanca de varidveis, t = k — n, temos

k t
log, |G : G”"| — lim log, [I" : T'? |

k—o00 k t—o00 t+n

Notemos que I' é uniforme e aberto. Portanto,

T T = |0 :TPIP 7). [P 1| = | &(D)]".

Logo
log, [P: | _ . log, [D:@(D)" ot g
M T T Tl T e fim e = log, [T #(

Como I' ¢ um subgrupo aberto uniforme de G, temos que dim(G) = d(I") = log, |I" :
®(I')|, provando a igualdade. O

O seguinte resultado indica que o conceito de dimensao de Hausdorff generaliza o

conceito de dimensao para grupos de Lie.

Teorema 4.0.5. Seja G um grupo pro-p p-ddico analitico e H <. G. Entao

dimy(H) = 3112((2];

Demonstragao. Vejamos que dimy H < dim(H)/dim(G). Pelo lema anterior, temos que

_ ) logp|G:ka|
(@) =
¢ k
log, |H : H”
dim () = tim 28 AL
k—o00 k

Note que HY* < HNGP' = HNGy. Portanto,

log, |H : HN Gy - log,, | H : H|/k
log, |G : G| — log,|G: Gil|/k
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Como .
log, |H : H” |/k  dim(H)
im =
k—oo log, |G : Gil/k  dim(G)’

segue de Teorema 3.0.2 que

log, |[H: HNGy|  dim(H)
i H) = liminf —2 < :
dimy (H) = limin log,|G: G|~ dim(G)

Agora vamos ver que dim(H)/dim(G) < dimgy(H). Pelo Coroldrio 4.0.3, existe ¢ tal
que H N G, < Hy para todo k. Portanto,

o dog, |H : HN Gyl log, |H : H*"|/k dim(H)
dimy (H) = lim inf —2 > lim =~ = :
imy (H) un 1n log, |G Grel Foroo log, |G : G|/ dim(G)

Corolario 4.0.6. Seja G um grupo pro-p analitico p-adico. Entdo
Spec(G) € {0,1/d,2/d,...,1}, onde d = dim(G).

Agora estamos prontos para provar o resultado mais importante desta dissertacao que
é uma caracterizacao de grupos analiticos p-adicos em termos de dimensao de Hausdorff.
Fazemos uso do teorema de Zelmanov [12, Teorema 1], que prova a conjetura de Burnside

para grupos compactos.
Teorema 4.0.7 (Teorema de Zelmanov). Todo grupo pro-p periddico € localmente finito.

Teorema 4.0.8. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado. As sequintes afirmacoes sao

equivalentes:

(i) A dimensao de Hausdorff de um subgrupo fechado H de G € zero se e somente se
H ¢ finito.

(i1) G é p-ddico analitico.

Demonstracao. Claro, podemos supor que G ¢ infinito.

((#7) = (7)) Se H é um subgrupo finito de G, entao dimy (H) = 0 pela Observagao 3.0.3.
Suponhamos que H é um subgrupo fechado de G tal que dimy(H) = 0. Entao pelo Teo-
rema 4.0.5, dim(H) = 0, o que implica que H é finito.

((7) = (i7)) Suponhamos que G nao seja p-adico analitico. Entao como G é um grupo
infinito pro-p finitamente gerado, pelo Teorema de Zelmanov [12], ndo pode ser periédico,

i.e., existe um elemento h € G de ordem infinito. Definimos H = (h) = Z,. Para obter
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uma contradigdo vamos mostrar que dimgy(H) = 0. Suponhamos por contradi¢ao que

dimy(H) > 0. Entao, pelo Teorema 3.0.2, existe € > 0 tal que

liminf log |H : HNG,|
nsoo  log|G : Gy

Como H, = H”" < HN G, obtemos

i flog;|H:Hn]
iminf ———— > e,
n—oo log |G : Gy

Notamos que |H : H,| = p". Portanto, para n suficientemente grande,

n >
— >
log, |G : G,

Logo |G : G,| < p™, onde ¢ = 1/e. Finalmente, segue de [10, Teorema B] que G é um

grupo analitico p-adico. O
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