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Resumo

Nesta dissertacao, apresentamos um resultado fundamental na interse¢ao da geome-
tria algébrica com a geometria simplética, isto é, o teorema de Kempf e Ness. O resultado
mostra que o quociente simplético construido pela reducao simplética por um grupo com-
pacto K e o quociente definido na teoria geométrica de invariantes para uma variedade
projetiva complexa M pelo grupo complexificado K¢ do grupo K sao homeomorfos. Nés
consideramos o caso em que M C P" é uma subvariedade algébricae K C U(n+1), e K¢
agem linearmente sobre M. Estudamos os pontos semiestaveis, poliestaveis e estdveis na
variedade projetiva e algumas propriedades da funcao de Kempf-Ness para caracterizar
os zeros da aplicacao de momento e os pontos poliestaveis. Finalmente, o resultado do

trabalho depende da convexidade da funcao de Kempf-Ness.

Palavras-chave: Aplicacao de momento, poliestavel, convexidade.



Abstract

In this dissertation, we present a key result at the intersection of algebraic geometry
with symplectic geometry, ie, Kempf and Ness theorem. The result shows that the
symplectic quotient built by reduced symplectic by a compact group K and the set
quotient in the geometric theory of invariants for a projective complex manifold M
by complexified group K¢ group K are homeomorphic. We consider the case where
M C P" is an algebraic submanifold and K C U(n + 1), and K¢ acts linearly on M.
We studied the semiestdveis, poliestdveis and stable points in projective variety and
some properties of the Kempf-Ness function to characterize the moment of application
of zeros and poliestaveis points. Finally, the result of the work depends on the convexity

of Kempf-Ness function.

Keywords: Application moment, poliestavel, convexity.
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Introducao

O teorema de Kempf e Ness descreve a equivaléncia entre a nocao de quociente na
teoria geométrica de invariantes introduzida por Mumford em 1960 e a nogao de quoci-
ente simplético introduzido por Marsden, Weinstein e Meyer nos anos 1970. O objetivo
desta dissertagao sera estudar esta relacdo e demonstrar que existe um homeomorfismo

entre o quociente simplético, 1~ 1(0)/K e o quociente algébrico M // G.

Neste trabalho consta de cinco capitulos. O primeiro capitulo é dedicado a conceitos
bésicos e contém o teorema de variedade quociente, que da condigOes suficientes para
que espaco de drbitas tenha uma estrutura de variedade suave. Para uma acao livre
e prépria de um grupo de Lie G sobre variedade suave M, o espago de 6rbitas M/G
admite uma tnica estrutura de variedade suave com a propriedade de que a projecao

m: M — M/G é uma submersao suave.

No segundo capitulo, estudamos o conceito de acao Hamiltoniana, que consiste
em existéncia de uma aplicacdo equivariante pu : M — g* tal que dué = leMw, para
todo & € g. Para isso, primeiramente introduzimos os conceitos bésicos de geometria
simplética, como acao simplética de um grupo de Lie G que age por simplectomorfismo na
variedade simplética (M,w). Também mostrarmos que o quociente topolégico p=1(0)/G
de zero local p~1(0) em M de p admite canonicamente uma forma simplética, este fato
¢ conhecido o teorema de Marsden, Weinstein e Meyer [18], que serve como ferramenta
principal para construir uma aplicacdo de momento u : P — u(n + 1)* para a acéo

linear de U(n + 1).

No terceiro capitulo, veremos alguns exemplos de variedades simpléticas téricas e o
resultado fundamental de Delzant. Este teorema de Delzant mostra que a partir de um

certos dados combinatérios podemos construi-se uma variedade simplética térica.

No quarto capitulo, apresentarmos a teoria geométrica de invariantes desenvolvida
por Mumford [19], para isso, é necessario introduzir o linguagem de geometria algébrica
para uma agao de grupo algébrico linear redutivo GG sobre uma variedade algébrica M.
Um dos objetivos deste capitulo é definir um quociente algébrico M /) G com boas pro-

priedade geométricas. Neste capitulo também definimos as varias nogoes de estabilidade



e tentamos obter um quociente algébrica projetiva ¢ : M* — M / G. Terminamos

com um critério de Hilbert-Mumford sobre os subgrupos de um parametro.

Finalmente, no quinto capitulo, apresentaremos a demonstragao do resultado prin-
cipal desta dissertacao, o teorema de Kempf e Ness. No inicio do capitulo definiremos a
complexificagdo de um grupo de Lie e algum resultado sobre geodésicas em K\G que é

seguida de alguns exemplos que justificam o teorema kempf e Ness.



Capitulo 1

Nocoes basicas

No presente capitulo, o objetivo é apresentar algumas definigoes bésicas de grupos
de Lie, algebras de Lie, acoes adjunta e coadjunta, e finalizando com o resultado do

teorema de variedade quociente que serao usados mais adiante.

1.1 Algumas Definigoes

Seja P : M — N uma submersao. Entao qualquer complemento ortogonal de (P*m)f1 (0)
em T;, M € isomorfo a T'’p(,,) IV, mas nao existe a escolha canonica para tal complemento.
Se M ¢ equipado com uma métrica Riemanniana podemos escolher o complemento or-
togonal de (P*m)_1 (0) em T,,, M, e denotando por H,, e chamarmos espago horizontal
de T,,M.

Defini¢ao 1.1. Uma aplicacao P de (M, g) para (N, h) é uma submersao Riemanniana

se

i) P é uma submersao suave,

ii) para todo m € M, a aplicacdo linear Py, é uma isometria entre Hy, e Tp(,,) .

Consideremos o conjunto X(M ) dos campos vetoriais suaves em uma variedade suave M

como um maédulo sobre o anel C*°(M) das fungdes suaves definidas em M.

Definicao 1.2. Seja M uma variedade suave. Uma conexao V sobre M é uma aplicagao
Vi X(M) x X(M) — X(M), R—bilinear tal que para X,Y € X (M), e f € C®(M)

satisfaz as seguintes propriedades

i) VixY = fVxY,
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i) Vx(fY) = (X.f)Y + fVxY.

Definigao 1.3. Uma conexao sobre T'M é simétrica se, para qualquer X,Y € X(M)
tem-se

VxY - Vy X = [X,Y].

Teorema 1.1. Para toda variedade Riemanniana (M, g), existe uma tnica conexao

simétrica compativel com a métrica. Isto é, para todo X,Y, Z € X (M), satisfaz

Demonstracao. Ver [24].

1.2 Grupos e algebras de Lie

Definicao 1.4. Um grupo de Lie G é um grupo e uma variedade suave tais que a mul-

1

tiplicacado G x G — G, (g, h) — g.h, e a inversa G — G, g — g~ ' sao suaves.

Uma acao a esquerda de um grupo G num conjunto M é uma aplicagao G x M — M,

(9,p) — g.p que satisfaz as propriedades:

i) 1.p = p, para todo p € M, onde 1 é a identidade de G.
ii) (gh).p = g.(h.p), para todo g,h € G, e p € M.

Se G ¢ um grupo de Lie, e g qualquer elemento de G defina aplicacoes Ly, Ry : G — G

chamadas translacao a esquerda e translagao a direita respetivamente por
Ly (h) = gh, Ry (h)= hg.

Claramente, L, e R, sao difeomorfismos.

Seja G um grupo de Lie agindo sobre a variedade M. Entao para cada p em M definimos
a érbita
Gp={gp:9€G}

e estabilizador

Gp={9€G:g9p=np}
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Definigao 1.5. Suponha que o grupo de Lie GG age na variedade M.

i) A agao é dita efetiva se qualquer elemento do grupo g # 1, move ao menos um
ponto. E dizer, Mperr Gp = {1}

ii) A acdo de um grupo de Lie G em uma variedade M é livre se g.p = p, para
algum p € M implica que g = 1. E localmente livre se todos os estabilizadores sao

discreto.

iii) A ac@o é dita transitiva se M é uma 6rbita de G, isto é, para todo par de elementos

peqem M, existe g € G tal que gp = q.

Definigcao 1.6. Sejam M e N espacos topoldgicos. Dizemos que a aplicacao F' : M — N
é prépria se para qualquer conjunto compacto K C N, a imagem inversa F~! (K) é com-

pacto em M.

Proposigao 1.1. Suponha que F': M — N é uma aplicagao propria e continua entre
variedades topoldgicas. Entao F' é fechado.

Demonstragao. Ver, [16].

Definicao 1.7. Uma acao de G sobre M ¢é chamada prépria, quando a aplicagao

GxM — MxM
(9,p) = (g9.p,p)

é uma aplicacao prépria. Isto quer dizer, que a imagem inversa de conjuntos compactos

sao compactos.

Teorema 1.2. Se ¢ : G x M — M é uma acao de um grupo de Lie G sobre uma
variedade M, e p é um ponto de M entao zﬁp : G/G, — M é uma imersao injetiva e

Up(G/Gyp) = G.p.

Demonstragao. Ver, [2].

Definicao 1.8. Uma é&lgebra de Lie sobre R(ou C) é um espago vetorial V' sobre R(ou
C) com uma aplicagdo [, ] : V x V. — V, R(C)-bilinear antisimetrica que satisfaz a
identidade de Jacobi

[Yv [Z7XH + [Xa [Yv ZH + [Z7 [Xa Y” =0,

para todo X,Y, Z € V.

Definicao 1.9. Um campo vetorial X sobre grupo de Lie é chamado invariante pela

esquerda se (Lg).n (Xn) = Xgn, para todo g, h € G.



Capitulo 1. Nocoes bdsicas 4

A dlgebra de Lie de todos os campos vetoriais suaves invariantes pela esquerda sobre

um grupo de Lie G, é chamado um &lgebra de Lie de G e é denotado por Lie (G) = g.

As métricas Riemannianas que relacionam a geometria de G e com estrutura de grupo,
sao métricas tem a propriedade de que as translacoes a esquerda sao isometrias elas sao

chamadas métricas invariantes a esquerda.

Definicao 1.10. Uma métrica Riemanniana sobre um grupo de Lie G diz-se invariante
a esquerda se (v, w); = (d(Lg)zv,d(Lg)zw)p, () Para todo g,z € G e v,w € T G. De
maneira andloga, uma métrica Riemanniana ¢ invariante a direita se cada translacao R,

¢ uma isometria.

Proposicao 1.2. Seja G um grupo de Lie. A aplicagdo linear € : ¢ — T1G, com
e (X) = X1 é um isomorfismo.

Demonstracao. Ver, [2] e [16].

Proposicao 1.3. Se G e H sao grupos de Lie com H simplesmente conexo, entao para

qualquer homomorfismo de algebras de Lie ¢ : h — g existe um Unico homomorfismo

de grupos de Lie ¢ : H — G tal que d¢p = ¢.

Demonstragao. Ver [16].

Defini¢ao 1.11. Um homomorfismo ¢ : (R,+) — G é chamado um subgrupo de
parametro. Ou equivalentemente, ¢ (t) € G para todo t com ¢ (t + s) = ¢ (t) ¢ (s), para
quaisquer t, s em R.

Pela proposicao anterior, para cada X € T1G, existe um tnico subgrupo de um parametro
¢x com doyx (t) = tX, ou seja, ¢’y (0) = X. Assim, definimos a aplicacao exponencial

exp em termos de subgrupo de parametro.

Definigao 1.12. Seja G um grupo de Lie com algebra de Lie g. A aplicacao exponencial
exp : g — G, é definida por:

exp (X) = ¢x (1),
onde ¢x é o subgrupo de um parametro com vetor tangente X na identidade 1.

Proposigao 1.4. A aplicacao exponencial exp : ¢ — G satisfaz as seguintes proprie-
dade:
i) Para £ € g, ¢ (t) = exp (t£) é um subgrupo de um pardmetro com ¢’ (0) = &.

ii) A curva integral v, de campo vetorial invariante a esquerda & € g com 7 (0) =g é

v (t) = gexp (t§).
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iii) Para todo & € g, (exp &)~ = exp(—¢).

iv) Se ¢ : H — G é um homomorfismos de grupos de Lie, entao

¢ (expy (§)) = expg (¢« (£)) -

Demonstracao. Ver, [16], [2], e [5].

Definigcao 1.13. Sejam M e N variedades suaves e seja G um grupo de Lie agindo sobre
M por 1y : M — M e sobre N por ¢, : N — N. Uma aplicacao f : M — N suave

é chamada equivariante com respeito a estas acoes se, para todo g € GG, satisfaz
fo 7/’9 = ¢g of.

Isto quer dizer, que o diagrama abaixo comuta:

i}N

M
wgl O bg
M

— N
f

1.3 Geradores infinitesimais

Vamos associar a qualquer acao v : G x M — M, e qualquer £ € g um campo ve-
torial sobre M. Estes campos vetoriais terao importantes propriedades para o trabalho.
Seja 1 : G x M — M uma acao de um grupo de Lie G sobre uma variedade M e £ um

elemento de g. Define a aplicacao

PERx M — M
(t,p) — Y(exp(ts),p),

o qual ¥¢ é uma acao de R sobre M.

Definigdo 1.14. O campo vetorial €M sobre X(M) cujo fluxo é dado por 9%, é chamado

gerador infinitesimal da ag@o corresponde &, isto é,

blezp(te).p) = L exp (t6) p.

M _
£ (p) = 2l

~ dtli=o

Note que:

€)= 5| w2 (ennli€)) = (47)1(6) (1.2
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onde Y : G — M.

Use para obter o resultado que vem.

Proposicao 1.5. O espaco tangente a uma orbita G.p em p estd dado por:

T,(G.p) = {€"(p) : € € g}. (1.3)

Demonstracao. Do Teorema 1.2 se deduz que (@/;p) T[Q}G/Gp — Ty, (»)G-p é um

#lg) °
isomorfismo para todo g € G.

Tome g = 1 e usando (1.2), obtemos

Tp(G.p) = (p)upt) (T G/ Gp),
={(W")a(§) : £ € g}
={M(p): ¢ e g}.

1.4 Acoes adjuntas e coadjuntas

Nesta secao vamos estudar duas acoes especificas e importantes.

Definicao 1.15. Seja G um grupo de Lie e ¢ um elemento de GG. A agdo conjugagao

associado a g é definida por:

C,:G—G
h — Cy(h) = ghg™!

onde €y é um homomorfismo de grupos de Lie, e Cy = Rj;-1 0 L, ¢ um difeomorfismo.
Assim, a definicao seguinte faz sentido porque C, preserva a identidade e a derivada

naquele ponto é C,q : TG — T1G.

Definicao 1.16. Seja G um grupo de Lie, a acao adjunta de G sobre g é definida por

Ad: G — GL(g)
g — Adg(&) = (Cy),,(6)-

Lema 1.1. Seja ) : G x M — M uma agao de um grupo de Lie G sobre uma variedade

M e p um ponto de M. Se £ € g, entao

(Adg&)™ (p) = (Vo) w1 () (€Y (g1 (1))
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Demonstracido. Denote por 94%¢ : R x M — M o subgrupo de um parametro
associado a (Ad,&)M. Assim, para cadap € M et € R,

A9 (t, p) = P (exp(tAdy(E))),
= P (g.exp(tf).g7"),
= y9 P (g.eap(t€)),
= (g 0 972 (1),

Agora,

(5,097 ) @),

(40,6) "0 = G| s =G,

= ()., (€ (W 0).

O

Proposigao 1.6. Seja 1 uma acao de um grupo de Lie G sobre uma variedade M. A

aplicagao £ € g RN &M ¢ (M), é um anti-homomorfismo de dlgebras de Lie, isto é,

[fﬂ?]M - _EM?T/M]? vg?ﬁ €g

Demonstragao. Tome g = exp(tn) no lema anterior, obtém-se

(Adeacp(tn)g)M (p) = (¢emp(tn))*exp( ).p (gM (d’ewp(—tn) (p))) :

i
Logo,
— [, €M) (p) = [-n™, M] (p),

(werp(tn) ) xexp(—tn).p (§M (¢exp(—tn) (p)) ) - fM (p)

t——0 t ’

e\ M
— lim <Adexp(tn)€ 5) (p)’

O
Definigao 1.17. Seja G um grupo de Lie e Ad : G — GL(g) uma agao adjunta de G
sobre g. A acao coadjunta de G sobre g*, é definida por:

Ad*: G — GL (g%
g— Ad} = (Ady-1)",
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onde (Ad;&,m) = (£, Adg-1n), paran € g e € g*.

Existe também uma representacao adjunta para o dlgebra de Lie. Dada uma algebra de
Lie g de dimensao finita, e para cada § € g. Se define uma aplicagao ad¢ : g — g dada
por:

adg (1) = [§, 7]

1.5 Variedade quociente por acoes de grupos

Considere G um grupo de Lie age sobre uma variedade pela esquerda. Defina
uma relagao de equivaléncia em M definindo p ~ ¢ se existe g € G tais que g.p = q.
Esta relacao define classes de equivaléncia que sao exatamente as érbitas de G em M. O
conjunto de drbitas é denotado por M /G e equipado com topologia quociente é chamado
o espago de érbita da agao. Nesta secdo determinaremos sob que condi¢des um espaco
orbita é uma variedade suave. Este resultado serda usado mais adiante; as referéncias

principais deste se¢ao sao [16] e [10].

Teorema 1.3. Suponha que M e N sao variedades suaves e m : M — N uma sub-
mersao suave sobrejetora. Para qualquer variedade suave P, a aplicacao F': N — P é
suave se, e somente se, I' o é suave.

Demonstragao. Ver, [16].

Proposigao 1.7. Suponha que F': M — N é uma aplicacdo continua prépria entre
variedade topologicas. Entao F' é fechada.

Demonstragao. Ver, [16].

Teorema 1.4. Sejam M e N variedades suaves e F' : M — N uma imersao suave
injetiva. Se F' é prépria entao F' é um mergulho suave.

Demonstragao. Ver [16].

Teorema 1.5. Seja F' : M — N uma aplicagdo suave de posto constante. Se F ¢
injetiva entao F' é uma imersao.

Demonstracgao. Ver, [16].

A continuagao dois proposigoes alternativas para caracterizar acgoes préprias que sao
frequentemente 1util. Dada uma acdo de G sobre M, para qualquer g € G e qualquer

subconjunto K C M usaremos a notagao g.K para denotar o conjunto {g.x : z € K}.

Proposigao 1.8. Suponha um grupo de Lie G agindo continuamente sobre uma va-

riedade M. A acdo é prépria se, e somente se, para qualquer subconjunto compacto
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K C M, o conjunto G ={g € G: (¢9.K) N K # 0} é compacto.
Demonstracao. Seja ¥ : G x M — M x M denota a aplicacao ¥ (g,p) = (g.p,p).
Suponha primeiro que ¥ é propria. Entao para qualquer conjunto compacto K C M, é

facil verificar que

Gk = {g€ G :existemp € K tais queg.p € K}
= {g € G :existemp € M tais que ¥ (g,p) € K x K}
= 7¢ (VK x K)),

onde mg : G X M — G é a projecao. Assim, G é compacto. Reciprocamente, suponha
Gk é compacto para qualquer conjunto compacto K C M. Se L C M x M é compacto
e seja K = m (L)Ume (L) C M, onde my,m9 : M x M — M sao as projegoes sobre o

primeiro e segundo fatores respetivamente. Entao
TN cUv N K xK)c{(9,p):9gpeE K, pe K} CGxg x K.

Como W' (L) é fechado por continuidade segue-se ¥~1 (L) é um subconjunto fechado

do conjunto compacto Gx X K e portanto se conclui que é compacto.

O

Proposicao 1.9. Seja M uma variedade e seja G um grupo de Lie agindo continuamente

sobre M. A acao é prépria se, e somente se, a seguinte condigao é satisfeito:

(%) Se {p;} é uma sequencia convergente em M e {g;} é uma sequencia em G tal que

{gi.pi} converge, entdo uma subsequencia de {g;} converge.

Demonstragao. Seja V¥ (g,p) = (g.p, p) como na demonstragao anterior. Se ¥ é prépria
e {pi}, {gi} sdo sequencias que satisfazem a hipéteses de (x), sejam U e V vizinhangas
pre-compacto dos pontos p = lim p; e ¢ = lim (g;.q;), respetivamente. A suposicao
1—00 1—00 — —

significa que todos os pontos W (g;, p;) pertencem no conjunto compacto U x V' quando
i é suficientemente grande, portanto uma subsequencia de {(g;,p;)} converge. Em par-
ticular, isto significa que uma subsequencia de {g;} converge em G.

Reciprocamente, suponha (%) se cumpre e seja L C M x M um conjunto compacto.
Se {(gi, pi)} é sequencia arbitraria em W1 (L) entdao ¥ (g;,p;) = (gi-pi, pi) pertence em
L, assim passando para um subsequencia obtemos sequencias {p;} e {g;} satisfazendo a
hipétese de (). A correspondente subsequencia de {(g;,p;)} converge em G x M e como

U1 (L) é fechado em G x M por continuidade entdo o limite pertence em W~ (L).
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Corolario 1.1. Qualquer acdo continua por um grupo de Lie compacto sobre uma
variedade é propria.

Demonstracao. Se {p;} e {g:;} s@o sequencias que satisfazem a hipé6teses de (x), entao
uma subsequencia de {g;} converge pelo facil razdo que qualquer sequencia em G tem

uma subsequencia convergente.

0

Lema 1.2. Para qualquer acao continua de grupo de Lie G, sobre uma variedade M.
A aplicacao quociente m: M — M /G é aberta.

Demonstragao. Para qualquer aberto U de M, tem-se =1 (7 (U)) = Ugeatyy (U).
Como %, é homeomorfismo, entdo 1, (U) sdo abertos para cada g. De aqui, 71 (7 (U))
é aberto em M. Como 7 é aplicac@o quociente obtém-se 7 (U) é aberto em M/G. Por-

tanto, m é uma aplicagao aberta.

0

Teorema 1.6. Suponha um grupo de Lie G age suavemente, livremente, e propria-
mente sobre uma variedade suave M. Entao o espago de érbitas M /G é uma variedade
topolégica de dimensao igual a dimM — dimG e tem uma tnica estrutura suave com a

propriedade que a aplicacao quociente w : M — M /G é uma submersao suave.

Demonstragao. Primeiro mostremos a unicidade da estrutura suave. Suponha M/G
tém duas estruturas suaves diferentes tal que 7 : M — M /G é uma submersao suave.
Sejam (M /G), e (M/G), denotam a M /G, com estruturas suaves no primeiro e segundo

respetivamente. Pelo Teorema 1.3, a aplicagao identidade de (M/G), para (M/G), é

| e

(M/G), —— (M/G),

suave:

O mesmo argumento mostra que em direcao oposta também é suave. Assim, as duas
estruturas suaves sao iguais.

Em seguida mostraremos que M /G é uma variedade topolégica:

Suponhamos que G age pela esquerda em M, e seja ¢ : G x M — M denota a agao e

U:Gx M — M x M a aplicagdo prépria definida por ¥ (g,p) = (9.p,p) -

i) M/G satisfaz segundo axioma de numerabilidade:

Se {U;} é uma base numeravel para a topolégica de M entao {m (U;)} é uma colegao
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numerdvel de subconjuntos abertos de M/G (pois 7 é uma aplicacao aberta.) E é ime-
diato verificar que é uma base para a topologica de M/G. Assim, M /G satisfaz segundo

axioma de numerabilidade.

ii) M/G é Hausdorff:
Defina a relagao érbita O C M x M por

O=V(GxM)={(gp,p)eMxM:peM,geG}.

(E chamado a relagao de 6rbita porque, (g,p) € O se, e somente se, p e ¢ pertencem na
mesma 6rbita.) Como as aplicagbes préprias e continuas sao aplicagdes fechados (pela
Proposigao 1.7), entdao O é um subconjunto fechado de M x M. Se 7 (p) e 7 (¢) sao dois
pontos de M /G tal que 7 (p) # 7 (q) entao p e g pertencem em 6rbitas diferentes, assim
(¢,p) ¢ O. Se U x V é uma vizinhanca produto de (¢,p) em M x M disjunto de O,
entdo 7 (U) e w (V) sdo subconjuntos abertos disjuntos de M /G contendo 7 (p) e 7 (q)
respetivamente. Entao M/G é Hausdorff.

Antes de provar que M /G é localmente euclidiano, demonstrarmos que a G-6rbita sdo
subvariedades mergulhadas de M difeomorfas a G. Para qualquer p € M, defina a
aplicacdo érbita v®) : G — M por

) (g) = g.p.

Isto é uma aplicacao suave cuja imagem ¢é exatamente a G-érbita de p. Mostraremos

que ¥® é um mergulho suave:

1) ) é injetiva.
De fato, se 9/® (¢') = 1) (g) entéo (97'¢') .p = p. Como G age livremente sobre
M, isto pode acontecer somente quando g~ '¢g’ = e (e = 1), ou seja, g = ¢'; assim,

(P) ¢ injetiva.

2) P tem posto constante.
Com efeito, observe que

PP (¢'g) = ¢ P (g),

assim, w(p) é equivariante com respeito a acao translacao esquerda sobre G e a
dada acao sobre M. Como G age transitivamente sobre se mesmo, entao pelo
teorema de posto equivariante implica que, ¢(p) tem posto constante.

Como 1P satisfaz 1) e 2) segue-se que ¥®) ¢ uma imersio suave pelo Teorema
1.5.



Capitulo 1. Nocoes bdsicas 12

3) P é uma aplicacdo prépria.

(K) 6
fechado em G e como estd contido no conjunto compacto Ggupy = {9 € G -
g (KU {p}) N (K U{p}) # 0}, resulta que (¢(p))_l (K) é compacto. Portanto,

P & uma aplicagdo proépria. Como ) é imersio injetiva e prépria, usando

Se K C M é um conjunto compacto, entdo pela continuidade (w(p))

Teorema 1.4 obtém-se, 1P é mergulho.

Seja dimG = k e dimM — dimG = n.

Definigao 1.18. Seja M uma variedade de n+k dimensional e G um grupo de dimensao
k. Se diz que uma carta coordenada (U, ) em M, com fungoes coordenadas (x,y) =

(a:l, oyt y") é uma carta adaptada para agdo de G se

i) ¢ (U) é um conjunto aberto produto Uy x Us C R¥ x R™;

ii) Se cada 6rbita tem interse¢ao nao vazia com U, entdo tal interse¢ao tem forma de

1 n

uma tnica fatia {y' = ¢!, ...,y"™ = "}, para alguns constantes c!, ..., ¢".

Teorema 1.7. Se ¢ : G x M — M é acéo livre e propria entao para todo p em M,
existe uma carta adaptada centrada em p.

Demonstragao. Seja p € M um ponto dado. Escolha qualquer carta fatia (W, o)
centrado em p para a Orbita G.p em M e escrevendo as funciones coordenadas de (g

k.1 n)

como (ul,...,u JU ey U Como G.p é uma subvariedade mergulhada de M, entao

satisfaz a condicao local de k fatia, isto é,
0o (GpNW) ={(ul,...,u* vl o) st = . =" =0}

Seja S uma subvariedade de W definido por {(ul, kot ...,v”) cut = =uF =0}
(isto, é a fatia perpendicular & dérbita nestas coordenadas). Assim, T,M se descompde
como soma direta:

T,M =T, (G.p) & T,S,

onde T, (G.p) é o espago gerado por (%) e T,S ¢ o espaco gerado por ( a(zi)'

Seja ¢ : G xS — M a restricao da acdo 1 ao G x S C G x M. Usaremos o teorema da
funcao inversa para mostrar que ¢ é um difeomorfismo numa vizinhanga de (e, p) € GXS.
Seja i, : G — G x S o mergulho suave dado por i, (g) = (g9,p). A aplicacdo drbita

»P) . G — M é igual & composicio
GG x S-S5 M.

Como ® é um mergulho suave e cuja imagem é a érbita G.p, resulta que w,(f) ) (T.G)

é igual ao subespaco T}, (G.p) C T,M, e assim a imagem ¢ : T(. ) (G x S) — T,M
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contém a T}, (G.p). Similarmente, se jo : S — G x S é o mergulho suave dado por

Je (@) = (e, q), entao a inclusdo i : S < M é igual & composi¢ao
Je @
S—G x S— M.

Portanto, a imagem de ¢, também inclui 7,,S C T,M. Como T}, (G.p) e T,,S geram

juntos a T, M, resulta que ¢y : T{, ) (G x S) — T, M é sobrejetora e por ter as mesmas

e.p)
dimensoes de dominio e codominio, ¢, é bijetiva. Pelo teorema da funcao inversa, existe
uma vizinhanga produto X x Y de (e,p) em G x S e uma vizinhanga U de p em M tal
que ¢ : X XY — U é um difeomorfismo. Diminui X e Y se é necessdrio, vamos assumir
que X e Y sdo conjuntos pre-compactos que sao difeomorfos as bolas euclidianas em R¥
e R"™ respetivamente.

Precisamos mostrar que Y C S pode ser escolhido suficientemente pequeno de tal ma-
neira que cada G-érbita intersecta a Y, ao maximo num s6 ponto. Por contradicao,
suponhamos caso contrario, entdo se {Y;} é uma base numerdvel para Y em p (isto

é, uma sequencia de bolas coordenadas cujos didmetros tende para zero), para cada i

existem pontos diferentes p;, p; em Y;, que estdo na mesma 6rbita, o qual quer dizer,
gi-pi = p,, para algum g; € G.

Como {Y;} é uma base, e temos ambas sequencias {p;} e {p, = g;p;} convergente a p.
Pela Proposigao 1.9, podemos passar para subsequencias (e como G age propriamente

sobre M) se assumi g; converge para algum g € G. Por continuidade, tem-se que
g-p = lim g;.p; = lim p} = p.
71— 00 71— 00

Como G age livremente, isto implica que ¢ = e. Quando ¢ é suficientemente grande

temos g; € X. Mas isto contradiz o feito de que ¢ = w}XXy é injetiva em X XY, porque

Vg, (pi) = p; = e (p;) )

e se assumiu p; # p,.
Escolha difeomorfismos o : B¥ — X e 3: B” — Y (onde B* e B" sio bolas unitarias
em RF ¢ R™ respetivamente), e defina v : B¥ x B — U por v (z,y) = Vo) (B(Y))-

Como 7 é igual a composi¢ao de difeomorfismos

axf

B* x B"2Ex « v -2,

segue-se que v é um difeomorfismo.

1

A aplicagdo ¢ =™+, é portanto uma aplicacido coordenada suave sobre U.
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Finalmente, mostraremos que (¢,U4) é uma carta adaptada para acdo. De fato, a
condigao 7) é 6bvio por construgao.
Observe que cada conjunto fatia da forma {(z,y) : y = ¢}, onde ¢ é constante estd

contido numa tnica érbita, ja que

P (X x{po}) C ¥ (G x{po}) = G -po,

onde pg € Y é o ponto cuja coordenada y é constante. Assim, se uma Orbita arbitraria
interceta a U, fa-lo de uma unido de fatias y= constantes. No entanto, como uma 6rbita
arbitraria intersecta a Y no maximo uma vez e cada conjunto {(z,y) : y = ¢} tem um
ponto em Y, segue-se que cada érbita interceta a U em exatamente numa fatia da forma
{y' =, ...,y" = "}, para certos constantes c!, ..., c". Isto completa a prova que (p,U)

é uma carta adaptada.

iii) M/G localmente euclidiano:
Seja ¢ = 7 (p) um ponto arbitrério de M/G. Pelo teorema de carta adaptado, existe
uma carta (U, ¢) adaptada para M centrada em p, com ¢ (U) = U; x Uy C R¥ x R™.
Seja V = 7 (U) que é um subconjunto aberto de M /G porque 7 é uma aplicagdo aberta.

1

Com as fungoes coordenadas de ¢ podem ser escrito (x LT ...,y”), como antes,

seja Y C U a fatia da forma {(z',...,2* ¢! ..,9") : 2! = ... = 2¥ = 0}. Note que
m:Y — V é bijetiva pela definicdo de uma carta adaptada. Além disso, se W é um

subconjunto aberto de Y, entao

(W) =m({(z,9): (0,y) e W}),

é aberto em M /G, e assim 7|y é um homeomorfismo. Seja o = (nly) " :V — Y cU
que é uma secao local de .

Defina uma aplicagao n: V. — Y C Uz que envia a classe equivaléncia do ponto (z,y)
para y, o qual estd bem definido pela definicao da carta adaptada.

Formalmente, n = myopoo, onde mo : Uy x Up — Uz C R™ é a projecao sobre o segundo

fator

Yév

1)

U]_ XUQ?UQ

Como ¢ é um homeomorfismo de V para Y e ms 0 ¢ também é um homeomorfismo de Y

para Us, segue-se que 1 é um homeomorfismo. Isto completa a prova que M/G é uma
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variedade topoldgica de n dimensional.

Finalmente, precisamos mostrar que: M /G tem estrutura suave tal que m é uma sub-
mersao.

Usaremos o atlas fornecido de todos as cartas (V,n) como foi construido acima. Com
respeito a qualquer carta para M /G e a carta adaptado correspondente para M, 7 tem
a representacao coordenada 7 (z,y) = y, o qual é claramente uma submersao.

Assim, somente precisamos verificar: qualquer duas tais cartas para M/G sao suave-
mente compativeis.

Sejam (U, @) e (U, p) duas cartas adaptadas para M e sejam (V,n) e (V,7) as corres-
pondentes cartas para M/G.

Primeiro considere o caso em que as dois cartas adaptadas estao centradas no mesmo
ponto p € M. Escrevemos as coordenadas adaptadas como (z,y) e (Z,7). O fato
que as coordenadas sao adaptadas para G-acao, significa que qualquer dois pontos com
mesmo coordenada ¥y estao na mesma Orbita, e portanto também tem o mesma coor-
denada gy. Isto significa que a aplicagdo transicao entre estes coordenadas podem ser
escrito, (z,7) = (A(x,y),B(y)), onde A e B sao aplicagoes suaves definidas em algum

vizinhanca do origem. A aplicacdo de transicao 7j o n~!

é somente § = B (y), que é
claramente suave.

No caso geral, suponha que (U, ¢) e (Z;{, gb) séo cartas adaptadas para M, pelU epell
sao pontos tais que 7 (p) = 7 (p) = ¢. Ao modificar ambas cartas por acrescentar vetores
constantes, pode obter assim, ditos cartas adaptadas centradas em p e p respetivamente.
Como p e p estao na mesma 6rbita, existe um elemento de grupo g tal que g.p = p. Como
thg ¢ um difeomorfismo que leva érbitas em 6rbitas, resulta que @' = go1), é outra carta
adaptada centrada em p. Além disso, ¢’ = 1),-1 0 & é a secdo local correspondente a ¢’

e portanto,
ﬁ/:’]‘(’QO@’O&’:ﬂ'2O¢O’IZ)gO¢g_1 oG =mg0thoad =1

Desta maneira, estamos na situagao precedente entao as duas cartas suaves sao suave-

mente compativeis.



Capitulo 2

Reducao simplética

Neste presente capitulo, introduziremos os conceitos da geometria simplética e acoes
Hamiltonianas, em seguida apresentaremos o teorema de Marsden, Weinstein e Meyer. O
teorema nos permite construir um quociente com uma estrutura simplética considerando
certas hipoteses e nés vamos ter principal interesse no espago projetivo P" equipado com
a forma de Fubini-Study wrg construido pela acdo de S' em C"*!'. Também obtemos

uma aplicagdo de momento para a agao de U(n + 1) sobre P".

2.1 Geometria simplética

2.1.1 Espagos vetoriais simpléticas

Apresentamos aqui alguns aspectos da dlgebra linear simplética em espaco vetoriais.

Seja V um espaco vetorial sobre R de dimensao m e seja ) : V x V — R uma aplicagao

bilinear. A aplicacao 2 é anti-simétrica se Q (u,v) = — (v, u) para todo u,v € V.

Definigcao 2.1. Uma aplicagao bilinear anti-simétrica ) é dito simplética se, é nao dege-
nerado (é dizer, para todo u € V, Q (v,u) = 0, implica que v = 0). Ou equivalentemente,

a aplicacdo linear Q: V — V*, v — Q(v) (u) = Q (v, u) é um isomorfismo.

Definigao 2.2. Seja W um subespago de um espaco vetorial simplético (V,€2), se define

o ortogonal simplético de W por

Wh={veV:Q@w) =0, VYwe W}

16
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Teorema 2.1. Seja (2 uma aplicacao bilinear anti-simétrica sobre V. Entao existe uma

base {uq, ..., ug, €1, ..., en, f1,..., fn} em V, tal que

Q (uj,v) =0, Vi,Vv €V,

Q (ei7€j) =0=0Q (fla fj) ) Vi7j7

Q (e, fj) = 6ij, Vi, J.
Demonstragao. A prova consiste em uma versao anti-simétrica de processo do Gram-
Schmidt.
Seja U ={u eV :Q(u,v) =0, Yvo € V}. Escolha uma base {u1,...,u;} de U, e um

espaco complementar W de U, em V
V=UsoW.

Tome e; € W, com e; # 0. Entéo existe f; € W tal que Q (eq, f1) # 0. Normalizando,
suponha (e, f1) = 1.

Sejam

W1 = span{es, f1}
Wi={weW:Qw,wv)=0Yve W}

Afirmacao: Wi N W = {0}.
De fato, suponha v = aey + bf; € Wi N Wi, Logo,

0= (U,el) = afl (61,61) =+ b2 (fl,el) = —b,
0=90Q (U,fl) = afl (61,f1) =+ b2 (fl,fl) =a.

Entao v = 0.
Afirmacao: W = W; @ W,
Com efeito, suponha que v € W e tém 2 (v,e1) = c e Q (v, f1) = d. Entao

v = (—Cf1 + del) + (U +cfr — del) eWi @ ng,

pois —cf1 +de; € Wi e Q(v+cfi —der,v) =c(—d) —d(—c) =0.

Seja ex € W com ey # 0. Entao existe fo € Wi tal que Q (es, f2) # 0. E suponha
que € (ea, f2) = 1, e repetindo o mesmo argumento acima tem-se Wi = Wy @ W,
assim podemos repetir sucessivamente esse argumento até que o processo pare (pois, V'

¢é dimensao finita). Obtemos,

V=UaW&..0W,,
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onde todos os termos da soma sdo ortogonais com respeito a 2, e W; tem base {e;, f;}
com, € (e, fi) = 1.

Para aplicacao bilinear simplética €2 tém as seguintes propriedades:

i) Pelo Teorema 2.1, se deve ter dimU = k = 0, assim se pode concluir que todo

espago vetorial simplético tem dimensao par.

ii) Novamente pelo Teorema 2.1, o espago vetorial simplético (V,w) tem uma base

{e1,...,en, f1,..., fn} satisfazendo
Q (e’uf]) = 51]7 Q(eiaej) =0= Q(flaf])v ’Lv.] = 17 -y N,

tal, base é chamado uma base simplética de (V, ).

Com respeito a uma base simplética tem-se

com u e v em coordenadas da base.

Definicao 2.3. Um simplectomorfismo linear ¢ entre espagos vetoriais simpléticos

(V,Q) e (V, ), é6 um isomorfismo linear ¢ : V—V" tal que ©*Q’ = Q.

Na forma explicita ¢* (€') se define: para cada u,v € V,

(™) (u,0) = Q' (9 (u) 0 (v)).

Se existe um simplectomorfismo entre (V, ) e (V/, ), entao dizemos que sao simplec-
tomorfos.

O prototipo do espaco simplético de dimensao 2n é (RQ", Qo), com {2y definida com a
base simplética:

{617 ey Cny Cnly ey 6271}’

onde e; denota vetor padrao.
Pelo Teorema 2.1, todo espago vetorial simplético (V,Q) de dimensao 2n é simplecto-

morfo ao prototipo (RQ", Qo), por um isomorfismo que leva a base simplética de (V, Q)
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para a base padrao de (RQ", Qo).

Definigao 2.4. Seja W um subespaco de um espaco vetorial simplético (V).

Dizemos que W é

i) simplético se Q| é ndo degenerado, ou equivalente W N W = {0}.
i) isotrépico se Qly = 0, isto é, W C W,
iii) coisotropic se W C W.

iv) lagrangiano se W = W.

Vejamos alguns das propriedades para estes subespacos.

Lema 2.1. Seja W subespago vetorial do espago vetorial simplético (V,2). As seguintes

afirmacoes sao verdadeiras:
i) dimW + dimW = dimV;
i) (W) = w;

iii) W é lagrangiano se, e somente se, dimW = %dz’mV ei* ) =0,ondei: W — V é
uma aplicagao inclusao.

Demonstragao: i) Define a aplicacao

d:V — W
v Q(,.)|lw

Suponha que ¢ é um elemento arbitrario de W*, e seja a extensao ¢ € V* de ¢ para
um funcional linear definido em todo V. Como a aplicacio Q : V. — V*, definido por
Q) (w) = Q(v,w), é um isomorfismo, entio existe v € V tal que Q (v,.) = @. Segue-
se ®(v) = ¢, portanto ® é sobrejetora. Por outro lado, por definicao de W tem-se

W = Ker®, e concluimos pela relacio posto e Ker:
dimW + dimW* = dimV.

ii) Seja w € W. Por definicio de W*, para todo v € W* tem-se Q (w,v) = 0. Portanto,
w E (VVQ)Q Assim, W C (I/VQ)Q Usando o resultado i), obtemos

dimW® + dim (W)® = dimV;
dimW + dimW = dimV.
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De ai, dim (VVQ)Q = dimW . Por ter as mesmas dimensoes se conclui (WQ)Q =W.

iif) por i), dimW = 1dimV, e i*Q = 0.

2.1.2 Variedades simpléticas

Sempre assumirmos M uma variedade suave. Nesta secao veremos o conceito de
variedade simplética. E claro que nem toda variedade suave M (m-dimensional) admite
uma estrutura simplética pois a existéncia de uma tal estrutura impée sobre a variedade

M certas condicoes.

Definigao 2.5. Uma variedade simplética é um par (M,w), onde M é uma variedade

real e w 2-forma em M satisfazendo
i) dw = 0, ou seja, fechado;
ii) Para todo p € M, w, é nao-degenerada como forma bilinear no espago tangente

T, M.

Se observa para uma variedade simplética em cada ponto p de M se define a fungao
v — w(v, . ), o qual é isomorfismo de T,M ao TyM. Pelo Teorema 2.1 segue-se
dimT, M tem dimensao par, entao se conclui que toda variedade simplética necessaria-

mente tem dimensao par.

Exemplo 2.1. Seja (R?",w) com forma definido w = Y7, dx; A dy;. Considere uma

base {(a%l) }p, - (%) ‘p, (8%1) lps s (%) ‘p}. Seja u = aiﬁ% —i—ﬁjaiyj um arbitrario
em 71, pR2" ev el pR2” obtém-se

0 .
—_— —B) =

w(u,8> =o' =0.
8yj

De aqui, u = 0. J4 sabemos que w é nao degenerada e como d(dz;) = 0, d(dy;) = 0,

temos que dw = 0. Logo, (R?",w) é uma variedade simplética.

Exemplo 2.2. Seja M = S?, considerada como o conjunto de vetores unitarios em R3.
Os vetores tangentes a S2 em p é identificado como vetores ortogonais a p. A forma

simplética padrao sobre S? é induzido pelo produto interior e produto vetorial

wp(u,v) = (p,u X v).
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Estd forma é fechada, j4 que dw € Q3(M) = {0}; e é nio degenerada pois existe

v:uxpETpSQtalque

wp(u,v) = (p,u xv) =(pxu,uxp =—uxpl #0

quando u # 0.

Exemplo 2.3. Considere coordenadas cilindricas (6,h) sobre S com 0 < § < 27 e
—1 < h < 1. Nestas coordenadas a forma simpléctica padrao em S? é a forma 4rea dada
por:

wst = dO A dh.

Com efeito, seja S? = {(x,y,2) : 22 + y? + 22 = 1} a esfera unitdria em R3 e seja X =
xa%-l—ya%—i-z% ex (R3). A 2-formaw = ix (dz A dy A dz) = zdyNdz—ydxAdz+zdzNdy

restrito a coordenadas
x=+v1—h%cos0, y=+/1— h3senf, z = h,

obtém-se
Wst = df N dh.

Exemplo 2.4. Considere um espaco vetorial complexa V' com produto interno Hermi-
tiano ( ) : V x V — C. Uma estrutura de espaco vetorial V' dotada com parte imagina
de produto interno Hermitiano, com sinal menos tem uma estrutura simplética.

Em particular, se V= C" entao o produto interno padrao sobre C" é dado por:

n

(z,w) = Z 2L W,

k=1
tem a parte imaginaria
n
Im(z,w) = (Re (wg) Im (z1) — Re (zx) Im (wy)) .
k=1
Entao wp (z,w) = —Im(z,w) tem estrutura simplética. Seja (z1,...,2,) um sistema de

coordenadas de C" e onde zp = xj + 1yi, para cada k = 1, ..., n; e identificando C" com

R?”. Temos com respeito ao base dual de R?"?,
n 'i n
wo = ;d:):k A dy, = ZI;dzk N dzg.

Exemplo 2.5. [Fibrado cotangente| Seja M uma variedade real de dimensao n. Para

cada p € M, denotaremos por T;M := (T, M)* o espago dual de T}, M.
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Chamaremos de fibrado cotangente ao conjunto
"M = {(p,§) :pe M, € Ty M}.

Como M é uma variedade, podemos descrever em uma carta de coordenada (U, x1, ..., T ),
com z; : Y — R, ent@o em qualquer p € U, as diferenciais {(dz1)p, ..., (dz,)p} formam
uma base de Ty M. Sabemos que se { € TyM entao § = oy &i(dx;)p, onde & sao

coeficientes reais. Isto induz uma aplicagao

T*U — R*™"
(xvf) — (1‘17 "'7xn7§17"'7£n)

A carta (T"U, x4, ..., Tpn, &1, ..., §n) € uma carta de coordenada para T M; as coordenadas
T1yeeey Ty, &1, ...,&n 880 as coordenadas cotangentes associadas a coordenadas x1, ..., Ty,
sobre U. As funcoes de transicao em intersecao de duas cartas suaves: dadas duas cartas
U215 20), U 27, x,) epeUUNU', se & € Ty M entdo

n " 0 % /
£ = Zfi(dazi)p = Zfi(%)(dxj)p
i=1 0.3 J

= Z & (df)p,
j=1

onde & = >, 51‘(3%) ¢é suave. Portanto, T*M é uma variedade suave de dimensao
2n.

Agora veremos que todo fibrado cotangente possui uma estrutura simplética canonica.
Seja (U, x1,...,x,) um carta de coordenada para p em M, entdo define uma carta de
coordenada (x1, ..., xn, &1, ..., &) para o ponto (p, ¢) em T* M. Logo, existe 7 1-forma so-

bre T M chamado 1-forma tautolégico, onde 7, o) : T(p, ) (1" M) — R é a composigao

T(p#ﬁ) =po dﬂ'(p#,) : T(p7¢) (T*M) — TpM — R
v —> cp(dW(p,so) (v))

onde dm( : Tip)(T*M) — T,M é a derivada da projegao 7 : T*M — M em

Psp)
p € M. Com respeito a coordenada local de acima, temos

T = Z fkdl'k
k=1

Definimos 2-forma w = —dr em T* M por

w=—> dé Ndry = day Adé.
k=1

k=1
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A forma w é fechado e nao degenerado pelo exemplo 2.1 e por isso, define uma forma

simplética sobre T™* M.

Proposicao 2.1. Asseguintes afirmacdes sdo operacoes naturais sobre variedades simpléticas:

a) (Somas) Sejam (M, w1), e (Ms,w9) variedades simpléticas. Entao a uniao disjunta

(M; U Mg, w1 Uwg) é uma variedade simplética.

b) (Produto) Sejam (M;,w;) variedades simpléticas,j = 1,2. Entao o produto M; x
My, equipado com a 2- forma 7mjw; + myws é uma variedade simplética, onde

m; : My x My — M;, j = 1,2 é a aplicacao de projecao sobre M;.

¢) (Dual) Seja (M,w) uma variedade simplética. Entao o dual (M, —w) (ou mais

geralmente (M, \w) para qualquer A € R — {0}), é uma variedade simplética.

Demonstragao: a) Defina
wy sepe M,
w =
wo sepeE Ms.
é claro que é fechado e nao degenerado.
b) Seja w = mjwi + Thws, 2-forma em M; X Ms. Entao w é fechado, ja que

dw = 7} (dwy) + 75 (dwa) = 0.

Enquanto, como 7T M; x w3T My ~ T (M; x M), numa carta de coordenada de M; x
Ma, qualquer vetor V em T, ., (M1 x My) é escrito como vy + vg € Ty, My & Ty, Mo,
com dmy (V) = vy e dma(V) = vg. Como wy e we s@o nao degenerados, existem uy € usg

tais que wy (v1,u1) > 0, wy (v, uz) > 0, para todo (vy,va) # (0,0). Assim,
w(V,U) = wy (v1,u1) + wa (v2,u2) >0,

para algum U = (u1,u2) em T} (My x Ms). E portanto, segue o desejado.

P1,p2)
¢) E imediato verificar que (M, Aw) é uma variedade simplética, pois (M,w) o é.

0

Definigao 2.6. Seja (M,w) uma variedade simplética. Um campo vetorial X tal que
d(’in) =0

diz-se o campo vetorial simplético.
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Note que o fluxo de um campo vetorial simplético X preserva a forma simpléctica:
Lxw=d(ixw)+ix (dw)=0.
Definicao 2.7. Um campo vetorial Xg tal que
dH =ix,w

diz-se o campo vetorial Hamiltoniano com funcao Hamiltoniana H.

Por nao ser degenerado w, qualquer funcao H € C* (M) é um fungao Hamiltoniana para
algum campo vetorial Hamiltoniano porque a equacao i xw = dH pode ser resolvida para

um campo suave X. Se Xy é campo Hamiltoniano em M (compacto) entao
Lx, H=1ix,dH =ix,ix,w =0,

¢é dizer, campos vetoriais Hamiltonianos preservam as suas fungoes Hamiltonianas e cada

curva integral {p; (x) : t € R} de Xp estd contido no conjunto de nivel de H, isto é,
H(z) = (p; H) () = H (p; (x)) , t € R.

Exemplo 2.6. Na variedade simplética (52, do N dh), o campo X = % ¢ Hamiltoniano

com funcao Hamiltoniana dada pela funcao altura:
ix (d0 N dh) = dh.

A nocao gerado por este campo vetorial é rotacao sobre eixo vertical, que naturalmente
preserva area e altura.

Entanto, se X = a% entdao nao é Hamiltoniano, e cujo fluxo é translagao por h.

Exemplo 2.7. Na variedade simplética (']I‘Z, dfy N d02), 0s campos vetoriais X1 = 6%1
e Xo = 8%2 sdo simpléticas mais nao Hamiltonianos, e seu fluxos sao rotacionais com
velocidades constantes.

X é um campo vetorial simplético se, e somente se, i xyw é fechada, por isso, ixw define
uma classe de cohomologia de Rham em H}p (M). X ¢é Hamiltoniano se, e somente se,

ixw ¢é exata, ou seja, [ixw] =0 em Hjp (M).

Exemplo 2.8. Seja M = R?" com coordenadas (qi, ..., Gn,P1, ..., Pn) € com a forma
simplética w = 2?21 dg’ A dp?. Vamos determinar Xp.

Dado o sistema referido, X terd que ser uma combinagao linear do tipo X = ", (aia%i"'
bia%i) com a;, b; € C*>® (M).

Assim, para um vetor qualquer v € X(M),
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. o ;0
ix W quﬂ A dp? ( Z(aa—%—l—b 8]02) v)
J=1

i=1

- quﬂ /\dp]<(a P +b@a‘;) )
= Z ajdp7 v) — bjd¢’ (v))
= (ajdp’ — bjdg’)(v).

j

Por outro lado,

dH(U):Z(?ﬁd ZH )

=1

Como os dg’’s e dp’’s sdo linearmente independente e dH (v) = ix,w(v), obtemos

oOH OH

“ = T og

ou seja,

“\(0H 0 OH 9
Xy = - — ———— .
H ;(apl aq’L aqz apz>
Definicao 2.8. Para f,g € C*° (M). Se define bracket de Poisson como uma fungao,
{f,9} = w(Xp, Xy).

Proposicao 2.2. Para f,g € C® (M), temos

{fr9} =Lx,f=—Lx,g.

Demonstracao. Por definicao de X, tem-se
ix,w =dg
logo, para Xy temos

W(Xg,Xf) = dg (Xf) = [,ng = —)Cng'

Corolario 2.1. Para fy € C>* (M), g — {fo,9} é uma derivacao.
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Demonstragao. Para g,h € C* (M), temos

{fo,gh} = —d(gh) (Xy,)
= —gdh (Xy,) — hdg (Xy,)

= {fo,h}g + {fo, g}h.

Teorema 2.2. A funcao bilinear
{,}:C®(M)xC*(M)—C>*(M)

satisfaz

i) {f,9} = —{9g, f} (Anti-simétrica).

i) {h,{f,g}} +{f.{9,h}} +{g,{h, f}} = 0 (Identidade de Jacobi)

Demonstragao: i). {f,g} = —w (X, X¢) = —{g, f}.

ii) Usando dw = 0 obtemos:

0=dw (Xf,Xg,Xh)
= Xjw (Xg, Xpn) = Xgw (X, Xp) + Xpw (X, Xg) — w ([ Xy, Xg], Xp) + w ([ X, Xn], X)
—w ([ngXh] 7Xf) )
(2.1)

Xfw (XgaXh) = {{97 h}’f}v _ng (Xf7Xh) = _{{f7 h},g},th (Xf’Xg) = {{fag}a h}
(2.2)

—Ww ([vaxg] 7Xh) = {{hag}7f} - {{h,f},g},
w([Xf’Xh]7Xg) = {{g7f}>h}_{{gah}vf}v (23)

—w ([XQ’Xh] 7Xf) = {{fv h}vg} - {{fvg}a h}

Substituindo as equagdes 2.2 e 2.3 em 2.1, obtém-se

{hAf 93t +{f. g, h}} +{g.{h. f}} =0.

0

Portanto, se (M,w) é uma variedade simplética entao (C*°(M),{.,.}) é uma &dlgebra de
Poisson, isso quer dizer que tem uma estrutura de algebra de Lie com um produto asso-
ciada para qual se cumpre a regra de Leibniz. Além disso, temos um anti-homomorfismo
de algebras de Lie C*(M) — X(M), H — Xp.
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2.2 Aplicacao de momento

Na presente segao, definiremos o conceito de acgdo Hamiltoniana para uma acao

simplética e mostraremos alguns exemplos.

Definicao 2.9. Uma acao de um grupo de Lie GG sobre variedade uma M é um homo-

morfismo

v:G — Diff(M)
g = T;Z)ga

onde Dif f (M) é o grupo de difeomorfismos de M. A aplicagao de avaliacao associada
com uma acao ¥ : G — Dif f (M) é

evy : G XM — M
(9:p) — Yg(p)-

Dizemos que a agao 9 é suave se, evy, é uma aplicacao suave. Sempre suporemos que a

acao ¢é suave.

Definigao 2.10. Uma aplicacao suave ¢ : M; — Ms de variedades simpléticas (M, w1)

e (Ma,ws) é chamada simplética se p*ws = w;.

Definigao 2.11. Sejam (M1, w;) e (Ma, ws) variedades simpléticas. Dizemos que (M7, w;)
e (Ma,wsy) sao simplectomorfos se existe um difeomorfismo ¢ : M; — My tal que
prws = wi.
Definicao 2.12. Dada uma agao ¢ : G — Diff (M) e (M,w) variedade simplética.
Se define

Simp (M, w) = {tpg : Yyw = w}.

Donde, Simp (M,w) tem uma estrutura de grupo.

Definigao 2.13. Seja (M,w) uma variedade simplética e G um grupo de Lie com uma

agao ¢ : G — Dif f(M). A acao é simplética se, é por simplectomorfismos, isto é,
Y G — Simp(M,w) C Dif f(M).

Um campo vetorial simplético completo determina uma ac¢ao simplética de R sobre M.
Reciprocamente, qualquer acao simplética suave de R sobre M define um campo vetorial

completo, isto é,

{Campo vetorial completo simplético em M} <+— {Acao simplética suave de R sobre M}
X — exp (tX)

_ dy; (p)

X
p dt lt=0

— G
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Exemplo 2.9. Sobre a esfera (S 2 do A dh), o grupo de um parametro de difeomorfismos
dado por rotagao ao redor do eixo vertical i (0, h) = (6 + t, h), para todo ¢t € R, é uma
acdo simplética do grupo S', pois preserva a forma de area df A dh. Como o campo
vetorial definido por ¢ é Hamiltoniano com funcao Hamiltoniana h, isto é um exemplo

de acdo Hamiltoniana de S'.

Exemplo 2.10. No toro (’]I‘Q,dﬁl A d92) simplético, o subgrupo de um parametro de
difeomorfismos dado por rotacao ao redor de cada circulo ¥y (61,62) = (61 +1t,62) e

a1 (01,62) = (61,02 + t) sdo acoes simpléticas.

Acoes Hamiltonianas

Definiremos uma aplicacdo muito importante que sera util para a construgao de

quociente simplético.

Definigao 2.14. Seja (M,w) uma variedade simplética, G um grupo de Lie com dlgebra
de Lie g, e ¥ : G — Simp(M,w) uma agao simplética. A agao 1 é uma acao Hamilto-
niana se existe uma aplicagao

w:M—g*

que satisfaz:

i) Para qualquer ¢ € g, sejam

o uf: M — R, uf(p) := (u(p), &), é a componente de  ao longo de £.

o ¢M & o campo vetorial sobre M gerado pelo subgrupo de um pardmetro
{exp (t§) : t e R} C G.
Entao ignw = dué, ou seja, pf é uma funcdo Hamiltoniana para o campo

vetorial €M,

ii) pu é equivariante com respeito as acgoes dada por ¢ de G sobre M e Ad* agao

coadjunta de G sobre g*, isto é,
po vy = Ady o p.

A aplicacao u é chamada aplicacdo de momento para a acado Hamiltoniana.

Equivalentemente, a agdo é Hamiltoniana se existe um levantamento m : g — C*> (M),

G-equivariante da aplicacao p : g — X (M), onde G age sobre g pela acao adjunta. No
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diagrama abaixo, Ham refere ao construcao Hamiltoniano:

C>(M)

Far

g— X(M)

Para qualquer campo vetorial Hamiltoniano X o possivel levantamento ao C* (M) todos
diferem por adicdo de constantes. A equivarianca requere uma escolha consistente de

tal levantamento.

A colegao (M,w, G, u) é chamada G-espago Hamiltoniano. E alguns vezes denotamos o

campo vetorial gerado pelo subgrupo de um parametro por 7.

A continuacao vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.11. Suponhamos que a forma simplética w é exata (e portanto, M nao é
compacta). Escolhemos A\ 1-forma tal que w = —dA. A agao simplética de um grupo de
Lie G em M ¢ chamado exata se yyA = A, para todo g € G. Provaremos qualquer agao
simplética exata é Hamiltoniana com funcio Hamiltoniana pu¢ = iem A para todo § € g.

De fato, como ;A = A implica que L,m A = 0. Logo, pela formula de Cartan temos
0= L&]\/I)\ = ié]bld)\ + d(ing\).

Isto é,

ié‘]&lw = d(’l/é]\/[)\)

e portanto, uf = igm A para § € g.
Seja p : M — g* a aplicacao de momento. Para mostrar que p é equivariante, basta

mostrar que:

Ad _
u(g.p) = ' (p), Vg € G, pe M, e E € g,
Da definicao pé obtida acima, isto equivale a

(ignX) (9-p) = (iad, 16y A) (),

ou seja,

Ao (€ (9:0)) = N ((Ad,6)™ ().
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Pelo Lema 1.4, tem-se

(Ady-1€)" () = (g-1),,, (€ (9.1))

e como A é G-invariante (Y;\ = ), isto é, para todo Y, € T, M,

Ao (), () = Ap(¥5) (2.4)

resulta que

(¥g).p (Y2) = (10g),, ((%Z)g—l)*g_p) (€Y (9-p)) = €Y (9-p),

para Y, = (Adgflg)M (p). De (2.4),

Agp (€ (9.0)) = Mp((Ady—16)™ (p)).

Portanto, u é equivariante.

Exemplo 2.12. Seja Q = T*M o fibrado cotangente. Considere uma acao de G sobre
M,y :Gx M — M, (g,p) — g.p- Esta agdo induz uma acao sobre @, da seguinte
maneira ~
P GxQ — Q
(9,(¢:0q)) — 1/39 (¢, 0q) = Tb;—laq;
onde, o ponto m € T*M é escrito como o par m = (q,ay), com q¢ € M e o € Ty M.

Para m = (q,oq) € T*M e £ € g com gerador infinitesimal M sobre M:

d
—|,_oexp (£8) .q

SOES

A acdo acima age de maneira Hamiltoniana com aplicacdo de momento yu determinado

por

1 (g, ag) = g ((fM) (4))-

De fato, como a acao de G sobre M ¢ estendida para uma acao de G sobre T* M temos

que a projecao m : T*M — M é G-equivariante, isto é,
Ygom=mo @g.

Como 7 é G-equivariante e supondo g = exp (t§) entao diferenciando com respeito a ¢

em t = 0, obtemos

Monr = mo08@ (2.5)
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A definicao de 1-forma 7 candnica sobre T*M, com m, : Tp, (I"M) — TyM para
m = (q,0q) € Xy € Tpy, (T*M) obtemos a igualdade

T(gog) (X(gag) = Vg (Ta(g.og) X(g.ag)) -

Empregando isto e a equagao (2.5), tem-se

(iceT) (@,00) = Tigay) (69 (0, 09))
= (W*(quq) (‘SQ (4,04)))
= Qq (fM (Q)) .

Além disso, para € T*M e v € Tg(T*M)

(Pgsv)

B)((m 0 1)« (v))
($g-14(m 0 8g)(v))
(m(v))

= 73(v).

(G3m)s(v) = 75,09
Py-1(

B
B

Entao satisfaz a condicao do Exemplo 2.11, logo concluimos que esta agao é Hamiltoni-

ana e ué(q, aq) = ag(M(q)).

Exemplo 2.13. [Aplicacao de momento] considere a agao diagonal de G = SO(3) sobre

M = RS (com a estrutura simpléctica padrao) por

Yo (x,y) = (Px, Py)

para ® € SO(3). Um simples célculo mostra que a acao é exata e portanto, a agao é
Hamiltoniana, pelo Exemplo 2.11.
Seja A € so(3). Para obter u? tal que pu?(q) = i m A\, calculemos o campo vetorial AM

gerado por subgrupo de um parametro de seguinte maneira

A = L) (ap(taye, exp(tayy),
dt];_g
AM = (Ax, Ay),
3 o 3 0
M e
AM — ;A”%W + ;Aklylayl-

Assim,
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3 3 3

. 6 a

N (2:1 ymdl’m)(z Aijl'j% + %l: AkzylaT/l),
o ij )

3
iAAI)\ = Zyinjmj,

4,3
iam A = (y, Ax).
Temos pu?(z,y) = (y, Azx), para A = —AT. Por outro lado, podemos fazer a seguinte

identificacao (R3, x) — (s0(3),[.,.]) por

a 0 —c¢ b
5 =|b| — Ag = c 0 —a
c -b a 0

Assim, A¢x = (a,b,c) X z, para {,x € R? e
[A§7 AT]] = AEXnv Tr (AgAn) = 2<§;"7>

A dltima identidade implica que o produto interno padrdo em R3 induz um produto
interior invariante sobre so (3) e o dual so (3)" pode ser identificado com so (3) via este
produto interno. Com esta notacao a funcao Hamiltoniana p“¢ pode ser escrita na forma
pie(z,y) = (y, (a,b,¢) x ) = {(a,b,c),z x y). Portanto, a aplicacao u(z,y) = = X y
é aplicacio de momento de RS para (R3)*. Se pensarmos = como sendo a posi¢io e ¥y

como coordenada de momento entao z X y é chamado o momento angular.

Exemplo 2.14. Seja (C,wy = %dz A dz) uma variedade simplética. Considere a agdo

S agindo sobre C por rotacoes

Voo (2) = e 2, € e St

onde k é fixo. A acdo ¢ : S' — Diff (C), é Hamiltoniana com aplicacio de momento
uw:C—g" =R, g= Lie (Sl) definida por

k
u() = =3 |4,

Com efeito, verificaremos em coordenadas polares: para isso em coordenadas tem-se,

wo = rdr A dt para z = re e devemos verificar que g (reit) = —%7“2. Logo, para

p:(r7t) d P
4 _d _ .0
&= gy Wt OR) = ko

obtemos
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k
igpwo = —krdr = d<—§r2, 1), para & = 1.

Exemplo 2.15. Suponha que T™ age sobre espago euclidiano complexo C" da forma

10 i0r, _ 10 i0n,
(e’ 1o e ) (215 ey 2n) = (e’ 121, ..., € zn) ,

com forma simplética wy = %22’21 dzp N\ dZj. Entdao é Hamiltoniana com aplicacao de

momento
1
H(Zlv 7Zn) = _5 (’z1|2 PR ‘Zn‘Q)

De fato, reescrevendo a acao em termos de coordenadas polares tem-se:
(017 aeey 92) . (rlv tl? s Ty tn) == (Tlv 01 + tlv cees Ty Gn + t?’b) )

onde zj, = rpe'tk.

Seja V = (01, ...,0,) € R™ um elemento de Lie (T") = R" e p = (r1,t1, ..., n, tn). Entao

d
V#(p) = %‘tzo (r1,t1 4 01, .o, 7 by + t0y)

& 0
:gekatk

. n n 9 n_ 2
ly#wo = (Z rrdry A dtk) (Z 0’“8@) =d (— Z ;9k> ,
k=1

k=1 k=1

1
ou seja, u(p) = —3 (r%, ...,7"721). A equivarianga vem da invariante de u porque T™ é

grupo abeliano.

Sejawy = —Im(,) : VxV — R, denota nosso produto interno simplético em V = C"*1

entao

wo (v,) = £ ((v,0) ~ o) ).

Lema 2.2. Seja U(n + 1) espago de matrizes unitarios define uma acdo natural sobre

V = C"*!. Entdo existe um aplicacdo de momento j: V — u(n + 1)* dada por

(1 (v), ) = g0 (0,0) = {€v,0), (2.6)
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parave Ve ecu(n+1).

Demonstragao. Mostraremos que a equacao (2.6) é aplicacao de momento:

(dp (v) (Z),€) = d ({1 (v), ) (Z)
1d

= 5| Tm{€ (v +8) (v + £8)

1d
me —
2 dt lt=0

_ —%Im{@.f,w + (€0, @)}

_ _%Im{%[m(f-va )}

{{ (v+tZ),v+1tz)}

= —Im(&v,T)

= Wwo (fv,f) .

A aplicac@o p é U (n + 1)-equivariante segue de

(1 (ko) , €) = %wo €k, kv) = %wo (k1eko, v) = (1 (v) , Ady1€) = (AL (11 (v)) , €),
onde{ ceu(n+1),veVekeU(n+1).

O

Proposicao 2.3. Seja (M,w,G,u) G-espago Hamiltoniano. Suponha que N C M é
uma subvariedade simplética e defina 7 : N < M a inclusao com forma simpléctica i*w.
Se N ¢ invariante pela acao de G, entao a agao sobre N é Hamiltoniana com aplicagao
de momento

poi:N—M— g
Demonstragao. Seja £ € g. Entao
(,u,oi)g (n) ={(u(i(n)),& = ( £ oi> (n),para todon € N
donde,

d(poi) =dut o,
:ing o} i*

A equivarianga é imediato.

0

Proposicao 2.4. Suponha que o grupo de Lie G age sobre (M,w), de modo Hamilto-

niana com aplicagdo de momento ug : M — g* e seja ¢ : H — G um homomorfismo
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de grupos de Lie. A acdo de H sobre M é Hamiltoniana com aplicacdo de momento

pH =¢"opg: M — b*.

Demonstracao. Para qualquer £ € § temos:

15 (p) = (par (), €)
= , P

(e (), e+ (€))

—u& @ ),

como exp (t€) .p = ¢ (exp (t£)) .p, dai resulta ¢M = (cp*g)M. Logo, tem-se

du% = dué*(f) = i(%é)Mw = liemw.

Para h € H e p € M a equivarianca tem-se:

pm (hp) = (¢* o pc) (¢ (h) .p)
=" (Ad:;(h)luG (p))
= Adj, ((¢" o i) (p))
= Ady, (1 (p)) -

0

Corolario 2.2. Seja H C G um subgrupo de Lie com algebra de Lie h. Suponha que

(M,w,G, 1) é G-espago Hamiltoniano com aplicagdo de momento p : M — g*. Entao

a agado restricao a H sobre M também é Hamiltoniana, com aplicacao de momento

*ou: M — b* ondei:h— géa inclusio.

Demonstracao. Como o campo vetorial gerado por £ em £ coincidem, entao

(i* o )* (p) = (1 (p) i)
= 1© (p)
d(i* o p)* = dp™*(®

= Z'ng.

A equivarianca se prova de forma andloga que o teorema anterior.

Proposigao 2.5. Sejam G1,Gs e G sao grupos de Lie.

a) Seja (Mj,wj;,Gj,pj), Gj-espaco Hamiltoniano para j = 1,2. Ent@o o produto

My x My é um G x Ga-espago Hamiltoniano equipado com aplicacdo de momento
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Tip1 X mype, onde mw; ¢ My X My — M;, para cada j = 1,2 é a projecao sobre
M;.

b) Seja (M,w,G, ) um G-espago Hamiltoniano. Entao o dual (M, —w,G, —u) é um

G-espago Hamiltoniano.

c) Seja (Mj,w;, G, ;) , G-espaco Hamiltoniano para cada j = 1,2. Entao o produto
My x My é um G-espaco Hamiltoniano equipado com aplicacao de momento 7 11+

*
7r2/"L2'

Demonstragao: a) Defina w = mjw; + mw2 a forma simpléctica em M; x Ms.

Sejam & = (£1,&2) € g1 D g2 e M = My x My entao

dt’ (exp (#€1) , exp (t&2)) - (p1, p2)

= ( (). 8" (P2))-

&M (p1,p2) =

Logo,

lemw (Z) = Z§M7T1w1 (Z) + Z§M7T2w2 (Z)
=w (51 Y (p1) s i (2 )) + wo (5342 (p2) , T2x (f))
= d{(11 0 71) ;1) (p1po) (T) + d((112 0 72) , £2) (p1 po) (T)

—

= d((p1 0 1, 2 0 T2), (51,52» (p1,p2) (:c) )

entao p = 7y j11 X5 2. Para provar a equivarianga use C(g, 4,) (b1, h2) = (Cy, (h1) , Cy, (h2)),

disso temos

(Adgp(p), &) = (1 (p) , Ady—1§)

= ((u1 (p1) 2 (p2)) , (Adgl—lﬁh Adg;&))
= (u1 (p1), Ad—161) + (p2 (p2) , Ad-1&2)
= (1(9-p), (&1,€2))-

b) E imediato.

c) Pela parte a), tem-se aplicagdo momento ugxqg : My x My — g* x g* dada por:

paxa (p1,p2) = (p1 (p1) , p2 (p2))



Capitulo 2. Reducdo simplética 37

Logo, considere ¢ : G — G'x G, mergulho diagonal entao pela Proposicao 2.4, ug = ¢* o pagxa

é aplicacao de momento em M, isto é, para cada £ € g*

(G (p1,02) 5 €) = (Haxa (P1,D2) P&

—~ ~—

= ((p1 (p1) , 2 (p2)) , (€, €))
= (11 (p1) + p2 (p2)) (£) -

Exemplo 2.16. Seja (C",wp) variedade simplética com acao dada por:

0 10 0
€V (21 ey 2n) = (e 21y ey € zn)
¢ Hamiltoniana com aplicacao de momento

n

1
(21, s 20) = D) ; 2| +c.

Exemplo 2.17. Considere a acdo de S* sobre C"t1:
.0 16 i0my,
e”. (Zlv "'7ZTL+1) = (€Z mlzla "'762 " +1:’:71,4-1)
n+1

com forma simplética wy = % > ity dzy A\ dzp,. Tem aplicacao de momento

1 n+1
2
(21, ey Zng1) = D) ij B
j=1

Exemplo 2.18. Considere a acao de T™ sobre (C", wy):
(eimlel, - eim"‘g") (2150 2n) = (eimlelzl, . eimnenzn) ,

com wy = %Zzzl dzp N dzp. Entao é Hamiltoniana com aplicagao de momento

1 2 2
u(zl,...,zn)——§ my |z1]7 5, mp |27 ) -

Com efeito, considere ((C,wk = %dzk A d?k) e a projecao 7, : C"" — C, k-enésima. Pelo

exemplo 2.14 e o Teorema 2.5 a), obtemos

(21, ey 2n) = (W1 X oo X i) (215 0oy 2n) = (1 (21) 5 ooy i (20))

onde p (z) = "8 |4/,



Capitulo 2. Reducdo simplética 38

Proposigao 2.6. Seja G um grupo de Lie. A 6rbita coadjunta O C g* tem uma forma

simplética natural w definido por:

wn(€% (n), € (n) = (n, [¢,€]),

para £, € gen € O. Além disso, a agdo de G sobre (O,w) é Hamiltoniana com
aplicacao de momento a inclusao i : O — g*.

Demonstracao. Primeiro mostramos que w é bem definida, como
m, [£,€]) = (n.ade€’) = (adin, &) = —(€¥ (), &) = (£ (n),€)
donde, se & (n) = & (n) e & (1) = & (n) entéo

W€ (), €8 () = —(¢

portanto, w estd bem definida. Para mostrar que a forma w é nao degenerado devemos
verificar que: w, (€% (n),&? (n)) = 0, para todo ¢ € g implica que ¢ (n) = 0. Com
efeito,

0=wy(&% (n),& () = (adfn. &),

para todo & € g, o qual implica £9” (1) = 0. Portanto, w é ndo degenerado.

Ora, mostramos que Adyw = w, para todo g € G. Por definigao,

(Adyew)y (€5 (n) €7 (1)) = wadzn(dAd (€7 (n)), dAdy (€ (1))

AAd(E (1) = 5| Ad (A0 ()

d
= —| Ad
dt lt=0

d Ad} Ad}
= %t:o dexp(tAdgf)( dgn)

= (Adg&)" (Adyn)

gexp(te)"]

Logo,

(Adgw)y (6% (n), € () = (Adyn, [Ady€, Ady€']) = (Adyn, Ady([€,¢])) = (n, [¢,€]).
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Como w é G—invariante, temos para quaisquer trés vetores X,Y e Z:
XwY,Z)=w(X,Y],2)+w,[X, 2]
Yw(X,Z) =w(Y,X],Z2) +w(X, Y, Z])
Zw(X,Y)=w([Z,X],Y)+w(X,[Z,Y)])
Por outro, lado
dw(X,Y,Z) = Xw(Y, Z)-Yw(X, 2)+Zw(X,Y)—w([X,Y], Z2)+w([X, Z],Y)—w([Y, Z] , X)
disso, segue-se
dw(X,Y,Z) =w([X,Y],2) +w([Z,X],Y) +w(]Y,Z], X)

para trés campos de vetores em O, X = &9 () Y =49 () e Z = 39" () respetivamente
gerada por &, v e 8 de g. Entao

*

dog(X,Y,2) = wy([€ ()" ()] 8% () +wn [ 8 (), €% (m)] 72
[ (), 87 ()] €7 ()
8

= = (&A1, 81+ 116,€] 21 + v, 81, €])

(m) +

portanto, w é fechado.
A equivarianca de p = i é trivial, s6 falta verificar p satisfaz a equacao de momento:

para &, €geneO

dut(n)(E7 (n) = (€' (1),€) = —(n, adg€) = w (T (n), €' ().

Propriedades de aplicacao de momento

Se a acao é Hamiltoniana, entao existe uma aplicacdo de momento p : M — g*
para uma dada acao e tem alguns propriedades naturais da acdao que sao codificadas

pela aplicacao de momento.

Proposicao 2.7. Se u; e ps sao duas aplicagoes de momento para a mesma agao

simplética ¢ : G — Diff (M), com M conexa. Entdo, existe uma n em g* tal que

H1— B2 = 1]
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Demonstragao. Se £ € g = g* entao
du§ =lemw = d,ug,

de aqui, d(,u§ - ug) = 0. Por hip6tese M é conexo o qual implica que /ﬁ — ug = C(¢),

onde C (§) constante. Assim, um 1-forma n procurado esta definido por:

n:g—R
E— C(§).

O

Lema 2.3. Suponha que temos uma acao Hamiltoniana de um grupo de Lie G sobre

uma variedade simplética (M,w) com aplicagdo de momento p: M — g*. Entao:

i) Kerdp, = (T,(G.p))*r :={¢ € T, M : wy(n,¢{) =0, ¥n € T,(G.p)}.
it) Imdp, = g, = {n€g*: (n,&) =0, V€ € gy}
Demonstragao:

i) Pela Proposicao 1.5, o espaco tangente a G.p no ponto p estd determinado por:

T, (G.p) = {M(p) : £ € g}

Um vetor tangente ¢ € T,M esta em Ker (du,) se, e somente se, para todo £ € g tem-se

0 = (dp(€), &) = wp(€M (p) , C),

isto é, equivalente ¢ € T,(G.p)*» := {¢ € T,M : wy(¢,EM (p)) = 0, VEM (p) € T,(G.p)}.

ii) Por definigdo, um elemento £ € g pertence a g, se, somente se, a a¢ao infinitesimal de
¢ no ponto p é trivial, isto é, £M (p) = 0 € T, M.
Agora, mostramos a inclusao I'mdy, C gﬁ. Seja v € Imdy,. Entao existe w € T, M tal

que v = du, (w), logo para todo £ € g tem-se

<Ua§> - <d,up (w> 7§> = Wp (§M (p) aw) :

Em particular, se £ € g, entdo £ (p) = 0 e assim, obtém-se v € gj;.

Suponhamos que Kerdp, tem dimensao n e T,M tem dimensao d, entao a dimensao
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da imagem é d — n. Pelo resultado i) o kerdu, é igual a T,(G.p)“? e portanto seu
complemento ortogonal simplético ¢ igual a T),(G.p) e tem dimensao d—n. Pelo Teorema
1.2 temos

dimg = dimg, + dimT,(G.p) (2.7)

A inclusao gj; C g* induz uma sequencia exata curta
0—gr —g" — g —0
P P

e assim,

dimgj = dimg — dimg,,. (2.8)

Das equagoes (2.7) e (2.8) tem-se dz’mg; = dimT, (G.p) = d —n. Como a inclusao

Imdpu, C gﬁ tem as mesmas dimensoes portanto sao iguais.

2.3 O teorema de Marsden, Weinstein e Meyer

O teorema central nesta secdo é um resultado inventado por Marsden, Weinstein
e Meyer sobre redugao simplética. Suponha (M,w,G,pu) um G-espago Hamiltoniano.
Se nés fossemos definir o quociente M/G como variedade simplética, vamos ter dois
problemas, primeiro precisamos que o quociente seja uma variedade mesmo sendo uma
variedade nao haveria razao para que seja de dimensao par, nem muito menos admitir

uma estrutura simplética.

Considere 0 um valor regular da aplicacao de momento pu, entao sempre esté fixado pela

acao coadjunta, a saber que 0 pertence a g*. Podemos considerar a reducao simplética
Mg = p=1(0)/G,

sem reduzir o grupo G.

Agora mostraremos a existéncia do quociente simplético considerando com certos hipoteses.

Teorema 2.3. [Marsden-Weinstein-Meyer| Seja (M, w) uma variedade simplética e
G um grupo de Lie agindo de maneira Hamiltoniana sobre M, com aplicagdo de momento
W M — g*. Suponha que 0 € g* é valor regular de u, e que o grupo G age livremente

e propriamente sobre p~1(0). Entao
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i) A reducdo simplética M = 1p~1(0)/G é uma variedade suave de dimensdo
dimM — 2dimG tal que a aplicacdo quociente 7w : p~1(0) — p~1(0)/G é sub-

mersao.

red

ii) Existe uma tinica forma simplética w™? sobre M} *red

com a propriedade 7 =i*w,

onde i : 4~ 1(0) < M denota a inclusio.

Antes mostramos algumas lemas tteis para mostrar o teorema.

Lema 2.4. Supondo as mesmas hipéteses do teorema acima, temos para todo p € x~1(0),

o subespaco T),(G.p) de T, M é um subespaco isotrépico.

Demonstracao. Diz-se T),(G.p) é um subespaco isotrépico de espago simplético (T,M, wp),
se Wl (ap) = 0 ou, equivale, T,(G.p) C T,(G.p)*r. Pelo Lema 2.3 i), os subespagos
Kerdu, = Tpu1(0) e T,(G.p) de T,M sdo complementos simpléticos ortogonais com
respeito wy, para todo p € ©~1(0). Como 0 ¢ fixado pela acdo coadjunta isto, implica

p~1(0) é G-invariante, isto quer dizer, G.p C p~1(0). Portanto
T,(G.p) C Tpu(0) = T, (G.p)*».
Isto completa a prova, que T,,(G.p) é um subespaco isotrépico de (1M, wy).

O

Lema 2.5. Seja I um subespaco isotrépico de um espaco vetorial simplética (V,w).
Entao w induz uma tnica forma simplética w’ sobre o quociente I*/I.

Demonstragao. Defina w'([u], [v]) = w(u,v), verifiquemos que estd bem definida:

W'(fu+ 1], [v + 1)

wu+i,v+j), i,j€1

w(u,v) + w(i,v) + w(u, j) + w(i, j),

w(u,v),pois I C I¥.

Além disso, w’ é nao-degenerado isso segue-se de w:
Se [u] € I¥/I e W'([u], [v]) = 0, para todo [v] € I¥/I entdao w(u,v) = 0, para todo v € I*.
Assim, u € (I¥)* = I, ou seja, [u] = 0.

Demonstracao do teorema Marsden-Weinstein-Meyer:

i) Pelo teorema de valor regular para variedades, o conjunto de nivel z~1(0) é uma subva-

riedade fechada suave de M de dimensao dim(M)—dim(G). Mais como G age livremente
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e propriamente, segue-se de Teorema 1.6 o quociente M = 1 71(0)/G é uma variedade

suave de dimensao dim(M) — 2dimG.

d

ii) Vamos construir um 2-forma w" nao-degenerada sobre Mged tal que T*w"? = i*w,

red
q

Seja ¢ = m(p), onde 7 : u~1(0) — Mgl Entdo temos uma sequencia exata curta de

construindo a forma simplética w;“® sobre T, Mg ed para cada ponto ¢ € Mged.

espacos vetoriais

0—T,)(G.p) Ty (0) T, MGt — 0.

Pelo Lema 2.4, o subespago T),(G.p) é isotrépico e cujo complemento ortogonal simplético

é T,(n~1(0)). Entdo pelo Lema 2.5, existe uma tinica forma simplética canénica wged

sobre Tp,(G.p)* /T,(G.p) = T,u=1(0)/T,(G.p) ~ T,Mje.

d

*, red

Por construcao a 2-forma w™* é nao degenerada tal que m*w™* = i*w.

Logo, w™® estd bem definida em Mged pelo Lema 2.5. Além disso, como 7 e m, s@o

sobrejetoras a dita forma simplética é definida unicamente satisfazendo m*w"? = i*w.

Também é fechado: como derivada exterior d comuta com o pullback tem-se
" (dofed> =d (ﬂ*wred) =d(i*'w) =" (dw) = 0,
e a aplicacao pullback de 3-formas
Tt (M) — Q¥ (u7(0))

é injetiva. Portanto, dw"? = 0.

Exemplo 2.19. Define a acdo de S' sobre a variedade simplética (C”‘H, wo):
e, (204 <oy 2n) = (quwzo7 . ewzn> )

onde aplicagao de momento é dada por:

1 1
(20, ooy 20) = ) |2” + 3

Assim, obtemos p~! (0) = $?"*1. Portanto,

p~t(0) /8t = §27FL /8 = P com mFw™? = i*wy.
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Exemplo 2.20. Sejam 71, ..., 7, nimeros reais positivos e M = Sfl X ... X an, onde ka
denota a esfera de raio 7, em R3. O grupo SO(3) age em ka de maneira Hamiltoniana
com aplicacdo de momento i : ka — (R3)* = R3, (pois pela Proposicio 2.6) ji que
a acdo coadjunta se reduz a produto baixo a identificacio so(3) = R3. Consideremos
SO(3) agindo diagonalmente sobre M entao usando a Proposi¢ao 2.5 ¢), tem aplicacao

de momento dada por:

p:M— (50(3))" 2R (p1,....,pn) — D1 + o + Dnj

o quociente de reducao simplético é,

M/SO@3) ={(p1,...,pn) € (R*)" : |l = r&, p1 + ... + pn = 0}/SO(3).

Existe uma versao geral do teorema de Marsden, Weinstein e Meyer que nos permite

pegar reducoes em pontos que nao sejam fixados pela agdao coadjunta:

Proposicao 2.8. Dada uma agdo Hamiltoniana de um grupo de Lie G sobre um vari-
edade simplética (M, w) com aplicacdo de momento p : M — g* e uma orbita O para
acao coadjunta de GG sobre g*. Se a orbita consiste de valores regulares de u e a acao de
G sobre u~1(O) ¢ livre e prépria, entdo a redugao simplética M = p~1(0)/G é uma
variedade simplética de dimensao dimM + dimO — 2dimG.

Demonstragao. A suposi¢gdo que todos os pontos da orbita O sdo valores regulares
de p, significa que a imagem inversa de p~!(O) é uma subvariedade fechada de M de
dimensao dimM + dimO — dimG. Considere a a¢ao de G sobre a variedade M’ = M x O
com estrutura simplética w’ = w x (—we), onde we é a forma simplética sobre O definida
na Proposicao 2.6. Esta acdo ¢ Hamiltoniana pela Proposigao 2.5 ¢), com aplicacao de

momento

' (pyn) = pu(p) — .

Logo, usando o teorema de Marsden, Weinstein, e Meyer para valor regular 0 de u’ e
obtém-se (1) ~1(0)/G a variedade simplética com forma w;e? satisfazendo miwie? = j*(w'),
onde 7o : (/) 71(0) — (')71(0)/G é o quociente e j : (') ~1(0) — M x O a inclusdo.
Logo, defina o : u=1(0) — (¢/)~1(0) por a(p) = (p, u(p)) o qual define um difeomor-
fismo. Assim, p=1(O) ~ (/)~1(0). Portanto, u~1(O)/G tem estrutura simplética de

dimensao dimM + dimO — 2dimG.
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Se n é uma valor regular de p, ndo necessariamente é fixado pela agao coadjunta entao

consideremos a seguinte reducao:

Myt = () /Gy

onde Gy, ={g € G: Adgn = n} é o grupo estabilizador de 1 pela agao coadjunta.

Teorema 2.4. Seja (M,w) uma variedade simplética e um grupo de Lie G agindo de
maneira Hamiltoniana sobre M, com aplicacao de momento pu : M — g*. Suponha que
n € g* é valor regular de y, e que o grupo isotrépico G, age livremente e propriamente

sobre 1~ 1(n). Entdo

i) A reducao simplética Mf;ed = u~1(n)/G, é uma variedade suave tal que o quociente

natural m, : =t (n) — M,;’ed ¢ uma submersao.

ii) Existe uma unica forma simplética w, sobre M,’;ed com a propriedade mpwy = i

)

onde i, : p~1(n) = M denota a incluséo.

Demonstragao: i) Segue-se pelo teorema de variedade quociente.
Mostraremos um resultado para provar a parte ii):

Lema 2.6. Seja (M,w,G, u) G-espago Hamiltoniano. Se n € g* é valor regular de p

entao
i) Tp(Gn-p) =T,(G.p) N Tp(ﬂ_l(n))

i) Tp(u="(n) = (Tp(G.p))~»
Demonstragao:

i) Primeiro suponha v € Tp(G.p) N T,(~1(n)). Entdo v = M (p), para algum € € g e
dup(v) = 0. Mais, du,(EM(p)) = adz,u(p) isto significa £ € g,. Se v = ¢M(p), para
€ € gy entao v € T,,(Gy.p).

Para a inclusao contraria, como G,.p estd contido em G.p e w1 (n) resulta

Tp(Gn-p> - TP(G'p) N Tpﬂ_l(n)-

ii) A condi¢io v € T,(G.p)*r significa que w,(éM(p),v) = 0, para todo & € g. Isto é,
equivalente a (duy(v), &) = 0, para todo £ € g. Assim, v € T,,(G.p)*? se, e somente se,
v € Kerp, = Tpout(n).
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Agora mostraremos a parte ii) do teorema:

ii) Observe que 7, ¢ uma submersao sobrejetora entao qualquer vetor tangente de M;ed =
w~t(n)/Gy, pode ser escrito na forma 7y, (X) para algum X € Tu~1(n). Assim, podemos

definir w,, por:

(wﬂ)frn(p)(ﬂn*(X)ﬂTT]*(Y)) - wp(X7Y)7 (2'9)

onde p € u=1(n) e X,Y € Tout(n).
Para mostrar que w, é bem definida devemos verificar que o lado direita nao depende

da escolha de p, e X,Y. De fato, seja p € u~'(n) e X.Y e Ty~ (n) tais que

™ (D) = T (P); (7777)*;3 (X) = Tpup(X), e (7"77)*,5 Y) = (Wn)*p (Y).

Entao existem g € G, tais que

p=1y(D), (lﬁg)*(j) — X € T,(Gy.p), (wg)*(?) —Y € T,(Gy.p).

Pela G-invarianca de w temos:

(X, V) = (()w),, (XD, (0)u(Y))
= wp ((99)+(X), (1)u(1))

= wp (X4 (0 (X) = X) .Y + ((09)u(7) - Y))
= wp(X,Y), por Lema 2.6 ii).

Portanto, a definigdo na equacgao (2.9) faz sentido.

Por construcao, a 2-forma w;, é definida pontualmente satisfazendo 7w, = i;w. Como

n n
T, ¢ uma submersao sobrejetora implica que w;, estd unicamente determinada e suave.
Como dw =0 ¢

* _ * gk, g% _
Tpdwy = dmpwy = digw = i,dw = 0,

implica que dw, = 0, pois m, é submersao sobrejetora.
Para mostrar que w;, é nao-degenerada suponha que seja p € p~'(n) e X € T,u"'(n)
tais que

(wn)ﬂn(p)(ﬂn*(X), p«(Y)) =0, para todo Y € Tp/fl(n).

Temos mostrar que isso implica m,.(X) = 0. Pela definicao de w, na equacao (2.9)
implica wy(X,Y) = 0, para todo Y € Tpu~1(n), ou seja, X € (Tp,ufl(n))w”. Agora por
Lema 2.6 i) e ii),

X € (Tpﬂ_l(n))wp N Tpﬂ_l(n) = T,(Gy-p)-
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Assim, 7,,(X) = 0. Concluimos que w, é ndo degenerado.

Também se verifica que os quocientes definidos acima sao simplectomorfismo:

Com efeito, denote j, : u='(n) — u~'(O) a aplicagdo inclusdo natural. Além, disso

desce para uma bijecao

Defina o/ = joo : p=1(O) — M x O, por ¢/ =ip x ponde j: p/~1(0) = M x O e
io : ~H(O) < M. Considere o diagrama

() = N (0) =2 w1 (0)

f W

p=(n) (%) #~1(0)
Gy @ G o] G

Como 7, é uma submersao entao é suficiente mostrar que (71':; o gb*) (wg)ed) = 7y (wp)-

Temos por diagrama, ¢ o 7, = 7o o j; €,

(75 0 ¢%) (w5 = (70 0 jin)* (wis™) = (i © jn)*w — (Lo jy) wo.

e o«
Usando i, = ip 0 jy € iyw = Tpwy, o termo primeiro ¢ igual i;w =

é zero pois (p o jp) é constante. Isto mostra que <Z>*w6ed = wy e ¢ ¢ um difeomorfismo.

wy o segundo termo

Teorema 2.5. Seja (M,w) uma variedade simplética, K um grupo Lie (com &lgebra
de Lie ¢) age de maneira Hamiltoniana sobre M e tendo uma aplicagdo de momento
wr : M — €. Seja G outro grupo (com algebra de Lie g) agindo sobre M com uma
aplicacdo de momento equivariante pg : M — g*. Suponha que as agoes G e K sobre

M comutam. Entao

i) Se px é G-invariante com K conexo entao pug é K-invariante.

ii) Suponha a hipétese de i). A aplicagdo pexr = pg X px : M — (gx€)* = g* x ¢*

é uma aplicagdo de momento para a acao de G x K sobre M.

iii) Seja v € £* o valor regular de pug e considere a hipétese da parte i). Se a agado

de K, sobre ,ul_{l(y) é livre e prépria entao G induz uma agao simplética sobre
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M, = uf}l(u)/KV e a aplicacdo natural u, : M, — g* induzido por pg é uma

aplicagao de momento equivariante para esta agao.

Demonstragao:

i) Antes note que px G-invariante implica que d(ug, ¢) (fM) =0 paratodo € ge( €t

No entanto,

d(pa, &) (M) = dlpe, €) (X))
= {{c, &), (K, O}
= —d{px, ) (X(ue.e)
= —d{px, ¢) (€M)
=0,

desse modo concluimos que pg é K-invariante.

ii) Existe uma ac¢ao bem definida de G x K sobre M dada por (g,k).p = g.(k.p) = k.(g.p).
Para € € g e ¢ € £ temos

(& OMp) =M p) + M),
pois exp(t(&,C)) = (exp(t&), exp(t¢)). Note que

&¢) _ ¢ ¢
HGxk = Me T Hi-

Portanto,

e, oMw =ignw +icnw = d,u% + d,u% = dugf}(.

Para mostrar a equivarianca usaremos a equivarianga de ug e px, as agoes comutam e

as invariancas de ug e pg: para todo p € M e (g,k) € G x K, tem-se

(ke % pr) ((9:k) -p) = (na (9-k.p) , ik (9.-k.p))
= (Adyuc (p) , Adipx (p)) (2.10)
= Ad{y 1y (ke X k) (p) -

iii) Seja ¢y : M — M denota a acéo para cada g € G sobre M. Como este aplicacao
comuta com a acao de K e deixa a aplicagdo momento px G-invariante, por hipotese
entdo existem aplicagoes induzidas 1y : ul}l (v) — ,ul_{l (v), e ¢g, : M, — M, bem

definidas, e portanto ditas aplicacoes definem acoes de G sobre ul_(l (v) e sobre M,,.
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Seja m, : uf_(l(y) — M, denota a projecao natural e i, : ,uf}l (v) — M a inclusao.

Temos por construgao, g, o m, = m, 01y € g 0iy, =iy 0 Pg.

_ vy _ _ iy
pit (V) =" pi (v) prt (V) == M
e
hg,v i
Mz/ 2 Mz/ ,U/I_{l (I/) 4% M

Lembre o Teorema 2.4 que a forma simplética w, sobre o espago reduzido M, esta

. Sk, k
caracterizado por ,w = mw,. Portanto,
* )k _ V\* __x _ VN =% ok ogk ek %
Trngywv - (wg) TyWy = (7/)9) Lyw = Zngw =W = TWy.
Como m, é uma submersao sobrejetora, podemos concluir que

zp;,jwy = w,.

Assim, temos uma agao simplética de G sobre M,. Como ug é invariante por K e
portanto também o é em K,, entdo existe uma aplicagao induzida pu, : M, — g*

satisfazendo pu, o T, = g o iy.

Agora, verificamos que este é uma aplicacdo de momento para a agao de G sobre M,,.
Para fazer isto, primeiro note que para todo ¢ € g, os campos vetoriais €M e ¢Mv sio

my-relacionados. Logo, temos
7 (g ) = fgariteo = 1% (igww) = it (A, €)) = 5 (A, €))
Novamente, como 7, é uma submersao sobrejetora, podemos concluir que
iean, wy = d{py, §)

A equivarianga de pu, segue-se de pg, e pelo diagrama argumentado acima (a relagao

[y 0T, = UG Oiy), e as relagoes entre as agoes de G sobre M, ,u;(l (v) e sobre M), obtemos

Ady (1 (Kup)) = Ady (e (iv () = pa (iv (9-p)) = tw (70 (9p)) = 1w (9-Kup)
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para K,p € M, e g € G. Portanto, u, é aplicacao de momento para acao de G sobre
M,,.

0

Suponha que a acdo G x K sobre M ¢ livre e prépria. Seja (n,v) € g* x €. Como temos
um produto simples o grupo isotrépico é (G X K)(n,y) = G, x K,. Nosso objetivo a

mostrar serd que o espaco reduzido

M) = (pa x px) " (n,v)/(Gy x K,)

é simplectomorfismo ao espago reduzido (M, ), = u,*(n)/G,. Note que as agdes de K e

G sobre M sao livres e préprias.

Teorema 2.6. [Teorema de redugao comutando]

Sejam (M,w, K, ug) e (M,w,G, ug), K e G espagos Hamiltonianas. Suponha que as
agoes de G e K sobre M comutam, pug é K-invariante com K conexo e a acao de G x K
sobre M ¢ livre e prépria. Entao M, ,y e (M,), sao simplectomorfismos.
Demonstracao. Antes mostramos que a acao de G sobre M, é livre e propria. Note
primeiro que a acao de G sobre ,uf_(l(y) é livre e prépria. Para p € u[_(l(z/) denote seu
classe [p], := m,(p). A G-acdo em esta notacao é simplesmente g [p], = [gp],. Para
verificar que é livre, suponha que [gp], = [p],. Assim, existe um k € K, tal que kgp = p.
Mas, kgp = (g, k).p e portanto a hipétese, G x K age livre sobre M implica que g =1 e
k = 1. Assim, a acdo de GG sobre M, é livre.

Para provar que é préprio, seja [pn], — [pl, € [gnpn], — [P/],- Como a acdo de
K, sobre ul}l(u) ¢é livre e prépria entao pela definicao da topologia quociente e fato
de ser agao prépria tem uma fatia, ou seja, existem ky,k/, € K, tais que k,p, — p
e k. gnpn = gnkl,pn, — P’ (pois agdes comutam). Por ser prépria a acdo original isto

implica que uma subsequencia de g,, converge.

A aplicacao de momento pg X pg : M — g* x £ é G x K-equivariante feito na equagao

2.10. Compondo a aplicacao de inclusao

. 1 _

g (ue < px) ™" (n,v) — g (v)
com a aplicacio 7, : uy' (v) — ' (v)/K, dé a aplicacio

Ty 0] : (NG X/JfK)i1 (77)7/) — M,.
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Esta aplicacdo toma valores em p,, ! (1) porque para cada p € (ug x px )~ (n,v) tem-se

(om0 §) () = (na o iv o) (p) = na (p) =n.

Assim, obtemos uma aplicacao:

kot (pe % )~ (,v) — ().

tal que (iy)y o ky, = m, o j, onde usamos a notacao (i), para a inclusio u,,'(n) < M,.
A aplicacao k, ¢ equivariante com respeito aos acoes de G, x K, sobre o dominio e G,

sobre o codominio. Assim, induz uma aplicagao
[kl,] : M(m,,) — (MV)W'

Para mostrar que este aplicacao é simplética, é suficiente mostrar que

ﬂ-z;],y)([kl/]* (wl/)n) = W?q,y)w(n,y)a (*)
usamos a notagao: w, ) ¢ a forma simplética sobre M, .y, 7(,.) : (G X pr) " Hn,v) — My
é aprojecao, (my )y : ;1 (n) — (M), é a projecao e (w,), é a forma reduzida simplética

sobre (M,),. E suficiente estabilizar a equacio (*) como 7, ) é uma submersao sobre-

V)
jetora. O lado direito de (x) estd dada por:

« %
L)W

pela caracterizagao unica da forma simplética reduzida w, ). O lado esquerda ¢ igual

) (Bl (Wi)n) = K ()5 (wn )y = K (i) wn

pois da relagao [k,] o 7, ,) = (m,), o ky e a caracterizacido tinica da forma simplética

n,v)
reduzida (w,),. Entretanto, como (i,), o k, = 7, o j obtemos

kv(ZV)nwV =] MWy =] LW,

pela caracterizagao tnica da forma simplética reduzida w,. Como i,0j =i, ,) obtém-se

nv
a igualdade desejada. Assim, [k,]: M(, ) — (M,), é uma aplicagao simplética.

Para mostrar que [k,] ¢ um difeomorfismo construiremos a inversa. Comegamos definindo
a aplicacao

¢ : :u;l (77) — M(n,u)

definindo como segue. Escolha uma classe de equivaléncia [p], € u; ! (n) C M, para

p € ,u;(l (v). A relagdo de equivaléncia estd associada com aplicagao 7, isto é, com
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a agao de K. Para cada tal ponto temos p € (ug X ,uK)f1 (n,v) pois por construcao

p € ug' (v) e também

pG (p) = (ke o iv) (p) = ([pl,) = -

Portanto, faz sentido a considerar a classe [p](n’y) € M, ). O resultado ¢ independente
do representante, ja que qualquer outra representante do mesmo classe tem a forma k.p,
onde k € K. Isto, define a mesma classe em M, ), pois este 1ltimo espago quociente
é por Gy, x K,,. A aplicacao ¢ ¢ portanto bem definida.

Esta aplicacao ¢ ¢ G -invariante, e por isso define uma aplicacao quociente
[gb] : (Mu)n — M(n,zz)-

Olhando as defini¢coes mostradas para a aplicagdo [¢], este é a inversa da aplicagao
[k,] construido acima. Assim, ambos sdo bijegdes. Como [k,] é suave e simplética
entao é uma imersao. Uma contagem de dimensoes de (M, ), e M, ,) mostra que tém
mesmas dimensoes. Assim, [k,] é um difeomorfismo local bijetiva portanto, [k,] é um

difeomorfismo.

0

Exemplo 2.21. A acio natural de T"*! sobre P* é Hamiltoniana. Com efeito, consi-
p ¢ 5
deramos as acoes naturais de S* e T"*! em C"*! os quais sio Hamiltonianas que foram

mostradas acima. Além disso, satisfaz as hipétese do Teorema 2.5, entdo tem-se:

ppn © To = fn+1 © 4,

0
onde g : ugll (0) < C"*! a inclusdo e 7 : ,u;ll (0) — —%7— o quociente. Logo, para
todo [z] € P™ temos

pen ([2]) = s (H2H>

2 2
__1< EY BN )
2\ o1l T i ]

Exemplo 2.22. Suponha que G = S' age sobre C"*!, com pesos m1,...,mpy1 € Z
como no exemplo 2.17 e K = S! sobre C**! a mesma acio do Exemplo 2.16. A acdo

induzida de G sobre P™ é Hamiltoniana com aplicacao de momento

LSt g |z
Sopd el

pen ([2]) =
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Com efeito, considere a a,(;éo Hamiltoniana de K = S* sobre C"™! (exemplo 2.16 ) com

psr (2) = —5 Z"‘H 2| + 1. Pelo Teorema 2.5 tem-se

ppn © T = UG © 10,

onde ig : ,u;ll (0) — C"! a inclusdo, m : ,ugll 0) — usél( ) o quociente e ug (2) =

n+1 2 . ~
— 230 mi |zk|” a aplicagdo de momento com pesos.

Corolario 2.3. Seja v um vetor niao nulo em V = C"*! e é um representante de [v] em
P (V). Entao a aplicacao p: P (V) — u(n + 1)* definida por

(e ([v]), &) = m(v, £v), (2.11)

1
—T
2|v|f?
para £ € u(n+ 1), é uma aplicacdo de momento para a acao de U(n + 1) sobre P (V).
Demonstracao. Considere as acdes Hamiltonianas de U(1) e U(n+1) sobre V = C**1,
Como u (1) é igual a iR entdo, para 1* € u(1)" defina (1*,i) = —3. Logo, para cada
¢ € u(l) temos uma aplicagio de momento py (1) (a mesma que a equagdo (2.6))

<MU(1)(U)75> = %({U,v) e satisfaz

bty (1) = o € V gy (0) = 1°)
:{’UGV:MU(D(U):—%
={veV:(vv) =1}

— 52n+1 (V) )

Como as agbes comutam e satisfazem as hipdteses do Teorema 2.5, entdao a aplicagao
momento fig7(n41) obtido na equagao de (2.6) do Lema 2.2, induz uma aplicagao de
momento sobre P (V) = §27+1 /S ¢ dizer, paracada ¢ € u(n + 1) e para todo w € §?7+!

tem-se

X s () ,6).

(e ([w]), &) = 5

Sejav € V —{0}. Tome w = Mot Obtém-se

1

<,uIP(V) ([U]) 7§> = 5 < 7€ >

Hvll Hvll

1
= ——1Im(v,&v).
2|lv]l?

para cada v € V — {0}, £ € u(n+1).
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Meétrica de Fubini Study no espaco projetiva complexa

Definigao 2.15. Uma aplicagao f : U C C" — C™ é holomorfa se cada componente

fi, -y fm : U — C for uma funcao holomorfa.

Definigao 2.16. Seja M um espago topoldgico. Uma carta (U, ¢) de M é um subcon-
junto aberto e um homeomorfismo ¢ : U — V := ¢ (U) C C".

Definicao 2.17. Um atlas holomorfa em um espago topolégico M é uma colegao

{(Ui, vi) }i, de cartas holomorfas, onde

a) Cada U; é um aberto em M, e M =, U;.

b) Sempre que U; NU; # 0, a transicao
Yij = @50 90;1 20 (UinUj) — @5 (U N UY)

é uma aplicagao biholomorfa.

Definigao 2.18. Uma variedade complexa é um espaco topolégico M, Hausdorff e com

base enumeravel, equipado com um atlas holomorfo maximal.

Exemplo 2.23. Define P* = C"*! — {0}/ ~, onde z ~ w se, somente se, existe A € C*
tal que z = A\w. Seja
7w Crtl — {0} — pPn
(204 vy Zn) > [20 1t 2n)
a aplicacao de quociente. O espago P" tem a topologia quociente, ou seja, U C P™ é
aberto se 7! (U) é aberto em C"*1 — {0}.
Sejam os conjuntos abertos U; = {[z0 : ... : 2] : z; # 0} de P™.

Defina as cartas ¢; : U; — C" por

U e e z
i ([z0 ot 20]) = <zj7 - JzT’ ;T’ " Z,;) ’

para cada j = 0,1,...,n. A colecao {Uj, p;}; ¢ um atlas holomorfo de P". Com efeito, é

claro que P" = |J;"_, Us; a fungao de transigao estd dada por

(pjopi ") (wiywwn) = @ (Wit tw; 1w 1.t wy))
_ (e wi Wi Wien Wik e
wj?"" wj7 wj’ w] LR w] ) w] AR w] )

o qual é uma aplicagdo holomorfa em ¢; (U; NU;). De forma andloga se verifica que
;i © 90;1 é holomorfa em ¢; (U; N Uj). Portanto, a fungéo de transigao é biholomorfa.

Note que P" é compacto: seja S?"1 = {u € C"!: |jul| = 1}. Como S**! ¢ compacta
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e a aplicagao m|g2nt1 € sobrejetora, ja que se p = 7 (u) € P" entao existe t € C* tal que
|tu|| = 1, ou seja, tu € S?"*! e 1 (tu) = 7 (u) = p. Logo, pela continuidade se conclui
7 (§27F1) =P é compacto.

A continuacao definimos o conceito de variedade de Kélher.

Definigcao 2.19. Uma estrutura complexa sobre espago vetorial V' de dimensao real 2n,
é uma aplicacdo linear J : V — V, com J? = —Idy .

Defini¢ao 2.20. Um espaco vetorial simplética (V,w) é chamado Ké&hler, se w é com-

pativel com estrutura complexa J (w(J.,J.) =w (., .)), que satisfaz w (v, Jv) > 0, para
todo v € V — {0}.

Definicao 2.21. Uma variedade complexa M com estrutura simplética w é chamado
variedade de Kéhler se para todo ponto de p de M, o espaco vetorial (T,M,wy, Jp) é
Kahler (J, : Ty,M — T,M).

Devemos mencionar uma outra definicao equivalente frequentemente encontrado de va-

riedade de Kéahler:

Definigao 2.22. Seja M uma variedade complexa fornecida com uma métrica Hermiti-
ana h. Se diz M, é uma variedade Kéahler se w (., .) = h(J., .) é uma forma diferencial
fechada em M.

Observagoes:

1. Uma métrica Riemanniana h em M (variedade complexa) é uma métrica hermiti-

ana se J, ¢ uma isometria, para todo p € M, isto ¢
hy (Jpu, Jyv) = hy (u,v), u,v € T,M.

Note que h;, ¢ a parte real de um produto escalar hermitiana sobre o espaco vetorial

complexa T, M, ou seja,
(., n="hp(,,.) +ih, (J,.).

2. Uma métrica hermitiana h que satisfaz a condigao da definigao 2.22 (w (.,.) = h (J.,.)

fechado) é chamado métrica de Kéhler.

Considere a acao ¢ : G — Dif f (M) e suponha que 1), preserva estrutura complexa e

a métrica hermitiana. Entao v, induz uma aplicacao

(tg)., : TpM — T, M,



Capitulo 2. Reducdo simplética 56

para cada g € G, = {g € G : ¥4 (p) = p}. Assim, temos uma representagdo homomor-
fismo

Pp: Gp — Autc (TpM)v gr— pp(.g) = (wg)*p
de Gp. Baixo estas consideragoes temos:

Teorema 2.7 (Critério de Mumford). Se J, € p, (G,), para todo p € M entdo dw = 0.
Demonstracao. Como v, preserva estrutura complexa J e a métrica h portanto, w e

dw também sao preservada, ou seja,

dwp (pp(g) (1), pp(g) (v), pp(g) (w)) = dwp (v, v, w),

para todo g € Gy, e u,v,w € T,M.

Escolha p, (g9) = J, e aplique a formula de acima, obtém-se

dwp (u,v,w) = dwp (Jpu, Jpv, Jyw)
= dwy (Jgu,ng,ng)

= —dwp (u,v,w).

Isto implica que dw, = 0.
O

Um dos exemplos classicos de uma variedade simplética é o espaco projetiva complexa.
Ora, vamos construir uma métrica hermitiana em P" e mostraremos que o espaco pro-
jetivo tem estrutura complexa de Kéhler: considere a projecao 7 : C**! — {0} — P,

que envia z € C"*! — {0} sobre a linha determinado por z. Entdo a aplicacio
crtl {0y — P DU, 2% Cn,

z — [2] — o,

com T; = j—é, para todo i=1,....n, e Uy = {[z] : 20 # 0}. O qual induz a aplicagao de

espagos tangentes

(v0)

crtl =T.Cv I TP T,Ct=Cn,
v — T (V) — (poom), (v)=u

Para o vetor v diferente de zero pode ser interpretado como vetor tangente a curva
t— v (t) = 2+ tv em C**?

e defina a curva ¢t — 7o (t) = (po o T o) (t) em C".
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Entao

onde u; = Z—é — vog—é, para todo i =1, ..., n.
Para dois vetores tangentes u e v’ em T,C" ~ C" queremos definir o produto hermitiano

((, )). Mais, em C""! o produto hermitiano padrio ¢ dado por:

n
(v,0") = Zvlvj
i=0

Denote por W o complemento ortogonal em 7,C"*! ~ C"*!, da linha determinada por
[ = [z]. Entao
()t =W ~Cn,

e W pode ser identificado com T, C" ~ C", desde que 7, (C"+1) = m (W). Portanto,

tem-se v = ¢z + 1, definida para uma tnica ¢ = % eCeneW com

(poom), (v) = (poom), (n) =u.

Claramente,
<Z’ Z>U B <Ua Z>Z
77 =
(2,2)

segue-se

N <U’ U,> <Z’ Z) B <U7 Z> <Z, UI)
<777 n > - <Z, Z> .

Agora como produto escalar hermitiano em 77 \P" para dois vetores coordenadas u e
u' respetivamente, tomamos

(s ') = {n.1')

Aqui podemos substituir v e v’ respetivamente, assim como z é um (n + 1)-tuplo com

(poom), (v) =uealém (ggom)(z) =2z (isto é, v; = u;20,vp = 0), entdo

(u,u’) (u, ) (z,u')

WD = TR ™ (o el

Agora, h(, ) = Re((,)) é uma métrica Riemanniana em P". Isto entao diz que a métrica
Riemanniana h € J isometria em P, ¢ dizer, para a estrutura complexa J o qual Jy )

define sobre T{,;P" por multiplicagao por i = v/—1 sobre W, temos
hy (Jpv, Jpw) = hy (v,w), parap = 7 (2).

Para mostrar a 2-forma w associada a h é fechado usemos o critério de Mumford: es-
colhemos G = SU (n+1) o grupo define os difeomorfismos 1, de P" que preserva

a estrutura complexa e a métrica h. Por outro, lado temos o isomorfismo classico
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P*" ~ SU(n+1)/S(U (1) x U (n)), em seguida se observa que o subgrupo isotrépico
SU(n+1),,) = U (W), onde U (W) é grupo unitdrio.

A representagao esta dada por pr(;) : SU (n +1) y — U (W), entdo claramente tem-

w(z

se J " € U (W) e pelo critério de Mumford w ( .,.) = h(J.,.) é fechado. Assim, P" é
Kahler.

Seja m : C"*1—{0} — P" a projegao canénica e {(Uj, ¢;)} atlas holomorfa em P". Con-
sidere as funcdes u : C" — R e v : C"1 — {0} — R definidas por u(w) = log(1 + |w|?)
e v(z) = log|z|*. Para qualquer j € {0, ...,n} definimos f; = ¢; o 7. A aplicacdo f; é

claramente holomorfa e satisfaz

(wo f;)(2) = v(z) —log|z[*.

Como ddlog |zj|* = 0, isto mostra que (f;)*(88u) = dv para todo j. Definimos 2-forma
w sobre P™ por

L (o) (60u),

w\Uj = 5

que satisfaz ‘

™ (w) = %851).
A 2-forma sobre P" definida é chamada a forma de Fubini-Study e usualmente denotamos
por weg.
Proposicao 2.9. Seja um grupo K agindo sobre V preservando a estrutura Hermiti-
ana. Qualquer subvariedade suave M C P (V'), K-invariante herda a estrutura de uma
variedade K-espaco Hamiltoniana da P (V'), com forma Fubini-Study restrita a M.

Demonstragao. Vamos mostrar que a restricao de wpg em M é nao degenerada: para

0 # v € T,M existe Jv € T, M tais que
wrsp (v, Jv) = hy (Jv, Jv) = hy (v,0) >0

Como (M,wpg|p) é variedade simplética e por hipdtese M é invariante por K entao,

pela Proposicao 2.3 M é K-espago Hamiltoniana com aplicagao de momento
pla = proi: M — €,

onde pg : P(V) — #* aplicacdo de momento (obtido no Corolério 2.3) e i : M — P(V)

a inclusao.
O

Aplicagao de momento associada a forma de Fubini-Study é chamado o momento de
Fubini-Study.



Capitulo 3

Variedade simplética torica e o

teorema de Delzant

No presente capitulo, introduziremos o conceito de variedade simplética toérica e
daremos alguns exemplos e mostraremos o teorema de Delzant. Esse resultado é uma

consequéncia importante do teorema de quociente simplético.

3.1 Variedades simplécticas toricas

Nos grupos de Lie abelianos dois elementos quaisquer do grupo sempre comutam
disso implica que a agao adjunta Ady para todo g € G, ¢ a identidade e a coadjunta Ady é
também trivial. O circulo unitario no plano complexo S* = {z € C : |z| = 1} é um grupo
abeliano sob multiplicacdo. O espaco tangente a S' na identidade é o eixo imaginaria e
fazendo uma identificacio de R com Ty S! por t — it, com essa identificacdo a aplicacio
exponencial exp : R — S' ¢ dado por exp(t) = €. Note que exp~!(1) = 277Z.

O toro T™ = S x...x S (m vezes) é um grupo abeliano também. A aplicagio exponencial

exp : R™ — T™ esta dada por
exp(tyy .o tm) = (1, ..., €"m)

Como S' = R/277Z obtém-se T™ = R™/27Z™, onde a proje¢io R™ — T™ ¢ dada pela
exponencial.
Portanto, a segunda condigdo para ser Hamiltoniana se reduz a uma constante sobre

orbitas.

59



Capitulo 3 Teorema de Delzant 60

Definigao 3.1. Um politope em R™ é o envolvente convexo de um nimero finito de
pontos em R"™. Um poliedro convexo € a intersecao de um nuimero finito de semi-espacos

afins em R".

Portanto, o politope coincide com poliedro convexo delimitado.

Seguidamente, o teorema de convexidade de Atiyah-Guillemin-Sternberg afirma que
quando G é um toro T e M uma variedade simplética compacta implica que u (M) é

um politope convexo.
Teorema 3.1 (Atiyah, Guillemin-Sternberg). Seja (M,w) uma variedade simplética
conexa e compacta, e seja T™, m-toro. Suponha que ¢ : T — Simp(M,w) é uma

acao Hamiltoniana com aplicacdo de momento y : M — R™. Entao:

a) os conjuntos de niveles de p sdo conexos;
b) a imagem de p é convexo;

c¢) a imagem de u é o envolvente convexo da imagem de pontos fixados pela agao.

Demonstragao. A prova estd feita em [23].

A imagem p (M) da aplicagdo de momento é chamado o politope de momento.

Corolario 3.1. Sobre a mesma hipétese do teorema de convexidade, se a T"-acao é
efetiva entdo deve haver pelo menos m + 1 pontos fixos.

Demonstragao. Num ponto p contido numa orbita m-dimensional, a aplicacdo de mo-
mento x4 ¢ uma submersdo. Isto é, {(du1),, ..., (dpm),} sdo linearmente independente.
Portanto, p(p) é um ponto interior de p (M) e (M) é um politope convexo nao de-
generado. Qualquer politope convexa nao degenerado em R"* deve ter ao menos m + 1

vértices. Os vértices de p (M) sao imagens dos pontos fixos.

O

Teorema 3.2. Seja (M,w, T™, u), um T™-espago Hamiltoniano. Se a T™-agao é efetiva,
entao dimM > 2m.
Demonstracao. Como a aplicagdo de momento p é constante sobre uma orbita O e

para p € O a derivada exterior du, : T,M — g*, mapeia T,0 a 0. Assim,
17,0 C Kerdpu, = (1,0)“,

onde (T,0)“ é o ortogonal simplética de T,0. Isto mostra que as orbitas O de uma

acao toro Hamiltoniano sao sempre subvariedades isotropicos em M. Em particular, por
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algebra linear simplética temos que dimQO < %dimM . Como a acao efetiva tem uma

orbita de dimensao m entdo fica mostrado.

O

Definigao 3.2. Um variedade simplética térica é uma variedade simplética (M, w) co-
nexa e compacta de dimensao 2m equipada com uma ac¢ao Hamiltoniana efectiva de um

toro T™, e com uma escolha de uma aplicacao de momento p correspondente.

Defini¢ao 3.3. Duas variedades simpléticas téricas (M, w;, Ty, p;) , @ = 1,2, sdo equiva-
lentes se existe um isomorfismo A : Ty — T2 e um simplectomorfismo ¢ : M; — Mo,

A-equivariante tal que gy = po o .

Exemplo 3.1. Alguns exemplos de variedade téricas simpléticas:

1. O circulo S' = U(1) age sobre a esfera de dimensio 2 (5’2,wst =do N dh), por
rotacoes:

. (0,h) = (0 +1t,h),

com aplicacao de momento p = h igual a funcao de altura e o politope de momento
é[—-1,1].

Equivalentemente, a acio de S! sobre P! = C? — {0}/ ~, dado por

e (20 2] = [20 1 €],

1 dzNdz
1CERAE
2 (|z|2 n 1)
1 |z
2 ’ZO|2 + |21\2‘

De fato, considere n = 1 no Exemplo 2.22; para m; = 0 e mo = 1 obtemos uma

1 21
aplicac@o de momento definida por u([zg : 2z1]) = S T e cujo politope

com forma Fubini-Study wpg = Este acao ¢ Hamiltoniana com

aplicacao de momento p ([zg : 21]) =

de momento é [—%, 0].
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2. Seja (P?,wrg) o espaco projetivo complexo de dimensdo 2 equipado com a forma
de Fubini-Study. A T2-acéo sobre P? dado por:

(6101,6192) zo: 2129 = |20 : €12 620222} ,

tem aplicagao de momento

2 2
p([z0 = 21 :22]):—% ( 21 el ) )

20* + |21 ]* + |22 |20 + |21]? + |22]?

pelo Exemplo 2.21. Por outro, lado a agao tém pontos fixos, [1 : 0:0], [0:1:0], e

[0:0:1] e mapeia por p da seguinte forma:

[1:0:00 — (0,0)
0:1:0] — (-1,0)
0:0:1 +— (0,—3)

Logo, o politope de momento é p (IP’Q) = {(z1,x2) : —% <z14x2 <0, 21,22 < 0}

\j

3. Seja T3-acdo sobre P3,
(e’ol,ew?, e’e3> Jzo 21200 23] = [zo ez :eif2, €z0323:|

com forma Fubini-Study wgrg. Para obter o aplicagdo de momento

2 2 2
w([zo0:21: 20 23]) = _% ( |21] | 2] |23] ) '

l20|°+|z1 [*+lz2 P +]23* 7 |20*+] 21" +|22]* +|23[° " |20|°+|21 [*+] 22>+ 23]
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segue-se de exemplo 2.21. Entao os pontos fixos mediante y mapeiam da forma:

[1:0:0:0] — (0,0,0)
[0:1:0:0] — (—3,0,0)
[0:0:1:0] — (0,—3,0)
0:0:0:1] +— (0,0,—1)

Concluimos que o politope de momento de p é

—_

1 (P?) = {(z1, 22, 23) : —g So1t a2+ a3 <0,21,02,03 < 0}.

4. Seja acao de T? sobre P! x P!, dado como

(ew,em> ([0, 21] , [wo, w1]) = ([zo : eiezl} , [wo,emwlD .

Pela Proposigao 2.5 a), tem-se aplicagao de momento

2 2
M([Zo . 2’1] 7 [wo,wﬂ) _ ( 1 ‘2’1| 1 ‘wl‘ ) .

220" + laaf*" 2 fwol* + Jwn]®

Os pontos fixos sao:
po=([1:0],[1:0]),pr=([1:0],[0:1]),p2=([0:1],[1:0]),ps = ([0:1],[0:1])

e mapeia
Py —> (0,0)
pro—  (0,-3)
p2 > (=3,0)
ps o (=5,73)

e cujo momento de politope é o conjunto

N =

p (P x PY) = {(21,22) : —

3.2 Teorema de Delzant

Agora definimos a classe politope que surge na classificacdo de variedades simplécticas

toricas.

Definigao 3.4. Um politope Delzant A em R" é um politope que satisfaz:

i) simplicidade, isto é, existem n arestas reunidas (encontrando-se) em cada vértice;
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ii) racionalidade, é dizer, as arestas reunidas em cada vértice p sdo racional no sentido

que cada aresta é da forma p + tu;, 0 <t < 0o, onde u; € Z™;

iii) suavidade, isto é, para cada vértice p, o conjunto {uq, ...,u,} forma um Z-base de
Zn

Vejamos alguns exemplos de politope de Delzant:

Exemplo 3.2. A linha vertical pontilhado no exemplo trapezoidal indica que existe um
figura de um retangulo mais um tridngulo isdésceles. Para triangulos mais altos a pro-
priedade de suavidade poderia ser violada. Mas tridngulos mais amplo (com inclinacao

integral) ainda pode ser Delzant.

Exemplo 3.3. Politopes que nao sao Delzant:

A figura de lado esquerdo falha a condicao de suavidade, pois nao é isésceles. Enquanto

o lado direito nao satisfaz a condicao de simplicidade.

Para a figura abaixo, temos
A={ze (R 121 >0,20>0,21 +a5 <1}

={z € (RH)" : (z,(-1,0)) <0, (x, (0,-1)) <0, (z,(1,1)) < 1}.

Vamos identificar R™ com seu espaco dual via produto interno, para ver mais claro a

construgao Delzant A em (R™)*.
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(0,1)
vy = (_1’0) V3 (1,1)
(0,0) (1,0)
V1 (0,—1)

Defini¢ao 3.5. Um faceta de um politope A é conjunto da forma F' = AN {x € R™:
f(z)=c},ondeceRe f e (R") satisfaz f (z) > ¢, para todo x € A. Uma faceta de

um politope n-dimensional é uma faceta de (n — 1)-dimensional.

Definigao 3.6. Um vetor v € Z™ no reticulo Z™ é primitivo se nao pode escrever como

v=kucomu€Z" keZe |kl >1.

Exemplo 3.4. Os vetores (1,1),(3,4), (1,0), (0, 1) sdo primitivos, mas os vetores como
(2,2),(4,6),(3,9) nao o sao.

Teorema 3.3. [Delzant| Variedades téricas sao classificados pelos politopos de Delzant.

Mais especificamente, existe uma correspondéncia bijetiva entre estes conjuntos dados:

{variedades téricas} N {Politope de Delzant}
(M?",w, T", ) — w(M).

Mostraremos somente a existéncia no teorema de Delzant. Usando a reducgao simplética
associado a politope Delzant A C R", vamos construir uma variedade tdrica simplética
(Ma,wa, T, ua).

Seja A um politope Delzant com d facetas. Sejam v; € Z™, ¢ = 1,...,d, sdo os vetores
primitivos normais apontando para fora aos facetas. Para algum \; € R, podemos

escrever A:
A={re®R") :(x,v) <N, i=1,...d},
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para algum \; € R.

Para a base padrao {e; = (1,...,0),...,eq = (0,...,1)} de R?, considere a aplicacio

7: R4 — R®

e; — V.

Lema 3.1. A aplicacdo 7 é sobrejetora e mapeia Z? sobre Z™.

Demonstragao. Dada {ej,...,e;s} a base de Z¢. Em um vértice p, os vetores arestas
UL, ..y U, € (R™)* forma uma base para (Z")*, a qual por uma mudanca de base, se é
necessario podemos supor que eles sao base padrao. Entao os vetores normais primitivas
correspondentes aos facetas conhecidos em p sao simétricos (no sentido de multiplicagao

por -1) aos u;. Portanto, {vy,...,v4} geram Z".

Considere a aplicagao 7 e o diagrama:

R —F— R

R?/ (27Z%) —— R™/ (27 Z")

o qual induz uma aplicagao sobrejetora 7 : T¢ = R/ (27Z%) — R"/ (2nZ") = T" entre
toros. O N = Ker (m) é um subgrupo fechado de Lie de T¢ de dimensdo (d — n) com
aplicacdo inclusdo i : N < T<. Seja n o 4lgebra de Lie de N. Obtemos uma sequencia

exata curta de toros:

1—N-5Te T 1, (3.1)

O qual induz uma sequencia exata de algebras de Lie:

0—sn-SRITLRY sy (3.2)
com sequencia exata dual
* * ok
0—s (R 75 (Rd) 0. (3.3)

Agora consideremos C? com forma simpléctica wy = % Zizl dzp N\ dZi e a acao Hamil-

toniana de T¢ sobre C¢ dada por:

(e, . e™) (21, o 20) = (€M1 21, €M 2g) .
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*

Como no resultado obtido no exemplo 2.15, a aplicacdo de momento p : C¢* — (Rd) é

dada por:
1 2 2
w21y ey 2q) = —3 |z1|%, ..., |za]” ) + constante,
onde a constante é escolhido como (Aq,...,A\g). Observamos que pu é uma aplicacdo

prépria e pelo Corolario 2.2, o subtoro N age sobre C? de modo Hamiltoniana com
aplicacao de momento

i*op:Ct—n*.

Seja Z = (i* o )" (0) o conjunto de nivel zero.

Afirmacao 1. O conjunto Z é compacto e N age livremente sobre Z.
De fato, o conjunto Z é claramente fechado e para provar que Z é compacto é suficiente

mostrar que ¢é limitado.

Seja A C (R%)* a imagem de A C (R™)* por 7*. Primeiro mostraremos que p (Z) = A.

Lema 3.2. Seja y € (Rd)*. Entao y pertence a A se, somente se, y estd na imagem de
Z por L.
Demonstragao. O valor de y estd na imagem de Z por u se, e somente se, satisfazem

as seguintes dois condicoes:

i) y estd na imagem de y;

ii) i*y = 0.
Usando a expressao de p e i) temos

(y,ei) =(u(2), e)
1
=—§\Zi|2+)\i <A\

Por outro lado, pela sequencia (3.3) e ii), existe z € (R")* tal que 7* () = y. Conse-

quentemente, i) e ii) implica a

i) (y,e;) <\, parai=1,..,d;

ii') y = 7* (x) para algum x € (R")

Além, reciproco é imediato e podemos concluir que i), ii) e i), ii’) sdo equivalentes.

Suponhamos que é valido i’ e ii’). Entao
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<y,ei> < AZ‘, Vi = 1, ...,d * (x) ,ei) < /\i7 Vi = 1, ...,d
z,m(e)) < N, Vi=1,...,d.
:U,’UZ'> < )\i, Vi = 1, ...,d.

€ A.

{
{
{

rree

Assim, y pertence a u (Z) se, somente se, y estd em A=nr* (A).
]

Como A é compacto e p é uma aplicacao propria tal que u (2) = A (obtido pelo lema

anterior), entdo Z é limitado e pelo teorema de Heine-Borel concluimos Z é compacto.

Para mostrar que N age livremente sobre Z, escolhemos uma vértice p de A, e seja
I ={iy,...,in} o conjunto de indices para n facetas reunidas em p. Tome z € Z tal que
w1 (z) = 7" (p). Entao p estd caracterizado por n equagoes da forma (p,v;) = A;, onde i

percorre em I, ou seja,

(p,vi) =N\i, Vie 1 (p,m(e))y =N, Viel

(m* (p),e;) =\, Vie I

(n(z),e) =N\, Viel

i-enésima coordenada de u (2) é igual a \;
L=

i =0,Yiel

[

Portanto, aqueles z sao pontos cujos coordenadas sao identicamente zeros para os indices
de I, mais as outras coordenadas sao diferente de zero. Sem perda de generalidade

podemos supor que I = {1,...,n}. O estabilizador de z = (0, ...,0, 241, ..., 24) em T é
(Td) = {(t1, oo tp, 1, 1) € T,
z

. — R™ mapeia os vetores ey, ..., e, para um Z-base

Como a restrigao w‘ : (Rd)
(R7).
V1, ...,y de Z™ respetivamente, no nivel de grupos a aplicacao w : (']I‘d)z — T™ é

bijetiva. Como N = Ker () o que implica que N N (Td)z = {e}. Isto ¢,
(tl, vyt 1y 1) EN=ti=..=t,=1.

Por conseguinte, N, = {e}. Portanto, todos estabilizadores de N no ponto z mapeando
para vértice sao triviais. Mas este caso era o pior dos casos; mais para outro pontos o
estabilizador N,/ (2' € Z) estd contido nos estabilizadores de z, que mapeiam para um

vértice. Portanto, N age livremente para Z e isto conclui prova da afirmagao 1.
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Como i* é sobrejetora, entdao 0 € n* é um valor regular de ¢* o u. Consequentemente, Z
é uma subvariedade compacta de C? de dimensdo real 2d — (d —n) = d +n. O espaco
de orbitas Ma = Z/N é uma variedade compacta de dimensao real dimZ — dimN =
(d+n)—(d—n)=2n. A aplicacdo quociente p : Z — Ma é um N-fibrado principal

sobre Ma. Considere o diagrama

Z—j>Cd

|

Mn

onde j : Z — C¢ é a inclusdo. O teorema de Marsden, Weinstein e Meyer garante a

existéncia de uma forma simpléctica wa sobre Ma satisfazendo
>k -k
b waA =] wo-

Como Z é conexo, dai a variedade simpléctica (Ma,wa) é também conexo.

Afirmacgao 2. A variedade simplética (Ma,wa) é um T™-espaco Hamiltoniano com
aplicacao de momento ua tal que pa (Ma) = A.

Com efeito, seja z tal que pu(z) = 7* (p), onde p é um vértice de A como na prova da
(14). : (Td)z — T™. Como

temos obtido uma secao, isto é, uma inversa a direita para 7, observe na sequencia exata:

afirmacao 1. Seja o : T" — (Td)z é a inversa da bijecao 7r’

- N Td T 1,
&F/

a sequencia exata se divide, isto é, torna-se como uma sequéncia de um produto obtém-se

um isomorfismo

(i,0) : N x T" — T

Com efeito, o homomorfismo é imediato: para todo (g1, h1), (g2, h2) € N x T™ temos

(1,0) ((91,h1) - (92, h2)) = (i(g1) .0 (h1)) . (i(g2) .0 (h2))
= (5,0) (g91,h1) . (i,0) (92, h2) -

Injetiva: seja (g,h) € N x T" tal que (i,0) (g,h) = 1. Entdo i(g) = o (h"') € N, ou
seja,g=1e h=1.

Sobrejetora: dado a € T¢, tome h = 7 (a) € T". Assim, 7 (a.0 (h71)) =7 (a).7 (o (b)) =
1 implica que a.c (h_l) =1i(g), para algum g € N. Portanto, existe (g,h) € N x T™ tal
que a =1(g).o(h).
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O homomorfismo ¢ : T® — T? induz uma acéo ¢ : Z — Z em Z, para todo t € T"

definido da seguinte forma:
tz=o0(t).z, teT",

além disso, estd bem definida ja que (i* o u) (t.z) = 0. Dita agao desce para quociente

M definindo ¢y o : Z/N — Z/N deste modo:
t.(zN) =0 (t) .zN,

o qual estd bem definido também.
Falta mostrar que T™-acao sobre Ma é Hamiltoniana com aplicacdo de momento apro-
priado.

Considere o diagrama

ZC J (Cd 123 (Rd)* o 11* ® (Rn)* o (Rn)*

g

Ma

onde a ultima aplicacao horizontal é projegao sobre segundo fator. Como (¢* o o ) (2N)

o* (1 (z)) = constante, entdao a composi¢ao horizontal desce para uma aplicagao
[N MA — (]Rn)*,

que satisfaz upn op =oc*opoj.
Como N é compacto, entao define uma agao prépria sobre Z e pela afirmacao 1 esse agao
¢ livre; usando o Teorema 2.5 para agoes comutando, pua é uma aplicacdo de momento
para a agao de T™ sobre (Ma,wa). Finalmente, a imagem de pua é:

pa (Ma) = (paop)(Z) = (0" opoj)(Z) = (c"onm™) (A) = A,
pois u(Z) =7n*(A)ec*or* = (noo)" = Id.
Concluimos que (Ma,wa, T™, ua) é a variedade térica que procuramos para o politope
de Delzant A.

O

Exemplo 3.5. Seguindo a construgao de Delzant para o caso A = [0,a] C R*. Seja

v (= 1) base vetorial padrao em R. Entao A estd descrito por:

A={zeR": (z,v) <0, (zx,v2) <a},
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onde v1 = —v, v =v, Ay =0¢e Ay = a.
A projecao
7:R2—R
el —— —0
€9 —— V.

tem niicleo gerado por (e1 + e3), por isso que N é um subgrupo diagonal de T? = S!x S

As sequencias exatas sdo:

1 — N % 12 & ¢ 4
t —  (t,1)
(t1,t2) +— t7'to

0 — n -5 R SN R —0
xr —  (z,2)
($1,932) = T2 — 1
0 — R* (R?)" AN n* —0
x — (—z,x)

(.731,.7;2) — :L‘1+$2

A acdo de subgrupo diagonal N = {(e”, e) € S x S'} sobre C?,
(e, €") . (21,22) = (™21, €" 29)
tem aplicagao de momento
" 1 2 2
(o) (z1,22) = =5 (a1l +|22) +a,
com conjunto de nivel
(* o )71 (0) = {(21,22) € C* : |21” + [22]* = 2a}.
Portanto, o espacgo reduzido é um espago projetivo:

(i* o )" (0) /N =P,

Exemplo 3.6. Seja A o n-simplex em R" gerado pelo origem e a base padrao de
vetores e; = (1,0,...,0),...,e, = (0, ..., 1). Verifiquemos que a correspondente variedade

simpletica térica é espaco projetivo, Ma = P". De fato, A em (R")" estd descrito por:

(X1, ey n),v) <N Vi=1,.n. e (21, Tn) s Unt1) < Ant1,
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onde v; = —e; para todo i = 1,...,n, Upy1 = » ;-1 €, e A; =0 paratodoi=1,...,ne
Ang1 = 1.
A projecao
7RV 5 R?
e, — —€;

ent1—> €1+ ... +en.

tem Kerm = span{e; + ... + e,11}, entdo N é um subgrupo diagonal de T"*!.

As sequencias exatas sao:

1 — N & o+ N ™ 1
t — (t,...,t)

(t1s oo tng1) > (7 gty s B g

0 — n -5 R+ - R™ —0
r — (z,...,x)

(Z1y ey Tpt1) > (Tpgl — T1yeeey Tl — Tp)

0 — (R I (R+1)” AN n* —0
(X1, ) —> (=1, 0y —Tp, 1 + oo + )
(Y1, s Yn) Y1+ e+ Ynt
A acéo

t

(eit, ...,eit) (21, ey Zng1) = (eitzl, €l zn+1) ,

tem aplicagdo de momento

' 1
(" o p) (21, 2041) = =5 (‘21|2 Tt ‘Z”“’?) 1

com conjunto de nivel

n+1

(i o)1 (0) = {(21, s 2ni1) 1 > lzl* =2},
k=1

Portanto, o espaco reduzido é (i* o yu) ' (0) /N = P".
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Construcao do quociente GIT

afim e projetiva

No resto desta dissertagao sempre assumiremos que todos os grupos algébricos li-
neares sao redutivos, ao menos que dito o contrario. Em GIT existem varios tipos de
quocientes, seguindo Lakshmibai [25] e Newstead [20] temos trés tipos de quocientes:
0 quociente categérico, bom quociente, e quociente geométrico. Noés também descre-
veremos as relacoes entre essas nocoes de quocientes. Construiremos estes quocientes
através de Spec ou Proj do anel de invariantes. Nas préximas se¢oes vamos descrever
precisamente como Spec e Proj estao relacionados com os quocientes categoricos, bons,

e geométricos.

Geometria algébrica afim e projetiva

4.0.1 Conjunto algébrico afim

Em todo o trabalho consideramos um corpo K algebricamente fechado. Comecamos com

algumas definicoes elementares.

Definigao 4.1. Seja K um corpo. Um n-espago afim A" é o conjunto das n-uplas de
elementos de K:
A" ={(x1,...,zp) : x; € K paral < i < n}.

Denotamos o anel de polinémios por:

K [z1, ..., xs] = {polinémios nas varidveis z1, ..., x,, sobre K}

73
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Teorema 4.1 (base de Hilbert). Se R é um anel Noetheriano entdo R [z] é Noetheriano.
Também se mostra por inducao finita sobre variaveis indeterminadas que: se R é um

anel Noetheriano entao R [z1, ..., 2] também o é.

Definicao 4.2. Seja I um ideal em K[z, ..., 2,]. Defina
V({I)={zeK": f(x)=0, Vf eI}

Os subconjuntos de A™ que sao da forma V (.5), para algum subconjunto S em K [z1, ..., 2]

sao chamados conjuntos algébricos.

Lema 4.1. Sejam I; e I ideais em K[z, ..., z,]. Entao

i) Se I C I entao V (I3) C V (I4).

ii) Seja {I;}; uma colecao de ideais em K [z1, ..., z,]. Entao
V)=V (UI) .
iii)
V(L) UV (L) = V(I 15).
Demonstracgao:

i) E 6bvio.

ii)
(V) = {2e€K":Vifel:f(z)=0}= V(ZI) <UL>

i) Como 1Ty € L1 NI, C I, I temos V() UV (L) C V(I NL) C V(L1). A
reciproca, se x € V([113) e x ¢ V(1) entao existe um f € I; com f(x) # 0 e para
cada g € I temos fg € 1115 e portanto, f (z)g(xz) = (fg) () = 0. Consequentemente,
g (z) = 0 e portanto, = € V (I3).

O

Definigao 4.3. Definimos a topologia de Zariski em A" a ser a topologia cujo conjuntos
fechados sao os conjuntos algébricos.

Lema anterior nos diz claramente que da uma topologia.
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Definicao 4.4. Uma variedade afim M é redutivel se existem subconjuntos préprios

fechados X1, Xo C M tais que M = X7 U Xs. Caso contrario, se diz M é irredutivel.

Definicao 4.5. Uma variedade afim é um subconjunto fechado irredutivel do espagco
afim A™.

Definigao 4.6. O radical de um ideal I do anel R se define como:
VI={feR:f*el, paraalgumn}.

Proposigao 4.1.

V(I):V(\ﬁ).

Demonstragiao. Como I C /T implica que V (\/f) C V(). Seja z € V(I). Deseja-
mos mostrar que para todo f € v/I, implica f (x) = 0. Mais para algum n € N, f* € I
disto, f™ () =0, ou seja, f (x) = 0. Portanto, z € V (\ﬁ)

0

Agora estabelecemos uma conexao entre conjuntos algébricos em A" e ideias em K [z, ..., zy,].
Nés ja tinhamos introduzido a operagao V (.) que pega um ideal para um conjunto

algébrico. Aqui definimos uma operagao oposta ao V(. ).

Definigao 4.7. Para um subconjunto M C A", se define
I(M)={feKlz1,..,xzs] : f(x) =0, para todo x € M},

o ideal de M.

E fécil ver que V (I (M)) = M, para M conjunto algébrico afim.

Teorema 4.2 (Zeros de Hilbert). Se K ¢ algebricamente fechado ¢ I C K [z1, ..., z,] é
um ideal, entdo 1(V(I)) = V1.

Demonstracao. Ver [3].
Portanto, existe uma correspondéncia bijetiva entre variedades algébricas afins em A™ e

ideais radicais no anel de polinémios quando K = K.
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I()
Geometria % Algébrico
v
A" — (0)
M — I(M)
V() — I
= (a1,...,an) <— (T1— a1, ..., Ty — ap)

Para uma variedade algébrica afim M, definimos o anel de coordenada afim de M como
AM) =Kz, ....zy) JT(M),

e os elementos de A (M) pode ser visto como fungoes f : M — K. Como a soma
de fungoes e produtos por elementos escalares de K estao definidos entao A (M) define
um K-algebra. Além disso, A (M) é finitamente gerado pois as fungoes x; fornecem um

conjunto finito de geradores.

4.0.2 Conjunto algébrico projetivo

Similar ao caso afim, um subconjunto projetivo de P" sobre K é chamado um con-
junto algébrico projetivo se pode ser escrito como zero local de um conjunto finito de

polindémios homogéneos.

Definigao 4.8. Se define o espaco projetivo P sobre K, o conjunto de sub-espacos

vetoriais de dimensdo uma em K"t1.

Em palavras, P* = K"*! — {0} /K* é o conjunto de classes de equivaléncia em K"*! —{0}

com respeito a relacao de equivaléncia
(20y ooy Tn) ~ (Y0, -y Yn ) SE, € sSOmMente se, (g, ..., Tn) = A(Yo, ..., Yn), para algum A € K*.

Se z € P é um ponto representante da classe equivaléncia de (xo,...,z,), as z; sdo

chamados coordenadas homogéneas para o ponto x.

Definigao 4.9. Seja R um anel comutativo. Um polinémio f € R [z, ..., x,] é chamado
homogéneo de grau d € Zx>, se f é a soma de monomios de grau d.

Se R = K, um polinémio f € K[z, ...,x,] é homogéneo de grau d se, e somente se,
f Az, ..., \xn) = Af (20, ..., ), para todo zg, ..., 2, e X € K*.

Definicao 4.10. Um anel graduado é um anel R com subgrupos abelianos Ry C R,
para todo d € N tais que R = @ .y Rq e para todo d,l € N, RgR; C Rg4y.

R é um K—4&lgebra graduado se R é anel graduado e sua vez é K-algebra satisfazendo
Af € Ry, paratodo A€ K, deNe f e Ry.
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Definicao 4.11. Um ideal I C R é chamado homogéneo se é gerado por elementos

homogéneos.

Anéloga ao conjuntos algébricos afins queremos definir o conjunto algébrico projetivo
como subconjunto de P™, que é descrita por zero local de algumas polindmiais nas

coordenadas homogéneas.

Defini¢ao 4.12. Um conjunto algébrico projetivo é um subconjunto de P" definido por

zeros de polinémios homogéneos, ou seja, um subconjunto da forma
Vo(I)={z€P": f(x)=0,Vfel}
onde I é um ideal homogéneo de K[z, ..., z,] .

No6s dizemos a V,, (I), o conjunto algébrico projetivo definido por I. Para distinguir entre
zero local afim V (I) € A" e zero local projetivo V (I) do mesmo ideal homogéneo,

denotarmos por V, (I) e V,, (I) respetivamente.

Exemplo 4.1.

a) V ((0)) = P".

b) Seja Ry = (xo,...,oy) 0 ideal de polindmios com termo constante igual a zero.

Temos V), (Ry) = 0. R4 é chamado ideal irrelevante.
c) Os pontos s@o conjuntos algébricos projetivos: considere p = [zg: ... : z,] € P".
Um delas coordenadas ¢é diferente de zero, entdo podemos supor zg = 1. Temos
{p} =V (21 — 2120, ..., T — 2nx0) .

Proposigao 4.2.

i) Se I} C I sao ideais homogéneos em K[z, ..., z,] entdao V), (I2) C V, (I1).

ii) Se {I;} é uma familia de ideais homogéneos em K[z, ..., z,], entao

(VL) =V, (U IZ») C P

icJ ieJ
iii) Se I, I C K[z, ..., z,] s@o ideias homogéneos entao V), (I1) UV, (I2) =V, (I112).

Em particular, interse¢bes arbitrarias e unido finita de conjuntos algébricos sdo nova-
mente conjunto algébrico.

Demonstragao. A prova é mesmo como o caso afim.
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Definicao 4.13. Um conjunto algébrico afim M C A"*! ¢ chamado um cone se é nio

vazio e se para todo A\ € K, (xg, ..., z,) € M implica que A (zg, ..., z,) € M.

Se M C P™ é um conjunto algébrico projetivo entao

M = {(zo,....xn) : [x0 : ...t xp] € M} U{0}

é chamado o cone sobre M.

Em outras palavras, o cone M de M C P" é a imagem inversa da aplicacdo quociente
7 K" — {0} — P, mais o origem de K", Se I é um ideal homogéneo diferente
de K [zg, ..., ] € M = V, (I) entdo M =V, (I) € K" Se I = K|, ..., z,] entio
M =V, (R,) = {0}. Em certos casos, esse tipo de argumento alguns vezes nos permite

a reduzir um problema projetiva para um problema afim.

Definicao 4.14. A topologia de Zariski em P" é definido por conjuntos algébricos
projetivos que sdo conjuntos fechados. A topologia Zariski sobre um conjunto algébrico

¢é a topologia induzida da topologia de Zariski de P™.

Definicao 4.15. Seja M C P™. Se define o ideal de M, gerado por

I(M)={f € Klzo,...,xn] homogéneo : f () = 0, para todoz € M }.

Se observa que:

a) I (M) é um ideal radical homogéneo.
b) A operagao I é decrescente.

c) Se M é um conjunto algébrico projetivo entdao V, (I(M)) = M. Se I é um ideal
entdao I C I(V,(I)).

d) Temos I (P™) = (0) e I(0) = K|zo, ..., zp].

Existe uma versao projetiva de Teorema de zeros. O principal diferencga é a existéncia

do ideal irrelevante Ry = (xq, ..., Tp).

Teorema 4.3 (Zeros de Hilbert). Suponha que K é algebricamente fechada. Seja

I c Kz, ..., z,] ideal homogéneo e considere M =V, (I).

i) V, (I) = 0 se, e somente se, existe N tal que (zo, ..., z,)" C I.

ii) Se V, (I) # 0 entdao 1(V, (1)) = VI.
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Demonstracao. Suponha que I C K|z, ..., z,]. Por hipdtese V,, (I) = M é vazio o que
significa que o cone afim M = Va(I) contém somente o origem ou é vazio e portanto,

I =(1)ouRy = V1, para qualquer dos casos z;" € I para algum r; o que mostra i).

Para ii) como M =V, (I) é nao vazio e [ (M) = I(M) entao

A ltima igualdade segue-se de teorema de zero.

O

Definigao 4.16. Uma variedade projetiva é um conjunto algébrico irredutivel M C P™.

Definigao 4.17. Seja U um subconjunto aberto de uma variedade projetiva M. Uma
funcao regular sobre U é uma aplicacao ¢ : U — K com a seguinte propriedade: para

qualquer p € U, existem polinémios homogéneos f e g de mesmo grau com f(z) # 0 e

o(z) = %, para todo  num subconjunto aberto U,, com p € U, C U.

Denote por Oy (U) o K-algebra de fungoes regulares em U.

Definigao 4.18. Uma aplicagdo ¢ : M — N é um morfismo de variedades se

i) ¢ é continua, ou seja, para qualquer aberto U C N, temos que ¢~ '(U) é aberto

em M e,

ii) para qualquer subconjunto aberto U C N e para qualquer fungao regular f : U — K,
temos fo¢: ¢ 1(U) — K é regular.

Teorema 4.4. Para qualquer duas variedades afins M e N existe uma correspondéncia

bijetiva

{morfismo M — N} <— {homomorfismo de K — élgebra A(N) — A(M)}

72 — p*

Demonstragao. Ver [3].

Definicao 4.19. Seja M C P™ uma variedade projetiva. O anel
R(M) =Kz, ...,xzy,) /I(M)
é chamado o anel de coordenado homogéneo de M.
Seja R uma K-dlgebra finitamente gerada. Entao R é gerado por vy, ..., y, para alguns
y;. Considere o homomorfismo sobrejetiva de K-algebras

¢ : Klzo,...,xn] — R, x; — y;.
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Temos um isomorfismo R ~ K [z, ...,x,] /I, onde I é o ideal Ker¢. Se R é um dominio
de integral entdo I é primo. Esta 4lgebra corresponde & variedade afim M = {x € A"*! :
f(z) =0, para todo f € I'}. Denotamos Spec(R) = M a variedade afim correspondente
K-élgebra R.

Note que a defini¢ao exata de Spec(R), de anel R é diferente, formalmente é o conjunto
de todos os ideais primos de R e também se define uma topologia de Zariski.

Para construir o quociente projetiva, precisamos ter analoga & operagao Spec para o caso
projetiva por isso podemos recuperar uma variedade projetiva do anel de coordenadas.
Se R ~ K|, ...,x,]| /I para algum ideal primo homogéneo I entao definimos Proj(R)

a variedade projetiva corresponde ao R, é dizer, Proj(R) = V(I).

Teorema 4.5. Seja M uma variedade projetiva sobre K. Entao

i) O anel Op(M) de fungoes regulares sobre M é isomorfo a K.

ii) Existe uma correspondéncia bijetiva entre os pontos = em M e ideias homogéneas
maximais m, em R que nao contém R, onde m, é o ideal de polinomios ho-

mogeéneos que Sao zeros em .

iii) Para o polinomio homogéneo f € R, definimos My = {z € M : f(z) # 0} =
M —V(f) e seja (Rf)o denota a peca de grau zero do K-algebra graduado locali-
zada Ry. Entao

Mf ~ Spec(Rf)o (S OM(Mf) ~ (Rf)o.

Demonstragao. Ver [22] e [3].

Existem trés tipos de morfismo que sao muita importancia para nosso estudo:

Definicao 4.20. Sejam M e N variedades. Um morfismo ¢ : M — N é

i) afim se qualquer subconjunto aberto afim U de N, ¢~'(U) é afim;

ii) finito se para qualquer subconjunto aberto afim U de N, ¢~*(U) é afim e A(¢~(U))
é integral sobre ¢*(A(U));

iii) prépria se para toda variedade Z, o morfismo
¢xlz - MxZ— NXZ

¢é fechada.

Principais propriedades:
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a) Se M é um subconjunto fechado de N entdo a inclusao M — N é um morfismo

finito.
b) A composta de dois morfismos afim (finito, prépria) é afim (finito, prépria).
c) Se 0 o6 é propria, entdo & é propria.
d) Se 604 é propria e d é sobrejetiva entao 6 é prépria.
e) Um morfismo finito é prépria.

Definigcao 4.21. Uma variedade M é completa se para qualquer variedade Y, o morfismo

projecao my : M x Y — Y é fechada.

Proposigao 4.3 (Propriedades de variedades completas).

i) Imagem de uma variedade completa é completa.
ii) Uma subvariedade completa é fechado.
iii) Uma variedade afim completa e conexa é um ponto.

iv) Imagem inversa de um variedade completa baixo um morfismo prépria é completa.

Demonstragao. Olhe, [7].

Grupos algébricos

Seja G um grupo. Denote por m : G x G — G,(g,h) — gh a multiplicagao e

1

i:G— G, g— g~ ainversa.

Definicao 4.22. Um grupo algébrico é um grupo G com uma estrutura de variedade

afim sobre G tais que as aplicagoes m e ¢ sao morfismos de variedade afim.

Note que os grupos que sao variedades afins nao necessariamente sao irredutiveis.

Exemplo 4.2.

1 O grupo aditivo G, = K e grupo multiplicativo G,, = K — {0} sdo grupos

algébricos.

2 Para cada n € N, GL (n,K) é um grupo algébrico.
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Definigao 4.23. Uma acao de um grupo algébrico GG sobre uma variedade algébrica M

é um morfismo

c.GxM — M
(g,2) +— ol(g,2)

tais que, para todo g,h € G e x € M satisfazem

0(97 U(h7 :L’)) = U(gha x)v

o(l,z) = =z,

onde 1 denota a identidade de G. Por conveniéncia, denotamos o(g,x) por g.z. Para

um ponto x de M o estabilizador G, de = é o subgrupo fechado
Gy ={9€G: gz =2z}
de G e a orbita G.x de x é o subconjunto
Gz ={gx:g€G}
de M; note que G.x é a imagem do morfismo
0y : G — M, 0,(g9) = gz.

Se todas as drbitas sao subconjuntos fechados de M entao dizemos que a agdo de G é
fechada.

Um ponto z (subconjunto W) de M é dita ser invariante baixo G se gr = = (gW=W)
para todo g € G.

Definicao 4.24. Um grupo algébrico linear G sobre K é um subgrupo fechado de
GL (n,K), para algum n.

Definicao 4.25. Um subgrupo Borel de um grupo algébrico é um subgrupo soltvel

conexo maximal.

Denotaremos por R (G) o radical de um grupo algébrico G, que é a componente conexa

através da identidade 1 da intersecao de todos subconjuntos de Borel, isto é,

R(G) = ( N B) :
BeB
onde B sendo o conjunto de todos os subgrupos de Borel em G. E evidente um subgrupo
normal solivel conexo de G. Seu parte unipotente R (G),, é chamado o radical unipotente
de G.
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Definicao 4.26. G é redutivo se R (G), = {1}.

Isto é equivalente a dizer: R (G) é um toro, ou seja, produto direto de copias de K*.

Definigao 4.27. Um grupo algébrico linear G é

i) redutivo se tem radical unipotente trivial.

ii) linearmente redutivo se para qualquer representagao linear de dimensao finita p :

G — GL (n+ 1,K) se descompoe como soma direta de irredutiveis.

iii) geometricamente redutivo se para qualquer representacao p : G — GL (n + 1,K)
e qualquer ponto v € K"*1—{0}, G-invariante, existe um polinémio f € K [xg, ..., 7y]

homogéneo G-invariante nao constante tal que f (v) # 0.

As trés nogoes da definicdo acima coincidem em corpo de caracteristica zero.

Exemplo 4.3. Qualquer toro (G,,)" e grupos finitos sao redutivos. Também os gru-
pos GL (n,K), SL (n,K) e PGL (n,K) sao todos redutivos. O grupo aditivo G, de K
baixo adigao nao é redutivo. Em caracteristica positiva, os grupos algébricos GL (n,K),

SL (n,K) , PGL (n,K) nao sao linearmente redutivo para n > 1.

Um vantagem para usar o grupo linear redutivo é seus representacoes sao completamente

redutivel. Esta propriedade foi muito importante para Mumford para desenvolver a GIT.

Definigao 4.28. Uma acio de um grupo redutivo G sobre uma variedade afim M C K"+!,

é chamado agao linear se G age via representagdo G — GL (n + 1,K).

Definicao 4.29. Um G-mddulo é uma K-espaco vetorial V' de dimensao finita com um

morfismo de grupos algébricos p : G — GL (V).

Esta representacao p : G — GL (V) é chamada racional e determina um morfismo

GxV —YV, (g,v) — p(g) (v). Em outras palavras determina uma agao linear sobre
V.

Seja G um grupo algébrico agindo sobre uma variedade algébrica M. Seja Y := M/G o
espago de Orbitas de M baixo a acao de G; um ponto em Y é uma G-érbita, é dizer, G.x,
para algum x € M. Em geral, Y nao necessariamente tem uma estrutura de variedade;
se Y tem uma estrutura de variedade, entao ele forca a cada drbitas a ser fechado, o que
pode nao acontecer em geral.

Vejamos exemplos:

Exemplo 4.4. Considere

M={matrizes triangulares superiores em M (K)},

G={matrizes triangulares superiores invertiveis em M> (K)}.
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11 b
Seja G agindo sobre M por conjugacao. Considere A = (0 1) EMeg= (a ) e G.

b d —b 1 a/d
gag =" ") at — (! ),
0 d/] ad\o a 0 1

1 ¢ — 10
onde a/d € K*. Assim, G.A = {(0 1) ,t € K}, Agora, GGA = G.AU {(0 1)}

Entao

portanto, G.A nao é fechado.

Exemplo 4.5. Suponha que K* age em K? com acdo

t.(z,y) = (tx,t_ly) .

Ha trés tipos de drbitas:

i) {(z,y) : zy =t} para t # 0. Estas sado érbitas fechadas de dimensao 1.
ii) {(0,0)}. Isto, é uma 6rbita fechada 0 dimensional.

iii) {(0,y) : y # 0}, ou {(x,0) : = # 0}. Estas sao duas érbitas de dimensao 1 cujos

fechos contém o origem.

O espaco de 6rbitas nao é Hausdorff porque o fecho das érbitas de tipo iii) contém a
6rbita ii). No entanto, se descartamos as 6rbitas nao-fechado iii), entdo o restante das

orbitas sao parametrizados por K.

Definigao 4.30. Seja G um grupo algébrico e R um K-algebra. Uma agao racional de

G sobre R é uma aplicacao
GxR — R

(g, f) — g.f

com as seguintes propriedades:

i) (99').f=g.(¢'.f) e 1.f = f, paratodo f € R, g,¢' € G;
ii) a aplicacdo f — g¢.f é um automorfismo de K-algebras de R para todo g € G;

iii) qualquer elemento de R estd contido num sub-espaco de dimenséao finita que é

invariante por G e sobre qual G age pela representacao racional.

Dada uma acao racional de G sobre uma K-algebra R finitamente gerado, temos um

questao interesse a saber se o sub-dlgebra

RY={feR:g.f=f paratodog e G}



Capitulo 4. Geometria Algébrica e o Quociente GIT 85

¢ finitamente gerado.

Temos o seguinte teorema fundamental que foi provado por Nagata:

Teorema 4.6. [Nagata] Seja G um grupo geometricamente redutivo e age racional-
mente sobre um K-glgebra R finitamente gerado. Entdo R é finitamente gerado.

Demonstracao. Ver [20].

Seja M = SpecR, onde R é uma K-algebra finitamente gerado. Cada f € R corresponde
a uma aplicacado f : M — K. Uma acao de grupo G sobre M (pela esquerda) induz
uma agao de G sobre R, definido por (g.f) (z) = f (gil.x), parage G, fe Rjex e M.
Seja

RY={feR:g.f=f VgeG}.
Se RY é uma K-algebra finitamente gerado, entdo podemos usar a variedade SpecR®
para definir um quociente.

Definigdo 4.31. O quociente afim GIT é o morfismo ¢ : M — M ) G = SpecA (M)©

de variedades associado & inclusdo * : A (M) < A (M).

4.1 Quociente afim

Comegamos com um resultado fundamental concernente para grupo geometricamente

redutivo.

Proposicao 4.4. Seja G um grupo algébrico geometricamente redutivo agindo sobre
uma variedade afim M = SpecR. Dados dois subconjuntos disjuntos fechados G-
invariantes Wy, Wo C M entdo existe F' € R tais que F (W) =0e F (W) = 1.
Demonstragao. Ver [25] e [20].

Teorema 4.7. Seja G um grupo redutivo agindo sobre uma variedade afim M = SpecR,
onde R = A(M) é uma K-ilgebra finitamente gerado. Seja Y = SpecRY e seja
¢ : M — Y o morfismo induzido pela inclusiao R% < R. Entéo

1) ¢ é sobrejetora.

2) ¢ é G-invariante, isto é, ¢ é constante sobre dérbitas:

e(gx)=¢(x), g€ G, ze M.

3) ¢ é um morfismo afim, isto é, a imagem inversa de um conjunto aberto afim é um

conjunto aberto afim.

4) Se W C M é G-invariante e fechado, entao ¢ (W) é fechado.
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5) Se W;p,W, sao dois subconjuntos fechados disjuntos G-invariante de M, entao
e (W) N (W2) = 0.

6) Para dado aberto U C Y, a aplicacao
* —1 G
p rAU) — Al (U)) 7,

¢ um isomorfismo.

Demonstragao. Ver [20] e [25].

Como consequéncia importante, obtemos que ¢ tem a propriedade de aplicagao universal:

Proposicao 4.5. [Propriedade de aplicagao universal] Com M, Y e ¢ como no
teorema acima, dada uma variedade algébrica Z e um morfismo f : M — Z, G-

invariante entao existe um unico morfismo h : Y — Z tal que o diagrama

M—Y Yy

oA

Z

é comutativa.

Demonstracgao. Ver [25].

Seja M = SpecR uma variedade afim agido por G. Seja Y := SpecR® (note que R é
um K-algebra finitamente gerado). Seja ¢ : M — Y o morfismo induzido pela inclusao
RY < R.

Considere as seguintes duas propriedade de ¢:

i) ¢ é G-invariante, isto é, ¢ é constante sobre G-6rbita.

ii) ¢ tem a propriedade de aplicagao universal.

Fazemos uma abstracao de i) e ii), e definimos o quociente categérico:

Definigao 4.32. Seja M uma variedade algébrica com uma agao por um grupo algébrico
G. Um quociente categorico de M por G é um par (Y, ) satisfazendo as condigoes:

i) Y é uma variedade algébrica.

ii) ¢ é o morfismo de variedades de M a Y.

iii) ¢ é G-invariante, isto é, ¢ é constante sobre drbitas.
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iv) ¢ tem a propriedade de aplicacdo universal.

Vamos denotar o quociente categérico por M // G.
Imediatamente da definigao: se M é afim com G redutivo, entdao M /G = Spec (K [M ]G) .

Exemplo 4.6. Seja G = C* o grupo multiplicativo agindo sobre M = C3 como segue-se

t.(z1,22,23) = (t_2zl, tzg,t323).

O anel invariante A(M)C" é gerado por 2123222923 e 2323, Entdo

AM)® = C[2123, 21 2023, 2023] = Clyn, 2, 43] /(45 — y193)-
O quociente afim

©:C* — C3 ) C* ~ {(y1,y2,93) € C>: y5 —y1y3 = 0}.
Agora fazemos uma abstragdo do Teorema 4.7 para definir um bom quociente.

Definicao 4.33. Dada uma variedade algébrica M e um grupo algébrico G agindo
sobre M. Um par (Y, ) é chamado bom quociente de M por G se satisfaz as seguintes
condicoes:

i) ¢ : M — Y é um morfismo sobrejetiva.

ii) ¢ é G-invariante, isto é, ¢ é constante sobre érbita:

o(gx)=p(z),9€G, zeM.

iii) ¢ é um morfismo afim, isto é, a imagem inversa de um conjunto aberto afim é

novamente um conjunto aberto afim.
iv) Se W C M ¢ G-invariante e fechado, entao ¢ (W) é fechado.

v) Se Wi, Wy sao dois subconjuntos fechados disjuntos G-invariante de M, entdo
e (W) N (W2) = 0.

vi) Dado um arbitrério aberto U C Y, aplicagao
* — G
P AU) — A(p™H(U))

é um isomorfismo.
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Exemplo 4.7. Considere a acio de G = K* sobre M = K? por

t(z,y) = (tz, t™y).

O anel de polinémios K*-invariantes de A(M) = K[z,y] é A(M)® = K[zy] ~ K[t],

e portanto a inclusio A(M)%

Spec(A(M)®) = K dado por op(z,y) = xy.

— A(M) induz o bom quociente ¢ : M — Y =

Definigao 4.34. Um bom quociente (Y, ) de M pela acao de G é dita ser quociente

geométrica se todas as érbitas em M pela agdo de G sao fechadas.

Os seguintes fatos sao imediatamente da definicao:

1) Um bom quociente é um quociente categorico.
2) Para M = SpecR, M || G = Spec (RG) é um bom quociente.

3) Considere qualquer subgrupo fechado H C G, (G grupo algébrico). Entao o espago
de classes G/H é um quociente geométrica para a acao de H sobre G pela multi-

plicagao a direita.

4) P"™ pode ser visto como quociente geométrica de C"** — {0} pela acdo de C*.

Alguns propriedades de bom quociente e quociente geométrica:

Proposigao 4.6.

1) Se (Y, ¢) é um bom quociente (respetivamente geométrica) de M por G, entao para
todo aberto U C Y, res (¢) : o=+ (U) — U é um bom quociente (respetivamente

geométrica) de ¢! (U) por G (aqui, res(¢) denota a restricio).

2) Se ¢ : M — Y é um morfismo e {U;} é uma cobertura aberta afim de Y, tais
que res (@) : o1 (U;) — U; é um bom quociente (respetivamente geométrica) de
¢~ 1 (U;) por G para todo i. Entao (Y, ) é um bom quociente (respetivamente

geométrica) de M por G.

3) Seja (Y,¢) um bom quociente (respetivamente geométrica) de M por G. Para
xr1,T9 € M:
o (x1) = @ (22) & G.x1 NG.zg # .

4) Seja (Y, ¢) um bom quociente. Cada fibra contém uma unica érbita fechada.
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Demonstragao:
1) e 2) segue-se da definicao de bom quociente (respetivamente geométrica).

3) Como ¢ é continua e constante sobre o fecho da 6rbita, o qual mostra que ¢ (1) = ¢ (z2)
quando G.x1 N G.xe # (). Da Defini¢ao 4.33 de bom quociente o item v), obtém-se o
reciproco.

Para mostrar 4), precisamos o enunciado do lema de érbita fechada:

Lema 4.2 (()rbita fechada). Seja um grupo algébrico G agindo sobre uma variedade
algébrica M. Entao para cada x € M, a érbita G.x é uma variedade suave que é aberto
em seu fecho G.z em M. Seu borde G.x — G.x é uma unido de érbitas de dimensdo
estritamente pequeno. Em particular, as 6rbitas de dimensao minimal sao fechadas.

Observe a demonstragao em Borel [7].

4) Se ¢ !(y) contém 6rbitas fechadas disjuntas G.z; e G.x2 entdo
y € o(Gx1) Np(G.zg) =10

é uma contradicdo ao Teorema 4.7 5). Portanto, ¢~ !(y) contém pelo menos uma érbita
fechada. Agora mostramos a existéncia da érbita fechada: como cada fibra ¢ =! (y) é
G-invariante entao é uniao de drbitas de seus pontos logo pela lema de 6rbita fechada
¢~ !(y) contem uma 6rbita fechada I' e como ! (y) é fechado em M, concluimos que

I" é fechado em M.

Alguns resultados sobre bom quociente

Neste parte provarmos alguns resultados que serao usado para nosso discussao nos se-
guintes secoes.

Lembre o teorema semicontinuidade superior:

Teorema 4.8. Seja f : M — Y um morfismo de tipo finito de variedades algébricas

M e Y. Entao para qualquer inteiro n, o conjunto

{zr € M :dim (f*1 (f(m))) >n}

é um subconjunto fechado de M.

Uma formulagao equivalente: para qualquer inteiro m, o conjunto

{x € M :dim (f7' (f(z))) <m}
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é um subconjunto aberto de M.

Seja M uma variedade algébrica com uma agao por um grupo algébrico G. Como uma

primeira aplicagao de teorema de semicontinuidade temos:

Lema 4.3.

1. Para qualquer inteiro m, o conjunto {z € M : dimG; > n} é um subconjunto
fechado de M.

2. Para qualquer inteiro m, o conjunto {z € M : dim G.x > m} é um subconjunto
aberto de M.

Demonstragao: 1) Considere o morfismo

o: GXxM — MxM
(9,) — (ga,2).

Observe que a fibra de ¢ através de (z, x) pode ser identificado com o subgrupo isotrépico

de G em z. Isto é,

o (p(1,2)) ={(g,2) : g € Go} = Gy x {2} = G,.

Aplicando o Teorema 4.8 (reformulacao) ao ¢, obtemos que o conjunto {(g, x) : dimG, <
n} é aberto em G x M. Agora usemos a projecao canénica G x M — M, (g,x) — x
que é aberto. E portanto, {x € M : dimG, < n} é aberto em M.

2) Pelo teorema estabilizador érbita tem-se dimG = dimG, + dimG.x, logo

{r eM:dimG.x>m} = {zxeM:dimG—dimG; > m}
= {x € M :dimG, < dimG — m} aberto pelo item 1).

Lema 4.4. Seja d a maxima dimensao das érbitas.

Seja Mmax = {x € M : dim(G.x) = d}. Entdo Mpyax é um subconjunto aberto G-
invariante de M.

Demonstracao. A G-invarianga de My, é claro. A afirmagdo que Mpy.x € aberto

segue-se de Lema 4.3, (2). Note pela maximalidade de d, temos

Mmax = {x € M : dim (G.z) > d}.
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Lema 4.5. Seja (Y, ¢) um bom quociente de M por G. Seja x € M tal que G.z é uma
orbita fechada de dimensao d. Seja q : My — Y a restricao de ¢ ao M. Entao
G.z é a fibra de ¢ no ponto ¢ (z).

Demonstracao. Seja @' € Mpyax tais que ¢ (2') = ¢(x). Desejamos mostrar que
a’ pertence em G.x. Suponha que G.x # G.2/. Temos que ¢ (2') = p(x) (j& que
q (') = q(x)), e portanto G.x N G.2" # () (por definicio de bom quociente v)). Mas por
hipétese, G.x = G.x. Portanto, obtemos G.x C G.2/ isto com a suposicio G.z # G.2' e
a Lema de drbita fechada implica que dimG.z < d (pois dimG.x' = d), o qual é absurdo.

Assim, G.z = G.7' e portanto, 2’ € G.z.

O

Lema 4.6. Seja (Y,p) um bom quociente de M por G. Seja M; = {x € Mpyax :
dim ¢~ ' (q(z)) = d}, onde q é a restricio de ¢ a0 Mpay € d é a méxima dimensdo da
orbita. Entao M; é um subconjunto aberto G-invariante de M.

Demonstragao. A G-invarianga de Mj é claro. Agora as G-6rbitas em M mapeiam
aos pontos em Y, por isso que acontece também para o caso q : Mpyax — Y. Assim,
temos que as fibras de ¢ sdo de dimensao maior ou igual a d. Aplicando o Teorema 4.8
para g (tomando m = d), obtemos que M; é um subconjunto aberto de My, e portanto

de M (pois Mpax é um subconjunto aberto de M).

0

Lema 4.7. Seja (Y, ¢) um bom quociente de M sobre G. Seja M| .. = {x € Mpyax : G.x
é fechado}. Entao M| . é um subconjunto aberto G-invariante de M.

C M. A G-invarianga de M},
é 6bvio. Agora, como M — Mpy.x ¢ um subconjunto fechado G-invariante de M temos

© (M — Mpax) um subconjunto fechado em Y. Portanto, Y =Y — ¢ (M — Mpax) é um

Demonstragao. Primeiro pelo Lema 4.5, temos M/

max ax

subconjunto aberto de Y.
Afirmacao: M/, = o 1 (Y').
Com efeito, a inclusao C:

Seja x € M ... € Mpmax. Entdo ¢ () € ¢ (M — Mpax) =Y — Y. Portanto, ¢ (x) € Y.
A inclusédo D:

Seja & € M tais que ¢ (z) € Y'. Precisamos mostrar que x € M/ ... Suponha que
x & M),
No primeiro caso, ¢ (z) € ¢ (M — Mpyax) =Y —Y’. Portanto, ¢ (z) € Y’ o qual contra-

ax- Entao ou x € M — Myax, ou & € My, mas G.z nao é fechado.

diz & hipédtese (¢ (x) € Y).

No ltimo caso, escolha 21 € G.z —G.z. Entdo pela Lema da érbita fechada, dimG.zq <
dimG.x = d e portanto 1 € Myax. Isto, implica que ¢ (1) € ¢ (M — Mpyax) =Y =Y.
Portanto, ¢ (z1) € Y. Isto implica ¢ (z) € Y’ (pois 21 € G.x), 0 qual é uma contradicio
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a hipétese.
Assim em ambas casos chegamos a uma contradicao. Portanto, a suposicao nao é ver-

dadeira.

O seguinte proposicao relaciona érbitas fechadas e morfismos proprios.

Proposigao 4.7. Seja M uma variedade algébrica com uma a¢do por um grupo algébrica
G(afim). Seja x € M. Seja 0, : G — M, o morfismo definido por g — g.z. Entao as

seguintes afirmacoes sao equivalentes:

i) G.z é fechada e dim G.x = dim G;

ii) o, é um morfismo préprio.

Demonstragao. A implicagio =>: seja o, o morfismo G — G.xz, g —> g.x. A
hipétese dimG.x = dimG implica que as fibras de o/, sdo finitos.

Afirmagao: o) é um morfismo finito (lembre um morfismo f : V. — W é finito se,
para cada aberto afim U de W a imagem inversa f~1 (U) é afim e K [f~! (U)] é integral
sobre K [U]).

Para mostrar a afirmagao é suficiente encontrar um conjunto aberto U nao vazio em G.x
tal que o, : 071 (U) — U é finito; podemos usar a a¢io de G para cobrir G.z com tais
conjuntos abertos. Mas agora a existéncia de tal U segue-se de:

Sublema: Seja f: V — W um morfismo com fibras finita. Entao existe um conjunto
aberto nao vazio U em W tal que f : f~! (U) — U é um morfismo finito.

Para uma prova do sublema, observe [20], [19] e [15].

A afirmagdo acima implica que o/, é prépria (pois um morfismo finito é préprio). Mais
a inclusdo i : G.x — M é uma imersao fechado (porque G.x é fechado) e portanto, i é
prépria. Agora, o, =i o gl é préprio ja que é composi¢ao de morfismos préprios.

A implicagdo <=: a hipdtese o, ¢é prépria implica que o, (G) = G.x é fechado em
M; mais, 0! () = G, é completa (pela Proposicio 4.3, iv)). Assim G, é completo e
afim (note que G, sendo um subgrupo fechado de G é afim), portanto G ¢é finito (pela

Proposigao 4.3, iii). Isto implica que dimG.x = dimG.

Pontos estaveis e semiestaveis

Os quocientes projetivos nao sao tao faceis como os quocientes afins. Para motivar

nossa defini¢ao, note que no caso de uma agao por um grupo redutivo G sobre a variedade
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afim M = Spec(R) C K", o quociente categérico de M por G existe e esta definido
em todo M. Enquanto, se M é uma variedade projetiva, entdo em geral nem sempre
existe um tipo de quociente definido em todo M. O melhor que podemos fazer em geral
¢é procurar um quociente sobre alguma subvariedade aberta de M, como descreremos
abaixo.

Considere uma variedade projetiva M = Proj(R), junto com uma agdo por um
grupo algébrico redutivo G. Suponha que M tenha um cobrimento aberto afim M =
UaerSpecRy, a € I com SpecR, G-invariante. Entao pode ser colada por SpecR,
para definir um quociente. Mas em geral tal cobertura afim nao existe para um dada
variedade projetiva M. No entanto, adiante vamos obter um bom quociente em um

subconjunto aberto G-invariante de M.

Os pontos estavel, semiestavel, e poliestavel

Este conceitos s@o definidos para uma acgao linear de G sobre M, onde M variedade

algébrica (ou afim ou projetiva).

No caso afim. Seja M c K"t! (: A”“) um subconjunto fechado e seja G um grupo

agindo linearmente sobre M.

Definigao 4.35. Um ponto z € M é semiestdvel se 0 ¢ G.x.

M#={x € M: x é semiestdvel}.

Definicao 4.36. Um ponto z € M é poliestdvel se G.x é uma érbita fechada.

MP* ={x € M: x é poliestavel}.

Definicao 4.37. Um ponto z € M é estavel se,

i) G.z é uma drbita fechada.

ii) dimG.x = dimG.

M*={x € M: x é estavel}.

Proposicao 4.8. Seja M C K" (= A"™!) um subconjunto fechado e seja um grupo

redutivo G agindo linearmente sobre M. Seja © € M. Entao

i) x € M*° se, somente se, existe um polinémio homogéneo f G-invariante de grau

maior do que zero tal que f (z) # 0.
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ii) 2 € M* se, e somente se, 0, : G — K" g+ g.x é prépria.

Demonstragao: i) Seja * € M*. Entdo {0} e G.z sdo subconjuntos fechados G-
invariantes em K" 1. Pela Proposicao 4.4, existe um polinémio f, G-invariante tais que
f(0)=0e f(G.x) =1. Agora, f(0) = 0 implica que o termo constante de f ¢é zero.
Portanto, existe algum parte homogénea de f nao é zero em x (note que qualquer parte
homogénea de f é novamente G-invariante, pois se G age sobre K-algebra graduado R,
entdo RY é graduado também).

Reciprocamente, dado um polindmio homogéneo f, G-invariante de grau maior do que
zero em K" tal que f(z) # 0, claramente 0 ¢ G.z (como f é homogéneo de grau
maior do que zero, temos f (0) = 0).

ii) Segue-se da defini¢ao de estavel e a Proposigao 4.7.

A continuacao definimos a nogoes de semiestavel, poliestavel, e estdvel para agoes sobre
uma variedade projetiva M.

Para seguintes defini¢oes suponha
M = Proj (R) =P (V),

V um G-médulo, G um grupo redutivo, e a G-acao sobre M é induzido da acao definida
sobre P (V).

Definicao 4.38. Uma linearizagao de uma agdo de grupo algébrico G sobre uma va-
riedade projetiva M C P (V), é uma agdo linear de G sobre V = K"! que induz a
acao dada sobre M. Uma agao linear de G sobre M é uma acao de G junto com uma

linearizagao desta acao.

Claramente, uma agao linear G sobre M determina uma acao sobre K [z, ..., z,|. Para
resto desta dissertagao sempre vamos supor que temos uma acao linear sobre M por um
grupo redutivo G.

Denotemos por M (— A" = K" = V), o cone SpecR sobre M.

Definicao 4.39. Um ponto x € M é semiestdvel se existem representantes & sobre x
tais que 0 ¢ G.z C K"+1,

M?* = {x € M : z é semiestavel}.
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Definigcao 4.40. Um ponto x € M é poliestdvel se existem representantes T sobre x tais

que G.% é fechado em K" t1
MP®* = {x € M : x é poliestavel}.

Definicao 4.41. Um ponto x € M é estdvel se existem representantes & sobre x tais

que

i) G.% é fechado em K"*! ¢,

ii) dimG.2 = dimG.

M* = {x e M: xéestivel}.

Note que M?*® C MP® C M*°.

Outras caracterizacoes de estabilidade, e semiestabilidade

Agora descrevemos outras caraterizagoes de estabilidade e semiestabilidade. Comegando

com o seguinte lema:

Lema 4.8. Seja M uma variedade algébrica (afim M C V ou projetiva M C P (V))
com uma ag¢ao linear por um grupo redutivo G e seja f um polinémio G-invariante em
V' de grau maior do zero. Entao My é G-invariante.

Demonstragao. Seja x € M. Seja € V representante de x, no caso M é projetivo.
Denote y = x ou y = & conforme seja M afim ou projetiva. Entao f(y) # 0. Para

g € G, temos

flgw)=("f) ) =r() #0

(a segunda igualdade é vilida, tendo em conta da G-invariancia de f). Isto, implica

g.x € My, e a G-invarianca de M.

Similar ao proposigao 4.8, i) temos o seguinte:

Proposicao 4.9. Seja M = Proj (R) C P(V), V = K" um subconjunto fechado e
seja um grupo redutivo G agindo linearmente sobre M. Seja x € M. Entao x € M*° se,

somente se, existe um polindmio homogéneo f, G-invariante de grau maior a zero em V'
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tal que f (z) # 0.
Demonstracgao. O resultado segue-se imediatamente da Proposicao 4.8, i) e a defini¢ao

de pontos semiestdavel em M.

A seguir, descrevemos trés outras caracterizagoes de pontos estdveis sobre variedades

projetivas (para agoes lineares de grupos redutivo).

Proposicao 4.10. [Primeira caraterizacao de estabilidade]

Seja M = Proj (R) Cc P(V), V = K" um subgrupo fechado e seja um grupo redutivo
G agindo linearmente sobre M. Seja x € M?* se, somente se, 0z : G — K", g +— ¢.%
é proépria, onde T é representante de x.

Demonstragao. O resultado é imediato da Proposicao 4.8, ii).

Antes de descrever as outras duas caracterizagoes para pontos estaveis em M = Proj (R),

consideremos o seguinte lema:

Lema 4.9. Seja M uma variedade projetiva com uma agao linear por um grupo redutivo
G. Considere z € M e seja f um polindmio homogéneo G-invariante em V' de grau maior
do que zero tal que f (x) # 0. Seja & um ponto representante em V de x. Sejam o; e

(02); os morfismos,
05:G—V, g9, (03);:G—P(V);, 9 g
Entéo (0y), ¢ prépria se, somente se, 0z 0 é.
Demonstragao. Seja f(Z) = a # 0, considere Z, = {y € V : f(y) = a} e seja iy a
inclusdo Z, < V, note que i, é uma imersao fechada. Seja (o) F0 morfismo

(02)f: G —> Za, g+— g.4.

Considere o diagrama comutativo

isto implica que

Seja my o morfismo
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Temos 7y um morfismo finito (observe que as fibras de 7y sao raizes da d-enésima da
unidade, onde d sendo o grau de f).

Considere o diagrama comutativo

isto implica

Considere os seguintes fatos:

e Composicao de dois morfismos préprios é préprio.

Seja F' um morfismo préprio de variedade algébricas. Mais, seja F' = 6 o § com
f um morfismo separado. Entdo § é um morfismo préprio; em particular, se 8 é

propria entao  é um morfismo préprio.

e Uma imersao fechada é prépria. (Em particular, i, é prépria)

Um morfismo finito é prépria. (Em particular, 7y é prépria).
Estes fatos com *) e *x) implica o resultado desejado.

O

Lema 4.10. [Segunda caraterizagao de estabilidade] Sejam M e G como no Lema

4.9. Seja x € M. As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

i) ©z € M*.
ii) a) existe um polindmio homogéneo f, G invariante sobre V' de grau > 0 tal que
[ @) £0.
b) G.x é fechado em M.
c) dim(G.x) =dimG.

Note: A condigdo ii), é equivalente a condi¢ao x € M ]‘Z’, para algum polindomio homogéneo
f, G-invariante em V de grau > 0. Portanto, temos:
Reformulagao: x € M?® se, e somente se, existe um polindmio homogéneo f, G-invariante

em V de grau > 0, tal que x € M.
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Demonstragao. Suponha que existe um polindmio f, G-invariante sobre V' de grau > 0
tal que z € My. Sabemos que My é G-invariante (pelo Lema 4.8). Sejais : My — P (V),

a imersao fechado e seja (¢,) s & aplicagao
(¢z);: G —> My, g— g..

Entéo (03);: G — P(V);, g — g.x factora como

Assim, obtemos
(Ux)f =1ifo0 (¢x)f :

Portanto, como na prova do Lema 4.9, temos
(02) s € prépria se, somente se, (¢z); o é. (%)

i)=> ii): A hipdtese z € M® em particular implica que = € M*° e a afirmagao ii) a)
segue-se da Proposicao 4.9. Seja £ um ponto representante em V de z. Entao a hipdtese
que x € M*® implica que & é estdvel, e portanto oz : G — V, g — ¢.% é prépria (pela
Proposicao 4.8). Isto implica que (o), é propria (pelo Lema 4.9). Portanto, (¢s);
é prépria pelo ). Mais isto junto com a proposi¢ao 4.7 (aplicado a My) implica as
afirmagoes ii) b) e c).

ii)==1): A hipdtese ii) b) e ¢) implica que (qﬁx)f : G — My é prépria (pela Proposigao
4.7 aplicado a My), e portanto (ax)f é prépria por x). Isto implica que 07 : G — V
é prépria pelo Lema 4.9. Segue-se pela Proposicao 4.8 que I é estavel e portanto, x é

estavel.
O
Lema 4.11. [Terceira caraterizagao de estabilidade] Sejam M e G como no Lema
4.9. Seja x € M. As seguintes afirmacoes sao equivalentes:
i) v € M*.

ii) a) Existe um polindmio homogéneo F', G-invariante sobre V de grau d > 0 tal
que F'(x) # 0.
b) A G-agao sobre Mp é fechado.
c) dim (G.x) = dimG.



Capitulo 4. Geometria Algébrica e o Quociente GIT 99

Demonstragao. Ver, [26].

Combinando a Proposigao 4.10, Lemas 4.10 e 4.11 obtemos:

Proposicao 4.11. Seja M uma variedade projetiva com uma acao linear por um grupo

redutivo G e seja x € M. As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

i) v € M>.
ii) 07 : G — K", g —— ¢.7 é prépria, onde Z sendo o representante de .

iii) dim (G.x) = dimG, e existe um polindmio homogéneo f, G-invariante em V' de

grau > 0 tais que x € My e G.x ¢ fechado em M;.

iv) dim (G.x) = dimG, e existe um polinéomio homogéneo F', G-invariante em V' de

grau > 0 tais que x € M e a G-acao sobre My é fechado.

Demonstragao. Segue-se das Proposi¢ao 4.10, Lemas 4.10 e 4.11.

Exemplo 4.8. Suponha que G = C* age sobre M = P? por
t.[z0:21: 29) = [t_lzo D21 tzz] )

Como os polindémios G-invariantes em RY satisfazem (t.P) (z) = P (z), para todo t € G.

Entfio para um dado P (z) = 20024 252 temos:

P(t.z) =P (z) <= tdo_d%gozflzgz = zgozfleQ = dy=ds
Ou seja, o polindmio G-invariante ¢ da forma P (z) = (z022)® zfl.
Se observaque [0:0: 1] e[l : 0 : 0] sdo pontos inestaveis. Entao, M* = M—{[0:0:1],[1:0: 0]}.
Os pontos poliestaveis:
O ponto z = [0 : 1 : 0] é poliestdvel, pois a drbita G. (0,1,0) = {(0,1,0)} é fechado.
Para o ponto z = [2g : 21 : 22] € Uy N Uy, o limite de (tilzo, 21, tzg) nao existe quando t
tende para zero ou infinito. Portanto, x é poliestavel.
Para x = [z : 21 : 0] € Up N U; entao tliglo (t_lzo,zl,()) = (0,21,0) € G.z. Ou seja, z
nao poliestavel. De forma andloga se mostra que resto de pontos nao é poliestavel.
Entao MP* = {[0:1:0]}U{[z0: 21 : 22] : 2022 # 0}.

A estavel: Para z = [0:1:0] € MP?, o estabilizador é G = G segue-se que x nao é
estavel.
Para © = [z20: 21 : 22] € MP® com zpza # 0, o estabilizador é G, = {—1,+1} tem

dimG, = 0, e assim x é estavel. Portanto, M* = {[zo : 21 : 29] : 2022 # 0}.
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Como uma consequéncia das Proposicoes 4.8 e 4.9, temos o seguinte:

Proposicao 4.12. Seja M uma variedade algébrica (afim ou projetiva) com uma agao
linear por um grupo redutivo G. Entao M®® é um subconjunto aberto G-invariante de

M.

Demonstragao. Pelas proposicoes 4.8 e 4.9, temos
M5 = U Mp,
F

onde a uniao é tomada sobre todos os polindmios homogéneos G-invariantes de grau > 0
em V. Como Mp é aberto para todo F', entdo M*° também o é. A G-invarianca de M **

segue-se do Mp (pelo Lema 4.8).

0

Proposicao 4.13. Seja M uma variedade algébrica (afim ou projetiva) com uma agao
de um grupo redutivo G. Entdao M® é um subconjunto aberto G-invariante de M.
Demonstragao. Suponha que M?® ¢é diferente de vazio.

Caso afim: como M?® é ndo vazio, temos dimG = d e M}, = M?*. Pelo Lema 4.7,

concluimos M/ .. é um subconjunto aberto G-invariante de M.

max
Caso projetivo: seja M = Proj(R) C P(V), e V um G-modulo (e um subconjunto
fechado M de P (V)). Seja
Z =My,
f

onde a unido é tomada sobre os polindmios homogéneos G-invariante em V de grau
> 0 tais que a acao de G sobre M; é fechada. Entao Z ¢ um subconjunto aberto G-
invariante. Mais, pelo Lema 4.11 tem-se M?® C Z; portanto, o maximo dimensao das
Orbitas em Z é igual a dimG. De fato, tem-se M?® = Z,.x; pois, se T € Zyax entao
dimG.x = dimG e x € My para algum polinémio homogéneo f, G-invariante, e a G-acao
sobre My é fechada; portanto, x € M*® (pela Proposicao 4.11). Assim, M*® = Zy,ax € um
subconjunto aberto e G-invariante em Z (pelo Lema 4.4), e portanto, M* é aberto em
M.

4.2 Quociente projetiva

Nas secoes anteriores descrevemos varios tipos de quocientes. A classe de quocientes

categoricas inclui a classe de bons quocientes , e por sua vez inclui a classe de quocientes
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geométricas.
Seja M = Proj (R) C P(V), onde M é fechado em P(V), e V = K"*1. Queremos definir

um bom quociente para algum subconjunto de M. O subconjunto
M?#s ={todos os pontos semiestaveis de M},

G-invariante admite um bom quociente.

Proposicao 4.14. Seja G um grupo redutivo agindo a M = Proj (R) com uma li-
nearizagdo em M C P (V). O conjunto de pontos semiestaveis M5 define um bom
quociente

¢:M* — M ) G=Y = Proj (R°). (4.1)

Demonstraciao. Como a acio linear de G sobre M induz uma acio sobre R = A(M)
entdo preserva o grau de qualquer elemento homogéneo. Portanto, R é uma subélgebra
homogénea de A(M) e também é gerado finitamente pelo teorema de Nagata. Para cada
elemento homogéneo f de R® de grau maior do que zero, tem-se um subconjunto aberto
afim My e M** =J; My. Pelo Teorema 4.5,

Ay = ((R9),), = ((Ry)))© = AM))©.

0

Logo,

a) Y =J; Yy, f cada elemento homogéneo de RY de grau maior do que zero e A(Yy) é

isomorfo ao algebra
G h G .
(R™)f)o = {F :7 >0, h € R”homogéneo de grau r.grau(f)}.
b) ¢ 1(Ys) = My e res(p) : My — Yy é um morfismo correspondente a inclusio de
(R9))o em A(M;) = (A(M);)o.
Segue-se que (Y, res(p)) é um bom quociente de ¢~ 1(Yy) = M/ para qualquer elemento

homogéneo f de R“ de grau maior do que zero. Portanto, pela Proposicao 4.6 2), (Y, )

é um bom quociente de M*%.

Exemplo 4.9. Considere a acao de C* sobre M = P" por

t.[z0: ... 2] = [t_lzo itz tzn] .
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Neste caso, R = C|zo,...,2,]. As fungdes G-invariantes sdo zpz1,...,202n € geram o
subélgebra G-invariante RY, é dizer, R® = C[20z1, ..., 202n] =~ C [¥0, ..., Yn_1] 0 qual cor-
responde a variedade projetiva M /G = P"~1. Entdo M* = ' | M., = {[20 1 ... : 20
20 # 0, (21, ..., 2n) # 0} = A" — {0}. Portanto, ¢ : M = A" — {0} — M /G =P" 1§
um bom quociente e como a imagem inversa de cada ponto de M J/ G é uma s6 érbita

fechada entao também é quociente geométrica.

Proposicao 4.15. Para a acao linear de um grupo redutivo G sobre M. Tem-se
G.xo N G.x1 N M*® # () se, e somente se, p(z9) = ¢(x1),

para xg,x1 € M*°.

Demonstragao. Segue-se da Proposigao 4.6 3).

Proposigao 4.16. Seja G um grupo redutivo agindo em M, com uma linearizacdo em
M C P (V). O conjunto de pontos estaveis M?® tem um quociente geométrica.
Demonstracio. Sejam Y = ProjR% e ¢ : M® — Y a aplicacdo quociente. Seja
w=U 7 Yy auniao sobre o conjunto de todos os polindomios homogéneos f, G-invariantes
de grau > 0 tais que a agao G sobre My seja fechada. Seja Z = ¢~! (W) = J My, onde
f percorre o mesmo conjunto de polinémios como acima. Como na prova da Proposigao
4.13 tem-se
M?® = Zax.

Em particular, a dimensao de érbita maxima sobre Z ¢é igual a dim(G. Denotando
Z/

max C Zmax do fato é uma

= {2 € Zmax : G.x é fechado}, obtemos a inclusdo Z .
igualdade ja que, se x € Znax = M?® entdo pela definicdo de Z, G.x é fechada em
My; portanto, G.x é fechada em Z tendo em conta a observacao seguinte: suponhamos
Z =, Uq é coberta por abertos e T' é um subconjunto de Z tais que U, NT' é fechado
em U,, para todo a. Entao T é fechado em Z.

Assim, temos Z/ . = Zmax = M?® e também pela afirmacao da prova do Lema 4.7 temos

M?® = QO_I (W — @ (Z - Zmax)) = 90_1 (YS) ) (*)

onde Y = W — ¢ (Z — Zmax) . Como Y?® é aberto em W e ¢ : Z — W é quociente
geométrica segue-se que

w: M°—Y?

é quociente geométrica pela Proposi¢ao 4.6 1).
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Lema 4.12. Sejam M e G como no Lema 4.9. Seja x € M*°. As seguintes afirmacoes

sao equivalentes:

i) z e M*.

ii) G.x é fechado em M** e dimG.x = dimG.

Demonstragao. Ver [26].

Teorema 4.9. Se & € K"™! — {0} é representante de x € M tal que G.7 é fechado em
V = K" entdo G.x é fechado em M*%,

Demonstracao. Por definicao de semiestavel tem-se x € M*%. Se y € G.x N M** com
representante § € K"T! — {0} entdo existe um polindmio homogéneo f G-invariante
nao constante tal que f(y) # 0, ou seja, y € My em consequéncia, x € My (pois
M é aberto e G-invariante). Portanto, sem perda de generalidade podemos supor que
f(@) = f(7) = 1.

Considere o morfismo finito 7y : Z; — P(V)y, onde Z; = {z : f(z) = 1}. Como
y € G.z entdo multiplicando a § por um adequado raiz da unidade podemos assumir
que § € G.Z. Por outro, lado por hipétese G.Z é fechado em K", Assim, § € G.% e
portanto, y € G.x.

O

Podemos dizer que um ponto z semiestavel em M ¢é dita poliestavel se a érbita G.x é
fechada em M*°.

Definicao 4.42. Dizemos que os pontos semiestaveis x; e xa sao S-equivalentes se
G.xz1NG.xoN M 75 .
A equivaléncia ~g define uma relacao de equivaléncia em M*°.

Transitividade desta relacao segue de:

Proposigao 4.17. O fecho G.xz de qualquer ponto x semiestdvel contém uma tUnica
orbita poliestdvel. Portanto, duas orbitas G.x1 e G.xo sdo S-equivalentes se, somente
se, seus fechos contém a mesma érbita poliestavel.

Demonstracao. Segue-se de Proposicao 4.6 4).
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4.3 Critério de Hilbert-Mumford

Nesta parte enunciaremos o teorema do critério de Hilbert-Mumford. Na préatica
é um problema dificil procurar os pontos semiestaveis M*3° e estaveis M® para uma
variedade algébrica geral M e um grupo algébrico G. O critério de Hilbert-Mumford da
um critério numérico para determinacao de M?** e M?® em termos do subgrupo de um
parametro de G, dado por morfismo de grupos A : K* — G. Abreviamos ao subgrupo
de um parametro por 1-PS. Além disso, um subgrupo de um pardmetro pode sempre

ser diagonalizavel, e isto torna possivel fazer alguns calculos explicitos.

Definigao 4.43. Um subgrupo de um parametro (1-PS) de G é um homomorfismo nao
trivial

A K" — G,

de grupos.

Como G age linearmente numa variedade M, entao W o A define uma representagao de

K* em K"t1:

G=K'— GL(n+1,K)
t— (o) (t): KMl — Kt
v— (To)(t).v,

onde ¥ : G — GL (n + 1,K). Para simplificar a notacdo vamos considerar \ (¢) como
um elemento de GL (n + 1,K).

Seja M = ProjRC P (V) e M CV =K""! o cone afim sobre M, as acoes de G sobre
V e P (V) induzem agoes lineares sobre M e M respetivamente. Fixe 2 € M. Para um
dado 1-PS X : K* — @, defina ¢y : K* — K"t — {0}, por t=3\ (t) .Z. O morfismo
@) se estende para todo P! e a extensdo é tinica. Sejam ¢g = ©(0) e Yoo = P (00);

denote @ = lim ) (t) e Yoo = lim ) (t) respetivamente.
t—0 t—o0

Proposigao 4.18. A representacao A (t) é diagonalizavel, isto é, existe uma base {eq, ..., €41}
de K" tal que A (t).e; = t"ie;, onde r; € Z.

Demonstragao. Seja K* o grupo comutativo. Entao {A (¢)}tcx+ é uma familia comu-
tativa de automorfismos de K"*1. Seja tg € K* tal que to' = 1, para algum m € Z,.
Entao A (tg)™ = I, ou seja, A (tg) é diagonalizdvel.

Seja K" = Ker (A (tg) —ail) @ ... ® Ker (A (to) — ans1I) a descomposicio em su-
bespacos préprios lineares invariantes que define a diagonalizagao de A (tp).

Seja j um inteiro positivo menor que n + 1, e seja v € Ker (A (tg) — a;I) entdo

(A(to) —ajl) Av = AX(tg) v — a; Av = 0,
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para todo A € {\(t)}+ck+. Portanto, o subgrupo de unidimensional Ker (A (to) — a;I) é
invariante por A, assim A é diagonalizdvel com a mesma base do A (¢p). Seja {e1,...,€nt1}

uma base que diagonaliza todos os endomorfismos. Entao A (t) .e; = t"e;, onde r; € Z.

O
Como G age linearmente sobre M entao, para cada & = Z?:Jrll a;e; tem-se
n+1
A (t) T = Z a;t’ie;, ri € 7. (4.2)
i=1
Definicao 4.44. Seja x € M e A um subgrupo de parametro, definimos a fungao
v(z,A) = —min{r; : a; # 0}. (4.3)
(2

Proposigao 4.19. v tem os seguintes propriedades:

i) v (z,A) é o unico inteiro v tais que 71110% tY X (t) .Z existe e é nao zero.
ﬁ
ii) v(xz, ") = mv(x,\), para algum m € Z.
iii) v (g.z,9Ag™') = v (z, ), para todo g € G.

iv) v(xz,\) = v (zo,\), onde g = lim A (¢) ..

t—0

e lim "2\ (t) .z existem, e nao
t—0

Demonstragao: i) Sejam vy e vy tais que }iII(l) t"A(t) .2
—
.z, para algum s > 0 o qual implica

sao zeros; suponha v < vg entao t*2\(t).2 = 5tV \(t)
que lim t*2X (¢) .z = 0. Portanto, v1 = vs.
t—0
ii) Seja A (t).7 = " t"iae;. Entdo
n+1
A (t)m X = Z t"ae;.
i=1

Por definicao de v,
v(z,\") = —min{mr; : a; # 0} = —mv (z,\).

iii) Seja {ge;};. Donde
(9Ag7") (ges) = gA(ei) = thige;

de aqui, {ge;} é uma base que diagonaliza a gA\g~!. Portanto, v (gx,g/\g_l) =v(x,\).
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iv) Seja # em M. Para Z = "1 a;e; obtemos A (t) .& = Y27 a;t"e;, podemos assumir

que 7 = min;{r; : a; # 0}. Logo para x( tem-se

=limA@).x = i T 17T =
o= BN = i o ] = ]

onde a é um vetor em C"*! — {0}, com a; diferente de zero. Tome a representante de

xo. Entao A (t).a tem o mesmo peso minimo ;. Concluimos que

v(z,\) =v(xg, ).

Teorema 4.10. [Critério de Hilbert-Mumford] Temos:
i) x € M*° se, e somente se, v (x,\) > 0, para todo subgrupo de um parametro A de
G.

ii) © € M* se, e somente se, v (x,\) > 0, para todo subgrupo de parametro A\ de G.
Esbogo da prova de critério de Hilbert-Mumford: primeiro note os seguintes
equivaléncias:

i) v(xz, ) > 0 se, somente se, existe um termo ¢"* com r; < 0 no lado direito de (4.2).

ii) v(z,A) = 0 se, somente se, existem exponentes nao negativos para t, no lado

direito de (4.2), e existe um termo que nao envolve ¢ no lado direito de (4.2).
iii) v (x, ) < 0 se, somente se, todos as exponentes para ¢t no lado direito de (4.2) sao

> 0.

Podemos reformular isto em termos de %il’% A(t) .2
H

a) v(xz,A\) > 0 se, somente se, }/in(l))\ (t) .% ndo existe em K1,
—
b) v(x,\) > 0 se, somente se, 71111%)\ (t) .7 ndo existe em K" ou o limite existe em
—

K"t e nao é zero.

Primeiro olhemos uma prova de Critério de Hilbert-Mumford para o caso G = K*:

Teorema 4.11. Seja G = K*. Entao:

i) x € M*% se, somente se, v (x,\) > 0, para qualquer subgrupo de parametro A de

G.
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ii) x € M?® se, somente se, v (z,\) > 0, para qualquer subgrupo de parametro A de

G.

Demonstragao. Primeiro mostramos ii): temos por definicdo, x € M? se, somente
se, G.& é fechado e dimG.& = dimG. Temos ¢z : K* — G.% C K" definido por
vz (t) =t.2. Como dimK* = 1, entao dimeps (K*) é igual ou 0, ou 1.

Se dimpz (K*) = 0, entdo o ponto Z é fixo. Por outro, lado se dimpz (K*) = 1, neste
caso x é estavel, se somente, se G.%& é fechado em K"+,

Agora o fecho de G.Z em P (V') é o conjunto G.Z U {po, ¢ }. Portanto, para o fecho de
G.7 em K" tem-se quatro casos dependendo se um ou ambos g e @ pertence ou

nao a K"t1:

Gz s€ 90, Poo & K1
G = G2U{po, v} se 0, p00 € K
G.2U{p} se somente . € K" oue =0, ou co

Agora, G.% é fechado em K" t! se, somente se, ¢y ¢ ps ndo pertencem em K**1, o quer
dizer que os limites }gr(l) t.xe tli>rrolo t.Z nao existem em K" *1!. Isto se cumpre se, e somente
se, existem exponentes negativo e positivo de ¢ na formula (4.2).

Ora, se definimos A\; : K* — K* por t — t, e Ay : K¥ — K* por t — t~!, entdo
qualquer subgrupo de um parametro A : K* — K* estd dado por t — t", para algum
r € Z. Portanto, A = A para algum ¢ € {1,2} e r > 0. Assim, a existéncia de exponen-
tes negativo e positivo de ¢t na formula (4.2) é equivalente a, v (x, A1) > 0 e v (z, \2) > 0,
o qual acontece se, somente se, v (z,A) > 0, para qualquer subgrupo de um parametro
A. Isto completa a prova de ii).

A prova de i) é similar. Temos que x € M*® se, somente se, 0 ¢ G.Z, o qual acontece
se, somente se, os limites %ii%t.iﬁ e tlgélo t.Z nao sao zeros. Também isto, é equivalente a

v(z, A1) > 0ev(x,\2) > 0, e isto acontece se, somente se, v (x,\) > 0 para qualquer

subgrupo de um parametro \. Isto completa a prova de i).

Exemplo 4.10. Seja C* agindo sobre P? por:
t.[z0: 211 29) = [tzo 127 tilzg} .
Para cada ponto x € P? e o 1-PS ) (t) = t, obtemos:
z = [1:0:0]=v(z,\)=-1:v(z")=1,

x = [0:0:1]=v(z,\) =1, y(x,)\_l) =1,

T = [z:2:2]€UgnNUs=v(z,\) >0, v(z,A7") > 0.
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Portanto,

M =P? —{[1:0:0].[0:0:1]}, M®*={[20:21: 22] : 20 # 0, 22 # 0}.

Prova de Critério Hilbert-Mumford: Seja G um grupo redutivo. Primeiro mostra-

mos a implicagdo (=) para i) e ii).

Seja £ um ponto representante de x.

i)

ii)

Seja € M**. Entao 0 ¢ G.Z. Isto implica que 0 ¢ K*.Z, para qualquer subgrupo
de parametro A : K* — G. Portanto, x é semiestavel para K*-acao sobre M, isto
implica que v (x,\) > 0, para qualquer subgrupo de um parametro A\ pelo Teorema
4.11, ).

Sejam z € M?® e A : K* — G um subgrupo de parametro nao trivial. Considere

o diagrama comutativo:

K*—2 @

J% O Jf z

K*.722— G.7C K+

A hipétese x € M? implica que dimG.x = dimG, e portanto Gz é finito. Isto
implica,

dim (K3) = 0. (4.4)
Ou seja, K% ¢ finito, mais X (K*) é fechado em G (como imagem de um homo-
morfismo de grupos algébricos é fechado), e portanto K*.Z = o3 (A (K*)) é fechado
em K" (como x € M?®, oz é prépria, em particular fechado). Isto junto com
(4.4) implica que x é estavel para a K*-acao, e o resultado requerido segue-se ii)

do Teorema 4.2.

A implicagao («<): devemos mostrar o seguinte:

i) se x ¢ M*® entao existe um subgrupo de parametro A tal que v (z, ) < 0.

ii) se x ¢ M*%, entdo existe um 1-PS tal que v (z,A) < 0.

Pelo resultado de Teorema 4.11, é suficiente mostrar que se = é nao estavel (nao
semiestavel respetivamente), entao existe um A 1-PS tal que = é ainda nao estavel
(respetivamente nao semiestdvel) para a agao induzida por K*. Tao A é cons-
truido usando o critério de valorativo para morfismos préprios e a decomposicao

de Iwahori. Ver com mais detalhe [13] e [19].



Capitulo 5

O teorema de Kempf e Ness

Neste capitulo é dedicado ao principal resultado deste trabalho. O teorema foi in-
troduzido por Kempf e Ness em 1979 para o caso afim [17].

A ideia principal do teorema de Kempf e Ness d4 um homeomorfismo entre o quoci-
ente da GIT por grupo redutivo G C GL(n+ 1.C) agindo sobre uma variedade projetiva
complexa M e o quociente simplético p~1(0)/K, onde K é um subgrupo compacto

maximal de G.

5.1 Complexificagao universal do grupo de Lie

Nesta secao, vamos definir a complexificagao universal de um grupo de Lie real e algu-

mas propriedades da complexificao de um grupo compacto.

Definigao 5.1.

a) Um grupo de Lie complexo é um grupo de Lie real G cuja dlgebra de Lie g = Lie(QG)
¢ uma &lgebra de Lie complexa, e Ad(G) C Autc(g) (o grupo de automorfismos

lineares complexos de g).

b) Um homomorfismo « : G; — G2 de grupos de Lie complexos é chamado ho-
lomorfo se, e, € linear complexa. Também, é dito anti-holomorfa se e, €
anti-linear. Se G = GL(V) para um espago vetorial V', entao o homomorfismo

holomorfo o : G; — G5 diz-se uma representacao complexa de GG1 sobre V.

c) Um subgrupo H de um grupo de Lie complexa G é dito um subgrupo de Lie
complexo se, H ¢é fechado e sua algebra de Lie Lie(H) é um subespago complexa
de Lie(Q).

109
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Definigao 5.2. Seja G um grupo de Lie real. Um par (ng,Gc) de um grupo de Lie
complexa G¢ e um morfismo ng : G — G¢ de grupos de Lie real é chamado uma
complexificacdo universal de G se, para qualquer homomorfismo « : G — H sobre um

grupo de Lie complexa H, existe um tnico homomorfismo holomorfo
ac : Gc — H com ac ong = a.

G——H
nGJ, A‘
Gc
Isto é chamado a propriedade universal de Gc.

Exemplo 5.1. Para T = {z € C : |z| = 1} C C* temos T ~ iR/27miZ e consequen-
temente C* ~ C/2miZ é a complexificacdo pois ny : T — C*, é uma complexificacdo

universal. Similarmente, obtém-se (T")c ~ (C*)".

Proposicao 5.1. Se K é um grupo de Lie compacto com &lgebra de Lie ¢ entao as
seguintes afirmagoes se cumprem:

a) Nk € injetiva.

b) Nk (K) é um subgrupo compacto méximal de Kc.

c) Lie(Kc) ~ tc = £ ®pr C e a aplicagao polar

6: K xt— K¢
(k,&) — kexp(if)

¢ um difeomorfismo.

Demonstracao. Ver [12],[14], e [21].

A Proposicao 5.1, mostra que para qualquer grupo de Lie compacto K, a proprie-
dade universal de K¢ € interpretado da seguinte maneira: para qualquer representacao

a: K — GL(n + 1,C) pode ser estendido para uma representac¢ao holomorfa
ac: Kc — GL(n+1,C),

porque podemos identificar K com o subgrupo nx(K) de Kc.

Vejamos um exemplo:

Exemplo 5.2. A decomposigao polar implica que U(n) é um subgrupo compacto ma-
ximal de GL(n,C) e como gl(n,C) = u(n) & iu(n) ~ u(n)c obtemos U(n)c ~ GL(n,C).
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Considere qualquer subgrupo compacto K C U(n + 1). A decomposicao polar de K¢
implica que a extensao holomorfa K¢ — GL(n + 1,C) da inclusdao K — U(n + 1),

mapeia K¢ sobre o conjunto K exp(it) e pela Proposigao 5.1,
K¢ ~ Kexp(it) CGL(n + 1,C),

e K é subgrupo compacto maximal de Kc.

Definigao 5.3. Seja K um grupo compacto em U(n + 1) com Lie(K) = ¢. Defina a

imagem de K X ¢ sob o difeomorfismo em (5.1) por:

Ke={k-exp(i€): k€ K, £ € £} (5.2)

Queremos considerar para o lado algébrico, agoes de um grupo algébrico numa variedade

algébrica para isso o seguinte teorema garante que K¢ é um grupo algébrico redutivo.

Teorema 5.1. Sobre qualquer subgrupo de Lie compacto K, existe uma tinica estrutura
de grupo algébrico real e o grupo algébrico complexo K¢ que é redutivo. Qualquer grupo
algébrico complexo redutivo possui uma forma real compacta algébrica. Dois grupos de
Lie compactos sao isomorfos (como grupos de Lie ou como grupos algébricos sobre R)
se, e somente se, os correspondentes grupos algébricos redutivos sobre C sao isomorfos.

Demonstragao. Ver [21].

Alguns resultados

Uma maneira natural de definir uma métrica Riemanniana em um grupo de Lie é
pela invariancia a esquerda, direita, ou ambos. Mas em nosso trabalho sé consideraremos
uma acao sobre GG pela direita por G e outra pela esquerda por K, onde K é compacto
e G é a complexificagao de K.

As métricas Riemannianas invariantes pela direita sdo faceis de construir sobre
qualquer grupo de Lie G = K¢, considerando um produto interno em (, ) em g = T1G, e
usamos o pullback de translagoes a direita sobre (, ), para definir sobre os outros pontos
de G:

(u,v)g = <(Rg‘1)*g (u), (Rg‘l)*g (v))e

para g € G, e u,v € TyG. Isto, define uma métrica Riemanniana suave. Equipamos a

T1G =t ® it, com uma métrica dado por:

(&1 + i1, &+ im2)g = (€1, 62)e + (M1, m2)es (5.3)
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para todo 517 527 m,n2 € £

Seja K CU(n+1). A forma bilinear () : ¢ x ¢t — R, (X,Y) — —Tr(XY), é positiva
definida, e Ad-invariante por K. Com efeito, seja X € ¢. Entéo

(X, X) =-Tr(X?) =Tr(XX*) =) ||

tj
é claramente positiva. E logo, tem-se
Tr(XY)=Tr(X*Y*)=Tr ((YX)") =Tr(YX)
desse modo,

(Adp X, AdpY) = —Tr(AdX.AdyY) = —Tr (kXYE™") = (X,Y),

Ad é invariante por K. O que se desejava mostrar.

Consideremos G = K¢ com K C U(n + 1) e denota por K\G o quociente pela agao
esquerda por K.

Teorema 5.2. Seja m : G — K\G a aplicacao quociente. Temos os seguintes resulta-

dos:

a) TG =t it
b) Para todo g em G, existe uma descomposigao
T,G =V, ® Hyg,

onde V, = (By)+(8), ¢ Hy = (Ry).(i).
¢) A métrica induzida em M = K\G por (, )¢, ¢ bem definida.
d) A aplicagdo quociente 7 : G — K\G, é uma submersao Riemanniana.
Demonstragao: a) Seja £ +in € ¢ @ it. Defina v(t) = exp(t§) exp(itn) em G, satisfaz

v (0) = £ +in e v(0) = 1. Entao £ 4+ in € T1G. Como eles tém as mesmas dimensoes
segue-se, ¢ @ it = T1G.

b) O vetor X, € TyG se, e somente se, é igual a X, = (Ry),, ({+1in), para algum &, n € &,
ou seja, Xg = (Rg)«(&) + (Rg)«(in), isto mostra que Vy = (Ry)+(8) e Hy = (Ry)+(it).
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c) Seja Y, € Tj; M. Observe o diagrama:

EXKL)G

TOoP /‘

K\G

mostremos que Kerm,, = V. De fato, seja X;/ € Vy entao X;/ = (Ry)«(£), para algum
Eecte

v d d
TI'*g(Xg ) = —t‘t 071' (exp(t€)g) = il OKg =0.

O que implica que, X;/ pertence a Kermy,; além disso, como dimKerm,, = dimV,

concluimos que V; = Kerm,y. Portanto, = : Hy — Tjg M é um isomorfismo e logo,
g

para Y, € T, M, existe um tnico vetor horizontal Xf € H, tal que ﬂ*g(Xf) =Y

gl
Definimos

1¥ig 1% = 1711 (5.4)

para todo Y}, € Tj, (K\G). E claro, que a métrica estd bem definida em M = K\G.

d) A aplicagdo quociente é uma submersao, pelo teorema de variedade quociente. De b)

e ¢) obtém-se m,,|  é uma isometria. Portanto, 7 define uma submersao Riemanniana.
Hg

0

Dado (G, ()) uma métrica Riemanniana. Pelo Teorema 1.1, existe uma tnica conexao

V simétrica compativel com a métrica. A conexao estd determinada por:

(VyX,Z) = %{X<Y7 Z)+Y(Z2,X)-Z(X,Y) = ([X,Y], Z) = ([X, 2], Y) = [\, Z], X) },
(5.5)
para todo X,Y, Z em g.

De fato, pelo Teorema 1.1 temos

X(Y,Z) = (VxY,Z)+(Y,VxZ),
Y(X,Z) = (VyX,Z)+(X,VyZ),
Z(X,Y) = (VzX,Y)+ (X,VzY).

Logo, por simetria

XY, 2)+Y(X,2) - Z(X,Y) = (VxY,Z)+(Y,VxZ)+ (VyX,Z)+ (X,VyZ)
—(V2X,Y) = (X,V,Y)
= (X,[V,Z])+ (Y, [ X, Z]) + ([X,Y],Z) + 2(Vy X, Z)
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donde segue o resultado.

Teorema 5.3. As geodésicas em GG com vetor velocidade horizontal, e passando por 1
sao os subgrupos de um parametros associado a £.

Demonstracao. De fato, sejam Xy, Yy, Zp € T1G. Considerando X = (Ry)«(Xo),Y =
(Rg)«(Yo) € Z = (Rg)«(Zp). Temos (X,Y), (Y, Z),(Z, X) sao constantes, e logo se reduz

a equagao (5.5) em:
1
<VYX7Z> = 5{_<[X7Y] 7Z> - <[X7Z] 7Y> - <[Y7Z] 7X>}7
para X =Y tem-se
<VXX7 Z> = _<[X7 Z] 7X> = _<[X0aZO} 7X0>'
Agora para os valores Xg = i€ e Zy = &1 + i&2, obtemos

(VxX, Z) = —([i§, &1 +i&2] ,i&) = —(i[€, &), i) = ([€1,€],€) (5.6)

Como Ad é K-invariante, segue-se

d

0= | (Adi(€), Adi () = ((61,€],€),

para uma curva k(t) em K, com vetor velocidade k'(0) = &. Entao VxX = 0, para
todo X € TG, ja que vale a equagao (5.6).

Seja p(t) o fluxo de X com ¢(0) = 1. Como ¢'(t) = X (p(t)) resulta que V¢ (t) =0,
ou seja, p(t) é uma geodésica. Além disso, ¢'(0) = Xy e pela propriedade da Proposic¢ao
1.4, o subgrupo de parametro v(t) = exp (it{) em G satisfaz ' (0) = i§. Por unicidade,
as geodésicas sao os grupos de um parametro associado a k.

Se observa que 7 é sempre geodésica horizontal.

A continuagao queremos descrever as geodésicas no espago K\G, para isso mostremos

um resultado para submersao Riemanniana:

Teorema 5.4. Seja P : (M, j) — (M, g) uma submersio Riemanniana. Entao:

i) Seja B uma geodésica de (M,§). Se o vetor (' (0) é horizontal entdo f (t) é
horizontal para todo ¢, e a curva P o 3 é uma geodésica em (M, g) de mesmo

comprimento que do 3.
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ii) Reciprocamente, seja m € M e  uma geodésica de (M,g), com B(0) = P (m).
Entao existe um tnico levamento horizontal local 4 de 8 com 5 (0) = m e esse

levantamento 4 é uma geodésica em (M, §).

iii) Se (M, g) é completo, entdo (M, g) também o é.

Demonstracao. Primeiro mostraremos que uma submersao Riemanniana diminui dis-

tancia, isto é, para quaisquer Z,y € M tem-se
d(P(z),P(y) <d(@,9).

De fato, seja m € Mesejaﬁum curva em M. Se v =0V + 0l € Vi, ® Hy, = T M
entao

lv|? = }vvlz + ‘UH|2 > ‘UH|2 = |dPsv|?,

donde inf5{l (¥)} > infpos{l (P o 7)}.

Primeiro mostramos ii). Dada a geodésica [ (imersdo) em M, queremos construir
7 da seguinte maneira: para e suficientemente pequeno o segmento geodésica V =
B ({to — €,to + €)) é uma subvariedade de M de dimensdao 1. Como P é submersao
entdo pelo teorema da funcéo implicita segue-se que, V = P~ (V') é uma subvariedade
de M.

Defina um campo vetorial horizontal X sobre V, por:

onde 3 (t) = P (Z), para algum ¢ e P, é um isomorfismo de Hz ao Tpz M.
Para qualquer m € V, existe uma tnica curva integral 4 de X em V passando por m
tal que (Po#)(t) = B(t) (por unicidade). Comecando em 7 acima de m = [ (tp),

definimos 4 sobre uma vizinhanga I = [a,b] de ty. Como

168" () | = Py o) (i/ (t)) | =17 (t) || = constante,

L), =10)

[a,b]

[a,b]

o que implica [ (%) ‘[@bl =d (5 (a),?¥ (b)) entao pelo:

Corolario(olhe [24]): Uma curva o : I C R — M com parametro proporcional ao
comprimento de arco, é uma geodésica se, somente se, para todo t € I existe € > 0 tal
que d(a(t),a(t +¢)) = l(alf,14¢). Disso obtém-se que ¥ é uma geodésica.

Finalmente, mostramos i). Sejam v = P40 (8’ (0)) e f uma geodésica em (M, g) com

condigao inicial 8’ (0) = v, e pela parte ii), existe levantamento horizontal local 4 de
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tal que 4 (0) = 3 (0) e além disso, ¥ é uma geodésica em M definida em algum intervalo
I. Mas, por construcio tem-se 7/ (0) = £ (0), onde suponha f3 estd definido em Is.
Portanto, as geodésicas B e 4 coincidem na intersecao de intervalos I; N Is. Defina
Imax ={teLLNL:B{)=7),5 () =7 (t)} CI. Como 0 € Iyay entdo Iax # 0
e além é fechado. Por outro lado, pela unicidade da solugao da equagao de geodésica
tem-se para todo tg € Imax, existe € > 0 tal que (to — &,tp + €) C Imax- Ou seja, Inax €
aberto. Concluimos que a conexidade de I N Iy implica L. = 11 N Io.

Para iii), segue-se de i).
([l

O quociente K\G pela acao esquerda é um espacgo simétrico homogéneo de tipo nao
compacto com curvatura nao positiva.

Corolario 5.1. Para qualquer ponto Kg € K\G, as geodésicas através de ponto Kg
sao da forma v (t) = K exp (it§) g, para & € £. Além disso, K\G é completo.
Demonstracao. Considere M = K\G com a métrica induzida definida em (5.3). A
aplicacao quociente G — K\G define uma submersao Riemanniana, logo usando os
Teoremas 5.3 e 5.4 i), as geodésicas sao da forma v () = K exp (it€) g com v(0) = Kg
em M.

A completude de K\G segue-se também do Teorema 5.4 iii).

5.2 Alguns exemplos

Nesta parte vejamos alguns exemplos para tentar relacionar a geometria algébrica e
a geometria simplética. Esta relacao sera formulada na préxima se¢do com um teorema

devido a Kempf e Ness.

Exemplo 5.3. Considere a acao
t. [Zo, Zl] = [Zo,tzl] , L€ C*.
Os polindmios invariantes em P!:

P(z) = 2302f17 do,d1 € Z>o,
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Os polinémios invariante sao:

1,2
205205 23 +--

Seja z € P'. Temos

x = [1 : 0] é semiestdvel, pois existe polinémio P (z), C*-invariante tal que P (z) = zp # 0;
x = [0 : 1] e inestavel, j4 que para todo polinémio P (z), C*-invariante satisfaz P (x) = 0;
x = [z : z1] € Up N U; é semiestavel, por definigao existe zy tal que zg # 0.

Entao

M =P —{[0:1]}.
x = [1 : 0] é poliestavel, j& que a érbita C*. (1,0) = (1,0);
x = |20, 21] € Uy N U} nao é poliestével, porque Pncl) (z0,t21) = (20,0) € C*. (20, 1),
—)
MP® = {[z0: 0] : zp # 0}.

x = [1 : 0] ndo é estavel, ja que C; = C*.
O lado simplético:

a acao Hamiltoniano,

iG‘[

e |z0: 21] = [zo : ezgzl}

tem aplicagao de momento

p: Pt — R

[20:21] — p([z0:21]) = 1 =

20l =l
pelo exemplo 2.22 para o caso n = 1. Os zero de p é um s6 ponto, isto é,
-1
po(0) ={[1: 0]}

Tem-se
C*.ut(0) = MPs.

Exemplo 5.4. Considere a agao
. _ -1 *
t. [Zo : Zl] = [t Zo,tzl] , teC.

do

O polinémio da forma P (z) = 2 zldl ¢ C*-invariante, entao

do d do—dy ,do ,d
2002 =0T M 02Vt & do = dy.
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Tem-se os polindmios invariantes:

2.2 3.3 d_d
20217202172021,...72021,...

As trés 6rbitas em P! sdo:

{t.[z0:21]:t€eC*} = {
{t.[z0:21]:t€eC*} = {
{t.[20: 2] :t€eC'} = {

1:0]}, [20: 0] € Up;
0:1]}, [0: 2] € Uy;
[tilzo : tzl] :t e C*}, [z0: 21] € UgNUy.

[
[

Usando a defini¢ao temos
M =P —{[1:0],[0:1]}.
Para os pontos v = [z : z1] € Uy N Uy, a érbita em cone afim estd dada por

C'v = {(tzo,tflzl) 1t e C, 2z # 0}
= {(z,y):zy=k}, x=tz, y=1t ‘21,6 2021 = k.
E claro que C*.v é fechado em C2. Portanto, v é um ponto poliestavel.
Lado simplético: para acdo Hamiltoniano de S! sobre P!,

e?. [20: 2] = [e*wzo e,
tem aplicagao de momento

p: Pl — R

[20:21) = p([z0:21]) = _%I

pelo exemplo 2.22 para o cason =1, mg=—1e my = 1.

Os ponto zero de  sao:
pH0) = {[z0: 21] : [20l* = |21}
Logo,

C*pu t(0) = {[teo:t 2] 1t €C[20:21] € p ' (0)}
= {[l’y] .il?y?é(]}, x = tzp, y:t_lzlv
= MPs.
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Exemplo 5.5. Considere G = C* agindo a M = P? da seguinte maneira:

t. [Z[) A ZQ] = [tilzo A tZQ] .

Lembre (no Exemplo 4.8) que MP* = {[0:1:0]} U{[z0: 21 22] : 2022 # 0}. No lado

simplético a acdo de K = S! sobre P? é Hamiltoniana com aplicacdo de momento

piP?2 — R
2] — wu(z) =

D N Y e Y
2 |20* +|21 [+ 22|

Os zeros de p sao:

Pt (0) = {[z0 ¢ 21 ¢ 22] : |22 = |20]}

O teorema de Kempf-Ness nos diz-se:

e 11 (0) C MP: isto é claro, como [z : 21 : 23] € u~1 (0) implica que |zo| = |22|. Se
20 # 0 entdo 29 # 0. Em outro caso, se 29 = 0 e como [z : 21 : 22] € u~1(0) C P?

entdo zog = z3 =0 e 21 # 0.

e MPS C G.u=1(0): se [20:21: 22) € MPS entdo 2022 # 0, ou 29 = 20 = 0 e 21 # 0.
O segundo inclusao é trivial. No primeiro caso, precisamos encontrar ¢ € C* tal
que |tzo| = |t_122‘, pois [z : 21 : 23] = t. [tzo D2 t_lzg]. A solucao desta equacao

é [t = /2.

¢ Qualquer G-érbita de um ponto poliestavel contém um tinico K-érbita de p~* (0):
a existéncia segue-se de item acima. Para provar a unicidade observe a solugao de

|tzo] = ‘t_lzgl.

o Existe uma bijecao
1 (0) /K — M ) G ~ MP*/G,

que é uma consequéncia imediata do dltimo argumento.

5.3 A prova do teorema Kempf e Ness
Ao longo deste secdo mostraremos o teorema de Kempf e Ness.

Teorema 5.5. [ Kempf-Ness |

Suponha K um grupo compacto e G sua complexificacao. Seja V um G-mddulo equipado
com uma estrutura Hermitiana K invariante. Seja M C P(V') variedade projetiva com
acao linear por um grupo G e u : M — €* a aplicacdo de momento de Fubini-Study.

Entao:
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i) u='(0) € MP

ii) A inclusao definida em i), induz um homeomorfismo

p0)/K — M ) G~ MP*G.

A prova seré feito usando propriedades da funcao de Kempf-Ness, definida como segue:

Uy K\G — R
[g] — L log [|gv]%,

para cada v € V — {0}.

Antes de mostrarmos o teorema iremos mostrar alguns resultados que serao utilizados

na demonstracao.

Denotamos por ¢ty ([g]), a derivada de 1, ao longo da geodésica [exp (it) g] determi-
nado por &; note que este depende sobre uma escolha de representante g de [g]. A funcao
de Kempf-Ness pode ser visto como a integral de aplicacdo de momento no seguinte sen-
tido:

Lema 5.1. Para qualquer v € V — {0} e £ € £, tem-se

et ([91) = 2(u ([gv]) , €)

Demonstragao. Consideremos uma geodésica v (t) = [exp(itf).g] em K\G, com
7(0) = [g] € 7/(0) = myg (Rgs(i€)) . Entao

o () = 5| _ 9w ()

d
= 53], togllexp (it€) gul?
1 d
= Wa )t:()(exp (it€) gv, exp (it) gv)
1 d d
= 3ol ar L:o (exp(it&)gv) , gv) + (gv, —| _(exp(it&)gv))}

— m{(fgv,gw — (gv,&gv)}
— m (2iIm(Egv, gv))

1
= me@w,ggw

= 2(u ([gv]),§)-
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A 1ltima igualdade obtém-se da expressao explicita para aplicacdo de momento de

Fubini-Study para £ € ¢ Cu(n + 1).

O

Corolario 5.2. O gradiente de v é igual a p, isto é,

dv (lg) = 5| fexp(2itu(gz))g
grad ([9]) = 7| [exp(2itu(gx))g] -
Demonstracao. Pelo lema 5.1,
d .
(gradv, ([g]) ) = | _ o ([exp(ite)g]) = 2(u (g [0]) &)

O

A propriedade bésica da funcao Kempf-Ness é sua convexidade: sua restrigdo para qual-
quer geodésica em K\G é uma fungao convexa, ou equivalentemente, sua segunda deri-

vada ao longo da geodésica é nao negativa.

Corolario 5.3. Sejav eV —{0}ex=[v]e M CP(V).

a) Para qualquer v € V —{0}, a funcao 1, é uma fungao convexa com pontos criticos

dados por [g] € K\G, tais que u([gv]) = 0.

b) A segunda derivada 8?1% (le]), ao longo da geodésica determinada por £ € ¢, é

positiva se, e somente se, & pertence em € — £,.
c) Para ¢ € t;, tem-se ¥y ([exp (i)]) = ¥u([e]) + 2(n(2), &)
Demonstragao:

a) A afirmagao de pontos criticos segue-se de Lema 5.1:

Dby = 0 < 9¢iby ([g9]) =0, VE € &
<~ <,u([gv]) a€> = 07 vé. ct
& p(gv]) = 0.

Para a convexidade, calculamos a segunda derivada:

d d
Lo (lexp 1) g]) = 5o og | exp (it€) ol
]

= Sl enp (it€) go]p (P (1) €9, exp (it€) gu) — {exp (it€) go, exp (it€) €gv)}
1 . '
- W1m<eXp (it€) gv, E exp (it€) gv)

= 2(u([exp (it&) gv]) , §).
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Logo,

2
(0 vullo) = 5| (lexp (i) 4]

- %LZOQW ([exp (it€) gv]) , &)
= 2(dpyg) (JEY) ,€)

= 2wy, (€M, 7€M)

= 2hjgy (€M, €M) > 0.

b) A segunda derivada (0¢)%*¢y([e]) = 2h,(EM(z), &M (z)) é positiva se, somente se,

EM(z) # 0 e isto é, equivalente a ¢ € £ — £,. Isso mostra a equivaléncia no item b).

c) Se & € €, entdo £ (2) = 0. O que implica, a segunda derivada é zero:

2
%1[)@ ([exp (it€)]) = 0 = ¢y, ([exp (it€)]) = At + B, A e B constantes.

Avaliando em t = 0 e diferenciando em ¢ = 0, obtemos

Yo (lexp (it8)]) = o ([e]) + 2t ([v]) , ).

Em particular,

P ([exp (i€)]) = 9o ([e]) + 2(u ([v]) , &)

0

Note que se ¥, é estritamente convexa e tem um ponto critico entdao o ponto critico é
o Unico ponto minimo global. O seguinte lema caracteriza para que v existe um ponto

minimo de ,:

Lema 5.2. Sejam v € V — {0} e z = [v] € P(V).

a) 1, atinge um minimo se, somente se, x é poliestavel.

b) 1, é limitado por abaixo se, somente se, z é semiestavel.

Demonstragao:

a) Primeiro mostraremos a afirmacio: || ||? : C"*! — R ¢ aplicagao prépria.
De fato, seja {2} uma sequencia em C"*!, tal que ||2;||? é limitado. Entdo existe s > 0

tal que ||zx]| < s logo, existe uma subsequencia {z;, } tal que converge. Portanto, ||| ¢
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prépria (aplicacao fechada).
Isto é a definicao: z é poliestavel se, a orbita G.v é fechada. Suponhamos que = é po-
liestdvel entdo G.v é fechada; como = é semiestavel entdo 0 & G.v. Logo, existe R > 0
tal que Bp(0) € C"*!' — G.v, donde 1, ([g]) > 3log R, para todo [g] em K\G. Se
L = infigc g\ ¥o ([g]) entdo

1 1 1
Le §log |G.v|]? = ilog |G.v||?2 = 510g||G.v||2.

Assim, existe [g] € K\G tal que L = 3log [|gv||>. Concluimos que o ponto [g] é minimo

global de v, ja que 1, é convexa ao longo das orbitas.

Reciprocamente, suponhamos que v, atinge um minimo em algum Kg € K\G. Como
¥y ([9]) = Ygv (le]), podemos supor que 9, atinge um minimo em [e].

Claramente 1), é invariante sobre estabilizador G, de v.

Consideremos o biquociente de G por G, a direita e por K a esquerda.
Afirmacgao: A aplicagao
Uy /Gy K\G/G, — R,

induzida por 1, é prépria.
De fato, seja uma sequencia de pontos Kg;G, em K\G/G, tais que ¢,/G, (Kg;G,) é
limitado em R. Seja O a imagem de G, sobre o quociente 7 : G — K\G. Como 7
é prépria entdo a 6rbita O de G, é uma subvariedade fechada em K\G. Com efeito,
considere o diagrama

G,——G

Nt

Kﬁqév @ K\G

onde ¢ : K%)GU — K\G, KNG,g — Kg. Tem-se 7o é prépria ja que é composigao
de préprias; como 7, é sobrejetora e ¢ o w, é prépria entdo ¢ é também propria.

E claro, que ¢ é injetora e além disso, é equivariante sobre as agoes de GG, sobre #&v
e G, sobre K\G. Mais, a agao sobre o dominio é transitiva e portanto pelo teorema de
posto equivariante, ¢ tem posto constante.

Por outro, lado ¢ é injetiva e prépria com posto constante o que implica ¢ é mergulho,
ou seja, O = K@, é uma subvariedade fechada em K\G.

Ora, pela completude do espago Riemanniana K\G existe um caminho de comprimento
minimo que liga Kg;h; para O. Pela discussao na secao anterior sobre geodésicas em

K\G associadas a it, qualquer caminho desse tipo é uma geodésica e tem a forma:

~j (t) = K exp (it&;) hy, t € [0, 1]
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para algum {; € € e h; € G,. Em seguida, o vetor v} (0) = % OKexp (it&;) hy é
t—

perpendicular ao espaco tangente Ty, O = {%‘ OK exp (tn) hj, 1 € gy} pois caso

t=
contrario pode-se encontrar um caminho mais curto. Assim,

d . d
dt tZOKeXP(Zt@)hJ L1 %LZOK exp(tn)h;, para todo 1 € g,.

Como a métrica é invariante a direita por h; entao i§; é perpendicular ao projecao de
gy sobre it. Note que v, é limitado por abaixo entao (u ([v]),&) = 0, para todo £ em
£, pelo coroldrio 5.3 c¢). Portanto, it, esta contida em g, (pela proposicao 3.2.10, [9],
pag.12) assim, i§; é perpendicular ao i€, em outras palavras &; € e

Suponha 1), atinge um minimo em [e]. Entao
Wy (K exp (i€)) > Co + Cu €|, V¢ € &, (5.7)

onde Cj e C constantes com C7 > 0.

De fato, defina f : &8 — R, f(¢) = v, (Kexp (i¢)). Fixe ¢ € & com ¢ # 0. Seja
h(t) = f(t¢), t € R. Como v, é convexa ao longo de uma geodésica, entao h satisfaz
R” (t) > 0. Por hipdtese 1, atinge um minimo em [e] entdao A’/ (t) = 0, somente em
t = 0. Dai, implica /' (t) > 0, para t > 0. Observe que h(t) = h(1) + [{ I/ (s)ds. Pela

convexidade estrita temos
h(t)>h(1)+h (1)(t—1), parat > 1.

Escrevendo em termos de f obtemos

fe) > f(C)+<§t‘t:1

o (K exp <z’t<>>) (t-1), (5.8)

paratodo ( #0et > 1.
Como 4 t:11/1v (Kexp (it¢)) = k' (1) > 0, para todo ¢ # 0, segue-se que h’ (1) tem

minimo na esfera unitdria em €., é dizer,

Ch =

— 3 — v K .t 0.
min, o],y Yo (K exp (itC)) >

Seja mg o valor minimo de f sobre a esfera em €. Entdo a desigualdade (5.8) implica

f(t<)>m0+01(t_1)7
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para todo ¢ na esfera unitaria.

Para ¢ € £ com [[£]| > 1, temos

€

f@:f@mm

>>mmCMMD=%+QML

onde Cy = mgy — C7. Isso encerra nossa prova da afirmacao.

Escolha & = ;. Como suponhamos v, (K exp (i) hj) = 1, (K exp (i§;)) é limitado
entdo pela equacao (5.7) provada se segue que {¢;} é limitado. Assim, {K exp (i) hjG,} =
{Kg;G,} é limitado em K\G/G,. Portanto, ¢, /G, é prépria.

Observe que
(o/G) 07 : GGy K\ (G/Gy) = (K\G) /G, "/S" R

define uma aplicagao prépria. Suponha que {g;v} é uma sequéncia em G.v convergindo
para algum vs. Entao {gjv} é limitado e logo considere o conjunto compacto K =
{%log||lgjv||? : j € N}U{pontos limites}; como v, /Gyom é prépria entdo (1,/Gy o ) (K)
é compacto em G /G, é dizer, (1,/G, o7)~' (K) admite uma subsequéncia {g;, G} de
{9;Gv} tal que klirgo 9i:Gv = 9gooGy. Por outro, lado a acao de G sobre Ctl é con-
tinua, ou seja, define uma aplicacdo continua p, : G—C"*, g — gv. O que induz
uma aplicacio p, : G/G, — C""! continua entdo para a sequencia {g;, G, } tal que
klgrolo 95, Gv = 9o Gy implica que klirglo G-V = Joo-V € goo.C™""1. Mais pela que suponha-
mos acima que klgrc}o 9,V = Voo, conclui-se pela unicidade de limite vy = goo.v € G.v.

Portanto, a érbita G.v é fechada e x é poliestavel.

b) Se ¢, ¢é limitado por abaixo, entdo existe um infig v, ([g]), tal dito infimo pertence
a 1, (K\G), ou seja, existe uma sequencia {g;v} que minimize e convergente, suponha
que converge a vs, € G.v. Considere 1),__, e mostraremos que G.v ¢ fechado. Para isso

basta mostrar que 1,__ atinge um minimo em |e]:

1 o1 o1 1
Yoo ([9)) = 5 log |lgvs||? = lim = log|lg.gjvl|* > lim = log||g;v[|* = - log [|va |-
2 e Pt 2

Entao [e] é um ponto minimo entao pela parte a), [vs] é poliestdavel. Pela Proposicao

4.9, existe um polinémio F' € C [z, ..., zn]go tal que F (vso) # 0, e logo pela invarianza
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de F' tem-se F'(gjv) = F (v), resulta que F' (v) = lim F(gjv) = F (vs) # 0, pela conti-
Jj—o0

nuidade. Portanto, x é semiestavel.

Reciprocamente, suponhamos que 1, nao ¢ limitado por abaixo, entao infj ¢\ g ¥y (la)

é igual ao —oo. Logo, usando defini¢do de infimo existe uma sequencia {Kg;} em K\G

tal que lim — log ||g;v||* = —o0, e pela continuidade de || ||?, obtemos lim [|g;v| = 0,
j—o0 2 J—o0

ou seja, lim gjv = 0. Assim, existe {g;v} uma sequencia em G.v tal que lim gjv =0.
Jj—00 J—>00

Logo, 0 € G.v e v nao é semiestavel o qual contradiz a hipétese. Portanto, ¢, é limitado

por abaixo.

Corolario 5.4.
MP? = G.u‘l (0).

Demonstracao. Se [v] € MP* (isto define a 6rbita G.v é fechada), entao 1, atinge um
minimo em algum [g] € K\G, pelo Lema 5.2 (a). Se [g] é ponto critico de v, entao pelo
Corolario 5.3 a), g. [v] é um zero da aplicacdo de momento p, isto é, p (g. [v]) = 0. Entao
[v] = g1 [(gv)]. Em outras, palavras [v] € G.u~ ! (0), assim, MP* C G.u~1 (0).

Para a inclusdo contréria, seja [v] € G.u~! (0) entdo g~ [v] € p=1 (0), para algum g € G
o que implica p ([v]) = 0. Sabemos que um zero de aplicacdo de momento determina um
ponto critico de 1), em nosso caso na identidade. Logo, aplicando o Lema 5.2 a), [v] é

um ponto poliestavel.

Prova do Teorema de Kempf-Ness 5.5: pelo Coroldrio 5.4, obtém-se u~1(0) C MP?,
Como p~1(0) C M*%, induz a aplicacio inclusdo i : 4~ (0) < M**. Considere o seguinte
diagrama:

pt(0) ——— M

p=t(0) /K K »M ) G

onde ¢ : M** — M J/ G é o morfismo induzido pela inclusdo i : RY < R. Claramente a
aplicagao i/ K é bem definida: se K.y = K.z entao existe k € K tal que y = k.x. Logo,
i/ K(K.y) = ¢(y) = p(kz) =i/K(K.x).

Inicialmente mostraremos que i/ K é injetiva: sejam xg, 1 € p~* (0) tais que Kz # K.

Entao G.xzp e G.x1 sdo érbitas fechadas em M**(pelo Teorema 4.9) e logo, para mostrar
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que i/K ¢ injetiva é suficiente mostrar que as Orbitas sejam disjuntas. Suponha que
nao seja, entao existe g € G tal que xg = gx1. Entao p(z1) = p(gx1) = 0 logo, pelo
Corolario 5.3 a) [g] e [e] sdo minimos de 1),,, onde v; é representante de x;. Usando

(5.1) escrevemos g = kexp (i€), para algum k € K e £ € £. Logo, obtemos

Yun (1) = 5 log 01| = 5 g [ exp (i€) 01| = b, (fexp (€))).

Pelo Corolario 5.3 a), 1, define uma funcao convexa ao longo da geodésica [exp (it€)]

em K\G entao

oy ([exp (it8)]) < by, ([exp (i€)]) , para todot € [0, 1]

Por outro lado, tem-se ¥, ([g]) = 14, ([¢]) (pois [e] e [g] sdo minimos globais) o que im-
plica ¥y, ([e]) = ¥y, ([exp (it€)]), para todo ¢ € [0, 1], o qual significa que 1, é constante
ao longo de [exp (it)], isto é equivalente a

2 d? - M M M
(Og) o, ([e]) = a2 t:o% (lexp (it€)]) = 0 = hpyy (€Y (21),€Y (#1)) = 0= &Y (21) = 0.
Disso concluimos que ¢M (z1) = 0. Como g,, é dlgebra de Lie complexa e £, C g,
entao it;, C g, disso segue-se i{ € g,. Assim, xg e x1 pertencem a mesmo K-érbita:
xg = g.x1 = k.exp (i€).x1y = k.x1. Dai obtém-se K.zyg = K.r1 (O que contradiz a
K.xyg # K.z1.)
Portanto, G.zg N G.z1 = (. Como G.zo N G.x1 N M* = () conclui-se que p(xg) # @(x1)
(pela Proposigao 4.15).

Para sobrejetividade da aplicagao i/K é necessdrio mostrarmos a seguinte afirmagao:

Afirmacgao: = € M*® se, e somente se, G.z N p~1(0) # 0.
De fato, se z € M*° entdo G.x contém uma unica drbita fechada G.y em M** (pela

Proposicao 4.17). Por outro, lado G.y N u~1(0) # 0 (pelo Corolario 5.4) isto mostra que
Gonp t(0) #0.

Reciprocamente, suponha que G.x N p~1(0) # 0 entdo existe y tal que y € G.z N~ 1(0).
Como y € 1~ 1(0) entdo y € M**, ou seja, existe um polinémio homogéneo f G-invariante
de grau maior do que zero tal que f(y) # 0. Logo, pela continuidade de f e por ser M**

aberto conclui-se que x € M*%.



Para a sobrejetividade, seja p € M J/ G. Como ¢ é um morfismo sobrejetivo (pela
Proposigao 4.14) entao existe z € M*% tal que ¢(z) = p. Logo, pela afirmacao anterior
existe um y € G.x N p~1(0) # 0 tal que p(x) = p(y). Escolha K.y € p=1(0)/K entdo
concluimos que

i/K(K.y) = (poi)(y) =p.

Assim, a inclusdo p~1(0) € M*® induz uma aplicacio i/K continua bijetiva de um

espaco compacto para um espac¢o Hausdorff e portanto, i/K é um homeomorfismo.
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