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Resumo

Neste trabalho consideramos a forma adimensional da equacao de Gross-Pitaevskii (GP), e
analisamos também um modelo generalizado (com poténcia p > 0 no termo nao-linear: A|yp|P).
Mostramos a existéncia de ground states, para ambos, via minimizacdo do funcional energia,
utilizando ferramentas classicas da Anélise Funcional. Mostramos também a generalizacao de um

novo método, apresentado na referencia [(2))], para obter aproximagdes para a energia minima.

Do ponto de vista fisico, a equacio original é a solugdo de minima energia da equagao (GP) que

descreve o condensado de Bose-Einstein.

Palavras-chaves: Condensados de Bose-Einstein, Estabilidade de Ground-states, Férmulas de

aproximacao analiticas.



Abstract

We consider the dimensionless form of the Gross-Pitaevskii equation (GP), and also we study
a generalized model (with power p > 0 in the non-linear term: A|¢|P). We show the existence
of ground states for both, using minimization of the energy functional, with classic tools of
functional analysis. We develop a generalized method, presented in the reference [(2])], for

obtaining approximations for the minimal energy.

From the physical point of view, the original equation is the solution of minimum energy equation

(GP) that describes the Bose-Einstein condensate.

Keywords: Bose—Einstein condensates, Stability of ground states, Analytical approximate for-

mulae.
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1 Introducao

Uma particula atomica (simples ou composta) que possui spin inteiro é denominda béson.
O nome é uma homenagem ao fisico indiano Satyendra Nath Bose (1894-1974). Entre os
exemplos de bdsons estao particulas elementares como o féton, o glion, o (agora famoso)
béson de Higgs; e entre particulas compostas, os mésons e os niicleos atomicos estaveis,
como o hélio-4. As particulas de spin fracionario, tais como prétons, elétrons, quarks,

neutrinos, sdo denominadas férmions.

Em 1924, Bose submeteu para publicagdo um trabalho no qual propunha que os
pacotes quanticos de luz, propostos por Einstein em 1905, deveriam se comportar como
particulas indistinguiveis, satifazendo, portanto, uma estatistica diferente da apresentada

por Maxwell e Boltzmann.

Bose submeteu seu trabalho original para a revista inglesa Philosophical Magazine,
que o rejeitou. Ele entao o enviou para Einstein que, percebendo a profundidade dos
resultados, o traduziu para o alemao e o encaminhou para a revista alema Zeitschrift fiir

Physik, que o publicou.

Em trabalhos subsequentes, Einstein aplicou a estatistica de Bose a um géas per-
feito monoatomico, considerando-o como sendo formado por particulas indistinguiveis em
estados quanticos bem definidos. Como consequéncia desses trabalhos, Einstein conjectu-
rou que se um gas de bosons fosse submetido a temperaturas abaixo de um limite critico,
grande parte das particulas se condensaria no mais baixo estado quantico e o gas se torna-
ria uma espécie de “sopa quantica” de particulas indistinguiveis. Assim, grande parte dos
atomos desse gas experimentariam uma transicao de fase quanto-mecanica e formariam
uma nuvem de atomos ocupando o mesmo estado quantico e, nessas condigoes, os efeitos
quanticos poderiam ser observados em escala macroscépica. E essa “sopa quintica” que

hoje denominamos condensados de Bose-Einstein (CBE, em inglés “BEC”).

Portanto, teoricamente, a obtencao de BECs parece uma tarefa muito simples:
basta submeter o gas de bodsons a temperaturas suficientemente baixas, de modo que
os pacotes de onda se sobreponham, condensando-se em seguida. Entretanto, a grande
dificuldade nessa tarefa reside justamente em se atingir essas temperaturas, que necessa-

riamente devem ser da ordem de 107° Kelvin.

H&a uma histéria muito interessante sobre os diversos experimentos para se obter
temperaturas muito baixas. As técnicas de resfriamento mais eficazes sao obtidas pelo
aprisionamento de atomos, seja com a utilizacao de laser, seja com a aplicacao de campos
magnéticos, ou com a juncao dessas duas técnicas, hoje conhecidas como armadilhas

otico-magnéticas. Com essas técnicas, o primeiro condensado foi produzido em 1995, por
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Eric Cornell e Carl Wieman, na Universidade do Colorado, usando um gas de atomos de
rubidio resfriados a 170 nanokelvins (nK), isto é, 170 x 1072 K. Por tal feito, eles foram

laureados com o Prémio Nobel de Fisica em 2001.
Do ponto de vista tedrico, os condensados de Bose-Einstein sao descritos pela

Equacao de Heisenberg, isto é,

L ov h?
ihe (b w) = | = 3= A+ Voxt(o) + [ WGV (z = y)W(t.y)dy| W(t.x),

onde h é a constante de Dirac (ou constante de Planck reduzida), ¥ denota o operador
de campo, m é a massa atomica, Veyt 0 campo externo de confinamento (neste caso, a
armadilha 6tico-magnética), V' o potencial interatdémico (two-body interatomic potential)

ex = (x1,x9,13).

Uma simplificacdo desse modelo, denominado modelo de campo médio ou apro-
ximagao de Bogoliubov, foi proposta pelo matematico e fisico tedrico soviético Nikolai
Nikolaievich Bogoliubov, em 1947. Ela se caracteriza pela hipétese de que, para as coli-
soes entre as particulas de baixa energia num gas resfriado a temperaturas muito baixas,

o potencial interatomico toma a forma

dh%a
V(v —y) = Aspd(r —y), Asp=

onde ¢ denota a “Delta de Dirac” e a a distancia média de espalhamento de onda, ca-
racteristica das particulas que compoem o gas (a > 0 no caso repulsivo e a < 0 no caso
atrativo). Nessas condicoes, a Equagao de Heisenberg toma a forma

o 2

T (00 = | =58 Vi) + dunlo (10 vt 2), (1

ih

onde (t,z) = <\I/(t, x)> é a valor esperado do operador de campo (denominado fun¢ao
de onda macroscopica do condensado) e Asp é a constante de interagao das particulas. A

equagao (LI)) é atualmente conhecida como Equacao de Gross-Pitaevskii (GP).

O potencial externo Vext (), que descreve as armadilhas 6tico-magnéticas utiliza-

das nas técnicas de resfiramento e na manipul¢ao dos condensados, tem a forma
Vext (#) = Vi (z) + Vo(z),

onde

1
Var(e) = S + o + i)

é o campo harmonico (componente magnética da armadilha) e
Vo(z) =V {0052(1431261 + 0,) + cos®(kyxo + 0) + cos®(ksxs + 03)}

denota o potencial da rede 6ptica (componente éptica da armadilha) obtida por feixes de

laser.
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Nas condicoes propostas pela aproximagao de Bogoliubov, os BECs sao descritos
pelas ground states, (isto é, as ondas estacionarias de energia minima) da equagao (L]).

Como ondas estacionarias entende-se as solucoes da forma
W(t, x) = p(z) exp(—iut/h).

Assim, matematicamente, os BECs sao descritos pelas solugoes de energia minima
da equagao:
h2

—5 A+ Vext (%) + Aapleo(t, )| o(t ) = pep(w), (1.2)

onde i denota o potencial quimico do sistema.

A descoberta de que os condensados de Bose-Einstein estao intimamente relaciona-
dos com a supercondutividade de metais e a superfluidez do hélio liquido — manifestagoes
quanticas em sistemas macroscopicos — gerou um grande interesse na comunidade cien-

tifica, que se reflete pela enorme quantidade de artigos publicados sobre o tema.

A aproximacao de Bogoliubov leva naturalmente a uma equagao com nao-linearidade
local do tipo ctibico |p|*p, mas hd modelos com diferentes tipos de nao-linearidade, como

pode ser observado na literatura especializada ().

Esta dissertagdo esta organizada da seguinte forma: em 2] deduzimos a forma
adimensional da equacao de Gross-Pitaevskii (GP), para a qual mostramos a existéncia
de ground states via minimizacao do funcional de energia, utilizando ferramentas classicas
da Analise Funcional. Do ponto de vista fisico, é a solu¢ao de minima energia da equagao
(GP) que descreve o condensado de Bose-Einstein. Em analisamos a existéncia de
estados bésicos para o modelo generalizado (com poténcia p > 0, onde p é a poténcia do
termo nao-linear em (GP) ). No Capitulo 3], estudamos algumas propriedades qualitativas
do funcional de energia como fungdo do parametro A de interagao entre particulas do

modelo generalizado.

A parte principal do trabalho estd apresentada no Capitulod] onde estudamos um
método variacional que nos permite aproximar de forma explicita os funcionais energia e
potencial quimico em fun¢do do parametro de interagao. Iniciamos esse capitulo com o
modelo ciibico, que é o fisicamente relevante, detalhando os resultados publicados em (2).
Em seguida, estendemos os mesmos resultados para o modelo generalizado. Ainda neste
capitulo, apresentamos alguns resultados numéricos, utilizando uma abordagem diferente

da que foi utilizada no trabalho de referéncia (2).

Concluimos a dissertacao com apéndices, onde apresentamos alguns resultados

classicos utilizados no trabalho.



2 Existéncia de ground states.

2.1 O Modelo Cibico

Se supusermos uma forte assimetria no campo magnético V,; de tal forma que wy < wy =
ws, 0 condensado assume um formato alongado, como um charuto (cigar-shape BEC) e a

sua dindmica pode ser aproximada pela equagdo GP unidimensional:

——7—1— —mw?x*(z) + Aip|(z) [P (z) — Vi cos? (2%3:) Y =puop(z), zeR, (2.1)

onde m > 0 é a massa atomica do sistema, w > 0 é a frequéncia do campo magnético
eV, > 0 ¢ a intensidade do laser, d > 0 é o comprimento de onda do laser, g € R ¢é
o potencial quimico e \;p € R é o parametro de interagao entre as proprias particulas,

sendo Aip < 0 se as forgas sao atrativas e \;p > 0 se as forcas sao repulsivas.

Em sua forma adimensional, a equacao ([2]) pode ser escrita como

2

~ 8+ €9(6) + AR Pol) — Vacost(ag)o(€) = ue(e). 22

Obtém-se a equagao (Z2]) considerando-se as seguintes varidveis adimensionais:

I=\/hfmw, &=x/l, (&)= VI),

2#0 2>\1D 2VL 2l
== )‘:—7 0=, a=-—.
hw T hw hw d
Neste capitulo, vamos analisar a existéncia de ground states para a equagao (2.2).
Reparemos inicialmente que, se A = Vj = 0, a equacao ([22]) é a conhecida Equagao de

Hermite, que admite um conjunto enumeravel {¢g, ©1, @2, ...} de solugdes da forma

on(&) = Hp(8)e €%, n=0,1,2,...,

onde H, é o Polinémio de Hermite de grau n. As func¢des de Hermite ¢, formam um
conjunto ortonormal completo do espaco L?(R). Essa propriedade decorre da Teoria
Espectral para operadores auto-adjuntos compactos e indica que as fung¢oes de Hermite
o, sdo as auto-fungoes do operador L = —d?/d¢? + &2 para os correspondentes autovalores

o =n+1,n=0,1,2,.... Em particular, temos o

Lema 2.1. Seja

(—€7/2).

1
900(5) - \4/%

Entao,

Lleo@Pds =1 ¢ min{ [(0/(OF + @) de: [ [P =1} =1 (23)
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Demonstragio: E claro que ol z2) = 1, pois [ e dr = /. A demonstracio de

que o minimo na expressao [23) é atingido e vale 1 serd provado no Apéndice [4] [

Vamos provar a existéncia de ground states para a equagao ([2.2)). Para isso, definimos o

espaco de Hermite
X ={ve ' ®; [[[VOF +eW©F) dt < +oof (24
munido do produto interno
(@l0)x == [ [(0©0(©) +Ev(©)a(6)] de
e norma associada, dada por
1% = [ w(©)Pds + [ eho(e)lds.

Definimos também a “Energia” £ : X — R e a “Massa” ) : X — R respectivamente,

por:

BW) = [ 10©Pds+ [ lu©Pde+5 [ W@l ~ v [ cor(aglu(©)Pds, (25)
Q) = [ w(e)lds.

Entao, definindo a variedade >; de X por
Elz{iﬂEX;Q(w):l}a

podemos considerar o seguinte problema variacional: determinar ¢,,;, € ¥, tal que

Uma vez mostrado que existe uma tal funcao ¢,,;,, 0 Teorema de Multiplicadores
de Lagrange poderé ser aplicado, o que garantira a existéncia de p € R tal que E'(@min) =

1Q (Vmin), 180 &, @min € solugao de (Z2) com energia minima.
Teorema 2.1. Sejam A\, Vy € R dados. Entao, existe Yy, € X1 tal que

E(min) = min{ E(y); ¢ € 31} (2.6)

Demonstracgao: Dividiremos a prova em 2 etapas.

Passo 1 : A energia E é limitada inferiormente em ;. De fato, do Lema 2.1l sabemos que
|43 > 1, para todo ¢ € ¥;. Entao, se A > 0, temos, para todo 1) € ¥;:

A
Bw) = vl +5 [ 0©)I'ds — Vo [ cost(ag)lu(€) P
> [[Yl = Vel [ |cos(ag)l4(€) de (2.7)
> ik = Vel [ le(©)dg = 1= Vel
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Portanto, a energia fica limitada inferiormente por 1 — |Vg| no caso repulsivo A > 0.

Para analisar o caso atrativo (A < 0), lembremos que a Desigualdade de Gagliardo-

Nirenberg (veja (3)) nos garante que existe uma constante ¢ > 0 tal que

11l < ellelizllvllz, Vo € HY(R), (2.8)

onde ||+ |ls e | - ||z sio as normas candnicas dos espacos L*(R) e L?(R), respectivamente.

Assim, lembrando que [[1]|s = 1 se ¢ € ¥, podemos escrever

A
Bw) = vl +5 [ 0©)1ds — Vo [ cost(a@)lu(€)de
A
> (115 + Sl 13012 = Vel (2.9)
A
— )3 - "C||¢||2—|vo|

Pela Desigualdade de Young, obtemos
|)\|c /\2 2

[l < o+ 115 (2.10)
Além disso,
1% = 113 + | () de > 13 (2.11)
Assim, de (29), (ZI0) e (ZII) obtemos
A A —\2c?
BW) 2 [0l + el — Vol = Il — 2l - vl 2 25— wl, (212)

e concluimos que a energia é limitada inferiormente também no caso atrativo.

Passo 2 : O problema variacional (Z8) tem uma solugao. De fato, seja

Da etapa 1 e da definicao de infimo, segue que existe uma sequéncia de fungdes minimi-

zantes {wn}neN em X , isto é,
Vn € N, 3¢, € X tal que hm E(wn) = E,in

Supondo que A > 0, obtemos de (1) que a sequéncia é limitada, pois

E(n) 2 [¥ullx = Vol - = llnllx < E@n) + [Vol.

Por outro lado, se A < 0, de (ZI2) e da Desigualdade de Young, temos

A
lenl} < Ba) = Slltnllx + Vol

A
— B + "C||¢n||x+|vo|
/\2 2

< E(n) + H%HxﬂLTHW
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de onde se conclui que
2.2

1 ¢

e, consequentemente, que {1, } é uma sequéncia limitada em X. Como X é reflexivo,
segue do Teorema de Banach-Alaoglu (veja (4) ) que existe uma subsequéncia de v, que
converge para algum ,,;, na topologia fraca de X. Ou seja, ¥, — ¥ Para simplificar

a notagao, escreveremos 1, para denotar a subsequéncia.

Como a imersao X C LP(R) é compacta para 2 < p < oo (veja Apéndice [Bl ),
temos:

tim [ fn(€)['d€ = | [min()[*dS

n—oo

lim i|wn(€)|2d§= [Ymin (€)I*dE (2.13)

n—oo

Jim [ cos?(a) 15, (€) € = | cos?(a8)|thin ()"

Como, por hipétese, 1, € X; para todo n € N, [ZI3) implica que ¥, € ;.
Além disso, como a norma || - || x é semi-continua inferiormente para a topologia fraca de

X, temos:
0[5 < Timinf vk (2.14)

De (ZI3) e (2I4), concluimos que E(Vnmin) =Fmin € Ymin € solugao de (26). O

2.2 O Modelo Generalizado

Embora o modelo fisicamente relevante seja com a nao-linearidade cibica, os mesmos
argumentos acima se aplicam para uma situacao mais geral, onde a poténcia do termo
nao-linear é da forma [(£)[P1(€), com p > 0. Como veremos a seguir, no caso repulsivo,
isto € A > 0, nenhuma restricdo sobre a poténcia p se faz necessaria para existéncia de
ground-states. Entretanto, no caso atrativo A < 0, se p > 4, veremos que a energia nao é
limitada inferiormente, de modo que nao existe ground states para o problema. O caso
limite p = 4 é bastante especial, pois como veremos adiante, existe um parametro Ay < 0
tal que o problema nao admite solucao de energia minima para A < \y. Esse fenémeno,
quando analisado no caso tridimensional, esta relacionado a uma certa instabilidade na
formacao do condensado, que se configura pelo fato de que, se o niimero de bdsons que
compoem o gas é maior que um certo valor critico, ocorre uma explosao (blow up) no

momento exato em que o condensado se forma.

Para analisarmos essa situacao, consideremos a massa ) : X — R, a energia
E: X — R e a variededade ¥y C X, onde ), X e ¥; sao definidos no capitulo anterior e

a energia é, neste caso, definida por

W)= [ WOPE+ [ @1©)Pds+ -2 [ [w(©lr+de — Vi [ co(a)l(e)P de

p+2
(2.15)
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O problema variacional que define a existéncia de ground-states neste caso é: determinar
Umin € 21 tal que

E(§min) = min{ E(¢); ¢ € X1} (2.16)
O seguinte resultado estabelece condi¢oes para a existéncia de solugdo para o problema

variacional (2Z.I6]):

Teorema 2.2. Sejamp >0, A € R e V) € R dados.

e se 0 <p <4, oproblema (ZI68) admite uma solucao, qualquer que seja X € R;
e sep >4 o problema (Z10) admite uma solugao se (e somente se) A > 0.

o se p =4 existe \og <0 tal que o problema admite solucdo se A > ).

Demonstracao: Repetindo os argumentos da demonstracao do Teorema 2.1, analisemos

inicialmente a limitagao inferior da energia. No caso A > 0, temos
E@W) = [¢l% = Vol = 1= [Vo|, ¥ € %y,

Se A < 0, temos
@) 2 19k = Vol = =5 19l

Pela Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, existe constante C'(p) > 0 tal que

[blP55 < CO)|[W 1B 1) $ (2.17)

Logo,
A
EW) > [l — Vol - p( 2Oz, v em,

Pela Desigualdade de Hoélder, temos

Bllw 15 S Hw 127, (2.18)

onde § > 1 e v > 1 sdo conjugados, isto é, 1/§ + 1/v = 1. Assim, se p < 4, podemos
escolher 6 =4/pe~vy=4/(4 — p), de modo que

4—p (20(p)\\ 77 ,
Bw) > Iy - 1l - 272 (28R By, wes,

Portanto,

Cp)[Al

p+2

Bw) > (1= ) i - 1wl - 172 (2 )_ wen. (219

de onde se conclui pelo Lema 1] que

Cp)N )77
E() > A= <1—1> Vo] — 4p<2p(ﬂ |> L Wey,.
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A desigualdade acima nos diz que a energia é limitada inferiormente se p < 4, sendo a

constante A uma cota inferior.

Para provar que o problema nao admite solucao se A < 0 e p > 4, consideremos a

funcao ¢ € ¥; definida, para k > 0, por

oule) = | sk

e calculemos a energia E(¢) definida em ([ZI5). Entdo, por (CI) (veja Apéndice [C]),

temos (4k32 )
+1
2 _
loelz = =7,

2 [2k\"*
||¢k||§i§ = m(y) , (2.20)
[ costag)lon(@de =& (14+exp (-
R k 2 PA7ak) )

Assim, temos:

E(¢)—lc+i+AA/r<;p/4—E 1+ o (2.21)
T 2 P\ ) ) '
onde
B 2\/§2p/4
(ot
Entao,

1

e vemos que se p >4 e A <0,

1
; - p/4) — _
khm (k‘ + Iy + ANk > 00.

Por outro lado, se p = 4, entao
1 Vo o?
E(¢k> = (1 +A4)‘)k—|— @ iy (1 + exp <_ﬁ>> ,

onde Ay = 2/3v/37, de modo que F(¢;) — —oo quando k — +00 se A < —37v/3/2.

Uma vez mostrada a limitacao inferior da energia, os argumentos da etapa 2 da
demonstracao do Teorema 2] se aplicam, visto que a imersao X C L?(R) é compacta,

para qualquer g > 2, e, assim, concluimos a demonstragao. [J
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3 A energia minima como funcao de A

Neste capitulo, vamos analisar a dependéncia da energia E minima, assim como a do
correspondente pardmetro (potencial quimico) u, em fungao do coeficiente A de interagao

entre as particulas. Para que esta dependéncia fique evidenciada, vamos denotar:

Epin(\) = min{ Ex(¢); ¢ € %1}, (3.1)

onde E) ¢ o funcional energia definido em (2Z.I5]). Vamos considerar também

Gr={v € T1; BA(W) = Enin(V) |

o conjunto dos correspondentes estados estacionarios. O Teorema garante que F,
estd bem definida como uma funcio de A € Rse 0 <p<4e X > 0sep> 4. E facil ver

que ela é estritamente crescente. De fato, para h > 0 e ¥y ) € Gpin, temos:

2h
Emin(A) < Ex(Yngr) = Emin(A 4+ h) — m”%w”gig < Epin(A + 1) (3.2)

Proposicao 3.1. A func¢io E,in(N\) é estritamente crescente, concava e tal que

lim Ein(A) =+ (3.3)

A—+oo
Para a prova desta proposicao, necessitamos do seguinte lema:

s

Lema 3.1. Sejam a,b € R, a < b, com a > 0 se p > 4. Entio o conjunto U,<y<p Gx €

limitado em X . Mais precisamente, existe uma constante Cyp > 0 tal que

[Ullx < Cape Y€ J Ga

a<A<b
Demonstragao:(do Lema BTl): Seja A € [a,b] e ¥\ € G,. Entao
2 2X p+2
Emin(0) 2 Emin() = Ex(¥) 2 [allx + =519 llpez = [Vol.

pois cos?*(a€) < le € X;. Se A > 0, entdo ||[Y]|% < Emin(b) + [Vo]. Se A <0 (o que
implica a < 0, por hipdtese, e entdo p < 4), segue da desigualdade (ZI9) que

2c<p>|a\>§

(3.4)

p 2 A—p
E >(1—-= - -
min(®) 2 (1= B) 1613 = Vel - = (p+2

de onde se conclui que

. el
ol < (1-%) (Emm<b>+|vo|+4 p(2 (p”a') ):;cg,b 0

4 4 p+2
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Demonstragao:(da Proposi¢ao B1) Vamos fazer a demonstragao supondo 0 < p < 4. O
caso p > 4 é analogo. Mostremos primeiramente que FE,,;, ¢ uma funcao continua em .
Com h > 0, segue de ([B2)) que

Epin(\) < liminf Eim (A + h) (3.5)
h—0t

Por outro lado, dado 1) € G e h € R, segue das defini¢oes de G, que

2(A+h)
Brw) = [ 1@Pde+ [ elopde+ 221 [ yeypenae

(3.6)
—%Awﬁ%W%WMZ&MM+——MM3
De (3.6]) obtemos
2h P2
de onde segue que
lim sup Epin (A + h) < Enin(A). (3.8)
h—0
De ([33) e [B3]), concluimos que
hm Epin(A+ h) = Enin(X) (3.9)
h—07+
Para analisar o limite quando h — 07, seja h < 0 e ¥ € Gyyp. Entao,
2h P2

de modo que, usando a Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, obtemos

QhC( )

Escolhendo a € R tal que a < A+ h < A, segue do Lema (B.1]) que existe uma constante

Co, tal que
2hC(p)
EninA) < Epin(A+h) — Can- 3.11
() € Bn(A 1) = =220 (3.11)
A desiguladade acima nos permite escrever
liminf E,i (A + h) > Enin(A). (3.12)
h—0~
Entao, de ([B.8)) e (3.12), obtemos
lim Epin( A+ h) = Epin(N) (3.13)
h—0~

que, juntamente com (9) e (BI3]), nos permite concluir que E,,;, ¢ uma funcdo continua.
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Para provar que E,;, é uma fun¢do cdncava, basta verificar que ([B1) implica a

seguinte desigualdade:
Epin A+ h) + Epin(A —h) —2E,;(A) <0, A, heR.

O que prova a concavidade de E,,;,, segundo a definicao original de J. L. W. V. Jensen
(B, ).

Para provar ([3.3), considere 4, € G, k € N. Entao, usando (32) e ([3.0) com
h =1, obtemos

— S Ukllps < Bunin(k +1) = Bin(k) < — [lnlpi2, ¥k € N

p+2 p+2
Portanto, para todo n € N, temos
n+1 o 9 n o
Z H@Z)k |£+2 < Emm(n + 1) Emm(o) < — Z HwkHerQ' (3-14)
p+2i5

Suponha, por absurdo, que exista uma constante positiva C' tal que E,,;,(\) <
C para todo A € R. Neste caso, segue da primeira desigualdade [BI4]) que a série
>, ||@Z)k||gi§ é convergente, o que implica que a sequéncia {1y}, converge para zero em
LPT2(R). Repetindo os argumentos utilizados na prova do Teorema 22 concluimos que
a sequéncia {1}, é limitada em X. Entao, passando a uma subsequéncia se necessario,
temos que {¢y}r converge fracamente em X para uma ¢ € X. Como a imersdo X C
Li(R), (¢ > 2), é compacta (vide o Apéndice [B)), 1, — ¢ em LPT3(R), o que implica
¥ = 0. Além disso, a compacidade de X em L*(R) nos garante que 1, — v também em
L*(R). Mas isso acarreta uma contradigao, pois ||1x]|s = 1 para todo k. Como o mesmo
argumento vale para ¢¥_, € Gk, k € N, neste caso usando a segunda desigualdade em

BI14), vemos que E,;, — —oo quando A — —oo. [

Corolario 3.1. Seja ¢; € Gy,, i =1,2. Se Ay < Ay, entao
[Yalp+e < [¥1llp+a

Demonstragao: De ([32) e (30) segue que

Erin(A2) — Epin(A
||¢2||§i§ () )
Ao — A1

2
Slulpis. O

No que se refere ao potencial quimico p como funcao do parametro de interacao A,
nao ha uma caracterizagao variacional que nos permita repetir os argumentos usados na
prova da Proposicao Bl acima. Entretanto, é facil ver que multiplicando ambos os lados

da equagao ([Z2) por ¥, € Gy, obtemos a férmula:

(62) = Bin) + 522 [ in(O)P*2 s (3.15)



Capitulo 3. A energia minima como fungdo de \ 13

Sem uma caracterizagao precisa sobre as fungdes do conjunto G, nao é claro que tenhamos

uma tnica fungao fimi,(A\). Entretanto, segue de (31)) e (BIH) que

AETEOOM(@/L\) = +oo, V¢ € G

Uma descricao de propriedades dos conjuntos G, (no caso p = 2) é dada pelo
seguinte resultado (veja Teorema 2.5 em (2)), cuja demonstragao foge ao escopo desta

dissertacao.

Teorema 3.1. Sejam A\, Vy, u € R.

1. Se € HY(R) é uma solugao de (Z3), entio 1 € C*(R) e, para todo § € (0,1),
existe C'(0) > 0 tal que

[W(E)] < C(0) exp[—0€?/2], VEER.
Além disso, se A\ >0 e u <1 —|Vo|, a desigualdade acima € satisfeita para 6 = 1.
2. Se A >0, existe uma unica fung¢do positiva e par Py, € > tal que

g)\ = {620¢m2n7 e R}
3. Se Vo =0, entao existe uma funcio positiva e par Yy, € Gy tal que & — Ppin (&) €
decrescente no intervalo [0, +00). Em particular, ¥, (0) = max{,.(§); & € R}.

O primeiro item do teorema acima nos diz que qualquer solu¢ao de ([22)) decai no
infinito como uma gaussiana. O segundo item nos permite definir fi,,;, (), visto que, para
A>0

[oalla = l[¥minlla,  Vox € Ga.
Para A < 0 nao sabemos se existe uma unica funcao real ©,,;, € G,. Nesse sentido,

seria interessante provar que, mesmo sem unicidade, todas as fungoes de G, tém a mesma

norma L*, o que nos garantiria a boa defini¢ao de fi,ni,(A) no caso A < 0.
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4 Um método para aproximacoes da energia

minima

A impossibilidade de se determinar a energia minima e o correspondente potencial quimico
como funcao explicita do parametro de interagao A tem suscitado a necessidade de se obter
métodos de aproximacao eficazes, necessidade esta justificada pela quantidade de artigos
publicados sobre o assunto. Neste capitulo vamos apresentar um novo método para uma
aproximacgao dessas fungoes (veja (2)). Em seguida, estudaremos o método para uma

situagao mais geral, considerando uma poténcia p para o termo nao-linear.

4.1 Caso Cubico

4.1.1 As férmulas exatas no caso cubico

Consideremos inicialmente {py(£)}rer uma familia de fungoes em ; tal que A — ¢, seja

uma curva diferenciavel em X. Entao,

d d
5 [lea©@Pae =2 [ ex(©) o) dE =0, WA€R (4.1
d\ Jr R d\

Como o funcional F) que define a energia é diferenciavel em X, segue da regra da cadeia

que A — E)(¢y) é também uma fungao diferenciavel e

S Exor) = (BA@lzeon) + 3 [ lea©l'e, (1.2

onde (|) detona o produto de dualidade entre X e seu dual X*.

Daqui em diante vamos supor que, para qualquer A € R, podemos escolher um

estado estacionario 1, € G, tal que A\ — 9, define uma curva diferenciavel em X. Entao,

Euin) = [ W4©Fde + [ un@)]+5 [ 1oa(©1'de — Vo [ colag)lunle) e

é uma funcao diferencidvel na variavel \. Como Fj (1)) = piy, de (1) e (I2) temos

d

d 1 1
aEmm(A) = M<1/JA, 5¢A> +3 /R [n(€)[*dE = 5”%”1 (4.3)

e pelo Teorema Fundamental do Célculo,

LA
Emm(A):Emm(O)+§/0 s ][ ds. (4.4)



Capitulo 4. Um método para aproximagoes da energia minima 15

Por outro lado, se definirmos fi;,in () := p(1y), segue de (BIH), com p = 2, que

d d d (A
) = 5B+ 53 (5 [ lon@rae)
1 1 Ad
- §||w||i —||m||ﬁi Sl &

Integrando em A, obtemos a férmula

fimin(N) = b (0) / Igaliids + [ 5L llids
= / |!wsu4ds+[ stu] - [ Shelitas
= Jhalld + 5 [ lelids

Logo,
1 4 A 4
s = o0+ 5 (Mol + ) (16)

Observe que, de (BIH), temos Ein(0) = pimin(0). Além disso, se Vy = 0, entao
segue do Lema 21l que E,,i,(0) = fmin(0) = 1. Enfatizamos aqui que as férmulas (£4) e
(£0) expressam a energia minima F,,;, e seu correspondente potencial quimico f,,;, como
fungoes de A. Porém, as férmulas obtidas dependem explicitamente da norma L*(R) do
estado estacionario 1, que nao pode ser calculada explicitamente. Entretanto, utilizando
(#3), podemos relacionar as fungoes Ein(A) € pmin(A) através de uma férmula que nao

apresenta a dependéncia explicita de ¥,. E o que provaremos no resultado que segue.

Proposicao 4.1. Para todo A € R, vale a identidade:

Demonstragao: De ([L3) e (6], temos

A =2YE g (4.8)
d)\ ,umzn - d)\ main dA2 min 9 N
que podemos reescrever sob a forma
d d

Hmin(N) = =2 (A () + Bnin(A)

Integrando a identidade acima de 0 a A e observando que FE,,;,(0) = fmin(0), obtemos
d
frin(N) = ABrusy(N) + Fin () = 5 (Mlpin (V).
Integrando novamente, obtemos ([@71). O

As férmulas (E4) e (E6) podem ser usadas para se obter aproximagoes explicitas
para as fungoes Ep,;,(\) e seu correspondente potencial quimico fi,i, (). Para isso, pode-
mos escolher fungoes testes apropriadas que fornecam curvas diferenciaveis em >; e com

as quais possamos obter boas aproximacoes para as fungoes F,in € Lmin-
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4.1.2 As férmulas aproximadas no caso cibico

Motivados pelo decaimento visto no item 1 do Teorema [3.], consideraremos como fungoes

teste ¢ € X as gaussianas definidas por

on(€) = (%)M exp(—kE?).

Com base nas férmulas exatas obtidas acima, podemos calcular E)(¢y). Pela defini¢ao

do funcional energia, temos

A
Ex(¢x) = lloxllx + 5lloxll — V()/RCOSQ(O‘@‘(bk(fﬂzdf-

Considerando as identidades em (Z20), obtemos

2 2
Ex\(¢r) = %jL% %— % <1+eXp <—a—>>.

E facil ver que

Portanto, existe k(\) > 0 tal que

EA(¢k(A)) < E\x(¢r), VEk>0.

Podemos entao considerar a fungao ¢y (§) = ¢ () como uma aproximagao para

os verdadeiros ground states e calcular aproximacoes para a energia e potencial quimico

usando as formulas ([£4) e (£8) na curva {¢)}rer de X.

O ponto de minimo absoluto de k — E)(¢y) satisfaz, a equagao

dEA(¢k> 1 1 X Al %&2 042 0
— L =]l — 4 - —— ——exp|—=] =
dk w2 A Ak TP\ ok ) T
ou equivalentemente,
A Voo a? 1
B2 o) = 2 ——)=- 4.10
( TiE) T exp(~3) =3 (4.10)
Vamos entao introduzir a seguintes férmulas aproximadas:
1 4
() = Buinl0) + 5 [ leullids,
0 (4.11)

1 A
) = in®) 5 (Ml + [ o as).

onde, neste caso,

1/4
&) = oun(©) = (V) exp (k€. (112

™



Capitulo 4. Um método para aproximagoes da energia minima 17

Como j4 sabemos de (Z20) que ||¢x||; = \/ ( , obtemos as férmulas:

Eupp(\) = Buin 2f/ Jk(s)ds,
o) = i)+ 5= (W) + [ Vi)

Derivando as expressoes em (£.I1]), obtemos:

d

aEapp()‘) :%”‘P/\Hia

d s Ad
) = ol + 3

(4.13)

Assim, podemos repetir os argumentos na demonstracao da Proposicao 1] para concluir

que
d d d?
a#app(/\) = ZEEapp()‘) + /\WEQPP()‘)

e consequentemente

app / ,uapp (414)

A férmula (AT é idéntica a que obtivemos na Proposigao [l e permite que se
calcule uma das fung¢des aproximadas caso tenhamos calculado a outra. Por exemplo,
se de algum modo conseguirmos o desenvolvimento de Taylor de uma das fungoes, os

coeficientes de Taylor da outra ficam determinados. De fato, suponhamos que

Eapp( Z Ep\* s Happ(A) = Z ,Uk-)\k-

Entao, formalmente

S B — / d_oo LU
kg’f pucs’ ds k+1

de onde se conclui que py = (k+ I)Ek para todo k € N, lembrando que Ey = 119 = Eupp(0).

Vale aqui observar que os calculos formais acima sao corretos para A nos compactos
do intervalo de convergéncia das séries, visto que nos compactos a convergéncia ¢ uniforme

e, assim, podemos permutar a integral e o somatorio.

4.1.3 Andlise do caso V=0

Um situagao relativamente simples (onde podemos efetuar os célculos mencionados
acima) se dd quando o potencial 6ptico nao esté presente (V5 = 0). Nesse caso, denotando

=k, (#I0) toma a forma da equagao polinomial

flo)=o" 2\% zi (4.15)

e fica facil ver que a equagao ([LIH) tem solugao o(A) unica (veja Figura 1 a seguir).
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A<0

1Ab - 2| SR -

Figura 1 — Graficos da funcao f(o); em (a) A >0eem (b) A <O0.

Lema 4.1. Seja 0 : R — R tal que () € a unica raiz de {f.13). Entio o € C*°(R) é

positiva, estritamente decrescente, convexa e satisfaz as sequintes propriedades:

0(0)=— lim o(\)=+o0, lim o(\)=0.

2 A——00 A—400

Mazs precisamente,
(\) A do \—
o ~ ——— quando —00
4 T q )

1/3
g(A) ~ <—> quando A\ — +00.

Demonstracgao: Consideremos a funcao polinomial

flo)=0o" —|——a o€ [0,4+00).

i/

E facil ver que:
e se A >0, entdo f(0) < o?, para todo o > 0;

e se A <0, entao f(o) < <1 + —) max{c*, 0}, para todo o > 0.

Ve

Como f(a()\)) = 1/2, segue que o(A) > 0. Além disso, como o(\) é definida implicita-
mente através de f, a regularidade C'*° é consequéncia imediata do Teorema da Fungao

Implicita.

Derivando a equacgao (A1) em relacao a A, obtemos
(16v7a(A) +3X)0’(A) = —o(A) < 0.
Assim, para provar que () é decrescente, basta mostrar que

16v/70(A) +3X >0, VAeR (4.16)
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De fato, se A > 0, a desigualdade é ébvia. Se A < 0, entao (veja Figura 1(b)) o(\) >
—\/44/m, o que implica

4y/mo(N) > =\ = 12y/70()\) +3) > 0.
Portanto,

e
~16y/7o(N) + 3

a'(A) 0. (4.17)

Para mostrar que o(\) é uma fun¢do convexa, observemos que
a(A) — Aa'(N)
(16y/7o(N) + 3)\)2,

Como o'(A) < 0 para todo A € R, vemos que ¢”(A) > 0 se A > 0. Por outro lado, se
A < 0, temos de (LI7),

a(A) = A'(\) = a()) (1 + 16@;?» + 3)\>

Logo, para concluir, basta mostrar que

a’(\) =3

VA € R. (4.18)

A
1 >
- 16y/mo(\) + 3\

0.

De fato,

A A
e 1 NS G
16/mo (N 13N 6V +3) > oW > -7

e temos a conclusdo, pois o(A\) > —\/4y/7 no caso A < 0 (veja Figura ??). Logo, ¢”(\) >0

para todo A € R e, portanto, o é fungdo convexa.
Para analisar o comportamento assintético de o(\), observemos inicialmente que,

NP < oV + oA = 1

A
ma() NG 4

de onde se conclui facilmente que

1/3
0<o()) < (?) . YA 0. (4.19)

Em particular, 0(\) — 0 quando A — +00 e, para A suficientemente grande, temos
o(A\)* < o()\)3, de modo que

v

As designaldades (I9) e (E20) expressam que o(\) se comporta como 1/AY3 quando
A — 00.

— 1/3
a(N)? <1 + L) > i = o(\) > (#) (4.20)
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Para analisar o caso A < 0, consideremos os pontos ¢(A) e G(\) como na Figura 2
a seguir, isto é, g(\) é a raiz da equagao f(o) =0 e @(\) e a abcissa do ponto onde a reta

tangente ao grafico de f em (Q(/\), O) intercepta a reta y = 1/4.

f(0'>n A<0

1/4

Figura 2 — Ilustragdo dos pontos a(\) e ().

Calculando os valores de a(\) e G(\):

A A
_ 3 _ _ _ N
f(a)—0<:>a<a+4ﬁ>0<:>a 0 ou o Ve
Logo,
A
A)=——.
(M) 4\/7
Como

f’(Q()\)) = _Tﬁa
a equacao da reta tangente no ponto (Q()\), 0) é:

v ()]

5()\):—<4:\/7?+167)T\;/7?>.

de onde se conclui que

Portanto, se A < 0, temos

A A 16m+/T
e () o

Das desigualdes (£19) e (@21]), concluimos a prova do Lema. [

Vale aqui observar que sendo f uma funcao analitica, o Teorema da Fung¢ao Impli-
cita nos garante (veja Teorema HI] e Corolario [} a seguir) que a unica solu¢do () é

funcao analitica na variavel A e, portanto, pode ser expressa como série de Taylor:

o(A) =D opA".
k=0
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Teorema 4.1. Teorema da Fungdo Implicita de Hildebrandt e Graves [(7)].

Suponha que:

1. omapa F : U(zo,y0) € XX Y — Z estd bem definido em uma vizinhanga aberta de
U(zo,v0), € F(xo,y0) = 0,onde X, Y, e Z sdo espagos de Banach sobre um corpo
K=R ouC;

2. F, existe como uma derivada parcial, no sentido de Fréchet, em U(xzo,yo), e além

disso Fy(xo,v0) 1 Y — Z € bijetiva.;

3. F e F, sao continuas em (o, Yo).
Entao o sequinte é verdade:

1. Existéncia e unicidade: Ezxistem numeros positivos rq e r tais que, para todo x € X
satisfazendo ||x — xo|| < 1o, eziste exatamente um y(x) € Y tal que |ly(x) — yol| <
re F(z,y(x)) =0.

2. Construgao da solugio: A sequéncia (y,(z)) de sucessivas aproximagoes, definidas

por yo(x) = o, € Ynt1() = yn() — Fy (20, Y0) "' F (2, yn(2)),
converge para a solugdo y(x), quando n — oo, para todos os pontos v € X satisfa-

zendo ||x — xo|| < 1.

3. Diferenciabilidade: Se F' é de classe C™, 1 < m < oo, na vizinhanga de (xg, o),

entao y(.) € também de classe C™ na vizinhanga de xy.

Demostracao:

Ver [(8))]

Corolario 4.1. Se F' € analitica em (xq,%o), entao a solugao y(.) é analitica em xq.

Demostracao:
Ver [(B))]

Uma questao importante seria determinar o raio de convergéncia da série que,

conjecturamos, deve ser infinito.

Como consequéncia do Lema 1] podemos verificar que E,,,()\) satisfaz as propri-

edades gerais de E,,;,(\) demonstradas na Proposicao Bl Mais precisamente:

Corolério 4.2. A fungio E,p,,(N) definida em {[.13), é de classe C™, estritamente cres-

cente e concava em R. Além disso,

Eopp(N) ~ =X\2, quando X — —oo0,
Eoupp(N) ~ X2 quando A — +o0
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Demostragao: Usando a notacao o(\) = 1/k(A), temos de ([£I3)) no caso V; =0,

Eupp(A) = 14+ ﬁ / ® o(s) ds. (4.92)

Entao, do Lema ] temos

/

1 1
Eopp(A) = ma()\) >0, Eg,(\) = mal()\) <0, VAeR.
Além disso, segue facilmente de ([@I9) e (A20) que existem constantes positivas A; e A
tais que, para A suficientemente grande,

1 1

A (X)l/g < o(\) < 4 (X)l/g, (4.23)

de onde se obtém, apés integrar de 0 a A, o comportamento assintotico de E,,,(A) quando

A — +o00.

De modo andlogo, das desigualdades em (ZI]), temos que existem constantes

positivas By e By tais que, para —\ suficientemente grande,

com o que concluimos a demonstracao. [

Com argumentos semelhantes, podemos obter informagcdes qualitativas importan-
tes sobre fig,,(A) que, espera-se, possam ajudar a entender o comportamento de fiymin ().

Mais precisamente:

Proposigao 4.2. A fung¢io piap,(N\) definida em (413), € de classe C*, estritamente

crescente e concava em R. Além disso,

Happ(N) ~ —=A2) quando N — —o0,
tapp(N) ~ N2/3 quando X — +oo

Demostragao: Usando a notacao o(\) = 1/k(A), temos de ([£I3)) no caso V; =0,

Happ(\) = 1 + # <)\a(>\) + /0 " o(s) ds> . (4.25)

Entao, usando (£I7T), obtemos

() (20()\) + /\a’()\)) (%) A ) . (4.26)

1
-— — 9 _
2\/m 2\/m ( 16y/mo(X) + 3\
E 6bvio que /() > 0 se A < 0. Por outro lado, se A > 0, entio

A

32 /To(A) + 6A > A
VAT +6A =X = e e <

2,
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de onde se conclui por ([E26) que p/'(A) > 0.

Além disso, derivando na expressao ([A20]) em relagdo a A, temos

W) = # (3000 + 20" ().

Portanto, é evidente que p”(\) < 0 se A < 0. Observe que por ([AI8), temos
Aa(\) — A0’ ()
(16y/7o(X) + 3A)2

30’ (\) + A" (N) = 30" (A\) + 3

Portanto,
Ao’ (A) — Ao ()

(16y/7o(A) +3A)°

') <0 = d(\)<

ou equivalentemente,

1 s o'(\) < — Ao(Y) . (4.27)

(16y/7o(A) +3A)° (16y/7o(A) +31)°

Como o lado direito de ([£27]) é negativo se A > 0 e ¢’(\) < 0, basta que mostremos que

/\2
(16y/7a(A) + 37)

para concluir que gy, é concava em R. De fato, como 16y/7o(A) +3X > A > 0, segue que

S <1, YA>0

A? 1
<-<1

(16y/mo(A) +31)° 9

Para analisar o comportamento assintético de fi4,,(A), observe que
1
/«Lapp()\) = Eapp(/\) + ﬁ)\a()\), VA eR.

Entao, pelo Coroléario é suficiente estimar o termo Ao (\). Tendo em vista as estima-

tivas (£23)) e (£24]), temos,

Al/\2/3 S )\O'()\) S A2)\2/3’ VA >1
—BX? <0o(\) < —BA\? VA 1.

e a demostracao esta concluida. [

Observagao: Os comportamentos assintéticos da energia E,,,(A\) e do potencial quimico
Happ(A) descritos pelo Corolario e pela Proposicao sao condizentes com as esti-
mativas de Fyin(A) € fimin(A) obtidas por argumentos de carater fisico, conhecidas como

estimativas de Thomas-Fermi (veja (9)).
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4.1.4 Exemplos numéricos

Na referéncia (2)), foram utilizados desenvolvimentos de Taylor para comparar a apro-
ximagao fap, com resultados obtidos via solucao numérica da equagao de Gross-Pitaevskii
[22). Nesta secdo vamos resolver numericamente o problema de valor inicial dado pela

equagao (AI7) para calcular, da mesma maneira, o potencial quimico fiypp-

A figura 3 abaixo mostra o grafico de o(\) para A € [-10, 10|, obtida pela solugao

numérica, via o método de Newton usual, do problema de valor incial

do o
e — —V2/2
b~ oyroran 70 v2/

0.4 - -
~10 5 0 3 10

Lambda

Figura 3: Gréfico da fungdo A — o(\), caso ctbico.

A figura a seguir mostra o grafico de jiqp,(A) para A € [-10,10], obtido pela inte-

gracao numérica de fiqp,(A) de acordo com a férmula (ZIT])

1 A
om0 =145 (Mol + [ )
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— Mu_app o ——

]
.,__‘.
i

~140 f !

_]_ED i i i i i
-] —4 =20 o 20 40 0

Lambda

Figura 4: Gréfico da fun¢do A — p4, (), caso ctibico.

Comparando-se o grafico da Figura 4 acima com os apresentados no artigo de

referéncia (2)), verifica-se a coincidéncia numérica dos resultados.

42 Caso Geral

4.2.1 As férmulas exatas no caso geral

No caso geral, as equacoes (1)) e (£2) tomam a forma

906 =2 [ er(O)pr()de =0,

g 7 5 (4.28)
ey = <E&(w)|5w>+m/R|<m(£)lp“d£,

onde < | > detona o produto dual entre X e seu dual X*.

Suponhamos que podemos escolher um estado estacionario ¢, € G,, para qualquer
A € Rno caso 0 < p < 4 e para qualquer A > 0 no caso p > 4, tal que A — 9, define uma

curva diferenciavel em X. Entao

2\
Erin(N) = [[WA©PdE+ [ €@ + 75 [ 10a©1F e V6 [ cos* () ia(€) P



Capitulo 4. Um método para aproximagoes da energia minima 26

¢ um funcional diferenciavel como fungao de A. Como Ef\(w,\) = 2u1y, segue de ([AL2F),

d d )
- Epin(\) <2M¢A(f) )+ [ O
p+2 — [ lea(©l+dg (4.29)
Al

Pelo Teorema Fundamental do Célculo,
Enin(A) = Enin(0) + 2 /)\ ||@/)8||p+§ ds. (4.30)

Por outro lado, se definirmos fi,in (M) := (1)), segue de (BIH) que

Detin) = A Ba3) 4 (p 25 Lloore)
- inwniﬁ + Lt + E g (4.31)
e deAnwnzié.
Integrando em A, obtemos a férmula
s = s 0) + 5 (AT 2 [ onlgfas) .

Repare que, de ([BI3), temos E,,in(0) = fmin(0). Além disso, se Vy = 0, segue do
Lema EZT) que Byin(0) = fimin (0) = 1.

Observagao: Como no caso cubico, as formulas ([A30) e ([L32) expressam a energia mi-
nima F,,;, e o correspondente potencial quimico ft,,;, como funcoes de A, mas dependem
explicitamente da norma LP*? do estado estaciondrio 1y, que nao se tem explicitamente.
No caso ctibico obtivemos uma identidade simples entre essas duas funcées que nao en-

volvem 1y, dadas pela formula (L7). Esta férmula também vale no caso geral. De fato,

temos de (Z29) e (Z31),
d (\) = pt+2d pA &
Y = TN 2 d\?
Com isso temos que, para todo A € R, vale a identidade:

pA d

—Enin(\) + Erin(N).

4.2.2 As férmulas aproximadas no caso geral

Consideraremos as fungoes teste ¢ € ¥ definidas como

60(&) = {2 exp(—he?)
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e calculemos a energia F)(¢y) definida em (ZI5]). Como vimos no Capitulo B

E(¢)—lc+i+AA/r<;p/4—E 1+ o (4.34)
MOR) =BT g T 2 P\ Tor ) ) '

onde
24/29p/4

P (ot 2

Fixado p > 0, vemos que

lim Ey(6y) = +00, VAER.

400 se A > 0;
lim E\(¢r) =4 +o00 se N\E€Rep<4;
k——+o00

—00 seA<0ep>4.

No caso p = 4, denominado caso critico, observamos que

—o00 se A< —1/A; = —31/3/2;

lim FE =
k—+o00 2 (@) { +o0o se N> —1/A; = —37r\/§/2.

Portanto, nas situagoes em que os limites acima valem 4o0, isto é, os casos em que a

fungao k +— E\(¢r) é coerciva, podemos encontrar k() > 0 tal que

EA(¢/§(A)) = min{E,\(qﬁk); ke (O, +OO)}

Nesses casos, k(\) deve satisfazer a equagao:

dEx(¢r) I p by Voo o?
CENOE) 4Py - S
dk e Py s e ) =0
isto é,
2 b Bl _ Voo _af) 1
k* + 4Ap)\l€ T < or ) =1 (4.35)

4.2.3 Analise do caso geral com V[, =0

Na hipétese em que Vy = 0, o lado esquerdo de (£37) nos casos em que héa a
coercividade, define uma funcao f(k) que tem as mesmas caracteristicas apresentadas no
problema com p = 2. Portanto, com argumentos analogos podemos obter as propriedades
da solucdo k()\) da equacdo. De fato, se considerarmos o = vk, entdo (@37) toma a
forma

vy 1
ot + i—)Ap)\a5+2 =7 (4.36)

Consideremos a fungao f : (0,4+00) — R definida por

flo) =" + Byhost2,
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onde /3 p
2 2\P
B=Ta= (22 ) (2)"
4 2(p+2)32 ) \ &
Se 0 < p < 4, a fung¢do f se comporta como nas Figuras 7?7 e 77 e a equagao ([£36]) admite

uma tnica solu¢ao (). Em particular, para A < 0, a raiz positiva da equacao f(o) =0

¢ o(\) = [~B\7s.

Lema 4.2. Seja 0 < p <4 eo:R — R tal que o(\) é a solucao de ([{-30). Entao

o € C®(R) ¢ estritamente decrescente, satisfaz as sequintes propriedades:

0(0)=— lim o(\) =+oc0, lim o(\)=0.

2 A——00 A— 400

Mazs precisamente,

o(\) ~ (=AB)YYU P quando A — —oo,

1\ et (4.37)
o(A) ~ 1B quando A\ — +00.
p

Além disso, é convexa para p € [2,4], para todo \; e existe A. tal que é convexa em
(Aes +00), para p € [0, 2).

Demonstragao: Como f(a()\)) = 1/4, segue que o(A\) > 0 para todo A € R. Além
disso, como () é definida implicitamente através de f, a regularidade C* é consequén-
cia imediata do Teorema da Funcao Implicita. Derivando a equagao (£30) em relacao a

A, encontramos
1000’0 + (5 +2) BACO)E(0) + Bo()E2 =0,
de onde se obtém
_ —Byo())
40\ 5 + (5 +2) BA

a'(\) (4.38)

Se A > 0, é claro que o’(\) < 0. Para concluir que a fungdo A — o(\) é estritamente

decrescente, basta mostrar que
4o(N)*5 + (12—’ - 2) B,A >0, VYA<O. (4.39)

De fato, como para todo A < 0 tem-se a(\) > g(A), segue que

40N> + (g + 2) B\ > do(\)*E + (g + 2) B
> 4g(M\)2° 8 + 4B\ (4.40)
= 40(VE2f(a(N)) = 0.
Portanto Bol
o'(\) = —Byo() <0, VAeR (4.41)
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e concluimos que ¢ é uma funcao estritamente decrescente.

Para analisar o comportamento assintético de o, observemos inicialmente que

p 1
B (NP < o4 (\) + Bdo(M)?H2 = 1
Logo, para A > 0, obtemos
1

Em particular, o(A) — 0 quando A — +o00. Para A suficientemente grande, temos

ot(\) < a(\)?+#/2) de modo que, de ([E30),

oM (14 AB,) >

)

1 =

o que implica
A _ & 4.43
U()><4+4)\Bp> (4.43)
2

L /\)p ** quando

Das desigualdades (£42) e (£43]) concluimos que o se comporta como (E

A — 00.
Para provar o caso A < 0, observe que (veja Figura ??7) a(\) < o(\) < (), onde, neste

caso,

oc(\) = [-BATE o 7()\) :g(A)+m (4.44)

24p
4—p .

£eN) = 4=BNT7 + (24 5) (=B,

Para p < 4 é claro que f'(a()\)) — 0 quando A — —oo, de onde se conclui o comporta-

mento assintético em ([3T).

Vejamos agora a convexidade de o(\). Derivando a expressao ([L38)), obtemos

o [(4=20) B0 — (8 4-2) BIA|of i (3+2)Bjo (4.45)
[4027(17/2) + (g + 2) Bp)\}

Por conseguinte, basta verificar para quais valores de p o numerador em (L43]) é estrita-

mente positivo, isto ¢é,
_ P p
(4 - 29)B,0> ®/? — (2 4 5) B2A]o’ + (2 4 5) B2 > 0. (4.46)
Substituindo em (£40) a expressao (LA41]), obtemos o” > 0 se, e somente se,

(4= 2p)o? @2 — (24 2) B
[4027(17/2) + (g + 2) Bp)\}

(—B,o) + (2 + g) B,o > 0.

Segue de ([A39) que a desigualdade acima é equivalente a

41+ p)ot > (g 4 2) <g n 3> (—AB,). (4.47)
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Multiplicando por ¢2+? ¢ usando (E30), vemos que (E4T) é equivalente a:

a*(\) [4(}9—0— 1) — (g + 2) (123 + 3)] + i (g + 2) (g - 3) >0 (4.48)

De modo que, como o > 0, (A4])) se verifica para p satisfazendo 4(1+p) > (g + 2) (g + 3),
isto é, para todo p € [2,4], ou,

(2 (49
[4p+1)— (3 +2) (5+3)]

Como limy_,_ 0(A\) = +00, limy o, 0(A) = 0 e o é estritamente decrescente, segue que

a'(\) < =C, >0, para p € [0,2)

existe um tinico A, tal que o*()\.) = C,. Logo o é convexa para A € (A, +00) e p € [0,2)

e a prova esta concluida. [

Com base nas propriedades descritas no Lema [£2] podemos analisar as proprieda-

des das fungoes Eypp(A) € ftapp(A), que no caso Vy = 0 sdo definidas por
2 A
Ean(Y) =1+ = [ lleulids

1
o ) :1+p—<p)\|!<m”§i§+2 [ ledziza

i ) (4.49)

onde as fungoes aproximantes ¢y, A € R, sao definidas por

2500

(&) = drn (&) = exp(—k(A)E?). (4.50)

Como vimos anteriormente, segue do Apéndice [C] que
2 [2k\"*
2
g3 = =25 ()
p+2\m
de modo que, substituindo em ([49), obtemos

9(p+6)/4 A » A v
Eopp(N) =1+ W/o k(s)ids =1+ Ap/O k()% ds. (4.51)
Derivando as expressoes em ([49]), obtemos:
B = = lelgs
Tt = lealpth+ 2l

Assim, podemos repetir os argumentos do caso exato para concluir que

d p+2d pA >
— =——F, ——F 4.52
d)\:uapp( ) 2 d\ app()‘)+ 9 d)\2 app()‘) ( 5 )
e consequentemente
pA d
Happ(A) = Eapp(A) + ?aEapp()‘) (4.53)

Segue do Lema que, também no caso geral, F,,, satisfaz as propriedades gerais de

Epin. Mais precisamente:
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Corolario 4.3. A funcio E,,, definida em ([A9) é de classe C™, estritamente crescente

e concava em R e tem o sequinte comportamento assintotico:

Eupp(N) ~ A0 guando N — +oo.
Eopp(N) ~ —(=N)YEP quando X — —o0,

Demonstragao: Temos de ([L51]),
A
Eupp(AN) =1+ Ap/ o(s)P? ds
0
e fica claro que

E. (N =A,0\2>0 e E' (\)= %’U(A)S—la'@) <0, VA€ER. (4.54)

app app

2/(p+4
) R quando A — 4o00. Logo

De (£37), temos o(\) = O(l/)\

Eupp(\) = O (/O)\a(s)pﬁ ds> ~0 (/OAsﬁds> =0 (xH).

Por outro lado, para A — —oo, temos o(\) = O((—)\)Z/(‘**p)) e, consequentemente,
A - A
Eapp()\) - O (/ (_3)p/(4p)d8> = O <—/ tp/(4p)dt> - O (_(_)\>m> )
0 0
e assim concluimos a prova. [J

Analisemos agora as principais propriedades da funcao figp,(A).

Proposigao 4.3. A fungdo jiay,, definida em {@29) € de classe C™, estritamente crescente

e
{ fapp(N)  ~ XY@+ quando A — 400.

fapp(N) ~ —(=N)YUP) quando N — —oo0,

Além disso, [layp € concava para todol em R e qualquer que seja 0 < p < 4.
Demonstragao: Decorre diretamente de ([{E52) e (E54) que

o) = (252) A 0+ L2000 = 0, (252 4+ 7

e conclui-se que p;,, (A) > 0 para todo A < 0, visto que o'(\) < 0.

Para analisar o caso A > 0, vamos substituir ¢’(\) na expressao acima pela férmula

obtida em (A3J), isto é,

(4.55)

, p+2 \B p2
:uapp()\) = ‘/4170-()\)g 9 - 9_P L » .
8(40(N)*"% + (2 +2) B\
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Entdo, u;,,,(A) > 0 se, e somente se,

A p*B, < p+2
8N+ ((p/2) +2)BA] 2

Segue de (L39) que a inequagao acima é equivalente a
0 < 16(p+2)0° % + (p* + 12p + 16) B\

que ¢ evidentemente verdadeira para A > 0. Portanto, fi.,,(A) ¢ fungdo estritamente

crescente em R,qualquer que seja p € [0, 4).

Para analisar o comportamento assintotico de gy, observe que
P P
Happ(A) = Eapp(A) + /\51419‘7(/\)2-

e, para A — 400, Aad(A)P2 = \O ()Fp/(p*‘l)) =0 (/\4/(7’*4)) . Com argumento andlogo

obtemos também o comportamento assintotico no caso para A — —oo.

Para analisar a concavidade de fi4,),, considerando as férmulas (£52) e (£54) ob-
temos (veja os detalhes no Apéndice [D))

Happ(A) =

Appo’a5 1 [(3p+4)B2A2 (B +2) + AB,0? ¥ (2p? + 40p + 32) + 32(p + 1)o7
44078 + (5 +2) BAP '

Utilizando (Z30) obtemos:
Happ(X) =

= R(p,0) Ki - 04()\)> Kg + 2> Byho ™27 2(3p 4 4) + 07 P(2p® + 40p + 32)} + 32(p + 1)04—19] :

Onde

R(p,o) =

Entao, usando (@39), vemos que

Aypa'ar ™ [ohP(=2p® + dp + 16) + 4o P(2p® + 28p + 16)]
1 (10> 4+ (2+2) BA]

Como o(A) > 0, ¢’'(A) < 0, pra todo A € R, e levando em conta (£39), concluimos que
Hipp(A) < 0 para todo A € R e p € [0,4). Assim, concluimos a prova da proposicao. [

4.2.4 Exemplos numéricos - caso geral

Os graficos a seguir correspondem & fungao fiq,,(A), para A € [-30, 30], para os seguintes

valores de p = 1.5, p = 2.0 (caso cubico), p=2.5,p =3.0 e p = 3.5.



Capitulo 4. Um método para aproximagoes da energia minima

33

== 1-5
20 . | p= I I
| JE—
| - .._-'-""""_————— |
—llﬂ _ r |
=20 | |
i
=30 _
s
_4{] | I I 1 1
-30 -20 =r ; ] m |
Lambda
Figura 5: Grafico da fungdo A — fiapp(A), caso p = 1.5.
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Figura 6: Gréfico da fungdo A — fi4,(A), caso p = 2.0.
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Figura 7: Gréfico da fungdo A — fi4p(A), caso p = 2.5
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Figura 8: Gréfico da fungdo A — fig,(A), caso p = 3.0
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Figura 9: Gréfico da fungdo A — fi4,(A), caso p = 3.5
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APENDICE A - Prova do Lema 2.

Neste apéndice vamos provar o Lema 2l E claro que a funcéo ¢o(&) = 74 exp(—£€2/2)
verifica a condicdo |¢o||2 = 1. E claro também que Ly, = @y. Portanto, @y é autovetor
de L associado ao autovalor p = 1. Além disso, retomando a prova do Teorema 2] no

caso A = 0, concluimos que existe ¢, € Y1, ¢, Z 0, tal que

6113 = min{||]% : ¢ € 1}

Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe A, € R tal que

—0L(6) + E0u(§) = Mgu(§), VEER.

Portanto, ¢, é autovetor de L correspondente ao valor A,. Observe que se multiplicarmos

a equacao acima por o, e integrarmos por partes em R, obtemos
)

l:[1% = A

Assim, para concluir a prova do Lema, basta mostrar que ¢, = g, pois isso implica que
A\, = 1. Para isso, consideremos a equagao —¢” + £2¢ = u¢, a qual pode ser re-escrita na
forma

¢"+(2p+1-8)p =0, (A1)
pela substituicao p = 2p+1. Considerando a mudanca de variaveis ¥ (£) = ¢(£) exp(£2/2),

a equagao (AJ]) se escreve na forma

" —26¢" + 2pyp =0, (A.2)

Sendo esta uma equacao linear de segunda ordem de primeira espécie com coeficientes

variaveis, podemos buscar solugoes na forma de séries de poténcias:
o
Y(x) =) aa™
k=0

Substituindo formalmente a série de poténcias acima na equacao ([A2)), obtemos as se-
guinte recorréncia para os coeficientes a,,:

2(p —n)
n+1)(n+2)

an+2:—( An, n=20,1,2,....

Dessa férmula de recorréncia, obtém-se os coeficientes:

o = 2024 (020
A2k+1 = T(p—l)(p—3)~--(p—2k—1)
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Assim, para cada p € R, temos duas solugoes linearmente independentes (observe que se

p é inteiro positivo, uma das solugoes acima é polinomial):

¢p,par(£) = Z a2k£2k7
(= (A4)

%)
wp,impar (f) = Z a2k+1§2k+17
k=0

Desfazendo a mudanca de variaveis e voltando a formulagdo original, obtemos

solugoes da forma

bp(&) = V() ppar exp(—fz/Q), ?p(&) = V(&) p,impar eXp(_§2/2)

Logo, se provarmos que as solugdes ¢ acima estdo em L?(R) se, e somente se, p é inteiro
nao-negativo, podemos concluir a prova, pois o primeiro autovalor de ([(AJ]) corresponde

a escolha p =0, isto é, A\, = 1.
Suponhamos entao p € N. Neste caso.
_¢2
¢p(§) = Hp(£)€ ¢ /27
onde H, é um polinémio de grau p. Pela regra de L’Hopital é facil ver que

lim H,(€) = 0.

€| 500 €8%/2

Logo, existe M > 0 tal que H,(§) < e~€/2 para todo |¢] > M, de modo que
2 M 2 —£2/2
Llow©Fds < [ oy s+ [ g < o,
R -M l€1>M

Por outro lado, para mostrar que p ¢ N implica ¢, ¢ L*(R), consideremos o caso

par (o caso impar ¢ analogo). Neste caso, 1, yar(§) ndo ¢ um polindémio. Temos entao,

wp,par(g) = Qo —a2§2 +a4§4 — 652/2 = bo+b2§2+b4£4+... ;
onde 1y
—1)%2
a = — -2 —4)-(p—2k—2),
2 W pp=2)(p—4)---(p ) (a5
ka — %

Observando que

Aokt2 2(p — 2k) B = bokio 1

age  (2k+1)(2k+2)’ by 2(k+ 1)

. =

vemos que o > 0se 2k > pe
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Logo, existe kg € N (que podemos supor maior que p), tal que ay/5r > 3/2, para todo
k > kq. Portanto,

a 3\"a
hotn (—) 2 ¥neN.

b2k‘0+2n 2 b2k‘0
Assim, para algum ng > 1 temos
n 3\"
Dokot2n <—) 92k 2, Vn > ny. (A.6)
bako-+2n 2/ bk,
Denotando N = kg + ng, podemos escrever
) N-1 00
Uppar(€) = € 72(€) = Y (s, — ba)2™ + > (a2 — bar)2™.
k=0 k=N
De (A.6) segue da equagao acima:
wp,par(ﬁ) - 652/2(5 > PN + Z b2k - QN(&) + 662/27
k=N

onde Py e )y sao polindmios de grau N. Portanto

Jim (5 (€) = €2(€)) = o0,

o que implica que ¥ par(§) > e£°/2(€) para |¢| suficientemente grande. Logo, op(&) > 1

para |¢| suficientemente grande, de onde se pode concluir que ¢, ¢ L*(R)
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APENDICE B - Compacidade da Imers3o
X C LP(R)

Vamos agora apresentar uma demonstra¢ao da compacidade da imersao X C LP(R), p > 2.
Procedendo como em (?7), para 0 < p < 4, tome v uma fun¢ao qualquer em X e R > 0,
temos

/ u(z)Pde < R™* < R™* Jzul*u(@)[P~* < R72||ullX v~ (B.1)
jal>R ja >R

Tome agora {u, }, sequéncia em X tal que [|u,|x < M, Vn,z. De (B.]) e da Desigualdade
de Holder
/wR |t (2) = U () [Pd < 2771 (| ||2 + | [12)

< 2 R (g3 1ty 2 1% + [l 1y *12)
op—1 pr2p B B B
<~ (I ll% + b2 l%) = R7Cy
Segue que
/ (@) — (@) pde < R0, (B.2)
z|>R

Por outro lado, do Teorema de Rellich-Kondrachov, temos que H!(|z] < R) é compac-
tamente imerso em LP(|x| < R). Logo, como X C H'(R), e a restricio de u & Bola de
raio R e centro em zero ¢ uma funcio de H'(|z| < R), existe uma subsequéncia {u,, }

de {u,}n, tal que, Ve > 0, Jkqg tal que
/$<R [tn,, () — U, (x)[Pdz < e, Yk > kg (B.3)

Assim, de (B.2)) e (B.3)), vemos que, Ve > 0 podemos escolher R e k suficientemente gran-
des, de forma que |[u,, — um, [/} < €. Logo {un, }x ¢ sequéncia de Cauchy, e como LP(R)
¢ espaco completo, temos que a sequéncia {u,, }r converge. Isso mostra a compacidade
X C LP(R).
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APENDICE C - Célculo de Integrais Especi-

als

Neste Apéndice vamos mostrar que, se « € R e ¢ > 0, valem as seguintes formulas:

[esvegyae =T, [ @exp(-ee)de= [T ()
/Rcos (o) exp(— 2\/> (1 + exp <——>> (C.2)

Usando o Teorema de Fubini e coordenadas polares, obtemos

2
(/R exp(—c€?) df) = //11@ exp (—c(ac2 + y2)) dxdy
2w oo 9 00 9
:/ / e " rdrdd = 27T/ e rdr =1
o Jo 0 c

Além disso, formalmente (veja [(?7?)] para a justificativa), temos:

d
& [ expl(—eg)de = [ o exp(-e€?)de = — [ & exp(—ee?)de.

i - T

Para provar (C.2)), observemos primeiramente que

Logo,

/ cos? (o) exp(—ca?) dx = %/ exp(—cz?) dz + % / cos(2ax) exp(—ca?)dx.  (C.3)
R R R

Como (200)2*
> 20
cos(2ax) =Y (—1)F , VzeR,
kz:% (2k)!
temos
00 (2a)2k
/Rcos(Qozx) exp(—cz?) dr = kZ::O(—l)k )] /R:L‘% exp(—cz?) dz. (C4)
Observe agora que
s exp(—cz?) = (=D)F2? exp(—cx?), Vr €R, Ve >0
dck P - p ) ’ )

de modo que

@/Rexp(—cﬁ) dzx = e exp(—cx?) dx = /R( 1)*2% exp(—ca?) dx.
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Mas
/exp(—cxz)d:c: z,
R c
de modo que
1
i/ exp(—cx?)dx = /7 (—> 2,
dc Jr 2
d? Ndr = V7 3N\ 52
d_?f Rexp(—cx) o= V5]
d 9 B 3X5\ g
dCB/ReXp(—cx Ydr = ﬁ( 5 )c ,
k ‘ ' : ex (2k—1
%/ exp(—ca?)dz = /7 (3 X D X 2k>< ( )) o (2k+1)/2.
ck Jr

Multiplicando-se o numerador e o denominador na ultima expressao acima por
2x 4 X x2k =2k,

obtemos
3xbx---x(2k—1) (2k)!

ok o2k

2k 2 _ (2K)! _orgrye _ [T [ (2K)
/Rx exp(—cx)dx—\/;rmc( /2 = gz |-

Substitutindo em (C.4l) obtemos

/Rcos(Qozx) exp(—cz?) dx = \/gli(—l)k% (%)k = \/éexp(—oﬁ/c). (C.5)

De (C3) e (CAH), obtemos finalmente

[ cos? () exp(—ca?) e = e (1 + exp <—%2>> ,

como queriamos mostrar.

Logo
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APENDICE D - Céalculo da  expressio
,ugpp()‘)

A partir das identidades ([£52) e (Z54]), obtemos

1 -1 2 £-2
App020 (p n 1) n /\p AZO' [(B _ 1) (0)2 + 0'(7//:| (Dl)

/’[/pr()\) = 2

Para entendermos melhor o comportamento de p,p, faremos alguns calculos preliminares.

Comecemos reescrevendo oo”, utilizando (Z38)) e (£45)
(4 —2p)B,o* % — (2 +2) B2\ 0’0 + (& +2) B20o?
4025 1 (2 +2) B

"
o0 =

(D.2)

Ou seja,
P 2 2-2 72
. [(54—2) Bp)\—(4—2p)Bpa 2}(0) D '
oo’ = P (’59 N 2) oA + (5 + 2) (o) (D.3)

Utilizando ([(D.3) e reagrupando os termos, e lembrando (Z38]), vemos que

(2-1) (0 +00" = -B,o'o (P +2) (5 +2) B+ 0" 56)
’ 4025 + (2 +2) B,

: (D.4)

Substituindo (0.4)) em (1)) , e reordenando os termos, conseguimos

Happ(A) =

Appo’a 51 [(3p+4)B2A2 (B +2) + AB,0% ¥ (2p? + 40p + 32) + 32(p + 1)o7
4[40%°% + (B +2) B, '
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