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Introducao

O propésito deste trabalho é apresentar a teoria das representagoes de grupos
localmente compactos e o teorema da imprimitividade.

Na primeira parte do primeiro capitulo tratamos das defini¢oes e resul-
tados basicos utilizando um aparato da topologia e da teoria de fungoes em
grupos topoldgicos. Por fim, estudamos a algebra L! associada a um grupo.
Na segunda parte do capitulo introduzimos algumas técnicas de medidas
sobre os espagos homogéneos G/H. Em particular a no¢ao de medida quasi-
invariante que seréa imprescindivel para o desenvolvimento do processo de
inducao.

No segundo capitulo introduzimos o conceito de representacao unitéria
de grupos compactos. Subsequentemente serao desenvolvidas as técnicas
necessarias para a demonstragao de duas formas do Teorema de Peter-Weyl.
Tiramos algumas consequéncias deste teorema, em especial com relagdo ao
grupo compacto SU(2).

No terceiro capitulo apresentamos a construcao principal deste trabalho,
a saber, a construcao de Mackey da representagao induzida. Esta constru-
¢ao é simples para o caso de grupos finitos, mas sua generalizacao ao caso
localmente compacto requer uma andlise mais profunda. Apresentamos trés
construgoes desta representacao induzida e provamos que as trés construgoes
resultam em representagoes equivalentes. Feito isso, obtemos as propriedades
basicas do processo de inducao, a saber, que ele preserva somas diretas, o
produto tensorial, dentre outras. Concluimos o capitulo com a construcao da
chamada série principal para o grupo SLs(R) das matrizes de determinante

um agindo no plano.



No capitulo final tratamos de uma classe de representacoes da algebra
L'(G) associada a uma representacio do grupo. Definimos o que é um sis-
tema de imprimitividade e estendemos o processo de inducao a este novo
objeto. Apds essa extensao, provamos o teorema da imprimitividade de Mac-
key que afirma que dado um sistema de imprimitividade existe uma tnica
classe de representacao de um subgrupo H cujo sistema de imprimitividade
induzido é equivalente ao original respondendo assim a pergunta de quando

uma representacao ¢ induzida de algum subgrupo.



Capitulo 1: Espacos de Funcoes em Grupos.

Neste capitulo inicial apresentamos alguns conceitos e resultados preliminares
dos quais faremos uso nos capitulos subsequentes.

Dados G um grupo topoldgico localmente compacto e um subgrupo fe-
chado H de G, para se desenvolver a teoria de representacoes induzidas de G
precisamos de alguns resultados especificos sobre medidas tanto nestes grupo
quanto no espago homogéneo quociente G/H. As no¢oes de ré-fungao, soma
sobre um subgrupo, medida quasi-invariante sao introduzidas e com elas se-
rao derivados os resultados necessarios para realizar a construgao principal
no capitulo 3.

Se nada for dito, suporemos a priori que GG é um grupo localmente com-
pacto que satisfaz a condicao de Hausdorff e H é um subgrupo fechado de G

e que dxr é uma medida de Haar invariante a esquerda fixada em G

1.1 Nocoes Basicas

Considere o seguinte caso:

Seja G um grupo localmente compacto e H um subgrupo fechado. Seja
4 uma medida de Haar invariante a esquerda em G com integral associada
Jo f(z)dz.

Chamaremos G/H ao espaco de classes de equivaléncia a esquerda pelo
subgrupo H do grupo G, i.e. G/H = {zH;y € tH <= yx ' € H} e
muniremos este conjunto com a topologia quociente, ou seja, a topologia

fazendo com que a aplicagao ¢ : G — G/H, dada por ¢q(z) = zH satisfaga

U C G é aberto <= ¢(U) é aberto em G/H.



E um fato conhecido da teoria de grupos topoldgicos que o espago G JH é
também um espago localmente compacto e completamente regular (ver [8])

i.e. vale o lema de Urysohn:

Teorema 1.1. Dados K C G/H um conjunto compacto, e U uma vizinhanga
aberta de K existe uma fungao f: G/H — R tal que

i) f(z) =1 para todo x € K

i1) f(z) =0 para todo x ¢ U

i) f(G) C [0,1]

Em particular, tomando H = {e} obtemos que o mesmo resultado vale
para G no lugar de G/H.
Introduzimos agora as defini¢oes basicas da teoria de representacoes de

grupos em geral.

Definigao 1.2. i) Seja G um grupo arbitrdrio e V um espago vetorial arbi-
trario sobre K, onde K denota R ou C. Uma representacao de G em V' é um
homomorfismo m : G — GL(V'), onde GL(V') denota o grupo de operadores
em V invertiveis relativo a operacao de composicao.

i1) Seja G um grupo e ™ uma representacio de G no espago V. A dimen-

sao de w € definida como a dimensao de V', i.e. , dimm = dim V.

Observacao 1.3. O conceito de representacao é essencialmente equivalente
ao conceito de ag¢do linear. Para tornar esta afirmacao precisa, definimos
uma acao linear de um grupo G em um espaco vetorial V' como sendo uma
acio p: G XV =V tal que para todo o, 5 € K, v,w € V, temos p(x, v +
Bw) = ap(z,v)+pp(z,w). E ficil ver que para cada agdo linear de um grupo

em V' eziste uma unica representacio associada tal que p(x,v) = mw(x)v e
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analogamente, dada uma representacio ™ : G — GL(V) de G existe uma

unica agao linear p de G em V' satisfazendo também p(x,v) = w(x)v.

Esta observacao nos permite usar livremente os termos acao linear ou

representacao de um grupo G em um espaco vetorial V.

Definigao 1.4. i) Um operador de entrelacamento entre duas representagoes
(m, V), (v, W) de um grupo G é um operador linear L € L(V,W) tal que
Ve e G, Vv €V tenhamos

Lon(z)v=wv(x)o Lv.

Ou seja, um operador linear que faz o sequinte diagrama comutar.

v
ﬂ(w)l l'/(w)
V

it) Dadas representagoes (m, V'), (v, W), denotamos homg(V, W) o espaco
dos operadores de entrelacamento entre m e v. No caso em que V = W,
podemos mostrar que este conjunto € uma subdalgebra da dalgebra de operadores
T:V—=V.

iii) Dizemos que duas representagoes (mw, V'), (n, W) sao equivalentes quando
existe um operador de entrelacamento invertivel entre elas. Em outras pala-
vras, se existe uma bijecao em homeg(V, W)

Para simplificar a notagdo omitiremos a a¢do ou a representacao quando

nao houver possibilidade de confusao, escrevendo, para x € G ev € V, xv



ao invés de w(x)v. Se este for o caso, T' pertence a homg(V,W), i.e. T é
um operador de entrelacamento se e s6 se T'x = xT para todo x € GG.

iv) Dada (w, V') uma representacio de G, dizemos que um subespago W
¢ invariante por G, ou G-estdvel, se para todo x € G vale que w(x)W C W.

v) Uma representagao (w,V') € dita irredutivel se V' nao possui subespago
G-estdvel nao trivial, i.e., diferente de V e {0}.

vi) Dada (7, V) uma representa¢io de G e W um subespago G-estdvel,
podemos definir |y como sendo um homomorfismo de G em hom(W) dado
por mw(x)w = w(z)|lww para w € W. Pode-se mostrar que (m,W) é uma
representac¢io de G, chamada restrigao de (mw, V)

vii) (m, V') uma representacio de G, podemos definir uma representagdo
™, denominada dual (ou adjunta) de 7 de G em V*, o dual algébrico de V.
Se v pertence a V e w € V* defininimos [7*(z)u|(v) = u(n(z~")v) para todo

reQq.
Como exemplos temos:

Exemplo 1.5. Seja K um corpo e G um grupo arbitrario. O K-espago ve-
torial livre é o espago vetorial K[G] que tem como base o conjunto G, i.e.,
seus elementos sao da forma

Z Ay - X ou ainda Z Az €g,

zeG zeG

onde todo A\, € nulo exceto para um numero finito de r em G. Muni-

mos este conjunto com a soma pontual e a multiplicacao por escalar pontual.
Podemos estender por linearidade o produto de G a um produto em K[G]
tornando-o uma dlgebra, denominada K-dlgebra do grupo G.

Defina (7,K[G]), como sendo dado por
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m(x)v = 7(x) ( 2 gec )‘969) = 2geG Aglag-

Lembrando que a aplicagdo g — xg € uma permutacao de G para todo

x € G, vemos que esta representacio age em K[G] permutando as dimensaées.

Lembramos que uma medida de Haar em um grupo localmente compacto
¢ uma medida regular de Borel em G tal que para todo x € G, u(E) =
p(x - E) para todo boreliano E ou equivalentemente p, = p para todo z € G
onde definimos 1, (E) = p(x~'E) para E boreliano. Similarmente definimos
medidas de Haar invariantes a direita.

Sabemos também que todo grupo localmente compacto possui uma me-
dida de Haar invariante a esquerda (e uma a direita) e toda outra medida
invariante a esquerda (& direita) em G é um multiplo constante desta me-
dida. Esta afirmacao é um resultado classico da teoria de grupos localmente

compactos e sua demonstragao pode ser encontrada, por exemplo, em [6].

Exemplo 1.6. i) A medida de Lebesgue usual na reta é uma medida de Haar
invariante d esquerda nos espagos vetoriais (R"™, +) sobre R. Note que como
este grupo € abeliano, esta medida € invariante a direita também.

i) A medida de Haar invariante a esquerda em R*, o grupo multiplicativo

de reais nao nulos € dada por

[ i

jal’
iii) Mais geralmente, em GL(n,R), o grupo de operadores invertiveis em

R™, uma medida de Haar invariante a esquerda é dada por:

dA
A) 2
/GL(mIR) J4) |det A"’

onde dA € o elemento de volume usual em M, (R).



1.2 Alguns Resultados Sobre Espacos de Funcgoes em
Grupos

No que se segue, trabalharemos com espacos de fungdes em grupos, ou espagos
quocientes de grupos, como por exemplo C(G, C) o espago de fungdes con-
tinuas definidas em um grupo topoldgico G com valores em C, ou C.(G,C)
o subespaco de fungoes complexas em G com suport compacto. Quando
nao explicitarmos um contra-dominio, ou seja, quando escrevermos C'(G) ou
C.(G) sera assumido tacitamente que as fungoes destes espagos assumem

valores complexos.

Definig¢ao 1.7. Seja f € C.(G,C), e tome f, : H — C dada por f.(h) =
f(zh). Entdo f, é uma funcgao integrdavel com relagio a medida de Haar dh
de H (veja [8]) e podemos definir, uma fungio f¥ : G/H — C chamada de

sua soma sobre H por
FHLGIH = C, fH(aH) = / F(xh)dh.
H
A aplicacio assim obtida C.(G) — C(G/H), f + f¥ é linear:

(of + Bg)!(«H) = [ (af + Bg)(ah)dh = [ af(ehdh+ B [ glah)dh =
af " (eH) + By (aH)

Obtemos a imagem desta aplica¢gdo com o

Teorema 1.8. : Seja ¢ € C.(G/H). Entdo existe f € C,(G) tal que f* = ¢.
Além disso, se p(xH) > 0 para todo xtH € G/H podemos escolher f de modo
que f(z) > 0Vzr € G

10



Prova : Por defini¢ao de C.(G/H) podemos tomar um compacto K C G
de tal maneira que supp(¢) C q(K). Deste modo existe p € C.(G) tal que
p(x) > 0 Vz tal que zH € supp(¢). Afirmamos que p(zH) > 0 VaH €
supp(e).

De fato, p(zH) = [y p(xh)dh, mas xH € supp(¢) significa que existe
um elemento h € H tal que p(zh) > 0, o que significa que p(y) > 0 para y
em uma vizinhanga de xh em H e como p > 0, temos que [y p(xh)dh > 0.

Definimos agora ¢ : G/H — C por

¢(xH)/p"(xH) se x € supp ¢

0 caso contrario

-]

Pela continuidade de ¢ e p, e o fato de que supp(v)) C supp(¢), te-
mos que 1 € C.(G/H). Agora definimos uma fungao f : G/H — C por
f(zh) = ¢ (xH)p(x). Novamente, pela continuidade das fungées envolvidas,
observamos que f ¢é continua e portanto f € C.(G). Se ¢ € C.(G/H)™ entdo
f € C.(G)*. Por fim computamos f(xH) para zH € G/H.

fH(SL’H)z/Hf(:ch)dh:
| lat)p(ah)ah = v(cH) [ pleh)dn =

Y(eH)p" (¢H) = ¢(«H) para oH € q(supp(¢)).

Obviamente, se tH ¢ q(supp(¢)), temos que f7(zH) e ¢(xH) sdo ambas
iguais a 0 e o resultado esta provado.
Sejam K C G um subconjunto compacto de G e Ck(G) o espago das

func¢des em G com suporte contido em K.
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Proposicao 1.9. Seja K um subconjunto compacto de G. Entao existe um

cx > 0 tal que para toda f € Cx(G) temos || f%]|co < x| floo-

Prova : Como supp(f) C K se x ¢ KH, entdo xh ¢ K para todo h € H
e teremos [y f(zh)dh = f7(xH) = 0. Afim de estimar |f¥ (x H)| precisamos,
entao, apenas considerar o caso r € K.

Isto significa que se zh € suppf entdo h € ! - suppf C 27! - K C
K~ 'K, e deste modo h € K~'K N H. Como a multiplicacdo e o produto sao
continuos, o conjunto K 'K NH é compacto em H. Seja cx = (K KNH).
Notando que

@) < [ 1f(@h)|dh < ek fll
H

obtemos o resultado.

1.3 Medidas Quasi-Invariantes

Assumiremos o resultado abaixo relativo a medidas de Haar invariantes a
esquerda em grupos localmente compactos, cuja prova pode ser encontrada

em [8].

Proposicao 1.10 (e defini¢do). Existe uma fungio em G, chamada fungdo

modular de G e denotada Ag tal que para todo x € G. Entao vale:

[ fwaldy = Aaa™) [ Fw)dy. ou ainda [ fla)de = Acly) [ flay)da.

e

/Gf(a:)dx:/Gf(m‘l)AG(x‘l)dx.
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Além disso, a funcio Ag : G — RT € um homomorfismo continuo de G
em R, o grupo multiplicativo dos reais positivos, com a topologia induzida

da reta.

Observagao 1.11. Se Ag € constante igual a 1, vemos que dx serd também
invariante a esquerda. Neste caso, chamamos o grupo G de unimodular. Por
exemplo, se G é compacto (ou discreto), temos que sua imagem em RY por
Ag serda também compacta (ou discreta) e portanto igual a subgrupo trivial
1 C R*. Se G ¢ abeliano Ag serd constante igual a 1, pois uma medida
invariante a esquerda também € invariante a direita. Em outras palavras,

grupos abelianos, discretos ou compactos sao todos unimodulares.

Em posse da fun¢ao modular podemos definir uma importante classe de
func¢oes chamadas ro-fungoes que relacionam a integral da medida de Haar de
G a integral da medida de Haar em H. Vamos construir essa relacao através
de medidas quasi-invariantes no espago G/H. Estas medidas também serao

usadas na construcao do espaco de representacio de ind$ .

Definicao 1.12. Sejam G e H tais que G € um grupo localmente compacto
com uma medida de Haar invariante a esquerda dx fixada, e H € um subgrupo
fechado de G. Uma 1é-fungao para o par (G, H), ou uma H-16 fung¢io é uma

fungdo ndo negativa continua p : G — R satisfazendo:

A Ag(h~?
p(xh) = Ag%p(z) = Ag%z,l))p(x) VeeG, he H
Quando nao houver chance de confusao, podemos omitir os subescritos e

chamar 21223 = 6%(h). Uma ro-fungio satisfaz p(xh) = 62(h)p(z). A razao

para o expoente 2 aparecera no capitulo 3.

Sobre a existéncia de tais fungoes temos o seguinte resultado:
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Teorema 1.13. i) Para f € C(G), ps definida por

prte) = [ S b

¢ uma H-16 fungdo (nao necessariamente estritamente positiva).

Prova : Fixe um y € H. Através de uma mudanca de varidveis e da

invariancia a esquerda da medida de Haar, temos:

pi(ey) = [ Aa(h)du(h)™ f(wyh)dh =

/H Ac(y h)Ap(y~th) "L f(zh)dh =

A
Agéz; ,Of(l’)

Para mostrar que py ¢ continua lembramos que f tem suporte compacto
em G e portanto dado € > 0 existe uma vizinhanca U de e em G tal que se

zy~' € U entdo |f(x) — f(y)| < e. Além disso, notamos que ﬁfl((z))f(xh) tem

suporte compacto K em H. Se z, y sdo tais que zy~t € U

Estimamos entao a distancia, para zy~! € U:

osta) = )| < | [, 227~ sayan <

/K 2222; | f(zh) — f(yh)|dh < kep(K),

onde k£ = max{ ﬁfl((z)); ke K} e u(K) é a medida de Haar de K e assim

provamos o resultado.

Lema 1.14. Para cada p H-10 fungio em G existe uma medida reqular de
Borel p, em G/H. Esta medida € dita associada a p e sua integral corres-

pondente é dada por
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/Gf(x)p(x)dx = /G/H fA(xH)dp,(vH) = /G/H/Hf(xh)dhdup(xﬂ)

Para provar este resultado, defina

A Co(G/H) = C, por A(fH) = / F(@)p()dz.
a
e sobre este funcional linear podemos provar o seguinte:

Lema 1.15. Seja p uma H-16 funcio e f € C.(GQ) tal que f =0 em G/H.
Entao

[ f@)p(a)da =0

Além disso, o funcional X : C.(G) — C, dado por f — [, f(z)p(x)dx é

POSILIVO.

Prova : Tome uma funcdo g : G/H — R tal que g(zH) = 1 para todo
xH € q(suppf). A existéncia dessa fungdo é garantida pelo teorema (1.1).
Pelo teorema (1.8) existe uma fungao p : G — R, tal que p” (zH) = g(zH) =
1

Portanto, pelo teorema de Fubini (veja [6]) para integragao com relagao

a medida de Haar em grupos localmente compactos
0= /Gp(:v)g(m)dm/ Ap (b~ f(zh~Y)dh
H
= [ owyg@)( [ ) Au(h)dh) do
G H

= | | fah ) p@)g(x) A (h ) dwdh
H
Fazendo a substituicao x +— xh
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= | [ Aa(h)du(h ) plah)f () g(ah)drdh
= [ f@pl@)([ glah)dh)d
= | J@p(x)g" (z)de

= [ f@)pla)de .

G

Aqui usamos o fato de que p é uma H-r6 fungdo e as propriedades da
funcao modular.

Deste modo, se f = fH temos que (f — fo) = 0 e pelo lema acima
Jo(f — fo)(@)p(x)dz = 0 de modo que A(f) = A(fo) e provamos que o funci-
onal esta bem definido.

Provaremos agora sua positividade, usando o fato de que f é uma fung¢ao
positiva, entdo A(f) > 0. Seja entdo g € CH(G/H). Pelo teorema (1.8)

existe uma f € CF(G) tal que f# = g. Sendo p e f positivas, temos

Mg) = [ f@)pla)dz >0

Tendo em vista que A é um funcional positivo, pelo teorema de represen-
tacdo de Riesz (veja [6]), obtemos a medida dy, como na tese e o teorema
estara provado.

Apresentamos agora algumas propriedades desta medida p associada a
uma H-r6 fungao que serao utilizadas posteriormente na anélise de represen-

tagoes induzidas:

Proposicao 1.16. Seja p uma H-16 fungdo e o sua medida reqular de Borel
associada no espago G/H. Entao

i) Se A é um subconjunto fechado de G/H onde para todo x em G tal que
xH ¢ A tenhamos p(z) = 0. Entao supp(p,) C A.

16



ii) Para v € G, Lyp € também uma H-10 fungdo e vale (f1,)s—1 = pir,__, -
iti) Se f € CH(G) e p = py, i.e., consideramos a H-10 fung¢io associada

pelo lema (1.13) a f, entdo para toda o € C.(G/H), temos

/G/H a(yH)dp,(yH) = /G a(zH)f(z)dz

Prova : i) Seja A como no lema e xH um ponto de G/H com xH ¢ A.
Entao existe uma vizinhanca V' de xH tal que VN A = (). Seja yy a funcdo
caracteristica de V. Podemos tomar yy uma funcao satisfazendo:

a) 0 < xy <1lexv(yH)=1 para todo yH € V.

b) xv € CH(G/H).

¢) supp(xy) C A¢, onde A° denota o complemento de A.

Pelo teorema (1.8) existe uma g € C.7(G) tal que g” = xy. Entdo temos:

(V) = /G/H Xv(yH)dp,(yH) = /Gg(y)p(y)dy=0,

onde a ultima igualdade vale pois sendo g(y) # 0, temos yH € V o que
por sua vez quer dizer que yH ¢ A e portanto p(y) = 0.

1) Notemos que L,p satisfaz a propriedade de covariancia. Além disso,
L.p pode ser obtida pela composta das aplicacoes y — 7'y — p(z~1y)
e portanto é continuidade e obtemos que L,p é uma H-r6 funcao. Para
verificar a igualdade calculamos para um boreliano B em G/H e xp sua

funcado caracteristica:

i, p(B) = [ p(yH)dpus, . (yH)

G/H

= [ 9 Leap()dz = [ Lig(2)p(z)da"z
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= [ Leople)dz = [ (Leg)™ (yH)doty(yH)

= Jo o @y (yH) = - u(B)

i11) Se a € C.(G/H), existe, pela proposi¢ao (1.8), uma f € C.(G) tal
que ¥ = . Entdo teremos, pelas propriedades da funcdo modular e a

definicao de py que

Ag(h)
/G/Hoz(yH)de(yH) = /Gﬁ(x)AH(h)f(xh)dhdac

- /G /H 5(1-111)22% flx)dhdzh™

:/Gf(a:)/Hﬁ(:ch‘l)A;(h)dhdx

- /G ) /H B(zh)dhdz

= /C;f(x)oz(xH)dx

Considere o caso especial em que Ay = Ag para o grupo H contido em
(. Neste caso, a fun¢ao constante igual a 1 é uma H-r6 funcao e a medida pq
obtida neste caso ¢ invariante, 7.e. para todo B na o-algebra dos borelianos
de G/H temos u(B) = p(zB) onde B = {zw;w € B}.

Se definirmos a medida p, em G/H por p,(B) = p(x~'B), como a trans-
lagdo de p por x teremos u, = p para todo x € G. Uma medida de Haar, se
vista como medida em G/{e} é, por exemplo, invariante neste sentido. Este
nao é o caso em geral. Na verdade o que temos é uma generalizacao deste

conceito, o de quasi-invariancia da medida.
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Definicao 1.17. Sejam G um grupo localmente compacto e H um subgrupo
fechado. Uma medida 1 em G/H é dita quasi-invariante quando u(B) =0
se e somente se u(xB) = 0 para todo x € G, onde B pertence d o-dlgebra
dos borelianos de G/H. Em outras palavras, uma medida € quasi-invariante
quando ela tem exatamente os mesmo conjuntos nulos que todas as suas

translacoes, ou ainda, se p é equivalente a suas translacoes.

Proposicao 1.18. Seja p uma medida quasi-invariante nao nula em G/H.
Entao

i) supp(n) = G/H

ii) Se v € uma medida reqular de Borel é equivalente a p, v é também

quasi-ivariante.

Na verdade podemos mostrar a reciproca da afirmacao i) vale: quaisquer
duas medidas regulares de Borel quasi-invariantes em G/H sao equivalentes
(Veja [9]).

Prova : i) Suponha supp(u) # G/H. Entao existe uma vizinhanca U de
e aberta em G/H tal que u(U) = 0. Como p é quasi-invariante, u(zU) =0
para todo x € G. Se K é um conjunto compacto em G/H, a uniao UzegaxU
cobre K e assim, possui subcobertura finita de translados {z;U}} . Portanto

temos
p(K) <P u(zU)=0 = p(K)=0

para todo compacto K. Sabendo que p é regular u(V') = sup{u(K); K é
compacto e K C V'} obtemos que (V') = 0 para todo aberto V' contido em
G/H. Concluimos que p = 0.

i1) Suponha v = u. Temos
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vo(B) =0 <= py(B) =0 <= u(B)=0 < v(B) =0

o que significa que v é quasi-invariante.
Vamos provar agora a existéncia de tais medidas para G localmente com-

pacto e H fechado.

Lema 1.19. Seja U uma vizinhanca aberta e simétrica de e tal que U é
compacto. Entao existe A contido em G satisfazendo

i) Ve € G, Jy € A tal que xtHN Uy # 0.

i1) Se K é compacto entio o conjunto {y € A; KH N Uy # 0} € finito.

Prova : O caso em que G é compacto ¢é trivial. Suponha entdao que G
é nao-compacto. Defina B como a familia de todos os conjuntos B contidos

em (G que satisfazem:
para todos y # z em B, temos z ¢ UyH.

Notemos primeiramente que B é nao vazio por vacuidade: se tomarmos
A = {e} entdo A € B, pois ndo hia y # z em A que nao satisfazem a
propriedade z € UyH.

Em segundo lugar, munimos B com a ordem parcial dada pela inclusao
de conjuntos e consideramos uma cadeia (A;);c; em Be A =U;A;. Sey # z
estd em A entdo existem A;, A tais que y € Ay, z € A;. Sem perda
de generalidade podemos supor que A; C As podemos entao considerar ,
z € Ay. Pelo fato de que Ay € B, temos z € UyH e concluimos A € B.

Deste modo, mostramos que o conjunto parcialmente ordenado B satisfaz
as condigoes do lema de Zorn de modo que existe um A maximal em B. Se

houvesse um x € G\ A tal que xH N Uy = () para todo y € A poderfamos
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fazer A’ = AU {z}. Este conjunto contém A propriamente e pertence a B,
contrariando a maximalidade de A. Segue-se entao que i) vale para A.

Para mostrar i), considere K um conjunto compacto em G e seja Ax =
{y € A; KHNUy # (}. Para cada y € A temos também que UK NyH # ().
Para cada y € Ag escolha z, € UK NyH. Se Ak fosse infinito o conjunto
{xy; y € Ak} teria algum ponto de acumulagdo x pertencente ao compacto
UK.

Seja V uma vizinhanca de e em G tal que VV~! C U. Como o conjunto
{zy;y € Ak} se acumula em z existem y e z distintos em A tais que z,
z, pertencem a Vz. Isto nos dd que z,2;' € VV™! C U, mas z, € H e
z, € zH, de modo que z, € Uz, C UzH. Assim temos que y € UzH e

obtemos uma contradi¢do com A € B. Logo ii) vale.

Lema 1.20. Seja G localmente compacto e H um subgrupo fechado em G.

Entao existe uma H-r6 fungdo p estritamente positiva e continua em G.

Prova : Podemos escolher f € CH(G) tal que f(z) = f(z7') e f(e) > 0.
Tome U = f71(]0,00[). O conjunto U tem fecho compacto, pois f € CF(G)
e portanto existe A satisfazendo as condigoes 7) e ii) do lema anterior. Para

y € A temos:

PRy(5) () :/HAG(h)AG(hfl)f(xhy’l)dh.

O que significa que x ¢ UyH e entdo xh ¢ Uy para todo h € H e assim
obtemos f(zhy™') = 0 para todo h. Com base nestas observacoes defina
P = 2yen Pry(f)-

Afirmamos que, para cada x, existe apenas uma quantidade finita de

y € A tais que p, (5)(z) # 0. Isto mostrard que p é finita e portanto estd
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bem definida. Note também que sendo uma soma de H-r6 fungoes continuas,
p € continua.

Sabemos que supp(f) é compacto entdao na propriedade i) do lema (1.19)
tome K = supp(f). O Lema nos mostra entdo que o conjunto {y € A; KH N
Uy # 0} é finito e provamos nossa afirmagao. Agora, pela propriedade ),
existe a0 menos um y para um dado x tal que p, (r)(z) > 0 donde p é
estritamente positiva.

Suponha que G é conexo. Seja p uma medida quasi-invariante em G/H.
Neste caso, p é o-finita, e pelo teorema de Radon-Nikodym (veja [6]) que

existe, para todo x € (G, uma funcao dj; (yH) em G/H. Assim, obtemos

uma fungdo mensuravel o : G x G/H — C dada por:

o(w,yH) = = (yH)

que chamamos de derivada de Radon-Nikodym de p, com relacao a u

satisfazendo:

/Bduzu(B)z/G/HG(rr,yH) du(yH)Z/G/H ngf(yH) du(yH).

Teorema 1.21. Sejam G localmente compacto e H um subgrupo fechado.
Entao existe ao menos uma medida quasi-invariante reqular de Borel u, as-
sociada a H-ré fungdo p estritamente positiva e continua, no espago G/H.

Além disso, a fungio o : G x G/H — C definida acima, é dada por
o(z,yH) = %= (yH) = 2% ¢ satisfaz para z, z, y € G.

T odu

o(y)
d,uzx dﬂz d,ux

H) = H H
0 (yH) du(y )dﬂ(zy )

ou em outras palavras
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o(zx,yH) =o(z,yH)o(z,zyH).

Prova : Pelo lema 1.20 fixamos uma H-rd fungao estritamente positiva
e continua. Seja pt = p, a medida de Borel regular associada a esta funcao.
Uma aplicagdo da defini¢do nos dd que xp = pr,__,,.

Verificamos que a funcao y — p(zy)/p(y) estd bem definida uma vez que

p ¢é estritamente positiva e se h € H temos

Ap(h™) An(h) plzy) _ play)
p(y)

plzyh) _ An(h) p(zy)
p(yh)

Ag(h) p(yh) Ag(h=1) Ag(h) ply)

i.e., € constante em cada classe de equivaléncia de H e é claramente

continua. Deste modo, faz sentido ver y +— pp(fyl’;) como fungao em G/H

também. Agora para f € C.(G) e x € G, vale

/G/H F(yH)d(x - p)(yH) = /Gf(y)Lm—lp(y)dy

_ /G FW)p(zy)ply) ™ p(y)dy

— [ prem P g ),

(x
G/H p(y)

o que prova que o(z,yH) = % é a derivada de Radon-Nikodym ‘ZZ” , de

x - j1, com relacao a f1,. Note que na tltima identidade usamos a soma sobre

H [y f(yh)p(zyh)p(yh)~tdh = f2(yH)p(xh)p(y) ! pois o quociente entre as

H-r6 fungoes é constante em cada classe de equivaléncia. Para mostrar que
i é quasi-invariante, supomos que para um boreliano B em G/H tenha-se

x - py(B) =0, entao

0=ux-p,(B) = /G/H 1p(yH)dz -,
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p(xy)
- 15(wH) 2 a0y
oym LB )p(y) o
p(zy)

mas como =5 > (0 para todos x, y temos que

/G/H 1p(yH)dp,(yH) = 0 = p(B)

Para verificar a equagao, calculamos:

o(ze,yH) = 553 = B GRS = o(z yH)o (e, zyH)

Para finalizar este capitulo mencionamos o resultado de Mackey em [10] (e
também [9]) que mostra que todas as medidas quasi-invariantes num espago
de classes de equivaléncia G/H tratados aqui sdo equivalentes, i.e. se p e
v sdo medidas quasi-invariantes, entdo p = v (para detalhes, veja [9]). Em
particular, se H é um subgrupo normal fechado em G, G/H serd um grupo
localmente compacto e tal medida quasi-invariant sera equivalente ¢ medida
de Haar invariante a esquerda.

Como exemplo da discussao acima vamos citar um exemplo de uma me-
dida quasi-invariante em R"™ que nao € invariante a esquerda, como é a medida
de Lebesgue, chamada medida de Gauss.

Tome G = R" com a adicdo e H = 0 e denote por dr a medida de

Lebesgue. Defina, para um boreliano B em R™ p(B) dada por

1
u(B) = = [ exp(— lo*)da.

Esta medida faz de R™ um espaco de probabilidade, é regular interna,
porém nao regular, cuja derivada de Radon-Nikodym de suas translagoes é

dada por:
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() = exp((h,x) — 3|[Al)

Por outro lado em [5] os autores mostram que ndo hé medida quasi-
invariante nao nula num espago de Hilbert H de dimensao infinita visto como

grupo com a adi¢do. Em particular, ndo hd medida de Haar neste espaco.
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Capitulo 2: Grupos Compactos e o Teorema

de Peter-Weyl

Neste capitulo desenvolveremos uma parte da teoria de representacoes unité-
rias de grupos compactos. Estes grupos possuem uma teoria de representa-
¢oes apreciavelmente mais simples do que a de grupos localmente compactos
em geral.

Na primeira parte deste capitulo desenvolvemos as técnicas de operadores
na algebra de convolucao L! do grupo compacto e dela deduzimos duas formas
do teorema de Peter-Weyl. Depois exploramos algumas consequéncias deste
resultado, por exemplo, provaremos que um grupo compacto ¢ isomorfo a um
subgrupo fechado de um produto de grupos ortogonais e unitérios.

Por ultimo, exploramos os resultados provados previamente, juntamente
com a classificacdo de representacoes irredutiveis do grupo SU(2) para de-
compor sua representacao regular em soma de representacoes de dimensao

finita irredutiveis.

2.1 Representacoes Unitarias de Grupos Compactos

Usaremos diferentes topologias no conjunto de operadores agindo em um
espago de Hilbert. Daremos agora a caracterizagao dessas topologias na

linguagem de redes.

Definigao 2.1. Seja H um espago de Hilbert e B(H) seu conjunto de ope-
radores lineares continuos definidos em H. Definimos duas topologias em
B(H).

-A Topologia Fraca
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Dizemos que uma rede de operadores (1;);e; converge para T na topologia
forte quando para todos x, y € H temos que (T;x,y) converge a (Tx,y) em
H.

-A Topologia Forte

Dizemos que uma rede de operadores (T;);e; converge para T na topologia

fraca quando para todos x € H temos que T;x converge a Tx em H.

Definigao 2.2. i) Seja G um grupo localmente compacto. Uma representacao
unitaria de G é um par (7, H) onde H € um espago de Hilbert e : G — U(H)
¢ um homomorfismo continuo de grupos, onde U(H) € o grupo unitdrio de
H. Suporemos tacitamente, se nao for dito o contrdrio, que estamos usando
em B(H) a topologia forte de operadores . Quando nao houver chance de
confusao, faremos mengao da representagio w, ao invés de (w,H). Se estiver-
mos trabalhando com mais de uma representacao, denotaremos o espago de
uma representacao ™ por H(m).

it) Denotaremos por Nx(x) o conjunto das vizinhangas de um ponto x

em um espaco topologico X .

Sabe-se que em geral, que se uma aplicagdo 7 : X — B(H), onde X é
um espago topoldgico , é continua na topologia forte de operadores, entao
ela sera também continua na topologia fraca de operadores. A reciproca nao
vale em geral. Entretanto, como mostra o préximo resultado, a reciproca vale
para o caso de 7 ser uma representacao unitaria de G um grupo localmente

compacto e onde 7(x) € U(H) para todo x € G.

Teorema 2.3. Seja G um grupo localmente compacto e ™ uma representacao

de G em H um espago de Hilbert e tal que para todo x € G, o operador 7w(x)
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¢ unitdrio. FEntdo a representacdo m é unitiria se e so se € continua na

topologia fraca de operadores.
Prova: Pode-se achar essa demonstragao em [4].

Observacao 2.4. Suponha que G é compacto. Como vimos no capitulo 1,
a funcao modular Ag € constante igual a 1, e portanto uma medida de Haar
invariante a esquerda € também invariante a direita. Além disso, sendo
compacto, o grupo possui medida de Haar finita e denotamos por dx a medida
que faz com que o grupo tenha medida 1. A esta chamaremos a medida de
Haar de G. Além disso supomos também m seja uma representagdo unitdaria

T de G em H.

Um exemplo natural de representacao de unitaria de grupos compactos
¢ dada, para n € N, pelos grupos unitario e orgotonal, 7.e., o grupo das
matrizes complexas ou reais T tais que T* = T agindo em C" e em R”
respectivamente, de maneira usual e onde T denota a adjunta da matriz 7.
Mais geralmente, dado um subgrupo destes grupos ou um subgrupo de um
produto arbitrario de cépias deles, teremos, por restricao, uma nova classe
de exemplos de representacoes unitarias de grupos compactos. Lembre que,
pelo teorema de Tichonoff, um produto de conjuntos compactos é compacto
na topologia produto. No final do capitulo mostraremos que na verdade, esta
classe de exemplos é, em um certo sentido, a mais geral possivel.

Se T' é um operador linear em H, denote o espectro de T' por:
o(T)={X € C; T — Al nao é invertivel }.

Para provar o teorema de Peter-Weyl, usaremos o teorema espectral sob

a forma:
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Teorema 2.5. (Teorema Espectral) Seja T € B(H) um operador compacto
auto-adjunto agindo num espago de Hilbert. Entdo o espectro o(T) € enu-
merdvel, e tem O como unico ponto de acumulacdo. Além disso, existe uma
base ortonormal de auto-vetores vy, com \ variando em o(T), e as sequintes
decomposicoes de H e T respectivamente.

i) H = @xreom(ker T — A)

i) T = Yxeo(r)AEN

onde para cada \, E\ € a projecao de H em V) = kerT — X. De 1)
podemos ver que se x € H, podemos escrever x = 3 \cc Tr, onde Ty = E\x.
Finalmente, também temos que cada espaco Vy\ tem dimensao finita.

Prova: Veja, por exemplo, [1]

O resultado a seguir é uma caracterizagao 1util da continuidade de fungoes

em G (automaticamente uniforme).

Lema 2.6. Seja f € C(G). Para que f seja continua é necessario que para

todo € > 0 exista uma vizinhanga V' de e em G tal que para todo k € V' temos

supgey | f(gk) — f(g)] < e

Prova : Suponha a conclusao falsa. Entao existe um ¢y > 0 tal que para
todo V' € Ng(e) existem ky € V e gy € G tais que | f(gvkyv) — f(gv)| > €o.

Obtemos entao duas redes {ky;V € Ng(e)} e {gv;V € Ng(e)}, onde por
definicao, ky converge a e e gy possui uma subrede convergente gy — g,
donde obtemos que gy ky converge a g.

Sendo f continua, existe uma vizinhanga V; de e em G tal que V C

Vi = |f(gvkv) — f(g)] < €/2 e outra vizinhaga V2 € Ng(e) tornando
£ (9v2) = f(9)] < €0/2.
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Assim, se V C V; NV, teremos

|f(gvikve)) — flav)| < [f(gvikve)) = f(g)l + 1 f(9) — flav)| < o

O que contradiz a hipotese.

O seguinte resultado é conhecido como truque de Weyl.

Lema 2.7. Suponha que G seja compacto e (w,H) é uma representagao de
dimensao finita de G, onde H é um espaco de Hilbert. Entdo H admite
um produto interno (-,-) tal que ™ se torna uma representa¢io unitdria, i.e.

(zn,2€) = (n,&) Yz € G, Vn, & € H.
Prova : Seja 3 o produto interno original de H. Defina
(v, w) = /Gﬁ(m),xw)d:v

Para mostrar a invaridncia com respeito a representacao de G fixamos

g € GG. Entao

(gv, gw) = /Gﬁ(xgv,:cgw)dx = /Gﬁ(xv,xw)d:c = (v, w),

onde na segunda igualdade usamos a invariancia a direita da medida de Haar
(G é compacto).
Para provar que de fato, esta fungdo é um produto interno usamos o fato

de que a integral de Haar é linear e § é um produto interno, e portanto (-, -)

é sesquilinear e que (n,&) = (£,n). Além disso, essas operagoes preservam
positividade, de modo que (£,&) > 0.

Para mostrar que (£,£) > 0 se £ # 0 provamos a seguinte estimativa:

M=2B(v,v) < (v,v) < M?B(v,v) onde M = sup{/B(zv,2v);x € G}. Note
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inicialmente que M é finito, pois G é compacto e a fungao = — /B(zv, xv)
é continua.
llv]] [lvll

Vemos que f(zv,zv) = /B(wi, xvm) < B(v,v)M? e entdo calculamos:

(v,v) = /Gﬁ(xv,xv)d:c < M?*B(v,v),

o que mostra a segunda igualdade. Para a primeira notamos que (v, v) =

Bz zv, x " av) < M?B(xv, zv) o que implica

/C;M_Zﬁ(v,v)dg < /Gﬁ(xv,xv)dx = (v, v).

Proposicao 2.8. Se (m, V) é uma representacio de dimensdo finita de G um
grupo compacto, entao V é totalmente redutivel, i.e., V pode ser decomposto

em
V=@V,
onde cada V; € irredutivel.

Prova : Provamos o resultado por indugao na dimensao de V. Em pri-
meiro lugar, pelo lema truque de Weyl, existe um produto interno em V
fazendo de m uma representacgao unitaria. Agora, se n = 1 entao V ~ C é ob-
viamente irredutivel. Suponha entao que a conclusao ¢ valida para dim7 < n
e seja (m, H) uma representagao com dim7 =n + 1.

Se 7 é irredutivel, ja obtemos a decomposi¢do necessaria. Se nao, ha um
subespago nao trivial W invariante por m de V. Vemos que dimW < n e

portanto

W= GaieIVVi
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onde I é um conjunto finito e cada W; é irredutivel.

Afirmamos que W+, o ortogonal de W, é também invariante por . Ao
provarmos esta afirmacao, obteremos de forma similar a W, que W+ é uma
subrepresentagao e portanto soma direta de subespacos invariantes.

Sejam n € W, £ € W. Temos

(gn, &) = (n,g7*€) =0 pois g~ & e W.

Observacao 2.9. A hipdtese de compacidade ndo pode ser removida, como
mostra o simples contra-ezemplo: Seja (R, +) o grupo aditivo dos reais, V =
R? o plano, e ¢ : R — GL(V), definido por ¢(a)(x,y) = (z + ay,y), i.e.,

escolhendo a base candnica de V', teremos ¢(a) correspondendo a matriz

(0 7)

O subespago (x,0),z € R é invariante, pois ¢(a)(x,0) = (x,0). Se consi-
derarmos qualquer outro subespago de' V', ele serd da forma W = {(A\y,y),y €
R}, com A € (0,7). Mas este subespago ndo é invariante como se vé:

o(a) Ny, y) = (AN + a)y,y) que nao pertence a W.

2.2 Algebras de Grupos Compactos

Desenvolveremos agora as técnicas necessarias para a demonstracao do teo-
rema de Peter-Weyl. Para isto, estudaremos alguns operadores compactos
nos espagos de fungdes no grupo compacto G, a saber C(G), L'(G), e o es-
pago de Hilbert L?(G). Mas antes definimos um importante subespaco de
C(G).
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Definicao 2.10. Seja G um grupo compacto. Uma fungdo representante é
uma funcgio f : G — C, tal que existe uma representacio m de G em um
espago de dimensdo finita H e um par (v,u) onde v € H eu € H e f é
da forma f(x) = u(n(x)v). Por conveniéncia, se f é uma fungdo represen-
tante com par associado (v,u), chamaremos f de f7, i.e. f¥'(x) = u(mw(x)v).
Esta definicao implica, em particular, a continuidade de f. Chamamos ao

subespago de C(G) gerado por tais fungoes de Rep(G).

Lema 2.11. Se f é uma fungdo representante com representagdo correspon-
dente (m, H) entdo f* dada por f*(g) = f(g~') serd uma fun¢do representante

com representagio correspondente (mwx, V).

Prova : Um cédlculo simples mostra que f*(g) = f(g7') = u(g~'v) para
algum u € V' e v € V e por definigdo da representagao dual em 1.4, vii) |
esta expressao ¢ igual a v*(7*(g)u), onde v* é a avaliagdo em v, um funcional
no bidual de V' associado a v.

O resultado acima induz naturalmente uma involu¢do em Rep(G).

Lema 2.12. Se f € L'(G) N L*(G) N L=(G), denotamos por |fl, sua p-
norma, e ||flle = supgecllf(9)| a norma do supremo, valem entdo as se-

gquintes desigualdades:

11l < ([ fll2 < W flloo -

Prova : Chamando de 1 a func¢ao constante igual a 1 no grupo G, teremos

entao:

IF@lh = [ 1@l = [ @)1 = (1 @), 1) <
Il = 1 = | [ 1) < | [ 1 = 1l
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Nas desigualdades usamos, respectivamente, a desigualdade de Cauchy-
Schwartz e o fato de que |f(z)| < || f|l~ para todo z € G.

Definimos agora a convoluc¢ao de fun¢des num grupo.

Definigao 2.13. Sejam F, F' fungoes em L'(G). Definimos sua convolugdo

por

FxF'(x) = [ Fley™)F (y)dy

E um fato da teoria de integracio de Haar em grupos, que esta operacio
define em L!(G) uma estrutura de 4lgebra associativa (veja, por exemplo
9]). Assim, dada ¢ € L'(G) existe um operador associado L, de multi-
plicacao a esquerda por . Em outras palavras, definimos L,(¢) = ¢ * 1.
Veremos agora, que quando ¢ é suficientemente regular, este operador serd
auto-adjunto e compacto no espago L*(G) e portanto podemos usar o teo-
rema espectral para operadores satisfazendo estas hipoteses num espago de

Hilbert para obter uma decomposicao neste espaco.

Proposicao 2.14. Seja L, o operador definido acima para wma dada funcao
¢ € LYG). Entio L, € B(L'(G),L>(G)). Além disso, temos a sequinte

estimativa para a norma:

Lol < Nlelloll £

Em particular ||Ly|| < ||¢]]so-

Prova : Calculamos diretamente

Lo (Pllss = supsec| o e(ay™) f()dyl < llelleo Jo If W)ldy = ll@llsc|l f]1-
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O que mostra todas as afirmativas.

Observagao 2.15. Observe que, com o lema (2.10), o operador L, é conti-

nuo se considerarmos sua imagem vista em L'(G), L*(G) ou C(G).

Proposicao 2.16 (Arzela-Ascoli). Seja X um espago Hausdorff compacto.
Seja F' um subconjunto fechado de C(X) na topologia induzida pela norma.
Entao F € relativamente compacto se e so se € equicontinuo e pontualmente

limitado.
Prova : Ver [2]

Proposicao 2.17. As seguintes afirmacoes a respeito de L, sao verdadeiras:
i) Se ¢ € C(G), entdo L, é um operador compacto em L*(G).
i1) Se p(x) = p(x~!) entdo L, € auto-adjunto.

Prova : i) Seja (f,) uma sequéncia em Bj2(0,1) = B. Mostraremos que
(Ly(frn)) possui uma subsequéncia convergente. Mostraremos isso usando
o teorema de Arzeld-Ascoli (2.16). Para aplica-lo, devemos mostrar que se
¢ € C(G), entao L,(B) é equicontinuo, uma vez que ji provamos que é
pontualmente limitado. Isto nos dard que L, ¢ compacto.

Sendo ¢ continua em um grupo compacto, pelo lema 2.6, para um dado
e > 0 existe uma N € Ng(e) tal que |¢p(x) — ¢(kz)| < €/2 VkE € N, ou, em

outras palavras, se xy~' € N teremos |¢(z) — ¢ (y)| < €/2.

Se f € B, ||flla <1, entao || f|li < ||fll2 <1 por 2.12 e portanto

| Lo (F) (k) = Lo (F)](2)] < /G lo(kzy ™) — @(ay IIf ()ldy < /2] fll <€
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Concluimos assim que (7(f,)) é equicontinuo e por conseguinte L, ¢é
compacto.
i1) Suponha ¢(x) = p(x~1) e que fi, fo sdo fungdes de quadrado integravel

em (G. Entao

(Lo(f1), f2) :/G (/Gw(xy‘l)fl(y)dy>J‘z(fv)dx

:/Gfgw(yxfl)fl(y)fz(.f)dyda::/Gfl(y)(/cgp(ymﬂ)b(x)dy)dx
= <f17Ls0(f2)>

e a proposicao estd provada.

Definicao 2.18. De maneira geral, se G é um grupo localmente compacto
e F(G) € um espaco de fungoes em G, existe uma representagio chamada
representagio reqular a esquerda de G, dada por (w,F), onde [w(x)f](y) =
f(z7'y). Denotaremos [x(x)f] por f.. No que se seque, tomaremos como
padrdo o caso em que F(G) = L*(G) ou algum subespago, por exemplo

C(G) C L*(G) no caso compacto.

Proposicao 2.19. Seja f € C(G) arbitrdria. As seguintes condi¢oes sao
equivalentes.

i) A familia de fungoes {f*;x € G} gera linearmente um espago vetorial
de dimensdo finita.

i1) A familia de fungoes {f.;x € G} gera linearmente um espago vetorial
de dimensdo finita.

i) A fungdo f é uma fungao representante.
Prova : Esta demonstragao pode ser encontrada encontrada em [7].
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Lema 2.20. Seja ¢ € C(G), e considere o operador convolugao por ¢, L,
associado. Suponha que existe X um autovalor de L, com autoespaco cor-
respondente V() = ker(L, — AI) onde I denota o operador identidade em
C(GQ).

Entao V(X) € invariante pela representagao reqular a esquerda e d direita.

Prova : Seja f € V(A) ez € G. Assim L,(f) = A\f e calculamos

Lofw) = [ o) f(h"ya)dh = ( /. w(h)f(hly)dh> = [Lo()(v)

T

Mas L,(f) = Af entdo a expressdo se torna

(Me(y) = Ma(y)

Um argumento similar mostra que V(\) também é invariante a direita o
que prova nossa afirmacao e conclui a demonstracao.

Para resumir, provamos que dada uma funcio ¢ € C(G) tal que p(x™!) =
W entao L,, o operador associado é compacto, auto-adjunto e por-
tanto, pelo teorema espectral, L, possui uma base de auto-vetores cujos
auto-espagos correspondentes V' (\) sdo invariante pela representagao regular

a esquerda (e a direita).

Proposicao 2.21. Para i = 1,2 sejam (m;, Vi) representacoes de um grupo
compacto G, (-,-); produtos internos nestes espacos. Fize elementos v; € V;.

Entao a aplicacao T : Vi, — V5 dada por:
T (w) :/<7r1(x)w,v1>7rg(x_1)v2dx
G

¢ um operador de entrelacamento para as representacoes m e T, i.e.,

T € hom(my, m3).
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Prova : Um céalculo direto mostra que, para y € G,

T om(y)(w) = /(}(m(xy)w,vl}ﬂg(x’l)vg dr =
| (@, v)malya ), de = ma(y) o T (w),

onde na segunda igualdade usamos a mudanca de varidveis x +— zy .
Com este tltimo resultado estamos prontos para provar a primeira versao

do teorema de Peter-Weyl.

2.3 Peter-Weyl e suas Consequéncias.

Teorema 2.22. (Peter-Weyl 1)

Seja G um grupo compacto e considere o espago Rep(G) de fungoes re-
presentantes de G. Para todo € > 0 e toda funcio f € L*(G) existe uma
1" € Rep(G) tal que ||f — f'|lc < €. Em outras palavras, o espago Rep(G) é

denso em L*(G) na topologia dada pela norma do supremo.

Prova : Sendo C(G) denso em L?(G) na norma, basta provar a densidade
de Rep(G) em C(G), e assim procederemos.

Seja entao f € L?(G). Pelo lema 2.6 existe uma vizinhanga de fecho
compacto N € Ng(e) tal que para todo k € N temos sup,eq | f(9k) — f(9)] <
€/2 e pelo teorema 1.1 existe uma fungao ¢ € C(G) tal que 0 < ¢ < 1 com
supp(p) C N. Multiplicando esta funcdo por uma constante apropriada,
podemos ainda supor que [ p(x)dxr = 1.

Como mencionamos antes, L, é compacto e auto-adjunto em L?*(G).

Afirmamos, entdo, que ||L,(f) — fll < €/2. Um célculo direto mostra

que
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1,70 = 10011 = | o)) = [ tershyie

<

[ e@lftha™) = fmlde| < [ e@)|fha) = f(0)|dz < e/2

Pelo teorema espectral para operadores compactos auto-adjuntos em es-
pagos de Hilbert, os espacos V(\,) geram L?(G) e sao todos de dimensio
finita com excecdo de V(0) = ker L,,. Pelo lema 2.20 eles também sao inva-
riantes pela representagao regular a esquerda.

Seja fy, a projecao de f em V(\,), de modo que temos

f@) =2 fa (@) 115 = D215
An An

Como A, converge a 0, podemos escolher um ¢ > 0 de modo a fazer com

€
= Z [ fanll2 < W

Defina f” = Y~ fa, e [ = Ly(f").
[An|>q
Observe que a soma definindo f” é na realidade finita, de modo que o

que

>

0<|An|<q

>

0<|An|<q

1

espaco V = @)y, |>¢V (\n) é uma soma finita de espacos de dimensao finita,
e portanto, ¢ de dimensao finita. Obviamente, f” € V e sendo este espaco
invariante, teremos f’ € V também. Pela proposicao 2.19 f’ é uma funcao
representante de G.

Para terminar simplesmente estimamos
If = ' = If = Lo (f) + Lo (f) = Lo (S]]

S = LoD+ Lo (f = SO < €/2+ LG[Ilf = 7l < €
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Mencionamos aqui sem demonstragdo uma segunda forma do teorema de

Peter-Weyl equivalente a primeira.

Teorema 2.23. (Peter-Weyl 2) Seja H um espago de Hilbert, G um grupo
compacto e (m,H) uma representa¢do unitdria continua de G em H. Entdo
H pode ser decomposto em uma soma de Hilbert de representacoes irredutiveis
de dimensdo finita. Em outras palavras, toda representacao unitdaria continua

de um grupo compacto num espago de Hilbert é completamente redutivel.

Prova : Na verdade, esta segunda forma do teorema de Peter-Weyl é
equivalente a primeira. A prova desta afirmagao pode ser encontrada em [7].
Como uma aplicagdo do teorema de Peter-Weyl (em sua primeira versao)
provaremos um resultado sobre grupos compactos gerais. Temos primeira-

mente a seguinte defini¢do

Definigao 2.24. Dizemos que uma familia de representagoes {(m;, H;);1 € 1}
separa pontos de G seVx # e existe uma m; tal que m;(x) # I; onde I; € B(H;)

¢ o operador identidade.

E f4cil ver que a representacdo regular & esquerda de G é fiel, i.e., um

homomorfismo injetivo.

Corolario 2.25. Seja G um grupo compacto. Entdao para todo ponto x €
G eziste uma representacao unitdaria irredutivel m : G — GL(V) tal que
w(x) # I, onde I denota o operador identidade. Em outras palavras, as

representacoes irredutiveis separam os pontos de G.

Prova : Tome a representagao regular a esquerda (fiel) em L*(G). Pela

segunda parte do teorema de Peter-Weyl, L?(G) pode ser decomposto em
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uma soma de Hilbert de subespacos invariantes de dimenséo finita L*(G) =
Dicr Vi-

Sendo a representacio fiel, para g # e em G, existe v € L?(G) tal que gv #
v. Decompomos v na soma v = >,.; v; € chegamos a conclusao de que existe
1 € I tal que gv; # v;. Além disso, podemos restringir o produto interno
de L?(G) a V; e obter, pelo truque de Weyl (lema 2.7.), uma representagao
unitaria irredutivel 7 de modo que 7(g) # I.

Como uma representagao unitaria de um grupo compacto num espaco de
dimensao finita V' leva o grupo G no subgrupo U(V') ou em O(V'), podemos
dizer entao que para todo x # e em G existe uma representacao m, de G em
V. tal que 7, (G) é um subgrupo de U(V,) (Ou O(v,)).

Podemos, desta maneira enunciar entao:

Corolario 2.26. Seja G um grupo compacto. Entao G é isomorfo a um sub-
grupo do um produto I1;c;O(V;) de grupos ortogonais e um produto I1;c ;U (V;)

de grupos unitdrios.

Para esclarecer esta afirmacao, consideramos por exemplo o grupo

¢=TI o6 x I UG)

i impar Jj par

que também pode ser descrito da seguinte maneira:
G=0(1)xU((2)x0(3)xU(4) x ..

Prova : Pelo corolario 2.25 existe, para cada x # e em G uma represen-
tagao unitdria de dimensao finita 7, tal que 7, (x) # Iy, e m.(G) C O(V,) ou
U(V,). Tome, entao,
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T= P .. V=P V.

e#reG e#reG
Claramente para e # x € G temos w(x) # Iy pois m,(z) # Iy, e deste
modo, 7 é um isomorfismo entre G e 7(G). Além disso, denominando G, =

{z € G; V, é complexo} e G,.{x € G/ V, é real}

w(@) c I1 U(V) x I Oa).

]}EGC xeGr

2.4 Decomposigao da Representacdao Regular de SU(2)

Estudaremos aqui as representagoes irredutiveis do grupo compacto SU(2)
das matrizes 2 x 2 unitarias de determinante 1 em C. Este grupo de matrizes

é um grupo de Lie compacto cujas matrizes tém a forma:

(07

onde |a|* + |b|?> = 1, e ao qual chamaremos, por conveniéncia, de [a, b]
. Desejamos decompor a representagao regular (em L?(SU(2)) deste grupo
compacto em representagoes irredutiveis de dimensao finita de acordo com
o teorema de Peter-Weyl. Para fazer isto vamos utilizar o resultado (deta-
lhes podem ser achados em [13]) que classifica as representagoes unitarias
irredutiveis de SU(2).

Temos a representagao unidimensional claramente irredutivel, my : SU(2) —
C*, mo(g) = 1 para todo g € SU(2). Para obter as outras representagdes con-
sidere V,, como sendo o conjunto dos polindomios complexos em duas variaveis

homogéneos de grau n, i.e.,

Vo, =A{P € C[xy,x2); 0P = n; P ndo tem monoémios de grau menor que n }.
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Este conjunto possui a estrutura de espacgo vetorial induzida do espaco

dos polindmios em duas variaveis e tem como base o conjunto
{fe(z,w) = 2P0 %k =0,...,n} = {Z%", 22w L, .. 20}

Note que dimV,, = n + 1. Fazemos entdo SU(2) agir linearmente em
V,, colocando ¢ - f(z,w) = f(g7'(2,w)), onde g~'(z,w) denota o valor do
operador g no vetor (z,w) de C?. Calculamos seu valor nos polinémios da

base:

s ) fozw) = ful[a, —b] - (2, )
= fr(az + Bw, —bz + aw) = (az + Bw)k(—bz + aw)n—k:

Teorema 2.27. As representagoes unitdrias (mo, C) e (mp, Vy,) de SU(2) sao
todas irredutiveis e sdo as unicas representagoes irredutiveis deste grupo a

menos de isomorfismo.

Mostraremos agora que todas as representacoes unitarias irredutiveis de
um grupo compacto sao subrepresentagoes da representagao regular e calcu-

laremos sua multiplicidade e obteremos assim a decomposicao desejada.

Definicao 2.28. Seja G um grupo compacto. Fizemos uma representacao
unitaria de dimensao finita (7, E), tomemos Repg(G) o subespago das fun-
coes representantes de G correspondentes a representacao E, i.e., fungoes, o

espaco gerado por funcoes da forma f¥(x) = u(w(x)v) ondev € E, u € E'.

Defina, para v € E o funcional ev, € E” por: ev,(u) = u(v) para todo
u € E’. Para um espaco de dimensao finita, a aplicagdo v +— ev, é um

isomorfismo entre E e E".
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Definicio 2.29. Denote por E o espago conjugado de E. Dada uma repre-

sentacio (m, E) de G, munimos o0s sequintes espagos com agoes lineares de

G:
-E cuja agio é dada por 7(g)v = mg(g)"'v
-E’ cuja agio é dada por [7*(g)u](v) = u(g~'v) = 1 (g)ev,](u)
-E'® E cuja agao é dada por Tpgr(g)(u®@v) =u® mg(g)v.

-Repr(G) cuja agio é dada por g(fP) = ng(g)v,

O seguinte lema relaciona essas representagoes. Sua demonstragao segue
de um calculo direto e indicaremos, assim, apenas os operadores de entrela-

camento invertiveis que realizam a equivaléncia. Seja n = dim F.

Lema 2.30. i) As representagoes 7 := @, € Tper SGo equivalentes.

i1) As representagoes T e T sao equivalentes.

Prova : Tome uma base {v;;1 <i < n} de E e faga {u;,1 <i < n} sua
base dual .

O operador de T} : E¥™s — E' @ E dado por Ty (vy, ..., v,) = S0 u; @ v
é uma equivaléncia entre as representagoes.

O operador T : E' — E dado por Ty(u;) = v; é uma equivaléncia.

Definicao 2.31. Um pareamento dual entre dois espacos vetoriais V., W é
uma aplicag¢ao sesquilinear (-,-) : VXW — C. Por exemplo, se V é um espago
com produto interno, a aplicagao {(-,-) : V. x V. — C € um pareamento dual
V. Um pareamento é chamado nao-degenerado quando para todo 0 #v € V

existe um w € W tal que (v, w) # 0 e vice-versa.

Lema 2.32. Se V e W sao espagos de dimensdo finita e (-,-) é um pa-

reamento dual nao degenerado entre Ve W, entio V € isomorfo a W’'.
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Consequentemente V' serd isomorfo a W. Em particular dimV = dim W.

Prova : Sejam e bases de V' e W respectivamente, onde I e J sao finitos.

Suponha dimW > dimV, ie. e seja {w;; j € J} uma base de W.
Considere wy; € W. Como o pareamento ¢ nao-degenerado, temos que existe
um v, € V tal que (vy,w;) # 0. Podemos completar v; numa base {v;; i € I'}
de V. Afirmamos que se i # 1 (v;, wy) = 0.

Caso nao fosse, terfamos um v; # vy e um 0 # X € C tais que (vy,w;) =
Av;, wq) e portanto 0 = (v; — Avy, wy) contrariando o fato de que (,) é nao
degenerado. Similarmente, para cada j € J temos que existe um v; € V tal
que (vj,w;) # 0 e que qualquer outro vetor v de V satisfazendo (v, w;) # 0
serd um multiplo de v;. Obtemos assim uma base {v;;j J} de V' e conside-
rando sua base dual {u;} de V' temos que a aplicacao que leva w; em u; é

um isomorfismo.

Proposigao 2.33. Seja (m, H) uma representagao unitdria de um grupo com-
pacto G. SeV e W sdo subespacos invariantes de H tais que as subrepresen-
tagoes associadas nao sio equivalentes, entao VL W, i.e. (v,w) =0 Yv €

V,weW.

Prova : Podemos supor, sem perda de generalidade, que V' é irredutivel.
Seja U o subespago de V' definido por U = {v € V; (v,w) = 0 Yw € W}.
SegeG,veVeweW temos 0= (v,g'w) = (gv,w) de modo que U é
invariante. Se U # V teremos U = {0}. Defina entao

T:V — W', dado por Tv(w) = (w,v),

onde V denota o espaco conjugado de V. Como U = {0}, o operador

define um pareamento dual entre V e W, e portanto, um isomorfismo li-
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near entre V e W'. Calculando Ty (g)v(w)(w, my(g)v) = (mw (g~ Hw,v) =
mw (g)Tv(w), onde my e my sdo as restrigdes de 7 aos respectivos espa-

¢os concluimos que ¢ um operador de entrelacamento bijetivo, e portanto

V=V =W.

Teorema 2.34. Seja G um grupo compacto e L : G — U(L*(G)) sua repre-
sentacdo reqular a esquerda dada por L(g)f(x) = f(g'z). Entdo

LQ(G) — @E EdimE e

onde E wvaria nas classes de equivaléncia unitdria de representacoes irre-
dutiveis (de dimensdo finita) de G e a soma direta é tomada no sentido de

soma de Hilbert.

Prova : Seja (7g, ) uma representagao irredutivel de G, e Ng sua di-
mensao. Dividiremos a prova em duas partes. Na primeira, provaremos que
a representacio (7, Repp(G)) é equivalente & representagao ((mg)Ne, EVE).
Na segunda provaremos que Rep(G) = @ Repp(G) e o resultado geral se-
guira pelo teorema de Peter-Weyl.

Primeiro, temos o operador linear ® : F' ® E — Repgr(G) dado por
O(u ® v)(x) = u(mrp(r)v) é sobrejetivo por definicdo de Repp(G). Para
provar que é injetivo supomos ®(u ® v)(x) = u(rg(x)v) = 0 Vz € G.
Suponha v # 0. Sendo E irredutivel temos que o conjunto 7(G)v gera E e
deste modo, obtemos que para qualquer w € E, u(w) =0 e u = 0 e portanto

u ® v = 0. Para provar que é um operador de entrelacamento calculamos:

Trepp(@)(9)P(u @ 0)(2) = u(mp(z)TE(9)v) =
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O(u® mp(g)v)(z) = Y(1per(g) (v ©v))(z)

Mas como j& mostramos (2.30,4)) Tgep ¢ equivalente a Ty~ .

Para a segunda parte vemos que dada uma f € Rep(G) existem V de
dimensao finita, v € V, u € V' tais que f(z) = w(w(x)v). Mas por 2.8
temos a decomposicao V = @TE; onde cada E; é irredutivel. Entao po-
demos decompor v = Y 7 v; e analogamente v = 7 u,. Lembrando que
uj(zv;) = 0 para i # j conseguimos uma decomposi¢do f = Y f;, onde
fi(x) = wi(m(x)v;). Claramente f; € E; e portanto temos a decomposicao
Rep(G) = Y p Repp(G). Mas por 2.33, Repr(G) L Repr(G) se E 2 F.
Assim concluimos que Rep(G) = @pRepp(G) e pelo teorema de Peter-Weyl,
temos que o completamento desta soma ¢ L?(G) o que conclui a demonstra-
¢ao do teorema.

Desta maneira provamos o:

Teorema 2.35. A representacao reqular L de SU(2) é decomposta em

L= @nEN Vnn
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Capitulo 3: Grupos Localmente Compactos

Neste capitulo construiremos a representacao induzida de um grupo local-
mente compacto G a partir de um subgrupo fechado H e estudaremos um
exemplo de tal constru¢ao com o grupo SLs(C).

Na primeira secao, realizaremos a construcao do espacgo de representacao
a partir de espacos de fung¢des no grupo usando o aparato desenvolvido no
primeiro capitulo e terminamos definindo a acao linear do grupo neste espago
com forma semelhante a representagao regular a esquerda.

Na segunda secao daremos construgoes que sao equivalentes a obtida na
sessao anterior, porém melhor adaptadas aos calculos concretos. Estas reali-
zagoes serao usadas no célculo do exemplo do grupo SLy(C). Terminamos a
secao com algumas propriedades do processo de indugao de representagoes.

A terceira e ultima secao sera dedicada a construcao da série principal de
SLy(C), obtida através da indugao de representagoes do grupo das matrizes

unitarias triangulares superiores.

3.1 Construcao da Representacao Induzida

Lembrando que chamamos a um homomorfismo m : G — U(H) uma repre-
sentacdo unitdria de G se 7 é um homomorfismo continuo de G' em U(H)
na topologia forte de operadores. Lembramos que pelo teorema 2.3, um ho-
momorfismo entre um grupo localmente compacto e o grupo de operadores
unitarios de um espaco de Hilbert é uma representacao se e sé se é continuo
na topologia fraca de operadores.

De suma importancia na construcao do espago de representacao da re-
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presentacao induzida é o espago homogéneo G/ H. Fixemos entdo a notagao

q : G — G/H para a projegao natural, ¢q(z) = vH. Associada as fungoes

Ag(h)

modulares de G e H, denote por 6% (h) a funcio dada por §§(h) = An(h)

Vh € H, que, quando nao houver possibilidade de confusao, serd denotada
simplesmente por §(h). Observe que § ¢ um homomorfismo positivo continuo,
pois ambas fung¢oes modulares Ag e Ay o sdo.

Voltamos agora a configuracao inicial tratada no primeiro capitulo deste
trabalho ou seja, seja G um grupo localmente compacto e H um subgrupo
fechado de G e fixemos uma medida de Haar ug = dz invariante a esquerda
em G e ug = dh em H. Suporemos dada ainda uma representagao unitaria
(m,H(m)) de H no espago de Hilbert H(m). Fixe também uma ré-funcao
estritamente positiva para o par (G, H) e uma segao mensuravel v : G/H —
G, i.e. uma aplica¢ao mensuravel 7 tal que goy(xH) = xH. A construgao de
tal funcao pode ser achada em [10], onde ela é denominada se¢io de Borel.

Afim de construir uma representacao de GG a partir de 7 precisaremos de
um espaco de Hilbert e de um homomorfismo adequados. Comecemos pelo

espago de Hilbert.

Definigao 3.1. Seja F o espago vetorial de fungoes & : G — H(m) com
operagoes pontuais que satisfazem

i) & é continua quando munimos H(mw) com a topologia da norma.

i1) E(zh) = 6(h)m(h 1 )é(x) Ve € G, Vh € H

iii) A imagem q(supp &) é compacta em G/H

Observacao 3.2. A sequnda propriedade serd chamada de covariancia e com

relacao a ultima diremos que & tem suporte compacto modulo H.
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Sobre este espago temos:

Proposicao 3.3. Seja F o espago vetorial definido acima. Entdo seus ele-

mentos sao da forma ¢, onde f € C.(G) e

§r(@) :/H(5(h_l)7r(h)f(xh)dh.

Prova : Precisamos entdo provar que &f estd em F, Vf € C.(G) e que
todo elemento de F ¢é desta forma.

Afirmamos que g(supp(&r)) C q(supp(f)) para todo f € C.(G). Se xH ¢
q(supp(f)), entdo para todo h € H, xh ¢ supp(f) donde f(xh) =0 Vh € H,
e portanto [y d(h)m(h)f(xh)dh = 0. Como supp(f) é compacto, temos que
q(supp(f)) é compacto em G/H, o que mostra que &; tem suporte compacto
moédulo H

A propriedade de covariancia segue através de uma verificagdo direta

§ilan) = [ S)m(k) f (whk)dk
= o(h) [ (k)x(h™ k) (wk)dk = () (h )& (a)

Afim de mostrar a continuidade de {; fixamos € > 0 e uma vizinhanga
compacta V de e em G. Para este ¢ existe uma U € Ng(e) compacta tal que
Ut=U,eseab™ €U temos |f(a) — f(b)| <.

Defina M = Vsupp(f), e K = (M~*M)NH. Sendo o produto de conjun-
tos compactos , M é compacto em G e portanto K também o sera, tanto em
H quanto em G. Isto significa que a fungao continua Ay atinge um maximo
em K~ e por isso podemos definir d = maz{Ay(z);z7! € K}.

Subsequentemente consideramos dois casos para x € G arbitrario: = ¢

MH, ou x € MH. No primeiro caso, para todo k € H, vk ¢ Vsupp(f)
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o que significa que xk ¢ supp(f) e f(zk) = 0 para todo k € H. Se y €
Uz afirmamos que yk ¢ supp(f). De fato, se yk € supp(f) terfamos y €
supp(f)k~' N Uz o que nos d4 que y é da forma y = ak™! = wuzx, onde
a € supp(f) e w € U. Mas entdo x = v tak™" € Vsupp(f)H = MH o que
¢ uma contradigao. Assim obtemos f(zk) = f(yk) = 0 para todo k € H
donde &(x) = &(y) =

Para o segundo caso, suponha y € Uz. Como = € MH, existe h € H
tal que zh € M. Seja k ¢ K. Afirmamos entdo que ambos yhk e xhk nao
pertencem a supp(f).

Se yhk € supp(f), entdo zy ‘yhk € Vsupp(f) = M, deste modo k €
h=tz='M C M~'M e portanto k € K. Se xhk € supp(f) entdo yhk =
yr~'zhk € Vsupp(f) e um argumento similar mostra que k& € K. Mostramos

entdo que se k € K, entdo f(zhk) = f(yhk) = 0. Assim podemos estimar
) - €50 = [, 807 mls ) - flan] <
/ Au(k ™M) f (k) — fyk)| dk <
| Aulk “OLf (ahk) = f(yhk)| dk <
Au(h™)-d- (k) -,

onde pg(K) é a medida de Haar de K em H e isto mostra que &; ¢é
continua.

Devemos agora mostrar que um elemento geral { de F ¢ da forma &f para
alguma f € C.(G). Seja entdo & € F. Temos por hipdtese que q(supp(§))

é compacto, entao tomamos uma fungao ¢ € C.(G/H) tal que 0 < ¢ < 1

51



e ¢(xH) = 1 para todo xH € q(supp(§)) de acordo com a Teorema 1.1.
Pela proposicdo 1.8 existe 1 : G — C continua tal que ¥ = ¢. Defina
g =& € Co(G,H(m)) e com esta funcgao calculamos

&(@) = [ Au(h)n(hys(ah)g(ah) dh = [ w(eh)(a) dh =€)

Aqui usamos a propriedade i) de & e [y ¥(xh)dh = 1 para todo = €

supp(§).

Agora precisamos de um produto interno neste espaco F.
Lema 3.4. Seja £ € F. Entdo x — ||£(2)]|* é uma H-16 fungdo.

Prova : Note que a continuidade desta funcao segue da continuidade de
¢, Além disso, seu suporte coincide com o de &, como podemos ver pela
expressdo. Calculamos ||£(zh)||? = ||[6(h)m(h~1)E(x)]]? = 6(2)?]|€(x)]?, o que
mostra o lema.

Em vista do lema 1.14, existe uma medida regular de Borel ye em G/H
associada a esta ro-funcao. Em outras palavras, existe um funcional linear

positivo \¢ in C.(G/H) tal que

Ae(6) = [ o@)lE@)|® dz = [ o (wH) dpe(cH)
Sobre esta medida podemos mostrar que
Lema 3.5. p¢ é uma medida finita, isto é pe(G/H) < oc.

Prova : Provaremos que supp(ue) = q(supp(§)), o que mostrard a tese.
Suponha que ¢ € CH(G/H) é tal que ¢(xH) = 0 para todo xH ¢
q(supp(€)). Entdo existe v € CF(G) tal que v = ¢. Se x € supp(§),

entdao Y(x) # 0 — Y(zr) > 0 = ¢Y(y) > 0 para todo y em uma

52



vizinhanga V' de z. Portanto ¢(xH) > 0, o que é uma contradicdo com
xH € q(supp(§)). Concluimos que para x € supp(§), ¥ (xz) = 0. Entdo, por
definicao de dp, temos que:

Ly O H) dilaH) = [ 0@ dw =0

Como dpe € regular, temos que pe(G/H) = pe(q(supp(€)) < oo uma vez
que g(supp(§)) é compacto.

De posse de pg¢ definiremos agora uma nova medida em G. Para &, n em
F definimos pug; = 5 (ften — fle—n +ifte+in — ifte—iy). Note a semelhanca desta
expressao com a identidade da polarizagao para um produto interno e sua
norma associada.

Da definicao segue, através identidade da polarizacao convencional que,

para ¢ € C.(G), z € G,

[ o@)e@ @) de= [ " (w) dug,(w)

JH

Lema 3.6. A aplicagao (§,1) — pe,(G/H) é um produto interno em F.

Prova : A aplicagao (§,1) — pe,,(G/H) é sesquilinear pois a integral de
Haar € linear e o produto interno em H é sesquilinear. A positividade segue
do fato de pe ¢ = p1e, € que esta medida é positiva e finita.

Para provar que esta aplicacdo é nao-degenerada suponha que &(x) #
0, para algum = € G. Entdo, por continuidade a aplicacdo y — |[|€(v)||
¢ positivo em alguma vizinhanca Uz € Ng(x). Portanto g(supp(§)) tem
medida positiva e concluimos que (£, &) = pue(G/H) > 0.

Temos como corolario a seguinte caracterizagao deste produto interno:
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Corolério 3.7. Sejam &, n elementos de F, e € C.(G) tais que Y (yH) =
1 para todo yH € q(supp(€)) U q(supp(n)). Entdo seu produto interno é dado

porT:

L 0@ (E@).n() de = (€.n).

Considere a seguinte construcao

Lema 3.8. Seja H um espago vetorial e (,) uma forma sesquilinear conjugada-
simétrica em H (nao necessariamente ndao-degenerada). Entdao existe um

espaco de Hilbert associado, também denotado por H.

Prova: De fato, seja N 0 espago nulo de H, ou seja, N' = {£ € H; (£, n) =
0 para todo n € H}. Podemos mostrar, com a desigualdade de Cauchy-
Schwarz, que este espago nulo N coincide com o espago dos ¢ tais que ||£]| = 0
onde ||€|| = /(& &). Este subespago é fechado e podemos tomar o espago
vetorial topoldgico quociente H /N

A forma sesquilinear (,) induz neste quociente um produto interno tam-
bém denominado (,). Tomamos a seguir o completamento deste espago com
relacdo a norma induzida e estendemos o produto interno para o completa-
mento, obtendo finalmente um espago de Hilbert. Este espaco de Hilbert
associado serd denominado completamento de Hilbert do espaco H.

O espago F pode nao ser, e geralmente nao ¢, completo. Para sanar
esta dificuldade tomamos entao o completamento de Hilbert deste espaco e
o denotaremos a partir de agora, por H% ou até, depois de construirmos a
representacao induzida, H (ind%n).

Para definir uma acdo no espaco H$, utilizamos a acdo da representacio

regular de G em F.
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Proposicdo 3.9. Eziste uma representacio unitdria indGm de G em HS

dada em F por [indSm(y)€](x) = E(y ).

Prova : Primeiro, fixemos § € F. Defina, para y € G o operador L, dado

por L,(&)(z) = {(y~'x). Para mostrar que L,(¢) € F calculamos

Ly§(xh) = §(y~"xh) = o(W)m(h=)s(y~"w) = 6(h)m(h™") L& (x),

o que mostra a propriedade ii). Notamos também que supp(L,(§)) =
y - supp(§), e concluimos que q(supp(Ly(§))) é compacto. Além disso, sendo
a fungao & continua, temos que L,{ = {om,-1 é continua, onde denominamos
m,-1 a multiplicacdo a esquerda por y~'.

Para £ € F, seja ¢ € C.(G) tal que 0 < 9T <1 e ¢ assume o valor 1

em uma vizinha de ¢(supp(§))
L8R = [ LM @)L, de =
Lo )l o)) de

= [ v@lg@) dr = llg]’?

Segue dai que para todo y € G o operador L, é uma isometria e por-
tanto estendivel ao completamento de Hilbert H$. Denotamos essa extensio
também por L,.

Sejam L,, L, dois operadores em H$ estendidos como discutimos ante-
riormente. Sabemos que, para toda ¢ € F | valem as seguintes igualdades:

1)Ly L& = L&, ouseja LyLy, = Ly,.

i) L& =&, ou seja, L, = I, onde I denota o operador identidade F,

ii1) Li€ = L& = L;*¢, ouseja, Lr = L,-v = L' .
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Sendo cada operador L, uniformemente continuo, temos que as mesmas
igualdades valem em H$. Isto é, L : G — U(HS) é um homomorfismo de
grupos. A terceira propriedade vale pela invariancia a esquerda da medida
de Haar. O préximo lema mostra que esta aplicagdao é continua na topologia

fraca de operadores, de modo a obtermos uma representagao unitaria de G.
Lema 3.10. O homomorfismo L é fracamente continuo.

Prova : Sejam &, n € F, e Tg : G — C dada por Tg(x) = (L&, n).
Basta mostrar que 7 é continua em G para quaisquer &, n € H(indr%),
mas para isto, basta mostrar que 7 é continua em e € GG para quaisquer &,
n € H(indr$). De fato, se * € G e (z);es ¢ uma rede tendendo a z € G

temos que (z;27") converge a e. Pela propriedade de operadores unitérios

78(x) = (€, Lomam) = 71, (7).
Uma vez que mostraremos a convergéncia de 7‘5(1‘1) com & e n arbitrarios
em F, substituindo n por L,n, obtemos que Tg(xj) tende a 7'5(.1’) se e 8O se
-1
75(xz; ") tende a 75(e).
Sejam entao &, n, € F. Em vista de mostrar entao a continuidade de Tg
em e sejam € > 0, e V € Ng(e) uma vizinhanga com fecho compacto, e 1

uma fungdo continua que tem valor 1 em ¢(V - (supp(&) U supp(n))). Pelo

corolario (3.7), se x € V,

(Lo} = [ 9() (Ea"v)n()) dy

Defina agora K = supp(¢)), e M = sup{|[v:y)l[ln(y)|l; y € K}. Para o
e > 0 dado, tome U € Ng(e) talqueU C Vex e U = ||€(z7y)—&(y)| <

e Vy € K. Calculamos entao para x € U
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(Lam) = (&) = | [ 0(0) (€6™"y) = €w)n)) dyl

< [ @Iy - )l dy
< eMu(K).

Se fizermos € — 0 obtemos o resultado desejado. Como F é denso no seu

completamento de Hilbert, temos entao que Tg ¢ continua para todos &,n.

Observacao 3.11. (e defini¢io)
i) A agdo linear ind%n de G em H$ é dada pela translag¢io d esquerda

L apenas quando € € F. Este ndo é necessariamente o caso quando &

por x~
€ HSG ¢ arbitrdrio.
i1) Chamaremos a esta representacio unitiria L de G, ind%r, e diremos

que ind$m foi obtida a partir de  pelo processo de indugdo de representacoes.

3.2 Construcoes Equivalentes

Nosso trabalho de construir a representacao esta essencialmente concluido.
Entretanto a construgdo da primeira secao tem um carater mais tedrico e
nao satisfaz a necessidade de computagoes praticas. Por este motivo realiza-
remos agora, com menor atencao a detalhes, duas construgoes de representa-
c¢oes induzidas de 7 equivalentes & ind%m construida anteriormente, ambas
denominadas U™.

Lembremos que no primeiro capitulo construimos uma ro-fung¢ao continua
estritamente positiva para o par (G, H), i.e. uma funcao p : G — R™ tal que

para todo x € G, h € H satisfazendo:

pah) = 320 p(x) = 6(h)?p(x), Vo € G, Vh € H.

o7



e a esta fungdo corresponde uma medida g em G/H tal que para toda

¢ € C.(G)

/G/H (bH(xH) du(xH) = /G¢(x)p(x> dx.

Considere agora o espaco F = {n: G — H cujos elementos satisfazem

i) e iii) como as de F, porém com a propriedade i) substituida por

ii'") n(xzh) = m(h~")n(z)
Com o objetivo de se obter uma representacao equivalente a primeira,

transferimos o produto interno de F a F¥ através de um isomorfismo.

Lema 3.12. A aplicagio M, : F — F", onde M,(n) = \/p n é um isomor-

fismo.

Prova : Para ver que M,(n) estd de fato em F seja n € F. Precisamos

apenas verificar i’). Assim, usando o fato de que p é uma ro-fungao:

Myn(zh) = \/p n(zh) =

Va(ehyn(zh) =
S(h)8 () (h=") (@) = m(h=")Myn(ch)

A linearidade da aplicagao é evidente da expressao, e sua inversa ¢ dada
por N, : F — F N,(n) = \/ﬁ’l - 7. Esta definicao é valida, pois p é
estritamente positiva.

Se 1, £ estdo em F observamos que
(€(zh), n(zh)) = (x(h=)E(x), 7 (h~)n(z)) = (E(=),n(x)),
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o que nos diz que ({(x),n(z)) é constante em cada classe de equivaléncia,
xH € G/H. Por isso podemos definir para n, £ € F* o produto interno pela

expressao

= [ (€(@)na)du(zH)

G/H

Lembre-se que ambos £ e 1) tém suporte compacto médulo H, i.e. g(supp(n))
e q(supp(§)) sdo compactos em G/H, de modo que a integral em questao é

finita.
Proposicao 3.13. (-,-), é um produto interno em F"

Prova : De acordo com a defini¢do, basta mostrar que esta aplicagao é
nao-degenerada:

Sejan € F1. Se n(zH) # 0, para algum xH € G/H obtemos entdo, por
continuidade, que 7 é diferente de 0 em uma vizinhanca xH, de modo que

|n(zH)||? > 0 nesta vizinhanca. Assim concluimos que

(b = [, In(a) Pdu(e) > 0

Calculamos entdo, para ¢! € C.(G/H) tal que 0 < ¢ <1 e (xH) =

1 para xH € q(supp(n)),
1Mpnl* = lIv/pnll* = /Gw(x)llx/ﬁ(x)n(x)“% =

L@l o = [ ) n(a) Pdu(eH) = ol

Podemos mostrar que vale a ultima igualdade ao definirmos ¢(z) =

P(x)||n(x)||?. Assim obtemos que
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¢ (z) :/Hw(xh)||77(xh)||2dh:

/H Y(@h)llw (k" n()|*dh = o™ (H) ()|

Notamos entdo que os espacos F e FH sdo isomorfos e portanto tém
completamentos de Hilbert isomorfos e assim removemos o subescrito u deste
produto interno. Denotamos o completamento de Hilbert de F¥ por H ou
ainda H(U™) , e estendemos M, a um operador unitério de H(ind%m) em
H,.. Isto é possivel pois construimos uma norma em F# de modo a fazer de
M, uma isometria.

Podemos mostrar (para detalhes veja [9]) que o completamento de Hilbert

de FH construido acima pode ser visto como o espaco
{f: G — H(n); f satisfaz a), b) e ¢) }, onde

a) f(zh) = n(h™1)8(h)f(x) para todo h € H e quase todo x € G.

) [ M@ dn(aH) < oo

) Para qualquer € € F7 € [P = [/ Jle(a) = J(@)|du(zH)

Agora precisamos de uma representacdo de G mneste espago. De ma-
neira analoga a construcao do espaco de representagao, transferimos a re-
presentacdo de G a H através da isometria M,. Definimos assim U] (z) =
M7 LindGm(z)M, que é um operador em H,. Vemos, pela expressio, que
U™ é um homomorfismo continuo de G e também que U™ (z) é um operador
unitario, e portanto continuo, para todo x € G. Temos entdo uma outra
representacao equivalente a ind%m de G.

Para obter uma expressdao para a acao U™ no subespaco denso F¥. Cal-

culamos para n € FH, z, y € G:
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Uz @)l(y) = (M, tind§ @))(y) = ZA=tlay) = (252) i ty).

onde denotamos M,(x)(n) por £ .

Suponha que tenhamos escolhido alguma outra ré-fungdo v para o par
(G, H) também continua e estritamente positiva. Realizamos novamente a
construgao precedente com esta nova fungao v, obtendo assim M, e uma nova
representacio U” equivalente a ind%n. Desta maneira U serd equivalente a
U™ e como corolario vemos que a escolha de ro-func¢ao nao altera a represen-
tagao obtida. Isto justifica a opcao de remover o subescrito u da notacao.

Enunciamos assim:

Corolario 3.14. Para quaisquer ro-funcoes estritamente positivas continuas

p, V, temos que U,’fp e U;[V sao unitariamente equivalentes.

Esta segunda representacao induzida serd usada para construir uma re-
presentacao induzida do grupo afim real R, ;s a ser definido posteriormente.
Seguimos adiante realizando uma terceira construcao que usaremos para estu-
dar representacoes irredutiveis do grupo de SL(2;R). Desta vez, entretanto,
daremos apenas indicagoes das provas mais extensas. Utilizamos também o

seguinte resultado, cuja demonstragao pode ser encontrada em [10]:

Lema 3.15. Podemos escolher uma se¢io mensuravel v : G/H — G, ou

seja, uma aplicagao mensurdvel y tal que y(xH) € xH.

Observe que, dada uma sessao v : G/H — G, temos que y(zH)H = zH
de modo que z7' - y(zH) € H para todo = € G.
Dado o lema acima fixe uma sessdo mensuravel v : G/H — G, p uma

ro-fungao estritamente positiva e continua para o par (G, H), u sua medida
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quasi-invariante associada, m uma representagao unitaria de H em um espago
de Hilbert H. Considere o espago

L*(G/H,H(m),pn) = {f : G/H — H(x); f é mensurdvel e de quadrado
integravel }. Esta condigao de integrabilidade é definida por

L | GEDIPdu(aH) < oo

Geralmente este espago nao é Hausdorff, porém ha nele uma forma ses-
quilinear dada por

oy = [ ), @) du(ei),

G/H

para f, f' € L*(G/H, H(r), ).

Tome novamente o quociente deste espago sobre o espaco nulo N' = {f €
LA*(G/H, H(r), 1), {f, f) = 0} e em seguida o completamento de Hilbert deste
novo espago. Por conveniéncia chamaremos este espago de Hilbert também

de L*(G/H,H(r), ). Munimos L*((G/H),H(w), ) com o produto interno

L eH) gl H))du (e ).

De maneira analoga ao caso L?(R), este espaco pode ser visto como o
espago das classes de equivaléncia de funcoes f : G — H(w) de quadrado

integravel.

Observagdo 3.16. Defina o operador W : H(U]) — L*(G/H, H(r), 1),
dado por Wn(zH) = n(y(vH)) para toda n € H(U]). Entdo W ¢é invertivel
e seu inverso é dado por W=f(x) = n(z7'v(zH))f(zH), para todo [ €
L*(G/H,H(r),p), x € G. Além disso, W é unitdrio.
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Defini¢ao 3.17. Defina a agdo linear de G em L*(G/H,H(r), ) dada por
U™ (y) f(x) = WU (y)W~" f(x). Sobre esta agdo temos

Proposicao 3.18. A ag¢do acima descrita, transferida para L*(G/H, H(r), i)
através de W é dada por: [U™(y) fl(z) = (d“y_l (:L'H))1/27r(’y(xH)_1yfy(y_1xH))F(y‘la:H)

dp

Prova : Simplesmente calculamos:

WUT ()W F(aH) = Ul (y)W™ (F(y(zH))) =
(Pt 2 =t (=t () =
(% (SUH))I/QW”F(W(@/”IH)V(M%H)*ly”v(wH)) -

<duj;;1 (xH))1/271-(’}/(33H>_1y’}/(y_1xH))F(y_le)

Esta formula, apesar de mais carregada, é mais pratica para calculos con-
cretos de representagoes induzidas. Pela construgao é facil ver que novamente
obtemos uma representacio equivalente a ind%m com equivaléncia dada pelo
operador W. Observe a caracteristica comum a todas as construgoes de
translagao a esquerda do argumento das fungoes correspondentes.

Por fim vamos fixar um sistema ortonormal maximal para os espacgos de

Hilbert H$ e H(m).

Definicao 3.19. Seja v € H e ™ uma representacao unitiria de H e f €

C.(G). Defina n(f,v): G — H(w) por

1)) = [ ki) ()odh..
O seguinte resultado segue facilmente das defini¢oes

Proposigao 3.20. Para toda f € C.(G), v € H temos n(f,v) € F.
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Este conjunto de aplicagoes ¢ um sistema ortonormal para o espaco de

representacao.

Proposicao 3.21. Seja x € G arbitrdrio, f um elemento de C.(G) e D C
H(m) um conjunto total. Se chamarmos den(Ce(G), D) o conjunto {n(f,v), f €
C.(G),v € D} ¢ de n(C(G), D)(x) o conjunto {n(f,0)(x), f € CulG),v €

D}, as sequintes afirmagoes a respeito destes conjuntos sio verdadeiras:
i) N(C.(G), D) € total em H(indG).

i1) n(C.(G), D)(x) € total em H(m)

Prova : i) Sejam f, v como na hipétese e £ € F. Considere uma funcao
Y € C.(G/H) com valor 1 em uma vizinhanga de ¢(supp€) U q(suppn) tal

que 0 < wh < 1. Podemos calcular :

Ul (), &(x))dx =

G

//¢ 5(h)f (s >< <> €(x))dhdz
[ @A) A ()] (o, (ah ™ dhdz =
/H/Gq/’(x}f )f (@) Ap(h)™ v, &(x))dhdzx

—/¢ (cH)f d:v—/f

e concluimos que se £ é ortogonal a toda n(f,v) entao

| F@) . &())de =

64



Sendo £ continua, podemos escolher uma f apropriada de modo a obter-
mos (v,&(x)) = 0 Vv € D. Como D é total em H(w), {(x) = 0 para todo

r € G o que mostra que o conjunto 7(C.(G),H) é total no espaco HE

i1) Como n(f,v)(x) = n(Ly-1f,v)(e), é suficiente provar que Vf € C.(G),
v € H, n(f,v)(e) é denso em H. Seja € > 0. Pela definicao de n(f,v)(e)

temos

/H Fleh)o(h) " (kv dh = /H Ly f(h)3(R) "' x(h)v dh.

Sabendo que D gera um subespago linear denso em H () existem vy, ..., v,
em D e A,...,\, € C tais que || X7 \ju; —v|| < /2. Além disso, existem

vizinhangas da identidade U, V; € Ng(e), j = 1,...,n em H satisfazendo

|7 (h)v —v|| < €/2 para todo h € U.
L -1
I (h)v; — vl < 5(3° 1) para todo h € V.
1

Mas existe uma vizinhanca compacta U, da identidade em H contida na
intersegdo de U e das Vj, j = 1, ..., n. Seja g uma fungdo, g € CF(H) com
supp(g) C V e satisfazendo [ g(h)d(h)~ dh = 1.

Sendo H fechado em G podemos usar o teorema de extensao de Tietze e

obtemos f € C&(G) estendendo g. Daf
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Gostariamos agora de exemplificar algumas representagoes induzidas fun-
damentais com o proposito de fixar ideias. Podemos pensar no seguinte re-

sultado como uma forma de consisténcia do processo de inducao.

Proposigao 3.22. Seja 7 : G — U(H (7)) uma representacio unitdria con-

tinua de G. Entdo indSm ~ .

Observacao 3.23. Note que esta afirmagcao também responde afirmativa-
mente a perqunta: Dada uma representacao unitdria continua ™ de G existe
uma representacio o de algum subgrupo H C G tal que indGo ~ w2 O
teorema da imprimitividade de Mackey, a ser provado posteriormente, dd
condigoes suficientes para que a resposta da pergunta seja positiva mesmo se

supusermos H # G.

Prova : Como o espago G/G = eG tem apenas um elemento, usamos
a medida de Haar bilateralmente invariante pu(G/H) = 1 = card(G/H).
Defina U : F — H(x), por U8 = 0(e), para toda 0 € F.

Temos, entao: [UG]* = |0(e)* = Jq/q [0(xG)|*dpu(zG) = |0, pois [ du(zG) =
1 e 86 ha um elemento em G/G.

Concluimos que U é uma isometria. Como U(F) é denso em H(w) te-
mos que U se estende a uma isometria (e consequentemente é um operador
unitario) também denotada U de H(ind%(r)) sobre H(rw). Para mostrar que
U é um operador de entrelagamento, calculamos (mantendo em mente que

0(a) = m(a=1)0(e) pois 6 € F e 65(x) = 1 para todo z ):
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UindS(r)(a)0 = U(0%) = 0°(e) = 0(a™') = n(a)f(e) = 7(a)U0.

Voltamos agora nossa atengao ao caso oposto onde H = {e}. Lembremos

da representacao regular a esquerda dada por:

ly- fl(x) = fly "x)

para z,y € G e f € L*(G). Ela é unitéria pois

WLy 1) = [ F6™ 0 Pl ayde = [ f@)F@de = (£.0).

pela invariancia a esquerda da medida de Haar.

Note também que sendo H trivial, para qualquer espaco vetorial, existe
exatamente uma classe de equivaléncia de representacoes, a representacao
trivial 1(e) = I, onde I denota o operador identidade. Em particular, sé

existe uma classe de equivaléncia de representacoes irredutiveis.

Proposigdo 3.24. A representacio induzida ind% 1 é equivalente a repre-

sentacdo reqular a esquerda de G, em L*(G).

Prova : O espago da representacao trivial tem uma dimensdo e é por-
tanto isomorfo a C. O grupo quociente G/{e} é naturalmente isomorfo a
G e podemos tomar a medida de Haar original de G como medida quasi-
invariante, fazendo com que a derivada de Radon-Nikodym seja constante
igual a 1. Ela é associada a ré-fungao continua positiva p(z) = 1 Va € G, pois
Jo f(@)p(x)de = [q 10y f(x)dp(z). Desta maneira o espaco L*(G/{e}, H(7), 1)
é naturalmente isomorfo, como espaco de Hilbert a L?(G). Utilizando o valor
obtido na proposi¢ao 3.15 para a derivada de Radon-Nikodym e a sessao men-
surdvel v(xz{e}) = x temos, pela nossa terceira construgao da representagao

induzida:
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[ind%,r(y) f)(2) = (Y= et)) P r(y(@H) Ly (y o H)) Fy 2 H) =
L-m(ayy e ) fly~a) = f(y~'2) = L,f ()

Observacao 3.25. Podemos deduzir daqui que a representacao reqular de G

em L*(G) é continua.

Para finalizar esta sessdo mencionaremos algumas propriedades do pro-
cesso de indugdo. A maioria dos resultados tém uma demonstracao longa,
além de muitas serem repeticoes de argumentos antigos com leves adaptagoes
e por isso as omitiremos. Suas provas podem ser achadas em [10] ou mais

detalhadamente em [9].

Proposicao 3.26. Seja H subgrupo fechado de um grupo localmente com-
pacto G e (m,H(m)) uma representacao unitdria continua de H. Entdo temos

a sequinte descricio do nicleo de ind$:
ker ind% (7)) = Naee: a_l(kerﬁ N ker %)a

Corolario 3.27. Sejam G um grupo localmente compacto e H um subgrupo
fechado e ainda ™ uma representacao unitaria de H em H. Se w é fiel, ou

seja, um homomorfismo injetivo, entdo indGm também serd fiel.

O processo de indugao respeita operacoes com representacoes. Mais pre-
cisamente seja (7;);e; uma familia de representagoes unitarias de H.
Podemos construir uma familia de representacdes de G, ind$m; onde i
varia em I e em seguida somar esta familia obtendo assim uma nova repre-
sentagao de G,
iel
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Além disso podemos construir a induzida da soma da familia, i.e., ind% @ ;

obtendo mais uma representacao de G.

Proposicao 3.28. As duas representacoes de G acima descritas sdo equiva-

lentes, ou mais precisamente
indG(Bicr mi) = ey (indGm;)

Em outras palavras, a soma das representacoes induzidas € equivalente a

induzida da soma das representacoes.

Proposicao 3.29. Dada uma representacao unitaria o de H, associamos a
ela uma representacio ¢ mo espaco conjugado H. Assim movamente temos

duas representagoes de G: ind%c e indGo. Neste caso temos
ind%a = indGo.

Proposicao 3.30. O processo de induciao também respeita quocientes de
grupos. Para tornar esta afirmacdao precisa, seja N um subgrupo fechado
normal de G contido em H. Dada uma representacao unitaria continua m de

H/N definamos o o q|g uma representagao de H. Entao
ind%ooqly = (indgéxa) oq

Os resultados que mencionaremos agora podem ser achados em [10] e
em [12]. Eles sao generalizagoes de resultados conhecidos para grupos fini-
tos ao caso de grupos localmente compactos e tém demonstragao bastante
sofisticadas.

Lembremos a definicao de produto tensorial de representagoes de grupos

distintos: de maneira geral, se m; e my s@o representagoes unitarias de grupo
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Gy, 1 = 1,2 em espacos de Hilbert H;, Hs, podemos definir @7y : G1 xGy —
U(H1 ® Hsz) tal que para todo z1 € Gy e x93 € G tenhamos

T ® T2y, 22) = mi(21) @ ma(x2),

onde naturalmente m (z1)®@ms(x2) (X1, v;Qw;) = Y0, m1(21)v; @M (X2)w;.

Teorema 3.31 (Teorema do Produto Tensorial de Mackey). Sejam G, e
G grupos localmente compactos com subgrupos fechados Hy e Hy e suponha

dadas representacoes unitirias m; de H;, 1 = 1,2. Entao temos:

G Ga o GixG
indgim @ indg e = indg X5 (T & ).

Seja K C H C G subgrupos fechados de GG e suponha dada uma repre-
sentagao unitaria m de K. Temos pelo menos dois modos de se obter uma
representacao de G:

- Induzimos 7 a H de modo a obter uma representacio de H indir e de-
pois induzimos esta nova representacio obtendo uma representacio ind$; (ind% ).
-Por outro lado podemos induzir diretamente de K para G obtendo

indG.
Teorema 3.32 (Teorema da Indugdo em Estagios de Mackey). As represen-

tagoes de G indSyindir e ind$r sio equivalentes.

Este préximo resultado estabelece uma versao enfraquecida do teorema

da reciprocidade de Frobenius para o caso de grupos localmente compactos.

Teorema 3.33 (Teorema da Reciprocidade de Frobenius para Grupos Lo-
calmente Compactos). Sejam G um grupo localmente compacto e H um sub-

grupo fechado de G e suponha dada uma representacao unitdria m de H em
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H(m). Suponha ainda que G/H tem uma medida reqular de Borel finita e
invariante. Seja o uma representacio de G em H(o). Entdo os espagos veto-
riais dos operadores de entrelacamento homg(ind$m, o) e hompy (7, 0) sdo

isométricos como espagos de Banach, ou mais precisamente:
homg(ind§m, o) = homy (7, o),
onde a isometria ¢ dada por

Y homy(m,0ly) — homg(ind§m, o)

VB)f (@)= [ ol B )du(rH)

Observacao 3.34. Podemos mostrar (Veja [9]) que a existéncia de tal me-
dida como na hipdtese do teorema € equivalente a condicio de que Ag = Ay
em H. Em particular, se G é compacto (ou ainda finito), discreto ou abe-
liano, ambos serdao unimodulares e o resultado acima vale para G e H. No

caso finito recuperamos o teorema de Frobenius.

3.3 Série Principal do Grupo SLy(R)

Estudaremos agora para exemplos concretos com o objetivo de construir a
série principal de representagoes de SLy(R), o grupo das matrizes de determi-
nante 1 em R2. Para realizar este objetivo desenvolveremos primeiro alguns
exemplos.

Comecamos com o caso de subgrupos fechados complementares:

Definicao 3.35. Seja G um grupo localmente compacto e H um subgrupo
fechado de G. Dizemos que um subgrupo K de G é complementar a esquerda

de H se valem as sequintes condigoes:
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)KH=GeKnNH=10

i1) A aplicagao (k,h) — kh é um homeomorfismo entre K x H e G.

Sejam G e H tais que H possui um subgrupo complementar a esquerda
K, e que H é normal em G. Deste modo podemos identificar como grupos
topoldgicos G/H e K usando o isomorfismo de grupos topolégicos yH +— k

onde y = kh é dado de maneira tnica.

Proposicao 3.36. Sejam G um grupo localmente compacto e H um subgrupo

fechado normal com um subgrupo complementar da esquerda K.

i) Definindo p(kh) = ﬁg% = 6%(h), obtemos uma ré-funcdo continua
estritamente positiva para o par (G, H).

1) K € fechado em G e por conseguinte é localmente compacto. Seja v
uma medida de Haar invariante a esquerda. Entdo esta medida é também
quasi-invariante e, pela observagdo que seque a proposicao 1.18, é equivalente
a fp. Podemos assim identificar G/H com K. Além disso, temos a sequinte

relacao:

@ty = [ aH)dp(H) = [ F7 Rk

Estritamente falando, f¥ nao ¢ uma funcio em K, mas corresponde a
uma tnica fun¢io fI7 (a qual denotaremos f¥ também) em K através do
homeomorfismo entre G/H e K.

Prova : i) Vemos facilmente que p(khhg) = igEZZE)) = 6%(ho)d%*(h) =
62(ho)p(kh) para todo k € K, h,hy € H, pois § é um homomorfismo e sua

positividade segue da positividade das funcoes modulares em G e H.

i1) Notamos que p(kh) = ﬁggzg

= p(h), i.e., p é K-invariante a esquerda
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e lembramos que (Lyf)? = Li(f). Seja y € K e yH sua classe de equiva-

léncia em G/H entao:

/KfH(ny)d,u(a:H) = /G/H Ly f (e H)dp(H) =

L f@p™ oy e = [ (@)

por causa da K-invariancia a esquerda de p e da invariancia a esquerda
da medida de Haar dx e isto prova a tese.

Usando a terceira construcao da representagao induzida da se¢ao 3.2 con-
sidere a inclusao ¢ : K — G como a sessao mensuravel.

Dados z € Gel € K, temos que x = [k~ 'h para algum k € K, h € H, de
modo que !l = kh™!. Portanto v(z7'l) = k e v(I)* = I~!. Observamos

que

_ _ du 1
Y1)ty (ai) = h, Pt (1) = 240

e concluimos que o operador U™(z) age linearmente em L*(K,H(r), 1)

da seguinte maneira:

- 1/2 B
Um(2)f (1) = (323) " w(h) faD)
Usaremos um caso especifico do exemplo acima.

Definicao 3.37. Sejam G, H grupos topologicos arbitrdrios. Seja T um
homomorfismo T : H — Aut(G), onde Aut(G) é o grupo de automorfismos

de G e onde denotaremos 1, a imagem de h por T, i.e. T, € Aut(G), para

todo h € H.
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O produto semi-direto de G e H é definido como sendo a tripla (GxH, -, T)
onde T € um homomorfismo como acima e munimos Gx H com uma estrutura
de grupo dada por (g, h)(go, ho) = (9-7h(g0), hho). Denotaremos este produto
semi-direto por Gx,H ou ainda Gx H , quando nao houver risco de confusao.

Pode-se mostrar que a topologia produto torna G . H um grupo topoldgico

(veja [8] ).

Usaremos em certo ponto da andlise de SLs(R) a seguinte definicao a
respeito do grupo de caracteres de um grupo:

Defina (Z¢, -) como o grupo dos caracteres, i.e.,
Z¢ = {x:G — S x é um homomorfismo}

onde S! denota o grupo multiplicativo dos complexos de médulo 1.

Sendo o grupo S! comutativo, qualquer homomorfismo y : G — S! se
fatora pelo subgrupo dos comutadores [G, G] de G. Além disso todo caractere
X : G/[G, G| — S! corresponde a um tinico caractere Y de G e obtemos assim

um isomorfismo entre os grupos Zg e Zg/(a,q)-

Definicao 3.38. Defina R, s, chamado de grupo das transformacoes afins
na reta, como sendo o produto semi-direto R x, R*, onde:

-R € o grupo aditivo da reta.

-0 : Rt — Aut(R) € dado por o.(x) =rz.

-R* € o grupo multiplicativo dos reais positivos.

-a multiplicagio é dada por (by,a1)(ba, az) = (by + aibe, ajaz).

Voltemos entdo & analise de SLo(R). Usando o grupo R,y de transfor-

macoes afins na reta que introduzimos acima, temos.

74



Proposicao 3.39. A integral de Haar em R,5; € dada por

/Ruff f(z)dz = /R/R+ f(b,a)a™*dadb

e a funcao modular por:

Ag, .. (bya) =a "

aff

Prova : Veja, por exemplo [9]

Seja H o subgrupo {(0,a); a € R*} de R,ss e T a representagao trivial de
H em C. Para mostrar que o subgrupo K = {(b,1); b € R} é complementar
a esquerda de H, escolhemos um (b,a) € H N K arbitrario, o que significa
a=1eb=0. Entao, (b,a) = (0,1) que é o elemento neutro de R, ;. Para
mostrar que HK = R, sejam b € R e a € RT, temos (b,a) = (b,1)(0,a) =
(b+ 0a, la).

Usaremos aqui a segunda construcio da representacio induzida ind$,
onde L*(R x, R*/R*) é evidentemente isomorfo a L?*(R). Desta maneira cal-

culamos, para x = (b,a), [ = (0,1) :

v = (=a"',a7)(c,1) = (—a e —b),a™) = (52,1)(0,0) 7

Com esta expressao, temos para (b,a) € Ryrr e (¢,1) € K = Ryyp/H,

usando a segunda férmula para a representacao induzida para U™:

U (b,a)f(c, 1) = |a| V2 F(52).
A respeito desta representacdo podemos mostrar:

Teorema 3.40. A representacao U™ definida acima € irredutivel.
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Prova : Para detalhes, veja [9]
De posse desta representacao unitaria irredutivel de R,z podemos final-

mente estudar o grupo unimodular SLy(R). Temos

b
SLg(R)z{(a >;ad—bc:1,a,b,c,d€R}
c d

Este sera nosso grupo G da construcao da representacao induzida. Seja

P o subgrupo de GG de matrizes triangulares superiores, ou seja:

a b
P:{mmb:( );aGR*,bGR}
0 a!

Observe que, tomando a — co temos que ambos 0s grupos nao sao com-
pactos.
Lema 3.41. : O subgrupo dos comutadores de P € o subgrupo m; ., c € R.
Prova :: Calculamos maybmx,ym;,l,m;é =
0 at 0 7t 0 a 0 =
( ar ay+ br~! )( alz7! —aty — bz )
0 a lz~! 0 azx

1 azly(a —a™b) +b(z~! — 1)
(. 1 )
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Para ¢ € R e se escolhermos b =0, a = 2, z = 1, y = ¢/3, é facil ver que
~1, -1 _
teremos Mg b Mgy Mg Moy, = M-

Portanto, pela observagao que precede a defini¢ao 3.39, e chamando por

conviéncia SLs(R) = SLy o grupo de caracteres Zp é isomorfo ao grupo
E[ £ Entao temos que calcular agora o quociente ﬁ:
P,P ’

P

Lema 3.42. O quociente 7]

¢ isomorfo a R*

Prova:

Defina ¢ : P/[P, P] — R* dada por

(a ’ )[P,P]I—ML

0 at

Para mostrar que esta aplicacao esta bem definida, tome mqy, m.q € P.

Se ha r € R tal que mgymi, = Mmcq, OU seja
( a b >< 1 r ) < c d >
0 a! 01 0 ¢t

Esta aplicacao ¢ obviamente uma bijecdo e para provar que ¢ um homo-

Entdao a = c.

morfismo calculamos
az = ¢(ma,p[ P, P|)¢(ma,y [P, P)).
Mas também
= (Mg ay+be—1) [P, Pl) = ¢(mapimay) [P, Pl

77



Sabemos que os caracteres em R* sdo dados por x; ou x;, com t € R,
onde x; (s) = [s]" e x; (s) = sgn(s)|s|™ (veja [9]), Concluimos do lema ante-
rior que os caracteres Y € Zp, sdo da forma x; (ma;) = |al” ou x; (Mmayp) =
sgn(a)|al®, com t € R.

Estamos aptos a definir a série principal de SL(2,R):

Definigdo 3.43. Para cada t € R defina 7 = indSx; e 77 = indSxy,
onde T e m; sdo ambos homomorfismos de SL(2,R) em U(L?*(C)).

Usamos agora a terceira construgao da representacao induzida lembrando
a formula para U com os seguintes dados:
-G =SL(2,R)

-H = P = grupo das matrizes triangulares superiores em SL(2,R)

1/2

[ind$xi () fl(yP) = | "= (yP)] 7 X (v (wP) ey (@ yP))| fatyH))

}1/2

[indxi () flyP) = 2= (wP)| " xi [(v(yP) tay(a~yP))| iy H))

para quase todo yP € G/P.

Precisamos achar uma medida-quasi invariante em G/ P e uma se¢do men-
suravel v que usamos na formulacao acima. Para tanto usamos a decompo-
sicao de matrizes em GGLy em um produto de uma matriz triangular inferior

e uma superior, ou seja:

(L L)
<2 Z>:<_01 ;><1éb _bd>sea:0eb7éo,
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Assim podemos parametrizar o espaco homogéneo G/P de acordo com

esta decomposicao. Mais precisamente fazemos corresponder,

a b 0 b
=< sea# 0, — wp, se a =0, b#0.
c d c d

deste modo, G/P é descrito como conjunto por R U {wp}. Observe que
0 € R corresponde ao caso ¢ =0, a # 0.

Declaramos entao a se¢cao mensuravel

w=(")

10
Y(w) = ( ) para w 7 wo

w 1

Calculamos agora 7! - w = g(z7'y(w)) para um = € SL(2,R) arbitrdrio

ew € RU{wp}. Supomos primeiro que d/b # w € R.

a b d —b 10
Se v = , entdao 7 = ,ev(w) = .
c d —c a w 1

d —-b 10 d—bw —b
e assim 7! - y(w) se torna =
—Cc a w 1 —Cc+aw a

—1 __ aw—c
e portanto x W= T

€ R. No segundo caso w = d/b temos:

7t d/b = q(x 'y(d/b)). Mas

(%))
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b( —cb(iu ad a_/z ) - _b< —01 —:/b )

e concluimos assim que 2~ - d/b = q(z~'v(d/b)) = wy. E facil mostrar,

a partir dos célculos anteriores que z~*

-wp = —a/b. Definimos p de modo
natural como a medida que coincide com a de Lebesgue na parte correspon-

dente a R e u({wp}) = 0. A respeito desta medida, pode-se mostrar que

Proposicao 3.44. Definindo i1 como acima, ela serd quasi-invariante em
a

c d
relagdo a p toma a forma, para todo x € SL(2,R):

G/P esex = < >, ew € R a derivada de Radon-Nikodym de i, com

du
[ﬁ;m} =

Prova : Para detalhes, veja [9]

Computamos agora y(w) tzy(z - w) =

SRY O Py

—bw—+d

(O D= )
—wa+c —wb+d aw—c 0 —bw +d

—bw—+d
para w # d/b e finalmente obtemos, com a ajuda da terceira construgao:

[sz( Z )f] () = | — b+ dI X (= + d) ) f(52,)
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Usamos agora nossa definicdo da série principal para x; e x; de modo a

obtermos:

a b .
7rt+< )f(w) =|- bw+d|_1_” f(%jfd)
c d

a b 4
w;< ) )f(w) = sgn(—bw +d) | — bw +d| 1 f(ec))
C

a

b
para qualquer ( ) €G, fel*(G),ed/b#weR.

Cc

Observacio 3.45. E possivel mostrar que (veja [9]) que para todo t € R, os
termos " da série principal de SLy(R) sdo irredutiveis. Para t # 0, 7, é

irredutivel.
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Capitulo 4: O Teorema da Imprimitividade.

Neste capitulo encontraremos o resultado principal do presente trabalho. De-
senvolvemos na primeira sessao as nogoes basicas de representacoes de alge-
bras e sua aplicacao as algebras de grupo.

Na segunda sessao definimos o conceito de sistema de imprimitividade e
generalizamos o processo de inducgao para esse conceito, de modo a obtermos
sistemas de imprimitividade induzidos.

A ultima sessao contém o enunciado e a demonstragao do teorema baseada

em diversos lemas auxiliares.

4.1 Algebras de Grupo

Neste capitulo usaremos as ferramentas desenvolvidas no capitulo 3 para de-
monstrar o teorema da imprimitivade de Mackey. A tltima ferramenta que
nos falta para demonstrar este resultado é a de representagoes de dlgebras
associativas, em particular algebras associadas aos grupos com os quais tra-
balhamos até entao.

A teoria de representacoes de dlgebras segue as mesmas linhas gerais
que as representacoes de grupos, por exemplo, temos as mesmas nogoes de
espacos invariantes, irreducibilidade, equivaléncia, etc. Algumas diferencas
surgem das diferencas entre as estruturas algébricas, por exemplo, pelo fato
de que nem todo elemento de uma algebra A possuir inverso, a nocao de
representacao unitaria nao possui andloga natural para representagoes de
algebra.

Seja entao G' um grupo localmente compacto. A convolugao de fungoes
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que definimos em 2.12 pode ser estendida ao caso localmente compacto e
o espago de fungoes L'(G) que, quando munido desta operagao, se torna
uma algebra de Banach, isto ¢, uma algebra associativa normada e completa
cujo produto obedece a propriedade |lab|]| < ||all/||b|| para todos a,b € A.
Ademais, podemos ainda munir esta dlgebra com uma involucao tornando-a

uma *-algebra. Para tornar estes objetos mais precisos temos a:

Definicao 4.1. Uma involucao numa dlgebra associativa A é uma aplicacdo
conjugada-linear a — a* satisfazendo para todo a, b € A:
i) (a*)*=a

i1) (ab)* = b*a*
Definigao 4.2. Para f, g € L'(G) definimos as operagoes:
= —Ha
feg(@) = [ flaygly™)dy
fr@) = fl@™)Ag(x).
A funcao f* € dita adjunta de f.

Sobre estas definicbes podemos mostrar, como dissemos na introdugao do

capitulo:

Proposigao 4.3. A convolugio é um produto fazendo de L*(G) uma dlgebra
de Banach.
A aplicagio f s f* é uma involugao que faz (L'(G),*,*) uma *-dlgebra,

ou seja, uma dalgebra de Banach com involugdo isométrica.

Prova : Veja, por exemplo, [9]
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Definicao 4.4. Os sequintes espagos associados a um grupo também sao
*-algebras de Banach

-C.(G) e Co(G) com a multiplicagio pontual, norma do supremo e invo-
lugio definida por f*(g) = f(g~1)

Mais geralmente, se € € um espago localmente compacto

-C.(2) € Cy(2) com a multiplicagao pontual e a involugao f*(w) = f(w).

Sobre as diferencas mencionadas na introdugdo do capitulo, temos as

seguintes definigoes:

Defini¢ao 4.5. Seja (0,H (o)) uma representagio continua de uma dlge-
bra associativa A, i.e. um *-homomorfismo continuo de dlgebras o : A —
B(H(0)).

i) Dizemos que o é ndo-degenerada se para todo 0 # & € H(o) existe um
a € A tal que o(a)é # 0.

it) Dizemos que um vetor & € H(o) é um vetor ciclico se o(A)¢ C H(o)
¢ um subespaco denso. Uma representagdo € dita ciclica se hd algum vetor

ciclico no espago de Hilbert correspondente.

Teorema 4.6. Seja G um grupo localmente compacto e L'(G) sua dlgebra
de grupo. Dada (w,H) uma representa¢io unitdria continua de G. Entao
existe uma tnica representagio ndo-degenerada (%, H(%)) de LY(G), de tal

maneira que V&, n € H(rw) e f € LY(G), tenhamos:

F(N&m) = [ @) m)en)dr.

Além disso, se o é uma representagio continua de L'(G) e my, my repre-

sentagoes unitdrias de G, entao as sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
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i) Existe uma unica representag¢io m de G tal que T = 0.

it) Os espagos vetoriais homg(mi,m2) e homp (g (7?1,7;) sdo isomorfos.

i1i) As representagoes w1 e my do grupo sio equivalentes se e s6 se, Ty e
o 8a0 equivalentes.

iv) m € irredutivel se e s se T o é.

v) T € ciclica se e $6 se T o é.

Prova :

Esta demonstracao pode ser encontrada em [9].

4.2 Sistemas de Imprimitividade

Definiremos nesta sessao o conceito principal do teorema central deste tra-

balho, a nogao de sistema de imprimitividade.

Definicao 4.7. Seja G um grupo localmente compacto e suponha que G age
num espaco localmente compacto 2. Um sistema de imprimitividade para
G sobre Q) é um par (7, P) onde m é uma representacio unitdiria de G em
um espaco de Hilbert H(m) e P € uma representagio P : Cy(2) — B(H(m))
satisfazendo:

i) O subespago P[Co(2)|H € denso em H, onde P(Co(2))H () € o espago
gerado pelos vetores da forma P(f)v, com f € Cy(Q) e v € H(m).

i1) 7(z)P(p)m(z™ ') = P(Ly¢) para toda ¢ € Cy(Q), e todo x € G.

Exemplo 4.8. Seja C* o grupo multiplicativo dos complexos nao nulos. Es-

colhemos (o,H) = (1,C), i.e. 1(z) = 1, Vz € C*. Além disso, para todo
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¢ € Co(C), seja P(p) =1 € C. Estes morfismos satisfazem trivialmente as

condicoes de um sistema de tmprimitividade.

Lema 4.9. Suponha que G age em §2, onde G e ) sao ambos finitos, e seja
(7, P) um sistema de imprimitividade de G sobre Q). Para cada w € Q denote
0o a fungdo cujo valor ¢é 1 em w e 0 nos outros elementos de () e defina ainda

P, = P(d,). Entdao as sequintes afirmagoes a respeito do sistema valem:

i)P(¢) = > ¢(w)P,, para todo ¢ € C(Q).
we

1) P, é uma proje¢io de H, para todo w € €.

iii)P,Py =0 sew # W'

iv) Y peq P(w) = P(1g) = I, € o operador identidade em H

Prova : Temos que i) segue do fato de que, como funcao em G, ¢ =
> ¢(w)d, e P éum *-morfismo.
weQ

Para obter ii) usamos que também no contexto de fungdes d,, = 0,0, e
portanto P,P, = P(d,)P(,) = P(6,0.,) = P,. Substituindo-se o segundo w
por w’ obtemos §,,0, = 0 e portanto P,P, = 0, o que nos d& ii).

Para deduzirmos iv) temos que como func¢ao lg = Y, ,cqd., € portanto
vale a primeira igualdade. Mas P(1lg) = I, pois P é um *-morfismo nao
degenerado e 1¢ ¢ a identidade em Cy(G).

Precisamos agora da nocao de sistema de imprimitividade induzido. De
acordo com os objetos desenvolvidos até agora vamos usar como espago €2 o
espago homogéneo G/H.

Seja entao H um subgrupo fechado e suponha dada uma representacao
unitaria 7 de H em H(r), por simplicidade, denotamos H(ind%m) por H.

Para obter o sistema definimos o operador P™ : C.(G/H) — B(H) por
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[P (0)E](y) = d(yH)E(y).

Temos:

Lema 4.10. A aplicagio P™ definida desta maneira é uma representacdo de

C.(G/H) em B(H).

Prova : Com efeito, se £ € H, temos P™(¢)¢ € H pois ¢(yhH)E(yh) =
S(h)m(h~Y)p(yH)E(y) para todo h € H, além de y — ¢(yH)E(y) ser obvi-

amente uma aplicagdo continua. Para verificar a tltima propriedade temos

que supp(P™(¢)§) C supp(§) pela expressao de P (¢)E.
Para provar a multiplicatividade calculamos, para ¢ e A € C.(G/H),

£ € H(indGm) ey € G.
[PT(oN)E](y) = o(yH)AMyH)E(y)
[PT(@)AyH)E](y) = [P () PT(N)E](y)

E para a involutividade temos:

[P7(¢")€l(y) = o(yH)E(y) = d(yH)E(Y) = [PT(0)"¢](y)

Para mostrar a continuidade calculamos para ¢ € C.(G/H) e & € F et

uma fungao real continua nao negativa com valor 1 em uma vizinhanca de

supp(§):
1P ()61 = [ v(w)olyr)lEw)|dy <
L v@lellewly = o]l

Deduzimos dai que ||P7|| < 1.
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Proposigao 4.11 (Defini¢ao de Sistema de Imprimitividade Induzido). Seja
T uma representacao unitaria de H, subgrupo de G. De acordo com as cons-
trugoes acima, (U™, P™) é um sistema de imprimitividade para G sobre G/ H,

chamado sistema de imprimitividade induzido por .

Prova :

Como ja provamos que P™ é um x-morfismo e U™ é uma representacao de
G, precisamos apenas verificar as propriedades i) e 7). Ou seja, temos que
provar que:

i) PT[Co(Q)|H é denso em H

it) U™ (z)P(¢)U™(x™1) = P(L,¢) para toda ¢ € Cy(Q), z € G.

i) Como mostramos no lema 4.19, temos que P™(¢)¢ € H(m) para toda
€ € H(r) e P™($) é um operador com [|P™(é)]|s < [|6]

Sejam entdo £ € H(m) e € > 0. Sejan € F tal que || — 7| < e. Faca
C = q(suppn) e seja f € C.(GQ) tal que f¥(xH) = 1 para todo xH € C e
0 < f < 1. Entao P™(f#)(n) = n donde F C P™(C,(G/H))F e portanto
P™(C.(G/H))H(x) é denso de H(7).

i1) Calculamos, utilizando as defini¢oes envolvidas:

(U™ (z) PT(p)U™ (x71)]E(y) =
[P (o)UT (z7M)]E(xy) = oo™ yH)[U™ (a7 ")) (7 1y) =
Lo(yH)[U™ (2~ N)E] (™ y) = Lod(yH)E(y) = P™(Lod)E(y)

Suponha que G age em €2 e {25 e ¢ : 2y — () seja uma aplicacao

arbitraria. Definimos ¢, : Cy(21) — Co(€22) por ¢u(f) = f o ¢.
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Definigao 4.12. Sejam (w1, Py) e (ma, P) sistemas de imprimitividade de G
sobre os G-espagos Q1 e Qg respectivamente. Dizemos que (71, Py) € equiva-
lente a (w9, Py) quando existem um operador unitdrior U : H(m) — H(m) e
um homeomorfismo ¢ : o — €y que satisfazem:

i) Umi(z) = mo(x)U, para todo x € G

i1) ¢(ma(x)w) = m(x)d(w), para todo w € Qs e para todo x € G.

i11) UPL(f) = Pa(¢.(f))U para toda f € Co(S2y).

Além disso, se Qy = Qo = Q, dizemos que (71, Py) e (7o, P2) sdo equiva-

lentes sobre €.

Notemos que de ) acima, segue que se (71, P1) e (ma, P») s@o equivalentes

sobre (), as representacoes m; e my sao equivalentes.

4.3 O Teorema da Imprimitividade.

Teorema 4.13. O Teorema de Imprimitividade

Seja G um grupo localmente compcato, H um subgrupo fechado de G e (o, P)
um sistema de imprimititivade para G sobre o espaco localmente compacto
G/H. Entao existe uma unica (a menos de equivaléncia) representagio m de

H tal que (o, P) € equivalente a (ind%m, P™) sobre G/H.

A prova sera deduzida de uma série de lemas.
Defina Dy como sendo o espaco gerado pelo conjunto {o(f)v; f € C.(G),
veH(o)}

Lema 4.14. O conjunto D é total em H(o) e tanto o quanto G-invariante.

Prova: Sejaxz € G e 6(f)v € D. Por 4.6 temos que o(x)5(f) = 6(L.f),

89



e entdao o(x)a(f)v =6 (L.f)v € D. Sendo ¢ uma representagao o(f)o(g)v =
a(f * g)v, o que mostra a invariancia de D.

Para mostrar que D é total, seja e > 0, e w € H(o). Como o continua na
topologia forte, V € Ng(e) tal que ||o(x)w — w| < €, para todo z € V. Seja
g € CH(G) uma fungéo com suporte contido em V e cuja integral vale 1. Se

v € ‘H tem norma 1 calculamos

o9y w0} = | [ g (oly)w,v) = (w.v))dy)

< [ a@)liowyw,v) = (w,v)ldy < ¢ [ gla)da = e

Supondo (g)w — w # 0, e como v é arbitrario podemos escolher v =

5(g)w—w
[5(g)w—ul

e obtemos |5 (g)w — w| < e.
Compomos agora as aplicagdes lineares f + f# e P : C.(G/H) —
B(H(0)), obtendo uma aplicagio linear, digamos I : C.(G) — B(H(0)).
Para provar os proximos resultados vamos usar duas medidas em G e uma

G x @,

Proposicao 4.15. Escolha dois elementos de H(o), digamos &, n. Defina
ven(f) = (P(fH)E n). Entdo ve,, é um funcional linear continuo na topologia
de limite indutivo. Portanto temos uma medida reqular de Borel em G, que

satisfaz a sequinte expressdo:

(PUEn) = [ Fa)dve,

Prova : Seja f € C.(G). Seja supp(f) = K C G compacto. Por 1.9

existe cx > 0 tal que || f7 ]| < ck||flloo- Obtemos assim
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e ()l = KP(FM)E m)] <
IPCHNEN- NIl < 1 lloo - TIEIT - lImll <

cx || f llsotlI€ N Im]

De modo que vg, é continuo na topologia de limite indutivo em C.(G)
pois é continua em Cx(G) para cada subconjunto K compacto arbitrario de
G. O restante do resultado segue diretamente.

Tendo em mente que precisamos de um espaco de Hilbert precisamos de

um candidato a um produto interno e para tal temos o seguinte resultado:

Proposicao 4.16. Sejam &, n dados H(o). Entao existe uma medida regular

de Borel \¢,, em G X G cujo funcional linear continuo associado satisfaz:

L. F@emdren(e.y) = (P30 m)

Note que nao ha referéncia a representacdo o na primeira medida e na
tiltima compomos os operadores P(f7)5(g).

Prova : A toda F' em C.(G x G) podemos associar uma familia de fun-
¢oes em G pelo seguinte procedimento: Seja y € G e tome Fy(z) = F(z,y)
onde z varia G. Como F' tem suporte compacto, toda F, também tem su-
porte compacto e portanto Fy, € C(G) e subsequentemente F)' € C.(G/H).
Afirmamos agora que a aplicagao de G em B(H(0)), dada por y +— P(Ff )
¢é continua e também tem suporte compacto.

Para mostrar a afirmagao, chamamos K = suppF e Ky = proj,(K), sua
projecao na segunda componente. Notamos que K, também é compacto. Se

y ¢ K, entao (z,y) ¢ K para todo z € G o que nos diz que F,, = 0. Para a
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continuidade precisamos apenas mostrar que y — FyH ¢ continua, e a afirma-
cao estara provada. Segue das hipdteses que F' é uniformemente continua.
Entao para todo e existe uma V' vizinhanca de e em G x G tal que para
todos (x,9), (a,b), (z,y)(a,b)"! € V teremos |F(x,y) — F(a,b)| < €, entdo

se z € proja(V)y, temos

1F = FJ = sup,peqyu{| Y (2 H) — F(H)|} =

sup,precy/uil Ju F=(xh) — Fy(zh)dh|} <
sup,prec i Ju [Fx(xh) — Fy(zh)|dh} < e.

Resta-nos apenas mostrar a continuidade da aplicagao y — (P(F,)o(y)v, w)

para toda F'. Para isso calculamos:

[(P(F, o (y)v,w) = (P(F)o(2)v,w)] <
[(P(F,)(o(y) = o(2))v, w)| + (P(F) = FNo(2)v,w)| <

IPEDN - lo()o = a(z)oll - lwll + [P = ED - ol - [lw]

Para tornar esta tultima expressdo < e usamos a continuidade de y +—>
P(FE]"), e obtemos uma vizinhanga V' de y em G que faz |P(F — F/)| -
lv]||lw]] < €/2 se z € V. Para o primeiro termo observamos que ||P(F,)?| é
limitada em G, pois F' tem suporte compacto e agora usando a continuidade
forte da representacao o obtemos uma vizinhanca W de y de modo que
zeW = ||P(EM) - llo(y)v —o(2)v| - |w|| < €/2. Finalmente obtemos
que y — (P(F)o(y)v,w) é fracamente continua.

Definimos o funcional linear A, ,, en C.(G x G) por
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Nl F) = [ (PE)o(y)v,w)dy

Como no caso de i temos que demonstrar a continuidade na topologia de
limite indutivo de C.(G x G) dada pelos espagos Cx (G x G), onde K C GXG
¢ um conjunto compacto com interior nao vazio. Para tanto seja K um tal
conjunto compacto e F' € Cx (G x G). Entao existem K, Ky compactos em
G com interior nao vazio tais que K C K; x Ky. Assim temos que para todo
y € G, F, € Ck, (G) e F, nao é 0 apenas quando y € K,. Obtemos assim a

estimativa:

Mol B < [ WPE o (y)o,w)ldy <
JNPEDI- ol lwldy < ex, - w2 ol - o] | Fll

onde p(Ks) denota a medida de Haar de K. Novamente usamos o teo-
rema da representacao de Riesz e obtemos uma medida em G x G também
denotada A, ,, ou ainda d\, .

Para provar a expressao para a medida, definimos f - g € C.(G x G)
por f-g(z,y) = f(x)g(y) e calculamos (f - g)i(xH) = [o(f - g)y(xh)dh =
Ja f(xh)g(y)dh = fH(xH)g(y).

Malf ) = [ F@)g(@)dNuulr.) =
LPla Mot wdy = [ ol)oty), P w)dy =

(a(g)o, P(f1) w) = (P(f")&(g)v, w).
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O produto interno do espago de Hilbert usado para provar o teorema de
imprimitividade serd dado pela derivada de Radon-Nikodym da medida v,

com relagdo a medida de Haar fixada em G.

Definicao 4.17. Defina, entdo, a classe de funcoes Rz(g)v.6(hyw; com (g)v,
a(h)w € D em G por:

Faeamnl(?) = [ Bl Tg(za"y)Ae(e™ ) dhu(r,y)

Podemos estender o conjunto indice a todo o espago gerado por{5(g)v,g €
Ce(G),v € H(o)}. Para isto seja & = Y7 6(gi)vi, e n = X" (hj)w;. Para

estes elementos temos:

RE n Z Z R (gi)vi o ( (Z)
1 1

Teorema 4.18. Sejam & = Y16 (g;)vi e n = X" 6(h;)w; pertencentes ao
espago gerado por {5(g)v;g € C.(G),v € H(o)}. Entao a fungio Re, €
continua. Além disso, a medida ve, é absolutamente continua com relagao

a medida de Haar dz em G e sua derivada de Radon-Nikodym é dada por Re ,,.

Prova :
Sendo uma soma, podemos reduzir a continuidade de R¢, ao caso em
que £ = d(g)v, e n = d(h)w. Se h e g forem continuas em z, temos

que o integrando h(zz—1)g(zz'y)Ag(z~!) também é continuo. Logo, a

94



aplicagdo z + h(zx—1)g(zx 'y)Ag(z™!) serd continua e por conseguinte
z2 = Ragomw(2) = Jaxa Mze=N)g(za  y) Ag(a™)d\ w(z, y) é continua.

Para mostrar a férmula da derivada de Radon-Nikodym temos:

Ratgwaton(2) = [ Wz g(ze"y) Mgz )dAu(z,y)

L £ @505 (2) = (P (g)o, 5(hyw) = [ BEN () P()o(g)o,w)d

Mas como (o, P) é um sistema de imprimitividade, esta expressao se torna
[ RGP (L f1a (= )a(g)o, whdz = [ REWP(Las f))F(Le 1 g)0,w)dz =
G G

/G%/GXG f(zx)g(zy)dNw(, y)dz

Fazendo a mudanca de varidvel z — zz~! obtemos

/GXG /Gmgm*y)f (2)Ag(z ™Y Ydzdy (2, y) =

[ 1 [, T Tata ) Al Ao s = [ 7R

Note que a igualdade [ f(2)Ry(2)dz = J; [ (2)dvs(gyv5(hyw(2) mostra
que a defini¢ao de R, independe da representagao o particular que comeca-

maos.
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Lema 4.19. Para todos u, z € G e £, n € H(o) vale a sequinte equagao :

Re (u_lz) = RU(U)E:U(U)U(Z')

Prova : Reduzimos novamente ao caso em que & = &(g)v, e n = 6(h)w.

Para h, g € C.(G):

Rs(gywsmyw(u™2) = e h(u=tzz=Ng(u 2z y) Ag(z™ ) dA o (2, ) =

/G p Luh<zx71)Lug(zxily)AG@:il)d)‘vmw(xa y) = R&(Lug)’u,&(Luh)w(Z) =
X
Ro(w)s(g)oowihyw(?)

Podemos deduzir deste lema que para qualquer u € G,

Rey(u™) = Roquye,oum(e)-

Usamos esta observagao para finalmente definir a forma sesquilinear em

D e subsequentemente a acao linear.

Proposicao 4.20. Defina (§,n) = Re,(e). Se{,neD,t € H e f € C.(G)
entdao o espago (D, (-,-)) é pré-Hilbert e além disso (-,-) tem as sequintes
propriedades:

i)(o()§, o(t)n) = Ac(t)An(t™)(E n).

i) (P(FMgm) = [ f@){o(e™)E ol n))de

Prova : Em primeiro lugar, temos (§,n) = R ,(e) =
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ii/Ggi(l‘_ly)h]’(x_lAg(x_l)d/\vi,wj (x,y) =

20 vy (i hy) = 3 (P hi)vi, w;).
11 11

Esta aplicacao ¢ obviamente sesquilinear nas varidveis v;, w;, g; e h; e
portanto (£,n) é sesquilinear nas variaveis & e 7.

Podemos agora mostrar que (£,€) > 0. Se f € CFH(G), P(f*) é um
operador positivo, pois P é um *-homomorfismo, e assim [ f(z)Reedz =
(P(fM)€,€) > 0 o que significa que Rge > 0 e em particular Reg(e) > 0
como deviamos provar. Assim (D, (-,-)) é um espago pré-Hilbert.

Para mostrar a propriedade de covaridncia 7). Usamos a sesquilinearidade
da aplicacdo R nas varidveis &, de modo que podemos supor £ = G(g)v,
n = &(h)w. Defina *F(z,y) = h(t—La—1)g(t "2~ y)Ag(z~") Calculamos en-

tao:

Calculamos agora a soma sobre H da funcdo 'F,(x). Para «H € G/H,
yeGete H.

(‘"F)(zH) = /H tF(xs,y)ds =

/ mg(t_ls_lx_ly)Ag(s_lx_l)ds =
H

Aa()An(t) [ BT g™ a7 ) Au(s ™)
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Aa()Au(t)(F)} (eH)
Com esta identidade, computamos
(5. oah) = [ TP y)dd,ur.y)
L (PRGOAE) o (y)o, w)dh, (2. y) =
Ac(OAE) o). o(y)w)

Finalmente, i) é obtida com um calculo direto. Denotando as aplica-
coes sesquilineares dos espagos D e H(o) por (,)p e (, () respectivamente,

reduzimos ao caso em que £ = 6(g)v e n = a(h)w.
(P(fM)a(g)v,o(h)w)ne) = /Gf(x)dyﬂg)v,&(h)w(x)
/G f(@) (@) Rs(g)0,5(nyw(T)dz = /G f(@) f(2) Roe1)5 (90,015 nyw(€)dT =

Gf(x)(a(x_l)&(g)v,a(x_1)6(h)w>pdac

O que termina a demonstracao.
Tomamos entao o completamento de Hilbert do espaco D, como possibi-

litado pelo seguinte:

Corolario 4.21. O espagco K € o-invariante. Além disso, para & en € D

vale ([o(t)¢], [o(t)n]) = Ac(t) Ac(t™)((E]; [n])

Prova : De fato, por 4.20, i), temos que para £ € K en € D
(0(®)&n) = Ac(t)An(t™)(, ot )n) = 0.
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Dai tiramos que a classe [o(t)¢] independe do representante £ € D. Com

um calculo similar deduzimos também que
([o(t)€]. lo (B = {o(t)E, o(t)n) =
Ac()Aa(t)(Em) = Ac(t) Aa(t=) ], ).
Definicio 4.22. Defina 7 : H — B(H), dada por

r(Ol€] = /22 [o(1)¢] = 5(1) [0 (1)¢].

Lema 4.23. A aplicagdo w definida acima € uma representagdo unitdaria de

H.

Prova : Dados [¢], [n] € H calculamos:

m(ts)[€] = o(ts)o(ts)E] = (t)a(s)[o(t)a(s)¢] = w(t)d(s)[o(s)] = m(t)m(s)[¢]

Para mostrar a continuidade, reduzimos ao caso & = d(g)v, n = 6(h)w

com v, w € H(o), e computamos

(m(®)[a(g)v], [o(h)w]) = d(t){o(t)a(g)v, 6 (h)w) =

0(t) Rowa(gwemw(e) = 6(t) /ch h(z=Ng(t 2 y) Ac(z™")dAy (2, y)

Como §(t) é uma funcdo continua de ¢, resta mostrar a continuidade
de /G GWg(t‘lx_ly)AG(x_l)d)\v,w(I,y) na variavel . Observando a
Contintlidade das fungoes h e g, temos que o integrando é uma fun¢ao continua
de t. Como a integral é dada por um funcional linear continuo, temos que 7
é fracamente continua, e por 2.3 que 7w é uma representacao de H.

Para mostrar que os operadores 7(t) sdo unitarios notamos que, pelo

corolario 4.21
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(m(@)[&], m()[n))a = (0@)[o()&], 0(t) o (t)n])n
O@®)e@)e], 0() o (t)nl)a = 6*(1)5=*(t)([E], [n])

A partir da representacao unitaria m de H podemos obter, através do pro-
cesso de inducdo uma representacao ind$m, ou U™, de G em H(ind% (7). De
acordo com 4.11 podemos construir o sistema de imprimitividade induzido
(P™,ind%m) de G sobre G/H. Mostraremos que este sistema de imprimiti-
vidade é equivalente ao sistema de imprimitividade inicial (P, o).

Construiremos agora uma isometria ® : H(o) — H(ind(r)). Seja £ € D,
defina a aplicagdo ®¢ : G — H(w) por ®&(x) = [o(z71)E]. Para mostrar
que ®&(z) é uma fungao continua de z, podemos novamente reduzir ao caso

¢ =a(g)v e calcular:

10¢(x) — E(Y) |1 = [l[o(zH)a(g)v] — [o(y)a(g)v]|I> =
(6(Ly19 — Ly-19) v,6(Ly1g9 — Ly-19) v) =
/GxG[g(w‘l)—g(yu‘l)][ (zu™'z) — glyu™"'2)|Ac(u™")dAy o (u, 2)

Como ¢ é uniformemente continua e de suporte compacto, o integrando

[g(zu=1) — g(yu=1)][g(zu'2) — g(yu~'2)]Ag(u?) vale 0 fora de algum com-
pacto K; x Ky C G x GG. Logo, se x se aproxima de y em G, temos que
ambos |g(zu~t) — g(yu™Y)|, |g(zu=t2) — g(yu=12)| tendem a 0. Além disso,
a fungdo Ag(u™') assume um maximo d no compacto K;. Logo para todo
e > 0, podemos fazer a integral ter valor absoluto < € se y estd préximo o

suficiente de x.
Proposicao 4.24. As sequintes afirmacoes a respeito de ® sao verdadeiras:
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i) Se & € D, entio D& € H(ind(m)) e ||PE|| < I
i1) Definimos ® : D — H(ind(w)), naturalmente, por ®(§) = ®E.
Entao ® ¢ uma aplicacdo linear continua entre esses espacos e portanto

pode ser estendida a uma aplicagio linear continua, também denotada por

¢ : H(o) — H(indm).

Prova : Ja provamos a continuidade de ®¢, de modo que resta mostrar

a propriedade de covariancia e que ¢ é de quadrado integravel. Temos
¢(zh) = [o(h~27h)g] = [o(h™)o(z7)E] =
m(h=)o(h)[o(z7)¢] = m(h™1)é(h) ¢ ()

Mostraremos que para qualquer ¢ € C.(G/H) [q,pz ¢(xH)dpss < 00
Tome ¢ € C.(G/H) e seja f € C.(G) tal que f = ¢. Temos entdo:

pae(@) = [ F(@)]|108()|2de =
L F@e@™e) [olaede = | ) o) ola)e)dr =
(P(0)6.6).
Em particular |[9€(@)]|* < [P]9] €]}* < oc.

Lema 4.25. Podemos estender esta ® a uma isometria ® : H(o) — H(r).

Prova : Suponha que v € H(o) é da forma v = P(y)w, onde ¢ €
C.(G/H) e w € H(o). Como o espaco P(C.(G/H))H(o) é denso em H(o),
® é uma isometria se e s6 se ||®(v)|| = ||v|| para todo v € P(C.(G/H))H(0o).
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Além disso, ja provamos a desigualdade ||Pv|| < ||v||, e portanto basta provar
a desigualdade inversa, ou seja ||[Pv|| > |Jv]|.

Para tanto escolhemos ¢ € C.(G/H), tal que 0 < ¢ < 1, e ¢(zH) = 1
para todo xH € supp(¢). Calculamos:

(G H)| = [(P(¢)v,v)| =

[(P(@)P(p)w,v)| = (P(¢h)w,v)| = (P ()w, v)| =

(v, v)| = [lo]*

Portanto temos ||®v]|? = peo(G/H) > pas(@) = ||[v||?, e o resultado estd
provado.

Resumindo o que construimos até entao:

Temos dois sistemas de imprimitividade (P, o), (P™,ind% (7)), e uma iso-
metria ® entre seus espagos de representagao H(o) e H(w) = H. Vamos agora
estabelecer a propriedade de entrelacamento de ® com relacdo a ind% () e
o, ou seja, que para todo & € H(o), Po(y)¢ = indGm(y)PE, e que @ é um
operador sobrejetivo. Para mostrar a propriedade de entrelagamento vemos

que
indfim(y)¢(z) = ©E(y~"z) = [o(z™y)¢] = (2o (y)§) ()
Lema 4.26. O Conjunto P™(C.(G/H))®D é total em H.

Prova : Seja x € H tal que (P™(f7)®¢, x) = 0 para toda f € C.(G) e
toda ¢ € D. Basta provarmos, neste caso, que xy = 0. Por defini¢ao teremos

Jo f(@)(@€(x), x(x))dx = [ f(2){[o(x7")E], x(2))dz = 0.
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Temos que mostrar entdao que esta igualdade nos dé x(z) = 0 localmente
em quase todo ponto, ou seja, se S é um subconjunto compacto de G e
A ={z € S;x(z) # 0} entdo u(A) = 0 onde p(A) denota a medida de
Haar de A. Suponha, por absurdo, que A seja um tal subconjunto de G
com p(A) > 0. Pelo teorema de Lusin generalizado (veja [3]) existe um
subconjunto compacto C' de A com p(C) > 0 e x restrita a C' é continua.

Como D/K é denso em H, para cada x € C temos x(z) # 0 e que
existe 1, € D tal que ([n.], x(x)) # 0. Seja entdo &, = o(x)n, € D e defina
F,:C — C por F,(y) = (c(y ")&:, x(y)). Para qualquer z € C' a funcio F,
é continua e F(z) # 0 por hipétese. Logo podemos tomar uma vizinhanga
V, de x em C tal que F,(y) # 0 para todo y € V.

Como C' é compacto, existe uma subcobertura V,,, i = 1,....,n e sendo
u(C) > 0 temos que para algum 4, temos u(V,,) > 0. Substituindo, C' por V,
podemos supor que existe um subconjunto compacto C' de G com p(C) > 0
com Y é continua em C' e tal que existe uma £ € D de modo que para todo

x pertencente a C' tenhamos

Existe entao U aberto de fecho compacto tal que C' C U. Pelo teorema
de extensdao de Tietze aplicado as fungoes R(F') e J(F), as partes real e
imagindria de F respectivamente, temos uma extensdo continua F' de F a
U tal que ||F|los < 2||F|lo para todo y € U. Como y € H, temos que x
é o limite em L*(G,H(w)) de fungdes continuas, donde y é localmente de
quadrado integravel, ou seja, temos que d = ([ [|x(y)||?dy)*/? < co.

Além disso ¢ = inf{|F(y)|*; v € C} > 0 uma vez que F é continua e nao

nula em C.
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Temos, por defini¢gdo do produto interno em D/K que ||[oc(y~H)¢]|| =
R;f(y), e como Reg é continua, segue que M = sup{||[c(y~1)¢]; y € [7} <

00. Escolha um aberto V de modo que C C V C U e

|V\C|1/2 < —_dCl

1M Fll "

Por fim, seja g € C.(G) tal que 1¢ < g < 1y e defina f € C.(G) por

fy) = { 9W)F(y), seyeV
0, sey € V\C

Usando estas defini¢oes calculamos:

0= [ FONlo™)e) x(w)dy
LAOF@dy+ [ F)lot e xw)dy
LIE@Pdy+ [ f@) o x(w)dy >

el = [, @t el ldy >

1/2

et [ swra) ([ wora) >

c|C| — 2Md||F||o|V\C|/? > ¢|C|/2 > 0
Esta contradicao mostra que x = 0 localmente em quase todo ponto.

Proposicao 4.27. A aplicacio ® definida anteriormente € um operador uni-

tario entre os espagos H(o) e H(indGm).
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Prova:

Ja provamos que ® é uma isometria linear em 4.25. Além disso, o lema a
seguir nos da que P™(C.(G/H))®H (o) C ®(H(rm)). Mas P™(C.(G/H))®H (o)

é total em H(m) por 4.26. Concluimos entao que ® é unitério.

Lema 4.28. Para toda ¢ € C.(G/H) temos ®P(¢) = P™P. Em outras
palavras, ® € um operador de entrelacamento com relacdo as representacoes

P e P
Prova : Fixe uma ¢ € C.(G/H) e escolha f € C.(G) tal que f = ¢.
Calculamos, para &, n € D:
(P(@) g, ¥n) = [ f(z)(@6(x), Pn(a))dz =
| 1@ o6 o l)de =
L @)ool mu = (Po)En).

Pela continuidade de P™ temos que (PT®¢, dn) = (P(¢)E,n) para ¢ €
Co(G/H) e quaisquer £, 1. Segue que para qualquer ¢ € C.(G/H) e v,
w € H(o) temos

(DP(¢)v, PT(¢)Pw) = (P ()P ($)v, Pw) =
(P()P(¢)®v, Dw) = (P™(¢)Dv, Pw) =
(PT(9)Pv, PT(¢)Pw)

Mas como P™(C.(G/H))®D é denso em H, temos que PP (p)v = P™(¢)Dv
para todo v € H(o), ¢ € C.(G/H). Concluimos entdo que ¢ é um operador
de entrelacamento.

Isto completa a demonstracao do teorema da imprimitividade.
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