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Resumo

Uma Desigualdade Isoperimétrica em Variedades
Riemannianas Compactas

Galindo Taza Chambi

Orientador: Stefano Nardulli

Nesta dissertacao apresentamos a demonstracao de um teorema obtido
por Olivier Druet, o qual estabelece uma desigualdade isoperimétrica
em uma variedade Riemanniana compacta. Este artigo foi publicado no
ano 2002 com o titulo Isoperimetric Inequalities on Compact Manifolds
[Dru02].
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Abstract

Uma Desigualdade Isoperimétrica em Variedades
Riemannianas Compactas

Galindo Taza Chambi

Orientador: Stefano Nardulli

In this work we demonstrate a theorem obtained by Olivier Druet, which
establishes the isoperimteric inequalities on compact manifolds. That

result was published in 2002, with the title Isoperimetric Inequalities on
Compact Manifolds[Dru02].

Keywords: Isoperimetric inequalities, Sobolev inequalities, compact
manifolds, geometric Riemannian.
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1 Introducao

Esta dissertacao estd baseada no artigo Isoperimetric Inequalities on
compact manifolds [Dru02].

Conjectura (Cartan-Hadamard). Seja (M™, g) uma variedade Rieman-
niana com curvatura seccional nao positiva. Entdo dado qualquer sub-
conjunto 0 de M com fecho compacto e fronteira diferencidvel, vale

-1
4 > K(n,1)7",
€2y "
onde nesta expressao os volumes sao com respeito a medida Rieman-
. _ oB™ . fp g
niana e K(n,1)~! = lilfl, onde & é a métrica Fuclidiana do R™ e
|B™ |8

B" :={z eR":|z| <1}.

Olivier Druet em [Dru02] prova o seguinte resultado relacionado a
esta conjectura de Cartan-Hadamard.

Teorema 1.1. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana diferencidvel
compacta sem fronteira de dimensao n > 2. Entdo existe B > 0 tal que
para qualquer ) € 3,

1
> K(n,1)"' - B|Q|g,

onde Y denota a classe dos conjuntos de perimetro finito na variedade
M. Se By é a melhor constante B, existe um conjunto extremal nao
vazio Qg € X, com B = By. Além disso ou Qo = M € extremal, ou
Qg < 3|M|g, se Qo] < 5|M| Qo € conexo, 8 € regular, a menos de
um conjunto de dimensdo de Hausdorff no mdzimo n — 8, (sen <7,
00 € suave) e 0y tem curvatura média constante:

By
-1

Wn—1

1 _1
no= (DT - -

em seus pontos requlares. Onde wy,_1 = |0B™|.



2 Preliminares e Notacao

Neste capitulo fixamos as notagOes e apresentamos os requisitos ne-
cessarios para a compreensao dos resultados principais desta dissertagao,
a saber, nocoes de geometria Riemanniana, a aplicacdo exponencial,
espacos de Sobolev em variedades, principio de concentracao compaci-
dade, Teorema de Gallot, desigualdade isoperimétrica em R™.

2.1 Variedades diferenciaveis

Parafraseando Elie Cartan, uma variedade é realmente feita de pequenas
pecas do espago Euclidiano. Seja M um espago topoldgico e considere
o espaco Euclidiano R™ com a topologia usual.

Definicao 1. Um sistema de coordenadas locais (ou carta local) de
dimensao n em M é um par (U, ), onde U C M € um conjunto aberto
em M eq@:U — ¢U) CR"™ é um homeomorfismo.

Definicao 2. Um atlas de dimensao n sobre M € uma colecio & =
{(Ui, vi) Yier tal que M = Uic1U; e (Us, i) sao cartas locais de dimensao
n. Um atlas € diferencidvel se as mudancas de coordenadas sao dife-
rencidveis, isto €, p; o cpj_l sao diferencidveis sempre que U; N U; # (.

Definicao 3. Uma variedade diferencidvel é um par (M,®), em
que M € um espaco topolégico de Hausdorff com base enumerdvel de
abertos, e ® ¢ um atlas diferencidvel de dimensao n.

Definigao 4. Seja f : M — N wuma aplicacdo e p € M. Diz-se que f €
diferencidvel em p € M, se existem sistemas de coordenadas (U, ) e
(V,%) tais que p € U, f(p) €V erpo fop~! é diferencidvel em o(p). Se
f € diferencidvel para todo ponto p € M dizemos que f é diferencidvel

e feC®M).

Dada uma variedade diferenciavel M e p € M, considere o conjunto
F,={f:U, = R;U, C M é um aberto ,p € U, f diferencidvel}.
Definicao 5. Um vetor tangente a M no ponto p é uma funcio X, :
F, — R tal que para todo a,b € R e f,g € F},, satisfaz

1. Xp(af +bg) = aXp(f) + bXp(g)

2. Xp(fg) = fla)Xp(g) + 9(p)Xp(f) para todo a,b R e f,g € F)



Definicao 6. O espaco tangente a M no ponto p € o conjunto T,M de
todos os vetores tangentes a M no ponto p.

O conjunto T,M ¢é um espago vetorial real de dimensao n. Além
disso, se (U, ¢) é uma carta local com p € U, entao as aplicagoes a%i(p) :
F, — R, definidas por

0 B
3%0”U>:a

foe  (e(p)

]

sao vetores tangentes, de acordo com a definicao acima. Nesse sistema
. 9 9 .
de coordenadas, o conjunto {a—zi(p), e m(p)} ¢ uma base para T, M.

Definicao 7. Um campo vetorial sobre M é uma aplica¢do
X :C®(M)— C®(M)

que leva cada funcao f em X(f), isto é, fixo p € M, X(p) define um
vetor tangente a p, assim X (f)(p) = X (p)(f).

2.2 A Desigualdade Isoperimétrica Euclidiana

Seja v uma curva fechada simples no plano Euclidiano. Entao o com-
primento [ de v e a drea A do dominio V limitado por 7 sdo sujeitas
A relacdo (> > 47 A, onde a igualdade é dada se e somente se v é um
circulo. Isto é, os dominios de maxima area que sao limitados por cur-
vas fechadas simples de comprimento [ s&do discos. A inequacio anterior
é chamada a desigualdade isoperimétrica. Isto é de fato uma das mais
famosas inequacoes entre invariantes geométricos.

Seja © um dominio limitado no espago euclidiano R" (n > 2) com fron-
teira diferencidvel 092. Entao entre o volume n—dimensional |2 de Q e
o volume (n — 1)—dimensional |092| de 012, a seguinte relagao, chamada
desigualdade isoperimétrica, é valida que:

109 > ¢, (1)

A igualdade é vélida se e somente se 2 é uma bola B,(p) de R™. Aqui
¢n € definido como segue. Denotamos (sé nesta subsegao por au,—1
(resp., wy) o volume (n — 1)—dimensional da esfera unitéria (resp., o
volume da bola unitaria B" em R")e tomamos ¢, := ozn_l/w,(flfl)/n.
A desigualdade isoperimétrica tem uma longa histéria, e muitas provas
sao conhecidas. No que segue daremos um esboco da prova baseado em

uma ideia de M. Gromov. Vamos assumir que || = wy,, e observamos




que ambos os lados de sdo multiplicados por ¢* !, se aplicamos

uma homotetia de fator de escala ¢ > 0. Fixamos também uma base
ordenada ortonormal {e;} e seja B a bola unitéria centrada na origem.
Agora definimos a aplicacao f : Q — B forma seguinte:

Tomamos o hiperplano H,(p) passando pelo ponto p e perpendicular a

e1 definido por ! = a'. Logo 2 é dividido por Hj(p) em duas partes

t={zeQa'>a'} e Q ={zcQz! <a'}

Agora vamos tomar um hiperplano Hj (p) paralelo a Hy(p) de modo que
|QF|/|BT| = |Q27|/|B~|, onde BT, B~ sao as duas partes de B dividido
por H; (p) como anteriormente, seja 1 := Hi(p) N e tomamos o su-
bespaco (n — 2)—dimensional Hs(p) em Hi(p) passando pelo ponto p
perpendicular a es.

Podemos escolher agora um subespaco (n — 2)—dimensional By(p) con-
tido em By (p) perpendicular a ey de modo que se By := H, (p)N B temos
que |QF|/|Bf | = [97]/|By|. Onde QF, BE sio definidos como antes.
Repetindo este proceso n—vezes, obtemos Hy(p) = {p}, e o correspon-
dente H,(p) também consiste de um ponto, que é definido como f(p).
Podemos definir uma funcao f B — Q, analogamente a definicao de
f, trocando B por € e viceversa. E f4cil verificar que f f=1q. Logo
f é sobrejetora.

Observagao 1. Em geral f € sé sobrejetora e nao bijetora, ver figura
[1. Se Q é convezo, entao f € bijetora.

Se a funcdo f é da forma f = (f', f%,---,f") entdo temos que
fi(xt, 22, 2") = &(zt, 22, -+ ,2') Olhando de perto a funcio f é
facil se convencer que f é diferencidvel de classe C' em € e que, temos
df%/0x7 = 0 quando j > i. Logo, a matriz Jacobiana V f = [0f!/0z7] é
triangular. Agora da definicao de f e do teorema de Fubini, vemos que
f preserva a medida e detV f(p) = 1. Denotando por Ai(p), -, An(p)
os elementos da diagonal, é facil de ver que \;(p) > 0 da definicao de f,
mas omitimos os detalhes pois sao padrao e um pouco técnicos. Logo
A1(p) - Au(p) = 1. Por outro lado, temos || f(p) [|[< 1, p € Q, desde
que f(Q) C B.

Agora denotamos por v o campo de vetores normais unitdrios exterior
a df) e consideramos f como um campo vetorial em 2, pelo teorema de
Green

/Q div fdvy, = /8 {fa)v(a)da. e

4



f(p)

>Q1
q2
< fla) = fla)

Figura 1:

ozt
1

div f(p) =

1=

() =>_Xilp).
i=1

Entao, notando que divf(p) = >"1" ; Ai(p) > n ([[i-, )\i(p))l/n = n pela
desigualdade entre a média aritmética e a média geométrica, temos

nw, = Q) < /Q div fdvg, = /8 (fa).v{@)dA < divf(p) <109, (@)

onde a ultima desigualdade segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Lembre que nw, = an_1, entdo [0 > ay—1 asumindo que |Q| = w,
temos (|1)).

Lema 2.1. (Desigualdade geométrica-aritmética) Sejam Ay,--- , A, €
10, +00]. Entao

n n 1/n
i=1 =1

Em particular vale a igualdade em se e somente se Ay = -+ = \y.

5



Demonstragao: Desde a convexidade da funcao exponecial, temos

<ﬁ>\i>l/n _ o Jos[(Tma ) T

1
= 6% i log(hi) « 2 ZBIOg()‘i)
n
=1

1 n
St
n -
=1
Logo a segue imediatamente.

Caso da igualdade. Se A\; = --- = \,, demostrar que vale a igualdade
em (3 é trivial. Agora se

n n 1/n
D Ai=n (H Ai) : (4)
=1 =1

demostraremos pelo absurdo que Ay = --- = \,. Suponhamos que
existem \; # \;. Pondo A = %Z?:l i, podemos supor sem perda de
generalidade que

A <A< A (5)
Consideramos agora
A, sei=1,
N = M+X—A sei=2
A, se 3 <1< n.
temos que
1= ¢ 1
HZM = —(A+M+d— A+t + )

1 n
= n;)\i:A.

De outra parte

1_[5\Z — H)\Z = [A()\l + A9 —A) _)\1/\2])\3"')\71
i=1 i=1
[AN + Ado — A% = Mg A3+ Ay
(A=X)(Aa— A)Ag- - Ay



Usando ([5)) obtemos que

ﬁ ;\z — ﬁ /\i > 0,
=1 =1

logo

() i)

i=1" =1

mas isso estd em contradicdo com . O

Agora vamos ver o caso onde a igualdade é satifeita. Primeiro, note
que neste caso temos A\i(p) =--- = A\(p) =1Ll parap e Q, e (f,v) =1
em Jf). Daqui f(¢) = v(q) com ¢ € 092. Lembre também que, para
p € Q, H,_1(p) é uma linha paralela a e,, prova-se que H,_1(p) inter-
secta 0f) em exatamente dois pontos, caso contrario existe um ponto
p € Q tal que H,_1(p) intersecta a 92 em q1,q2 (1 # G2), € o0 segmento
de H,_1(p) que une q; e g2 nao intersecta €2, entdo da definicao de f
temos f(q1) = f(q2), e este ponto pertence ao interior de B. Por outro
lado, temos || f(q1) ||=|| f(g2) ||= 1, que é uma contradigao.

Segundo, se a igualdade é atiginda em , entao também temos a
igualdade em para qualquer base ordenada ortonormal {e;}, e por-
tanto podemos escolher e, e consequentemente H,_1(p) em diregoes
arbitrarias. Entao €2 é um dominio convexo em R", desde que qualquer
segmento que une dois pontos quaisquer em Jf2 esta contido em Q.
Terceiro, se a igualdade se d4, temos 9f%/dz" = 0 quando (j > i) e
N\ = 0ft)0xt = 1.

Portanto, podemos asumir que

f(mla :E2a e 73:”) = (1'1,1'2 + 92($1)7x3 + 93(‘/17171'2)7 U ) (6)
Por translacio paralela se for necessério. Entdao |QF| = |B*| e pela
féormula da co-drea temos |21| = |By|. Portanto pela construcao de f,

para Qp e fi1 : Q1 — By, que é a restricio de f a Q; C R*1, o sinal de
igualdade se mantém na desigualdade correspondente a depois de
normalizagao |Q;| = w,—1. Por outro lado isto é valido sucessivamente
definindo Q;, f; : Q; —» B; parai=1,--- ,n — 2.

Em particular, para €2, 2, que é uma secao de €2 pelo plano paralelo a
(en—1,€n)R, € para frn_o: Qy_o — By, _2, o sinal de igualdade se mantém



na desigualdade correpondente em , e portanto @ se mantém.

No caso 2—dimensional, é ficil de ver que Q,,_o é um disco. Ja que po-
demos tomar (e,_1, e, )r como 2-planos arbitrarios, deduz-se que uma
secao de € por qualquer 2-plano é um disco cujo raio nao é maior do
que 1. Desde que f seja sobrejetiva, temos uma secao de €2 que é um
disco D de raio 1. Denotamos por qi, g2 pontos antipodas de D, entao
secoes de () por planos arbitrarios d contendo ¢, g2 sao discos de raio
1, e Q é uma bola de raio 1, centrada no ponto meio do segmento que
une qi a go.

Em geral, para qualquer subvariedade (n — 1)—dimensional compacta
H sem fronteira em R™ e qualquer variedade n—dimensional 2 de R”
com fronteira 02 = H que minimiza o volume entre as subvarieda-
des de dimensao n, a desigualdade isoperimétrica se mantém. Por
outra parte, temos a igualdade se e somente se H é uma esfera (n —
1)—dimensional contida em um subespago n—dimensional afim.

Seja (S™, go) a esfera com curvatura constante 1 e  um dominio em
S™ com fronteira diferenciavel. Tomamos uma bola B em S™ tal que
B = 9.

Entao, a saber

09 > |0B|

e temos a igualdade se e somente se ) é congruente com B. Além
disso a mesma desigualdade isoperimétrica também se mantém para o
espaco hyperbdlico (H™,go). Se queremos considerar a desigualdade
isoperimétrica da forma em uma variedade (conexa) Riemanniana
M devemos representar uma constante correspondente a ¢, em termos
de quantidades geométricas de M.

2.3 Geometria Riemanniana

Seja M uma wvariedade diferencidvel. Uma métrica Riemanniana g em
M éum (2,0)-campo tensorial diferencidvel em M tal que para qualquer
x € M, g(x) é um produto escalar em T(M). Uma variedade Rieman-
niana é um par (M, g) onde M é uma variedade diferencidvel e g uma
métrica em M.

Duas variedades Riemannianas (M, g1) e (Ma, g2) sdo chamadas
isométricas se existe um difeomorfismo f : M7 — M tal que f*go = g;.
Dado (M, g) uma variedade Riemanniana diferenciavel, e v : [a,b] — M



uma curva de classe C!, o comprimento de v é

o= oo ((3),. () )

onde (%) € Ty (M) é tal que (%) f=1(fo y)l(t) para qualquer
t t

f: M — R diferencidvel em ~(t). Se v é C! diferencidvel por partes, o

comprimento de v pode-se definir como a soma dos comprimentos destas

partes.

Definicao 8. Para x ey em M, seja Cyy 0 espaco das curvas C' por
partes 7 : [a,b] — M tal que y(a) =z e y(b) = y.

dg(:ﬁa y) = inf L(V)
VECTy

diremos que dg € a distdncia associada a g.

Proposicao 2.1. (Teorema [Pet06],pag. 123.) dg define uma distancia
em M e a topologia coincide com a original de M.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Existe uma tinica conexao
(IDCT9], Teorema 3.6 ) em M com a propriedade que Vg = 0. Tal
conexao é dita conexao de Levi-Civita de g. Para qualquer carta (€, ¢)
de M (Cap. 0 [DCT79]), de coordenadas associadas z‘, para qualquer
x € (Q, os simbolos de Christoffel sao dados pelas relagoes

k. —1 agmj 8gmz _ % mk
F”(x)_Q Ox; $+ dxj ) . 0Tm ) , 9(x)

onde os ¢ sdo tais que gimg™ = &7

Definigao 9. A curvatura R de V podemos ver como um (3,1)-campo
tensorial diferencidvel em M cujas componentes em qualquer carta sao
dadas pela relacdo

/ /
0% i e _pope
ijk 8$j aﬂfk jot ki ka™ ji

Observagao 2. R;.jk, = —R;.kj,

Podemos definir:



1. A curvatura de Riemann Rm ;g de g como o (4,0)- campo
tensorial em M cujas componentes em cartas sao

Rijki = GiaLtp-

2. A curvatura de Ricci Re(yyq) de g, como o (2,0)—campo ten-
sorial diferencidvel em M cujas componentes em cartas sao

Rij = Raipjg®”.

3. A curvatura escalar Scal(); 4 de g como a fungao diferencidvel
de valores reais em M cuja expressao em carta é

SCCLZ(M,g) = Rijgij.

E facil de ver, que para qualquer carta,
Rijki = Rjitt = —Rijik = Riuij-
Sao validas também as duas desigualdades de Bianchi

Rijri + Riji + Rikij = 0,

(ViRm(arg)) + (vam(My))jku + (ViRm(g)

jkim jkmi

Em particular, a curvatura de Ricci, Re(pq) de g € un tensor simétrico,
assim em qualquer carta R;; = Rj;. Para qualquer x € M, seja G2 (M)
a 2-Grassmanniana de T;(M). A curvatura seccional K ) de g é a
funcdo de valores reais definida em U, /G2 (M) dada por:

Rm(M,g) (.%')(X, Y, X, Y)

Koo (P) = 003 % X)g(0)(V,7) — 9(@) (X, V)2

onde P € G2(M), (X,Y) é uma base de P. Tal definicio independe
da escolha da base. Por outra parte pode-se mostrar que a curvatura
seccional determina a curvatura de Riemann.

2.4 Geodésicas; Aplicagao Exponencial

No que segue, (M, g) é uma variedade Riemanniana, e D a conexao de
Levi-Civita.

10



Definicao 10. Uma curva diferencidvel v : [a,b] — M € uma geodésica

se para todo t € I,
dy
D 21 =
(%), (dt) 0

Isto significa que em qualquer carta, e para todo k € 1,...,n vale

" / N

(+%) O +T5 0 () 0 () @) =o.

Como as geodésicas sao solucoes de uma equagao diferencial de segundo
ordem nao linear, o seu dominio maximal de definicao é um intervalo
I C R o qual nem sempre é todo R.

Para todo x € M, e qualquer X € T, (M), existe uma tnica geodésica ~ :

[0,€] — M tal que v(0) =z e (l‘%)o = X. Seja v, x tal geodésica. Para
A > 0 real, v, x(t) = vz x(At). Portanto para || X || suficientemente
pequeno, onde || . || representa a norma em T, (M) associada a g(x),
temos que vy, x ¢ definido em todo [0, 1].

A aplicagao exponencial em x é uma aplicagdo de uma vizinhanga de 0
em T (M), com valores em M, definido por exp,(X) = Ay x(1).

Proposigao 2.2. Seja M™ uma variedade Riemanniana, n—dimensional.
Para todo ponto x € M, existe Q C Ty M, Qy aberto, tal que exp,,, €
um difeomorfismo.

Sabemos também que T, M = R" logo é possivel definir uma carta
(Q,exp,t). Chamaremos uma tal carta de carta exponencial. Esta
carta é normal em z no sentido que a componentes g;; de g em esta carta
sdo tal que g;;(z) = 6;j, com a propriedade que os simbolos de Chistoffel
da conexao de Levi-Civita em esta carta sao tal que Ffj (x) = 0. As
coordenadas associadas a esta carta sao referidas como coordenadas
geodésicas normais.

Teorema 2.1 (Hopf-Rinow). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana
entao as sequintes afirmacdes sdo equivalentes:

1. O espago métrico (M,dy) é completo.
2. Qualquer subconjunto fechado e limitado de M € compacto.
3. Emiste x € M tal que exp, € definida sobre todo T, (M).

4. Para qualquer x € M, exp, é definida em todo o conjunto T, (M).
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Por outro lado, obtém-se que qualquer das anteriores afirmacoes, im-
plica que quaisquer dois pontos em M podem-se unir por uma geodésica
minimizante. Aqui, uma curva v de = a y é chamada minimizante
se L(y) = dy(x,y). Dado (M,g) uma n—variedade Riemanniana di-
ferenciavel, podemos definir uma medida de Radon positiva em M.
Em particular, a teoria da integral de Lebesgue se-pode aplicar. Para
(€4, @i)ier atlas de M, diremos que a familia (25, ¢;, a;)jes é uma
partigao da unidade subordinada & (£, v;)ier ou seja:

1. (aj); é uma particao diferenciavel da unidade subordinada & co-
bertura (£2;);,

2. (Qj,¢j); é um atlas de M, e
3. Para qualquer j € I, supp «o; C ;.

Facilmente podemos ver que para qualquer atlas (£2;, v;)ier de M, existe
uma parti¢do da unidade (£2j,p;,@;j)jes. Definimos entdo a medida
Riemanniana como segue: Dado f : M — R continua com suporte
compacto, e dado (€2, ¢;)ier um atlas de M,

/M fdv, = Z/ (%‘W) Osoj_lda:

jestei(Q

onde (24, ¢j, ;) jes ¢ uma particao da unidade subordinada a (€2;, ¢;)ier,
|g| representa o determinante da matriz cujos elementos sao as compo-
nentes de g em (€25, ¢;), e dx representa o elemento volume de R", tal
construgao independe da escolha do atlas (€2, ¢;)icr € a particao da
unidade (€, ¢, oj)jcs. Esta medida é dita medida Riemanniana.

2.5 Espacos de Sobolev em Variedades Riemannianas Com-
pactas

Esta se¢ao retne os resultados de base pela teoria dos espacos de Sobolev
em variedades Riemannianas e resulta fortemente inspirado do livro
[Heb99]. Seja © um subconjunto aberto de R", o um multi-indice de

comprimento |o|, e u € LfOC(Q), uma fungao com valores reais em (2,

localmente integravel, i.e., fK |ulde < 400, para todo K CC €.
Uma fungao v, € Llloc(Q) é chamada a a derivada distribucional de
u; escrevemos v, = Dyu, se para qualquer ¢ € D(),

/Qu(Dago)da:: (—1)"1'/%@@,

Q

12



onde D(2) denota o espago das fungoes diferencidveis com suporte com-
pacto em 2, e dx é o elemento de volume Lebesgue. Se tal v, existe,
isto é, quando D,u existe para qualquer « tal que |a| = 1, u é dita
fracamente diferencidvel em €). Dizemos que u é k vezes fracamente
diferenciavel, se todo D,u existe para |a| < k.

Defini¢ao 11. Dado u : [a,b] — R, e a < b real, diremos que u €
absolutamente continua em [a,b], se para todo € > 0, existe 6 > 0
tal que para qualquer sequéncia finita

a<zi<y1 <2<y < <y < Ym < b,

temos que

m

Z(yi —z;) <6 = Z lu(y;) — u(z;)| <e.

i=1 =1

E facil de ver que, u é absolutamente continua em [a, b] se e somente
se existe v integravel no sentido de Lebesgue em [a,b] tal que para
qualquer a < z < b,

Em particular, u é diferencidvel em quase todo ponto e v/ = v. Por
extensao dado 2 conjunto aberto de R", e v : £ — R uma funcdo com
valores reais, diremos que u é absolutamente continua em todo (resp.
quase todo) segmento de linha em 2 paralelo aos eixos coordenados,

se para todo (resp. quase todo) = = (x1,---,x,) em €, para todo
i=1,---,netodoa < x; <btal que
{(x1, - ,mi—1, 2, Tigt1, - ,Tpn),x € [a,b]} C Q,
a funcao
= u(xy, L1, Ty T 1, Ty)

é absolutamente continua em [a, b]. De acordo com o dito acima, se u é
absolutamente continua em quase toda linha de segmento em €2 paralelo
aos eixos coordenados, entao u tem derivadas parciais de primeira ordem
em quase todo ponto.

13



Teorema 2.2. Seja Q um subconjunto aberto de R™ e u € L}, ().
Entao u € fracamente diferencidvel em §) se e somente se (até modi-
ficagoes em um conjunto de medida zero) w satisfaz as duas condigoes

sequintes

(i) u é absolutamente continua em quase todo segmento de linha em
Q paralelo aos eizos coordenados

(i) A primeira derivada parcial de u (que existe em quase todo ponto)

pertence a L}OC(Q)

Lembremos agora alguns conceitos referentes a teoria dos espagos de
Sobolev no contexto Euclidiano. Seja €2 um subconjunto aberto de R”,
k um inteiro, p > 1 real, e v : 2 — R uma funcao diferenciavel com
valores reais.

1

P

lulip= 3 (/ |Dau|pdx>
0<lal<k N9

e definimos os espagos de Sobolev

H?(Q2) = a completagao de {u € C®(Q); || u ||gp< +o0}
para a norma || . |k p,
WP = {ue LP(Q)/V|a| <k, Dyu existe e pertence a LP(Q)},

onde D,u denota a « derivada parcial fraca de u definida anteriormente.

Teorema 2.3. Para qualquer Q C R"™, qualquer k, e qualquer p > 1,
HY(©) = WP ().

Teorema 2.4. (i): Se Q) é limitado, subconjunto aberto de R", e se
u:Q — R € Lipschitz, entao uw € HY(Q) para todo p > 1.

(ii): Seja @ um subconjunto aberto de R™, h : R — R wuma fun¢ao
Lipschitz, com u € HY(Q) para algum p > 1. Se howu € LP(Q),
entdo hou € HY(Q) e

/7

Di(hou)(x) = h (u(z))D;u(x),
para todo i=1,...,n, e quase todo ponto x € 1.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana, para k inteiro, e u : M — R
diferencidvel, denotamos por V*u a derivada covariante k-esima de u, e
|V u| a norma de V*u definida em uma carta por:

|Vku] = gl gikik (Vku)llzk (Vku)jlmjk
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lembre que (Vu); = d;u, e também
(VQU)ij = 8iju — Ffj@ku
dado k inteiro, e p > 1 real, seja

Cl(M) ={u e C®(M)/ paratodo j =0, k:,/ |V ulPdv, < oo}
M

Proposicao 2.3. Dada (M, g) uma variedade Riemanniana compacta,
entio CL(M) = C>®(M).

Para qualquer k inteiro e p > 1 real, definimos

k 1

. P

||u||Hg:=§j< / rvyuwpdvg) .
j=0 M

Definigao 12. Dada (M, g) uma variedade Riemanniana, k uwm inteiro,
p > 1 real, o espago de Sobolev Hi. (M) € a completagio de C} (M) com
respeito a norma || . HHﬁ

Estes espagos podem ser vistos como subespagos dos LP(M). Seja
| . |lp a norma de LP(M) definida por

1
P
i ll= ( / rupdvg) |

1. Toda sequéncia de Cauchy em (C}(M). || . || le;) é uma sequéncia

E f4cil de ver que

de Cauchy no espaco Lebesgue (LP(M), ]| . HH,f)v

2. Toda sequéncia de Cauchy em (C} (M), || . || Hﬁ) que converge para
0 no espacgo de Lebesgue (LP(M), || . HH}f) também converge para
0 em (CR(M). || . [[z2)-

Como uma consequéncia, podemos ver que Hj (M) é um subespago de
LP(M) feito de funcoes u € LP(M) com limites em (LP(M),| . ||p) de
uma sequéncia de Cauchy em (Cf (M), | . ||p), e definimos || u HHﬁ COmo
anteriormente, onde |V7u|, 0 < j < k, é agora o limite em (LP(M), ||
. |lp) de uma sequéncia de Cauchy (|V7u,,|). Voltando & Definigao
podemos substituir || . || mr por qualquer norma equivalente. Em
particular vale a proposicao seguinte.
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Proposigao 2.4. Para qualquer k inteiro, H%(M) € um espaco de Hil-
bert quando esta dotado com a norma equivalente

k
lull= > [ IVupds,
i=0"M

o produto escalar {.,.) associado a || .|| € definido por

k
(u,v) = Z/ (VIu, VIv)du,,
j=0"M

onde, (.,.) € um produto escalar de campos tensoriais covariantes asso-
citados a g.

Proposicao 2.5. Seja M uma variedade compacta munida de duas
métricas Riemannianas g e g, entdo existe C > 1 tal que
1

onde (@ tem que entender se no sentido das formas quadrdticas.
Proposigao 2.6. Se M € compacta, H,f(M) nao depende da métrica.
Proposicao 2.7. Sep > 1, Hy (M) € reflexivo.

Proposicao 2.8. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e v : M —
R wma funcao Lipschitz em M com suporte compacto. FEntdo u €
HY(M) para qualquer p > 1. Em particular, se M é compacta, qual-
quer fungdo Lipschitz em M pertence ao espago de Sobolev HY (M) com
p=>1

Teorema 2.5. Dada (M, g) uma variedade Riemanniana completa, o
conjunto D(M) de fungées diferencidveis com suporte compacto em M
¢ denso em HY(M) para qualquer p> 1.

Teorema 2.6 (Desigualdade de Hoélder, ver [Bog07] pag. 1-140). Seja
(X, A, u) um espago com medida nao negativa p (finita ou com valores
em [0,00]), suponha que 1 < p < oo,]l)—i—é =1, fe LP(u),g € Li(p).
Entdo fg € L'(u) e

1/p 1/q
d Pq qq .
/ergms</x|fr u) (/X\g\ u)
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2.6  Melhores constantes no caso Compacto

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta n-dimensional, pelo
teorema de imersao de Sobolev temos que para qualquer p € [1,n] real,
HY(M) C LP" (M) onde 1/p* = 1/p—1/n. Logo existem duas constantes
reais A, B que podem depender da métrica g, tal que para qualquer
u € HY(M),

i 1/p* 1/p 1/p
< / fuf? dvg> <A ( / |Vu|pdvg> +B ( / |u|pdvg> ®)
M M M

Comegamos primeiro com algumas definigoes

Ap(M) :={A € R" : 3B € R para que () é vélida}
observe que analogamente podemos definir

By(M) :={B € R" : 3A € R para que () é vélida}

mas somente precisamos estudar o primeiro conjunto. Claramente se
A€ Ay(M), ese A > A entao A € A,(M). Assim Ay(M) é um
intervalo de extremo direito +o0o portanto o niimero mais importante é
a,(M) = inf A, (M) a questao natural é saber se A,(M) é um conjunto
fechado ou seja se o, (M) € Ap(M), i.e., que existe B € R tal que para
qualquer u € HY (M) .

) 1/p* 1/p 1/p
</ |ulP dvg) < ap(M) (/ |Vupdvg> +B (/ |u]pdvg> :
M M M

Teorema 2.7 (Teorema 4.4 [Heb99]). Seja 1 <p<nel/p*=1/p—
1/n, para qualquer u € D(R™),

. 1/p* 1/p
(/ |ulP dx) < K(n,p) </ Vu|pd$>
n R'ﬂ

onde
K1) = ~(-" a

e e
K(n,p) = n(n_p) (r(n/p)r(n+1—n/p)wn—1)

quando p > 1, e wy_1 € 0 volume da esfera unitdria em R"™.
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Observagao 3.

;LH% K(n,p) = K(n,1). 9)

Teorema 2.8 (Teorema 4.2 [Heb99]). Seja (M,g) uma variedade n-
dimensional (ndo necessariamente compacta) e sejap € [1,n[ um nimero
real. Suponha que existem A, B € RT tal que para todo uw € D(M),

. 1/p* 1/p 1/p
(/ |ul? dvg> <A </ \Vu|pdvg) +B </ \u|pdvg>
M M M

onde 1/p* = 1/p — 1/n. Entio A > K(n,p) com K(n,p) como no
teorema [2.7

Teorema 2.9 (Teorema 4.5 [Heb99]). Seja (M, g) uma variedade com-
pacta n-dimensional, para qualquer € > 0 e qualquer q € [1,n[ real,
existe B € R tal que para qualquer u € H{ (M),

a/q*
</ \urfdvg) S(K(n,q)q—l—e)/ |Vu]qdvg+B/ |,
M M M

ondel/q* =1/q—1/n e K(n,q) é como no Teorema. Em particular,
para qualquer variedade Riemanniana compacta (M, g) e qualquer q €
[17 n[; aq(M) = K(Tl, Q)

2.7 Principio de Concentracao Compacidade

Teorema 2.10. [Lema-I Pag. 39 [Str96]] Seja p, uma sequéncia
de medidas de probabilidades em R™ tal que p, > 0, fRn dity, = 1.
Entao eziste uma subsequéncia () tal que somente uma das sequintes
condicoes € satisfeita:

i. (Compacidade) Eziste uma sequéncia z,, C R™ tal que para qual-
quer € > 0 existe um R > 0 com a propriedadee que

/ Ay, > 1 —€,Ym.
B(zm,R)

it. (Evanescéncia) Para todo R > 0 temos

lim sup/ dpm | = 0.
m=o0 \ zeR" J B(z,R)
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iti. (Dicotomia) Existe um nimero X\, 0 < A < 1, tal que para todo
€ > 0, existe um nimero R > 0 e uma sequéncia (x,,) C R™ com
a sequinte propriedadee: Dado R' > R, existem medidas pl,, p2,
tal que

0 < g + 1oy < fm,s

supp(pp,) C B(xm, R), supp(u?,) C R™\ B(zm, R'),

lim sup <‘)\ —/ d,u,ln ) <e.
m—o0 n

Demonstragao: A prova é baseada na nocdo de funcdo de concen-

tracao
Q(r) = sup ( / du>,
rER? B(z,r)

de uma medida nao negativa. Dito isso sejam @, as fungodes de concen-
tragao associadas a cada fi,,, note que (@Q,) é uma sequéncia de fungoes
limitadas crescentes, nao negativas em [0, +oo[ com imp_ o0 Qm(R) =
1. Portanto (@) ¢ localmente limitada em BV sobre [0,00] e existe
uma subsequéncia (u,,) e uma funcdo limitada crescente nao negativa
Q@ tal que

+‘(1—A>—/ndu?n

Qm(R) — Q(R), se m — oo,

para quase todo R > 0. Como @), é crescente, segue que para qualquer
R > 0 temos

Q(R) < liminf Q,,(R).
m—00
Seja
A= lim Q(R),
R—o0
claramente 0 < A < 1, se A = 0 temos o caso Evanescéncia, agora

suponha que A = 1, entao para algum Ry > 0 temos Q(Ry) > % Para
qualquer m € N seja x,, satisfazendo

B(yvaO)
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para 0 < € < & fixo R tal que Q(R) > 1—€ > 1, e sejam v, satisfazendo
2 2

1

@B < [ dut

B(ym,R)

entao, com erro o(1) — 0, se m — oo, temos

B(ym,R) B(ym,Ro)

> Q(Ro) + Q(R) +0(1)

>1:/ dptm

para m suficentemente grande, logo para tal m

e o lado direito

isto é B(ym, R) C B(xm,2R + 19) € entao

1—-€e< / d,um
B(2m,2R+Ro)

para m suficientemente grande, escolhendo R muito grande se for ne-
cessario, temos a Compacidade.

Se 0 < A < 1, dado € > 0 tomamos R e uma sequéncia (z,,) dependendo
de € e R tal que

Qum(R) > / i > A — €,

B(zm,R)

se m > my(€) tomando mg(e) grande se for necessario, podemos encon-
trar também uma sequéncia R, — co tal que

Qm(R) < Qm(Rm) < A+,

se m > mg(€). Por outra parte, dado R’ > R assumindo que R, > R’
para todo m, agora seja ul = o @ restrigao de u a B(zy,, R),

similarmente definimos 12, é claro que

= H e B, )

0 < pp, + 12, < pim,
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supp(jity) € Bl@m, R), supp(i,) C "\ B(@y, Ruy) C R™\ B, R),

finalmente para m > mg(€) estimamos

')\—/ dul

A— / dpm | +
B(zm,R)

+’(1—A)—/ndu3n =

/ Ay, — A
B(zm,Rm)

< 2e.

Observacgao 4. O teorema precedente € valido também se substituimos
R™ com M wvariedade Riemanniana completa.

Definicao 13. Seja u; uma sequéncia de medidas sobre uma variedade
Riemanniana completa M. Diremos que u; converge fracamente a
uma medida u, e escreveremos u; — u se Vo € Co(M) : [, pu; —
[y e, onde Co(M) € o fecho de Co(M) respeito & norma || . |[oo-

Teorema 2.11. [Lema-II Pag. 44 [Str96]] Seja k € N, p > 1, kp < n,

1k k, _
5 =5 suponha que u,, — u fracamente em D"P(R"™) e p, =

\VEum [Pdz — p, vm = |um|%dz — v fracamente no sentido das medidas
onde p e v sao medidas limitadas nao negativas em R™. Entdo

i. Existe um conjunto J ao mais numerdvel, uma familia {x’;j € J}
de pontos distintos de R", e uma famdlia {v9);j € J} de nimeros
positivos tal que

= fufida + 3" 95,0,
jeJ

onde 0 € a massa-Dirac de massa 1 concentrada em x € R"™.

1. também temos

p> |ViulPde +> 596,
jeJ

para alguma famdlia {u9);j € J}, p9) > 0 satisfazendo
Shpla < 1,0) i e J.

Em particular, Zjej(y(j))P/q < 0.
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Demonstragao: Seja vy, = Uy, —u € Dk’p(R"). Entéo v,,, — 0
fracamente em D*P e por (4,4)[ Pag. 42 [Str96]] temos

W =v — |u|¥dx = (Jup|?— |u|?)dx
= |um — ul|%dx + o(1) = vy |dx + o(1),

onde o(1) — 0 quando m — co. Também seja A\, = |VFu,|Pds. E
assumimos que A\, — A, enquanto w,, — w = v — |u|%dz fracamente no
sentido das medidas, onde \,w > 0. Escolha ¢ € C§°(R"™). Entao

/ |€]9dw = lim 1€]9dwy, = lim/ lom&|dda
R® m—00 Jpn

m—o00 Jpn

a/p
S~U/Plim inf ( / ]Vk(vmf)|pdm>
Rn

m— 00

a/p
= 579/Pliminf ( / yg\pyvkvmypdx>
m—o0 R

/
— §/p (/n |€)|pd>\)q g

Observe que pelo Teorema de Rellich qualquer termos de ordem mais
baixo |V!¢||VF~lv,,| — 0, quando m — oo i.e., temos

p/q
s ( /. |er%zw) < [ lepar (10)

para todo & € C3°(R™). Agora seja {z\);j € J} os dtomos da medida
w e descompondo w = wy + ZjEJ V(J)éxm, com wy livre dos atomos.

IN

Como fRn dw < oo, J é um conjunto ao mais numeravel. Por outra
parte, wp > 0. Escolhendo ¢ tal que 0 < ¢ < 1, £(z9)) = 1 por
temos

A > S@Was o vje

como |V*u,,|P — |[V*v,,|P é de menor ordem de |V*v,, [P nos pontos de
concentragao, a ultima estimativa se mantém para .

Em outras palavras, pela fracamente semicontinua inferiormente te-
mos

p > |VFulpdz.
Esta ultima medida e as medidas ¢, ;) S80 relativamente singular, por-

tanto (ii).

22



Agora, para qualquer conjunto aberto €2 C R"™ tal que fQ dr < S,
por com & = & € C§°(€2) que converge para a fungao caracteristica
de Q quando k — 0o temos

/deg (/de)p/qgs—l/QdAgL (11)

isto é, w é absolutamente continua com respeito a A e pelo teorema de
Radon-Nikodym existe f € L'(R", \) tal que dw = fd\, A— quase todo
ponto. Por outra parte, para A— z € R" temos

f(x) = lim (W) .

p—0 fB(:v,p) dA

Por (11)), se z nao é um atomo de A,

S f z dw q
Sf(z)P/7 = lim Uste %) < lim | =o.
p—0 d\ p/a p—0 B(z,p)
(fB(x,p) )

A-quase todo ponto. Como A somente tem atomos contdveis e wy nao
tem dtomos, implica que w = 0 isto é (i). O

p/q a—p

2.8 Teorema de Gallot

Nesta secao apresentaremos a definicao da fungéo isoperimétrica em
uma variedade Riemanniana compacta e do Teorema de Gallot a usar
mais tarde.

Definicao 14. Dada uma variedade Riemanniana Compacta (M, g),
para 5 €]0, 1] seja

Ws :={Q C M : Q dominio de fronteira 0Q diferencidvel e |Q] = B|M|}.
Definigao 15. A fungdo isoperimétrica h :)0,1[— RT definida por

_ o | 194
0= o, )

Observagao 5. i. h(B) >0,
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ii. h(B) = h(1 — ), pois 02 = (M \ ),
iii. h(0) :=limg_,o h(B) = 0(= h(1)).

Teorema 2.12. (Lema 6.4 (iii), [Gal88]) Para toda variedade compacta
(M, g) se h* e ® sdo duas funcées de classe C' definidas respectivamente
em]0,3] e R, se ® € crescente e se ® o hyy — ® o h* atinge um minimo
local em um ponto [ de |0, %], entdo o ponto B € reqular e a curvatura
seccional n da superficie minimizante H que realiza hyr(B) verifica

o[n*(9))
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3 Formulagao Funcional em BV (M) do Teorema

1.1

Nesta secao apresentamos o principal resultado que discutiremos nesta
dissertacao, i.e., o Teorema |3.1] que é exatamente o Teorema 0.1 de
[Dru02]. Para este fim precisamos antes introduzir as seguintes de-
finigoes.

Definicao 16. Seja
BV (M) :={u € L"(M) || Vu | gy < +oo},
onde

| Vu || pv(ary:= Sup{/ udivg(X)dvg, X € T(TM),|X|4(z) <1,Vx € M} ,
M

e onde T'(T'M) denota o conjunto dos campos vetoriais em M com di-
vergéncia em L"(M). Chamaremos os elementos de BV (M) fungdes
a variag¢ao limitada. Um subconjunto 2 de M € dito de perimetro
finito, se a sua fungao caracteristica 1q pertence a BV(M). Denotare-
mos com X o conjunto sequinte

Y = {Q subconjunto aberto de M tal que 1q € BV (M)}.

Para Q) € X, existe uma noc¢ao de volume da fronteira de €2; dado por
10Q| = [|V1al|pv(ar)-

Observagao 6. Se Q2 tem fronteira diferencidvel, entao a Definicdo
de |09| e o volume Riemanniano |0Q| da subvariedade 02 munida da
métrica induzida para M coincidem.

Teorema 3.1. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana diferencidvel
compacta sem fronteira de dimensdao n > 2. Entdo existe B > 0 tal que
para qualquer Q € X,

09

o K(n,1)"' = B|Q|7, (12)

onde ¥ denota a classe dos conjuntos de perimetro finito na variedade
M. Se By é a melhor constante B em , entao existe um conjunto
extremal nao vazio, de medida ndo nula )y € X, com B = By, i.e.,
Qo realiza a igualdade em (@ com B = By. Além disso ou Qg = M €
extremal ou || < 3| M|, se [Qo| < F|M| Qo € conezo, O € regular, a
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menos de um conjunto de dimensdo de Hausdorff no mdximo n—8, (em
particular, sen < 7,000 € suave) e Iy tem curvatura média constante
By

-1’

Wn—1

1 1
= 7 |Qo| " —
o= (i - -
em seus pontos requlares.

Existe uma formulagao equivalente do Teorema [3.1] em termos de
fungoes BV'.

Proposicao 3.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta,
sem fronteira de dimensdo n > 2 entao existe B > 0 tal que para qual-

quer v € BV (M).
[l o < K, ) ([ Vulpy +B [l wl1)- (13)

Além disso, existe uma funcao extremal uy € BV (M) da forma ug =
Mq, para algum Qy € ¥ e algum A € R. De novo extremal significa que
ug realiza a igualdade em

No que segue vamos provar que o Teorema [3.1] e a Proposi¢ao [3.]]
sao dois resultados equivalentes.

Lema 3.1. Dada u € C°(M), seja 4 = {x : |u|(x) > t}, entdo

n 1 = > n—1
( / tnlmtydt) g/ || dt. (14)
n—1 0 0

A igualdade € satisfeita se somente se || = Aljg,t,] para alguns to >
0,A > 0.

Demonstragao:(Do Lema Seja s > 0. Pondo

n—1

Fo = (0 [rmmoa) TG = [ a

F(0) = G(0) = 0. As derivadas de F' e G sao

EET 1
Fls) = (——) "4 [err|aty " smT|,
o = (5) [ s,

G'(s) = | .
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Por outro lado para 0 <t < s, temos

Q5] < |4 ; nao crescente

S 1 S 1
/tles\dt < /tnl]Qt|dt,
0 0

daqui
s _1 s _1
1 n n
{/tnl|Qt|dt} < {/tnll|Qs|dt} , (15)
0 0
logo
-1 s _1
< L ) {/tnllmtwt} s,
n — 1 0
=1 s 1
< (2" /tnilm deb " sy (16)
— n — 1 0 S S
assim

—1

Fl(s) < < n 1) N {/tnildt} " |y
n-— 0

< Q5 = G(s),

|=

portanto, para todo s > 0 obtemos

Fl(s) < G'(s), F(0)=G(0) =0,
logo

F(s) < G(s), para todo s > 0. (17)
Tomando os limites em quando s — 400,

e (18)
assim é imediato ver que é exatamente . Por outra parte, se
|| = Al 4], claramente a igualdade é satisfeita.

Agora no outro sentido, se vale a igualdade em entdo F(s) =
G(s), Vs € [0, +oc, segue se que temos igualdade em (16). Agora dois
casos mutuamente exclusivos podem aparecer para termos a igualdade
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em ((16).

Caso 1) Q25| =0

Caso 2) |25 >0

Se |Q5] > 0 implica que temos a igualdade em , ie.,

1 s 1
{/tnll|Qt|dt} - {/tnllms\dt} ,
0 0

se somente se
il = 10uertar =0 (19
0

mas, sabemos que no intervalo [0, s[, [ > |, pois ¢ — || nao
é crescente, logo vale se e somente se || = |Qs] para quase todo
ponto t € [0,s]. De novo como temos que nao é crescente t — |
garante que |Q] = |Q|, Vt € [0, s].

Se |Q2s] = 0 tem duas alternativas, ou t — |€;| é identicamente nula
oud 0 <t < stal que [ > 0. Neste caso aplicamos o caso 2) ao
intervalo [0, t] e veremos que pondo tg := sup{t € [0, s] : || > 0} logo
‘Qt’ = )\1[0’150] com \ = ’Q()| ]

Agora estamos em condicoes de provar o seguinte resultado.
Proposicao 3.2. O Teorema[3.1) e a Proposi¢ao s@o equivalentes.

Demonstragao:(Da Proposi¢ao(3.2)) Primeiro provaremos que o Te-
orema [3.1]é verdadeiro se assumimos que a Proposigao[3.1]é vélida. Para
isso basta tomar 2 € ¥ e substituir a fungdo u = 1 na desigualdade

obtendo
I 1o le < K(n, )1l Vig sy +B || 1o 1),
por outro lado

n—1
1o |l.o = [Q ",

1ol = [9f,
assim

Q" < K(n,1)(]0Q] + B|Q).
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Portanto é facil de ver que

09

> K(n,1)7' = B|Q|n.
Q[

Agora falta provar as afirmacoes sobre a regularidade do conjunto ex-

tremal, seja 2y o nosso conjunto extremal tal que || # |M| e como
M\ Qp € X, substituindo em

M\ Q
[OATAR)] S g, 1)1 = By \ ), (20)
M\ Qo)
daqui

(M \ Qo)| > |M\ Q|+ K(n,1)™" = By|M \ Q|5 | M \ Q|7

Por outro lado, sendo 25 um conjunto extremal, temos a igualdade

02|
n—1
Q|

1
= K(n,1)"" = Bi|Q| ",

dai
n—1
090 = || 7 K (n,1)™" — Bi|Ql,

uma vez que |O(M \ Q)| = |0Q| obtemos

n—1 n—1
Q0| 7 K(n,1)™ = By|Qo| > M\ Q| » K(n,1)"t — By|M \ Q]. (21)
Afirmacao 1. A desigualdade anterior é satisfeita se || < 1| M|

1€20]

De fato, pondo v = Ta] © uma vez que 0 < v <1 a desigualdade

acima pode ser escrita como segue
v MR K (n, 1) = Bro > (1— )% M7 K(n, 1) — By (1 — ),
logo
fw) = f(1 =), (22)
n—1 1 .
onde f(v) =v n |M| wK(n,1)~! — Byv, a desigualdade pelo com-

portamento da funcao f, sé pode ser satisfeita se v < %, i.e., a desigual-
dade (21)) é satisfeita se [Qo| < $|M]|.
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Definimos entao para cada 0 < 8 < % a funcdo isoperimétrica em
uma variedade Riemanniana compacta

109

Mmzww{wﬂﬁezmn=MM@,

e vamos escrever ([12]) em termos da fungao isoperimétrica h.
De (12)), temos

9]
O K(n,1)' — BlOJ,
N
entao
09 > (K(n, 1) M — BlolM| )M,
assim
Q n—
ﬁﬂ > K(n ) N M - Bl M

Agora, tomando € tal que || = 5|M| temos

09|

1 n—1 -1
il K(n, )= (BIM]) = [M[™" — Bp3

= K(n,1)"'8"% |M|"» — BB.
Tomando o infimo, podemos escrever a como segue
1 =1 _1
h(B) > K(n,1)7'p7 |M|™n — B,

com igualdade se By = |Qo|/|M|. Por um resultado classico de compa-
cidade em teoria geometrica da medida para qualquer 5 € [0, %], h(B) é
atingido por algum conjunto de perimetro finito €2y, é facil de ver que
Qo é conexo pois h*, definida em baixo, é estritamente concava, nao
negativa e vale 0 em zero, logo estritamente subaditiva. Além disso
um resultado profundo de Almgren [Alm76] mostra que Qo tem a pro-
priedade que 9y é regular a menos de um conjunto de dimensao de
Haussdorf menor ou igual de n — 8.

Além disso usando o Teorema [2.12] vamos calcular a curvatura media
nos pontos regulares de €2y tomando as fungoes

h* =10, - R

2]
2
B — Kn,1)"'8" |M|"% — B,
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e ¢ = idg, observe que h* é definido a partir da existencia de €y para
cada 3 € [0, 5]. Assim

_ 1 */ _ 1 —1 n_l -1 —li
= —on(E) = n_l{f«n,l) ( - >ﬁ M Bl}
1
_ (wn—1>nﬁ,%|M’,%_ By
n n

—1
1
1\ = 1 B
n n—1

valor que coincide com o valor constante calculado no Teorema (3.1 e
assim o Teorema [3.1] fica demonstrado.

Agora mostraremos a Proposicao [3.1] asumindo o Teorema [3.1] ver-
dadeiro. Seja u € BV (M) definimos para cada t > 0 o conjunto

Qi ={z e M: |ul(z) >t}

Entao
n—1
lulzy = ([ W) ™
M
n—1
o lul 1 "
= / dvg/ tn=Tdt ,
0 o n—
oo o
- ( " / tnildt/dvg> ,
n—l 0 Q4
n—1
n o0y T
= tn=1 |y |dt 23
(2 [ eioar) (23)
analogamente

lulh = / 2 dt. (24)
0

Por outro lado, a férmula da co-area para fungoes de variacao limitada,
implica que

o
| Vu sy = / o0 dt, (25)
0
usando , , para o conjunto ) vale entao
0S|

1
> K(n,1)7h = Byl
||
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logo
n—1
09| > K(n, 1) Q| = — By (26)
Integrando a desigualdade com respeito a t obtemos
o o0 ne1 o0
/ |0y |dt > K(n, 1)—1/ Q| 7 dt — Bl/ Q| dt,
0 0 0
assim
1 o0 n—1
I Vulloy By L iz K )™ [0
0
portanto

K, 1)(|| Va |lpy +B1 [ ) > / )" dt. (27)
0

pelo Lema e obtemos

[l o < K(n, V(| Vu[[pv +B1 || w 1)

Isto prova que a Proposigao é verdadeira, para qualquer fungao
u € BV(M). Agora se up € BV(M) é uma fungao extremal para a
proposicao e uma vez que

|l ar
0

< K(n,1)""(|| Vuo ||av +Bu || uo ||),

IN

| wo [|=

temos os extremos iguais, i.e.,

n—1
( o /tnll|Qt|dt> ! :/ Q| dt.
n—1 0 0

Onde Q; = {x € M : |ug(z)| > t} e pelo Lema precedente [Q:| = Mg 4]
se e somente se ug = A, para algum Qp € X e A€ R. [

Feita a prova da equivaléncia do Teorema [3.1] com a Proposigao
nosso objetivo agora é provar que é vélida a Proposicao [3.1] Primeiro
vamos dar alguns resultados tteis.
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Pelo teorema de imersdo de Sobolev, HY (M) C LP" (M), onde p* =
np/(n — p), logo existem duas constantes A > 0 e B > 0 tal que para
qualquer u € HY (M),

[ < Al Vulf +B | ullp. (28)
Pelo Teorema 2.9] oy, (M) = K (n, p)?, onde K (n,p) é como no Teorema

Dos trabalhos de [AL99] e [Dru99] temos que se 1 < p < 2, o, é de
fato um minimo, portanto existe alguma constante B, > 0 tal que para
qualquer u € HY (M),

I [I5-< K(n,p)"(Il Ve |5 +Bp || w [5)- (29)

Por outra parte no trabalho [DDOI] se prova que para p*> <nep < 2,
existe uma fungao u, em C*(M) com u, # 0 tal que

Il = K (n, )P (I Vup I +By || up 7)- (30)

Seja agora Apu = —divg(]Vu\§_2Vu) o p—Laplaciano de uma fungao u.
As funcoes extremais u,, podem ser escolhidas de modo que

up > 0, (31)
/ ub dvg =1, (32)
M
e satisfazem
Apup + Byub™ = K(n,p) Pub . (33)

Para mostrar (31), (32),(33), consideramos o funcional J,, : CY{(M) —
=+
R, onde

Jplul = K(n,p)? (| Vu [Ilf +By || w llp) — [l w15 -

mostra que J,[u] > 0, a equagao mostra que Jp[u,] = 0, logo u,
¢ um minimo para o funcional J,. Observamos agora que Jy[|u|] = J,[u]
o que nos permite de escolher u,, satisfazendo . E verdadeiro também
que YA > 0 resulta Jy[Au] = AJplu], o que nos permite de escolher u,
satisfazendo . Calculamos agora a derivada de Gateaux do funcional
Jp no ponto de minimo wu,

/

Jplupl(v) = % [Jplup + tv]hz:o '
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Ty +t0] = K(n,p)? ( / IV (up + tv)Pdvy + B, / ]up—l—tv|pdvg>
M M

P
- < /M\up+tvyp*dug>p , (34)

sejam
d
Jiplup] = / |Vuy|Pdug, J{,p[“p] = %Jl,p[up + tv]|t=0’
M
d
JQ,p[“p] = / |up’pdvg7 Jé,p[“p] = %le[“p +t”]|t:07
M
§ p/p* . d
J3plup] = </ |up|P dvg> ,J3’p[up] = ﬁt]g,p[up + tv]|t:O,
M
d d »
aJLp[up +tv] = @i/, |V (up + tv)|Pdug,

d
= /p|V(up—|—tv)]p_1|V(up—|—tv)]dvg, (35)
M dt

por outro lado

%|V(up+tv)| _ %\/(V(up+tv),V(up+tv)),
= ;WZ((ZV(UP + tv), V(up + tv)),
= ‘V(u:—i_ ol (Vu, V(up + tv)).
Logo fica
%Jlm[up + tv]
= /Mp|V(up + t””plwwv’ V(up + tv))dvy,

avaliando em ¢t = 0

d 4 1
Gttty = [ Il (V0. V),

= /Mp|Vup]p2<Vv,Vup>dvg,

— / (Yo, [Vaup [P~ 2V ) dv,, (36)
M
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por outro lado, pondo X = v|Vu,|P~2Vu,, temos
/ div(X)dvy = (Vv, |[Vu,|P~2Vuy) + div(|Vup[P~2Vu,)v,
M

como a variedade M nao tem fronteira, aplicando o Teorema de Stokes
e integrando sobre M obtemos

0 :/ (Vv, | Vuy|P~2Vuy,)du, —|—/ div(|Vup|P~2Vu,)vdv,, — (37)
M M
logo fica
d . -
%Jl,p[up + 1), = —p /M div(|Vuy[P~*Vup)vduy,

portanto

J{,p[up](v) =-Dp /M dz’v(\Vup]p#Vup)vdvg = p/M(Ap“p)vdUm

d
%Jg,p[up +tv] = / plu + toPsign(uy, + tv)vdu,,
M

avaliando em ¢t = 0
d 1.
—Japlup +tv],_, = / plup|? 1szgn(up)vdvg7
dt M

logo

Jé,p[up](v):/ p|up|p_2upvdvg,

M

d d b\
%J&p[up"’tv] = M|“p+tv‘ dvg 5

D . p/p=1 d .
= > (/M lup + to|P dvg> (/M %|up + tv|P dvg> ,

por outro lado
d p* * p*fl .
%\up—i-tv\ = p*|up + tv|P " sign(uy, + tv)v
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entao

d
%ngp [up + tv]

p/p*—1
=p (/ |uyp + tolP dvg> </ |up + tolP " Lsign(u, + tv)vdvg) ,
M M

avaliando em ¢t = 0

d . —p/n .
Gttty = o[ wran) ([ ).
M M

Portanto

—p/n
Jé,p[up] (U) = D </M ’up‘p d'Ug) (/M ’Up‘p _2Up’l)d1]g> .

Logo voltando a vale

o) = K (v [ (Oudny+Be [ g,

—p/n
-D (/ |Upp*dvg> (/ |Up‘p*2upvdvg) :
M M

Sabendo que || up |,»= 1 e a precedente equacao vale para todo v €
CY(M) a equacgao (33) é necessariamente satisteifa, isto pelo teorema
fundamental do calculo das variagoes.

4 A Minoragao Uniforme de || u, ||, implica a
Proposicao (3.1
No resto da dissertagao vamos considerar as fungoes u, para p suficien-

temente préximo de 1 (em particular p?> < n e p < 2) e estudaremos a
sequéncia (u,) quando p — 1. Mostraremos que

lim sup B, < oo, (38)
p—1
e
lllpgl{lf || wp [[p> 0. (39)
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Observacgao 7. Note que (38) € consequéncia de , pois da equagao
(130) seque que

L= K(n,p)"(I Vup [[; +Bp [l up [[5) = By || up |-

Lema 4.1. (Pag.187[Fol99]) Seja p < oo tal que f € L7 ¥Yq > p,
f € L. Entdo

£ lloo= Jim 11 £ 1l

Demonstragao:(Do Lema Pela Proposicao 6.10 [Fol99] para o
caso r = +oo, temos LP N L C LY e para g > p

1f gl B/ f N3P,

tomando o limite
li <
tin | £ By £ o
agora desde que p < g e tomando no caso ¢ = oo temos

I f 1= supalf(@)P <Y |f ()P,

portanto

[ flle< Tim || fp-

li
p——+00

Logo obtemos o resultado. [

Lema 4.2. (Proposi¢ao 3.5 |Brell]) Seja (xy) uma sequéncia em um
espago de Banach E, se x, — x fracamente, entao (|| z, ||) € limitado
el z||<liminf, o0 || Zn ||

Demonstragao: (Do Lema Pelo principio de limitagao uniforme
(Teorema 2.2 [Brell]) temos que Vf € E* a sequéncia ((f, zp))n € limi-
tada

[(Fren)| <[ |l

logo pasando ao limite vale a desigualdade

[(fy )| <[[f || T inf [ 2, [ .
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Sabendo também que

|z [|= sup [{f, )],
<1

chegamos em fim a desigualdade

| z ||< liminf || z, || .

Afirmacao 2. implica que a Proposicdo vdlida para qualquer
u € H{(M) com By = lim inf, .1 B, e que existe alguma funcao ug €
BV(M) atingindo a igualdade, com uy #Z 0.

Demonstragao:(Da Afirmagao [2)) De fato, para todo u € C*°(M)
etodo 1 <p <2 vale

n(p—1)

P o < [M" e (40)

n
n—

se verifica facilmente que deduz-se de uma aplicacao da desigual-
dade de Holder (Teorema , sep>1,e g=1. Usando e

n(p—1)

lulla < [Mlg" " K(np)? (| Vullg +B, | w |E)

n(p—1)

< Mlg™ K (n,p)P (| Vu 551 Ve lr +By || u 1551w [[1){41)

pois
Il Vu ||£/ \VulPdv, = /|Vu|p_1\Vu|dvg
M M
< vl [ Valdy,
M
= || Vu B Vu |1,
e

o 5=l 155 e
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Passando ao limite quando p — 1 em obtemos
| w H%g K(n,1) <H Vu |1 —I—limi{lpr | w Hl) NYu e C°(M). (42)

Sabendo que vale (C*(M))gy ) = BV(M) e (C’OO(M))L%(M) =
LY (M) temos que Yu € BV (M) existe uma sequéncia u; € C*°(M) tal
que u; — u se j — +00, logo

H U HL: lim
n—1 ]

tim g < tim K1) (] Vg 4B ).

Assim para obter a desigualdade é suficiente usar a desigualdade
Il up [ < K (n,p)" (| V[ +By || up [I7) (43)

combinada com a desigualdade de Holder e tomar os limites. O tnico
problema que pode acontecer é que

lim inf B, = 400. (44)

p—1

Mostrar que na verdade limsup,,_,; B, < +0o é objeto das segoes que
seguem. Em conclusao para obter , precisamos da desigualdade
por p > 1 mais a desigualdade de Holder, a desigualdade (44)) e de tomar
o limite quando p — 1.

Para mostrar que admite um minimo ug € BV (M) é preciso
usar . De fato, especializando a equacao ao caso u = 1 vale

|MPIP" < K (n,p)’By, || 1|5,
0 que é equivalénte a
_ _P

B, > K(n,p) P|M| .
Entao uma vez que u, verifica e , obtemos que existe uma
constante C' > 0 que nao depende de p, para p préximo de 1, tal que

L=l up . = K.p)( Vay |2 +K (. p)"By || up |)

> C(| Vup [[5 + [l up [5)

Isto significa que a sequéncia (u,) é limitada em H{(M). Entdo ug €
BV (M) de tal modo que existe uma subsequéncia,

u, — wuo fracamente em Lﬁ(M)7 (45)

u, — wupem LI(M) para todo 1 < ¢ < % (46)
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Mostraremos agora que ug é nossa fungao extremal.
. . o p—2
Para isso seja 0 = |Vu,lg “Vu,. Para qualquer ¢ > 0 temos

/M|Up‘gdvg = /M"Vup’IgJQv“p’qdvg
= /M|Vup|ép_1)qdvg.

Usando uma aplicacao da desigualdade de Holder (Teorema obte-
mos

_ a(p—1)
/ ‘U ’qd’l) < ’M‘lf(p pl)q </ (’V’U, ‘(P—l)Q> (p—pl)q dv ) P
M plg®™¥g —= g M P g )

portanto

(p—1)q

T 1_ (=g
[ o, < (/M|Vup|5dvg) My

tomando o limite quando p — 1, temos que para qualquer g > 0,

limsup/ |oplddvy < |M]g. (47)
p—1 M

Agora vamos enunciar dois resultados importantes antes de continuar
com a demonstragao da Afirmacao

Continuamos agora a explicar o argumento interrompido antes da
apresentacao dos Lemas e Depois de aplicar um argumento
diagonal podemos passar a uma subsequéncia tal que para qualquer q >
0, lim,_; 0p = o fracamente em L9(M) onde o é algum campo vetorial
em M verificando || 0 ||< 1. Para verificar esta iltima desigualdade
notamos que pela teoria geral dos espagos LP (ver Lema [1.1)), || o [co=
limy 400 || 0 ||g, € pela teoria geral dos espagos de Banach a norma
é fracamente semicontinua inferiormente (ver Lema [4.2) logo || o ||4<
liminf,,; || op |l; De outro lado pela equagao vale || o, ||¢<
|M|'/4 logo passando ao limite temos que || o [|so< 1.

Da equacao temos

. —1 o . -1, p*—1
Z171_)rri (Apup + Bpub™") = Il)l_)II% K(n,p)~ ub —,
1
. . -2 -1 -1, n—1
11)13{ (—div(|Vuph™*Vuy) + Byub ™) = K(n,1)"luy ™",
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assim

— lim div(op) + Bisign(ug) = K(n,1) tug™",
p—1
portanto
1
—divy(o) + Bisign(ug) = K(n,1) tug™t,

onde sign(ug) € L*>(M) e sign(up)up = |ug|. Multiplicando esta dltima
equacao por ug e integrando sobre M sabendo que ug > 0 obtemos

_/ divg(o)uodvg + By [ ug 1 = K(n, 1) [ug [[7al . (48)
M "

No espirito do principio de concentracao compacidade Lema II (ver Te-
orema [2.11]) é esperado que a sequéncia (u,) nao desenvolva massas de
Dirac o que implica que || ug [|_z_= 1, mas daremos uma demonstragao
direta deste fato. Seja x € M, arbitrario e § > 0 arbitrario. Suponha-
mos que existe um xg € M tal que

lim sup/ ug* =1 (49)
p—1 B(z0,26)

Pelo esquema iterativo de Moser, de segue que u, — 0, em CcY (M\

loc
{z0}). Isso significa que ugp = 0 em quase todo ponto de M o que é uma

contradicao com || up ||,> C. Na verdade para ¢ > 1 fixado e perto de
1 vale 1 < p < ¢ o que implica, pela desigualdade de Holder que

q9—p
Fup p<Il up [lg |M] " (50)
Passando ao limite temos que existe C' > 0 tal que

= 1i >
| uo Hq lel_ﬁnl | up [|q> C >0, (51)

em particular ug # 0. A primeira igualdade em é devida a con-
vergéncia forte u, — up em LI(M), 1 < ¢ < ;25.

Logo se liminf, ;1 || u, [|[,> 0 entdo Vz € M, resulta a(2J) < 1,
onde a(26) esta definido em . implica que existe ¢ > 0 tal que

/ uH P duy < 7 (52)
B(z,0)

41



onde C’ nao depende de p. Usando uma partigao da unidade e (52))
temos

14+€)p* "
/u](J 6)deg§C’,
M

novamente C” nao depende de p. Agora usamos a desigualdade de
interpolacao com 1 < 1* < a, = (1 + € )p* chegando a provar que

A 1-X
1= <[l up — o |71 up — uo ||ap =0, p—1,

| up — uo
_ —(1+e)p* 1* ;
onde \, = T(i7ejp > O Que prova que up — ug, em LY (M). Obvia-

mente disso segue por defini¢do que
[ up [[1==| wo [|1- - (53)

Aplicamos novamente a desigualdade de interpolagao com 1* < p* < o,
obtendo em tal modo que

A 1-X
L=l up [l <[l up (771 up llay, ™
onde Ayt + (1 — )\p)aip = 1%, obtendo que
li > 1 4
T [y 12 1 (54)

pois A\, — 1 quando p — 1. Agora aplicando mais uma vez a desigual-
dade de interpolagao para 1 < 1* < p*

1-X,

A
<[ (1171 [l ™

| up

onde A\, — 0 quando p — 1 obtemos que lim, 1 || up [[1+< 1. Esta
ultima desigualdade juntamente com e da || ug [|.o=1.

Pela sua prépria construgio a funcao ug é limite em L'(M) de uma
subsequéncia de u, quando p — 1, logo

| Vuo ||y an < ligl_j{lf | Vup [ Bv(any= hlgl_}{lf | Vuy |1,

pois a norma BV é semicontinua inferiormente com respeito a topologia
LY(M) e || Vuy |gvny=Il Vup [l1, devido ao fato que u, € C*(M).
Usando a desigualdade de Holder temos
p—1
I Vaup v < [M]7 ] Vg, |l
p=1 _
= M| (K(n,l) ! — By l Up ||p) )

3=
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onde a ultima igualdade vem da equagao . De quanto dito até agora
é facil de ver

IN

.. .. p—1
| Vuo [van < liminf | Va, 1< lminf [M4]F | Vuy ||

. . L_l - l
= hén_glf ‘M‘ P (K(n,p) P B, H Up Hg)p
= K(n,1)™' =By | uo |1,

onde a tltima igualdade vem do fato que lim, .1 || w, [B=]| uo |1 e
isso se vé com um procedimento diagonal usando a convergéncia forte
up — up em LY para 1 < ¢ < 5. Da equagao 1' e a definigao de
norma BV temos

K1) — By || ug |hi= — /M div(oyun <|| Vo |l pvaan).

pois || 0 ||eo< 1. Isso é suficiente junto com a equagao (48)) para garantir
que uq verifica a igualdade na equacao , se vale . O

5 Prova da minoragao uniforme de | u, |,

Nesta se¢ao vamos mostrar (39)) por redugao ao absurdo. Primeiro mos-
traremos o lema seguinte assumindo nesta secao que

},lfi | up llp=0. (55)

Lema 5.1. Se € valida , entao

| .
timy B, | uy = 0. (56)

Demonstracao:(Do Lema [5.1)) Com efeito, se os B, sao limitados
nao temos nada para fazer e (56| segue imediatamente de , caso
contrario, do Teorema [2.9| aplicado ao caso particular de ¢ = 1 e a

p(n—1)
p(n—1)

T s
funcao u = uy, com =—= > 0 temos

pn=1) n e p(n—1)
(/ up" P ”_1dvg> < (K(n,1)+ 6)/ |V <up"_p > |gdvg
M M

p(n—1)
+ B€/ up" " dvg.
M
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p(n=1)
n—p ’

n—1
(/ uz"_ldvg) < (K(n,1)+e)a/ uz‘_1]Vup|+BE/ uy, dvg,
M M M

desde que [}, up" vy = [ L ub dv, = 1 e usando a desigualdade de
Holder % + % = 1 temos que

(a—1)gd 1/q 1/p
1 < (K(n,1)+ea {/ uy 4 U“’} {/ |Vup|pdvg} (57)
M M

1/q 1/p
+ B. {/M u,(fyl)qdvg} {/M ugdvg} . (58)

Por outro lado, (a — 1)q = (M - 1) ]% = 2 — p* ¢ também do

Denotamos a = logo

n—p n—p
fato que
Vap = = (1= ByK (n,p)? | up [2)"?
| Vup Hp—m( — BpK (n,p)" || up [I5)7",
a torna-se
p(n—1) 1

1< (K1) +6) (1= ByK (n,p)” || u, |I2)'"”

n—p K(n,p)
+ Be |l up |5,

agora com o suposto, e o fato que lim,_,; K(n,p) = K(n,1) > 1 temos

3=

?

1y -
1 < (14+eK(n,1) )11;11_3{1f (1=By [l up [IB)

esta desigualdade é vélida para qualquer ¢ > 0. Tomando o limite
quando € — 0 temos

lim B b=
lim B, || uy =0

Definicao 17. Um ponto x € M ¢é dito ponto de concentracao de
(up) se para todo 6 > 0

lim sup / ug*dvg > 0.
p—1 B(x,9)
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Dividiremos a demonstracao de em 5 passos.

1. O passo 1 é demonstrado usando o esquema iterativo de Moser,
para o bom funcionamento do argumento, é crucial provar a priori
uma estimativa do tipo expresso no Lema [5.3

2. Com os resultados do passo 1 podemos provar a estimativa integral
do passo 2, sempre assumindo .

3. A estimativa integral do passo 2 é transformada numa estimativa
pontual no passo 3.

4. A estimativa pontual do passo 3 serve para mostrar no passo 4
que se (55| é satisfeita a massa LP de u, fora de uma bola que
contém o ponto de concentragao é um o(||up||p).

5. O passo 4 é usado depois no passo 5 para mostrar a contradigao
final.
5.1 Passo 1

Lema 5.2. Se liminf, . u, = 0, entdo a menos de uma subsequéncia,
(up) tem wm dnico ponto de concentra¢do.

Demonstragao:(Do Lema Primeiro vamos provar a existéncia
de pelo menos um ponto de concentragdo da sequéncia (u,). Suponha-
mos por absurdo que nao existe nenhum ponto de concentracao, logo
pela definicao temos que Vax € M existe dg > 0 tal que

limsup/ ug*dvg = 0,
p—1  JB(z,00)

por outro lado existe uma partigdo da unidade (B(x;, o), @, ¥i)icr Su-
bordinada ao atlas (B(x;, dg), ;) de M onde B(x;, ) s@o bolas de raio
do centradas nos pontos x;. Pela compacidade da variedade M, I tem
um subconjunto finito J = {1,--- , N} tal que

N
/up*dvg:/ (Z%) ub dvy = Z/ piul dug
M M \ier i=1"M
N
< / up*dvg,
izl B(zi,00) P
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assim tomando o limite

N
1= limsup/ up*dvg = Zlimsup/ goiug*dvg
p—1 M i=1 p—1 B(:U»;,(So)
< / lim sup up dvg.
Z 1‘1750 p—>1

Vendo que os termos da tultima somatoria sao todos 0 obtemos uma
contradicao, portanto (up) tem pelo menos um ponto de concentracao.

Seja agora x € M e 0 > 0 suficientemente pequeno, n € C*°(M) tal
que 0<n<1,n=1em B(z,0),n=0em M\ B(x,20) e |Vn| < Cy/é.
Multiplicamos por npul; para algum k£ > 1 e integrando sobre M
obtemos

/ Up“];Apupdvg +Bp/ npuI;er_ldUg = K(n,p)_p/ npukﬂ’*_ldvg,
M M M
daqui
/ npu};Apupdvg = K(n,p)_p/ npukﬂ’*_ldvg
M M
- B, /M P P vy (59)

Desde que

k+p71 k+p—1 k+p—1
[ 196 e, / 0V (up * )ty Vv, (60)

sabemos por um resultado elementar e padrao que vale

(1+1¢t)? <14 Cppt + Cpt?, para todo t > 0, (61)

k+p—1
onde €, =max(1,2P~2). Logo pondo v, =u, ” em temos

k+p—1

\V (nup * )hdvy = /M |V (nup)|Pdvg = /M [NV, + v, Vn|Pdug,

< [ 9o+ 9y,
!%WI)p
— VU p <1+ d’U 5
/M|77 7 InVuy| I
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aplicando (|61

IN

+

k+p—1

IV nup ) [gdug

p\ P
/ INVu,|P <1+Cp [vp V1| C [vp V1| ) dvg,
M

+
‘ Vv p’ p\W p’p

/M InVop|Pdug + Cpp /M eVl IV, [P~ dug

Ccp / lvp, V|Pdug,
M

aplicando agora a desigualdade de Holder no termo central temos

IN

_l’_

+

Seja € > 0 e tomamos €1

k+p—1

|V nup ©)|pdvg

/M InVup|Pdug

1/p 1/q
Cpp{/ ]van\pdvg} {/ ]anp\pdvg}
M M

C’p/ |vp, V|Pdug.
M

1/
= ((“;pep ) ! > 0, usando a desigualdade de

Young novamente no termo do meio, obtemos

k+p—1

|V nup

P

)gdvg

<

+

/M InVu,Pdu,

e 1
C’p{l/ v,V p+Cp}
PP M‘ all P qed [, InVupP

Cp/ !vanlpdvg
M

1+ —Cpf / InVup|Pdug
qeq M
&
Cp (Pl + 1) / [vp V[P duy
b M

(1+€)/ \anp]pdvg—i—Ce/ |vp, V[P duy,
M M
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com Ce = C), (pi + 1). Logo

k4+p—1
/ |V (nup, * |pdvg =1+ 6)/ InVup|Pdug + C'g/ lv, Vn|Pdug, (62)
M M

k+p—1
onde v, = up ” . Portanto para qualquer ¢ > 0, existe Cc > 0 que

depende somente de € > 0 tal que

k+p—1

E+p—1\" _
|V nup * O )[hdvg < (p) (1+e)/M77pu’; 1|Vup|§dvg+

e / Vbt d,, (63)
M

observe que no primeiro termo da desigualdade anterior aplicamos o
seguinte resultado

ktp—1 k+p—1\° -
[ e, - () [ i Ve,

b

da definicao de Aju,,, temos
/ np“l;Ap“pdvg = / IVup\’;_Q(V(npu’Z)»Vup)gdvg
M M
= k:/ nPuk =1 |V, |Pdv
o D | P‘g g

v op /M W [Tup|P=2 (V (1), Varp) oy,

daqui
1
k—1 k
nPu, " |Vuplbdv, = / nPuy Apuydo
/M p | Vuplgdvg P PR
p —
= 7 bVl ). Ve,
substituindo em (63)) temos
k+p—1

|‘7 nup - )[gdug

1 —1
< = krp=1 1+€)/ Myt Aptipdu
k M P
p k+p—1 -
- k( > (146) [ bV (), V)
e / \vmgu’;*p-ldvg
M
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Combinando , com a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a proprie-
dade |V(nP)| = |pnP~1Vn|, segue-se que

k+p—1
/M V(nup *)Pdv,

1 k -1 p *
Y v
M
1 (k+p—1\"
B k<+p> (1+e)Bp/ Pup P dug
p M
p(k+p—1\" -
w2 1k [l v
portanto
k+p—1
[ 190l
1 —1\* )
< k<k+§ ) (1+e)K(n,p)‘p/ Py v
1 (k+p—1\" -
— () avam [ it
p(k+p—1\" -
w2 ) o [ 1wl Ty,

k+p—1
Agora aplicando a nPu, * , pela desigualdade de Holder e desde
que k > 1, obtemos

* 2 17L
ktp—1\ P P 14+€e /k+p—1\7 - &
nup * dv 1— ( > / ub dv
</M < g ) g) k p B2y T

< CeK(n,p)? /M u§+p*1|vmgdv9

p(l+e) [(k+p—1\7 _
b ML (LD st [ 9 bWl (00
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Seja agora x um ponto de concentragdo de (u,) e vamos asumir que
para algum 6 > 0,

a(20) = lim sup/ ug*dvg <1 (65)
p—1 JB(x,26)

E facil mostrar que para 0 < b < 1 existe ¢g > 0 tal que b(1 +¢) < 1

entdo existe um €y > 0 tal que (1 + éo)a(25)1*p£*

encontrar € > ( suficientemente pequeno tal que

lim <1"]:€ <k+p_1)pa(25)1‘f*) <1 (66)

p—1 p

ktp=1\ P"
/ (nup P ) dvg
M

k+p—1\ P*
<77up P ) dvg
(z,26)

k+p—1 p*
(Uup ’ > dvg
\B(z,26)

ktp—1\ P*
<77up P ) dvg,(n=0em M \ B(x,20))
(z,26)

< 1, logo podemos

Agora desde que

+ I
— 5=

v
5 5

k+p—1 p"<
o) (up v > dvg. (n =1 em B(z,0))

Bip=l p/p ktp—1\ P*
/ Up P dvg [A] < / <77up P ) dvg [A],
B(z,0) M

_ P

1—2%
1 Etp—1\° . P
A= |1- +e< +p ) / b dvg >0,
k p B(z,26)

assim por temos

Bipl . p/p"
[oowt V)
B(z,d)

20




< CeK(n,p)? /M u’;+p*1|vmgdv9 +

p(1+¢€) <k—|—p—1

+ A v

p
) K [Tl o,

p
tidades limitados quando p é préximo de 1, logo existe uma constante

C > 0 independente de p tal que

/ *
k+£_lp* o k+p—1 P
Up dvg < C u, \Vn|gdvg
B(z,0) M

e /M Vg [P~ |y,

Observamos que [A], C.K(n,p)?, e w (MY)K(n,p)p sdo quan-

pela escolha de k proximo de 1, obtemos que o termo do lado direito da
desigualdade é limitada quando p — 1, para ver isto, primeiro mostra-
mos que de , e integrando sobre a variedade M obtemos

/ (Apup)updvg + Bp/ updvg = K(n,p)~" (67)
M M
logo por temos que
/ (Apup)updvg = / [Vup[Pdvg =|| Vi, Hg,
M M

portanto fica

| Vuyp [[j= K(n,p)™" = By || up |, (68)
tomando o limite quando p — 1 e pelo suposto || u, [[,— 0, quando

p — 1 obtemos que || Vu, ||, é limitado para p préximo de 1.
Segundo, escolhemos 1 < k < "5 e p que satisfaz

n n
l<p<—+4+1-k = 1<k+4+p—-1<——
n—1 n—1

n 1 n
l<p< —= = 1I<kp<——.
p n—1k P n—1

Logo pela convergeéncia forte establecida em (46) temos que || up ||k+p—1,
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| up ||ip s@0 limitados, portanto

B:C/M“'ﬁpllvnlﬁdvg - C/Mwuplzlugwmgdvg

Cc? _
C(TI? /M ul;“’ 1dvg

Co _
+ C’? /M\Vuplg 1u];dvg

IN

= 0G|y, e
CO k
b Oy 1w 1,

tomando g = 1% > 1 entao ¢’ = p e pelo fato que || Vu, ||, é limitado
para p — 1 segue que B é limitada uniformemente por uma constante
C’ independente de p por p préximo de 1. Do fato que n = 1 em B(x, d)
e de segue imediatamente

k+p—1_ x p% ’
lim sup / u o P dy, <C. (69)
p—1 B(z,9)

Por outro lado aplicamos a desigualdade de Holder, desde que ]% +
(1 - I%) = 1 temos que

. ktp—1_ =« » *_(k_1)-R 1-3=
/ ub dvg < / up © P dvg </ ui e dvg> ’ , (70)
B(z,5) B(z,5) M

como p < p*—(k— 1)% < p* e usando a desigualdade de interpolacao
(Proposicao 6.10 [Fol99]) temos

A 1-X
| up [lg<Il up Hp” Up ||p* )

. * Lae1 /"
onde ¢ = p* — (k — 1)pf_p eX= %. De || up ||p== 1 segue-se

lup o<l wp 3= /M ufdvg <[ up |7,

tomando o limite

1/n 1/n
. : A
<hm sup/ ugdvg> < (hm sup || up ||pq> )
p—1 JM p—1
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como limsup,,_,; Ag/n > 0 e do fato que assumimos || u,, ||,— 0 quando
p — 1 temos

lim sup </ Y G dvg> - 0,
p—1 M

portanto junto com obtemos de ([70))

lim sup/ ug*dvg =0.
B(z,0)

p—1

Isto é uma contradicao com o fato que x é um ponto concentragao de
(up) assim tem que ser falso i.e.,
Vo >0

lim sup / ug*dvg > 1,
p—1 JB(z,0)

por outro lado

/ ug*dvg < / ug* =1=1< limsup/ ug*dvg <1,
B(z,26) M p—1 B(z,26)

implica que Vd > 0

lim sup / ug* dvg = 1.
p—1 B(z,5)

Isto prova que ao menos de uma subsequéncia, (u,) tem um tnico ponto
de concentragao, suponha que temos x1, x2 dois pontos de concentracao
da sequéncia (up) logo para todo 6 > 0

lim sup/ ug*dvg = lim sup/ ug*dvg =1,
p—1 B(z1,0) p—1 B(z2,0)

por outro lado temos

1= / ug*dvg > lim sup / ug* dvg + lim sup / ug* duvy,
M p—1  JB(z1,0) p—1  JB(z2,0)

esta tultima desigualdade é uma contradicao que completa a demons-
tracao. [

Denotemos com xo € M o tnico ponto de concentracao de (uy).
De (64) podemos obter o lema seguinte.
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Lema 5.3. Euxiste € > 0 tal que para qualquer Q@ CC M \ {zo}
/Q ut" 9y, < C (71)

onde C' nao depende de p, para p perto de 1.

Demonstragao:(Do Lema [5.3) Sabendo que ¢ é o tinico ponto de
concentragao da sequéncia (u,) ¢ imediato verificar que

lim sup / ub dvg = 0. (72)
p—1 Q
tomando € = % em 1’ sabendo que o lado direito é limitado por C’,

junto com obtemos imediatamente . O

Agora usaremos o esquema iterativo de Moser para mostrar o Lema
seguinte.

Lema 5.4. Se vale lim,_,1 || up ||,= 0, entdo

lim u, = 0 em CD.(M \ {z0}). (73)
p—1

Demonstracao:(Do Lema Seja @ cC M \ {zo} e tomamos
uma bola centrada no ponto x € Q de raio §, B(z,d) C Q. Agora de
, o fato que B, > 0 e u, > 0 temos que

K(n,p)Pul ~' = Byuh ™" < K(n,p)Pub Pub~!,
logo

Apuy, < K(n,p)_pug*_pug_l,b’az e M.

Pondo f := K(n,p)Pub ¥ (f > 0 desde que up > 0) a desigualdade
anterior vale na bola B(z,9), i.e.,

Apuy, < fugfl, em B(z,J). (74)

Por outro lado temos

ot e\ (1)
/ fpf—p(1+€)dvg = / (K(n,p)_pug _p) P dvy
B(z,9) B(z,9)

= / K (n,p) "y ) gy,
B(z,9)

= K0 [,
B(z,9)
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Tomando o limite quando p — 1 e fazendo uso de é facil de ver
que existe uma contaste C” > 0 independente de p por p préximo de 1
tal que

lim FEF gy < o, (75)
P=1JB(25)
Sejam 0 <r <s<deneCP(B(x,0)) tais que
L 0<n<1,
ii. n=1, em B(x,r),
iii. n =0, em B(z,9) \ B(z,s),
iv. |Vn| < %, onde Cp depende somente da geometria de (M, g).

Seja k > 0 multiplicamos por npu];H e integramos sobre M, para
termos

/M npul;HApupdvg < /M npfu];ﬂ). (76)

Observamos que

/M Upu];HApupdvg = /M\Vup]p2<Vup,V(npu’;+1)>dvg7

N /M [V P2V, 1PV, * 4wV (7)),
— /M |V up P2 (Vuy, P (k + 1)ub V) do,

+ /M [V [P~ (Vuy, ul 1V (7)) dug,

= (k+1) /M Vup P2 0P ul (Vup, Vuy)dug

" /M VP~ (Vup, pif? = Vi) dug,

Ll L M e S

portanto
(k+1) /M ]Vup|pnpu§dvg = /M npu];JrlApupdvg

~ /M Yy P2 P~ (Y, Vi,
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aplicamos a desigualdade de Cauchy Schwarz e deduzimos
(k+1) / |Vup|p77pul;dvg < / npu];HApupdvg
M M
O
M
Usando agora o item (iv) para obtermos

() [ [Fuy i,

S—rT

< / npu];HApupdvg +p Co / |Vup|p_1u];+177p_1dvg.(77)
M B(z,s)
Lembrando dapela desigualdade de Young, sabemos que V8 > 0

XY < EQP/(P*UXP/(P*U + lgfpyp’ com X,Y € Rt
b b

e aplicamos no segundo termo da desigualdade tomando X =
17p71]Vup|p*1u];(p_1)/p eY = u,1,+k/p obtemos

(k+1) /M |V [PnPugdug

< / npu';“Apupdvg (78)
M

-1 1
(e i o i)
M

§—=r p B(z,s)

tomando 6 > 0 tal que
Co

S—rT

07T (p— 1) = (k4 1), (79)

consequentemente a ([78)) torna-se em

(k+1) /M |Vup\pnpu];dvg < /M npu];HApupdvg

1 Co 1 _
+-(k+1 / PV u, [Pubdu, + p -0 p/ uPtrdu,,
2( ) M77 | p| p@Ug (S—T)p Blwd) P g
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portanto
(k+1) |v |pp kd < pf p+kd
— up| N updug < n” fu, " dug
M M

-p
4 G / uP R dv,.  (80)
B(z,s)

s—r P
Por outro lado usando a desigualdade de Holder tomando

, n(l4e€) n(l +e)

q = q= m7 (81)

temos

P 1

n n(l4e) q

/ npfungkdvg < {/ fp(1+€)d,vg} {/ (npu£+k)qdvg} .
M B(z,0) B(z,0)

E de (75) temos

/ £r0+) dy, = / I dn, < 0", pois o =8
B(z,5) B(z,0) Y

logo

p
»* (1+) n(l4e) y p*—p
/ fp**p € dyg <P+ < C,
B(z,0)

onde C' > 0 é uma constante que nao depende de p, observe também

que pfip =7, logo fica
1/q
k+1
("’_)/ |Vup]pnpukdvg < C / (npuerk)qdvg
2 Ju b B(z,5)
+ Cob / ubr,
=T JB(x,s) b

Por outra parte, usando a desigualdade de Holder com ¢ e ¢’ obtemos

1/q
/ uﬁ*’fs{ / uép“““} |B(x, 6)|(= /4,
B(z,s) B(z,s)
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assim fica

k+1
(;_)/M]Vup]pnpufjdvg <

S§—7T

1/q
< [C—i— Co 9—p|B(x75)‘(q—1)/q] {/ uz()p+k)q} ) (82)
B(z,s)
Independentemente observamos que
kg L3
[ g s <2 | [ e [ v ra,).
M M M

pois | X + Y|P < 2P7L(|X|P + |Y|P), usando novamente o item (iv.) na
desigualdade precedente temos que

LED
[ 1V s,
M

CcP kE+p\?
s —07')10 /B( )ulgﬂ’dvg—i— (p ) /M u];]Vup\pnpdvg . (83)

Pondo [A] = [C + %Gfp\B(x,éﬂ(q*l)/q} em 1’ obtemos

+1)

< or—1

ki cy
p p—1 0 k+p
/M Vg )Fdvg <2 (s —r)P /B(x,s) o Ao
1/q

4 (E+p\' 2 k
bt (Bl [ s
o) A . (84)

Aplicando a desigualdade de Holder na primeira integral do lado direito
temos

1/q
—1
/ u];+pdvg < {/ u]()k+p)/qdvg} |B(33,s)|qT.
B(z,s) B(z,s)

logo de segue se

tn e % Ha o=t
I e e R I e L T

1/q
4 ogp-1 <k+p>p L[A] / uea
p k+1 B(z,s) P




= N[ g " 2 T 4 () 2
Blas) (s —rp p ) k1)
1/q
[ i G B0
B(,5) (s—r)P

+ / ul /e <k+p>p 2" [C+ Co e—p!B(x,é)!(q‘”/Q].
B(x.5) P k+1 s—r

A desigualdade de Sobolev local nas variedades Riemannianas diz que

p/p
(/ |v|p*dvg> < Cl/ |VoulPdvg, Vv € C°(B(z, 9)).
B(z,0) B(w,0)

Portanto

Eip p/p” 1/q
(/ up® p dvg> < By </ ugﬁ+p)qdvg) (85)
B(z,r) B(z,s)

o P 1
By = C (’6“’) (o+ Co e—p\B<x,6>|qql>

IN

onde

'k +1 p s—r
+ 012P—1&0|B(x,5)|qq,
substituindo q%ql = n(lp To © com o valor de 6 obtemos
By =
O [212—1(8 fé;)pw(x,a)ml} -

Desde que p > 1 e k > 0 temos
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assim

By <

P

<Cy|2°(k+1)P7C+ (2P2° M (p — 1)P7 + 207 Y) | B(a, 5)yn<f+e>(00
S

_ T)p

Definimos agora uma aplicacao F

1/t
F(t,m:(/B ( )u;;dvg) ,
Z,p

pela desigualdade obtemos

kE+p ,

PP ) < BEFP((K + p)a.s). (87)

Escolhemos, ko tal que (ko + p)g = p*, so = § e definimos para cada
1>1

o= (T NN
Gt = () (ot phoos = 5 + 5

Aplicando para k = k;, s = s; e 7 = S;+1, Observe que s; — S;+1 =
§/(27%2) e também que k; — +oo quando i — 400, desde que

kivi —ki = [<p*>i+1 (ko +p) — (;;;)Z (ko +p)

pq

- e () [

logo k;+1 — ki > 0 se somente se %—1 >0<:>q—% < 0 fato que é
verdadeiro desde que

)

q_lj _ TL(1+6) B np
p n(l+e)—p (n—p)p’
B (n(1+€)fp)(n—p)[(l—'_e)(n_p)_n(n(1+5)_P)]7

= B EDICED [—ep] < 0, pois —ep < 0.

60

.(86)



Logo k; — oo quando ¢ — co. Por outro lado

F( ) P, sit1) = F((kis1 +p)q, si+1) < B 7" F((ki + p)g, si)-
Iterando
Too 1
k; *
| | Lo (Bson< [ BS " Fo*,0) (88)
i=0
B;
< 012})(]{71' + 1)]3—10
-1 -1 -1 <
+ G (2727 (p— )P+ 2P7) | B(x, )09 Spo_G12)p

Agora como p < n, |B(x,d)| < C20™ temos

B;

_p )
< O [2”(@ +1)"C + 207D (20 (n — 1) 1) 05O 5115055—172(”2)?]

tomando C; =Max{1,C;}, 6 =Max{1, 4}

~ 1 ~ —€EMN ~ N .
B < C [2”(1% +1)"C + 207D (27 (n — 1) 4+ 1) T 5T+ G 2(Z+2)”]

pondo p = % se prova que ¢é independente de p para p proximo de 1:

. np(l+¢€) _ n(l+e)—p
(n—p)(n(l+e)—p) (L+e)(n—p)
< n—pgn—\/?

a tltima desigualdade é vélida desde que p < v/2, observe também que
© > 1. Logo

1 en ~

B; <Oy [QM"i(ko +n)"C + 2" (2% (n — 1)V £ 1) G TR d T Gy 20|
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Desde que
(ko + 1)’ < ki+p = (ko +p)p’ < p' (ko +n),

tomando o; = se B;>1ouaq; = se B; < 1, se obtém

_ 1 1
1 (Ro+1) i RoFn)

1
ki+p a;
BN < B

Passando aos produtos infinitos temos
+oo g +oo 1
B+ ko+1
I8 < HBz’(OHH HC”E HW
i=0 i=0

- {ona) (=29

com fi = (2u)" > 1. Voltando a temos enfim

400 1

oo 1 foo i
| v | oo (Bz,5/2) < C1C (€, M)==0 w2 C'(n) == v || up |lp* (14-0),(B(2,6))

+o0 z‘
Pelo critério do quociente as séries EZ -0 u € 2.1i=0 sao convergentes,

pois i > 1 assim a constante é finita e nao depende de p. Tomando o
limite obtemos

Il w | zoo(B(z,5/2))

Zz 0 Ej_o L
< CiC(n,e, M) ut C( ) u hmsup | up llp* (B(2,5))
p—>
— 0,

observe que o limite do lado direito é 0 desde que = nao é ponto de
concentragao de (u,), portanto

lim u, = 0 em CIOOC(M \ {zo})
p—1

Observacgao 8. Usando o resultado anterior obtemos

* 1 1
J a ) <y (g 1M <l 15557 [M] = 0,p = 1.
QccM\{zo}
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portanto a constante C” pode ser escolhida tal que seja menor do
que 1 quando p perto de 1. logo teremos uma estimativa

| ullpeB@s2y < C,6) | up llpe (Bs)) -

Seja x, € M, o ponto onde u, atinge seu méximo e definimos a constante
Hp POT

1_n
pp © =] Up lloo= up(xp), (89)

temos que x, — T, € jp — 0, quando p — 1.

5.2 Passo 2

Lema 5.5. Se lim,_,1 || up |[,= 0, entdo

lim lim uP*dv, = 1. 90

Afirmacao 3. Selim, 1 || up |[,= 0, entdo Ve > 0

lim sup/ |Vuy|fdvg = 0. (91)
M\B(zp,€)

p—1

Demonstragao:(Da Afirmacao [3) Seja v € C*°(M) tal que 0 <
Y <1, ¢=0em B(zp,e/2) ey =1 em M\ B(xp,e€). Isto é possivel
uma vez que x, — o quando p — 1. Desde que

/ WPV, = / 2|V [Pdvg + / |V P,
M B(:):p,e) M\B(xp,e)

> / YP|Vuy,Pdog,
M\B(zp,e)

e pela definicao de ¢ =1 em M \ B(xp, €), temos

PP |V bdvog > [V [bdvg. (92)
M M\B(zp,€)

Por outra parte
/ W Vup v, < / WPy A uydu, (93)
M M

+ p/Mwp_l‘vwgup’v“p’]go_ld”g (94)
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Por outra parte usando duas vezes a desigualdade de Holder obtemos

p /M WPV [ty 2 g

< Pl V4 llooll wpt® TP |1,
= 1l V¢ e /M P [V ap [P,

< PV ool up lpll 77 [ Vupl”™ 2, dug,

p—1

P
= IV el by ([ 9ulas,)

entdo reescrevendo (93))

/ W’\Vup@dvg < K(n,p)_p/ ug* dvg
M M\B(zp,5)
p—1

P

+ o1V ool wp Iy ( / wwupygdvg) |

novamente por e (b5) temos

limsup/ PPV |hdvg = 0,
M

p—1

assim voltando a

limsup/ |Vuplhdvg, = 0.
M\B(zp,€)

p—1

O
Demonstragao:(Do Lema Seja 0 > 0 tal que a aplicagao expy,

¢ um difeomorfismo de B(0,6) C R™ em B(z,,d) para cada p, seja
também ), = B(0, 6p,, 1) e para qualquer x € Q, definimos

gp(x) = (expy,(9))(ppx), (95)

up(epa, (p)). (96)

n
P
P

vp(z) = p
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Desde que pp, — 0, e x, — 2, quando p — 1, é claro que

lim g, = € em Cjo,(R") (97)

onde £ é a métrica Euclidiana.

Observe que v,(0) = 1, e também que v, é continua pois é com-
posigao de fun¢oes continuas, além disso desde que no ponto x, a funcao
u, tem um maximo temos

n_1q 21

Up(x) = pp Up(expxp(ﬂpx)) < pp Up(fzp) = Up(o) = 1,Vz € (O,

I0p l|zoe(e,)= vp(0) = 1. (98)

gp : TQ, ®TQ, — R, onde @ denota a soma de Whitney de dois
fibrados vetoriais, 0, C R", R" ¢ fixo, ), varia com respeito a p, mas
para todo p, o conjunto €, contém a origem. Seja Gpij = [gp,ij(2)] a

matriz que representa exp;(g) na carta exponencial exp,, : Q, — M,
onde Qp = B(0,9), i.e.,

9p.ij (@) = (d(exp)a, (x)(e:), d(exp)a, (2)(e;)),, (expp(x)),

gp(x) = exp; (9)(px), entdo a matriz representativa de g, que indi-

caremos com (), satisfaz a relagao Gp(2) = Gp(ppr). Vamos calcular
divg, (X) onde X = X2

ox?t
1 0 = )
divg, (X) = —F————r det(Gp(x)) X" ),
’ det(Gy(2)) O ( )
1 -
= ; det(Gp(ppr)) X*
det(Gy(pp)) ? ( ' >
Lpp 9 5 i
= - -\ det(Goy) X (y)
det(Ghy(y)) %Y ( )
= ,updivg(X)(y),

onde y = upx. Temos também

Vptp © (expa, (1px)) = g7 (@@“p(ﬂpw) =9, (l‘px)l‘pai;i)(ﬂpw)
Z" u
= 95 Wz 7 (W) = mp(Vgup)(y),
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portanto

(Ap)g,vp = _divgp(‘vgp”p’pdvgp”p)
-1 (-1 _
= _Mzgp ) divg, (|V g, up|" =V g,up) ()
n—241 n—241

= pp " (_di”g(|vg“p‘pi2vup)) =pp " Agplp.
E f4cil de ver que fazendo uso da igualdade temos que v, verifica

(Ap)g,vp + Bpuﬁvf.?*l = K(n,p)’lvﬁ*’l- (99)

Seja agora n € C°(B(0,9)) tal que 0 < np <len=1em B(0,§/2).
Definimos para z € €2,
wp(@) = n(ppz)vp(z), (100)

claramente, w, € CL(R"), logo w, € HY(R™).

Afirmacao 4.

- Jrn ]pr|§dv§

_ = K(n,1)" L. 101
p—1 (f]Rn wg d’l)é‘)p% ( ) ( )

Demonstragao:(Da Afirmagao [4) O fato que o termo no lado es-
querdo é maior que do lado direito vem diretamente da desigualdade de
Sobolev Euclidiana e também que lim,_,; K(n,p) = K(n,1). Mostre-
mos agora que o lado direito é menor ou igual que o lado esquerdo.
Primeiro, usando a expansao de Cartan da métrica g préximo de x, e a
defini¢ao (95), podemos obter a existéncia de uma constante C' > 0 tal
que para qualquer x € €,

(1-— C’,uf,\:d?)dvgp <dve < (1+ Cu§\$|2)dvgp. (102)

E f4cil de ver que multiplicando por wg* a li obtemos
(1-— 062)/ wg*dvgp < / wg*dvg
B(0,eup ) n
< (1+0Cé) / wh dvg,  (103)
B(O,e,ugl)

+ (1+052)/

p*
B LY dvg, .
B(0,6pp )\B(Oepp )
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Por ([100)), , e é valida a seguinte equacgao

D* _ p*
/ L Wp dvg, —/ uy, dug,
B(0,eup ) B(xp,e)

que vai para 1 quando p — 1 e quando € < %(5. Por outro lado vale
também

wp*dvg :/ up*dvg,
/B<o,au;1>\3<o.eu;l> P BBl

que vai para 0, quando p — 1.
Tomando o limite quando p — 1 na desigualdade ([103]) obtemos

(1-Ce) < lirri wg*dvg < (14 Cé?),
p— Rn

agora tomando o limite por € — 07 temos que

. pro
;171—>Hi - wy dve = 1. (104)

Por outro lado, analogamente como em para 0 < € < 0/2, existe
C. > 0 tal que

/ [Vwplgdve < (1+6)/ B | Vp[gdve
Rn B0615 )

+ C’eup/ vPdug,
P JB0an NBOSm " T

»3 Mp
de (102), temos
]va|§dvg <1+ Cﬂilx|2)|vvp’§pdvgw

assim com esta desigualdade e pela Proposigao (a existéncia de A > 1
tal que A71¢ < gp < A§ logo entdo dvg, < A2dve ) temos a validade da
seguinte desigualdade

Vw,Pdve < 1+e/ Vu,|P dv
L Vel < avo [Vl

+ C)\gup/ vPdv
P Bosu nBO.SY T

+ C;ﬁ/ 22|V P du, .
" JBosus") rhor
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Pelas definigoes e , e uma mudanca de varidveis o lado direito
da desigualdade precedente ¢é igual a

(1+¢€) / Vup[Pdvg + CeA? / ubdv,
B(zp,6) B(Ipv5)\B(xp7%)

+ Cup/ \x|2\Vup]§dvg
B(wp,9)
= (1—}—6)/ ]Vup|§dvg+06)\g/ ubdvg
B(zp,0) B(xpvfs)\B(xpvg)

+ O, l/ (22 [Vup P, + / |xy2|vupgdvg] .
B(:):p,e) B(xp,é)\B(xp,e)

Argumentos desenvolvidos até aqui nos permitem com facilidade de se
convencer que Ve < § vale

/ \pr|§dv§ < (1+€+C€2)/ |Vup]§dvg—|—C’€)\72l/ ubdvg
R" M M

+ Co |Vup|fdvg
M\B(zp,e€)

= C\2 / wdvg + (1+ C'e) / [Vup[Pdvg
M M

+ 06 / [Vup[bdv,. (105)
M\B(zp,e)

Lembrando que lim,,; || Vu, |b= K(n,1)7!, junto com o suposto
Uy ||p,— 0, quando p — 1, pasando ao limite na desigualdade anterior
p llp g
quando p — 1, obtemos

limsup/ [Vwplgdve < K(n, 1)1 (1 + Ce)
p—1 Rn

+ CéQIimsup/ |Vuy[bdvg. (106)
p=1 S M\B(zp,e)

Pela Afirmagao 3] e logo tomando o limite quando ¢ — 0, obtemos
limsup/ |pr|§dv§ < K(n,1)71,
p—1 R™

e usando o resultado (104)), obtemos

W [ Vw, Bdv
lim fR | p|§ 3 gK(n,l)_l.

L Jrn [Vepledve
=1 ([ Wb dug) 7
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Continuando com a demonstragao do Lema [5.5] vamos aplicar agora
o Principio de concentragao compacidade (Teorema D a wg*, temos
trés situagoes: dicotomia, evanescéncia ou compacidade, é claro que
@ evita a dicotomia, no caso de evanescénce, é uma consequéncia de
@D e pelo esquema iterativo de Moser existe alguma constante C' > 0
independente de p tal que

1

_np_ p*

I v ||oo=1=vp<o>sc< / w{f”dv5> |
B(0,1)

Portanto, evanescénce nao acontece, e assim a compacidade se reduz a

np_
lim lim wy P dve = 1.
R—+o0cop—1 B(O,R)

e desde que
/ wg*dvg :/ ug*dvg,
B(0,R) B(zp,Rup)
portanto
lim lim ub*dvg = 1.
R—+o00 p~>1 B(LEp,R/Jp)
O
5.3 Passo 3

Lema 5.6. Se limy, ,; || up ||[p= 0, entdo para qualquer p > 1, existe
C > 0 independente de p tal que

n_

dg(xp, )P 1up(sc) <C. (107)

onde dy denota a distancia com respeito a métrica g.
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Demonstragao:(Do Lema [5.6) Para isto, definimos

n

op(x) = dg(zp, :cﬁ*lup(a:), (108)
€ vamos supor que

lim || ¢p [Joo= +00. (109)
p—1
Seja agora y, algum ponto de M onde ¢, atinge seu maximo, ou seja

Sop(yp) =|| Pp lloo - (110)

Se y, /# xo quando p — 1, entao para p suficientemente perto de 1
Yp € M\B(xovr) €

n_y
ep(Yp) =1l p lloo< d(@p, yp)? | Up lloo,01\B(zo.)— O

o que é em contradigao com ([109)). Este argumento mostra claramente
que dg(xo,yp) — 0 e que uy(y,) — 400 quando p — 1. Agora vamos
mostrar que

lim dg(Tp, Yp)

= +00. (111)
p—1 Mp

Para ver isto da definicao de ¢,(x) temos

p*

<‘%’p(95)> . dy(xp, ),

up ()

logo

*

_r_
pois pela definigao || up ||oo™ = pp. Analizando esta tltima desigualdade

e como 0 < % = nLip para p préximo a 1 entao pelo suposto (109) o
lado direito vai para +o0o quando p — 1 portanto temos ([L11]).

Definimos para um nimero § > 0 suficientemente pequeno e = €
B(0, dup(y,)"7) C R

p

Bp(2) = (ox0}, (9)) (uplyp) 7 7 ) (112)
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_ _p
iip (@) = tp(yp) "ty (€30, (1p(1)7 7)) (113)
Desde que u,(yp) — +00 quando p — 1 temos

lim g, = £ em C3.(R™). (114)
p—1

Novamente ¢ facil de ver que (Ap)g,dp = up(yp)' ™7 Apu, e fazendo uso
de se confere que 1, verifica em B (0, (5up(yp)n%z’>

2
~ L, —p~p*—
(Ap)gy, tp + Bpup(yp) 7= Ug t= K(n,p) pU£ h (115)

Afirmacgao 5. Seja x € B(O 1), entdo

dg(zp, expy, (“p Yp) P )
_p
> dg(xpvyp) (yp) > dg(mpa yp) (1 - ‘Pp(?/p) ”_") .

Demonstragao:(Da Afirmagao |5)) Seja z € B(0, 1), pela defini¢ao
da aplicagao expy,,, temos

b p

up(Yp) 7" = dg(yp, €XDy, (up(yp) 7= 2)),

logo

p

_p_
dg(xp, yp) — dg(yp, €XPy, (up(yp) P a)) = dg(xp, yp) — up(yp) P~

Por outro lado da desigualdade triangular na variedade M com a métrica
g temos

p p

dg(xp, expy, (up(yp)ﬁx)) > dy(xp,yp) — dg(yp, expy, (up(yp) 7= 1)),

portanto das duas desigualdades anteriores se deduz que

P

_p _p
dg(xp, exp,, (“p(yp) pon x)) > dg(@p, yp) — up(yp)»—".  (116)
Agora pela definicao de yp, up(yp) = ©p(Yp)dg(zp, yp)l_% temos

D
v

dg(p, yp) — up(yp) P = dg(xp,yp) — (sop(yp)dg(:cp, yp)kE) pon

= (1 — ¢p(Yp) pf") dg(p, yp)-
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Logo de (IT6)
P

o5y, (up(p)77) = dylrp ) (1= ()77 )

Afirmagao 6. Se lim;, .1 || ¢, ||co= +00, entdo

_ n_q
| @p [| oo B(0,1)< 27

Demonstragao:(Da Afirmacao[f) Desde que ¢, (y,) — +00, quando

p—1le }% < 0 para p préximo de 1, e com || e li para
€ B(0,1) valida

p

dg (xp,expyp (up(yp)ﬁx» > %dg(acp,yp), (117)

De consequéncia para qualquer z € B(0, 1), rescrevendo (113]) pela de-
finicao temos

— _p
(@) = up(yp) "y (exp,, (up(9,) 7))
_ P P -2
= up(yp) 1‘Pp(eXPyp(up(yp)p7" z))dg (xmeXPyp(up(yp)P*" 37)) !
por 1D e desde que 1 — % < 0 quando p é proximo de 1, obtemos

p 1 1—

Up(@) < uplyp) p(expy, (up(p) 77 0)) (5 g () 7

. . . _pP
agora como em y,, ¢, atinge seu maximo, ou seja gop(expyp (up(yp)r—rz) <

©p(yp) logo

n_q -2 -
p(r) < 20 dg(zp yp) P up(yp)” p(up),
novamente pela defini¢ao de ¢ temos que uy(yp) "L, (yp) = dg(zp, yp)%_l,
assim

ﬂp(x) S 2%_17

portanto || @y ||z~ pon< 27 ' O

72



Continuando com a demonstragao da afirmagao uma vez que i,
é uniformemente limitado em B(0, 1) e verifica @ com g, verificando
(114]), obtemos pelo esquema iterativo Moser a existéncia de algum C' >
0 independente de p tal que para qualquer p > 1 proximo de 1

p*
| tp || Loogo1n< C / a? dv; , (118)
p Lo (B(0,)) . Gy

pelas defini¢oes (112)) e (113]) temos

/ b dvg, = / L, U dug. (119)

B(O.) B (s ) 77 )

Por outro lado para p préximo de 1, 0 < p*/n < 1, sendo x, o ponto
onde u, atinge seu maximo temos % <1, logo dado R > 0 temos

SDp(yp)p*/n >1+R <W>p 7

Up(p)

= ()" /" > 1+ Ruy(y,)? /™ | up |27,
= dwpyp) /nup(yp)p m>14 Ruy(y,)P /n | up |27 /.
< d(ajpy yp) Z RHP —+ up(yp)p/(P—n).

Portanto

B(xp, Rpp) N B(yp’up(yp)#) =0

claramente pelo anterior

/ ub dvg > / o\ ubtdug + / ub dvg
M B(yp,up(yp)la—") B(zp,Rup)

portanto, usando o fato que || u,

ub*dvg <1 —/ up*dvg
/B(ypv“p(yp)pfn) P B(zp,Rpp) P

tomando o limite quando p — 1, e o limite quando R — +oc em esta
desigualdade, obtemos

p+= 1 temos

lim lim ) uﬁ*dvg <1-— lim lim uP” dvg

p p
feermt s (ypvu;n(yp)pfn R—toop—1 B(zp,Rip)
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logo pelo resultado (90))

0 < lim uP dv, <0
p1 B<yp7up(yp)p_%) p Vg
portanto de (119
lim b dvg, =0

r=1.JB(0,1)

assim,voltando a ([118)

1
p*
| @p (2o (B0,1/2))< C </ b dq@)
B(0,1)
temos que

}}_)I% | @p [ oo (B(0,1/2))= 0 = 1171_>ml i,(0) =0

contradicao, portanto (107]) é verdadeiro.
O

por outro lado de (113), @,(0) = 1 para qualquer p > 1. Isto é uma
(107

5.4 Passo 4
Lema 5.7. Para todo 6 > 0,

lim fM\B(xo,d) updvg _
p—1 fM ugdvg

(120)

Demonstragao:(Do Lema [5.7) Pelo esquema iterativo de Moser,
existe uma constante C' > 0 independente de p tal que

/ ubdv, < sup  up /ugldvg,
M\B(0,5) M\B(z0,5) M

C || up Hp/ ug_ldvg.
M

IN
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Agora usamos a equagao , obtemos

[ s < Clluly [ (Ko P = Ap) By o,
M\B(z0,5) M

C *
— pr—1
- K(n, p)po || UP ”p /];4 up d/Ug

C
- | up Hp/ (Apup)dug,
BP M

o ultimo termo da desigualdade é zero uma vez que a variedade M nao
tem fronteira e usando o teorema de Stokes. Temos

C / .
wWdv, < —— | u uP "o, 121
/M\B(a:o,zS) P79 K(n,p)PBy el v’ 7 (121)

Por outro lado tomando ©u =1 em obtemos
_pb
BpK(n,p)? > |Mlg"

e pela desigualdade de Holder e a equacao , para p proximo de 1
obtemos

/ ug*_ld”g < ”5*—17 para n > 3,
M

n
| tany <y [ sen =2

De fato: O caso n > 3 implica 2 — n < 0 tomando

- 1 1 p
P () N S S S N

pr—=1 np—n+p B p P n—1

quando p — 1 e é + % = 1, aplicando a desigualdade de Holder
[ tey < Iy SO
M
onde C' = (Max{1, |M]|})*.
.

Caso n = 2, desde que 8 = 5
a desigualdade de Holder temos

. 3p—2 1/q 2-p 3
/ ub” v, :/ uy P < {/ ugadvg} {/ (up® )ﬁdvg} ,
M M M M
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2_
> 1, tomando o = ZQ]T?M aplicando




2(p>—2+p)
2—p

1
. = B &
/%lwﬁ{/wﬂﬂ%}z/uw%w-
M M M

Voltando a ((121)), temos os seguintes casos:

onde aq =

( P ) = p* e sabendo que || u,

P p~= 1 obtemos

(i) Sen=2
J bdv n
M\B(z,5) YpVg 3 L —p
0< mopd < CIM[n (L up [lpll up [15
Jar updvg
D SF—p+l
= Ml I
claramente ]% —p+ 1> 0, tomando limite quando p — 1 temos
([120).
(ii) Sen >3

fM\B(xo,(S) updvg

fM ugdvg

0<

b —p—
< CIMI [ up [l wp (577

b —
CIM | [ up ([,

claramente o exponente p* —p > 0, Logo tomando limite quando p — 1
obtemos o desejado. [

5.5 Passo 5

Agora vamos tomar 6 > 0 pequeno, B(z,,2J) a bola geodésica de centro
xp e raio 20 e também 7, € C°(B(xp,20)) tal que 0 <, <1, m, =1
em B(zp,0) e || Vi ||o< C/d para alguma constante C' independente
de p e §. As constantes C' no que segue sao independentes de p e §, por
abuso de notagoes, vamos escrever a desigualdade de Sobolev Euclidiana
para qualquer p > 1

L
¥

p
</ (%%Vd%> <Knp? [ (V) v (122)
B(zp,26)

B(Cﬂp,2§)
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pela expansao de Cartan da métrica g perto do ponto z;, e desde que
xp — xo quando p — 1, obtemos que para algum C' > 0:

(1 = Cdy(xp, 2)?) dvg < dve < (14 Cdy(xp, 7)?)dvg (123)

|V(77pup)|}£dv§ < (1+ Cdg(zyp, $)2)|v(77pup)|§dvg (124)

usando a desigualdade esquerda de 1| multiplicando por ug* e inte-
grando sobre B(x,26) obtemos

/ (npup)p*dvg > / (npup)p*dvg
B(zp,26) B(zp,)

+ / (npup)p*dvg
B(zp,26)\B(zp,0
- C (npup)p*dg(xp,a:)deg
B(xp,20)
= 1- ug*dvg
M\B(xpvé)
+ / (npup)p*dvg
B(zp,26)\B(zp,0
— C/ (npup)p*dg(a:p,a:)deg
B(xp,20)
> 1—/ ug*dvg
M\B(xpv(s)
- C/ (np“p)p*dg(xpafyd”g
B(zp,26)
>

1 —/ ug*dvg
M\B(xp,0)

— C/ ug*dg(xp,x)deg, (125)
B(xp,26)

onde a ultima desigualdade é valida desde que 0 < n, < 1.
Agora desde que

up*dvg = / up*_pupdvg,
/M\B(acp,d) P M\B(zp,0) 8 :

< sup ug*p/ ubdvy, (126)
M\B(z.5) M
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(sabemos por um resultado anterior lim,_1u, = 0 em CP (M \ {zo})
logo uf P — 0 quando p — 1) portanto de (126)) se obtém

/ & dvg = of | up |12). (127)
M\B(zp,9)
Por (07)
[yl duy < 08 | I
B(Zp,Q(S)

portanto podemos transformar (125)) em

p

o

</ (Upup)p*dvf> >1—o(lupllB) —CO*P |y 5. (128)
B(zp,26)

Agora para o termo do lado direito de ([122]), claramente obtemos com
(124])

K(n,p)? / [V (ptty) [Eve
B(xp,26)

< K(np) / 19 () [P
B(zp,26)

+ CK(n,p)P / dy (2, )|V (1) [Py, (129)
B(zp,26)

Independentemente, com , e alguma integracao por partes, te-
mos que

K(n,p) / 9 () Pl
B(wp,26)

IN

1 —/ ug*dvg
M\ B(xp,0)

— BpK(n,p)p/ ubdvy
B(zp,5)
p—1

+ 05_p/ ugdvg
M\B(zp,d)

P
+ O up | (/ |Vup|§dvg> . (130)
M\B(zp,9)
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Para ver isso multiplicamos (33]) por nyu, e integramos por partes ob-
tendo

/ up<V77p,]Vup|p_1Vup)dvg + / np| Vup Pdog
B(xp,26)

B(xp,26)

+ Bp/ npugdvg
B($P72§)

p/ npu, dug
B(xp,26

K(n,p)~ o2
K(n,p)_p/B( |

IN

p*
uy, dug,
Tp,20

entao

K(n,p)‘p/ ub dvg < K(n,p)" (1 _/ ug;*dvg> . (131)
B(wp,26) B(x,.6)

Observamos que

K(n, p)P / IV () P
B(zp,26)

IA

/ 21|V P + 18|V P) s,
B(xp,26)

op—1
uPdv

o~ P /B(zp,Z(S)\B(wp:(S) P

+ / nP|Vuy|Pdog
B(zp,20)

op—1 / pg
< U, AU
=6 JanBay2e) D

+ / nP|Vup|Pdug, (132)
B(zp,26)

IN

combinando (132]) e (131)) obtemos (130]). Como anteriormente em (|127))

é facil de ver que com ([120]), ver passo 2 para as técnicas involvidas que

p—1

P
(/ IVup\devg> = o[l up [,
M\B(z.)
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portanto

ol up [2) = — / u’ dvy + C6P / v,
M\B(xp,Q(s) M\B(J:p,5)

p—1

p
+ C5 ! | wp |l / |Vup\zg’dvg> ,
M\B(zp,5)

assim da desigualdade ((130)) se chega a

Konp? [ Ve, < 1= BKnp? [ g,
B(x;,26) B(xp,0)

+ ol up |5)- (133)

Agora, em relagao ao segundo termo do lado direito da desigualdade
(1129), é facil de comprovar misturando com as técnicas do passo 2 e
outras usadas na prova de ((128]), que

[ o V) ey < €8 7. (130
B(zp,20)
De ((133)) se chega facilmente a

B,K (n,p)? / updvg < L+ o(]| up |5)
B(zp,6)

= Kol [ V),
B(iﬂp,25)
de (129)

K (n,p)? / IV () 2l
B(xp,26)

< c / g (i, 22|V () [Pl
B(xzp,26)

K [ [T e
B(IP726)
Misturando as duas desigualdades anteriores temos

ByK (n, p)? / Wdvy < 1+ o(| uy |I?)
B(zp,6)
b0 (oY) e,
B(ZP,Z(S)

- K(n’p)p/ ’v(npup)lgdvé-
B(zp,26)
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Com ajuda de (134 temos

BK(np? [ e, < 1 ollluy I)+ €2y I
B(ZP 75)
- Kpl [ V) e
B(xpz2§)

Por outro lado de (122)) temos

P

p*

—«mw/ wwww%s«/ wmmm>7
B(:EP 725) B(pr,Q(S)

logo

IN

BpK(n,p)p/ updvg L+ o(l| up [I5) + C*6°7F ||y |15

B(zp,6)
s

- (/ (Upup)p*dvﬁ> .
B(zp,26)

Agora de (|128) deduzimos

P
E3

p
- </ (npup)p*dvg> < —1+o(] up Hﬁ) +C?5%7P | up ”57
B(xPaZ(;)
entao

BpK(n,P)p/ updvg < 1 o[| up [15) + C20* 77 ||y |1 1
B(l‘p,é)
+ ol up [B) + C287 | wp |17

= o] up [IB) +2C6*77 || uy |5 .
Assim

%MMNA(M%%SWHW%%%N%%)
Ip,

Dividindo-se cada lado da desigualdade precedente por || u, || obtemos
que

IB(2,.6) updvg p oUlup lp)
BpK(n,p)p("’—)pd < s> r 4 Dl e (135)
fM UpAlg | up [Ip
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Por outro lado

/ ubdvg = / ubdvg + / ubdvy.
M B(p,9) M\B(zp,0)

Dividindo-se por [,, updv, e fazendo uso de (120)) do passo 4 obtemos

lim J, B(zp,0) updvg

= 1
P )
p=1 o [y updvg

logo da desigualdade (135)) tomando o limite p — 1, comcluimos que

lim sup B, K (n,p)’ < C6 , Vo > 0.
p—1

gora tomando o limite § — 0 temos que limsup,_,; ByK(n,p)? < 0
_p
o que é uma contradicdo, como o fato que B,K(n,p)? > |M|, " para

qualquer p > 1 assim lim,, 1 || u, ||,= 0 é falso, logo a Proposicao é
provada e portanto o Teorema [3.1] também.
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