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Resumo

Estabilidade de Ondas Viajantes de tipo Kink para a Equacao
Korteweg-de Vries Modificada

Fredy Andrés Ortiz Diaz

Orientador: Adan José Corcho Ferndndez

Neste trabalho provaremos resultados de boa colocacao global para a equacao de Korteweg-
de Vries modificada no espago de Sobolev H?(R) usando os argumentos provados por A. V.
Famiskii em [4]. Além disso, provaremos a estabilidade de ondas de tipo "kink”, isto é, ondas
viajantes limitadas que nao se anulam no infinito com derivadas nao nulas. A prova deste

ultimo resultado ¢é baseada nos argumentos apresentados por Peter E. Zhidkov em [22].

Palavras-chave: Equacao de Korteweg-de Vries Modificada, Estabilidade de Ondas Via-
jantes, Problema de Cauchy.

Rio de Janeiro
Maio, 2015
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Abstract

Stability of Kink Traveling Wave Solutions for Modified
Korteweg-de Vries Equation

Fredy Andrés Ortiz Diaz

Orientador: Adan José Corcho Ferndndez

In this work we prove global well-posedness results for the Cauchy problem associate to the
modified Korteweg-de Vries equation in Sobolev space H?(R) using the arguments proved
by A. V. Famiskii in [4]. Furthermore, we prove the stability of "kink” wave solutions, i.e.,
bounded traveling wave solutions nonvanishing at infinity with nonvanishing derivates. The

proof of this last result is based on the arguments given by Peter E. Zhidkov in [22].

Keywords: Modified Korteweg-de Vries Equation, Estability of Traveling Wave Solution,
Cauchy problem.

Rio de Janeiro
Maio, 2015
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Introducao

O estudo das propriedades qualitativas para as solu¢oes do Problema de Valor Inicial (PVI)
associado a equagoes de evolucao nao-lineares que modelam fenomenos fisicos tem crescido
bastante nas ultimas décadas. Dentre os problemas abordadas que possuem um grande
interesse fisico e matematico, podemos citar o estudo da estabilidade de ondas especiais,
conhecidas como ondas viajantes.

Neste trabalho estamos interessados em estudar a estabilidade de um tipo especial de
ondas viajantes para o PVI, também conhecido como Problema de Cauchy, associado a

equagao de Korteweg-de Vries modificada (mKdV), isto é, estudaremos o modelo:

0 Owu(x,t) + Bu(z, t) + M?(z,t)0,u(z,t) =0, (z,t) € R* A\ =41,
u(z,0) = up(x), z € R,

onde u : R? — R é no instante inicial u(z,0) = ug seré considerado num espago de fungoes
adequado. Este modelo é aplicado em diversas areas da fisica; por exemplo, aparece no con-
texto de ondas eletromagnéticas, em filmes de tamanho quantizados, em colisoes de plasmas
[9], em redes de fonons harmoénicos [19], em interfaces de ondas entre dois liquidos com pro-
fundidades variando gradualmente [7], em linhas de transmissao, em barreira de Schottky,
em ion(soliton) actsticos [13],[20],[21], média eldstica [14] e por fim é aplicada também em
problemas de fluxo de traficos [10],[16],[17].

Nesta dissertagdo temos dois objetivos, o primeiro deles é provar que o modelo (1) é
globalmente bem posto no espago de Sobolev H?(R), de maneira mais precisa mostraremos
a existéncia, unicidade e dependéncia continua das solu¢oes com dados iniciais neste espago.
Esta parte do trabalho sera desenvolvida no Capitulo 2, tomando como base principal o artigo
de A. V. Faminskii [4], onde todos os conceitos e definigoes serdo dados de forma rigorosa.
O segundo objetivo é provar a estabilidade de ondas viajantes do tipo “kink”, ou seja, ondas

viajantes limitadas que nao se anulam no infinito com derivadas nao nulas. Em particular,

X



deduziremos que

ue(z,t) = p(x — ct) = Mtanh ( %(:p — ct)) ,

¢ solucao de para todo ¢ < 0 e, além disso, mostraremos que para qualquer dado inicial

proximo de (z) com relagao a métrica
) = inf [u() — qu- ~ Dl w.v € H'(R).

a “forma”da solucao correspondente a ug permanece para todo tempo proxima da forma da
onda viajante. Estes resultados serao apresentados no Capitulo 3, usando os argumentos de
P. Zhidkov [22].

Antes de demonstrar os resultados técnicos nos Capitulo 2 e 3, no Capitulo 1 apresentamos
alguns resultados preliminares de Analise funcional e Teoria Espectral que serdao de muita

utilidade para obter os resultados desejados.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo daremos alguns conceitos e resultados basicos de analise que serao utilizados

no decorrer do trabalho.

1.1 Desigualdades Elementares

A seguir provaremos algumas desigualdades cldssicas que serao uteis na prova dos resultados

principais.

Proposicao 1.1 (Desigualdade de Young). Sejam a, b, p e ¢ nimeros positivos tais que

1,1 ~
]—34—5—1. FEntao

Pob
(1.1) ab< &+ =
P q

Demonstragao. Consultar [3]. O

Proposicao 1.2. Sejam a, b nimeros positivos. Para todo s > 0, existem constantes positi-

vas mg e My, dependendo apenas de s, tais que
(1.2) ms(a® +b°) < (a+b)° < My(a® + b°).
Demonstracao. A desigualdade (|1.2]) é equivalente a desigualdade

b\* b\’ b\°*
w0y e )]

a a a
Portanto, é suficiente provar que existem constantes positivas mg e M, tais que
(1.4) ms(14+7°) < (1+7)° < My(1+7%),

1



para todo r > 0. Com efeito, consideremos a funcao

Flr) = (14 7r)®

Observe que para todo r, s > 0 tem-se 1 < (14+7)% e

e consequentemente

(1.5)

+ s

1
Por outro lado, para r > 1 tem-se (1 +17)° < (r +1)® = (2r)®. Portanto,

(I147r)* <2%(1+7r°), istoé,

147
r® < (1+7)°. Logo, 1 +7° <2(1+71)°,

1+ 7rs

(1+47r)® <

S

A funcao F(r) é continua em [0, 1] e ndo se anula nesse intervalo, logo, existe y1; = max

Tomando M, = min{2s, ,us}, vemos que

(1+7)°
1.6 < M,.
(1.6) 1+7rs —
Das estimativas ([1.5)) e (1.6 concluimos que

1

5 S F(T) S Msa

conforme anunciado.

rel0,1]

{(

1+7)°
1+4+7rs

]

Agora vamos provar outro resultado classico e bastante importante, a saber, a desigual-

dade de Gronwall.

Proposicao 1.3. Seja f : [to,T] — R uma func¢ao continua e nao negativa. Suponha além

disso, que existem constantes nao negativas a e b tais que

(17) ro<viaf s

para todo to <t <T. Entdo, vale a desigualdade f(t) < be“(t’tO), para todo tg <t <T.

S,

t
Demonstragao. Seja F(t) = / f(s)ds. Se t € [ty,T], entdao pelo teorema fundamental do
to

Calculo e por ([1.7)) temos

F'(t) < f(t) < b+ aF(1).

Integrando esta desigualdade em [ty, ] obtemos

a

1 b+ aF(t
“In <++()> <t—tp.

Portanto, f(t) < b+ aF(t) < be®*~%) Como queriamos mostrar.
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1.2 Elementos de Medida e Analise Funcional

Comegamos por definir os espagos LP(I), onde I é um intervalo de reta ou I = R.

Defini¢ao 1.1. Seja 1 < p < 0o e I C R. Denotaremos por LP(I) o conjunto de todas as

fungoes f: I — R mensurdveis sequndo Lebesque, tais que

1/p
(/]f(:c)|pdx> <00, sel<p<oo,
(1.8) 1l Loy = !

inf{r; lf(zx)| <7 qtpxe I} < 00, € p = 00.

Se I = R denotaremos || - ||, = || - || »(r)- Os espacos LP(I) sao espagos de Banach e em

particular L?(I) ¢é espago de Hilbert com relagao ao produto interno

(u, v) 201y = /u(w)v(x)dw

1

Além disso, vale o seguinte resultado importante.

1 1

Teorema 1.1 (Desigualdade de Hélder). Sejam p,q > 1 com —+ — = 1. Se f € L*(I)
P q

e g € LY(I), entao fg € L*(I) e vale a desigualdade

(1.9) ||fg||L1(I) < ||f||Lp(1) ||9||Lq(1) :

O leitor interessado pode ver em detalhes esses resultados no texto [15].

1.2.1 Convergéncias em um Espaco Normado

Seja N um espago normado com norma || - ||5. Por A denota-se o dual topoldgico de N, que
é o conjunto de todos os funcionais lineares e continuos definidos em N. Em N’ define-se a

norma
1 fllar = sup{[{f,€)]:€ € Ni[ig]l = 1},

com a qual N’ é um espaco de Banach. Podemos agora introduzir as seguintes definicoes de

convergencia.

Definigao 1.2 (Convergéncia Forte). Dizemos que (fn)n21 C N converge forte para & em

N, ou, simplesmente, (fn)n21 converge para & em N, e anotamos &, — & em N quando

160 = €ll e = 0.



Definigao 1.3 (Convergéncia Fraca). Dizemos que (fn)@l C N converge fraco para & em

N, e denotamos &, — & em N quando

(f, &) = (f,&), VfeN.
Agora, sejam (fn)n21 uma sequéncia de elementos de N’ e f € N,

Definigao 1.4 (Convergéncia Fraca*). Dizemos que f, converge fraco estrela para f em

N, e anotamos f, — f em N' quando

(fu, &) = (f,6), VEEN.

E possivel definir uma topologia em N chamada de Topologia Fraca que induz a con-
vergéncia fraca enunciada acima. Também pode-se definir uma topologia em N’ chamada
Topologia Fraca®™ que induz a convergéncia fraca*. Quando se procede dessa forma, as con-
vergéncias numéricas usadas nas defini¢oes acima passam a ser uma consequéncia da maneira
como as topologias sao definidas. Para mais detalhes a respeito destas topologias consulte
Oliveira ([1§], p.104).

Um dos motivos para se definir a topologia fraca* é o Teorema de Alaoglu. Se dim N’ = co

sabe-se que By~(0;1) ndo é compacto na topologia usual de N ([I8], p.11). Mas tem-se o

Teorema 1.2 (Alaoglu). Se N ¢ um espaco normado, entdo a bola fechada B (0;1) é

compacto na topologia fraca™.

Demonstragao. Consultar ([I8], p. 108). O

As principais relagoes entre estas convergéncias ficam determinadas pela seguinte pro-

posicao.

Proposigao 1.4. Sejam (), -, uma sequéncia de elementos de N, (f,),~, wma sequéncia

de elementos de N, £ e N, e f e N'. Tem-se:

(i) Se &, — & em N entio &, — & em N,

(ii) Se & — & em N, entdo ||$]| € limitada e [|]] < lim inf [|S, ||,
(iii) Se & — & em N e f, — f em N entio (fn, &) — (£, €),
(iv) Se f, — f em N entio f, = f em N,

(v) Se frn = f em N e & — & em N, entao (fn, &) — (f,€),

(vi) Se N' é um espaco de Hilbert entao &, — & em N se, e somente se, &, — & em N e

1€nll = €]



1.3 Um pouco de distribuicoes
Nesta secao apresentamos resultados basicos da teoria de distribuicoes em R.

Definigao 1.5. Uma func¢ao real f de classe C* definida em R estd no espaco de Schwartz

se para todo par de nimeros inteiros nao negativos m e n existe uma constante Cy, ,, tal que

(1.10) Pmn(f) = sup|xmf(”)(x)‘ < Cpp < 00.
Tz€R

Denotaremos por S(R) o conjunto das fungdes que pertencem ao espago de Schwartz.

Definicao 1.6. Dizemos que uma sequéncia (goj)j>1 C S(R) converge para zero, se para todo
m,n € Ny temos

Pm,n(gﬁj) — 0 quando 7 — 0.

Se ¢ € S(R) diz-se que a sequéncia (p;),, de elementos de S(R) converge para ¢ em
S(R), quando a sequéncia (¢; — ¢);., converge para zero no sentido dado acima.

Agora vamos definir a transformada de Fourier em S(R).

Definigao 1.7. A transformada de Fourier de uma funcao f € S(R), denotada porf ¢ dada

por
(1.11) f@%:ée*%wmww

A préxima proposicao resume as principais propriedades da Transformada de Fourier no

espaco de Schwartz.
Proposicao 1.5. Sejam f e g em S(R), ye R, b€ R, m € N et > 0, entdo valem
(i) 1l < Il
(ii) [+9=F+3,
(iii) bf = bf,
(iv) (FY(€) = (2mi)™ f(€),
(v) f € SR),

Demonstragao. Consultar [6]. O



As formas lineares definidas em S(R), continuas no sentido da convergéncia definida em
S(R) sao denominadas distribuigoes temperadas. O espago vetorial de todas as distribuigoes

temperadas com a convergéncia pontual de sequéncias sera representado por S’'(R). Assim

lim 7; = Tem S'(R) se lim (T}, ¢) = (T, ¢).

j—00 j—00
O teorema abaixo é muito importante na hora de estimar derivadas de fungdes em LP(R)

Proposicao 1.6 (Desigualdade de Gagliardo Nirenberg). Sejam q,r € [1,+00) e j,m €
N U {0}, tal que 0 < j < m. Entao

(1.12) 17N 0 < CGyms g O™ ol F 1L

para todo 0 € [ 1] e p satisfazendo

J
m

1 1 1
ot w) et
p q r

Demonstragao. Consultar [5]. O
Teorema 1.3. Seja 1 < p < oo. A aplicagdo inclusao
i:S(R) — LP(R)
p — i) =,
€ continua e densa, isto €,

i) S(R) C L*(R).

ii) S(R) = LP(R), onde o fecho € tomado na norma || -||r».

iii) Existem constantes positivas Cy,,, M, N, tais que

(1.13) ol <CY Y pmale), Vo € S(R).

m=1 n=1
A prova deste resultado pode ser encontrada em [3].

E fécil provar que se ¢ € S(R) entdo 2™p™ (z) € S(R). Assim usando o teorema

podemos definir em S(R) a seguinte familia de seminormas:

(1.14) Brn(#) = ™0™ (@)]] 2

O seguinte resultado nos da uma forma equivalente de gerar a topologia de S(R) e sera de
utilidade para obter parte dos resultados que serao apresentados no Capitulo 2.
Analogamente, dizemos que (¢;);>1 C S(R) converge para ¢ € S(R) com relagao a familia

1.14se Prn (@7 — @) %0, Vm, n € Ny.




Proposicao 1.7. Valem as sequintes afirmacoes

@) Prn(05) =3 0 = Pmo(9) =30 e Pon(e;) =3 0.

Jj—0o0

Jj—00 ~
b) Prnlpj) = 0 = Pmn(p;) = 0
Demonstracao. Observe que basta provar que as seminormas sao uniformemente equivalentes.

a) A condigao é necessaria por ser um caso particular. Para a suficiéncia notamos que
~2 e 2m (, .(n) 2 m e d" 2m, . (n)
P () = 2" (9" (2)) dv = (-1) px) = =" (@) ) du,

agora, usando a seguinte igualdade

d” k (on—
%(agzm@(n)(x)) — Z C'm,k,nx2m kgp(Z k)(.ilj)

0<k<n

_ Z Cm,k;,n x2m_kg0(2n_k) (I)

0<k<min{n,2m}

Aplicando as desigualdades de Cauchy Schwarz e Young

Pon() < Conw > ( /_ :O 902(36):62(2m’“)d:c> : ( /_ :O ((p(2"k) (a:))2dx>

0<k<mim{n,2m}

+oo +oo 2
< Cm,n Z {/ s02(33)332(2m—k)dx_i_/ (SD(Zn—k)(w)) dx}

0<k<mim{n,2m}

S Cm,n Z {ﬁgm—k,O(w) + ]5(2),271—]4:(@)}

0<k<mim{n,2m}

NI

b) Seja ¢ € S(R) e estimemos Py, ,,(¢) como segue

Prn(0) = /_ m 22" (o) (2)) *dx

o0

= /_O:O *™ (1 + 2?) (gp(")(az))zﬁdaz

+0c0 1

<C (pfn,n(so) + pfn+1,n(90)> :



Por outro lado, usando [I.1] e temos

2
d
Pha(p) = {Sgﬂg!xmso(”)(x)\} < C||ame™ (@), d—(xmso("’(:v))
< Cl|z™!™ (@)]| o ||z ™ (@) || 2 + Cll2™ 0™ (@) | o] 2™ P (@)]] 2

< Cof Jeme @3 + e @+ am o

LQ
=Ch {153,1,”(90) + D10 (@) + Prys1 () }

1.4 Espacos de Sobolev

Fixando 1 < p < oo, para k um inteiro nao negativo, definimos agora um cirto espaco de
funcoes, cujos membros tém derivada no sentido das distribuicoes de varios ordens perten-

centes a espagos LP(R).

Definigao 1.8. O espago de Sobolev WFP(R) consiste de todas as funcoes u : R — R tal
que para cada inteiro m com m < k, D™u existe no sentido das distribuicoes pertencendo a
LP(R).

Se u € WFP(R) definimos sua norma por

(Z/+OO (D™u pda:) (1<p<o0)
Z supess| D™ u(z)| (p=00)

\ mgkxER

B =

HUHW’W(R)

Defini¢ao 1.9. Seja (), u € WHP(R). Dizemos que uy, converge para u em W*P(R),

escrevemos
Up — 1, em WHP(R),

Se

nll_rgo [t — uHW’w(R) =0.

Teorema 1.4 (Espago de Sobolev como Espaco de Fungoes). Para cada k > 1 e
1 <p<oo. O espaco de Sobolev WFP(R) € um espaco de Banach.



O caso particular p = 2 é 1itil nas aplicacoes e neste caso o espaco de Sobolev W*?2(RR)
é representado por H*¥(R). O espaco H*(R) é um espaco de Hilbert com o produto escalar
dado por

(U, v) gr = Z(Dmu, D)z,

m<k

para todo u,v € H¥(R), e é denominado espaco de Sobolev de ordem k.
Definicio 1.10. Denotamos por Wy*(R) o fecho de C°(R) em W*P(R).
Assim u € WEP(R) se e s6 se existem funcdes u, € C5°(R) tal que u,, — u em WHP(R).

No caso p = 2 iremos denotar HY(R) = W *(R).

1 1

Definicao 1.11. Suponha 1 < p < oo el < q < oo tal que — + — = 1. Representa-se por
p q

W=k4(R) o dual topoldgico de W*P(R).

O dual topoldgico de H*(R) denota-se por H *(R). A seguir veremos uma outra carac-

terizacao dos espacos H™(R), m inteiro positivo.

m
5> A

Proposicao 1.8. H™(R) coincide com {u € S'(R); (1 + |x|2) @ € L*(R)}. Definindo
(1.15) [l = 10+ |z 2 all e,

a aplicagao u — |||u|||m de H™(R) — RT € uma norma equivalente a norma de Sobolev

Proposigao 1.9. H™(R) ¢ um espago de Hilbert e S(R) estd continuamente imerso em
H™(R), sendo ai denso.

Sejam >0e H™(R) = (Hm(]R))/ o dual de H™(R). Da proposigao anterior resulta que
S(R) — H™(R) — H"™(R) — S'(R),

onde < representa imersao continua.

Representa-se por || f||z-sm®) a norma de uma forma linear continua f € H~*(R), isto ¢,

£l z=2z) = sup{|(f, w)]; w € H*(R), |Jullmrsry = 1}.



1.5 Topicos de teoria espectral

Nesta seccao estabelecemos ferramentas bésicas para teoria de operadores lineares fechados
em espacos de Hilbert que serao usados neste trabalho. Além disso, faremos a teoria espectral
associada com o operador linear limitado, fechado e auto-adjunto L : H?*(R) — L*(R)

definido por
d2

dx?

com ¢ € (0,4+00) o qual é associado com solugao tipo “Kink” u(z,t) = ¢(x — ct) da equagao

L= +et e,

nao linear de evolugao:
Ou(x,t) + Pu(w,t) — u?(x,t)Opu(x,t) = 0,

onde z,t € R. Em particular estabelecemos a teoria de Sturn Liouville em R associada com o
operador diferencial de segundo ordem —¢"”(§) + V(§)¢(€) =0, onde V : R — R é continua
e limitada.

Seja H um espaco de Hilbert separavel com produto interno (-,-) e norma || - || = 1/ (-, -).

Definigao 1.12. Um operador linear A é uma aplicagao A : D(A) C H — H, onde D(A)

¢ um subespaco de H, com a sequinte propriedade
Alau + pv) = aA(u) + BA(v), Yu,v e H, a, f€R.

Iremos denotar por
R(A) ={Au; u € D(A)},

o conjunto de todas as imagens de A, e
N(A) ={u e D(A); Au = 0},
¢ chamado Ntcleo de A.
Observagao 1.1. Os conjuntos N'(A) e R(A) sao sempre subespagos lineares de A.

Definigao 1.13. Um operador A ¢é limitado em seu dominio D(A) se existe uma constante
m > 0 tal que
[Aull < mllull, Vu € D(A).

Neste caso, a norma de A € o niumero
IA]] = inf{m; || Au]| < m|lull, Vu € D(A)}.
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Definigao 1.14. Dizemos que um operador € continuo em u € D(A) se, qualquer sequéncia

(Un)p>1 C D(A) com u, — u, entao Au, — Au.

Um operador é continuo em seu dominio D(A), se é continuo em cada ponto de D(A).
Proposicao 1.10. Se A é continuo na origem, entao A é continuo em todo D(A).
Proposicao 1.11. Um operador € continuo, se e so se, A é limitado.

Exemplo 1.1 (Operador multiplicacdo por uma fungao). Seja ¢(x) uma fung¢io men-
surdvel definida em R. Definimos o operador multiplicagio Myu = qu em L*(R)
M,: D(M,) C I*(R) — L*(R)
u — qu,
com D(M,) = {u € L*(R); qu € L*(R)}.

O operador M,, pode ser limitado ou ndo, dependendo da func¢do q, se ¢ € L*(R), entao
lqull < llallllull e D(M,) = L*(R).

Definigao 1.15. Seja A um operador linear num subespaco linear D(A). Dizemos que A é

fechado se para toda sequéncia (un)n21 satisfazendo
Uy = u,  Au, — f,
temos u € D(A) e Au = f.

Teorema 1.5 (Teorema do gréfico fechado). Um operador fechado com dominio limitado

é limitado.

Definicao 1.16. Seja A : D(A) — H operador fechado com dominio D(A) C H. O
conjunto
p(A) ={\ € C; A— X tem inversa limitada e R(A — \I) = H},

e 0(A) = C — p(A) sao chamados respectivamente, o resolvente do conjunto A, e o espectro

do conjunto A. Se A € p(A), Ra(A) = (A — XI)~! € chamado de resolvente de A em \.
O espectro o(A) pode ser particionado nos seguintes conjuntos disjuntos:

e O espectro pontual, 0,(A), é o conjunto de A € C tal que (A — Al)u = 0 tem solugoes
nao triviais, em outras palavras, A é um autovalor de A e cada correspondente solucao

nao trivial v é uma autofuncao de A associado a A;

11



e O espectro continuo, o.(A), é o conjunto de A € C tal que Ry(A) = (A — AI)~! é ndo

limitada;

e O espectro residual, 0,(A), é o conjunto de A € C tal que R (A) existe (pode ser

limitado ou néo), mas R(A — AI) # H. Entao temos a seguinte uniao disjunta

C = p(A)Uo(4)
= p(A)Uo,(A)Uo.(A)Uo,.(A).

Definicao 1.17. Seja A : H — H um operador linear limitado. FEntao o operador auto-
adjunto A* : H — H € definido por

(Au,v) = (u, A™), VYu,ve H.

Definigao 1.18. Seja A: H — H um operador linear limitado. Dizemos que A é adjunto
se A= A*.

Definigao 1.19. Seja A : D(A) < H — H, operador linear densamente definido. Entdo
chamamos A operador auto-adjunto se A = A*, isto €, se D(A) = D(A*) e

(Au,v) = (u, Av), Vu,v e D(A).

Teorema 1.6 (Espectro de um Operador Auto-adjunto). Seja A: D(A) C H — H

um operador auto-adjunto, entao
i) 0(A) CR,
ii) A nao tem espectro residual, entao, o(A) = 0,(A) Uo.(A).

Exemplo 1.2. O operador multiplica¢do por uma fungio (M,) é auto-adjunto. Uma prova

deste fato pode ser vista em [1].

Exemplo 1.3 (Operador linear associado a mKdV). Seja A; : H*(R) — L*(R) dado
2

d
por Ay = ——— + ¢, onde ¢ € (0,+00), entio
dz?

o0(Ay) = 0.(A1) = [¢, +00).

Definicao 1.20. Sejam X,Y espagos de Banach. O operador linear K : X — Y ¢ dito

compacto se, para cada sequéncia (un),~, C X limitada, a sequéncia (K(un)) ¢ pre-

n>1

compacta em Y, isto €, existe uma subsequéncia (Un, )., tal que (K(unk)) converge em

Y.

k>1
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Definigao 1.21. Seja A: D(A) < H — H operador linear.

1. Dizemos que A € o(A) é nao essencial, se e so6 se, X € autovalor isolado de o(A) e
o espaco N (A — XI) tem dimensdo finita. Chamamos o conjunto de todos 0s A ndo

essenciais de discretos e denotemos por ogis(A).

2. O complemento de o(A) de um ponto nao essencial é chamado o espectro essencial de
A, denotado por oess(A). Logo 0(A) = 04is(A) U oess(A).

Exemplo 1.4. Considerando Ay como no exemplo (1.3), entdo o(Ay) = [¢,+00), além disso
O(Al) = Uc(Al) = Uess(Al)-

Proposicao 1.12 (Invarianga de Espectro Essencial). Sejam A, B operadores auto-

adjuntos em H tal que

2. A—B € um operador compacto de D(A) em H, onde D(A) € considerado com a norma
lull’, = || Au|)? + ||ul|*. Entdo

Teoria de Sturn-Liouville

Estabelecemos resultados basicos da teoria de Sturn-Liouville associados a equacao diferencial

da forma

(1.16) Jo=—¢"+V(§)¢ =0,

onde V' é uma funcao real continua. Estes resultados dao informacoes mais precisas sobre o
espectro do operador
LU =-U"+ [c+¢°] U,

o qual é associado para solucoes do tipo “Kink”, ¢, para a equacao mKdV.

Teorema 1.7. Se ¢ € uma solugao nao trivial de (1.16]), onde V' satisfaz
(1.17) lim V(€)= ¢ > 0,

€] =00

entdo o conjunto de zeros de ¢ € finito (provablemente vazio).
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Teorema 1.8. Sejam ¢; e ¢o € L*(R) autofuncoes de J com autovalores A\, Ay < ¢ e com

numero de zeros ny, na, respectivamente. Se Ay > Ay, entao ng > 1.
Demonstragao. Consultar [1]. O

S
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Capitulo 2

O problema de Cauchy para a equacao
Korteweg-de Vries Modificada

Antes de enunciar o principal resultado que provaremos neste capitulo definimos o que signi-
fica boa colocagao para o problema de Cauchy associado a uma equacao de evolucao abstrata.

Seja X um espago de Banach com norma || - || e I C R um intervalo da reta. Seja
u:l — X
t— u(-,t).
Definimos C’(I; X) = {u I — X; wu(-,t) é continua e limitada em I}, e sua norma

lelloy = sup lluC DI

Analogamente, definamos
! (I; X) = {u I — X5 u(-,t), dwu(-,t) sdo continuas e limitadas em ]},
e sua norma HuHCl(I,X) = max{sup ||u(-, t)||,sup ||Osu(-, )| }.
’ tel tel

Definigao 2.1 (Boa Colocagao). Dados X e Y espagos de Banach e Ty € (0,00), dizemos

que o problema de Cauchy
Ouu(t) = F(t,u(t)) € X,
u(0)=¢ €,

onde F : [0;To] x Y — X € uma fun¢ao continua, € localmente bem-posto se

(2.1)

(a) Eziste T € (0,Ty] e uma fun¢aou € C([0,T];Y) tal que u(0) = ¢ e a equagdo diferencial
¢ satisfeita no sentido que

lim u(t + h) — u(t)
h—0

— F(t,u(t)|| =0, vtelo,T),

X
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onde as derivadas em 0 e T sdo calculadas a direita e a esquerda;
(b) O problema (2.1)) tem no mdzimo uma solu¢ao em C([0,T];Y);

(c) a aplicagio ¢ — w € continua. Mais precisamente, sejam ¢, € YV, n > 1, tal que
On N o, e sejam u, € C([0,T,];Y) correspondentes solugées. Seja T € (0;Tp), entao
as solugoes u, podem ser estendidas ao intervalo [0,T] para todo n suficientemente
grande e

lim sup [ (£) — u(t)]ly = 0.

n—o0 [O,T]

Se qualquer uma dessas condigoes nao for satisfeita, o problema ¢é dito mal-posto. Final-
mente, se F(t,-) estiver definida em [0, +00) e (a), (b), e (c) sao vélidas em [0, T], para todo
T > 0 diremos que é bem posto globalmente.

Nosso objetivo é demonstrar a boa colocacao global para a equacao Korteweg-de Vries
modificada (mKdV), modelada por

Ou+ Ou+ MPd,u=0, (r,t)e RxRTe)==+1,

(2.2)
u(z,0) = up(x), z € R,

onde u : R? — R e o dado inicial ugy é considerado no espago H?(R), que no resto do texto

serd denotado por H2.

Definicao 2.2. Sejaug € H?. Uma fungdo u(-,t) € C([0,T]; H*)NC ([0, T]; H™') € solugdo
de (2.2)) se

(i) u(-,0) = up.

(ii) Tim u(-,t+h) —u(-,t)

h—0

— O3u(-,t) — M (-, t)0pu(-, 1) =0 para todo t € [0,T].

H-1

Observemos que de acordo com a defini¢ao neste caso estamos considerando ) = H?
e X =H '
De maneira mais precisa, o resultado principal do capitulo é o seguinte.

Teorema 2.1. O problema de Cauchy (2.2)) é globalmente bem posto em H? no sentido da
definicio (2.1) e, além disso, u € C*([0,T]; H™') para todo T > 0.

A prova deste resultado sera feita em varias etapas usando um método conhecido como
regularizacao parabdlica. O capitulo esta estruturado da seguinte maneira. Na Se¢ao [2.1] ob-

teremos duas quantidades conservadas pelo fluxo da equacao que serao de bastante utilidade.
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Em seguida, na Secao , encontramos para cada 0 < £ < 1 uma solugao global w(z,t;¢) no

espago S(R) para o problema regularizado

O+ Bu + edtu + MPd,u =0, (r,t) eRx R e\ =41,
u(z,0) = ug(x). reR,

(2.3)

com dados inicias tomados no espaco S(R). Além disso, procuramos que as solugoes convir-
jam para uma solugao global w(z,t;¢) em S(R) para o problema original (2.2). Na Segao
provaremos estimativas a priori para o problema regularizado. Finalmente, na Secao [2.4]
usando as solugoes regulares obtidas em S(R) provaremos a existéncia de solugoes em H?

satisfazendo as exigéncias iniciais.

2.1 Leis de conservacao

A seguir mostraremos dois funcionais importantes que sao conservados pelo fluxo da equacao

Korteweg-de Vries modificada. [[

Proposicao 2.1. Seja u(-,t) uma solugao reqular para a equacio (2.2) com dado inicial
up € S(R). Entao,

(2.4) /+°° (z,t)dx = M [uo],

(2.5) /OO { — Aqf—;}d:c = Euo],

para todo t > 0.

Demonstragao. Seja u solugao regular de ([2.2]), entdao multiplicando o lado esquerdo da
equacao (2.2)) por u obtemos

udu 4+ MPOpu + udiu = udpu + [(0pudiu + udiu) — Opudiu + Au’dul
que podemos reescrevé-la na forma

u? 9 (D,u)? ut

LA prova serd realizado sobre a hipétese de existéncia de soluces regulares com decaimento a zero no

infinito.

17



Integrando com relacdo a varidvel espacial e usando que a solugao pertence ao espago S(R)

obtemos
1d [t Feo 1
sa | u?(z,t)dr = /_oo Oy <§u2) dx
+oo 2 4
— —/ Oy | ud?u — (Osu) AL dr =0,
oo 2 4
ou seja,

+oo +o0o
/ u?(z,t)dr = / ud(z)dz,

—00 e.¢]

de onde segue (12.4)).

Por outro lado, derivando com relagao a variavel espacial obtemos
(2.6) O2u+ Oyu + N, (u?0,u) = 0.

Multiplicando (2.6 por 0,u e integrando com respeito a = tem-se

xT

400 “+00 —+o00
/ O ud,udxw + / Otud,udx + )\/ Oy (u281u) Oyudx = 0.

o0 o0 — 00

Usando integragao por partes temos entao que

1d [T 9 too )
ST (Opu)’dr = —/\/ Oy (u 8xu) Oyudx

—00

A [T
(2.7) = §/ Oy (v*) B2uda

A [T
= —§/ uwiu du.

—00

Usando de novo a equagao (2.2)) em (2.7)) obtemos

400 +oo
L d (Dpu)’de = A / u3< — Oyu — )\u28xu> dz

2dt | 3) o
A +o0 1 +o0
= —/ woyudr + —/ wo,u dx
3/ 3/
ANd [T
RETYT utdz.
Assim,
d [t~ (1 s Ay
i) {5(8xu(:c,t)) — U (x,t)}da: =0,
e, consequentemente, vale (12.5]). O
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2.2 Solucao local para problema regularizado
Defini¢ao 2.3. Uma funcao u : R x [0.T) — R| pertence ao espago COO([O,T);S) se

i) ue C*(Rx[0,T));

oty (x, t
ii) sup " %‘ < 00.
(z,t)ERx[0,T) ooy

Nesta se¢ao provaremos a existéncia de solugoes locais para o problema (2.3), de forma

mais precisa mostraremos o resultado a seguir.

Proposigao 2.2. Sejam uy € S(R) e € um nimero real tal que 0 < e < 1. Entdo, o problema
2.3) tem wma dnica solugio w(z,t;e) € C=([0,1.);S).

A prova deste resultado serd realizada em varios passos. Primeiro procuramos solugao do

problema ([2.3) mediante um processo iterativo.

2.2.1 Esquema iterativo

Considerando 0 < &€ < 1 arbitrario, construiremos solugoes do problema (12.3) mediante um

processo interativo, isto é, para cada n € N consideramos:
o wilz,t;€) = o),

e w,(z,t;€) solugao para o problema descrito a continuagao.

2.8) Oywy, + Bw, + edtw, = —Aw?_0,w,_1, (r,1) ERXRT e\ =41,
' wy(2,0) = up(x), z e R.

Dado n > 2 mostraremos que existe uma tnica solugao w,(z,t;¢) € C*([0,+00);S) para
(2.8). De fato, faremos a prova por indugao. Para n = 2 em (2.8))

Dywy + Bwy + ediwy = —Audufy, (z,t) ER xR e A = £1,

ws(x,0) = up(x), r eR.

Aplicando a transformada de Fourier e suas propriedades obtemos

D3 (,1) + (—87i€% + 16m4€%e) Wa(€,t) = —M2uh(€)  (6.1) ER X RY e \ = £1,
wy(&,0) = up(§) € S(R), £eR
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Fixando £ € R o problema anterior é uma E.D.O de primeira ordem como funcao de ¢, entao
obtemos sua solugao explicita, dada por
/\ 1 — fe(&)t —
Te,0) = G(E)e O+ 3 (L ) e
f(€)
onde f.(&) = 8w3&3 (i — 27&e).

Assim, usando a transformada de Fourier inversa podemos escrever

wa(x, t;€) = (Hi(- 1) * uo(-)) (2) + A(Ha(- ) * ugug(-)) (2),
1 — efe(O)t

onde f‘f:(f,t) = /-t E(f,t) = NAGHE = g:(§,1).

Como g.(&,t), /=) € LY(R;) tem-se que H,(x,t) e Hy(x,t) sdo continuas em relagio a
z. Além disso, como ug € S(R) temos que Hi(-,t) * up(-) e Ho(-,t) * uduy(-) sao C™ com
relacao a variavel x.

Faremos a prova para a continuidade de wsq(z,t;¢) como fun¢ado do tempo ¢, para o
primeiro termo de wy(z,t;€) fixando 7' > 0, considere uma sequéncia (t1);>, em [0, 7] con-

vergindo para ty, entao temos

+00 +oo _ o fe(©)tk )
k—oo

Usando o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos que I4(z,t,) — I1(z, o).
Do mesmo modo prova-se que para cada T' > 0 wq(z,t;¢) € C’°°([O, T); S).

Logo, suponha existe w,_1 € COO([O, —i—oo);S). Fazendo um processo andlogo ao caso
n=2, existe w, € C*°([0,7);S), para cada T > 0.

2.2.2 Estimativa para a norma H? da solugoées num intervalo de
tempo dependendo de ¢
Nesta secao provaremos que a sequéncia construida no processo iterativo ¢ limitada no espago
1 1
C([0,T(¢)];S). Primeiro, usando (L.12) temos [|d,wl|;» < [|0?w]|2,||w||2,, e por defini¢ao
2 2 2 3 2
lwlize + 107wl < llwlliye < 5 (lwllke + 107wl 2) -

~Y

Assim, temos a seguinte equivaléncia |[wl|?,, = [Jw||%, + [|02w|%..

Observacao 2.1. Uma mesma constante C' denotard varias constantes que podem ser dife-
rentes durante as estimacoes realizadas. No entanto, quando o crescimento ou dependéncia
de certas constantes com rela¢ao a parametros seja importante faremos a distingdo corres-

pondente.
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Multiplicando por w, temos
(2.9) Wy Opwy, + W, 02w, + ew,Oiw, = —AMww? | Opwy,_1.
Por outro lado, derivando duas vezes temos
(2.10) D20pwy, + 00w, + ew, = —NI2 [w_10pwy_1]
logo, multiplicando por d%w, temos
(2.11) Dowy, [020pwy, + 0w, + 0w, ] = —APw, 02 [wi_ 0yw,—1] -

Somando (2.9)) com (2.11]) e integrando obtemos

1 d —+0oo “+o00
5%”@071”?:]2 + 8|\5§wn||i2 = —e’;‘/ (8§wn)2dx - >\/ (wn + Oywy) Wi Opwy—1 d,
donde
1d 2 4 2 2 2 4 2
5%”“&1”1{2 + 5||aan||L2 < 5||aan||L2 + (HwnHL? + ”aa:wnHL?) Hwn—laan—l”p

1

2
2€Hw121—18wwn71HL2-

< ellwall o +ellOfwnl 72 +
Logo, usando (|1.12)) obtemos

2
||w72z—1aan—1||L2 < ||wn—1||io”azwn—1||i2 < 4||wn—1||§127

entao L d )
2 2 6
5 ol < elwnl + 2 a1 5,
2 2
agora, tomando C. = max<e,— » = o obtemos
€
1d 2 2 6
(2.12) 5 llunle < (Tl + -l ).

Afirmacgao 2.2.1. Eziste T) = T1(¢) > 0 tal que
(2'13) “wnHJQLI? < 2”“0”?127 Vi e [07T1]> n>2

Demonstragao. Integrando em ([2.12)) temos

4 [t 4 [t 6 2
ot < 2 [ s elids + 2 [ lonoatsic) i ds + ol
0 0
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Agora, usaremos indugao. Para o caso n = 2 temos
2 4 [ 2 4 6 2
lwa (s ts e[z < 2 | llwa (e, 55 [z ds + ZJuoll g2t + [|uollzye-
0

Considere 0 < Ty < , entao

64 o772

4 [t 3

2 2 2

Juate )l < 2 [ a2 ds + 5 ol
0

Aplicando o lema de Gronwall temos

3 4
(1) e < G luolae™

4
logo considere 0 < Ti(g) = min {To, Z In (§> }, entio [Jwy(-.t;€)|52 < 2||uol/32, para cada
0<t<T.

Suponhamos a hipdtese é valida para (n — 1), isto é,
[wn_1(-, ;)13 < 2|Juol|3p,  para todo 0 < t < Ti(e).

Agora, de (2.12)) e usando a hipétese indutiva

4 4 [t
2 2 2 2
fint: M < 2 [ ool ds 2 [ aneacsie) s ds + ol

4 (1 32
<2 [ w52 ds + ol at + ol
0

Usaremos o seguinte fato 77 < Ty < , entao

64{| ol 72
2 4 [ 2 3 2
lwa(stsellge < — [ llwel, si€)llg= ds + Slluollge.
€Jo
Aplicando o lema de Gronwall temos
3 4
2 9 4
a9l < Sluolae?,

4
logo, para t < T < Zln <§>, entao ||wn(-,t;5)||§{2 < 2||u0(-)||§12.

Isto verifica nossa afirmacao. m

A préxima afirmacao nos dé a limitacao uniforme das derivadas de w, em L? no mesmo

intervalo de tempo obtido na Afirmacao [2.2.1]
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Afirmagao 2.2.2. Seja | < 3,1 € N. Eziste uma constante positiva C(e,l) tal que para todo
0 <t <Ti(e) e qualquer n € N tem-se

(2.14) 18w, |72 < Cle, ).
Demonstragao. Derivando [ vezes em ([2.8)) temos
(2.15) Loyw, + 5w, + €0l w, = =N [wl_10pw,1] .

Multiplicando (2.15)) por dLw, e integrando obtemos

1d [+
2dt | ..

+oo
(6iwn)2dx + e]| 02w, = —)\/ Qw0 [wi_ 1 0,w,—1] d,

—00

usando integracao por partes e ([1.9)) temos

+o0o
(2.16) 12 / (0 wn) dz + |0 2w s §5||8lj2wn||;+éﬂai_2 [w?_ 1 Bywn] |

2dt | L
_1d [t 2 | 2
entdo o - . (bw,) da < E”&i ? [wk_0ywn]]]},, onde

8;’2 [wi_laan,l]

L2

1-2

-2k (, 2 k+1
E Cr0, (wr_y) 05w,y
k=0

L2
-2 1—2—k
= ch( > cjvka;*’f-ﬂwn_la;wn_l) O,y
k=0 j=0 L2
p—1 p—1—k
G Y S 2 ; 2 2
<Y Ciullor w03 wn | [ 105 w2
k=0 j=0

Usando inducao e aplicando o lema de Gronwall obtemos para cada 0 < t < T} que
[@wn (-, 8)]172 < Ce.). 0

Afirmagao 2.2.3. Eziste T» = Ty(e) € (0,T1(¢)) tal que para cada m, n € N temos a
sequinte estimativa
400
(2.17) sup / ¥ w2 (2, t)dr < C(m,e),
0<t<T> J -0

onde C(m,€) é uma constante independente de n.

Demonstra¢ao. Podemos assumir m > 2, pois o caso m = 1 é trabalhado de forma anéloga.

Fazendo integracao por partes obtemos,

1d [T
ST r*Mw?dr + 5/

—0o0

“+00

" ((9§wn)2dx = Z P,
i
onde P; pode ser das seguintes formas
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+00 +oo
o P = C/ me_kwnﬁiwn dx ou P, = C’/ me_kawnafcwn dx,

e} [e.e]

+0o0
oszC/ mel’glwndm

o

+oo w3
o Py = C’/ :r2m"7718an dz,

onde k, 1 =0,1,2.
Usando ({2.8)) obtemos

+oo
/ $2mwidx:1'1—|—[2+13,

onde
—+o00o
2m 3
I = —/ " w,, 0ow,, dx,

oo

“+00
I, = —5/ xzmwnﬁiwn dx,

o)

400
I3:—/\/ 2w, w 10wy, dz.

—00

Podemos escrever I; da seguinte forma

“+o0o +oo
I, = 2m/ 2m= 1wn8§wn dx +/ x2m8an8§wn dx .

Py (k=1,1=2) Py (k=0,1=2)
Analogamente temos
+o0 9 +oo
I, =— 5/ " (2w, dx — (4m® — Qm)s/ 2" 2w, 02w, dr —
Py (k=2,1=2)

—+o00
— 4m5/ 210w, 02w, dz,

N m J/
Py (k=1,1=2)
e
—+o00 3 +oo w3 .
I3 =2 \m Yn-1 ——w, dx + \ 2221 w, da
s 3 3
S/ NG _w S
Ps

Agora veremos estimativas para algumas das integrais que aparecem acima. As outras que

restarao, podem ser tratadas analogamente. Usaremos a seguinte desigualdade
(2.18) 2™ < £2%™ + Cler,m), m' < 2m
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Estimativa para [;:

o0

2m—1 2 m 02 m—1

’2m/ T Wy, 0wy, dz §2me 8anHL2Hx wnHL2
—00

€ m 92 2 m2 m—1 2

£ a2y + "

IN

2 +00
< %meazwn“iz+m?[(51/_ ¥ w? dx + C(e,m),

[e.9]

onde pela desigualdade (2.18) temos

+00 +oo oo
/ o?" 2wl dr < g / ¥ w? dx + C(e1, m) / w? dx.

[e.9] —00

Além disso, estamos considerando €; apropriado e K suficientemente grande tal que

2 oo
w/ w?dz < C(e,m).

—00
Para o outro termo de I; o procedimento é analogo.

Estimativa para [:

+oo
’ —2m(2m — 1)8/ 2" 2w, 02w, dx| < (4m® — 2m)e||a" 02w, || 1o ]| 2" 2w, Lo
< —[lamdRun} + Km*(2m = 1) e 2w 4
+o0o
< %meﬁgwn“iz + C’/_OO o*"w? dx + C(e, m),

onde pela desigualdade (2.18) temos

+o0 +o00 +o00
/ "t de < g / 2?2 dx + C(ey,m) / w? dz.

oo —0oQ —0o0
Além disso, estamos considerando €; apropriado e K suficientemente grande tal que

—+o00
Km?*(2m — 1)2881/ w? dr < C(e,m).

— 0o
Para o outro termo de I, o procedimento é analogo.

Estimativa para [3:

2m
m m—1, 3
< [l wal] ol 0 e

+o00 w3
1 Wy
’2)\771/ a2ty de

o0

m 2 m 2
m m—1, 3
< gllamwnl[e + S e i

+oo
< Cl + 02/ iL‘2m (wi_l + ’LU?L) dﬂi’,

—00
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Para o outro termo de I3 o procedimento é andlogo. Finalmente,

“+o0o
:L’Qmwi dr < C(g’m> {1 —I—/ rZm (wifl + wi) dx| .

—00

1d [t

2.1 st
(2.19) 2dt | ..

Aplicando o lema de Gronwall e indugao concluimos andlogo a Afirmagao (2.2.2) que
existe Ty = Tr(g) € (0,T()) tal que

+o0
sup / 2?2 (x, t)dr < C(m,e).

0<t<T> J -0

2.2.3 Existéncia e Unicidade da solugao local

Assim, até agora temos

sup ||3:k8lan(-,t; 2 < Cry, VEk, €N
[0,T%(¢)]

Equivalentemente por (1.7]) temos

sup sup |zF0bw, (z,t;€)| < Cry, Yk, I € Ny.
[0,T2(e)] zeR
De acordo com (2.8) concluimos que d,w,(z,t;¢) € S(R), para cada 0 < t < Ty(e) e ainda
obtemos que

sup ||2F0kw, (- t;€)| 2 < Myy, Yk, 1 € Ny,
[0,T2(e)]

equivalentemente temos

(2.20) sup sup |zF0w, (z,t;€)| < My,  k,1 € Ny.
[0,T2(e)] zeR

De (2.20) podemos concluir que a familia w; = (wn(z,t;¢))

propriedades:

., Verifica as seguintes

e ¢ continua em [0, T5(¢)],
e uniformemente limitado em [0, T5(¢)].

Pelo teorema de Arzela Ascoli podemos concluir que existe

(2.21) w(z,t;¢) € C([0, Ta(e)]; S(R)).
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Agora provaremos que existe w(z,t;¢) tal que w, — w em L?. Com efeito para cada
0 < e < 1 usando (2.21)) temos que
(2.22)
Onw(x, t;e) + Bw(x, t;e) + edtw(z, t;e) = = w?(x, t;e)0w(z, t;€), (z,t) € R xR e A = +1,
w(z,0;¢) = up(x), r € R.
Seja [0,7*(¢)] o intervalo maximal da solugao. Provaremos que T*(¢) = +oo, para isto
vamos obter na proxima segao estimativas a priori em C([O, T];S) para qualquer intervalo
[0, T de existéncia da solugao.

Além disso, também a seguinte estimativa é satisfeita.

1d +o00 ) +o0 ) )
(2.23) ST g, dx < Cg/ (92_, + g2] dx,
—0oQ —0o0
onde g, = w, — w,_1. De fato, partindo de (2.8)) temos
(2.24) Opwy, + 02w, + ediw, = —Mw?_ 0w,y
(2.25) Opwn_1 + 0w, + 58§wn,1 = w2 0wy o

subtraindo (2.25)) de (2.24) temos

(2.26) Orgn + O2gn +€02g, = —\ [wi_laan,l — wi_ﬁan,g] )

Multiplicando ([2.26)) por g, = w, — w,_1, e integrando obtemos

1d +o0 ) 400 ) 9 +o0 ) ) )
ST g,, dv + 5/ (02g,) dx = —)\/ gn[(w2_y —wl_y) Opwn—y + W) _3059,-1]da.

Onde usando as seguintes estimativas verificamos (2.23)

+00 +o0
_A/ dn (wi_l - w727,_2) aan_ldl’ - _>\/ 9n (wn—l + wn—?) gn—la:cwn—ldl‘

oo —00
< lwnr + w2l N0rwnall o llgn-1ll 2 [l gnll 2

2 2
< Ci (lgn-1llz2 + llgnllz2) -

+00 +oo Foo
—)\/ gnwi_QéL;gn_l de = )\/ Whn—2 Gn—1 GnOpWy_o dx + )\/ Jn_1 wi_28$gn dx

o —0o0 — 00

2
< Cillgnallpllgnll 2 + llwn—2llS Nl gn-1ll 2O gnll 2

2 2 1 1
<G (||gn—1||L2 + ||gn||Lz> + Collgn-11l £2l1029al17 2 (19017

Gy
2

N———

2¢ 2 C
< & (lgol + gl ) + 22 (gl + 21020015 + Lllgul2
CQ 8¢
2
< ce(rrgnluiz n Hgn!liz) T e[l 2.

27



Portanto, a sequéncia (wn(:v, t; 5))n>1 ¢ de Cauchy em L?, assim, converge para uma funcao
w(z,t,€) no espago L2 B

Nosso objetivo agora é provar que a convergéncia anterior é satisfeita no espaco C’([O, T(e)]; L2) ,
onde T'(g) € (0, T»(¢)] é suficientemente pequeno. Para isto, basta provar a continuidade de w
em C([0,T(¢)}; S). Considere uma sequéncia (t;),5; C [0, ()] tal que t;, — to em [0, T(e)],

agora usando desigualdade triangular temos

||w('>tk) - w("tO)HL? < ||w('7tk) - wN("tk)||L2+||wn('vtk) - wn('>t0)||L2+||wn('>t0) - w('>t0)||L2'

Notemos que no 1° e 3° termo vamos usar que w, — w em L?. J4 no segundo vamos
a usar o fato que w, € C([0,7(¢)];S). Logo, concluimos que w € C([0,T(e)]; L?). Assim,
usando que a sequéncia (wy,),,-, converge para w(r, t; €) no espaco C([O, T(e)); L2) e ¢ limitada
em S(R) obtemos a convergéncia no espago C([0,7'(¢)];S). Finalmente tomando limite em
quando n — oo obtemos a existéncia de solucao local do problema no espaco
C([0,T(e)]; S).

Para provar a unicidade desta solu¢do suponha a existéncia de duas solugoes wy(x,t,¢)
e wo(z,t,€) no espago C([O,T];S), para algum 7" > 0. Consideremos w = w; — wy, entao
existe uma constante C'(¢) > 0 que nao depende de x € R nem de t € [0, T] satisfazendo

+o00
w?(x,t,e)dr < C(e)/ w?(x,t,¢)dw.

—00

d [T

2.27 —
(2.27) i)

De fato, é simples verificar usando ([2.3) que

1 d “+o00 400 9 “+00 o0
w?dr + 8/ (&%w) dxr = —A/ ww%&rwl dx + /\/ ww%@xwg dx.

+00 too
Fazendo integracao por partes temos —)\/ ww?dyw, dr = —/ wid,w dr, também
—+00 +_ogo >
analogamente \ / ww%@xwg dr = —3 / w%&rw dx, entao
—00 —00

+00 +00 +oo

1
< S lhwt + wiws + wil w20l

C

1 1
< S lwll 2182wl EllwlE

C? 1
< gl\wHiz + §II0§w||LzI|wI|L2
02 2 2 2 2
< ol + ellgullis + ol
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1d [T

Cancelando os termos semelhantes temos o7 w?dr < C(e)||lw||%2. Logo integrando
obtemos B

t
(2.28) lw(-, 8 €)l[72 < 20(8)/ [[w(-, s:)|[72ds.

0

Aplicando o lema de Gronwall em (2.28) concluimos que w = 0, isto é, w; = wy. Assim,
temos provada a unicidade da solugao local do problema (2.3)).

2.3 Estimativas a priori para a solucao do problema
Agora vamos provar algumas estimativas, as quais sao uniformes com respeito a € € (0, 1],
para solugoes do problema .
Lema 2.1. Para T > 0 seja w(z,t;¢) € C“([O,T];S) solugao de (2.3)), entdo:

i) [Jw(-,t;€)|| ;2 € uma fungdo decrescente de argumento t > 0.

ii) Para cada T >0, 0 < e < 1. Seja Ry > 0 tal que |w(-,0;¢)||gr < Ry. Entao, existe
Ry > 0 tal que para cada 0 <t <T

||'LU(, t, E)HHI < RQ.

Demonstracao. Denotemos

1

o0 = a9l ={ [ wteticgan |

o0

i) Observe que basta provar que g'(t) < 0. De fato, se w ¢é solugao de (2.3)) temos

“+oo
(2.29) %Hw(-,t;s)HL2 = —6/ (3§w(m,t;5))2dx.

De fato, multiplicando por w em (2.3)) temos
1 2 3 3 4
58,5 w? | + Aw’d,w + wi,w + cwd,w = 0,

integrando com respeito a variavel espacial

1d [+ oo oo e
ST w?(z,t;e)dr = —)\/ w?Opw dx — / wdw dr — 5/ wdtw de.

—00 o0 —0o0
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+oo +oo

Verifica-se integrando por partes que / w3d,wdr = 0, / wolwdr = 0, e

— 00 —0o0

+o0 +o0
também —8/ wotwdr = —8/ (8%w)2dx <0.

[e.9] —00

Assim ¢'(t) < 0. A primeira parte do lema estd provado.

Agora provaremos a segunda parte do lema. Derivando temos

(2.30) 00w + A\, (w*O,w) + 0w + edow = 0,

Multiplicando por J,w obtemos

(2.31) O, w0, 0w + N0y w [2111((’396111)2 + w*d2w] + G,wiw + 0w w = 0.

Por outro lado, multiplicando ({2.3|) por )\“’?3 temos

3 5 3 3
(2.32) A%&tw + %&cw + A%&i’w + As%a;;w ~0.

Subtraindo (2.32)) de (2.31]) e integrando obtemos

+oo 1 5 UJ4 +o0o 3
/ Oy é(amw) - /\E dx + 2/\/ w(0,w) dx +

—00 —00

“+00 400 w3 +oo
(2.33) —l—)\/ w? 0w 02w dx — )\/ ?@i’w dx + / Dpw Ojw dx —

+0o0 w? +o0 o0 3
—/ ?axw dx + 5/ Opw 02w dx — )\s/ ?Qﬂgw dz = 0.

[ee) —00

Usando integracao por partes em (2.33)) temos que

+o00 +oo +o0o w3
2)\/ w(d,w)’dr + )\/ w? O, wdwdr — )\/ ?(?iwdx =0,

—0o0 — 00 —00

+00 +00 w5
e / Opw Otw dx = 0, / ?@w dr = 0, ocorrem. Também

[e.e] —00

+oo +oo 9
5/ Opw OPw da:ze/ (Pw) d,

o0 —00

Foo 3 +oo .
—)\5/ ?%w dr = )\5/ w?O,wdw d.
Logo
1d +oo +o0 d +o0 )4
ST / (&Tw)de =— 5/ (8§w)2dx + AE % dr—
(2.34) - e o
— )\5/ w?Opw 2w dz.
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Afirmacao 2.3.1. A sequinte desigualdade € satisfeita

+oo
I= —)\5/ w2 dw Pwdr < C + |07

o0

Demonstragao. Usando (1.12) temos
54 1 2 a1

(2.35) lwllo < Crllwliz2l0zwlize e |0zwl . < Collwl|Zal|7wll 72,
entao,

+oo

1< 5/ |w28ww 8;2’111‘ dx
—00
< efw*dpw|| g2 | 0wl 12

“+o0o
Agora, note que ||w2d,w|, = / w(8,w) dr < ||wl|L || 8ww]|7,. Logo,

—00

2
lw*0zw] 2 < [lwllS N1 0awll -

Usando (2.35)) e (1.1 temos
2
I < ellwllS Nl 0aw]l pallOZw]l 2
5 1 2 1
< C|wllz. 107wl 22 Collwl| 7. 07w 2. 107wl 2

T 14141
— eC||wl||Z, | §Pwl]|; 42

Cl 1—78 9 2

< O+ )| @Pw|3a.

Usando a Afirmacao provada, temos de ([2.34))

1d +oo +oo 4

S (Oyw)?dz < A~ Y dr+C

dt J_ 12

oo

Além disso, sabemos que existe uma constante positiva Cs tal que
4

(2.36) A5 < G (w4 ).
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Por outro lado, usando ([1.12)) temos Hw||i4 < Cyllw|32]|00w]| - Agora, integrando

(2.36)) obtemos
+0o0 ,w4 400 400
)\/ Edm < (5 (/ widx —i—/ w4dx>

2 4
= Cs (|lwlz> + lwlzs)
2 3
< Cs ([lwlz> + Callwlly: [10zw]l 2)

1
=C+ ZlHaxw”i?

Assim, para todo t € [0,T] tem se

1d

9 d +o0 w4
' il ot , < — :
(2.37) sl nol <2y [ paree

dt

—00

Logo, integrando (2.37) em (0, t)

1 1 +oo .4 t: +oo 4 0:
S0 1) — S0, 0;2) s < )\/ %&’g)dx - )\/ de e

—0o0 o0

1 1
isto é, §||8$w||i2 < Z||8$w||i2 + C(Ry) + CT, donde

|0:w(-, ts€)]72 < C(Ry, T).

]

Lema 2.2. Sejam Ry, T > 0 arbitrdrios, considere Ro(Ry,T) proveniente do Lema .
Para cada Ry > 0 ¢ 0 < € < 1, seja a solugdo de (2.3) w(z,t;e) € C([0,T);S) tal que
|lw(-,0;¢)||;n < Ry e ||w(-,0;¢)| 52 < Rs. Entdo existe Ry > 0 tal que

|lw(-,t;€)|| 2 < Ry, parat € [0,T].

Demonstra¢ao. Partindo de ([2.3) provamos que

1 d +o0 +oo +o0o +oo

ST (8§w)2dzx = —)\/ Pwd? (w?d,w) dr — / O*wdlwdr — — 5/ O*wdlwdx
‘(), g

+00 +oo +oo
= —5/ (0*w) da —2)\/ (8,w)*0%w dx —5)\/ wdw(?w) du .

I I
Logo,
1 d +oo “+oo
(2.38) ST / (8510)2(11’ = —6/ (8§w)2d:£ + I + L.

32



Estimativa para [:
Aplicando a desigualdade de Gagliardo Nirenberg (1.12), estimativas de energia em H' e

as propriedades dos espacgos LP temos

I < 20w’ al|0%w]] 2 = 2|waw] | O]
< 261|020 o |02
< C(Ry)||0%w]|2,.

Afirmacgao 2.3.2. A sequinte igualdade € satisfeita

5 d +00 3 5 +o0 3 3

(e 9]

onde

“+oo
I. = g/\g/ (wQ(agw)z + (9,w)*PPw + 4wd,w O*w 8310) dz.

oo

Demonstragdo. Multiplicando (2.3) por —2 w?d,w temos
5}
(2.40) - 6)@028310 (atw + M O,w + 0w + 5(’9§w> = 0.
Por outro lado, derivando ([2.3)) duas vezes e depois multiplicando por —%)\wg obtemos
5. w? 5w? 5. w? 5. w?
2.41 — A—=—0%0w — =—0? (W?O,w) — A—0w — =Ae—0%w = 0.
(2.41) 5 00 — 550 (o) = GATsOiw = Gaesr O
Assim, ao somar ([2.40)) e (2.41)) obtemos
5 d +o0 U/3 5 /+oo wS

0w dr — =~
W ax 6 3

400
83% [wQ&Ew} dz —%/ w‘@iw@zw dx

—0o0

67dt | 3

—0o0
J/

-~
=0

5 +oo ,,3 5 o0 _
——)\/ %8210 dr — 6)\/ w?Pwdiw dr 4+ 1. =0,

6 —00 o
onde
_ 5 +o0 5 +oo 3

(2.42) I. = ——)\8/ w?Pwdtw dx — —)\5/ w—@gw dzx.

6 oo 6 o 3
Usando integragao por partes chegamos a

5 [T 5 [T 3
(2.43) - 6/ w*OPwi,w dr = g/ w*(0,w)’dx,

+oo

5 3
também temos ~5 / %aﬁ (w?d,w) = 0. Além disso,

—00

33



+oo .3 +o0
_§/\/ w_g)iw do = §,\/ w? 0w Otw da
6 3 6 J_ o

—00

5 +o0 N 1
(2.44) = —gx\/ w(O,w) 02w dr — 612

+o00
— g)\ /_ (Opw)*Pw da — 212.

o0

Por outro lado temos N .
5 oo
——/\/ w? 0w Ow dv = —612.

6 Jow
Somando (2.43)) e (2.44) obtemos
400 3 +o0 +o0
—§)\/ w—@iw dx — §)\/ w? 02w OPw dr = §)\/ (8,w)*0%w dx — I,

6"/ . 3 6" ) 37

logo
5 d +oo , .3 +oo _
_EAE %Bﬁw dx + g / (W (0pw)” + A(Opw)*O2w) da + T, = I.

Fazendo integragao por partes em ([2.42)) temos

5 i 292, 94 5 i 2,, 93 2(93,,)2
—6)\6 w0;w d,wdxr = 6)\5 (Qw@xw Pow dw + w? (Fw) ) dx.
Analogamente
5 +o0 .3 5 +oo
—6)\5/_00 %@?wdx = 6)\6 /_OO wzaxwaiwdx
5 Hoo 4 2 292
=—-)Xe o,w| 2w(O,w)” +w o w |dx
6 /o
o e 303 2. 93 202 o4
= 6)\5 2(0,w)” 0w + 6w O, w Oyw Oyw — w0 w Jyw |dx.
Assim,
7 5 e 2(93,,)2 393 2, 93
I. = 5)‘5 <w (O2w)” + (Opw) 2w + 4w Oyw Dow wa) dr = I..

Agora faremos algumas estimativas para os termos de ([2.39)). Usando ((1.12)) temos
5 1
10zw]l s < Clldwl| 32 107wl 72

2 1
10sw]] 6 < Cll0zw| s [|05w]]7,
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entao

g/:o (w%@xw)?’ + A(ﬁxw)?)@iw) dz < g{ilwniuaxwuig + ||(8xw>3||m||0§wllm}
< SRl N0kl b + 2ol 1620l
< 203335\@5@0”; 4 gRSH(?iniz
<C)+ Cgllfﬁﬂf“i%

Afirmacgao 2.3.3. A sequinte desigualdade € satisfeita
I < e]|dtwl[;z + C(Ry).
Demonstracao. Fazendo integracao por partes obtemos

+o0 +o0
g)\e/ w? (82w)2d95 = —g)\a/ 02w (Qw&pw Dw + w28§w) dx,

+oo +00
gka/ (O,w)*Pw de = —g)\a/ w (2&,311) 02w 2w + (8Iw)28§w) dz,
entao
5 oo 5 oo 2
I. = _5)\8/ w? 0w dx — 5)‘5/ (0,w)°Otw dr,
assim
5 1 5 2 4
. e = 5 00 L2 T 2 o T 2 - 2.
(2.45) L < seflwll w210z wll e + Zel|(aw)”| 210w

Onde é facil ver que H(@Cw)zHL2 = ||0,w][34, e usando (T.12) temos
5 o1
10sw]l s < CllOzwl & |wll 3.

Seguindo de ([2.45)), aplicando o Lema (2.1]) e ([1.1)) obtemos

5 5 5 11
L < SeRgI0tul,s + SeChotul alobul )
5 3e 2 > 5 T nE
< 3 (Slotull + Z0t) + Soetorilf v}

g 9
< Slkwlze + Ca(Ry) + Sl10fw] 7 + CoRe)

= ef|dfw|jz + C(Ry).
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Afirmacao 2.3.4. A sequinte desigualdade € satisfeita

5 +oo 3 1
hwt)= oA [ S dwds <+ okl

—00

Demonstragao. De fato, usando ((1.12)) obtemos
o 3
Iy(w, 1) < elwlle 07wl 2
< O)|dpw]| pel|wl 72 02wl 2
. 1
< CRYloRul,e < © (e ltull + O R)

1
= O+ 110wl

Logo,

d
_13(w7 t)

1d 2 2
5@”@%“’\&2 < C1 + Col|Q2wl| 72 + 7

entao integrando em (0,¢) temos

1 1 !
Sz t:e)[ e = 10w (-, 0:e)llp. < © / |02w(-, s:€)ll72 ds + +Ia(w, 1) = y(w, 0) + Cit,
0

t
assim, [|82w(-, t;€)|7, < C’/ 02w(-, s; €)||iz ds+ C(Ry, R3,T). Portanto aplicando o Lema
0
de Gronwall obtemos
02w t:€) 2 < Ra= RalRs, T).

[]

Lema 2.3. Seja T > 0 tal que para 0 < & < 1 fizado, w(z,t;¢) € C([0,T];S) € solugdo de
(2.3). Entao para cada inteiro | > 2 existe C'(1,T) > 0 satisfazendo

|0Lw (-t :e)||,. <O, T), parat e [0,T).

Demonstracdao. Provaremos o Lema usando inducao. O caso [ = 2 é satisfeito pelo Lema
(2.2)). Agora suponha a estimativa é satisfeita para 2 <[ < r, isto é,

(2.46) 10k w(-,t;e)||. < C(I,T), para2<Il<r.

Considere [ = r + 1, partindo de ({2.3]) obtemos

1 d —+00
§E||a;+lw||i2 = —eflar P w, — A o [w*o,w] 0L w da

—00

1 +o0 2
< —elor ol +cloule + - [ (o7 W] ) as
€ —00

36



onde

ot (w?d,w)

r—1
DG (w?) 0w
k=0

L2

L2
r—1 r—1—k
- [Zaf S cnortramor
k=0 j=0
r—1r—1—k
<> CrCiall0n = wl| 02wl | 105wl | 2
k=0 ;=0
r—1r—1—k
<C 10, 7wl 107wl g 10 ]
k=0 j=0
Usando (|2.46)) concluimos a prova. O]

Lema 2.4. Sejam T > 0 tal que para cada 0 < € < 1 fizado w(z,t;e) € C([0,T];S) ¢
solugdo de ([2.3)). Entao para cada inteiro m > 0 existe C(m) > 0 satisfazendo

+o00
/ 2*"w? (z,t;e)dr < C(m), parat € [0,T).

o

Demonstracao. Antes de provar o Lema, provaremos uma desigualdade que serd importante

na demostracao.

Afirmagao 2.3.5. Sejam [ =0,1,2; m € N, en =1, 2. Entao existe C > 0 e um inteiro

positivo r tal que para cada u € S(R) temos

(2.47) /_:o 2 <dr;l;(f)>2dx <C {||u|

Demonstragao. Aplicando ([1.12)) e considerando a € Z, n = 1,2 e r > 2 inteiro temos a

“+oo

ip. + ||u||i,2 —|—/ meu2(:1:)dq:} .

—00

seguinte estimativa,

d™u -z dru|”
- < Crllull e, -
‘ dxm L2(aat1) r L2(a,a+1) dx’ L2(aat1)
-z drul|™ n
< Cyllul| 2/ —_— + |ul| 7 )
=l HLQ(MH) (‘ dx” L2(a,a+1) | ”L2(a7a+1)>

Logo, no termo a esquerda em (2.47)) ¢é igual a

2

Foo dru 2 ! dmu\ 2 - Ry s dmu\ 2
2m—I 2m—I 2m—I
S8 = 28 g D 2 d.

k=—o0
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Usando para x € (k,k+ 1) com k € Z\{0,1} as seguintes estimativas

< [l <2 e |E[Ph < 22mlym

N | —

Entao, temos
2

+o00 — d"u 2d ) o — +oo k2 . k+1 d™u 2d
m—l[ % © < m— o
[ () s e e | 30 e Jwe [ () e

k=—o00

-2

2 = 2m—1 ktl = d"u g n
<o X+ ) ([ wea) (5]
k=—0o k=1 k T L2k k+1)

) -2 +o00 k41 1-2 dru 2 ) -
<l G (X w3 amean) (|5 el
k=—oo k=1 k T L2 (k k1)

) —2 +o0 k+1 d"u 2 )
< llullp + C; Z "’Z / w?MuPdr + ’ dur + HUHL2(k,k+1)
k=—o0 k=1 k L2(k,k+1)
) +o0 k+1 S drull? )
<l G Y4 [ emeanr | T bl |-
oo /K LN L2k k1)
Assim,

o amer(dMu ’ 2 2 i 2m, 2
[l ) de <G flul 4 el + [ amde
. x .

Partindo do fato que w ¢é solucao de (2.3 obtemos

1d +o00o +o00 400
ST M widr = — )\/ 2w 0w dr + 2m/ " wdPwdzx

(2.48) < ©
- m/ 2N Ow) dx — 6/ " wdtw dx.

o0
Agora faremos estimativas para os termos obtidos anteriormente. No primeiro termo

temos

+o0 1
—/\/ 2?"wPO,w dr < |2 w0w|| |2 w]| . < 3 <||xmw23mw||ig + ||xmw||ig> :

— 00
também

m,,2 2 _ e 2m, 4 2 4 e 2m 2
|z w* 0w 7. = " w* (Opw) dx < |lwl| 7" (Oyw) dx

—00 —00

—+00

2 2
< { ol + iy + [

—00

x2mw2dx}
< Gy + Gollamwlf7.
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Portanto,
+00 +oo
(2.49) — )\/ 22" wi0,w dr < Cy + Cg/ 22 wlde.

oo —0o0

Para o segundo termo temos
+o00
2m/ 22" wdPw dr < 2m|2" ORw]| o ||z w]| L

< m (Jlam10ul3 + Jamully:)

onde . .
™ 192w 22 = 22m=2(92w) da < C)+ 0y M de,
T L T
assim,
+o0 +oo
(2.50) 2m/ o?" wdPw dr < C) + 02/ r*™wide.
De ([2.47)) obtemos
+oo +o0
(2.51) - m/ Y Ow) dr < Cy + Cg/ r* M dx.

Analogamente, fazendo duas vezes integragao por partes e procedendo como em (2.49) e

(2.50) obtemos

+o00 +oo
(2.52) I, = —5/ r*Mwdtw de < O + C’g/ 2 wde.
Usando ([2.49)-(2.52) em ([2.48)) temos para t € [0, 7]
1d 2m 2 e 2m, 2
ST, dr < C3+ Cy xMwdr,
entao
+oo +oo +oo
/ ¥ w? (z,t, €)dr < 204/ / 2" w? (z, t 5)d:13—|—203t+/ ¥ w? (z,0; €)dx.
+oo
Portanto, / r*w? doe < C(m,T). O
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2.3.1 Solucao da KdV Modificada em S(R)

Proposigao 2.3. Para cada uy € S(R) e 0 < e < 1. Entdo o problema ({2.3) tem uma tinica

solugao global.

Demonstragao. De fato, seja ug € S(R). Suponha existe 7% > 0 tal que a unica solugao
w(-,t;e) € C([0,T];S) de (2.3), pode-se estender no semi-intervalo de tempo [0,7*) e nao
pode ser estendida numa vizinhamca a direita do ponto t = T™*.

Entao, em virtude da continuidade acima indicada existe lim wu(x,t;¢) = uy(x), enten-
t—T*~

dido no sentido do espago S(R). Assim, considerando o problema de Cauchy
Ou + O3u+ edtu + M0,u =0, (x,t) ERXRT e X\ = +1,
u(z, T*) = uy(z) € S(R), z e R.

Logo, temos solugao local do sistema anterior num intervalo de tempo [T*,T* 4 ), isto é

uma contradi¢ao. Portanto, a solucao pode ser estendida pata todo T™ positivo. O

Usando a Proposicao obteremos o seguinte resultado para o problema (12.2)).
Proposigao 2.4. Seja up € S(R). Entao, existe solugao global para o problema ([2.2)).

Demonstracao. Em vista da Proposicao temos para cada 0 < ¢ < 1 arbitrario solugao
global de
O+ Ou+ edtu + M0,u =0, (x,t) ERXRT e\ =+1,

u(z,0) = ug(x) € S(R), z eR.
Fazendo € — 0 obtemos solugao de
Ou+ Pu+ MPo,u=0, (r,t)ERxRTe)==+1,
u(z,0) =up(x) € S(R), zeR.

A unicidade desta solugao pode ser provada como na Proposicao (12.3)). O

2.4 Solucao do problema em H?

Nesta secao resolveremos o problema de Cauchy para a equagao Korteweg-de Vries modificada
associado a um dado inicial no espaco H?. Lembremos que a equacao Korteweg-de Vries

modificada que procuramos resolver é a seguinte.

O+ BPu+ MPo,u =0, (r,t) eERxRT e\ =41,
u(z,0) = ug(z) € H?, r eR.
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A seguir, faremos a demonstracao do resultado principal deste Capitulo.

Demonstragao. (Teorema [2.1)) A prova deste Teorema sera feita em alguns passos.

2.4.1 Procura de um Candidato

Procuramos um candidato para a solucao do problema no espaco L?.
Seja ug € H? e T > 0 arbitrarios. Considere a sequéncia (ug),,~, C S(R) tal que uf — uo
em H? quando n — oo.

Para cada n € N, denotemos por u,(-,t) € C*°([0,T];S) a solucdo de

Ou+ Pu+ MPo,u=0, (zr,t) e RxRT el =41,
u(z,0) =uj(z) € S(R), zeR.

(2.53)

Sabemos que [[uf]| ;1 < o0, j& que S(R) < H*, entao [|ug ()|, < sup|lug(:)|; < oo. Con-
sideremos RY = Ry (||un]| 1, T) proveniente do Lema Observe que (R3),,-, ¢ limitado,
denotemos por

Ry = sup Ry(||un|| 1, T) = sup Ry > 0.

Analogamente [[u?||,» < R%, denotemos Ry = sup Rj. Entdo, devido ao Lema [2.2] existe
n

Ry = R4(R3) > 0 tal que ||u,]|| 2 < Ry. Assim, para t € (0,T) temos
(2.54) lenC Dl €Fo e Jun(t)l e < R

Portanto, temos a seguinte

Afirmagao 2.4.1. A sequéncia (uy),~, ¢ de Cauchy em C([0,T]; L?)

Demonstragao. Para 0 <t < T, partindo de (2.53)) temos

(2.55) Oy, + 0wy + M2 0pu, = 0,

(2.56) Oty + 2ty + A2, Oyl = 0.

Subtraindo (2.56)) de ([2.55)), depois multiplicando por u, — u,, obtemos

1d oo 9 +o0 ) )

[e.9]

—+o0
[ = ) [ Gt Ot + Bt (0 — )

[e.e]
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onde

+oo +00
—)\/ (U, — Upy) U2 0 (U, — Upy )dT = /\/ U O Uy (U, — um)de
—00 —o0 . 2
< Nl llOstl | = )
+oo
<C(T) / (U, — Uy der,
também
+00 +o0
_)\/ (1t — m)? (1 + i) Dot ez < ([t + 11| |Drtim]| . / (U — )
— 0o oo —0o0
< C(T)/ (U — ) dez,
entao
1d too 2 Foo )
o7 (Un, — um) dx < C(T) (U, — Up,) dx.

Aplicando o Lema de Gronwall temos

+00
/ (tn = ) da < Jlug — |72 2",

o

devido que |lug —u('l|;2 — 0 quando n,m — oo, entdo fazendo n,m — oo obtemos

un(-,t) = wm (-, t)|| ;2 = 0, como queriamos provar. O

Logo a sequéncia (un(~,t)) ¢ de Cauchy em L2, por tanto (un(~,t)) converge no

n>1 n>1

espaco C([0,T]; L?) para uma funcéo u(z, ).

A continuidade ¢ satisfeita, pois se ty — to em [0, 7], entdo

[y ti) =l o)l 2 < flules tr) =un (e ) |2 + lun (- tr) = wn (- o) || 2 + lfun (-5 to) =l to) | 2

2.4.2 Regularidade em H?
Agora, devido a (2.54) temos a seguinte Afirmacao.

Afirmagao 2.4.2. Parat € [0,T] temos:
(257 W) EHAR) e uls bl < R

Demonstracao. De fato, tomando um arbitrario ¢ € [0, 7], devido a (2.54) e Teorema a

sequéncia (un(,t)) ¢ fracamente compacta em H?, ja que H? é reflexivo. Logo contém

n>1

42



uma subsequéncia convergindo fracamente (sem perda de generalidade podemos supor a
mesma sequéncia).

Portanto, aplicando a proposicao temos
w(-, )] 2 < limninf (-, )] 12 < Ra.

Assim, ([2.57)) é provada. H

Analogamente, provaremos que nosso candidato é regular em H'.

Lema 2.5. Para cada T >0, u, — u quando n — oo em C’((O,T); Hl).

Demonstrag¢ao. Seja T > 0 arbitrario fixado, consideremos ¢ € (0,7).

Note que ja temos verificado u, (-, t),u(-,t) € H', logo

sup ||t ;1 < oo, sup ||ul| 1 < oo,
te(0,T) t€(0,T)

Por definicao sabemos que
= ullzn = Nn = ullZz + 10sttn — Qo] 72,

agora, usando Cauchy Schwarz, desigualdade triangular e a Afirmagao anterior

—+oo
|| Opttr, — 8$u||iQ = O (U, — 1) Oy (uy, — u)dx
e N
= _/ (U, — )02 (uy, — u)dx

< un =l e llun = ull e

< 2RyJuy — ul| 2.
Assim, quando n — oo temos ||u, — ul| ;. — 0, além disso, como
[un = ullgn < flun — u”i? + 2Ry|u, — ull 2
< 4?{42 + 2?4?62 < 0.

Logo, sup ||u,(-,t) —u(-,t)||;1 < oo. Para provar a continuidade considere uma sequéncia
te(0,7)
tr — to em [0, 7] e basta usar a seguinte desigualdade.

[l te) = ulsto)ll g <[lul te) = wnl Bl g+ [Jun s tr) = (s to)l| i
+ [[un (-, to) — (- to)|[ -
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Lema 2.6. Para cadaT > 0, sejat € [0,T]. Entdo ||un(-,t) —u(-,t)| 52 = 0 quandon — oo.

Demonstracao. Devido aos argumentos acima, para cada t € R

u, = u em H> quandon — oo.

Além disso, temos a partir de (2.38)) e (2.39) tomando € = 0
1 2 1 2
(2.58) Oz Ollze = 5107un(-, )l = Run),

onde
R(up) = Ri(uy) + Ra(uy),

Ry(uy,) = /Ot /:O {—%(6xun(x, $))*0%u, (x, s) + gui(% $)(Optn (2, s))3} dxds,

bt

Ro(un) = 22 / :O{ui(x,t)(ﬁxun(x,t))z _ ui(x,O)(@xun(x,O))Q}dx.

Queremos provar que R(u,) tende para R(u) quando n — co. Para Rs(u,) o passagem para

o limite é valido em vista da seguinte desigualdade.

+oo 1 +o00
/ {Ui@mun)Q — u2(3xu)2}dx = —g/ {ui@iun — u?’ﬁiu}da:

oo
—cf {us (02u, — %) + OPu (u — u?) }dx

n—oo

< Cillun — ull g + Colltn — ull g =3 0.

Analogamente,

/_+°° {ui(l’, 0)(Dpttn(,0))? — u?(z, 0)(dyu(z, 0))2}dx novg )

o0

Para os termos de R;(u,) usando
t +oo
/ / {(&Eun(x, )2 0%un(x, 5) — (Opul(z, 5))0u(z, s)}dx ds
0 —00
t “+o00
— / / {(ﬁun [(axun)?’ - (8,;21)3} + (9,u)? (2w, — O2u) }dw ds
0 —00
t +00
- / / {éﬁun [((’35,;%)3 — (axu)?’} — 3(0,u)* 0P (Dgty, — Dyur) }dm ds
0 J—-oo

t
S/O {01||8§un(-78)||mllun—U|IH1 + Cllu, 5) |32 lun _UHHl}d‘S

n—oo

< C sup ||u, —ul|fnt — 0.
s€(0,t)
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Analogamente para o outro termo de Ry (uy,), concluimos que R(u,) — R(u) quando n — oo.

Lembrando que ufl — up em H? quando n — 0o, como

1 2 1 2
R ) = 21020, O) s = ().

entao
L o2un (- )2 < Timinf 2 [02un(-, )|
9!~z n\» L2 = nooo 21T n\ L2
1. . 2 ..
= 3 h}gg}f 102, (-, 0)]| 72 + h}gg}f R(uy,)
1 2
(2.59) = §||6§u('70>||L2+R(U)'

Agora, observemos que as consideragoes acima continuam validas no seguinte problema,
fixando ¢
Ohw + OBw + Mw?0,w =0, (r,t) ERxRF e = +£1,

w(x,t) =u(zr,t) € S(R), zeR.
Consideremos uma sequéncia arbitraria (wg),, C S(R), tal que wg(-) — u(-,t) em H?.

Entao denotemos por w,(-, s) a solu¢ao de

dw + Pw + Mw*d,w =0, (r,t) ERxRT e\ ==+1,
w(z,t) =wi(z) e SR), zeR.

Onde wy,(-, s) € C((0,T);8), e observe que wy(-,t) = wi(-). Como antes wy(-, s) — u(-, s)
em C((0,7); H'), além disso, para s € R fixado, w,(-, s) = u(-, s) em H*(R).

Dado que wy,(-,t) = wi(-) — u(-,t) em H?(R), entao
1 2 1. . 2
LI, 0)5, < 3 tminf |02, (- 0)]]

R T 2 ) 2 R T
= zhgng@an( N higgolfR(un)

1 2
(2.60) = Sl0zu( Dl — R(w).
Agora, de (2.59) e (2.60)) concluimos que
1 2 1 2
(2.61) L2 1) = 5132uC, 0)[3 + Ru).

Tomando limite em (2.58))
. 1 2 1 2
i (S0l ) = 10200 + G
1 2
= Lot ol
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Finalmente, temos wu, (-, ) — u(-,t) em H? e ||uy(-, )|z — ||u(-,t)|| 2, portanto u,(-,t) —

u(-,t) em H?, como querfamos provar. ]

2.4.3 Continuidade do candidato em H?
Lema 2.7. Para cada T >0, u € C((0,T); H?).
Demonstragao. De ([2.61)) temos
1, > 1, )
SIdzu( )12 = Sl10zul-, )12 + R(w).
Afirmagao 2.4.3. ||02u(-,t)|| 2 € continua como fungao de t.

Demonstragao. Observe que basta provar R(u(-,t)) é continua como fungao de t. Lembrando
que R(u) = Ry(u) + Ry(u), onde

Ry(u(-t)) = /0 t / :O {—%(@Cu(x, $))*0%u(z, s) + gu?’(w, $)(Dpu(z, 3))3} dzds,

+o00
Rg(u(-,t)) = g)\/ {uQ(x,t)(axu(x,t))2 - ug(x,O)(ﬁxu(x,O))Q}dx.

o0

Para R;(-,t) considere t1,ty € [T, T]

Ry(u( 1)) — Ry (us ) = /: /_ :O {%(&Eu)g@iu + gug(axu)g}dx ds

to
2 3 2
S/ {ClllamUHoollaa:UIle|I3§UHL2+02HUIloollaa:UHoo||3mUIILz}ds
t1

[3)
</ {Olnunip n cznun?qz}ds
t1

< Clty — tal.

Assim, Ry (u(-,t)) é continua como funcao de ¢.

Para provar a continuidade de Ry (u(:,t)), consideremos uma sequéncia (tx),~, contida em
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[0, 7] tal que tx, — to quando k — oo, logo

/+OO {“2(x>tk>(axu($:tk))2 — u?(z, o) (Dypul(z, to))Q}dm

—00

= /+Oo {UQ(:v,tk) [(Osu(z,1))” = (Brule, t0))’] }dﬂf

—00

+00
—/ (c%u(x,tg))Q [u2(x,tk) — u2(x,t0)] }dx
< ullZ10:u(, te) — Ouul-,to) | 2 10zl 1) + Opu(-, to) | 2 +
Fluls k) — s to) gl ) + - to) || g 1000 (-, o) 72

< Cillu( te) = ulsto)ll g + Collul te) = ul- to) |-

Dado que, u(-,t) € C’((O,T); Hl), o ultimo termo na desigualdade anterior tende a zero,

quando k — oo. Isto prova nossa afirmacao. n

Logo, ||u(-,t)]| ;2 é continua como fungao de ¢, para cada t € [0, 7.

Tomando um arbitrdrio ¢y € [0,7] e uma sequeéncia (,),5, C [0,7] tal que t, — to
quando n — oo. Entao devido aos fatos anteriores temos (-, ¢,) — u(-, ty) em H*.

Além disso, como |[u(-,t,)||. < R4 existe uma subsequéncia fracamente convergente
(sem perdida de generalidade podemos tomar a mesma sequéncia). Mas, convergéncia forte
implica convergéncia fraca, entao u(-,t,) — u(-, to) em H!, logo, u(-,t,) — u(-,ty) em HZ.
Devido a continuidade de ||u(-,t)|| ;2 como fungao de t, temos

Tim [ )l = [ o)

entao, u(-,t,) — u(-,tg) em H? portanto

lim {Ju(-,t,) — (- to)|| z2 = 0.

n—00

2.4.4 Existéncia da solucao do problema

Lema 2.8. Para cada T > 0, u, (-, t) = u(-,t) quando n — oo em C([0,T]; H?).

Demonstracao. Suponha a afirmacao nao é valida, entao existe € > 0 e uma sequéncia

(tn)p>1 C [0,T7] tais que

(2.62) [n (s tn) = ule )l g2 > €
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Pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, existe (tnk),@l C (tn)n21 ety € [0,7] tal que t,, — to
quando k — oo.

Mas, pelo lema anterior, u(-,t,,) — u(-,to) em H?. Analogamente ao Lema pode-
se provar que

Un, (-, tn,) = ul-, o) em H?,

logo, temos

Hunk('atnk) - u('7tnk)HH2 < Hunk(7tnk) - u('7t0)||H2 + Hu(7tnk) - u('7t0>HH2

< €.

Isto é uma contradi¢ao com ([2.62)). O

Vejamos a seguir que u é de fato a solu¢do do problema (3.2). Com efeito, dado que u,

sao regulares entao

(2.63) Oy (1) = F(un(,t)) = —)\ui(-,t)ﬁmun(-,t) — 8gz’un(-,t)

fazem sentido no espago H~!, para cada t € [0, 7], de onde concluimos que

Un (st +h) —u,(t) = /t F(uy(+, s))ds.

Usando que u, — u em H? e o Teorema da convergéncia dominada obtemos a igualdade

t+h
uCot ) = utot) = [ Fluts)ds
t
valida em H~!, de onde podemos concluir que u(-,t) € C’l([O,T]; Hﬁl) e Oyu, — Owu em
H

Finalmente tomando limite no espaco H~! em ambos lados de (2.63)) concluimos a prova.

2.4.5 Unicidade da solugao do problema

Consideremos uy(+,t), us(-, t) duas solugoes generalizadas de (2.2) definidas no intervalo do
tempo [0, 7], onde T' > 0. Observe que para t € [0,7] e w = u; — up temos
1d +oow2d93 = —)\/+00w[u28 Uy — us0,u }dx
2dt . - 1Yz U1 oUgx W2

[e.e]

+o0o
= )\/ w[(uf — u3)0pur + u30,w|dx

ey
C’/ w?dzx.

Aplicando o Lema de Gronwall obtemos u; = u,.

IN
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2.4.6 Dependéncia continua

Seja ug € H? e uma sequéncia (uf),~,; C H? tal que ug — up em H?* quando n — co. Sejam
u(z,t) e u,(x,t) as correspondentes solugoes generalizadas de (2.2)) para dados iniciais ug(z)
e uf(x) respectivamente.

Precisamos provar que para cada 7' > 0

(2.64) lim max [un(-,t) —u(-,1)] 52 = 0.

n—o0 t€[0,T]

Tomemos T > 0 arbitrério, como S(R) é denso em H?. Para cada n € N existe 4 € S(R)
tal que para a correspondente solucao @, (-,t) € C*°([0,T];S) de (2.2) temos

1
2.65 iy (1) — U (- D) 2 < =,
(2.65) nax [t (-, 1) = tn (- ) || 2 -

observe que @} — ug em H? quando n — oo. Donde pelo lema temos

(2.66) lim max |lu(-,t) = @ (-,t)| 2 = 0.

n—o00 t€[0,7]

Aplicando desigualdade triangular e usando (2.65)) e (2.66])) obtemos ([2.64)). O
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Capitulo 3

Estabilidade de Ondas Tipo Kink para
mKdV

3.1 Ondas Viajantes

Nesta secao, consideramos o principal problema de nosso estudo, solucoes tipo ondas via-
jantes. Uma representacao matematica fundamental de um movimento de onda num meio

unidimensional é dado por fungoes de duas varidveis u(x,t) da seguinte forma

(3.1) u(z,t) = ¢(x — ct),

onde ¢ é uma fungao de uma variavel e ¢ # 0 uma constante, a motivagao de tal fun¢ao comega
com o gréafico do perfil inicial u(z,0) = ¢(x). Se ¢ > 0, entao o perfil de u(x,t) = ¢(z — ct)
no tempo t grande é exatamente a translacao do perfil inicial por uma cota ct na direcao
positiva z. Tal funcao representa o movimento de perturbacao com velocidade constante
c. Similarmente, u(z,t) = ¢(z — ct) com ¢ < 0 representa o movimento de perturbagao na
dire¢@o negativa x com velocidade |c|.

Ondas representadas por funcoes da forma sao chamadas ondas viajantes. Duas
caracteristicas basicas para as ondas viajantes sao as formas de perfil subjacente definida por
¢ e a velocidade |c| em que o perfil é transladado ao longo do eixo x.

Uma solucao tipo onda viajante para uma equacao diferencial parcial é a solugao suave
da equagao diferencial da forma de uma onda viajante u(z,t) = ¢(x — ct) = ¢(£) onde ¢
¢ a velocidade de onda e £ é a variavel caracteristica. Para encontrar solugoes tipo onda
viajante geralmente comecamos assumindo a forma , entao determinamos a funcao ¢ e
constantes ¢ produzindo uma solugao para a equagao diferencial. A determinacao de ¢ e c,

como serd visto, depende essencialmente das condicoes de fronteira dadas em ¢. Em geral,
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¢ sera uma funcao dependendo de ¢ e denotaremos tal dependéncia escrevendo ¢..

Definigao 3.1 (Onda tipo Kink). Dizemos que uma fun¢do ¢ : R — R € uma solugdo onda

viajante tipo Kink se satisfaz as sequintes condigoes de contorno,

k= lim ¢(&) e k.= lim ¢(§)

E——00 £—+4o00

existem, e k; >k, ou k; < k,. As vezes a funcao ¢ pode satisfazer condigoes assintéticas
adicionais:
lim ¢Y(&) =0, j > 1.

E—+oo

3.2 Existéncia de Solucoes Tipo Kink para mKdV

Consideraremos ondas solitarias para a equagao Korteweg-de Vries Modificada (mKdV).
(3.2) O+ MP0,u + OPu =0, A = £1.

Dediquemo-nos agora a encontrar uma soluccao de onda tipo “Kink” para a equagao mKdV
(3-2). A solugao tipo Kink que procuramos é u(x,t) = ¢(z — ct) tal que ¢(£o00) = +a e
©'(£), ¢"(§) tendem a zero quando [£| tende ao infinito. Por exemplo a tanh(x), ilustrada na

figura abaixo, ¢ uma onda de tal tipo que aparece usualmente nos modelos.

2,,

Observamos que:

) d
i) Q= pr (x —ct) = —cy'(x — ct),

. d ,
i) yu = %go(x —ct) = ¢'(x — ct),
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d’
iii) O3u = ﬁw(x —ct) = ¢"(x — ct).

xT

Agora, fazendo a mudamca de variavel £ = x — ct e introduzindo esta forma de onda tipo

Kink na equagdo mKdV, ficamos com uma equacao diferencial ordindria para ¢(¢) da seguinte

forma:
(3.3) — ' (§) + A (£)¢' () + " (€) = 0,
entao p .

& (—cso(f) + A%@ + w”(f)) =0,
(3.4) (&) + 2P (E) + (€)= A,

3

Onde A é uma constante. Fazendo os limites quando £ — 400, dado que p(+o0) = +a,
obtemos que A = 0. Donde a = 0 ou a? = 3\c. Trabalharemos com o caso a? = 3)\c, entao

temos a seguinte equacao

(35 F€) = ~26%E) + cle).

Multiplicando ([3.5)) por ¢'(§) e integrando el resultado em (—oo, ) temos
¢ \ € ¢
| =5 [ Peeaste [ eopsas

usando o fato que a? = 3\c obtemos

COF = —S0) + k() - 2
= (PO ~ () +9¢)
= (O 30"
Logo, A = —1 e entao ¢ < 0. Usando isto na igualdade acima temos
1

¢'(§) = i% (*(€) +3¢) -

Depois, integrando e para simplificar os cdlculos fagamos a substituigao ¢ = /3|c| tanh(z).

Assim, a equacao acima assume a seguinte forma,

¢'(€) _ (.1
/ 20 3™ = / RV
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logo

arctanh ( #(8) ) = i%f + xg.

1
V/3le| 3|c] V6

Por tanto, temos que

(3.6) (€)= v/3|c| tanh (:F@g + $0) .

Visto que zy é a constante de integracao, para simplificar nossa solucao e ja que a equacao é

invariante por translacao admitiremos xg = 0, e ficamos com a equagao:

(€) = V/3|c| tanh (@5) .

Assim, a solucao da equagao mKdV (3.2]) de onda tipo Kink é

(3.7) ug(x,t) = p(z — ct) = 1/3|c| tanh (\/@(az‘ - ct)) , c<O.

3.3 Estabilidade de Ondas do Tipo Kink para mKdV

Na literatura matematica dedicada a estabilidade de ondas solitarias, o artigo pioneiro, devido
a T. B. Benjamin (ver [2]) deu origem a outras investigagoes.

Nesta secao provaremos a estabilidade no sentido de Liapunov para as ondas obtidas em
(3.7) com relagdo a métrica

(38) pb(u,0) = inf {Hu’(-) — /(=) + gllul) — (- - T>||;}.

Isto significa geometricamente que para cada t > 0 existe uma translagao 7 = 7(t) tal
que os “graficos” de u(z,t) e p(x — ct — 7) estdo bem préximas.

A seguir, daremos a definicao de estabilidade segundo Liapunov, também chamado esta-
bilidade da forma.

Consideremos dois espacos de Banach X, ) de funcoes reais definidas em R tais que
Y — X (||lullx <|lully, para todou € )), sejam d, da pseudoédricas em X, entdao temos a

seguinte definicao geral de estabilidade com relacao a equacao mKdV.

Defini¢ao 3.2 (Estabilidade Segundo Liapunov). Seja ¢ € X a solugdo tipo onda viajante
para a equag¢ao mKdV . Dizemos que ¢ € estdvel com relacao ao fluzo de eady, ds,
se para cada € > 0 existe 6 = d(e) > 0 tal que se ug € Y e dy(ug, ) < 0, entao a solugao
u(-,t) para com u(-,0) = ug existe para cada t real e temos que da(u(-,t), ¢(+)) < € para
cada t € R.
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Considere a equagao mKdV (3.2). Na secdo anterior a existéncia da solucao do tipo
Kink ¢(z — ct) foi garantida para A = —1, ¢ < 0. Queremos provar a estabilidade segundo
Liapunov de ¢(z — ct). Para este objetivo precisamos um resultado apropriado de existéncia
e unicidade de solucdo u(z,t) do seguinte sistema:

O+ Pu —u?d,u =0, (v,t) €R?

(3.9)
u(z,0) = up(x), r € R,

com condigoes u(£o0,t) = £a. O resultado é o seguinte.

Teorema 3.1. Seja ug tal que ug(-) — ¢(-) € H% Entdo, existe um intervalo [0,a) e uma
tnica solugdo u(x,t) de (3.9) tal que u(-,t)—p(-—ct) € C([0,a); H*)NC*([0,a); H'). Para

cada uma destas solucoes a quantidade

(3‘10) ](u(.7t)) = / Oo{%(axu(x,t))Q + 1_12(u2(;p,t) — a2)2}d$,

o0

¢ uma lei de conservagao. Além disso, se a solu¢ao u(x,t) existe num intervalo [0,a), a > 0
e existe C > 0 tal que ||u(-,t) — ¢(- — ct)||;n < C para cada t € [0,a), entdo, existe 6 > 0 tal

que esta solugdo pode se estender no intervalo [0, a + ).

Demonstracdo. Primeiro observamos que existéncia e unicidade das solugoes em C' ([O, a); H 2)
podem ser obtidos usando a mesma técnica que na prova do Teorema [2.1]

Vamos agora provar que I é uma lei de conservagdo. Derivando (3.10) em relagao a t
+00 +oo

1
temos [I'(t) = Oy u0pu dx + 5/ (u2 — a2) udyu dx. Logo,

—00 —0o0

+0o0 +oo
I'(t) :/ Opu [—0hu + 0, (u*0pu) ] dx + %/ u (u? = a®) (W’0,u — Ou) dx

o0 (e 9]

400 400 1 +00
- / Oyudiudz +/ Dpudy (u?0yu) dx + 3 / u? (u*0pu) du

—00 —0o0 —00
/ J/

v~ ~~
=0 =0

1 +o0 a2 +oo a2 400
- —/ uOudr — 3/ w0 udz +§/ ud>udx

3
—_— —
=0 =0

+o0 +oo
= / O2u (u*O,u) dx + / u?0,ududr = 0.

Portanto
Iu(z,t)] = I[u(z,0))].
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Em nosso caso usaremos Y = H?, X = H', e também d; = dy = p,, definido em ({3.8)).

Assim temos a seguinte definicao de estabilidade.

Definicao 3.3. Seja o(x — ct), ¢ < 0 a solugdo tipo Kink de (3.2)),p € H'. Entdio cha-
mamos o de estdvel se para cada ¢ > 0 existe & > 0 tal que se ug € H? e p(ug, ) < 0
entdo a correspondente solucio u(x,t) € H? de pode ser estendida na reta e temos
p(u(-,t),p(- 1)) < € para cada t € R.

Observagao 3.1. Seja p(x — ct) a solugao do tipo Kink da mKdV (3.2). Para cada u(-) tal
que u(-) — p(-) € H' denotemos
(3.11)

(1), o = ) = inf {0pu(,1) = (- = et = )2 + gl 1) = (- — et = )%}

TER

onde ¢ = 4|c| + 1, € escolhido convenientemente.

No seguinte teorema enunciamos e provamos o resultado de estabilidade de Kink para
mKdV.

Teorema 3.2. A onda do tipo Kink ¢ de (3.2)) € estdvel com relagio a distancia p,.

Demonstragao. Seja u(x,t) = o(x —ct — 1)+ h(x,t), onde 7 = 7(t) € R é escolhido de forma
a minimizar p,(u, ).
Definimos AT = I(u(-,t)) — I(p(- — ¢t — 7)). Assim,

AI—/joo{%(@mu)z—i-%(uz—aQ)Q}dx—/Jroo{%(gO/)z—i—%(902—(12)2}(&

1 oo 2 2 ]‘ e 2 2 2 2 2
=3 [ o - @ ars g [T @ - o) @+ -2 e
2] 2/
1 [T 1 +oo
:5/ O (0uh+2¢ ) du+ — [ (h+2p) (W% + 2D+ 26 — 262) dv.
n I

Para I; usando ([3.5)) temos
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analogamente para I

1 400 1 +oo 1 +o0 a2 400
I htdx + 5 / RPodx + G / R*o*dx — " / h2dx

:E —00 o0 o

1 +o00 1 400 1 +00 CL2 +o0
+ —/ h3pdx + 5/ R p2dx + g/ hpdx — 3/ hodx

6 —00 o0 o0

1 [t 1 [t 1 [tee 1 [t
= h4da:+§ / h3g0dx+§ / h2go2dx+§ / ho*dx

12 —0o0 [e.9] o0

c +oo +o0
+ —/ hidx + c/ hodz.

2 —00 o

o0

Logo

1 +oo c “+oo 1 +o0 1 00 1 —+o00
AI_—Q/ haghdx+§/ hzdx+§/ g02h2dx+—/ h4dx+§/ hieda

. . . 12 ) o

+o0 1 +o0
/ h (—=02h + ch+ ¢°h) dx + — h? (h + 4¢) dz.

1
2 ) 12/

Seja
(3.12) Li=——s+et ¢,

assim, temos

1 [T 1 Foo
(3.13) NS / hLhde+ = [ B (h+ 4p) da

Afirmacgao 3.3.1. A sequinte desigualdade € satisfeita

o0

(3.14) AT < CRC ) + B (1R )170)
B(s)

onde lim ——= = 0.
s—0t S

Demonstragao. De (3.12]) e usando (3.10) em AI(t) temos

AI(t)—1/+oo(8h)2d +C/+Ooh2d +1/+oo 2+ + o [ nid +1/+ooh3 d
To ) \marTo ] o ) wnerTay | o ndrmg [ v
le|
2

1 C 5 1
< Cyl|hlln + ﬁHhH?bHazth + §2||h||i2||3xh||i2

1 2 2 1 2 2 1 2 1 2
< Sl0ahllze + S lIRlEe + Sllells IRl + 5 1Rl + Slle IRl

< Coll A )|z + CLllAl )l + Colla(-, 1) 17

Assim, A(t) < Collh(-, )| + B(IIR(-,1)||7n), onde
(Il _

h%) = Cullhl + Callbl,,
BIIAlE) = Cullhllz + Callhll Il g1 =0+  ||R|5
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Afirmacao 3.3.2. A sequinte desigualdade € satisfeita

(3.15) AT > Cpl(u,¢) —a (p2(u,8))
a(s)

onde lim —= = 0.
s—=0t S
Demonstragao. Lembrando que temos de (3.12)) um operador L : H? — L?, definido por
d2

L:=— d2—|—c+gp,

onde ¢(x) = 1/3|c| tanh (\/ | > Observe que, devido a (3.3)) com A = —1 temos

"

—o" e +*P =0=0¢.

Além disso, ¢'( \/7|c|sech2( 3z) > 0, Yz € R. Portanto, ¢ > 0 é autofuncao

associada ao autovalor \; = 0. Chamemos

Hy,: H* —I?
> f
— ——.
/ dx?

Sabemos que o espectro de Hy é [0, +00) (exemplo (1.3)). Agora, escrevemos o operador L

de uma forma conveniente:
d2

L = d2+c+<p

d’ 2 ]
=~ |c| + 3|c| tanh <\/ 5

d’ 2 c]
= —@+2|c]—3|c|sech ( cadk

— ——
L1 ~~
Lo

Sabemos que 0¢s(L1) = [\20\, +oo). Além disso, o operador de multiplicacao
Ly: H*> — L?

1) ~>—3|c|sech2( %) 7).

é compacto, logo pelo Teorema obtemos que ¢ss(L) = 0ess(Ly + Lo)) = [2]0!, +oo).
Por outro lado, o operador L nao tem autovalores negativos. De fato, se existir \g < 0 =

A1 < 2|c| autovalor associado a uma funcao fo; considerando 79 e 17; 0o nimero de zeros de
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fo e ¢, respectivamente, temos que 7; = 0 (pois ¢'(x) > 0), mas pelo Teorema terfamos
que 19 < 0, 0 que é impossivel. Portanto, L nao tem autovalores negativos (ver [1]).

Seja Ay 0 menor autovalor positivo, caso ele exista, entdo definimos b := min{\s, 2|c|}.
Agora, seja h = puy' + g, onde (¢, g) = 0, entdao usando esta mudanca de varidveis vale a

seguinte afirmacao.
Afirmacgao 3.3.3.
+oo
(3.16) / hLhdz > bllg|..
Demonstracao. Usando h = uy’ + g temos

+00 +oo
/ hLhdx = / (ne' +g) L (up’ + g) dx

o0 o0

= u{¢,9)+{(g,Lg) > b|gll,
=0

o que decorre das propriedades espectrais do operador. O

Afirmacgao 3.3.4. Eriste ¢ = q(c) tal que

+oo
(3.17) / l[¢ — c— ¢*] ¢'hdx = 0.

o0

Demonstragao. De fato, por definigdo em (3.11)), o minimo é atingido em 7(¢), logo

(3.18) Pp2(u, ) = 0su(-,t) — (- — et — 7)||72 + qllul-, 1) — (- — ct — 7)|[32,
entao
d +oo +o0
0= . [pz(u, gp)] = 2/ (Opu — ') " dx + 2q/ (u— ) pdx
7#O~Ooo +oo -
= 2/ 8xh<p”dx+2q/ hy'dx

+00 <p3 400
— 2/ Ozh (ap + ?) dx + 2q/ he'dx

+00 +00
= —2/ h(c+¢®) o'dr + 2q/ hy'dz,

logo
+oo
/ [q —c— gpﬂ ¢'hdx = 0.

—00

o8



Afirmacgao 3.3.5. Fazendo a substituicio h = uyp’ + g em (3.17) obtemos
(3.19) < Cillgll 2

Demonstragao. Tomando ¢ = 4|c| + 1 em (3.17))

+00
/ [Blel + 1 —¢*] ¢ (ue' +g) =0,

o0

ou seja,

400 5 400 5 400 400
(51| + 1) / (¢)dr — / S()de + (5lc] + 1) / o — /

o0 —00 —0o0 o0

=0

entao
2 e 2 2 e 2
w (Bl + 1) @)% = u / () dz + / P gda
2 2 2
< pllelllle e + el el 2 llgll
2
< w72 + 3lelll’ll 2 gl -
Logo,
2
w(2le] + 1) [[0'll72 < 3lelll | 219l L2
assim,
3|¢| 1
(3.20) 0 < ( ) Il
2|+ 1) ¢l

po < Cillglle-

Afirmacgao 3.3.6. Usando (3.16)) e (3.19)), temos que existe Cy > 0 tal que

+oo
(3.21) / hLhdz > Cy||hl[3..
Demonstra¢ao. Dado de h = py’ + g, com (¢, g) = 0, entao
Ipl7e = (o' + 9,1 + g)

2 2

11z + gl

Cillgllze + llgllz:
=2

= Clglz

—
% / hLhdzx.

IN

IN

+oo
Portanto, / hLhdz > Cy||hl[3..

o0
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Afirmacgao 3.3.7. FExiste C3 > 0 tal que
“+o0o
/ hLhdz > Cs||h|3:.
Demonstracao.

“+oo “+oo
(h,Lh) = / hLhdx = / (02h + ch + ©°h) hdx

o0

“+oo —+00 —+00
= / (8,h)*dz + ¢ / h2dx + / ©*h*dx

o0 —00 (e 9]

o0

400
=w@w;—ww@+/ S hd

o

k too 1
= (ot i) + [ e lellblE + o (10l + ).

—0o0

>0

Escolhemos k > 0 tal que |¢| < entao

k+1’
2 2 1 2
lelllllze < lellibllzn < =7 12l

assim,

2
T 1HhHH1 = lefl[pll2 = 0.

Portanto
(h, Lh) > Cs]|h[l3,  Cs > 0.

O

Agora, voltando na prova da estimativa (3.15)), resulta das afirmativas anteriores e (3.13))

que

1 +oo
Al = <th>+ﬁ/ h? (h + 4¢) dx
> Clhlgn —a (I1pl5)
e usando (| obtemos
i +ooh3(h+4 Ydx = L +ooh4d:c+l/+ooh3 da
12/ . TN 3] "%
1
> El\hl\i4—0\lwllw\!h\!i3
> —Cillhllgn — Coll Pl
= —a (k)
a (|h]%
Assim, @ (1HR) = C (Al + Allh) ¢ tim  2UMm) g .

Il =% |7
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Afirmacao 3.3.8. ||h(-,t)|| 41 € continua como funcao de t.

Demonstracao. Para arbitrarios tq,to temos

1Rt = TR )l =llul t) — (- = ety = 7(@) [ g — llul t2) — (- = cto = 7(t2)) [
<[lu(,t1) = @(- = cta = 7(t2)) | gn — [Jul:,t2) — @(- = cta = 7(t2)) |+

+ ol = cti = 7(t1)) — (- — cta = 7(t2)) [ -

Por outro lado, usando desigualdade triangular temos

[u(-,t1) = @(- = cto = 7(t2)) | g — [lu,t2) — (- = cta = 7(E2) || jp < Nul ta) — ul, b2) [l -

Usando isto na desigualdade ((3.22))

PGt = NG )l g < Hluls ) = uls )l g + llo(- — et = 7(0)) = @(- = cta — 7(t2))]| g1,

analogamente

[P () [ = NGt g < lluls tn) = uls )l g + lle(- = et = 7(t) — @(- = cta = 7(t2))] g1

Portanto,

1B Gt [ = NGt | < Nlulsta) —ulst2)l[ g + (- — ety = 7(E1)) — (- — cta = 7(E2)) || 1
O

Agora vamos provar a estabilidade da solu¢ao de onda tipo Kink para a equacao (3.2)).

Pelas afirmagdes (3.3.1)), (3.3.2)) concluimos o seguinte.
(3.22) K[[A( )]l = C (I1(, )13 + 1A, )] [3n) < AL

(3.23) AT < Col[A( )l + Collh(, )30+ Collh Ol
Por defini¢ao e lembrando que u(z,t) = p(x — ct — 7) + h(x,t), é facil provar que

Seja g(s) = Cps* + C1s® + Cys*, entao, usando (3.24) em (3.23) e dado que g e ||h(-, )|

sdo continuas obtemos que para cada € > 0, existe 6y = dg(€) tal que se py(ug, p) < dp, entao,

K
9y, ) < 5"

AL < Col[h(-, )| + Cul[h(-, )7 + Cal b (-, )]
< Copi(u, ) + Crpg(u, ) + Copy(u, )

K2
< —€”.
=9
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Por outro lado, existe §; > 0 tal que para t < §; temos
K
SR < KIRCOIE = C (GOl + 1, Ollh:) < AL

entao " e
2 2
2_qpq(u’7 90> < Al < g(pq(u0790)) < 2_q6 .
Logo pq (u(-+1), (- — ct)) < e parat € [0,8,). Além disso, [|A(8)||;n < C(IA(,0)||,) , para
cada t € [0,01). Usando que I é lei de conservagao e repetindo o processo acima, obtemos
que podemos estender nossa solugao para todo ¢t > 0.

]
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