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Resumo

Nesta dissertacdo de mestrado desenvolveremos a teoria de semigrupos a partir de formulacdes fracas.
Isto €, consideraremos uma classe de equacdes diferenciais parciais definidas a partir de sua formula-
¢do variacional e a partir desta formulacdo procuraremos por hipéteses sobre as correspondentes formas
bilineares para poder garantir a existéncia de um Cj-semigrupo que defina a solug¢@o do problema. Resul-
tados como este possuem muitas aplicacdes para problemas de evolucdo com coeficientes descontinuos.

Neste contexto, estudaremos uma classe de problemas variacionais de segunda ordem no tempo da
forma

(utt, v) + b(u, v) + a(u,v) = 0.

Mostraremos que sob determinadas condi¢des nas formas bilineares (-, ), a(-,-), b(+,-) a solugdo € de-
finida por um semigrupo, que pode ser analitico, diferencidvel ou assintéticamente estdvel. Finalmente,
ilustraremos a aplicabilidade do nosso resultado principal, atraves de diversos exemplos.

Palavras-chave: Semigrupos, formulagdes diferenciais, diferenciabilidade, analiticidade, estabili-
dade assintética, equagdes diferenciais parciais.
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Abstract

In this work we develop the theory of semigroups from partial diferential equations in its variational
formulation. That is to say, we consider a class of partial differential equations defined from its va-
riational formulation looking from hypotheses over the bilinear forms that garanted the existence of a
Cy-semigroup that define the solutions of the corresponding problem. This problem has several applica-
tions to evolutions equations with discontinuous coefficients

In this approach we study a class of variariational problems of second order in time

(utt, v) + b(u, v) + a(u,v) = 0.

We will prove that over some conditions of the bilinear forms (-,-), a(-,-), b(-,-) the corresponding
solution is defined by a semigroop that can be analytical or differentiable or asymptotically stable.
Finally, we give several examples of applications of our result.

Key-words: Semigroups, differential formulation, analyticity, asymptotic stability, partial differen-
tial equations.
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Introducao

Este trabalho ¢ dedicado ao problema de saber se um sistema linear eldstico amortecido € associado a
um semigrupo analitico ou diferencidvel sobre seu espaco de estado de energia finita. Se a resposta for
afirmativa, o sistema é bem conhecido por ter pelo menos as seguintes propriedades dindmicas:

(i) Os estados do sistema se tornard a infinitamente suave no tempo apds o tempo inicial;
(i1) A taxa exponencial de decaimento/crescimento da energia é determinado pelo espectro do sistema;
(iii) Modos de vibracdo com maior frequéncia de decaimento a taxas exponenciais mais elevadas.

A consideracdo deste problema parece ter sido iniciada por Chen e Russell [10] em 1981. Eles
estudaram o sistema eldstico amortecido descrito pelo equacio de segunda ordem

wy + Bwy + Aw(t) =0

num espago de Hilbert H onde A (o operador eldstico) € um operador auto-adjunto definida positivo em
H e B (o operador de amortecimento) é um operador adjunto positivo em H. Chen and Russell reduziram
a equacdo anterior para uma de primeira ordem em H x H

Al/2y

Wt

0 A1/2
—AY?2 _B

A2y

W

d

dt

Seja V. = D(Al/ 2), # = V x H com o produto interno induzidas naturalmente, entdo a equagio
anterior é equivalente a equacdo de primeira ordem em 77

d |w w
- — of
dt [wt] B [wt] ’

0 I
-A —-B
D(a/) = D(A) x [D(AY?) N D(B)].

onde

ogp =

)

Chen e Russell [10] conjeturaram que <7 é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico sobre
H se
D(AY?) c D(B) (1)

e qualquer das seguintes desigualdades vale para alguma constante p; > 0:

p1l|AYV 4| g < || BY2v]|h, Vv € D(AY);
A0 g < ||Bol|g, Vo € AL/2,



As provas completas dos dois conjeturas foram dadas por Huang [18], [19].

A condigdo (1) implica que D(A'/*) ¢ D(B'/?). Ressaltamos que a condicdo (1) para a primeira con-
jetura ndo pode ser substituido por D(B'/?) = D(AY*) ( ver o contra-exemplo no capitulo 2 ).

Neste trabalho, consideramos analiticidade e diferenciabilidade do Cp-semigrupo dando a solugfo para
uma equacdo de evolugdo variacional de segunda ordem. Este modelo pode cobrir sistemas eldsticos com
forgas giroscpicas, tais como equagdes de vibragdo de um feixe de rotagdo. Primeiro damos uma condi-
¢do sob a qual a equacdo da segunda ordem nio € fortemente bem colocado. Em seguida, estudamos uma
equacdo de viga com um coeficiente de amortecimento descontinua e serd provado que o correspondente
o/ nio é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo no espaco com a norma de energia natural. Na
secdo seguinte pelos teoremas de representagdo, apresentamos a nova defini¢cdo na reducdo de primeira
ordem. A boa colocacdo da equacio de segunda ordem segue a partir da geragdo de um Cj-semigrupo.
Fornecemos condic¢des suficientes para que o semigrupo associado ser analitico ou diferencidvel. Os
teoremas abrangem os resultados conhecidos sempre que a equacdo de segunda ordem € escrita sob a
forma variacional.

Finalmente, ilustramos a aplicabilidade do nosso resultado principal com vérios modelos concretos.

bl



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Nesta secdo, daremos alguns resultados que serdo usados durante o desenvolvimento do trabalho.

1.1 Operadores Lineares

Nesta secdo, todos os espagos vetoriais podem ser definidos sobre um corpo K = R ou C. Apresentamos
também a definicao de resolvente e espectro de um operador linear e algumas propriedades.

Definicdo 1.1. Sejam X ,Y espacos de Banache A : D(A) C X — Y um operador linear com
dominio D(A).

1. A ¢ dito limitado quando existe uma constante C > 0 tal que ||Aully < Cllullx, Vu €
D(A). Caso contrdrio, A ¢é dito nao limitado.

2. A édito densamente definido quando D(A) = X.

3. A édito fechado quando o grdfico de A, G(A) = {(u,Au) € X xY :ue€ D(A)}, éumsub
espaco fechadode X xY, onde X XY ¢éum espaco de Banach com a norma

oy = (- I + 1+ 13) 2.
Sejam X e Y espacos normados. Representa-se por
L(X,Y)={A: X — Y /Aélinear e limitado }.
L(X,Y) éum espaco normado com a norma definida por

[Allzcxyy = sup [[Aully.
luflx <1

Além disso, se Y € um espago de Banach entdo L£(X,Y) ¢é um espaco de Banach. Denotar-sé por
L(X):=L(X,X).

Teorema 1.1 ( Teorema da Aplicacido Aberta ). Sejam X ,Y espacos de Banache A: X — Y
um operador linear, limitado e sobrejetivo. Entdo existe r > 0 tal que By (0;7) C A(Bx(0;1)).



Demonstracdo. Ver [6]. O

Corolario 1.1. Sejam X , Y espacos Banache A : X — Y um operador linear, limitado e bijetivo.
Entdo A~' é limitado.

Demonstracdo. Ver [6]. O

Teorema 1.2 ( Teorema do Grafico Fechado ). Sejam X ,Y espacos de Banache A: X — Y
um operador linear. Se A ¢ fechado entdo é limitado.

Demonstracdo. Ver [6]. O

Teorema 1.3 ( Operador Fechado ). Sejam X ,Y espacos normadose A:D(A)C X —Y um
operador linear limitado.

1. Se D(A) € um subconjunto fechado de X , entdo A é fechado.
2. Se A éfechadoe Y ¢éum espaco de Banach, entdo D(A) é um subconjunto fechado de X.
Demonstracdo. Ver [23]. O

Teorema 1.4 ( Teorema da Limitacdo Uniforme ). Sejam X um espaco de Banach, Y um espaco
normado e (A;);c; uma familia (ndo necessariamente contdvel) em L(X,Y'). Suponha que:

sup || A; ully < oo, Vu e X.
iel

Entdo

Sup [Aillzxyy < o0

Demonstracdo. Ver [6]. ]
Teorema 1.5. Sejam X um espagco normado e Y um subespacode X. Entdo:

1. Se X ¢ reflexivo, entdo é completo.

2. Se X um espaco de Banach, entdo [Y ¢é completo <= Y ¢é fechadoem X.]

3. Se o espaco dual X' é separdvel, entdo X ¢é separdvel.

4. Se Y tem dimensdo finita, entdo é completo, reflexivo e fechado em X.
Demonstracdo. Ver [23]. O

Proposicao 1.1. Sejam X um espaco de Banach, Y um sub espacode X e 0 <r < 1. Se
Y # X, entdo existeum yo € X tal que ||yl =1 e |ly—wl >r,VyeY.

Demonstracdo. Ver [29]. O
Teorema 1.6. Sejam X um espago de Banache A € L(X). Se ||A|| <1, entdo (I —A)"' e
o0
LX) e I-A)7"=) A
i=1



Demonstracdo. Ver [23]. O

Defini¢do 1.2. Sejam X um espaco de Banach complexo e A : D(A) C X — X um operador
linear.

1. O conjunto resolvente de A, o(A), ¢ o conjunto:
o(A) = {)\ € C/ (M — A) éinvertivel, (NI — A)~' ¢ limitado com dominio denso emX} .

Além disso; para cada X € o(A), o operador linear R(\; A) := (A — A)™' ¢ chamado
resolvente de A.

2. Oespectrode A, o(A), éo conjunto: o(A) :=C\ o(A).

Proposicao 1.2 ( Dominio de R(\, A)). Sejam X um espago de Banach complexo, A: X — X
um operador lineare X\ € o(A). Se A ¢é limitado ou fechado, entdo D(R(X, A)) = X.

Demonstracdo. Ver [23]. ]

Teorema 1.7 ( Representaciao do Resolvente ). Sejam X um espaco de Banach complexo e A :
D(A) C X — X um operador linear. Se 11 € o(A) e |\ —pu| =||R(u, A)||7L, entdo X € o(A)
o0

e R(\A) =Y (u—A) R(p, Ay
1=0

Demonstragdo. Ver [29]. L]

Corolario 1.2 ( Resolvente e Espectro ). Sejam X um espaco de Banach complexoe A : D(A) C
X — X um operador linear. Entdo:

1. o(A) éabertoem X e R(\ A) éuma fungdo continua em o(A).
2. Se A élimitado, entdo o(A) éum conjunto compacto ndovazioe o(A) C {\e€ C: |z| < |A|}.
Demonstracdo. Ver [29]. O

Teorema 1.8 ( Equacao resolvente e Comutatividade ). Sejam X um espaco de Banach complexo,
A, SeL(X) e \ueo(A). entdo:

1. Equagdo resolvente: R(\,A) — R(p, A) = (A — ) R(A\, A) R(p, A).

2.S¢ SA=AS = R(\A)S=SR(\A).

3. ROVA)R(p, A) = R(p, A) R(MA).
Demonstragdo. Ver [23]. O]
Teorema 1.9. Sejam X um espago de Banach complexo, A € L(X) e p € o(A). entdo:

1. R(\, A) éanaliticaem o(A).

1
2. |R(u, A)|| > —, onde d(n)=dist(u,o(A)):= inf — Al
[ Rk, Al 1) (1) (1, 0(A)) AGQ(A)HM I

Além disso, ||R(u,A)|| — oo quando d(p) — 0.



Demonstracdo. Ver [23]. O

Definicdo 1.3. Sejam X um espaco de Banach complexo e A € L(X). O raio espectral de A,
R,(A), éomnimeroreal: R,(A)= sup |\
Ao (A)
Proposicao 1.3. Sejam X um espaco de Banach complexo e A € L(X). Entdo R,(A) =
lim || A*|%.
k— o0
Demonstragdo. Ver [23]. O

Definicao 1.4. Um produto interno num espago vetorial X é um aplicagdo

(L): XxX — K
(u,v) +—  (u,v),

de maneira que satisfaz para u,v,w € X, o € K:

1. (au+v,w) = alu,w) + (v, w).

2. (u,v) = (v, u).
3. (u,u) >0
4. (u,u) =0 se e somente se u = 0.

Num espago com produto interno (X, (.,.)) a fun¢do u +— +/(u,u), u € X é uma norma, chamada
norma induzida pelo produto interno.

Definicao 1.5. Um espaco de Hilbert H é um espaco com produto interno que é completo na norma
induzida pelo produto interno.

Teorema 1.10. Sejam H um espago de Hilbert e Y um subespaco de H. entdo:
1. H é reflexivo.
2. Se H é separdvel, entdo Y ¢ separdvel.
3. Se Y éfechadoem H, entdo Y = (YJ-)l e H=Y oYt
4. Y édensoem H +—= Y+ =/{0}.
Demonstracdo. Ver [23]. ]

Definicdo 1.6. Sejam H um espago de Hilbert, D, D(A) subespagos de H, D C D(A), B € L(H),
A: D(A) C H — H um operador linear.

1. AC A* quando (Au,vyg = (u, Av)g,Vu,v € D(A).
2. A é dito simétrico quando D(A) = H e A C A*.
3. A édito autoadjunto quando A = A*.

4. B é dito unitério quando B* = B~ .



5. A é dito ndo negativo se (Ax,x) > 0, Vo € D(A).
6. A édito positivo se (Ax,z) >0, Ve € D(A), x # 0.
7. A variagdo numérica de A é o conjunto ©(A) = {(Az,z)/z € D(A), ||z| = 1}
8. A édito limitado inferiormente se existe m € R tal que
(Az,z) > m|z|? x € D(A)

Neste caso escrevemos A > m é dizemos que m é uma cota inferior para A. A maior cota inferior
de A é denotada por m 4 a qual é dada por m4 = infO(A).

9. D éum cerne de D(A) se D é denso em D(A) para a norma ||.|| = ||.||g + ||AC) | m-
Teorema 1.11. Seja A : D(A) C H — H um operador linear e simétrico, sdo equivalentes:

1. A é autoadjunto.

2. Aé fechado e Ker(A* +1i) = {0}.

3. #(A+i)=H.
Demonstracdo. Ver [34] ]
Definicdo 1.7. Seja um operador linear A : D(A) C H — H

1. A édito mondtono ou acretivo (—A é dissipativo ), se

Re(Au,u) >0 Yu € D(A).

2. A édito maximal mondtono se #(I + A) = H.
Proposicao 1.4. Seja A um operador maximal mondtono. Entdo

1. D(A) é denso em H.

2. A é um operador fechado.

3. Paratodo \ > 0, (I + \A) é uma bijecdo de D(A) sobre H, (I + NA)~1 é um operador limitado
e|(I+X2A)71 <1

Demonstracdo. Ver [6]. ]
Proposicao 1.5. Seja A um operador maximal mondtono. Se A é simétrico entdo A é autoadjunto.

Demonstracdo. Ver [6]. OJ

Teorema 1.12. Seja A um operador autoadjunto e ndo negativo, entdo existe um tinico operador Al/2
autoadjunto e ndo negativo tal que (A'/?)? = A. Além disso, D(A) é um cerne de D(A/?).

Demonstracdo. Ver [21]. ]
Proposicdo 1.6. Seja C' : D(C) C H — H, C >0, C = C*, entdo
(Ca,y) = (C"?2,C'?y)  x € D(C),y € D(C'?).

Demonstragdo. Decorre do (w,C/2y) = (CV/2w,y), para w,y € D(CY/?) e (C'/?)% = C. O



1.2 Formas Sesquilineares em Espacos de Hilbert, Teoremas de Repre-
sentacao

Num espaco unitario de dimensao finita, a nogao de uma forma sesquilinear ¢ de um operador linear sdo

equivalentes, formas simétricas correspondem a operadores simétricos . Isso é verdade mesmo em um

espaco de Hilbert de dimensao infinita, no caso de formas limitadas e operadores limitados. No entanto

as formas s@o ndo limitados, ndo existe tal 6bvio relacionamento 6bvio. Entretanto existe uma relagdo
entre formas simétricas semilimitadas ( limitadas inferiormente ) e operadores auto-adjuntos.

Teorema 1.13 ( Teorema de Representacio de Riesz-Frechet ). Dada qualquer ¢ € H' existe um
tinico f € H tal que
o(u) = {u,f)  Vue H.

Mais ainda

Ml = IIf]-
Demonstracdo. Ver [6]. O

Defini¢do 1.8. Sejam Ny, No espacos normados, B(-,-) : Ny x Ny — K e f: Ny — C
aplicacoes.

1. B(-,-) € uma forma sesquilinear quando Vo, € K, se verifica:
(a) B(au+ fw,v) =aB(u,v) +  B(w,v), Vu,w € N; , Yv € Ny,
(b) B(u,av+ Bw) =aB(u,v) + BB(u,w), Vu € Ny , Vo,w € No.
2. Se K=R, B(-,-) ¢échamada forma bilinear.

3. [ édita antilinear quando f(au+v)==a f(u)+ f(v), Vu,v € N;,VaeC.

Observacdo: Se f éantilineare g € X', entio f € X' e g éantilinear, onde X éum

espaco normado complexo.

Definicdo 1.9. Sejam N1, Ny espacos normados e B(-,-) : Ny X Ny — K uma forma sesquilinear.

1. B(-,-) é dita continua ou limitada quando existe M > 0 tal que |B(u,v)| < M |jul| ||v
todou € Ni,v € Ns.

, para

2

2. No caso que N1 = N, B(-,) ¢é dita coerciva quando existe ¢ > 0 tal que ReB(u,u) > c||u
para todo u € Nj.

Teorema 1.14 ( Teorema de Lax-Milgram ). Sejam H um espago de Hilbert e b(-,-) uma forma
sesquilinear, continua e coerciva. Entdo para todo f € H', existe um tinico u € H tal que

b(nau):f(n)7 VT/EH
Demonstracdo. Ver [14]. ]

Corolario 1.3 ( Caso real ). Sejam H um espaco de Hilbert real e b(-,-) wuma forma bilinear,
continua e coerciva. Se [ € H', entdo existe uma tinica w € H tal que B(u,v) = f(v),Vv € H.



Demonstracdo. Ver [6]. O

Corolario 1.4 ( Caso complexo ). Sejam H um espaco de Hilbert complexo e B(-,-) uma forma
sesquilinear, continua e coerciva. Se f : H — C é uma aplicacdo antilinear continua, entdo existe
uma vnica v € H tal que B(u,v) = f(v), Vv € H.

Demonstracdo. Ver [40]. O

Defini¢do 1.10. Uma forma sesquilinear ( ou brevemente uma forma ) sobre um subespagco D(t) de um
espago de Hilbert complexo H é uma aplicacdo t : D(t) x D(t) — C tal que

tlox + By, 2] = at|z, 2| + Btly, 2], tlz, ax + By| = ait[z, ] + Bt[z,y],

para todo o, € C e x,y,z € D(t). O subespaco D(t) é chamado o dominio de t, e a forma
quadrdtica t].] : D(t) — C associada com a forma t é definida por

tlz] = t[z, x].
Definicao 1.11. Sejam s, t formas em H e o € C, a soma s + t e a miiltiplo escalar as sdo as formas
1. (s+t)[x,y] = s|z,y] + tz, y], z,y € D(s+t) := D(s) N D(t).
2. (as)[z,y] = as[z,y], z,y € D(as) := D(s).
Em particular denotamos por o a forma o(., .), entdo t + o é a forma dada por
(t + a)[z,y] := tlx,y] + a(z,y), D(t+ «) = D(t).
Definicio 1.12. Seja t uma forma sesquilinear em D(t) num espaco de Hilbert H.

1. t é dita densamente definida se D(t) é denso em H.

2. Uma forma t é chamada simétrica ou Hermitiana se t[x,y] = t|y, x|, para x,y € D(t).
3. Uma forma simetrica é dita semilimitada inferiormente , se existe m € R tal que
tlz] > mlz|? x € D(t).

Neste caso escrevemos t > m e dizemos que m é uma cota inferior para t. A maior cota inferior
de t é denotada por m; a qual é dada por

my = infO(t), onde O(t) = {t[x]||x|| ?/x € D(t),z # 0}.
A forma é dita positiva set > 0.
Observacio: A forma t é simétrica se e somente se ©(t) C R.

Definicao 1.13. Suponhamos que t é uma forma simétrica, semilimitada inferiormente de um espago de
Hilbert complexo H, seja m uma cota inferior. A aplicagdo

(,ot:D(t)x D(t) — C
(,y) = tlz,y]+ 1 —m)(z,y)u,



1/2

define um produto interno em D(t) com a norma dada por ||z||; = (t[z] + (1 — m)||z|*)'/?, a qual

satisfaz ||| > ||.]| em D(t).
Notemos que (,y)t = (z,y)t, = to[z,y] + (x,y)u, onde to := t — me e e(x,y) = (z,y)u, da
desigualdade de Cauchy-Schwarz aplicada a ty e da relagdo anterior chegamos a que

[tz yll < X+ mDlzlellylle, 2y € D).

Seja Hy o espago de Hilbert obtido por completamento do espago Pre-Hilbert (D(t), ||.||¢). Desde
que a aplicacdo inclusdao (D(t),|.||:) — (H,||.||) € continua, esta admite uma vnica extensdo I; apli-
cacdo linear e continua de Hy em H.

Definicao 1.14. Seja t uma forma simétrica, semilimitada inferiormente.

1. tédito fechado se (D(t),|.||:) é um espago de Hilbert.

2. t é dito fechdvel se existe uma forma s simétrica, semilimitada inferiormente e fechada que
estende atie D(t) C D(s) e s[z,y] = tx,y] para z,y € D(t).

3. Um subespago D é um cerne de D(t) se D é denso em (D(t), ||.|+)-
Proposicao 1.7. Sdo equivalentes

1. t é fechada.

2. Se (xz,) C D(t), zp, Hre t[xn — xm| — 0, entdo x € D(t) e tjx, —x] — 0.

3. t' é semi-continua inferiormente em H, onde

Pla] = {t[az], sex € D(t)
+oo, sex ¢ D(t).

4. Se (xzy) C D(t) tal que x,, B e {t[zn]/n € N} é limitado, entdo x € D(t) e t[z] < limt[x,,).
Demonstragdo. Ver [37] L]
Proposicao 1.8. Seja t uma forma simétrica e semilimitada inferiormente, sdo equivalentes:

1. t é fechdvel.

2. Para qualquer (x,) C D(t) tal que xy, Boe tlxn — ) — 0, entao t[x,] — 0.

3. A aplicagdo I, é injetiva.

Se t é fechdvel. definimos
D) = {z € H/3(zn) C D(t), zn 2> 2, t[xy — zm] — O}.
Sejam (xy,), (yn) sequéncias em D(t) associadas a x,y € D(t), entdo
tle,y] = lm t[zn, ya],

entdo D(t) é um subespago vetorial de H, t é a menor extensdo fechada de t e my = my.



Demonstracdo. Ver [37],[5]. ]
Proposicao 1.9. Temos que:

1. Seja A um operador em H com dominio D(A), a forma ta dada por talx,y] = (Ax,y) com
dominio D(ts) = D(A) é dita a forma gerada por A. Se A é simétrico e limitado inferiormente
0 mesmo acontece para t

2. Uma forma s a qual é gerada por um operador A o qual é simétrico e limitado inferiormente; é
fechdvel e seu fecho s, satisfaz s[x,y|] = (Ax,y), para todo x € D(A) = D(s) ey € D(5).

Demonstracdo. Ver [5] ]

Teorema 1.15 ( Primeiro Teorema de Representacio para Formas Sesquilineares ). Seja t uma
forma sesquilinear simétrica, fechada, densamente definida e semilimitada inferiormente em H, entdo
existe um operador Ay autoadjunto tal que:

1. D(A:¢) C D(t) e tfu,v] = (Awu,v), para todo v € D(A), v € D(t).
2. D(A;) é um cerne de t.

3. Seu € D(t) ew € H tal que t{u,v] = (w,v), para todo v pertencendo a um cerne de t, entdo
u € D(As) ew = Asu.

4. Se T é um operador linear tal que D(T) C D(t) e t{u,v] = (Tu,v) para todo uw € D(T) e
v € D(t) entdo T C Ay. Em particular, se T é autoadjunto, T = Ay, dai que o operador Ay é
unicamente determinado pela condicdo 1.

5. Ay € semilimitado inferiormente e m 4 = my.
Demonstracdo. Ver [S5](Teorema 4.6.8), [37](Teorema 10.7), para uma versao geral [21]. O

Corolario 1.5. O teorema de representacdo define uma bijecdo entre t — A; do conjunto das formas fe-
chadas, simétricas, densamente definidas e semilimitadas inferiormente com o conjunto dos operadores
autoadjuntos limitados inferiormente ; Ay é limitado se e somente se t é limitado.

Demonstracdo. Ver [5]. O

Teorema 1.16 ( Extensfo de Friedrichs). Suponhamos que Ay é um operador simétrico semilimitado
inferiormente, s a forma fechada gerada por Ay e As o operador autoadjunto associado a s, entdo
Ay C As é ma, = ma,. Além disso, A, é a iinica extensdo autoadjunta de Ao tal que D(As) C D(s).

Demonstracdo. Ver [5], [37], [38]. ]

Teorema 1.17 ( Segundo Teorema de Representaciao para Formas Sesquilineares ). Seja t uma forma
simétrica, fechada, densamente definida e ndo negativa i.et > 0 e B = Ay o operador autoadjunto
associado, entdo temos que:

1. D(BY?) = D(t).

2. tlu,v] = (BY?u, B/?v), para todo u,v € D(t).



3. D' C D(t) é um cerne se e somente se D' é um cerne de D(B'/?).

Demonstragdo. Ver [21]. OJ

Corolario 1.6. Sob as hipdteses do primeiro teorema de representacdo e sejat > m, entdo:

1. At —mli > 0.

2. D((A — mD)Y?) = D(t) e t{u,v] = ((Ay — mI)Y?u, (4, — mI)l/Qv) +m(u,v), z,y € D(1).
1/2

3. D' C D(t) é um cerne se e somente se D' é um cerne de (Ay — mlI)

Demonstrac¢do. Ver [4] OJ

1.3 Teorema Espectral e Funcoes de um Operador Autoadjunto

Definicao 1.15 ( Resolucao da Identidade ). Seja H um espaco de Hilbert separdvel. Uma familia
{E)}er de projecdes ortogonais é dita uma familia espectral ou resolucdo da identidade se satisfaz as

seguintes condicoes:
1. E)\.EM = Lijnfp) A€ R;
2. E =0, Ein=1,

E_x= lim FE)x,
A——00

Eiwzr= lim E)zx,
A—~00
para todo x € H.
3. Exio = E\, onde E)yox = limJr Eyicx  paratodo x € H.
e—0

Os limites sdo tomados na norma em H.
Teorema 1.18. Existe uma aplicacdo injetiva
G{Ex}rer — A

do conjunto das familias espectrais num espago de Hilbert H no conjunto dos operadores autoadjuntos
em H.

Demonstrag¢do. Ver [12]. OJ

Teorema 1.19 ( Teorema Espectral ). Seja H um espaco de Hilbert separdvel.

1. Existe uma aplicacdo bijetiva & do conjunto das familias espectrais em H sobre o conjunto dos
operadores autoadjuntos em H

2. Seja {E\}er uma familia espectral e A = 6({Ex\}er). Entdo E) e o resolvente R(() =
(¢CI — A)~! estdo relacionados por
“+oo

ROz = [ —5dBra)

paratodo x,y € H, ( € C—R.
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Demonstracdo. Ver [12]. O

Definicao 1.16. Seja A um operador autoadjunto num espaco de Hilbert separdvel H e A = / AdE),

R
sua decomposi¢do espectral, se f é uma fungcdo complexo valorada definida em R, entdo f(A) é o
operador definido pela formula

fmnzéﬂ»ﬁm,xemﬂmx

onde
f é mensurdvel com a medida dy(E\z,z) = dy|E\z|?

”“m*:xEH‘AuuWﬂmmW<+m

Definicao 1.17. Seja H um espaco de Hilbert separdvel. Definimos Mg como o conjunto das fungoes
mensurdveis em relagdo a dy(E\, ) para todo x € H.
Tais funcoes sdo obtidas por limites simples de funcdes continuas.

Proposicdo 1.10. Se f € Mge f(A) = / f(N)E\. Entdo para todo x € D(f(A)) ey € H, temos

que:

() = [ FNd(Ew.p).
Demonstracdo. Ver [12]. O

Teorema 1.20. Seja A um operador autoadjunto num espaco de Hilbert separdvel H e A = / AE),
R

seu decomposigdo espectral.

1. Se f é a fung¢do conjugada de f, entdo

epara z,y € D(f(A)) = D(f(A)):

3. Paraa € C, z € D(f(A))
(af)(A)z =af(A)z.
Para x € D(f(A)) N D(g(A)), temos que

(f +9)(A)x = f(A)z + g(A)z.

Demonstracdo. Ver [12]. ]
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O teorema a seguir sera muito crucial no desenvolvimento deste trabalho:

Teorema 1.21.

Se x € D(f(A)), entdo a condi¢dao f(A)x € D(g(A)) é equivalente a condi¢do x € D(g.f(A)) ( onde
9-F(A) = g(N\)f () ) e temos que

9(A).f(A)z = (g.f)(A)z.
Se f € Mye D(f(A)) é denso em H, entao o adjunto
[F(A)]" = f(A);

f(A) é um operador normal (e autoadjunto se f = f ).

Se f # 0 q.t.p em relagdo as medidas {0y }zcp, entdo [f(A)]™! existe e
_ 1
et = (5) @
Onde oy = 0,5 = d(Exz, ).
Demonstracdo. Ver [12]. ]

Teorema 1.22. Seja A um operador autoadjunto num espaco de Hilbert separdvel H com dominio
D(A), denso em H satisfazendo a condigdo:

{Ei’y > 0 tal que (L1
(Az,z) > 7v|jz|]?, Va € D(A).
Para 0 < 8 < 1, temos que:
1. D(A) C D(AP);
2. Paratodo x € D(A),
(AP, x) < ~P||||*.
Além disso (AP)™' = A=P € L(H); A=P, AP sao operadores autoadjuntos;
3. D(AP) munido da norma do grdfico definida por:
2[IF = ll2|® + [|A72|®, = e D(AP),
é um espaco de Hilbert;
4. Se0<p1 <fP2<1,
D(AP2) — D(APY) (—  inclusdo continua )
e D(AP?) é denso em D(APY);
5. Paratodo x € D(A), temos que:
1A% || < || Az|)P||2|" 7.
Demonstracdo. Ver [12]. O

Observagdo: Decorre dos items 2 e 3 do teorema anterior que D(AP) é um espago de Hilbert com

anorma ||z|| 45 = ||APz||, a qual é equivalente d norma do grdfico.
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1.4 Espacos de Sobolev

Notacoes:
N={neZ:n>1}.
< : imersdo continua.

<+ imersdo continua e compacta.
Teorema 1.23 ( Du - Bois - Raymond ). Sejam Q2 C R™ um aberto e u € L} ().
Se / u(z) p(z)dr =0, Ve e C(N), entdo u =0 quase sempre em 2.
Q
Demonstracdo. Ver [7]. O

Lema 1.1. Seja f € L}, .(I) tal que

/fgp’zO Vo € CX(I).
I
Entdo existe uma constante C' tal que f = C q.t.pem I.

Demonstracdo. Ver [6]. O]

1
loc

Proposicao 1.11. Sejam I C R limitado ou néo, g € L;_ (I), para yo € I fixo definimos

Entdov e C(I) e

Demonstracdo. Ver [6] O

Teorema 1.24 ( Desigualdade de Poincaré ). Sejam Q C R™ um aberto limitado e 1 < p < +00.

Entdo existe uma constante C', que depende de ) e p, tal que:
1,
ull ey < ClIVullrq), Yu e WyP(Q).
Demonstracdo. Ver [6]. O]

Teorema 1.25 ( Regularidade Elitica ). Sejam 2 C R™ um aberto regular, L um operador diferencial
elitico de ordem 2m, m € N e f € L*(Q). Se v é solucdo de Lv = f no sentido distribucional,
entdo v € H*™(Q) .

Demonstracdo. Ver [1]. OJ

Corolario 1.7. Sejam Q C R™ um aberto regular e f € L*(Q). Se v é solugdo de

—Au=f em
u=0 em 0Q

entdo v € H*(Q) e vl z20) < C N fllz2(q), onde C > 0.
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Demonstracdo. Ver [1]. O

Teorema 1.26. Seja u € whp (I) com1 < p < oo e I limitado ou ndo; entdo existe uma fun¢do
u € C(I) tal que
U= qgtpeml

) — aly) = / (@Bt Voyel.
Yy
Demonstracdo. Ver [6]. O]

Teorema 1.27. Sejau € WHP(I) com 1 < p < oo. Entdo existe uma sequéncia (u,) C C°(R) tal que
Uy — wem WHP(I).

Demonstracdo. Ver [6]. O
Teorema 1.28. Seja u € WP (I). Entdo u € Wol’p(l) se e somente se u = 0 em OI.

Demonstracdo. Ver [6]. ]
Teorema 1.29. Sejam 1 < p < oo e u € LP(I). Definimos u por

_ u(x) sex el
0 sex e R\ I

Entdo u € Wol’p(l) se e somente se i € WP (R).

Demonstracdo. Ver [6]. O

1.5 Imersoes em Espacos de Sobolev

Teorema 1.30 ( Imersao Continua ). Tem-se os seguintes casos:

1. Caso: neNcomn>2, meNel<p<4oo. Severificam:

(a) Se mp<nep<qg<
n—m

np . entdo WTP(R") = LI(R").
(b) Se mp=mn e p<q<+oo, entdo W™P(R") — LI(R").
(c) Se mp>nek<m-— n < k41, k éum inteiro ndo negativo, entdo
WmP(R") — CFANRM) ?onde
i O<)\§m—k:—E se m—k—ﬁ<1,
p n p

i 0<A<lsem—-k——=1.
p

2. Caso: n=1,meNel<p<+oo. Severificam:
(a) Se p=1, entdao W™ (R) — C’l’)n*l(]R).

1
(b) Se 1 <p<+4ooel0<\<1——, entdo W™P(R) — C™ LANR).
p
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3. Caso: n €N, m €N e p=+oo. Verifica-se: W™ T2(R") é isomorfoa C™L1(R").
Demonstragcdo. Ver [28]. ]
Teorema 1.31 ( Imersao Continua ). Tem-se os seguintes casos:

1. Caso: neNcomn>2, meNel<p<4oo. Seja Q@ CR™ um aberto limitado de classe
C™ . Se verificam:

(a) Se mp<nel<g< , entdo W™P(Q) — L9(Q).

n—mp
(b) Se mp=mnel<qg<+oo, entdo W™P(Q) — LI(Q).
(c) Se mp>nek<m-— n < k41, k éum inteiro ndo negativo, entdo
D
WmP(Q) — C*NQ), onde

i O<)\§m—k—ﬁsem—k—ﬁ<1,
p p
ii. O<)\<1sem—k—ﬁ:1.
p

2. Caso: n=1,meNel<p<+4oo. Seja I CR um intervalo aberto limitado. Se verificam:
(a) Se p=1, entdo W™(I) — C™Y(I).

1 _
(b) Se 1 <p<+4ooe0<A\<1——, entdo W™P(I) — C™ LMI).
p

3. Caso: ne N, meNep=+o0. Seja Q CR"™ um aberto limitado de classe C™ . Verifica-se:
Wmte(Q) é isomorfo a C™ 11(Q).

Demonstragdo. Ver [28]. O

Corolario 1.8. Sejam ) C R™ um aberto limitado e m € N. Entdo:
Wy (Q) é isomorfoa C™H1(Q).

Demonstragdo. Ver [28]. O

Teorema 1.32 ( Rellich - Kondrachov ). Sejam n € N, 1 < p < +o0o e Q2 C R" um aberto limitado
de classe C . Se verificam:

1. Sep<nel<g< ﬂ, entdo WP (Q) < L1(Q).
n—p

[

2.8 p=nel<q<+oo, entio WHP(Q) — LI(Q).
3. Se n < p < +oo, entdo W(Q) < COQ).
Demonstragdo. Ver [6] O]

Corolario 1.9. Sejan n,m € N, 1 < p < 400 e 2 C R" um aberto limitado de classe C™ . Se
verificam:

l. Sep<nel<g< ﬂ, entdo W™P(Q) N wm—La(Q).
n—p
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2. 8ep=nel<q<—+oo, entdo W™P(Q) < Wm=14(Q).

3. Se n<p< +oo, entdo W™P(Q) < C™1(Q)).
Demonstracdo. Ver [28] ]
Corolario 1.10. Sejamn n, m e N, 1 <p < +oo e Q CR" um aberto limitado. Se verificam:

1. Se Q éde classe C™ | entdo WHLp(Q) < Wmr(Q) .

2. WP (Q) S WP (Q)
Demonstracdo. Ver [28] O

Teorema 1.33 ( Imersao Compacta ). Sejam n, m € N, 1 < p < +oo e Q C R" um aberto limitado
de classe C™ . Se verificam:

C

, entdo W'™P(Q) — LI(Q).

. Semp<nel<g<
n—mp

2. Semp=nel<q<-+oo, entdo W™P() < LI(1).

n _
3. Semp>nek<m——<k+1,k éuminteiro ndo negativo, entdo W™?(Q) < C*(Q).
p

Demonstragdo. Ver [28] L]

1.6 Espacos Intermediarios entre Espacos de Hilbert

Sejam X e 'Y dois espagcos complexos de Hilbert separdveis, assumimos que:

(1.2)

X édensoemY.

{X<—>Y.

Denotemos por (.,.)x (resp. (.,.)y ), ||x ( resp. ||y ) o produto escalar e a norma em X (resp. emY).
Definimos

h(u,v) = (u,v)x para u,v € X.

Seja A o operador ndo limitado em'Y com dominio dado por:

D(A) ={u € X|v > h(u,v) é continua em X na topologia de Y }.

Sabemos das segcoes anteriores que A é um operador autoadjunto definido positivo com inversa limitada
satisfazendo:

(Au,u)y = h(u,u) = [u|%k > Clul3-, C > 0, para todo x € D(A),
i.e a é coerciva. Temos também que:

D(A) ={ue X|Au e Y'}.
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Seja {E,} .er a decomposicdo espectral de AemY ( o(A) C [po, +00) com jig > 0 ). Parau € D(A)

temos que:
“+oo —+00

m%myzf ;MEM%=M§=/ (141/2)2d| B, uf?.
Ko Ho

ie
ufk = 142uf},  we D(A).
Da densidade de D(A) em D(A'/?) e X, vemos que:
D(AY?) = X.
Definindo A = AY/2; A\ é um operador autoadjunto com dominio D(A) = X satisfazendo:
(Au,u)y > (C)?ul}  we D(A) = X.
Seja {F\} a familia espectral associada com A\; temos que

F\ = Eje.

Definicao 1.18. Sejam X, Y espacos de Hilbert separdveis satisfazendo a condicdo (1.2). Para 0 €
[0, 1], definimos os espagos de interpolacdo [X,Y ]y dados por
[X,Y]y = D(AY0) = D(A'Z").
A = AY2 ¢ 0 operador néo limitado em'Y com dominio X definido acima. Dado o produto escalar:
(u,v)g = (u,v)y + (Au, A1)y,

[X,Y)g é um espago de Hilbert, chamado o espaco intermédio entre X e Y.

Um tipico exemplo da teoria anterior é

V=H}Q), H=L*Q), A=-A

D(A) = H*(Q)n H}(Q)

onde Q) é um aberto limitado de classe C*.
Observacdo
Se A1 e Ay sdo dois operadores autoadjuntos positivos em 'Y, com dominio X, entdo

D(AYY) = D(ALY), (1.3)

com normas equivalentes. Seja 2 um aberto de R" satisfazendo:

A fronteira T' de S é uma variedade diferencidvel (n—1) dimensional, Q) estando localmente de um lado de T'.
(1.4)
Q é limitado. (1.5)
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Teorema 1.34. Suponhamos que () satisfaz (1.4) e (1.5). Seja
S1 > §9 > 0,
81 e 8o # inteiro —i—%. Se
1
(1 —0)s1 + Osy # inteiro + o

entdo

[H (), H32(Q))g = HY 172 (q),
com normas equivalentes.

Demonstracdo. Ver [25]. O

1.7 Semigrupos de Operadores Lineares

Nesta se¢do, todos os espagos vetoriais sdo definidos sobre um corpo K =R ou C.

Definicao 1.19. Seja X um espaco de Banach. Uma familia de operadores lineares e limitados
{S()}1>0 C L(X) é dito um semigrupo em X, quando:

1. S(0) =1 , onde I é o operador identidade de L(X).

2. S(t+s)=S5(t)S(s),Vt,s >0.
Definicio 1.20. Sejam X um espago de Banach e {S(l)},~, um semigrupo em X. O operador
linear A:D(A) C X — X definido por

1. D(A) = {u € X: lim S(t)tu—u existe}

t—0

S(t)u

2. Au= lim %,VUGD(A),

t—0
¢ chamado gerador infinitesimal do semigrupo {S(t)},~ -
Observacoes:
1. DIA)={ue X:Aue X}.

2. S(t) =€t VYt >0 éumsemigrupoem X com gerador infinitesimal A, onde A € L(X).

Definicio 1.21. Sejam X um espago de Banach e {S(t)},~o um semigrupoem X. {S(t)};~, €
dito uniformemente continuo quando tlimo 15(t) = Illzcx) = 0.
H

Proposiciio 1.12. Sejam X um espago de Banach e {S(t)};~, um semigrupo em X.
{S(t)};>o € uniformemente continuo se e somente se tlim 15(t) = S(r)[lzx) = 0.
- —7T

Demonstracdo. Ver [32]. ]
Teorema 1.35. Sejam X um espago de Banache {S(t)},~q s {T(t)};>o semigruposem X.

() I S(t)

-1
Se lim =A= lim ———, entdo T(t)=S5(t),Vt>D0.
t—0 t—0 t
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Teorema 1.36. Sejam X um espago de Banache {S(t)},~, um semigrupo em X.
S(t) ¢é uniformemente continuo se e somente se S(t) =e*4 Yt >0, paraalgum A€ L(X).

Demonstracdo. Ver [29]. ]

Corolario 1.11. Sejam X um espago de Banache {S(t)},~, um semigrupo uniformemente continuo.
Entdo:

1. Existe uma w >0 tal que ||S(t)|zx) < e“t, ¥Vt >0.

2. A aplicacdo t+—— S(t) ¢é diferencidvel em [0,+o0] e %S(t) = AS(t) = S(t) A.
Demonstracdo. Ver [32]. ]
Defini¢do 1.22. Sejam X um espago de Banache {S(t)},~, um semigrupo em X.

1. {S(t)}i>o €dito de classe Cy ou Cp— semigrupo quando th;no StHu=u,VueX.

2. {S(t)};>q ¢ dito fortemente continuo quando tli_n}TS(t) u=S(r)u,Vue X.

Proposicio 1.13. Sejam X um espago de Banach e {S(t)},~, um semigrupo em X.

1. {S(t)}i>o €um Co— semigrupo se e somente se é fortemente continuo.

2. Se {S(t)};>¢ € uniformemente continuo, entdo é um Co— semigrupo.

Demonstracdo. Ver [32]. O]
Teorema 1.37. Sejam X um espago de Banache {S(t)},~, um Co— semigrupo. Entdo:

Lo ISOI L mlS@I
t—r+o0 t t>0 t

2. Para cada w > wy, existe uma constante M > 1 tal que ||S(t)|| < M e®t V¥Vt > 0.
Demonstrag¢do. Ver [29]. O]

Corolario 1.12. Sejam X um espago de Banach e {S(t)},>o um Co— semigrupo. Entdo existem
constantes w >0 e M >1 tal que ||S(t)|| < Mevt, Vit > 0.

Demonstracdo. Ver [32]. O

Coroldrio 1.13. Sejam X um espago de Banach e {S(t)},~, um Co— semigrupo. Entdo para cada
u € X, aaplicagio t+— S(t)u € continua em [0,+o0].

Demonstracdo. Ver [32]. ]

Defini¢do 1.23. Sejam X um espago de Banache {S(t)};~o um Co— semigrupo, {S(t)},~, € dito
uniformemente limitado quando existe uma M > 1 tal que ||S(t)| < M ,Vt>0. Se M =1, ¢
dito um Cy— semigrupo de contracoes.

Teorema 1.38. Sejam X um espago de Banach e {S(t)},~, um Co— semigrupo com gerador
infinitesimal A. Entdo:
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t+h
1. Vue X, tem-se: lim / S(r)yudr = S(t)u.
h—0h J,

t t
2. Vu e X, tem-se: /S(r)udreD(A) e A</ S(r)udr) =S(t)u—u.

0 0
3 Vue DA, tem-se: S(t)uecD(A),Vt>0 e %S(t)u:AS(t)u:S(t)Au.

t ¢
4. YVu € D(A), tem-se: S(t)u—S(s)u:/ S(T)Audr:/ AS(r)udr.
Demonstracdo. Ver [32]. ]

Coroldrio 1.14. Sejam X um espago de Banach e {S(t)},~, um Co— semigrupo com gerador
infinitesimal A. Entdo D(A) édensoem X e A éum operador linear fechado.

Demonstragdo. Ver [32]. ]

Definicdo 1.24. Sejam X um espago de Banach e {S(t)},~, um Co— semigrupo com gerador
infinitesimal A. Denota-se por: A% =1, A' = A. Supondg que A" 1 esteja definido, se define
A™ como:

{D(A”) —{ueX:ueDA" ) e A" 'ueD(A)},

Aru= A (A" ), Yu € D(AM).

Proposicio 1.14. Sejam X um espaco de Banach e {S(t) }tzo um Co— semigrupo com gerador

infinitesimal A. Entdo:

1. D(A™) ¢é um subespacode X e A™ ¢éum operador linear.

mn

2. Yu e D(A™), tem-se: S(t)u € D(A"),Vt>0 e :li? St)u=A"S({t)u = S(t) A" u.

3. Formula de Taylor: se u € D(A™), entdo

n—1

— 1)k t
syu =300 g gt T ! i [ =rran s udr,
k=0 to

4. N2 D(A™) édensoem X.
Demonstracdo. Ver [29]. ]
Proposicao 1.15. Sejanm X um espaco de Banache A : D(A) C X — X um operador linear
fechado. O funcional || - ||, : D(A™) — R tal que ||ul|, = z”: |A* w|| ¢ uma norma sobre D(A™)
com a qual D(A™) ¢é um espaco de Banach. =
Demonstracdo. Ver [29]. O
Definicao 1.25. Sejam X um espaco de Banach i A:D(A) € X — X um operador linear

fechado. A norma || - ||y, : D(A") — R, ||lu|l, = Z |A* u|| ¢ chamada norma do grafico.
k=0
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Proposiciio 1.16. Sejam X um espago de Banach e {S(t)},, um Co— semigrupo com gerador
infinitesimal A. Entdo, para cada u € D(A") tem-se: S(t)u € C"*([0, +ool; D(A¥)), para
todok =0,1,...,n, com anorma do grdfico.

Demonstracdo. Ver [29]. O]

Teorema 1.39. Sejam X um espaco de Banach e A o gerador de um Cy-semigrupo T'(t) em X satis-
fazendo |T(t)|| < Me*t. Se B € L(X) entdo A + B é o gerador de um Cy-semigrupo S(t) em X
satisfazendo ||S(t)|| < Me@+MIBIE

Demonstracdo. Ver [32]. O]

Definicdo 1.26. Sejam X um espaco de Banach, X* seuduale A:D(A) C X — X um operador
linear.

Denota-se o valor de u* € X* em u € X por (u,u*)xxx+. Paracada w € X, define-se o
conjunto dualidade F(u) C X* como: F(u) = {u* € X*: (u,u*)xxx+ = [[ul|* = [[u*]|*}.

A é chamado dissipativo quando Re (Au,u*)xxx» <0,Vu € D(A) com u* € F(u).

Observacao: Se X = H é um espaco de Hilbert , entdo usando-se o teorema de Representacdo
de Riesz , tem-se:
A édissipativo quando Re (Au,u)y <0,Vu € D(A).

Teorema 1.40. Sejam X um espago de Banache A : D(A) C X — X um operador linear.
A é dissipativo se e somente se ||(A] — A)u|| > Aul|, Vu e D(A), VA >0.

Demonstracdo. Ver [32]. ]
Proposicao 1.17. Seja (A, D(A)) um operador dissipativo num espago de Banach X, entdo:

1. X\ — A éinjetivo para todo A\ > 0 e
1 1
I = 472 < Sl

para todo z € (A — A)(D(A)).

2. XA — A é sobrejetivo para algum \ > 0 se e somente se € sobrejetivo para cada A > (. Neste caso
tem-se que (0,+00) C o(A).

Demonstragdo. Ver [15] L]

Teorema 1.41. Sejam H um espago de Hilbert e {S(t)};~, um Co— semigrupo com gerador infinite-
simal A .
{S(t)},;>¢ € um Co— semigrupo de contracies, se e somente se A ¢ dissipativo.

Demonstragdo. Ver [30]. ]

Lema 1.2. Sejam X um espago de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear. Se existe
uma sequéncia {Am}, > C L(X) tais que:

1. Apyu — Au em X ,Vu € D(A).
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2. {etAm}m>1 — S(t) em L(X),Vt>0.
Entdo {S(t)},>q € um Co-semigrupo com gerador infinitesimal A .
Demonstracdo. Ver [30]. ]

Lema 1.3. Sejam X um espago de Banache A : D(A) C X — X um operador linear ndo limitado.
Se A satisfaz:

1. A éfechadoe D(A) =X .

1
2. Rt Co(d) e ||R\; A< 1 YA >0, onde RI\; A) = (AN — A)~L.
Entdo lim AR(\; A)u=u,VueX.
A—r 400
Demonstracdo. Ver [32]. O]

Defini¢do 1.27. Sejam X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear. Para
cada A > 0, define-se a Aproximacao de Yosida de A, como a aplicacdo linear Ay : X — X tal
que

Ay :=AARMN;A) = >R(\;A) = \I.
Observacao: A, é limitado.

Lema 1.4. Sejam X um espago de Banache A : D(A) C X — X um operador linear ndo limitado.

Se A satisfaz as condicdes do lema anterior, entdo \ lim Ayu=Au,VueDA).
—>+00

Demonstracdo. Ver [32]. O

Lema 1.5. Sejam X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear ndo limi-

tAx

tado. Se A satisfaz as condicées do lema anterior, entdo e , t > 0 é um semigrupo de contragaes,

uniformemente continuo tal que:
lef My — et Ayl < tl|Ayu— A, ul, VA, u>0.
Demonstracdo. Ver [32]. O

Teorema 1.42 ( Hille - Yosida ). Sejam X um espagco de Banach e A : D(A) C X — X um
operador linear ndo limitado.

A ¢ o gerador infinitesimal de um Cy— semigrupo de contracdes, se e somente se

1. A éfechado e D(A) =X .

2Rt Co(d) e ||[RN;A)|<<,VA>0.

> =

Demonstracdo. Ver [32]. ]

Corolario 1.15. Sejam X um espago de Banach e {S(t)},~, um Co— semigrupo de contragdes com
gerador infinitesimal A . Entdo:

Styu= lim eMu,VueX.

A—>+o00
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Demonstracdo. Ver [32]. O

Corolario 1.16. Sejam X um espago de Banach e {S(t)},~, um Co— semigrupo de contragoes com
gerador infinitesimal A . Entdo:

1
{ANeC:ReX>0} Co(A) eparatal X tem-se |[R(\; A)|| < o

Demonstracdo. Ver [32]. ]

Corolario 1.17. Sejam X um espaco de Banache A : D(A) C X — X um operador linear.
A ¢é o gerador infinitesimal de um {S(t)},>, Co— semigrupo satisfazendo ||S(t)|| < et YVt >0; se
e somente se

1. A éfechadoe D(A) =X .

1
2.{Ae€C:ImA=0,A>w} Cp(A) eparatal )\ tem-se HR(A;A)HS)\_w.

Demonstragdo. Ver [32]. ]

Proposicao 1.18. Sejam X um espaco de Banach , A : D(A) C X — X um operador linear ,
B e L(X) e {S(t)},~g um Co— semigrupo.

Se A é o gerador infinitesimal de {S(t)};»g ¢ AB =BA, entdo (A+ B) é o gerador infinitesimal
do {S(t) eBt}t>0 Co— semigrupo. -

Demonstracdo. Ver [30]. ]

Teorema 1.43 ( Lumer - Phillips). Sejam X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X um
operador linear densamente definido.

1. Se A ¢ dissipativo e existe uma \g > 0 tal que Im (NI — A) = X, entdo A é gerador
infinitesimal de um Co— semigrupo de contragdes.

2. Se A ¢é gerador infinitesimal de um Co— semigrupo de contracées, entdo A é dissipativo e

AN —A)=X,YA>0.
Demonstracdo. Ver [30]. ]

Corolario 1.18. Sejam X um espaco de Banache A : D(A) C X — X um operador linear fechado
e densamente definido.
Se A e A* sdo dissipativos, entdo A é gerador infinitesimal de um Cy— semigrupo de contragées.

Demonstragdo. Ver [30]. O

Teorema 1.44. Seja A um operador linear densamente definido num espago de Hilbert H. A é o gerador
infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragdes se e somente se A é dissipativo e (1 — A) = H.

Demonstracdo. Ver [27] O

Lema 1.6. Sejam X um espaco de Banach, B € L(X) e A € L(X) com inversa limitada.

Se |B|| < ——— entdo (A + B) é linear, limitado e inversivel.

1A=
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Demonstracdo. Ver [30]. O

Teorema 1.45. Sejam X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear, densa-
mente definido e dissipativo.
Se 0 € o(A), entdo A é gerador infinitesimal de um Co— semigrupo de contragées.

Demonstracdo. Ver [30]. ]
Teorema 1.46. Seja A um operador dissipativo em X.

(a) Se para algum Ao > 0, R(A\oI — A) = X entdo R(A\ — A) = X para todo X > 0.

(b) Se A é fechdvel entdo A, é também dissipativo.

(c) Se W = X entdo A é fechdvel.

Demonstracdo. Ver [32] L]

Teorema 1.47. Sejam X wum espago de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear, dissipa-
tivocom R(I — A) =
Se X é reflexivo, entdo D(A) = X .

Demonstracdo. Ver [32]. ]

1.8 Problema de Cauchy Abstrato.

Sejam X um espago de Banach, A : D(A) C X — X um operador linear, f :[0,T) — X wuma
aplicagdo e o € X .

Definicao 1.28. O problema de Cauchy abstrato é uma equagdo de evolucdo abstrata do tipo

{ Z/(E)t)):il.b(t)”(t)’ t>0 (1.6)

Defini¢do 1.29. Uma aplicagdo v : [0,T) — X ¢é uma solugdo cldssica de (1.6) sobre [0,T), se
u € continua sobre [0,T), continuamente diferencidvel sobre (0,T), u(t) € D(A) para (0,T) e u
satisfaz (1.6) em [0,T).

Definicio 1.30. Sejam {S(t)},~o um Co— semigrupo com gerador infinitesimal A, f € LY(0,T; X)
e xg. A aplicagido u € C([0,T); X) dada por

u(t) xo-l—/St—s s)ds, 0<t<T

é chamada de solugdo integral do problema (1.6) sobre [0,T] .

Teorema 1.48. Sejam {S(t)},~, um Co— semigrupo com gerador infinitesimal A, f € LY(0,T; X)
continua em (0,T] e

:/tS(t—s)f(s)ds, 0<t<T.
0

Entdo o problema (1.6) possui uma solugdo u sobre [0,T) para cada xo € D(A), se uma das
seguintes condicdes é satisfeita
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1. v é continuamente diferencidvel sobre (0,T) .
2. v(t) € D(A) para 0 <t <T e Av(t) é continua sobre (0,T).

Reciprocamente, se (1.6) possui uma solugdo w sobre [0,T) para algum xy € D(A), entdo v satisfaz
as condicoes 1 e 2.

Demonstragcdo. Ver [32]. ]

1.9 Estabilidade Exponencial e Analiticidade.

Nesta secdo vamos apresentar alguns resultados relacionados a estabilidade exponencial e decaimento
do tipo polinomial de Co— semigrupos definidos em espaco de Hilbert.

Defini¢do 1.31. Sejam X um espago de Banach e {S(t)},~, um Co— semigrupo com gerador infini-
tesimal A . -

Diz-se que {S(t)},~, ¢ exponencialmente estavel quando existem constantes > 0 e M > 1 tal
que ||S(t)||cx) < Me H, YVt >0.

Definicao 1.32. Sejam X um espago de Banache T : D(T) C X — X um operador linear.
A cota superior do espectro de T', w, (1), é o valor

wo(T) :=sup{ReA: A€ o(T)}.

Definicdo 1.33. Sejam X um espago de Banach e {S(t)},~, um Co— semigrupo com gerador infini-
tesimal A. O tipo do semigrupo gerado por A, wy(A), é o valor

wo(A) = tgriloo lan(t)H — g(f) lan(t)H _

Proposiciio 1.19. Sejam X um espago de Banach e {S(t)},~, um Co— semigrupo com gerador infi-
nitesimal A . Entdo:

1. wo(tA) = two(A) , V> 0.
2. Ve>0, existe Mc > 1 tal que |[S(t)||z(x) < Me e+t i >,
Demonstragdo. Ver [30]. L]

Proposiciio 1.20. Sejam X um espago de Banach e {S(t)};~, um Co— semigrupo de contragdes com
gerador infinitesimal A. Se wo(A) =0, entdo ||S(t)|zx)=1,Vt>0.

Demonstragdo. Ver [30]. L]

Lema 1.7. Sejam X um espago de Banach e {S(t)},~, um Co— semigrupo com gerador infinitesimal
A. Entdo:

1. we(A) <wp(A).

2. Ry(S(t)) = eo@t V>0,
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Demonstracdo. Ver [30]. O

Teorema 1.49. Sejam X um espaco de Banach e {S(t)},~, um Co— semigrupo com gerador infinite-
simal A . Entdo:

wo(A) =inf {p eR: ||(A ] — A)_1||L(X) <o0o0,VReA>p} .
Demonstracdo. Ver [30]. ]

Corolario 1.19. Sejam X um espago de Banach e {S(t)},~, um Co-semigrupo com gerador infini-
tesimal A.Se {A € C: ReX >0} C o(A) e ||[(A ] — A):1||L(X) < 00, VRe) > 0, entdo existe
€ > 0 tal que

{AeC:ReX>—€} Co(A)

e ||(>\I—A)_1H£(X) <00, VReA > —¢.
Demonstracdo. Ver [30]. ]

Corolario 1.20. Sejam X wum espago de Banach e {S(t)},~, um Co— semigrupo com gerador infini-
tesimal A . -

Se {A € C: ReX >0} C o(A) eexiste M > 0tal que ||\ — A)"|zx) < M,YReX >0, entdo
o semigrupo  {S(t)},~, € exponencialmente estdvel.

Demonstracdo. Ver [30]. ]

Definicio 1.34. Sejam X um espago de Banach e {S(t)},~o um Co— semigrupo com gerador infi-
nitesimal A . Diz-se que {S(t)};>, tem a propriedade do crescimento determinada pelo espectro,
quando wo(A) = ws(A).

Proposicio 1.21. Sejam H um espaco de Hilbert e {S (t)}tzo um Cy— semigrupo com gerador infi-
nitesimal A . Entdo:
wo(A) = ws(A), seesomentese, Ye>0, existe Mc >0 tal que

AT = A) 7 Yox) € M, VReA > wo(A) + €.
Demonstracdo. Ver [30]. O

Teorema 1.50. Seja (S (t))tzo um Cy-semigrupo sobre um espaco de Hilbert H , gerado por A..
Entdo (S(1)),> € exponencialmente estdvel, se e somente se

sup{ReX; N € o(A)} <0

sup ||(AI — A)_1|| < 00
Re A\>0

Demonstragdo. Ver [27] L]

Teorema 1.51 ( Gearhart). Seja (S(t));~, um Cy-semigrupo de contragdes sobre um espago de
Hilbert H , gerado por A. O semigrupo (S(t)),~ € exponencialmente estdvel, se e somente se,

iR C o(A) e limsup H(iaI—A

|ot] —+o0

)_IHK(H) < 00.
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Demonstracdo. Ver [17]. O

Teorema 1.52 ( Priiss - Huang - Renardy). Seja (S(t)),~, um Co-semigrupo sobre um espago de
Hilbert H , gerado por A. O semigrupo (S(t)),~, € exponencialmente estdvel, se e somente se,

iRCo(A) e ||iAI-A <C, VAeR.

—1
) HL(H)
Demonstracdo. Ver [33]. ]

Observacao : Observa-se que existem duas maneiras equivalentes de se obter estabilidade exponen-
cial para Cy— semigrupos de contragcoes em espagos de Hilbert, e uma prova dessa equivaléncia pode
ser encontrada em Liu - Zheng [27].

Nem sempre um semigrupo é exponencialmente estdvel. Neste caso, devemos procurar outra forma de
estabilizar o sistema, como por exemplo determinar decaimento polinomial de solugées.

Vamos designar por A(«) o setor do plano complexo definido por
Ala) ={z€Cl|z#0, |arg z| < o, 0 < @ < 7}
Seja X um espaco de Banach.

Definicdo 1.35. ( Semigrupos Analiticos) Diz-se que uma funcdo S : A(a) U {0} — L(X), onde
0 < a < 7/2, é um semigrupo holomorfo de classe Cy em A(«) se:

2. S(z1 4 22) = S(21)S(22), para todo z1, z2 € A(«);

3. lim S(2)x =z, paratodo z € X, z € A(a—€), 0 < € < oy

z—0

4. S é holomorfa em A(x).

No que se refere a analiticidade de um Cy-semigrupo de contracdes em espacos de Hilbert, nds
temos o seguinte resultado

Teorema 1.53. Seja S(t) = et um Cy-semigrupo de contracoes num espaco de Hilbert. Suponhamos
que
{iB|B € R} = iR C p(A).

Entdo S(t) é analitico se e somente se

lim [B(iBI — A)7H| < o0

8|00

Demonstracdo. Ver [27]. OJ
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Capitulo 2

Um Exemplo Relativo a Ma Colocacao

2.1 Introducao

Nesta secdo daremos primeiro as condigcdes nas quais a equacdo

wy(t) + Bw(t) + Aw(t) =0 (t = 0) 2.1

num espago de Hilbert H com norma ||.||, onde A é um operador auto-adjunto definido positivo em H
e B é um operador adjunto positivo em H, ndo é fortemente bem colocada, conceito a definir na secdo
2.2, seguidamente enunciamos uma caraterizacdo para um problema ser fortemente bem colocado. Na
secdo 2.3 apresentamos uma condi¢do, em geral fdcil de verificar sob, a qual podemos conhecer se uma
equacgdo da segunda ordem ndo é fortemente bem colocada. Em seguida na secdo 2.4, estudamos uma
equacdo de viga com um coeficiente de amortecimento descontinuo ( equagdo 2.5) onde o operador A é
chamado o operador eldstico e B como o operador de amortecimento, e serd provado com a ajuda da

proposicdo 2.1 que o correspondente operador </, onde

0o I
A -B
D(e/p) = D(A) x [D(A'?) N D(B)],

oty =

)

(2.2)

ndo é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo no espaco 7€ =V X H, onde V = D(A1/2) com
o produto interno induzido de maneira natural, o qual diz que em algumos casos a configuragcdo de
2.2 pode ser inadequado. Por outro lado, pode acontecer que um problema ndo seja fortemente bem

colocado em H mesmo que /g seja o gerador de um Cy-semigrupo analitico em F( ver o exemplo 3.1

em [9]).

2.2 O Problema Fortemente Bem Colocado e Teoremas Relacionados

Denotamos com R = [0, +00), vamos comecar com algumas reformulacées das defini¢oes de [16] e
[39]:

Definicao 2.1. Dizemos que uma fungdo u : ]R(J)r — H, é uma solugdo de (2.1) se u(t) é duas vezes
continuamente diferencidvel, u(t) € D(A), uy € D(B), Au(t) e Bu; sdo continuas e (2.1) é satisfeita
parat > 0.
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Definicao 2.2. Dizemos que o problema de Cauchy para (2.1) é bem colocado se as seguintes condigcoes
sdo satisfeitas:

(a) Existem subespacos densos Dy, D1 de H tal que, para qualquer ug € Dy, u1 € D1, existe a solugdo
u(t) de (2.1) com u(0) = ug, ut(0) = uy.

(b) Existe uma fungdo ndo negativa N (t) definida em t > 0 tal que
lu@®)]] < N@)((|w(O)]] + [[uw:(O))) (= 0) (2.3)
para qualquer solugdo de (2.1).

Definicao 2.3. Assuma que o problema de Cauchy para (2.1) é bem colocado. Defina parat > 0,
u € Dg, NS Dl,
Ctyu=u(t), St)v=nuo(t),

onde u(t) (resp. v(t)) € solugdo de (2.1) com u(0) = w, ut(0) = 0 (resp. v(0) = 0,v:(0) = v). Em vista
da (2.3), C(t) (resp. S(t)) € um operador limitado em Dy (resp. D1). Desde que Dy (resp. D1) é denso
em H nds podemos estender C(t) (resp. S(t)) a um operador limitado em H, o qual denotamos pelo
mesmo simbolo.

Nés chamamos as fungdes C(t) e S(t) com valores em L(H), os propagadores de (2.1).

Definicao 2.4. Um estado de fase em t > 0 para a equagdo (2.1) é um espago produto 7€ = Hy x Hy
munido de qualquer de suas normas produto, onde Hy e Hi sdo espacos de Hilbert satisfazendo as
seguintes hipoteses:

(a) Hy, Hi C H com inclusdo continua, mais ainda, Dy N Hy (resp. Dy N Hy) é denso em Hy na
topologia de Hy (resp. é denso em H1 na topologia de H1).

(b) Existe um Cy-semigrupo G(t) em H tal que

G(1) [“(0)] - [“(t)] ,
u(0) uq(t)
emt > 0 para qualquer solugdo u(t) com u(0) € Hy, ut(0) € Hj.
Se B = 0, a equagdo (2.1) torna-se na equacdo incompleta
wy(t) + Aw(t) =0 ¢ >0). (2.4)

Segundo [16] (capitulo 2, teoremas 1.1 e 2.1), se o problema de Cauchy para (2.4) é bem colocado
entdo as solucdes crescem exponencialmente e existe um estado de fase, ainda melhor a boa colocacdo
é determinado pelo resolvente de A.

Teorema (A). O Problema de Cauchy para (2.4) é bem colocado se e somente se existem constantes
C,w > 0 tais que para ReX > 0, (NI + A)~' € L(H) e

1A+ A) M| gy < Onl(ReA —w)™F (R =0,1,2,...).

Demonstracdo. Ver [16], Teorema 2.1. O
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No entanto, para a equacdo completa (2.1), os problemas sdo dificeis de discutir se usamos a mesma
definicdo de boa colocacdo. Podemos encontrar situacoes que impliquem perda de crescimento expo-
nencial de solucdes e ndo existéncia de espacos de fase como foi ilustrado por [16](reveja o exemplo 2.1
e o teorema 2.3 do capitulo VIII). Para isso ém Fattorini [16] introduz a seguinte
Hipotese 3.1

(a) S(t)u é continuamente diferencidvel em t > 0 para todo u € H.
(b) S(t)(H) C D(B) e BS(t)u € continua em t > 0 para todo v € H.

Em [16], se mostra que a Hipotese 3.1 garante crescimento exponencial das solucées ([16], Teorema
3.2, Cap. VIII) é a existéncia de um estado de fase ([16], Teorema 4.2, Cap. VIII).

Definicao 2.5. Dizemos que o problema de Cauchy para (2.1) é fortemente bem colocado se é bem
colocado e satisfaz a Hipotese 3.1.

Decorre das definigoes anteriores que se </ gera um Cy-semigrupo em ¢ entdo a equagdo (2.1) é
fortemente bem colocada em H.

Existe uma caraterizacdo muito iitil para os problemas de Cauchy fortemente bem colocados, a qual
enunciamos no contexto dos espacos de Hilbert:

Teorema 2.1. Para a equagdo (2.1) os seguinte enunciados sdo equivalentes:
1. O problema de Cauchy para (2.1) é fortemente bem colocado.

2. Existe g € C tal que
A(No) = NI+ \oB + A

é fechado, densamente definido e A(X\g)(D(A(Ng))) = H. O problema de Cauchy é bem colocado
e ( 2.1 ) tem uma uinica solugdo para todo valor inicial (ug,u1) € (D(A) N D(B)) x (D(A)N
D(B)).

3. D(A) N D(B) é denso em H. Existem constantes C,w > 0 tais que para Re A > w
AN = (NT+AB+A)~ e L(H),

A(N)7LA é fechdvel e

DAy € Crl(ReA—w)™™ L (n=0,1,2,...),

||[BA()‘)_1](TL)H,C(H) < Cn!(Re)‘_w)_n_l (’I’L = 071>2>"')7
AN Bu ™| ggy < Cnl(Red—w)™ YHu|  (we DA)ND(B),n=0,1,2,..).
Demonstracdo. Ver [39] ]

A seguir, escreveremos uma proposicdo estabelece condicdes suficientes para que o problema de
Cauchy associado a (2.1) ndo seja fortemente bem colocado.
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Proposicao 2.1. Seja A um operador autoadjunto definido positivo em H e B um operador autoadjunto
ndo negativo em H, definimos

AN) =M 4+AB+ A, D(A()N):=Da=D(A)ND(B).

Suponhamos que D(AY/?) € D(BY/?) e Da ndo é denso em D(A'/?), entdo #(A(N)) # H, para todo
A > 0. Assim a equagdo (2.1) ndo é fortemente bem colocada em H.

Demonstracdo. Seja \ > 0, definimos em H a aplicacdo:

ay : VxV — C
(w,0) = A2(u,0) + A(BY2u, BY?v) + (AY?u, AY?0),

onde D(ay) := D(AY?) = V. Note que A é autoadjunto e definida positiva, B é autoajunto e nio
negativa, assim existem A2 ¢ BY/2 ¢ sdo definida positiva e ndo negativa respectivamente, logo a) é
bem definido.

Sejam u,v € V, da linearidade do produto interno em H e a linearidade dos operadores A'/% ¢ B 1/2
que a) € uma forma sesquilinear em V' e também vale ay(u,v) = a)(v, u).

Por outra lado para u € V/, temos que

ax(u,u) = X (u, u) + M(BY?u, BV ?u) 4+ (AY?u, AV?u) > 0

ax(u,u) > N (u,u).

Da ultima desigualdade, se a)(u,u) = 0, entdo u = 0, isto é a) é uma forma sesquilinear simétrica
definida positiva, por tanto a) é um produto interno em V.
Ja que D(A'/?) é denso em H, entdo ay é densamente definida em H. Também acontece que a forma

a) é fechada; de fato, seja (z,,) C V, x, Hore a)[xn — xm] — 0, entdo
|AY 22, — AV 22|12, || BY 22, — BY2a|* — 0.

Segue-se que existem x1, 72 € H tais que A2z, 2 21 e B2z, & 1,, j4 que os operadores A/2,
B'/2 sio fechados, entdo z € D(AY?) N D(BY?) = D(AY?) e x; = AY?x e B2z = 9, logo
x € D(ay) e ay[z, — x] — 0, pela proposic¢do (1.7) temos provado que a forma a), é fechada.

Além disso ay[u] > N?||ul|?, para u € D(ay), i.e ay é semi-limitada inferiormente. Assim se
cumprem as hipéteses do Primeiro e Segundo Teorema de Representagdo (Teoremas 1.15, 1.17), logo
existe um operador autoadjunto ndo-negativo A tal que D(ﬁl/ 2) = V. Da proposi¢io (1.6) temos que
ax(u,v) = (A(N)u,v) parau € Da, v € V, dai que pelo item 4) do Teorema(1.15):

A C A.

Como D(A) é denso em D(AY/2) = V = D(AY?) entdo D # D(A). Observando que A > A2 entdo
A & injetiva, logo existe A~1 € L(H). Segue-se dai que Z(A(N)) C Z(A), logo Z(A(N)) # H, para
todo A > 0. Se a equagdo (2.1) fosse fortemente bem colocada, pelo Teorema (2.1 A(\g) é sobrejetivo
para algum Ag > 0 o qual € absurdo, isto conclui a prova. O
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2.3 Uma Equacao de Viga com Coeficiente de Amortecimento Desconti-
nuo

Consideremos a equacdo de viga amortecida

Wit (2, 1) + Waggr (7, 1) — (d(2)wee(z,t))e =0,  (x,t) € (0,2) x RT, 25)
w(0,t) = w(2,t) = wy(0,t) = wy(2,t) =0, t >0, '
onde
L, 0<z<l1
d(z) = v
2, 1<z <2
Seja H = L?(0,2), defina em H os operadores
Bv = —(d(z)vs)z, D(B)={ve H0,2)/dv, € H(0,2)}. '

Afirmacio 2.1. Os operadores A, B definidos em (2.6) sdo positivos, autoadjuntos em H e
D(A'Y?) = H;(0,2), D(B'?) = D(AY*) = H(0,2).
Demonstragcdo. Seja Q = (0,2), dividimos a prova em etapas:

(a) A, B sio operadores monétonos: seja v € D(A), pelo teorema (1.31), v € C3(€2). Por outra parte
v € HZ(Q) C H(Q) e v, € HE(Q), pelo teorema (1.28) temos que v = v, = 0 em J€2. Agora
consideramos

2
(Av,v) = / Vazaz (T, 1)0(x, t)dz,
0
pelas consideracdes anteriores e integrando por partes temos que
9 2 2 9 2 2
(AU,U) = Uxxxﬂh) _/ VgpVgaa = _/ VpVgzx = _U:c:eﬁx|0 +/ Vpx Vg = / VpzUzz 2> 0.
0 0 0 0

Logo o operador A é monétono.
Agora tomemos w € D(B), como antes temos que w = 0 em I e dw, € C(Q), logo por
integracd@o por partes

2 2 2
= —aw war = (w(—dw 2 _ — AW, )W, = w2 .
<Bw,w>—/0<dz>xd (W(—duw,)) 2 /0<dx>z /Od|z|zo

(b) Z(I+A)=2%(I+ B)=H : sejam f,g € H, por provar que existem wy € D(A) e w; € D(B)
satisfazendo

wo + Worgre = f € wy — (dwlx)x =g

Consideremos 4 aplicacdo b dada por
b(u,v) = / uv+/ Uz Vs u,v € D(b) = Hg((l)
Q Q

E claro que b é sesquilinear e continua, a coercividade segue da Desigualdade de Poincaré (Teorema
1.24). Considerando a forma antilinear continua f(v) = (f,v) com v € HZ() temos pelo Teorema
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(©

(d)

(e

de Lax-Milgram versdo complexa (Teorema 1.14) que existe um tnico u € HZ () verificando que
b(u,v) = f(v), paratodo v € HZ (), em particular temos que

/Q(f—u)vz/gumvm Yo € C2(Q).

Segue-se dai que existe a derivada distribucional de ordem 2 de uzy € Uggppr = f—u € H = L? ().
Fixando yp € Q e definindo w(z) = fyf) (f — ), temos pela proposigdo (1.11) que w € C(Q2) C
L2(Q) (pois |[I| < c0)ewy = f — U = Upger » dai que existe uzze = w € L2(Q). Assim
u € HA(Q), junto u € H(Q) N HZ(Q).

Agora consideremos a aplicagdo h dada por h(u,v) = [, ut+ [, duzv’ comu,v € D(h) = Hj ().
E claro que h é sesquilinear e continua, a coercividade decorre de

) = [ o+ [ atua > [+ [ ual = ol
Q Q Q Q

Definindo a forma antilinear continua §(v) = (g,v) com v € Hg (), pelo Teorema de Lax-Milgram
versdo complexa (Teorema 1.14) que existe um tnico ug € Hg(Q) tal que h(u,,v) = (g,v), para
todo v € H{ (). Analogamente ao raciocinio anterior temos que —(dv,), = g—v € L*(Q). Assim
temos que dv, € H'(2). Junto v € D(B).

A, B sio autoadjuntos: Temos pelos itens anteriores que A, B sdo operadores maximais monétonos,

logo pela proposi¢do (1.4) sdo densamente definidos em H. Sejam u,v € D(A) C HZ(f) temos
que

(Au,v) = /Q U = /Q (fu = )5 = Fulv) — () = /Q o,
c

(U7AU) = / UTTEL = / u(fv - U) = f’u(u) - (v,u) = (U.’mraua:a:) = (ua:xv'va:w) = / UzzVzz -
Q Q Q
De donde concluimos que A € simétrico. Sejam agora u,v € D(B), temos que

(Bu,v) = (—(dug)z,v) = (fu — u,v) = (dug, vy),

(u, Bv) = (u, —(dvy) ) = (u, fo —v) = (fo —v,u) = (dvg, uy) = (dug, vy).

De donde temos que B ¢é simétrico. Segue-se da proposicdo (1.5) que A, B sdo autoadjuntos.

A, B sio definidos positivos: Temos do item (a) que para v € D(A), (Av,v) = |[vge||%. Assim,

(Av,v) = O entdo vy, = 0 qtpem €, jaque v € C3(Q) e v = v, = 0 em 9. Logo v = 0 q.t.p
em (). Analogamente, se (Bw,w) = 0, w € D(B) pelo item (a), temos que w = 0 q.t.p em €.

D(AY?) = H3(Q) e D(B'/?) = D(A™W/*) = H}(Q): seja t[u,v] = (Au,v) a forma gerada por
A, D(t) = D(A), pela proposi¢ao (1.9) ¢ é densamente definida, simétrica, ndo negativa (¢ > 0,

m = 0) e fechdvel, jd que A € autoadjunto, segue do primeiro e segundo teorema de representacio
que A; = Ae D(f) = D(A'?). Do item (c) temos t[u, v] = (Uzg, Vzz), logo a norma do D(t)
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é dada por [[ul|? = |lug|% + lull?, u € D(t) e notamos que pela desigualdade Poincaré é uma
norma equivalente em HZ(2).

Sex € D(t) e (z,) C D(t) asequéncia associada a = na defini¢do de D(t), entdo (x,,) é de Cauchy
em ||.[|s, D(t) C H3(Q) e como ||.||s ¢ uma norma em HZ (), temos que = € HZ(S2), logo temos
provado que D(%) C HZ().

Como C2°(Q) é denso em HZ () e C°(Q) C D(t), temos que HZ(Q)) C D(%). Portanto, D(f) =
HZ(Q).

Por outro lado, considerando X = HZ(Q) e Y = L?*(2) temos que estos espagos verificam a

condicdo (1.2), logo existe um operador A autoadjunto e definido positivo tal que D(/Nll/ ) =X,

decorre de (1.3) e o feito acima que
1—-6 1—-6

DA 2 )=D(A7)

com normas equivalentes.
Decorre do teorema (1.34) aplicado com 0 = % que

[HF (), L*()]1 = Hy(Q) = D(AYY),

M=

segue-se disto e a relagio entre A e A e além disso que D(AY*) = H}(Q).

Como antes consideramos a forma s gerada por B, ela é densamente definida, simétrica, ndo nega-
tiva; segue do primeiro e segundo teorema de representacio que By = B e D(5) = D(B'/?), do
item (c) temos que s[u, v] = (duy, v;), logo a norma do D(s) é dada por ||ul|?2 = |lul|% + ||V du.||%,
como d > 0 ¢ limitada, temos que ||.||s € equivalente a norma do H}(€2), segue da definigdo de D(3)
e de maneira andloga ao anterior que D(35) = H} ().

O]

Proposicio 2.2. O <7p definido por (2.2) onde A, B sdo definidos por (2.6); é densamente definido,
fechado dissipativo em s = HZ(0,2) x L?(0,2), mas a imagem (% — <) (D(R)) # H. Isto é o/p
ndo é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo em €.

Demonstracdo. A prova decorre da proposicdo da secdo anterior e o fato que @/ € fechado. Note que
D(AY?) ¢ D(B'/?). Note que D(A'/?) N D(B) = {v € HZ(Q)/v,(1) = 0} e que D(AY?) N D(B)
ndo é denso em D(A'/2). De fato Como antes denotamos com Q = (0,2), V = H3(Q) e H = L*(Q),
temos entdo que

D(A)ND(B) = HYQ)N(HZQ) N{ve HYN)/dv, € HY(Q)})
= HYQ)N(DAY?)n{v e HYQ)/dv, € H'(Q)})
HY(Q)N{v € HZ(Q)/v(1) = 0}.
Seja
(z) = exp(4/((6x —5)% —4)) ;sex € (1/2;7/6)
e 0 ;sexeR\(1/2;7/6)
entdo ¢ € C°(R) e supp(p) = [1/2;7/6] C (0;2), dai que ¢ € C°(Q) C HZ() = D(AY?),

2

H 2
©(1) # 0. Agora suponhamos que existe (f,,) C D(A) N D(B), tal que f, — ¢, dai que (fy,)z LN Oz
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Logo existe (f;) C (fa) tal que (fn,)z — @z q.t.p em Q, como (fy,).(1) = 0 entdo ¢, (1) = 0 o qual
€ uma contradi¢do. Logo pela proposi¢do anterior, o problema (2.5) ndo é fortemente bem colocado e
por tanto /g ndo é o gerador de um Cj-semigrupo.

Agora daremos uma prova direta da proposigio 2.2 , para isto consideramos H3(Q) = D(A'/?)
munido do produto interno (Al/ 2 Al/2 .) i, a qual, pela desigualdade de Poincaré € equivalente a norma
do gréfico de H3(2). Comegamos provando que:

(a) o/p é dissipativo: sejay = (u,v)’ € D(a/), entdo

(DY, y)r = = (u)v+(—Au—bv,v)y

= (AY20, AY?0) gy — (Au,v) g — (Bu,v)y
(v, Au)g — (Au,v)g — (Bu,v)g
= 2iIm((v, Au)g) — (Bv,v)g.

Onde a terceira igualdade decorre da proposi¢do (1.6), assim Re(«/py,y) » = Re(—(Bv,v)) < 0.

(b) Dy := D(AY?) N D(B) = {v € H}(Q)/v.(1) = 0}: sejaw € C§°(9) entdo

((dvg)z,w) = —(dvg, wy)
= — f02 AV Wy
= — fol VpWy — 2 f12 VW
(int. por partes ) = —{v,wl|j— fol Vepw} — 2{ vpw|? — f12 VzpW}

v (Dw(1) + fol VW + 2 ff Vpg W
ve(Dw(1) + f02 dvgzw
(Vg01 + dvgg, w).

Assim temos que ((dvy )y — dvgs, w) = (vx(1)d1, w) para todo w € C§°(2). Segue-se que
v e D(AY?) N D(B) se e somente se v € HZ(2) tal que v, (1) = 0
Alem disso (dvy)y = dvg,.

(©) Ry :=2%(dp) = D1 x H: sejay = (u,v) € D(A) x Dy, tem-se que

Iy = (v,—Au — Bv) € D; x H.

Dado (f,g) € D1 x H queremos provar que existem (ug,vg) € D(A) x Dy e & (uo,v0) = (f,9)
isto é possivel se e somente se v, = f e —Aug — Bvg = g. Definindo vg = f € D; temos que
—g — Bvg € L*(Q). Logo existe um tnico ug € D(A) tal que Aug = —g — bvg ( decorre da
existéncia da solucdo fraca e o teorema de regularidade 1.25).

(d) R, éfechado em J7: sejam (f,g) € D; x H%, entdo existe (f,) C Di e (g,) C H tal que

fn Iié feagn k- g. Logo f € H3(Q), g € H e existe (fn;) C (fa)s (fn;)z = fz, q.t.p assim
fz(1) =0ie f € Dy, portanto (f, g) € %#;.

(e) D(o/p) = D(A) x Dy é denso em J7: seja (f,g) € H, entdo f € HF(Q) e g € xL?*(Q). Como
C(Q) © D(A) ¢ H2(Q) e Co() 8 = H2(Q) entdo existe (f,) ¢ C(I) C D(A) tl
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que fo,H3—f. Por outro lado g € L*(Q) C L*(Q\ {1}), logo existe (g,,) C C(2\ {1}) C

00 9 L2(O\{1}) (k) 1\
CX(Q) C HF(I) talque g, — " gegn (1) =0 paratodo k € N, decorre do teorema (1.29)
que g, € H3(Q2), dai que g, € D1 e g, —> g.

L2(I)

(f) Existe o' € L(H): considere

—A'B —A7!

-1 ._
S I 0

E claro que MB_I o W = Ip(uy) € DB O 42/51 = fDW;).
Sejay = (u,v) € Ry, temos que 7 'y = (—A™ Bu — A~ v, u)

| = A~ Bu — A ] gz + Ilull 2

| A Bull gz + A= 0]l gz + ]
OllBull 2 + Cloll 2 + Jull 2

Oll = (dus)e 2 + Clloll 2 + llull 2
Ollduse Iz + Clloll g2 + ull 2
Olldlso sz + Cllollz2 + ]
20 |ugell 2 + Clloll g2 + ull 2
Clullg + o]l

Cllyle

|5 yll e

(C é uma constante obtida da desig. de Poincaré)

I IA A

IHIA

IN

Por tanto 7/ ' € L().
(g) /B é fechado: decorre do fato de que .7 1 ¢ limitado e R; é fechado.

(h) 0 € o(/B): decorre do fato de R; & 7 ( 0 pertence ao espectro residual ). De fato R; é um hiper-
plano ndo trivial ( a demonstragcdo € andloga ao caso presentado no [9] ).

Finalmente suponhamos que Z(.¥ — /) = 4, pela dissipatividade de </ e pela proposi¢do
(1.17) temos que (0, +00) C o(/p). Logo existe uma sucessio (u,) C o(</p), tal que u,, — 0.
Assim, pelo Teorema (1.9) temos que || R(uy, @/)|| — oo. Segue-se do Teorema (1.4) que existe
20 € H, 20 # 0 (un;) C (up) tal que ||R(un,, 9/B)20|| — oo. Definimos

o R(un;, 9B)zo
7 R (uny, )20l

Temos que z; € D(u,, — o/5) = D(B), ||z;||# = 1. Por outra parte
que z; j J
Un; R(un;, ) — ApR(un;, 95) = I,

substituindo z;:
20

T R (un,, 20)

dai que @/pz; — 0 e como .2/ Le L(A) temos que z; — 0, o qual é uma contradi¢do. Portanto

pelo teorema (1.44) o7 ndo é o gerador de um Cy-semigrupo.

O
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Capitulo 3

Semigrupos Definidos por Formulacoes
Variacionais

3.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos as condicoes que devem apresentar as formas bilineares de tal maneira que
a solugcdo da equacdo este definido por um semigrupo Cy de contragoes.

3.2 Os Modelos

Consideremos a seguinte equagdo de evolugdo variacional
c(wi(t), W) + b(we(t), ) + a(w(t),w) =0, Vi € V,¢ > 0. (3.1)

Um sistema eldstico linear amortecido pode ser escrito sob a forma (3.1), onde a(v,v) e c¢(v,v)
sdo as formas quadrdticas relacionadas a energia de deformagdo e a energia cinética, respectivamente
e além disso b(v,v) é a forma a quadrdtica tal que, Reb(v,v) e Imb(v,v) representam as forcas de
amortecimento e giroscopicas respetivamente ( Ver [24]).

Assumamos que:

(A1) V, H sdo espacos de Hilbert com produto interno e norma a(.,.) e ||.||lv, c(.,.) e |||z res-
pectivamente.

(A2) V < H é uma imersdo continua e densa.
Existe M > 0 tal que M|u|? < a(u,u), para tudo w € V. Como V é denso em H, entdo pelo
primeiro e segundo teorema de representacdo para formas sesquilineares (teoremas 1.15, 1.17), existe

um operador autoadjunto, definido positivo A em H tal que

c(Au,u) = a(u,w) = ||ulli; > Mc(u,u) = Mjulf; Vu e D(A),

D(AY?) =V, a(u,v) = c(A?u, AV?0), Yu,v € V.

Decorre do H é Hilbert separdvel e o teorema (1.22) e sua observagdo correspondente que D(AB ),
com (0 < B < 1¢éumespaco de Hilbert com o produto interno

c(AP., AP).
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(A3) b(.,.) é uma forma sesquilinear continua em D(A*/?), para o € (0, 1.
Pelo teorema de representagdo de Riesz, existe um operador Sy € L(D(A%/?)) tal que

b(u,v) = c(A*2S1u, AY?v), Yu,v e D(A?),
Definimos S := A28, tomando v = A=Y/?Su, comu € D(AO‘/Q) obtemos que
S e L(D(A%?); H), (3.2)

Jjd que b é continua em o referido dominio.
Seja
H =V xH

com o produto interno induzido de maneira natural dado por
< (uv U)> (a’ @) > = (I(U, ’&) + C(“? @)
Definimos o operador of em 7 da seguinte maneira:

{D(d) = {(u,v) € H|u € D(A=(/D) v e V, A=y 1 Sy € D(A¥/2)}, 43

o (u,v) = (v, —A*2[AV /2y 4 Sy)).
Denotamos por b(v) = b(v,v).
Teorema 3.1. Sob as condicdes (Al)-(A3) e assumindo que existe Ag > 0 tal que
Xol[v]|% + Re b(v) >0, YveV.
Entdo </ é o gerador de um Cy- semigrupo e em .
Demonstragdo. Podemos supor que A\g = 0. De fato, consideramos a forma
bo(v) = b(v) + ollvllF;,
ento por (3.2), o operador Sy € L(D(A*/?); H), onde bo(u,v) = ¢(Sou, A%/?v) tem a forma
So =5+ NA"2 D(Sp) = D(S).
De fato para u, v € D(A*/?)

bo(u,v) = c(Sou, A%?v)
= b(u,v) + Ao(u,v)
= ¢(Su, A%?v) + oc(u,v)
(A=/2 € L(H,D(A*?)),A=%/2 = (A=*/2)*) = ¢(Su, A%v) + Ngc(A~2u, A%/ %),

Tomando v = A~*/2w com w € H nesta ultima igualdade temos que
¢(Sou, w) = ¢(Su+ A A™?u, w), ue D(AY?), we H,

logo Sp = S 4+ \gA~%/2 e D(Sy) = D(S).
Do anterior deduzimos que

D() = {(u,v)|u € D(A" (/2 v e V, A7 /2y 4 (S + Ag) A0 € D(A?)} = D()
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pois A=%/2y € D(A%/?), para todo v € H, também

do(u,v) = (v, —AY2[A(@/2y 4 Spo))
= (v, —A*2[AV /2y 4 Su)) + (0, — A2 (Ng A~/ 20))
= o (u,v) — N\o(0, AY2(A~/20)).

Definindo #(u,v) = (0, \gv), temos que o = &/ — B e B € L(J). Logo pelo Teorema (1.39)
temos que .27 € o gerador de um Cj-semigrupo se e somente se .27 € gerador de um Cj-semigrupo.

(a) o7 édissipativo: seja (u,v) € D(&7), como

Aa/2 — (Aa/Q)*

(u,0)y = alu,v) = c(AY?u, AY?0) = (u,v) g,

temos que

< (u,0), (0,0) > = (v,u)y + (—AY2(A=@ Dy + Sv), v) g
(0<a<1:V=DAY2) < DAY?) = (v,u)y — (A Dy 4 Sv, A% 20) g
— (Al/Qv A1/2 ) (Al (O‘/Q)U,Aa/Q )H
—(Sv, A%%0) g
— (A1/2U7 A1/2u)H _ (Aa/2(A1_(O‘/2)u),v)H
—b(v)
(teorema 1.21, f(z) = 21~ (*/2) g(z) = 2*/?) = (AY20, AY?u)y — (Au,v)y — b(v)
(1/2<1—a/2 : D(A'(@/2)) 5 D(AY2)) = (AY20, AY?u)g — (A ?u, AV20) g — b(v)
= 2Im((AY?v, AV2u) )i — b(v).

Dai que Re(< o/ (u,v), (u,v) >,7) = —Re b(v) <0

(b) Ker(a/)={0}: consideramos (u,v) € D(</), tal que o (u,v) = (v, —A*/?[A'~(/2y 4 Sy]) =
entdo v = 0 e —A*2[A1=(/2)y 4 Sy] = 0, ja que A*/? é definido positivo entdo A1 ~(/2)y = 0.
De novo pelo mesmo argumento segue que u = 0.

(¢) R()= A" seja(f,g) € A, temos que provar que existe (u, v) tal que &7 (u,v) = (f,g), isto é,
se e somente se (v, —AY/2[A(*/2)y, + Sv]) = (f, g) se e somente se

v=7F e —AY?AT2y 4 5] = g.
Definimos v := f e notamos que A'~(*/2)y + Sf € D(A=*/2?) e que
ATy = A2 _ S,

Como A~*/%g € D(Aa/Q)v Sf € H temos que A=*/2g + Sf € H, entio u € D(A'=(*/2) e
u=—A"1(/2)(A=*/2g + Sf). Logo (u,v) € D(<).
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(d) Se o (u,v) = (f,g), existe M > 0 tal que |(u, v)|,» < M|(f,g)|»: temos que

((w,v)le = llull} + vl

A==/ (A= 2g + SF)IR + |1 f13

|AY2 (A7) (A7 2g + S )1 + [1F 117
|AY2(AZO= D (A= 2g + SF)|F + 37 1 £
(Cr)?|| AT 2A- O (A= + SHIIF + 37 1 F
(CIIA™2g + SFli3 + 7 I £
2C0*(IA~gll3; + ISF117) + % IF 1
2C)* (1A PIPgll + ISIPIAIE) + 771 /13
2P (AP gl + 181737 (A1) + 2 1115
M| + llgli)

MI(f,9)le-

(V. — H)
(D(A*(/?) < D(AY2)

I VAN VAN VAN VAN | R VAN VAN |

(e) o/ é fechado: decorre do fato que .27 é sobrejetivo e .7 ! é limitado.

(f) #(\I — o) = A, paraalgum )\ > 0: é consequéncia do fato que <7 ! € limitado i.e 0 € o(«/),
como p(.2/) € um conjunto aberto de C temos o resultado.

Finalmente pelos teoremas 1.46, 1.47 temos que D(<7) é denso em .7, logo pelo Teorema de
Lummer-Phillips (Teorema 1.43); o7 € o gerador de um Cp-semigrupo de contragdes em 7.

O]

Seja S(t) = et o semigrupo gerado por o operador <f da proposicdo anterior, temos o seguinte:

Teorema 3.2. Sob as hipoteses do Teorema anterior e definindo
(w(t), wi(t)) = € (wo, wr),  (wo, wr) € .
Entdo a funcdo w(.) € C([0,00); V) N CL([0,00); H) e satisfaz wy(.) = w1 (.). Além disso,
c(we(t), W) 4+ b(we(t), w) + a(w(t),w) =0, Yw e V,t >0

com a condigdo inicial w(0) = wg, w(0) = w.
Se (wo, w1) € D(o7), entdow(.) € C?([0,00); H)NC ([0, 00); V)NC([0, 00); D(A~(2/2))) e satisfaz

W (t) + A2 (A D) + Swy(t) =0, t>0.

Demonstra¢do. Vamos a dividir a prova do teorema em 2 casos:
Caso i: (wo,w;1) € D(<7). Seja

u(t) = (w(t), wi(t)) = e (wo, wr),

entdo u € solugdo do problema de Cauchy

u = AU t>0
{ (3.4)

u(0) = (wp, w1).
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Segue-se que u € C([0, +00); D(=7)) N CY([0, +00); ). Seja ty € [0; +00), das condigdes anteriores

temos que:
u(t) 2 u(te), dult) s ulte), ut) 2 uto).

Em termos das componentes temos que:

AC2(A @2 () + Swi(t))

(w1):(t) = (w1):(to)-

Por outro lado da equacdo (3.4) temos que parat > 0:
wi(t) = wi(t)

(w1)(t) = — A2 (A @Dy (t) + Swy (t)).
Jaque V — H,temos de (3.5):
w(t) B w(to).
De (3.11), (3.5), (3.6):
wy =wy, VE>0,

de isto
w(0) = wo we(0) = wi.

(3.5)

(3.6)
3.7)
(3.8)
3.9
(3.10)

3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Das relagoes (3.14), (3.13), (3.6), (3.10) temos que w € C’Q([O, +o0); H) e de (3.14), (3.5), (3.7) dedu-

zimos que w € C([0, +00); V).
Desde que w € D(A'~(@/2)) e A=%/2 ¢ L(H), por (3.8):

A @D (8) 4 Swi(8) B AT @D (t0) + Swi(to),
mas S € L(D(AY?); H) e V < D(A%/?), logo de (3.6):
Swl(t) E) Swl(to).

De (3.16) e (3.17):
A2ty B AT 1),

Assim de (3.13) e (3.18) concluimos que w € C([0, +o00); D(A~(2/2))).
De (3.4) e (3.14):
wiy (t) + A2 (A Dy () + Sw(t)) =0 > 0.

Sejaw € V, de (3.19) tomando o produto interno em H e integrando em relacio a ¢, com ¢ > 0:

/ t c(wy(r), &)dr + / t c(AY2(AY /D y(r) 4 Swy(r)), @)dr = 0.
0 0
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Acontece que na primeira integral w € C?([0, +00); H), logo o integrando do primeiro termo o qual é
bem definido e continuo, pode-se aplicar o teorema fundamental do cdlculo e obtemos que:

/0 c(wn(r), W)dr = c(wn(t), B) — c(wr, B).

Na segunda integral j& que V < D(A%/?) e A%/? = (A%/2)* obtemos

~—

t
(A Dy (1) + Swy(r), A% ) dr
t
(A2 (r), A 240 dr+
t
c(Swy(r), A% ?@)dr

/0 t (A2 (A () + Swy(r) (1)), )dr =

S————

t (A2 (A Dp(r)), @) dr+
c(Sw(t), A%?w) — ¢(Sw(0), A% )
(A2(AY=(/2)y) = Au,Yu € D(A)) = /Ot c(Aw(r)), w)dr + ¢(Sw(t), A% *ip)—
(D(A'=(@/2)) < D(A)) c(Sw(0), A%/ %)
(w(r) e V) = /O t (A 2w(r)), AV @) dr+
c(Sw(t), A%?w) — ¢(Sw(0), A% )

(wy = wy € V< D(A?),S € L(D(AY?)),H) =

)
)

(b(u,v) = ¢(Su, A%?v);u,v € D(AY?)) = /0 a(w(r),w)dr+
(V < D(A%/?)) b(w(t), w) — b(w(0), ).
Portanto temos que:

c(w(t), w) — e(wy,w) + /Ot a(w(r), w)dr + b(w(t), w) — b(w(0),w) =0 VYweV, t>0, (3.20)

o qual é equivalente a equacgdo (3.1).
Caso ii: (wg,wy) € F. Seja (wg,w1) € A entdo as fungdes w(t), z(t) definidas por

u(t) = (w(t), 2(8)) = e (wo, w)
verificam que u € C([0, +00); ), i.e

w e C([0,+00); V)

z € C([0,400); H).

Por outro lado da densidade de D(.«7), existe uma sequéncia (wp ,,, w1,,) € D(<7) tal que
A
(w0, w1,) = (wo, w1)
o v H .. N
isto € wo,, — wo € wy,, — wi. Pelo Caso i, existem fungdes
(wn(t), 2n(t)) = € (w0, w1 ), (3:21)
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tal que w, € C2([0,4+00); H) N C ([0, +00); V) N C([0, +00); D(A*~( /), (wy); = 2, e
t
c((wp)t, ) — c(wy p, W) +/ a(wy(r), w)dr 4+ b(wy,(t), W) — b(wo n, ) =0 Vo eV, t>0.
0

Seja T' > 0, de 3.21 temos que w,, — w em C([0,T];V) e z, = (wy): — zem C([0,T]; H), i.e
z=w; € C([0,T]; H), entdo tomando limite na rela¢do integral anterior:

t
c(w(t),w) — c(wy, W) +/ a(w(r), w)dr + b(w(t),w) — b(we,w) =0 Yw eV, t>0,
0
ou equivalentemente:

c(wy, W) + blwy, w) + a(w(t),w) =0, Vo € V,t > 0.
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Capitulo 4

Analiticidade e Diferenciabilidade do
Semigrupos Gerados por Formulacao
Variacional

4.1 Introducao

Neste capitulo fornecemos condigdes suficientes para o semigrupo associado com a equacdo de segunda
ordem escrita na forma variacional seja analitico ou diferencidvel.

4.2 Definicoes e Resultado Principal

Vamos comegcar com uma defini¢do:

Definiciio 4.1. Seja A o gerador infinitesimal de um Co-semigrupo e em . O tipo do semigrupo é

dado por

log||e"” ||

Wy = lim
t—o00

Definiciio 4.2. O semigrupo e€'” é dito de classe G(e) para algum 0 < € < 1, se existe o > wo, My > 1
tal que

M
jw— o) < 7 R. 4.1
(o i =) < e Ve @1

Observacoes:
(a) Se (4.1) se verifica para algum o1 > wy, entdo se verifica para todo o > wy.

(b) Um Cy-semigrupo é de classe G(1) se e somente se é analitico.

to/

(c) Se (4.1) se verifica entdo e*“ é um semigrupo diferencidvel satisfazendo:

t%t@/e)fl”dewf” < +0o0,

que tem algumas propriedades desejadas como as de um semigrupo analitico.
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(d) Se e é de classe G(€), entdo "7 +%) é de classe G(€) para qualquer B € L(H).

Teorema 4.1. Sob as condicoes (A1)-(A3) do Capitulo 3, e assumindo que para o considerado em (A3)
existem constantes \y > 0, 0 > 0 tais que

Xollvll% + Re b(v) > 8||AY20|)?, Vv e V. (4.2)
Entdo e’ ¢ de classe G(¢), onde ¢ = min{1,2a}.

Demonstracdo. Desde que a classe G(€) de Cy-semigrupos é preservado sob perturbac@o limitada do
gerador infinitesimal, podemos supor que Ay = 0 como ao inicio do Teorema 3.1 sem perdida de gene-
ralidade, logo 0 € p(«7) e &/ é um Cy-semigrupo de contragdes, também por isto podemos supor que
o=0.

Devemos verificar que iR C p(<7) e que a relagdo (4.1) se verifica para e = min{l,2a} e o = 0.
Como 0 € p(27), é suficiente provar que existe ¢ > 0
lw| ™| (iw — )z||p > >0 4.3)

paratodo z € D(&7), ||z||,» = 1 e para todo |w| > &g, dp = %]‘Q/—1||—1.
Suponhamos que (4.3) é falso, entdo existe uma sequéncia (w,) C R, |w,| > dp e (2,) C D(&),

[lwn, “(iwn — ) 2| — 0. (4.4)

Podemos supor que w,, > dg ( no caso que w, < —dp, a prova serd aniloga nesse caso ), entdo a relagio
(4.4) em termos de componentes fica da seguinte forma:

iwl Uy, — wy, oy, Y 0, 4.5)
ey vn + wy A ATy 4 Sv,] 0. (4.6)
Segue-se de (4.4) que
(Wi (iwn — A )zn, 2a) e = aliw: “u, — w vy, un)

+C(zw,1l U + w A2 A2y, + Suy], v,)
= a( Uy Up) — W, “a(vn, up) + ’L'U.)l_€C(Un, Un)
+w; oA/ A1 (@l 4 Svnl, on)
= o (A Puy, ATPn) — w0 (AP0, AV Pun) e clon, vn)

—I—wgec(A O‘/Q)u A 20,)) + wfe(Svp, A ?0y,)

= dwl (A 2, A1/2 ) Fiwl e c(vn, vn) — w; (A 20, AV u,)
+w,§€c(A O‘/2)u LAY 20,)) 4+ we(Svp, A% ?0y,)

= dwl (A 2, Al/2 ) F iwl e e(vn, vn) — w; (A 20, AV u,)
—l—wgec(Aa/z(Al (@/2)y, n)s Un) + w,, “c(Svy, Aa/%n)

= iwrc(AY Uy, AYV2u,) + iwl (v, vn) — wi (A 20, AV uy,)
+w;€c(Aun, Un) + w,, “b(vp, v)

= dwl (AU, AV Fiwl (v, vn) — wiy Ce(AV 2, AV )
—|—w;€c(A1/2un, AY20,) 4+ wb(vn)

= wyb(vn) +iwlc(AY Uy, AV ?u,) + iwt c(vn, vn)
—I-wgec(Al/Qun, Al/Qvn) — wgec(Al/Qvn, Al/zun).
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Decorre de esta ultima igualdade que Re(w,, “(iwy, — ) zn, 2n) # = w,, “Re b(vy,), logo por (4.4):
w,, “Re b(v,) — 0. 4.7)
Entdo de (4.2), (4.7) e a hipétese (A3) (continuidade de b):

w2 A% 20, || g — 0, w;b(vy) — 0. (4.8)

1

Fazendo o produto interno de (4.5) com w;, “u, em V, pela desigualdade de Schwarz e tendo em conta

que || (tn, vyn)|| = 1 temos que
ZH“HH%/ - "J;la(vnaun) —0, 4.9)

1

agora o mesmo para (4.6) com w;,” v, em H e tendo em conta (4.8) temos que

wy te(Svn, A% ?u,) = wy tb(v, un) — 0,

logo
illonll3r + wpte(AT @Dy, A% 20,) = 0, (4.10)

pelo feito linhas acima:
ZHUTLHJQLI + wrzlc(Al_(a/Q)um Aa/zvn) = ’LHUTLH%{ + w;la(um Un)a

consequentemente:
sznH%{ + w;la(un, vn) — 0.

Tomando a parte imaginéria da diferenca de (4.9) e (4.10) temos que:
lnl I = llon 7 — 0. (@.11)
Ja que ||(un,vn)|| 2 = 1, obtemos de (4.11) que

1
lunll} = =, lonlf — = (4.12)
2 2

Dividiremos a prova em casos tendo em conta os valores de a.

Caso i: € [1/2,1]. Neste caso temos que € = 1. Notamos que A'~%u,, é limitado em H, de fato

temos que para esta escolha de « tem-se que D(A'/2) — D(A'~%), disto existe M > 0 tal que
1A ] < M||AYVw],  Vwe D(AY?),
Por outro lado D(A'~(®/2)) ¢ D(A'/?), pois o < 1. Se (u,,) € D(A*(2/2)), entio
1A unll i < MIAunl i = Mlluglly < M.
Continuando com a prova do caso, tomando o produto interno de (4.6) com A'~%u,, em H temos que
ic(n, AV %) + [lw; 2 AN@ Dy, )12 + wlnc(Svn, A @2y 0. (4.13)
Tomando a parte real de (4.13)

—I/QAI—(Q/Q)un) 0.

n

Re (ic(vp, A" %uy)) + w2 A @Dy 12 + Re (w2 S0, w
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Logo existe ng € N tal que se n > ng entao
|Re (ic(vn, Al_aun)) + ||w;1/2A1_(a/2)un||%{ + Re c(wgl/QSvn, wgl/QAl_(a/munﬂ <1.

Note que | Re (ic(vn, A'™%up,)) | < M|lvn|lg < M, paratodo n € N, pois ||v,||z < 1. Disto deduzi-
mos que existe R > 0 tal que

n>ng: |lw; 2A Dy, 1% + Re c(w;, V2 S0, w2 A @2 y,)| < R,

por outro lado, ji que S € L£(D(A*/?); H) deduzimos da relacio (4.8) que Hw;l/ZSvnHH ¢ limitado,
logo
Re c(w;, Y2 S v, w2 A @2y, ) < ko 2AY O Dy g,

entao
oo 2AT @20 |13 < R+ K, 2ATT O |

disto obtemos que ||wy, 1/2 g1=(e/ 2, || g é limitado; caso contrario
—1/2 g1—(a/2
lwr, /2 g1 (o )unjHH — +00

R

+ k
—1/2 4 1_(a ’
lwon, > A= @2, |

||w77j1/2A1—(a/2)unj HH <

fazendo j — +o0o obtemos uma contradig@o.

1/2 g1—(a/2

Finalmente ja que ||wy, )unH g € limitado e por (4.8) com € = 1 temos que

|wglc(A1_(o‘/2)un,AO‘/Qvn)] < ‘|W;1/2A1_(a/2)un"H||w_1/2Aa/2Un|’H N O,
ou seja
wi te(AY @2y, A 2,) — 0,

w, tb(v,) — 0.

isto em (4.10) da como resultado que
lvn || — 0.

Logo de (4.9) segue como resultado que ||uy, ||y — 0 o qual contradiz o fato ||(uy,vy,)||2 = 1.

Casoii: o € (0,1/2). Neste caso temos que ¢ = 2a. Tomando o produto interno de (4.6) com

4a—2 p1- .
w,* A" “u, em H temos que:

c(gn, wﬁaszlfaun) = c(w%o‘*lgn,wflaflfll*aun) — 0,

onde
17204,Un + w;2aAa/2[Alf(a/2)un + Svy] ﬂ) 0,

gn, 1= 1w,
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ja que como no Caso i. (A'~%u,,

da— 2A1 ay,

n)

(g7’L7

Temos a seguinte igualdade:

lwp =t AP |3 = e(wi ™ gn

2

Observamos que A'/?u,,, w2l

Q

€

Q

c

Pelo teorema (1.21) temos que:

Al

também pelo mesmo teorema:

isto junto com a desigualdade de interpolacdo ( Teorema 1.22):

w%afl HAlfoz

IN

( Teorema (1.21))

—y — (AI/Q_O‘)(Almw),

W (ATF) T (A2
T T e T 7

) é limitado em H. Também

(10, Wy
(10, Wi
(1v
(1Un,
121& (Svn’(Al (/2) Un))
(ivn, w21 ATy,

( S’Un, a—1 p1—(a/2)

§

10

TL’
o—
n

w,

20— 1A1a

n)

— U, Wy,

1l—a . 12

(AT) I—a —

[e3

)| m

wyzlaflHA1/2un”?{/(1—a)HA1 (a/2)y,
||A1/2unHiI/(1*@)”wg—lAl—(a/Q)un

Tomando valor absoluto em (4.14) e usando (4.15):

gyt A D |1

IA A IA

le(w2 g, — vy, w?

2 g il A 5

20— 1A1 ay,

un)+w2a 2, Aa/ [Al (a/2u —i—Svn] Al=oy,

AV @2y 4 Sy, (AT (/2)

2
—(@/2y,, + Sv,, A2 (A
(
(a/2)un’A1_(a/2)un)+

+ ||wg—1A1—(a/2)un||2+

—C( a— 1SUn, a— 1A1 (a/2

w e D(A'™) c D(AY?),

4(1/2)—a

—(1-2a)/(1—)
HS*QQ)/U*O‘)'

)|+|C( a— IS’Un, a—1 A1- (a/2)
Hw%‘ Yo — dvp || (wie AT O‘UnHH)Jera 15Un\|HHwO‘ LA/
a/(1-a) jwa™ 1 gl=(a/2), H (1-2a)/(1- Ot)

i S|z gyt AT P | gy

Como no Caso i; acontece que wg_lsvn ¢é limitado em H, isto junto com A/ 2Up, w;

limitados em H tem como consequéncia que

2a—1

e~ A/ Dy |3 < Ol AN D, || G720 70 et AT Dy |,

para alguma M > 0, decorre disto dltimo de maneira andloga ao Caso i que ||w${_1A1_(O‘/ 2)

limitado.

Segue-se disto ultimo e a relagcdo (4.8) com ¢ = 2a, em (4.10) que

[lvn|lz — 0.

Logo de (4.9) segue que ||uy, ||y — 0 o qual contradiz o fato ||(un, vp)||7 = 1.
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Capitulo 5
Aplicacoes

Neste capitulo aplicamos os resultados das secdes anteriores para diversos PDE’s com coeficientes des-
continuos e condi¢des mecanicas de fronteira.

No primeiro exemplo provamos que o sistema estd associado a um semigrupo analitico e exponencial-
mente estdvel embora sua forma quadratica ndo seja definida positiva. Outro € um exemplo de modelo
de vibragao de flexdo de um gasoduto com um amortecimento estrutural contendo fluido, a analiticidade
do semigrupo associado serd provado para este caso. Finalmente o tltimo exemplo € associado a um
semigrupo diferencidvel.

5.1 O Modelo de Histerese Espacial de Russell para uma Viga Elastica

Vamos introduzir uma descri¢cdo do modelo a tratar, para detalhes revisar a referéncia [36].
A equacgdo de viga de Euler-Bernoulli, servird de ponto de partida para nossa discussio aqui e baseia-se
na conservacao no tempo da expressao de energia, isto é

ow 1 (2 ow\ 2 92w\ 2
#(w) =3 [p<at> w1 (53)

onde por simplicidade escreveremos w, p, E1 em lugar de w(z,t), p(x), EI(x) respectivamente, sendo

dzx,

p a densidade de massa por unidade de comprimento, onde p ¢ EI o segundo momento do médulo da
elasticidade em relacdo ao eixe eldstico ( sobre a qual o primeiro momento do médulo de elasticidade
desaparece ), p, EI sdo fun¢des uniformemente positivas em [0, L]. Assumindo que a fung¢do w a qual
descreve a evolugdo do deslocamento da viga é suave, um calculo simples mostra que

d ow LT dw 0w Pw Pw
— Lt),—(.,t) | = — ET d
@ <w(’ ) e b )> /0 {p ot o T g 8t83:2] ©

entdo integrando o segundo termo por partes,

d ow LT owd*w 8 Pw\ 0w 0*w 0*w
@t <w("t)’at(" >> —/0 [pataﬁ‘ax@faxz) 8t8x] do+ BIG 2 aigg 0+ GD

o~

A presenca da expressio da velocidade angular 92w /9tOw indica que o coeficiente —(0/0x)(E10*w/0x?)
deve ser interpretado como um torque de restaurag@o que surge na varidvel espacial devido flexio da viga.
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Percebendo que este coeficiente representa um torque ajuda-nos na interpretagdo do termo de amorteci-
mento o qual introduzimos via defini¢cao

L 2 2
mie.t) =2 [ b6 | g ) - 0] de

No6s pensamos de 75, como um torque atuando na viga no ponto x, devido ao diferencial de rotagdo, em
comparagdo com a rotagdo em x da viga em os pontos £ préximos a z. Em muitos casos o soporte do
Kernel de interagio h()x, ¢ deve ser restringido a uma faixa estreita em R? centrada na linha z = &. A
aplicacdo da segunda lei de Newton dita a condi¢do de simetria

h(€, z) = h(x, ).

A fonte do torque de amortecimento em rotacdo diferencial é melhor ilustrado para o caso de vigas com-
postas do materiais composto como fibra de vidro, compostos de grafite e boro, e madeira. Podemos
imaginar que fibras grandes cujos modulo de elasticidade por unidade de drea transversal é maior que o
total da viga, passam através da viga, mantido no lugar por um material de matriz de algum tipo. Como
a viga sofre deformacao de diversos tipos, os elementos da viga em z e £ podem rotar a taxas diferentes,
refletidas por diferentes valores de (0%w/0tdx)(z,t), (0%w/0tdx) (£, t).

Se pensamos que as fibras elas mesmas tendo quase comprimento constante, diferencial de rotacdo deve
resultar em movimento das fibras relativo a matriz com acompanhamento de forca de fricgdo ou defor-
macdo do material da matriz. O resultado é um torque, do tipo que acabamos de descrever, uma vez
que o movimento em conjunto das fibras em relacio a matriz, dentro dos elementos de viga individuais,
serd diferente de um lado do eixo eldstico do que no outro lado, quando uma tal rotagdo diferencial for
efetuada

Somando o termo . )
0“w
t)—— t)d
/0 Th(x> )8t8x(x’ ) xz

a ambos lados de (5.1) temos que

L 82w L7 ow &%w 0 0w 0%w
d v _ ow oW -9 (kI
i€ (v 5t) +/0 (@5 1) Gy (@ D) /0 ( ot o {T” 8:(:( aﬂ)] ato >d:”

0w 9w
+EI g 22 8t8x|0

. ow ([ *w 0 [0 0w
(int.partes ) = /0 8t<8t2+8 %(Ejaﬂ)_m})dm

3
0*w 0*w 0 9*w ow\
(EIOwQé?t&x [875 (Efa:@)‘”l} m) 6
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Igualando as partes separadas de (5.2) a zero ( pelo principio de trabalho virtual )

A*w o |0 9w
"o T oe [ax (Efaxz> ‘Th] =0

se produz a equacgdo integro-diferencial parcial

&*w 0? w
v / [8758 0~ G t>] “t o2 (Efaxz> =0 63
e aexigénciade que,emz =0ex = L
0*w 0w 0 0w ow
El oz Otdr [815 (EI 8x2> B Th] ot 0 (5.4)

Virias configuragdes da viga agora levam a diferentes conjuntos de condi¢des de contorno, por exemplo,
no caso onde a viga estd fixadaem x = 0 e livre em x = L obtém-se que

ow d*w
w(0,t) = S2(0,6) = =3 (L,1) =0 (5.5)
0 9w L 0w 0w
o (B1@ 55 ) e v2 [Thi | wn - Soeo] =0 6

Entado temos a equagao:

L
pwy — 2 </0 h(x, &) [wee(z,t) — fwzt(f,t)]d§>x + (ElTwgg)ze =0 (0,L) x RT

w(0,t) = wz(0,t) = wye(L,t) =0 t>0 (5.7)

L
(B bt +2 [ B &) (L) — wal€,))dE = 0 £>0,
0
onde os coeficientes satisfazem:

p,EI € L=(0,L), he L®((0,L)?), p,EI>cy>0, h>c >0. 55
§) = '

h(z, &) = h(&; )

Multiplicando a equagéo (5.7) por u em algum espaco adequado por determinar e integrando em (0, L)
procedendo formalmente temos que:

L L L L
/ PWi —2/ </ > ﬂ+/ (Elwgy)zet =0
0 0 0 /2 0

L
c(wtt,u)z/ PWU.
0

L
Fazemos H = Lz(O, L), com a forma bilinear associada c(u, v) = / puvdx, para u,v € H .
0

(i) Queremos que
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(i1) Integrando por partes temos que:

= " ( / )i 1) th@,mdg)x as = 2 [ ’ / ’ ) = e s o)
w200 ( | A0 - w6, 0
~20(z) [ ML (2.0 - w0

Precisamos ter b(wy, u) e b € L(D(A%/?)),V = D(AY2) ¢ D(A*/?), entdo fazemos u(0) = O e
L L
b 0) =2 [ [ b (e t) = w6 O ()ded,
0o Jo
(ii1) Integrando por partes e tendo em conta as condi¢des de fronteira:

L L
/ BTy i(2)dz = w(L)(ETwgs ) loes, + (ETtwne (0, £)i7(0)) + / Elw,ide.
0 0

L
Fazemos u,(0) = 0, uz, € L?(0,L) e a(u,v) = / Elug, v,
0
Pelas condigdes de fronteira temos que:
c(wy, u) + b(wg, u) + a(w,u) =0 t>0,

portanto definimos

L
e H=12(0,L), c(u,v) :/0 puvdz.
L
o V={ve H*0,L)v(0) = v,(0) = 0}, a(u,v) = / Eluy,Upgpde.
0

L L
o o) =2 [ [ e ©)fusta) = @) o).

Por simplicidade escreveremos J = (0, L).

Afirmacdo 5.1. Existe ¢ = ¢(L) > 0 tal que
lullzry < ellugsllzey  weV.

Demonstragdo. Sejau € V, entdo u € H'(J) e u(0) = 0, pelo teorema (1.27) existe (u,) C C°(R)
tal que uy,); — uem H'(J). Consideremos t € .J,

n(t) = /0 (1) (r)lr un(0) =0,

pela Desigualdade de Holder:
|un(t)* < L (unalli2(sy,
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assim

Hun”L2(J) < LHun,wHH(J),

logo pelo teorema (1.27) concluimos que

ull L2y < Llluzllz2 () (5.9)

Jique u € V, entdo u, € H'(J) e u,;(0) = 0, aplicando a desigualdade anterior temos

lull 25y < Llluallr2ry < L lue | r2()- (5.10)

Agora verificaremos que as hipéteses (A1), (A2), (A3) sdo satisfeitas:

(a) E claro que V, H sdo espacos vetoriais e que a, ¢ sdo formas sesquilineares positivas em V', H res-

(b)

petivamente. Se a(u,u) = 0, entdo ||uy|/72 = 0, logo u,, = 0, pelo Lema (1.1); u, = C q.t.p J,
jaque H2(J) C CY(J) e como u € V, entdo u = 0, assim a(., ) é um produto interno em V.

Se c(u,u) = 0, u € H, decorre da propriedade de p que ||lu||z2(5y = 0, logo u = 0, i.e c(.,.) € um
produto interno em H. Definimos M := maz{||p|lco, || || }» €ntdo

collull 2y < llullg < Mlullz2(s), (5.11)

disto decorre que H é um espaco de Hilbert.
Seja (u,) C V, sequencia de Cauchy, entdo pela desigualdade (5.10), (uy), ((un)z), ((tn)zz) s80
sequencias de Cauchy em L?(.J), logo existem u,, vo, wo € L?(J) tais que

L2(J)
Up — UQ

Up,zz — WO-
Temos que

/Un,x(;@ = _/unSOQm Vo € C((:)O(J)ﬂ
J I

fazendo n — oc: / VoY = — / oy 1.6 v9g = (ug), no sentido distribucional, analogamente
J I
wo = (vo), no sentido distribucional, segue-se que u € H?(J). Por outra parte existe (un;) C (un)

tal que
Up,; — Ug qtp J
(Un,; )z — vo gtp J
por tanto u(0) = u,(0) = 0, cOMO wy, g — Uz, €M L?(J) temos que u,, — ugem V,ug € V,ie
V' é um espaco de Hilbert. A hipdtese (A1) é verificada.

Sejau € V, pela desigualdade (5.10):

ML? ML?

Jullr < Mlul| g2y < ML |u"|| p2(p) < collu”ll L2(ry <

lJullv,
co

disto decorre que V' < H. Sabemos que C°(I) é denso em L?(I), como C2°(I) C V temos pela
desigualdade (5.11) que V' é denso em H, i.e a hipitese (A2) é verificada.
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(c) Temos que
D(AY%) = {v e HY(0, L)|v(0) = 0}.

entdo para u,v € D(A/4)

bluso)l < Ielle Jo Jy @) Ol (@)l dsido
= Nhlloe Jy© (Jo 1 @) @)ldg + ' @)] o [u/(€) 1€ ) do
< oo L gz 10l + WAoo (S 1 (€)1AY 10/(€)da)
( Desig. Holder ) < 2||h||looL||¢/ || 21|V || 12-
< 2oLl ol

Assim a condicéo (A2) é verificada para a = 1/2.

Verificaremos que se cumpre a desigualdade (4.2) usando as condigdes sobre a funcdo h, sejau € V,
nds agora calculamos

L L
bu) = 2 /B 4 W, €)[ita () — g (6)]i () dE
L L

B, €)[ota () — (€))7 (x)ded + / / (2, 6) [t () — (€))7 () d
L
(. €) [t (1) — 10 (€)1 () déd + / / (6, 2)[ta(€) — ()15 (€)durde
W, €[t () — g (€))1E () déd + / / (2, ) [t (€) — 110 ()]0 (€) d
B, )| ta (1) — 102 (6)|2d

(T.Fubini) =

lug () — ug (€)|2dédx

g (2) — u/(€))dédz

J
/DL/ (nte) -

= 01/0/ Ug () — ug(&))ug(x dfdw+cl// Uz (&) — ug(x (&)d&dx
/0 _

L L
/ Ug () — ug(&))ug(x dfda:—{—cl// Uy (2) — ug(&))ug(§)déde
0

L
(T.Fubini) = 201/0 O( o () — 1 (€))ug (z)déda

= 2 (/0 0L|ux |d£d:1:—/ / Ug (&) ug (z d&dm)
( L

L[ husto)Pds - u(m) )

ou seja

) > 201< / g (2))?dx — |2> Yv e V. (5.12)
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Observamos que para u € V se verifica
L
lu(L)]? = 2Re/ ugudx
0

L
< 2/ o || ]z 5.13)
0

L [t 2 [*
<(\/§|ux| - \/%|u|)2 >0 , integrando em (0, L)> < 2/ | |2 dz + L/ u|?dz.
0 0

Decorre de (5.12) e (5.13) que

L c L
b(u) > clL/ |ug |2 da — 4/ lu|?dz.
0 L 0

Por tanto se verificam as hipéteses do teorema (4.1), logo o sistema (5.7) esta associado a um Cp-
semigrupo e*” de classe G(1), pela observacio b) no Capitulo 4, e é um Cp-semigrupo analitico de
contracdes em V x H.

J4 que e’ é um Cj-semigrupo analitico de contragdes, segue dos teoremas (1.51) e (1.53) que basta

provar que iR C p(7), ou uma condigdo equivalente

a(u, @) — w?ec(u, @) =0, VaeV
u =0, em V. (5.14)

bu) =0,ue VweR

Pela desigualdade de Schwarz

2
u(L)? =

L
/uxdx
0, )
< (/ ,ux|dx> (5.15)
0

L
< L/ ug|?de, Vu e V.
0

Considerando v € V, se a igualdade em (5.15) se verifica entdo v = 0; para isto basta provar que
u(L) = 0. De fato fOL g |? — ‘“(L#P‘ dr = 0, dai que |ul? = ‘“(L#;P em [0, L], como u,(0) = 0
chegamos a uma contradi¢@o. A reciproca € imediata.

Por tanto de (5.12) temos que b(u) > 0 para tudo u € V' ndo nulo. Logo a condigao (5.14) é verificada.
Temos provado o teorema:

Proposicao 5.1. O Modelo de Histerese Espacial de Russell dado pela equacdo (5.7) esta associado a
um Cy-semigrupo analitico e exponencialmente estdvel no espaco de energia finita 7 =V x H.

5.2 Um Modelo de Flexao-Vibracao de um Gasoduto com Amortecimento
Estrutural Contendo Liquido Circulante

Consideramos o modelo

{ (,0 + pl)wtt + (Elwmz):m: + p1772wm + 2p177wwt - (dth)m =0 (07 L) x R* 5 16)

w(0,t) = w(L,t) = wg(0,t) = wy(L,t) =0 t>0,
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onde os coeficientes satisfazem

psp1,n, E1,d € LOO(OaL)

5.17
p, El,d>co >0, p1,n > 0. 17

onde p € a densidade de massa por unidade de comprimento do tubo, p; a densidade de fluido, n é a

velocidade do fluido e E'T € a rigidez a flexdo do tubo. Em ordem de definir os espagos V', H e seus
produtos internos multiplicamos a equac@o (5.16) por uma fungdo v e integramos em .J := (0, L), tem-se

L L L L
/ (,0 + pl)wtt@ +/ (Elwxx)x:r@ ‘|‘/ p1772wm17 +/ (2,0177th - (dw:pt)m)ﬁ =0.
0 0 0 0

Vv

Tendo em conta as condi¢des de fronteira procedemos a analisar os termos senhalados

1. De i, temos que ja aparece um termo com segunda derivada, entdo definimos H := L?(.J) e
c(u,v) = / (p + p1)uvdz.
0
2. De 11, integrando por partes temos que

L L
/ (ijzx)mxf) = (EI'UJ$$)$'T) }g - / (Elwxw)xﬁxa
0 0

dai que para simplificar a expressdo fazemos que v = 0 em x = 0, L. Integrando por partes o
termo restante:

L L
/ (BIwgg)ea® = —(BIwge )y |§ — / (ETwgy ) Vze,
0 0
novamente por simplicidade fazemos u; = 0 em z = 0, L, logo podemos definir V' = Hg(J )e
L
a(u,v) = / Elugvzg.
0
3. De iv, integrando por partes s6 um termo, tem-se

L L L L
/ 201w vdx — / (dwyt)0dx = / 2011 Wervdr — (dwye)o ‘5 + / (dwyy)vydz
0 0 0 0

pelas condicdes de fronteira a integral fica como

L L L
/ 2p1NWervdx — / (dwgyt)0dx = / (dwgrbarvy, + 2p1nwev)de.
0 0 0

L
Logo definimos b(u, v) = / (dugvg + 2p1mugv)dz.
0
Resumindo

L
e H=I20.0)  (wo)= [ (ot pr)uids,
0

L
e V =HZ0,L) a(u,v) :/ Elu,pvg,de,
0
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L
e b(u,v) :/ (duzvy + 2p1nu,v)de.
0

Logo a equagdo de evolucdo variacional correspondente a (5.16) é dada por

L
C(wtt(t)vw) + b(wt(t))w) + a(w(t),qj)) + / Pl772wmwd$ = O’ NAORS V, t>0.
0

(5.18)

De maneira andloga ao feito na equacdo anterior as hipdteses (A1) e (A2) se verificam imediatamente.

Em quanto a hipétese (A3), considerando X = HZ(J) e Y = L?(J) temos que aqueles espagos verifi-

cam a condicdo (1.2), logo existe um operador A autoadjunto e definido positivo tal que D(Al/ H =X,

decorre da observacgdo (1.3) e o feito acima que

1

D(A'F") = D(A'3)
com normas equivalentes, Decorre do teorema (1.34) aplicado com 6 = % que

[H3(J), L*(I)]s = Hy (J) = D(AYY),

1

2

logo D(AY*) = H}(0, L).

Consideremos u, v € D(AY*) = HJ (0, L) entio

[b(u, v)|

IN

L
/ |(duzvz + 2p1nugv)|de
0

L L
k/ \uzlvz\—i-QkQ/ g [0
0 0

Elluall 2 llvll 2 + 282l 2 ol
Mllul g3 0] 3.

(k= max {[[d]lcc, 2[|p1lloc, [17]]o0 })
( Desigualdade de Holder )

IN

<
<

Assim a hip6tese (A2) se verifica para v = 1/2.
Sejau € V, a desigualdade (4.2) decorre da seguinte estimativa:

L L
Reb(u) = / d||luz||® + Re </ 2,0117ﬂuz)
) 0L
co/ [|wz||? + Re </ 2pmuux>
0 0
L L L
co 2
o [l = (2 [Tl + 2 [ lpuaitas)
0 0 ¢ Jo

definindo M = max{||p1]|co, [|7]lcc }, temos que

Y

v

2M2 ()] L
lull? + Re b(u) > / [ 2. (5.19)
[&)) 2 0
Segue-se da desigualdade de Poincaré que podemos considerar que ||u, |2 = ||ul| m} © pela observagdo
(1.3) que [|ul| peayr/a = | AY 4| = [lul| 1. Logo a desigualdade anterior comprova a verifica a relagdo

(4.2) com o = 1/2, segue entdo pelo teorema (4.1) e pela observagdo (a) do Capitulo 4 que o semigrupo

gerado por nossa forma variacional é analitico.
Definimos em 7 = HZ(0, L) x L?(0, L) o operador

B (u,v) = (0, p1*u”), Yu,v € A,
é claro que & € L(J). Pela observagio (d) do capitulo 4, temos que e!“+%)
G(1). Além disso o semigrupo e*(/+%)

Note-se que a equagao (2.5) € um caso especial do (5.16).
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é solucdo da equacgdo (5.18) no sentido dado pelo teorema (3.2).



5.3 Um Terceiro Exemplo

Consideremos a seguinte equagao

{ Wit — (wxxzm + d($)wmt)x =0 (07 L) x R

w(0,t) = w(L,t) = wyy(0,1) = Wyp(Lyt) = Wygra (0,1) = Wygre (L, t) = 0,

Onde
de L>(0,L), d(z) > co > 0.

Tal como foi feito nas se¢des anteriores, definimos

L
o H=170,L), c(u,v) :/ uvdz,
0
L
e« V= {ve H0,L) N H30, L)|vse(0) = vpa (L) = 0}, a(u, v) = / sV,
0

e b(u,v) = /OL d(x)uy, v de.
Assim a equacdo (5.20) fica na forma:
c(we(t), W) 4+ b(we(t), w) + a(w(t), w), Yw € V,t> 0.
De maneira andloga como na prova da Afirmacao (5.1) temos que

LH“M:EHL?(J) > ||u:wc”L2(J)v

Lljugllp2sy = llull2(s), w € V.

Sejau € V, entdo u, € H'(J) segue-se do teorema (1.27) que

Lljuge| 205y = Nuallz2()-

Resumindo existem constantes ¢1 (L), ca(L), c3(L) > 0 tais que

uszallrz(ry) = erlluaell Loy = collusllzry > esllullpz(r-

t > 0.
(5.20)

(5.21)

Decorre das propriedades da integral e a desigualdade (5.21) que a, c sdo produtos internos em V', H

0s quais tornam-se em espacos de Hilbert. Ja que C2°(J) C V entdo deduzimos que V' é denso em H,

assim as hipéteses (A1l e (A2) sdo verificadas. Ja que

D(AY%) = H}(0, L),

entdo a hipétese (A3) se verifica para @ = 1/3, também de maneira imediata se verifica a hipétese do

teorema (4.1), logo por 0 mesmo teorema temos que o semigrupo e*”

de classe G(2/3), logo é um semigrupo diferencidvel.
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