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Resumo

O propodsito deste trabalho é apresentar os espagos de Sobolev com peso no enfoque
seguido por Amrouche-Girault-Giroire no artigo [3] e resultados recentes referentes aos
operadores div, grad e curl assim como para alguns problemas elipticos no espaco inteiro
com condicdes e solucoes em L' ou nos espacos de Sobolev com peso apresentados. Os
artigos base seguidos sao : o artigo de Amrouche-Girault-Giroire [3] e Amrouche-Nguyen
[7].

Palavras-chaves: Espacos de Sobolev com peso, operadores elipticos, L', div, curl, grad.



Abstract

The purpose of this work is to present the Weighted Sobolev Spaces in the approach
followed by Amrouche-Girault-Giroire in the article [3] and recent results concerning the
div, grad and curl operators as well as for some elliptic problems in the whole space with
data and solutions which live in L! or in the weighted Sobolev spaces studied. This work is
based in the results from the articles Amrouche-Girault-Giroire [3] and Amrouche-Nguyen
[7].

Key-words: Weighted Sobolev Spaces, elliptic operators, L', div, curl, grad.



Introducao

A teoria dos espacos de Sobolev com peso comegou no meados do século passado sob a ideia
intuitiva de adicionar fungoes peso nas integrais das normas LP. Desta forma, se w é uma
fungao localmente integravel sobre R tal que w(x) > 0 para quase todo = € R", a qual
chamaremos de peso, e se 1 < p < 0o, m um inteiro ndao negativo e 2 C R™ é um aberto,
o espago de Sobolev com peso W P(Q)) consiste de todas as fungoes u = u(x), as quais

estao definidas ¢.t.p sobre €2, com derivadas distribucionais D%u, |«| < m satisfazendo

1/p
[l lyymr gy = ( > /Q|Dau|pwdx) < 0.
la|<m

No caso w = 1 estes espacos coincidem com os espagos de Sobolev classicos e uma pergunta
de interesse é para que tipo de fungoes w estes espagos com peso mantém as propriedades
dos espacos de Sobolev classicos e nos permitem generaliza-los. Pode-se ver um estudo
sobre esta pergunta em Kufner [29]. Ora, existem basicamente dois familias de fungoes
peso que funcionam bem nas aplicagoes e a eleicao depende da limitagao do dominio.
Se trabalhamos em um dominio limitado, pesos que dependem da distancia a fronteira
do dominio mostraram bons resultados. Pode-se encontrar uma exposicao detalhada de
espagos de Sobolev com esses tipos de pesos no livro de Kufner [28]. Por outro lado,
para dominios nao limitados precisamos ter condi¢oes no infinito além das condig¢oes de
fronteira. Estas condi¢oes podem ser descritas de uma forma conveniente em termos de

fungoes peso como médias da forma
(1+|z|)7, e € R,

pois a condigao
/| fu(a)? (1 + |2])dx < oo
z|>1

caracteriza o comportamento da fungio u(z) para z grande. Uns dos primeiros trabalhos
que aplica esta teoria no estudo de fung¢odes definidas sobre dominios nao limitados foi
iniciada por Kudrjavcev com sua monografia [27]. Recentemente, outros matematicos e

sucessores seguiram esta linha como B. Hanouzet [22], A. Avantaggiati [9], M. N. Le Roux

[32], J. Giroire [21] e C. Amrouche ([3],[6],[8]).

Na linha dos espagos de Sobolev com peso W["P(2) para € nao limitado, Amrouche-
Girault-Giroire consideram pesos do tipo (1 + \x|2)8 com ¢ dependente do peso, m e p e
demostraram propriedades basicas no seu trabalho [3]. Estes espacos assim definidos sao
similares aos espagos de Sobolev classicos, mas com pesos que controlam o crescimento
ou decaimento das fungoes no infinito. Estes pesos, os quais sa@o derivados naturalmente

da desigualdade de Hardy, permitem provar uma desigualdade tipo Poincaré relacionada



as normas das fung¢oes em vez de normas das suas derivadas. Isto da uma vantagem sobre
as duas familias de espacos atualmente usadas para resolver o laplaciano ou estudar a

equagao de Navier-Stokes, isto é, o fecho de D({2) com a norma do gradiente em LP((2)

p

e(£2) de fungbes cujos gradientes pertencem a LP(§2). Por outro lado,

e o subespaco de L
quando p > n, existem algumas sequéncias em D(Q) que nido convergem para distribui-
¢oes . Este sutil comportamento foi descrito em 1954 por Deny e Lions em [20], fato que é
expandido na Observagao 17 deste trabalho. Estas sequéncias sdo eliminadas nos espacos
de Sobolev com peso de Amrouche-Girault-Giroire devido a consideracao de normas de

Sobolev completas em vez de somente normas do gradiente. Além disso, estas normas

p

loc- Lembre-se que em do-

completas evitam a imprecisdo no infinito inerente a norma L
minios nao limitados é importante descrever claramente o comportamento das func¢odes no
infinito e nao somente do seu gradiente. Isto é vital do ponto de vista matematico, nao
sO porque permite caracterizar facilmente os dados para a qual podemos resolver nosso
problema, mas também porque a analise feita neste trabalho para os expoentes dos pe-
sos pode-se estender facilmente para um conjunto grande de expoentes reais. Isto é mais
crucial do ponto de vista numérico, pois na maioria das formulagoes , o primeiro que se

discretiza é a funcdo mesma e o gradiente é deduzido dos valores desta.

Da defini¢ao de Amrouche-Girault-Giroire deduzimos que eles coincidem com os espagos
de Sobolev classicos para dominios limitados. Logo seu estudo se reduz basicamente para
0 espaco inteiro, o semiespaco e dominios exteriores. Nesta dissertacao faremos um estudo
apenas em R" que servira para o estudo em dominios exteriores. Porém, esta parte em R"
ja permite derivar varios resultados estabelecidos para outros espagos cléssicos e também
completar eles com novos resultados. Existem também outros tipos de fung¢oes peso que
funcionam tanto em dominios limitados quanto em nao limitados, mas as propriedades
destes espagos mudam e nao estaremos interessado neste enfoque. Uma classe importante
foi a introduzida por B. Muckenhoupt na década dos 70. Estes pesos sdo precisamente
aqueles pesos para os quais o operador maximal de Hardy-Littlewood é limitado de L? (R™)

em LP (R™) quando 1 < p < oo e de L (R") em L} (R™)-fraco quando p = 1.

Como aplicagao dos espacos de Sobolev aqui estudados derivamos varias estimativas para
os operadores div, curl e grad, as quais sao muito importantes para diversos sistemas
elipticos e ainda nas equacoes de Navier-Stokes e suas variantes. Os dados iniciais e as
solucoes vivem em L' ou em espacos de Sobolev com peso. A respeito, recentemente novas
estimativas para campos vetoriais em L' tem sido descobertas por Bourgain, Brezis e Van
Schaftingen ([11]-[14],[16] e [33]) as quais melhoram as estimativas para as solugoes de
sistemas elipticos em R"™. Neste trabalho apresentamos e justificamos varias extensoes dos
resultados destes autores usando espacos de Sobolev com peso focando em obter decom-
posi¢oes de Helmholtz de campos vetoriais. Estas extensoes foram tiradas do trabalho de

Amrouche-Nguyen [7].



Organizamos esta dissertacao da seguinte maneira: No Capitulo 1 damos um listado da
maioria dos teoremas e propriedades utilizados para o desenvolvimento deste trabalho,
principalmente resultados classicos de andlise funcional, operadores nao limitados e es-
pacos de Sobolev junto a alguns resultados auxiliares como a desigualdade de Hardy e o
teorema de Faa di Bruno. Dado que nao é o objetivo, demonstramos somente os fatos que
consideramos necessarios. No Capitulo 2 introduzimos os espacos de Sobolev com peso
junto com suas principais propriedades, entre elas a densidade das fungoes testes e uma
versao da desigualdade de Poincaré para estes espagos. No Capitulo 3 mostramos os prin-
cipais resultados sobre os operadores div, grad e curl definidos em espagos de Sobolev com
peso sobre R™. Finalmente no Capitulo 4 aplicamos as estimativas obtidas no Capitulo 3

para obter resultados tteis para o operador curl e problemas que o envolva.



Notacoes gerais

BF(x0)
B,
B/

Q)
()
C>=(Q)
Cy(R™)
CmAR™),

com0<A<1

cm(Q)

Q

Cm,)\ (6)7

com 0<A<1

My
8:61\1 . '8(135;"

DMy =

{z e E: ||z — x| <r}.

Bola aberta com centro 0 e raio 7.

Complemento de B,.

Esfera unitaria de R™.

1+ |zl

Espaco ortogonal de M.

Real 1 < p < .

Holder conjugado de p.

dimensao do espago R".

Constante positiva genérica que pode depender da dimensao n, do expoente p
e possivelmente de outros pardmetros, mas nunca das func¢des em consideracao .
Elemento de R™.

@] = (@} +af + -+ al)' V2

Espaco dos polinomios de grau < gq.

Se ¢ < 0.

Espaco dos polindmios harmdémicos de grau < gq.

Se g < 0.

Parte inteira do real s.

Inteiro maior do que 1.

Aberto limitado de R".

R ou C.

Conjunto das funcoes continuas u : €2 — K.

{p e C°(Q) : DY € C°(Q),V |a| < m}.

{u € C°Q) : u possui infinitas derivadas em Q} .

{u € C"™(R") : D*u sao limitadas ,V 0 < |a| < m}.

{u € Cy"(R™) : tal que para 0 < |a| < m existe uma constante ¢ tal que
|DYp(x) — D(y)| < cllz —y||*, ¥V a,y € R"}.

Restrigoes a ) das fungdes pertencentes a C™(R™) que possuem suporte
compacto.

Restricoes a Q das fungoes pertencentes a C™*(R")

A= A1+ A
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1 Preliminares

1.1 Definicoes

Definicao 1. Seja E um espago vetorial normado. Denotamos por E* ao espago dual de
E, isto quer dizer o espago de todas as funcionais lineares e continuas sobre E. A norma

dual ¢ definida por

1fllge = sup [f(x)] = sup f(x).
|lz||<1 [l <1
zeE zeE

Observagao 1. Porém, como é comum denotamos como D(§2) = C(Q2), para €2 aberto
de R", ao espago vetorial das fun¢oes infinitamente diferenciaveis com suporte compacto
em ) e D'(Q) serd o espaco dual de D(2) com a topologia fraca estrela, isto quer dizer o

espaco das distribuigoes sobre ().

Definicao 2. Seja E um espaco vetorial normado. Se M C E é um subespaco linear,

definimos
M*+={fecE* (f2) =0 Voec M}.

Se N C E* ¢ um subespaco linear definimos
Nt={recE (f,r)=0 VYfecN}.

M+ e N+ sdo chamados espacos ortogonais (ou também polares) aos espagos M e N
respectivamente. Quando tiver perigo de confusdo também denotaremos eles como
E* 1L M eFE L N respectivamente.

Definigao 3. Sejam E e F espacos de Banach, A : D(A) C E — F um operador linear

com dominio D(A).

1. A é dito limitado (ou continuo) quando D(A) = E e existe uma constante C > 0

tal que
| Aul|p < Cllullz,

para todo u € D(A). Caso contrdrio, A é dito ndo limitado.

2. A € dito densamente definido quando D(A) = E.
3. A é dito fechado quando o grdfico de A, denotado por
G(A) ={(u,Au) e Ex F:ue€ D(A)},

¢ um subespaco fechado de E X F, onde E'x F' é um espago de Banach com a norma

I ese = (1% + 1 - 12)"? ou uma norma equivalente.
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Observagdo 2. Prova-se que um operador limitado é densamente definido e fechado.
Definicao 4. Sejam E e F' espacos vetoriais normados. Representa-se por
LE,F)={A:E — F; A ¢ linear e limitado} .

Este € um espago normado com a norma definida por

Au
||A||£(E,F) = sup ||Aul|r = sup | HF
lull <1 u#0 HUHE

Além disso, se F' é um espago de Banach entio L(E, F') é um espago de Banach. Denota-se
L(E):=L(EE).

Procedemos agora a definir o operador adjunto. Para este fim precisamos da seguinte

observacao .
Observagao 3. Sejam E e F espagos de Banach e A : D(A) C E — F um operador
linear e densamente definido. Se definimos

Z={veF53c>0tal que |(v,Au)| < c|lu||, Yu € D(A)},

vemos que Z é um subespago de F*. Se v € Z, consideramos a funcdo g : D(A) — R
definida por

gu) = (v, Au), Vu € D(A),
Pela definigdo de Z temos que |g(u)| < ¢||ul|, Vu € D(A), entdao g define uma funcional
linear e continua em D(A), logo pelo Teorema de Hanh-Banach existe uma funcional
gy € E* que estende g e tal que

go(u) = (v, Au), Yu € E.

Note que esta extensdo é tnica desde que D(A) é denso em F.
Definigao 5 (Operador adjunto). Seja A um operador linear e densamente definido.

Definimos o operador A* : D(A*) C F* — E* da sequinte maneira. Primeiro definimos

o dominio:
D(A*) ={v e F*;3 ¢ >0 tal que |{(v, Au)| < c|lu||, Yu € D(A)}.
Isto é, D(A*) = Z como definida na observagio anterior. Logo definimos A*v = g,, onde

gv € E* € a funcional obtida em dita observacao . Esta defini¢iao é boa desde que g, existe

e € unica para cada v € F*. Este operador se chama operador adjunto de A.
Observagio 4. Da Definicao 5, a principal relacao entre A e A* é
(v, Au) po = (A"v,u) . - Yu € D(A), Yo € D(A").

Observagdo 5. Se A é um operador limitado entre dois espagos de Banach, logo ele é
densamente definido e fechado. Prova-se que A* também é um operador limitado ( de F*
a E*) e Além disso,

||A*||£(F*,E*) = ||A||£(E,F)'
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1.2 Resultados de Analise Funcional

Nesta secao apresentamos resultados de Analise Funcional que usaremos nesta dissertagao
. Provamos apenas alguns resultados. Comengamos com “os grandes” teoremas do Anélise

Funcional.

Teorema 1 (Teorema de Hahn-Banach). Seja E espago vetorial normado e p: E — R

uma fungao satisfazendo

p(Ax) = Mp(x) VeeEe YA>0,
p(r+y) < p(x)+ply) Vr,y€E.

Seja G C E um subespago linear e seja g : G — R uma funcional linear tal que
g(x) <p(xr) VxeQdG.
Logo, existe uma funcional f € E* que estende g, isto €, f(x) = g(z),Va € G, e tal que

f(z) <plx) VzekFE.

Demonstragio. Ver Brézis [15], Teorema 1.1. |

Corolario 1. Seja E um espago vetorial normado e G C E um subespaco linear. Se
g : G — R é uma funcional linear e continua, logo existe um f € E* que estende g e tal

que

I

g = l9llg--
Demonstragio. Ver Brézis [15], Corolario 1.2. |

Teorema 2 (Teorema da Aplicagdo Aberta). Sejam X,Y espacos de Banach e A : X —

Y um operador linear, continuo e sobrejetivo. Entao existe r > 0 tal que
B, (0) C A(B;*(0)).
Demonstragio. Ver Brézis [15], Teorema 2.6. [

Corolario 2. Sejam X,Y espagos de Banach e A : X — Y um operador linear, continuo

e bijetivo. Entio A~' é continuo.

Demonstragio. Ver Brézis [15], Corolario 2.7. |

Teorema 3 (Teorema do Gréfico Fechado). Sejam X, Y espacos de Banache A: X —'Y

um operador linear. Se A é fechado entdo é limitado.

Demonstragio. Ver Brézis [15], Teorema 2.9. |
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Teorema 4 (Teorema da Limitacao Uniforme). Dados X e Y espagos de Banach, e seja

(Ai);e; uma familia (ndo necessariamente contdvel) em L(X,Y). Suponha que:
sup ||Ajully < oo, Vu € X.
iel
Entao
sup || Ail| c(x,y) < oo
i€l

Demonstragio. Ver Brézis [15], Teorema 2.2. |

Agora enunciamos propriedades gerais sobre espagos normados que precisaremos nos ca-

pitulos futuros.

Teorema 5. Sejam X um espaco vetorial normado eY um subespaco linear de X . Entdo:

1. Se X € reflexivo, entao X € completo (logo um espago de Banach).

2. Se X um espago de Banach, entio [Y é completo <= Y € fechado em X. ]
3. Se o espaco dual X* € separdvel, entdo X ¢é separdvel.

4. SeY tem dimensdo finita, entao € completo, reflexivo e fechado em X.

5. Se X é de Banach entdo

X € reflexivo e separdvel < X é reflexivo e separdvel .

Demonstragio. Ver Kreyszig [26], Teoremas 2.3.1, 2.4.2, 4.6.4, 4.6.5, 4.6.8. Brézis [15],
Corolario 3.27. [ ]

Teorema 6. Sejam E um espaco vetorial normado e M C E um subespaco linear, entdo
(M) =M,
e se N C E* é um subespaco linear, entao
(NH): o N.
Demonstragao. Ver Brézis [15], Proposi¢ao 1.9. [ |

Corolario 3. Sejam E um espago vetorial normado e M C E um subespago linear, logo

M € denso se e s6 se M+ = {0}.
Demonstragio. (=) Se M = E entédo pelo teorema anterior
{0} = B+ = (MY > MLt o> M+,

Logo M+ = {0}
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(<) Se M+ = {0}, entdo também pelo teorema anterior
M={0}"=E.

Proposicao 1. Sejam E um espaco vetorial normado e G e L dois subespacos fechados
de E. Logo

GNL = (G++ LM, (1.1)
GtnLt = (G+L)*- (1.2)
Demonstragio. Ver Brézis [15], Proposicao 2.14. [ |

Teorema 7. Sejam E um espaco de Banach e G e L dois subespacos fechados de E. As

sequintes propriedades sao equivalentes

a) G+ L é fechado em E.
b) Gt + Lt € fechado em E*.
a) G+ L= (G-NLH)*L.

a) G-+ L+ =(GNL)*.

Demonstragio. Ver Brézis [15], Teorema 2.16. [

Teorema 8. Seja E um espaco de Banach. Assuma que G e L sdo dois subespacos tais
que G+ L € fechado. Logo existe uma constante C' > 0 tal que para todo z € G+ L existe
r € G ey € L satisfazendo z = v + vy, ||z]| < Cl|2]], ||y|]| £ C|#]|

Demonstragio. Ver Brézis [15], Teorema 2.10. |

Ora, se M é um subespago fechado de um espago de Banach E, é conhecido que E/M é
um espago de Banach com a norma quociente. Os duais de M e E /M podem ser descritos
em funcao do ortogonal M+ de M. O Teorema 9 basicamente diz que M* = E*/M*
e (E/M)* = M~. Antes de provéa-lo precisamos da seguinte proposi¢do muito 1til que

também sera usada nos seguintes capitulos.
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Proposicao 2. Sejam E e Z dois espacos vetoriais normados e L : E — Z uma
aplicagdo linear. Suponha que F' é um subespaco fechado de E tal que F' C Ker(L) =
L7'({0}) e seja 7 : E — E/F a aplicagio quociente. Logo existe uma tinica aplicagio

L: E/F — Z satisfazendo L = Lon. E além disso vale as sequintes afirmagcoes

a) L € linear e tem a mesma imagem que L.
b) L é continua se e somente se L € continua. Neste caso, vale HLH = ||L]| .

c) L é aberta se e somente se L € aberta.
Demonstracao.

a) Basta definir L(z) = L(z 4+ F) = L(z) para todo x € E. Vejamos que L estd bem
definida. Se z,y € Z entdo x —y € F C Ker(L), logo L(z + F) = L(z) = L(y) =
L(y + F). Assim L estd bem definida e é claro que é linear e tem a mesma imagem

que L.

b) (=)Se L é continua, como 7 é continua entdo L é continua e além disso, ||L(z)|| =
[Z@)|| < [|Z]| 121l < ||L|llell, logo lIZI| < ||Z].
(«) Se L é continua entdo ||L(z)|| = [|L(z)[| < [|L||[lz]| < ||Z]| ||z]| para todo

x € . Logo tomando o infimo sobre todos os representantes de x temos Hf/(i)H <
I|IL||]|Z]|, ¥V « € E e entdo L é continua e HEH <|IL]].

Finalmente se vale qualquer um L ou L seja continua, logo a outra é continua e
valem as desigualdades ||L|| < HEH e HiH < ||L]|- Logo ||L|| = HEH

c) Se L é aberta, como 7 é aberta entdo L é aberta. Resta provar a inversa. Se L é
aberta. Seja A C E/F aberto, entdo existe um A C E tal que A = {x + F,z € A}.
Se demostramos que A ¢é aberto em E, pela definicio de L teremos demostrado o
pedido. Assim, vejamos que A é aberto. Seja x € A qualquer, logo T € A e entdo

existe um & > 0 tal que B(Z,¢) C A. Se y € B(z,¢) entdo

g =zl = lly ==l < ly -zl <e,

logo y € B(z,e) C A. Finalmente pela definicdo de A temos que y € A e portanto
B(z,¢e) C A.
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Teorema 9. Seja M um subespaco fechado de um espaco de Banach E.

i) O coroldrio 1 estende cada g € M* a uma funcional f € E*. Definimos
o(g) = f+ M.
Logo o é uma isometria de M* em E*/M*.

it) Seja m : E — E/M a fungio quociente. Se F' = E/M, e definimos para cada
yrerr,
T(y") =y om

Logo T ¢ uma isometria de F* em M*.
Demonstracao.

e i) Se fi e fo sd0 estensdes de g, logo fi— fo estd em M=+, portanto fi+M* = fo-+M*.
Portanto o estd bem definida. Além disso, claramente ¢ é linear. Ora, desde que a
restricio de todo f € E* a M é uma funcional linear em M*, o posto de o é E* /M.
Agora, para um g € M* fixo, se f € E* estende g, é obvio que ||g|| < ||f]|. Em

particular, tomando infimo sobre todas as funcionais em f + M~ temos

gl < llo(@Il < I[fIl, V[ que estende g.

Ora, pelo Corolério 1 existe uma estensao f de g com ||f|| = ||g||- Logo, segue que

llo(g)]] = ||g||- Isto completa a parte a).

e ii) Sex € Eey* € F* logo n(z) € F, portanto x — y*(m(x)) é uma funcional
continua sobre E tal que se anula em M. Portanto, 7y* € M*. A linearidade de
7 é clara como composicao de fungoes lineares. Para ver a sobrejetividade fixamos
f € M*. Seja N o niicleo de f. Desde que M C N, existe uma tnica funcional
continua A sobre F' tal que Am = f (pela Proposicao 2), isto é, A € F**. Portanto
TA=Ar = feopostoderT é M.

Resta mostrar que 7 é uma isometria. Seja B a bola unitaria aberta em E. Logo

7(B) é a bola unitaria aberta em F' = 7(F). Desde que 7y* = y*7 temos

ll7y*|| = ly*n|| = sup{|(y*, 7z)| : © € B}
= sup{[(y",y)| : y € 7B} = ||y"||

para todo y* € F™.
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Daqui para frente N(A), N(A*) representaram o nucleo de A e A* respectivamente e
R(A), R(A*) o rango de A e A* respectivamente. Prosseguimos dando resultados sobre

operadores lineares densamente definidos e fechados.

Proposicdao 3. Seja A: D(A) C E — F um operador linear e densamente definido,
logo A* € fechado.

Demonstragao. Ver Brézis [15], Teorema 2.17. |

Proposicao 4. Sejam E,F espagos de Banach e A : D(A) C E — F um operador

linear, fechado e densamente definido. Logo

N(A) = R(A")*, (1.3)

N(A*) = R(A)*, (1.4)

N(A)*: D R(A%), (1.5)

N(A: = R(A). (1.6)

Demonstragao. Ver Brézis [15], Corolario 2.18. |

Teorema 10. Sejam E, F espagos de Banach e A : D(A) C E — F um operador linear,

fechado e densamente definido. As sequintes propriedades sao equivalentes

a) R(A) é fechado.
b) R(A*) € fechado.
c) R(A) = N(A*)*.

d) R(A*) = N(A)*L.
Demonstragio. Ver Brézis [15], Teorema 2.19. |

Agora provamos duas proposi¢oes que caracterizam os operadores sobrejetivos. Note que
a Propoicao 5 é uma versao dual da Proposicao 6. Além disso, a Proposi¢ao 5 sera im-

portante para provar o Teorema 23.

Proposicdo 5 (Teorema 2.21 do Brézis [15]). Sejam X e Y espacos de Banach, A :
D(A) C X — Y um operador linear, densamente definido e fechado. As sequintes propri-

edades sao equivalentes

i) A* € sobrejetivo, é dizer, R(A*) = X*,
it) Eziste uma constante C tal que

Jul| < C | Aul|,  Vu € D(A). (L.7)
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iii) N(A) = {0} e R(A) € fechado.

Demonstracao. Faremos uma demostragao similar a demostragao do Teorema 2.20 do
Brézis [15].

e i) — ii) Seja
B = {u € D(A);||Aul| < 1},

Basta provar que B é limitado, pois se u € D(A), logo | L € B e se segue a

| Aul]
desigualdade. Mas, como X, Y sao de Banach entdo basta provar que f(B) é limi-

tada(em R) para todas as funcionais f € X*. Logo seja fo € X* qualquer, desde

que A* é sobrejetivo existe um vy € F* tal que A*vg = fy. Para todo u € B temos

| (fo, w)] = [(A™v0, u)| = |(vo, Au)| < [vo|| || Aul| = [[vo]] -

Assim fo(B) ¢ limitada. Como fy foi arbitrario em X* entdao B ¢é limitada em X

e ii) — 4ii) Suponha f, = Av, — f. Usando (i) com v, — v, vemos que (v,) é
de Cauchy em X, logo existe v € X tal que v, — v. Desde que A é fechado por
hipétese, concluimos que Av = f. Logo R(A) é fechado. Também de ii) notamos
que se Au = 0 logo u = 0, entdo N(A) = {0}.

e iii) — i) Como R(A) é fechado entdo R(A*) = N(A)* = X*, pelo Teorema 10—c).
|

Para a seguinte proposicao podemos proceder similar como na proposi¢ao anterior. Porém,

damos uma demostragio diferente a do livro do Brézis [15].

Proposicao 6. Sejam X e Y espagos de Banach, A : D(A) C X — Y um operador

linear densamente definido e fechado. As sequintes propriedades sao equivalentes
i) A € sobrejetivo, isto é, R(A) =Y,
it) Eziste uma constante C tal que
llv|]] < C||A*||, Vv e D(AY). (1.8)
iii) N(A*) = {0} e R(A*) é fechado.

Demonstracao. e i) < i) Consequéncia direta da Proposi¢ao 4 e o Teorema 10.
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e i) — 4ii) Por uma substituicdo A*v = 0 em i) vemos que N(A*) = {0}, para ver
que R(A*) é fechado suponha f,, = A*v, — f. Usando (b) com v,, — v, vemos que
(v,) é de Cauchy em Y™, logo existe v € Y* tal que v,, — v. Desde que A* é fechado
(Proposicao 3) concluimos que A*v = f, logo R(A*) é fechado.

e iii) — 1i) Fazendo G = G(A) e L = E x {0}. Sabemos que se cumpre
{0} x N(A*) =G+ n L+,
R(A*) x F* =G+ + L.

Logo, Gt N Lt = {0} e G+ + L+ é fechado. Aplicando o Teorema 8 existe um C > 0
tal que V 2z € G+ + Lt se descompoe de maneira tinica (pois G+ N Lt = {0}) em
z=x+ycom ||z|]| < C||z|| e |ly|]| < C||z]|. Ora, para v € D(A*) como z = [A*v, (]

se escreve como z = [A%v, —v] + [0, ] , entdo ||[0,v]|| = ||v]|] < C'||z]| = C||A*v]].
—_————  ——
eGt eLt

Observagio 6. Do teorema anterior deduzimos o seguinte: Se A é um operador linear,

densamente definido e fechado

A é sobrejetivo = A* é injetivo (N(A*) = {0}),
A* é sobrejetivo = A ¢ injetivo (IV(A) = {0}),

As voltas falham, como podemos ver do seguinte exemplo. Se X = Y = [2, para todo

x € [% escrevemos = = (x,,),>; € definimos A(x) = (:z:n> . Se comprova que A é um
B n n>1

operador linear continuo e A* = A. Porém, A*(resp. A) é injetivo mas A(resp. A*) nio é
sobrejetivo. Além disso, R(A)(resp. R(A*)) nao é fechado.

Ora, se assumimos que dim X < oo ou que dim F' < oo, logo se verificam as equivaléncias:
A é sobrejetivo < A* é injetivo ,
A* é sobrejetivo < A ¢é injetivo .

as quais sao resultados classicos para operadores em espacos finito-dimensionais. A razao
para que estas equivaléncias radica no Teorema 10 e no fato que R(A) e R(A*) sao finito-

dimensionais (e portanto fechados).
Da Observacao 6 podemos deduzir facilmente a seguinte proposi¢cao conhecida.

Proposigao 7. Se A é um isomorfismo entdo A* é um isomorfismo.

Demonstra¢io. Como A é continua entao A* é continua. Ora, como R(A*) é fechado, da

Observagao 6 e o Teorema 10 temos que A* é bijetiva. ]
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Observacdo 7. O sentido inverso da proposi¢ao anterior também vale. Porém, para nosso

trabalho basta a Proposicao 7.

O seguinte teorema é uma versao k—dimensional do Teorema de Representacao de Riesz
para L? com 1 < p < oco. E dizer, (LP)* = L” se1<p< oo

Proposicao 8. Seja k um inteiro positivo, 1 < p < oo e E = (LP(Q))* normado por

lwllE = ZIIwJIILp(Q

para todo w = (wy,ws, ..., wy) € E. Um funcional linear f definido em E é continuo se e

somente se existem fi, fa, ..., fx € LP () dnicos tal que

k
=3 [ fiuy(e)da
j=1"¢
para todo w € E. Onde p' é o conjudado de Holder de p.

Demonstragio. (=) Seja f € E* e consideremos f; : LP(Q) — K definido como

fiw) = (f,(0,....;u,...,0)) g

onde o elemento u aparece na j—ésima posicao . Notamos que f; ¢ linear. Além

disso é continuo em LP(2) pois

\Mwwzwmwwwmmswmw@wwmmm:wmwwmm

Assim, para cada j = Lk, f; € (IP(Q))*. Além disso, dado w € E
fw) = ({f, (w,0,...,0)) + (f, (0,w2,0,...,0)) + (£, (0,..., 0, wy))
k
Z (fiwj.)

7=1
Pelo teorema de Representagao de Riesz para LP existem f; € LPI(Q) unicos para
cada j = 1,2, ...,n que representam aos f] , logo

=3 [ fitoyws ()i (1.9)

Se existissem outros g1, g2, ..., gr € L”'(Q) tal que (1.9) vale para todo w € E, entao

tomando w = (0, ..., v, ...,0) € E para cada componente temos

/fj dx—/g] 2)dr Vi =1,2, ...k Vo € L’(Q),

logo
/Q<fj(x) — (@) w(@)dr =0 Vj=1,2, ...k VYve L'(Q),
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e novamente pelo Teorema de Representacao de Riesz para L

szgj, Vj:1,2,,k’
Logo tais f; sao tnicos.

(<) Seja f(w) = Z;‘f’:l Jo fi(x)w;(z)dx, entdo por Holder temos
k k
) <Y [ 15 @) de < 316l sl
j=1 j=1

k
< Y il ey loll < e (s 163l ) el
j=1

1<j<k

para todo w € E. Logo f é continua.

Agora enunciaremos a desigualdade de Hardy e a formula Faa de Bruno para a derivada

j—eésima de uma funcao composta. Também se enunciam generalizagdes destas proprie-

dades.

Proposicdo 9 (Desigualdade de Hardy). Sejam [ e p dois nimeros reais com [ # —1

el <p<oo. Seja f uma fungio mensurdvel e positiva, definida sobre [0,00) tal que

/Oo |f(r) [P rP*Pdr < oo.

0

Defina
—/ Ft)dt  se B> —1
F(r) =
/ ft)dt se B < —1.
0
Logo
> B p e P pBtp g 1.10
F(r)[PrPdr < /ﬂ : :
I e Y LG (110)
Demonstragao. Ver Hardy-Littlewood-Polya [23]. Teorema 3.30. |

Proposicao 10 (Desigualdade generalizada de Hardy). Sejal < p < oo e f € D((R,x)).

2
Logo, para todo nimero real o e vy com o # —1 e se R > exp ( il ), temos

lo + 1|
400 ooy 2p P itoo df(r)p
e emetor < (20 [ |

r I (r)dr. (1.11)

Quando o = —1, logo, para todo real v com v # —1 e R > 1, temos

[ 5t (i < ( p ) [ 'dfd()

|y + 1| R

p
r PR (1) dr (1.12)
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Demonstragao. Ver Bolley and Camus [10]. |

Proposicdo 11 (Férmula de Faa di Bruno). Sejam f,g : R — R fungoes tais que g
estd definida em uma vizinhanga de xo e é diferencidvel j vezes em xqy. Se f estd definida
em uma viznhanca de yo = g(xo) e é diferencidvel j vezes em yy. A j—éssima derivada

da funcao composta f o g em xy é dada por

j; Z]:: ) %"fm(g(xo)) (g’(ﬁ“o))al (g"gf‘)))%... <g<j>.<m0)>aj7

o) aglog!...ay! 4!
(1.13)

onde I(m,j) = {(a1,....,a;) e N g+ +a; =m,a1 + 2as + - + ja; = j}.
Demonstragao. Ver Huang-Marcantognini-Young [25]. |

Proposicao 12 (Geralizagdo de Faa di Bruno com varias variaveis). Seja |v| = j um
multi-indice em N*, &g = (1, ...,1,) € R" e h(zg) = f(g(x0)). Se D'g existe e é continua
em uma vizinhanca de o para todo multi-indice | < v e f©) existe e é continua em uma
vizinhanga de yo = g(xo) para todo s < j. Logo a derivada de multi-indice v da fungdo

composta f oqg em xy € dada por
J V! Dhig(xg)\™ [ D2g(xo)\ ™ Db g(xo)\ ™
e £ 5t (P8))” (P (D)

onde

I(m,v) ={(a1,...,05,lh,....1;) : onde a,, € NI, e N"Vr =1,..,7.

Os 1, sao multi-indices tal que para 1 < s < 7,
a;=0el;=0paral <1< j—s;0;,>0paraj—s+1<1<7;
e0 < lj_sp1 <+ =<1 sdo tal que
a4+ +a;=m, oqly +agla+ - +ajl; = v}

e a notacao p < v para multi-indices em N™ significa que acontece uma das trés posibili-
dades:

i) |ul < v
it) |pl=v] e <.
iii) \p| = |pl, p1 = vay s e = Vg € pga1 < Vg1 para algum 1 < k < n.

Demonstragio. Ver Constantine e Savits [18]. Corolario 2.10. |
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1.3 Resultados de Distribuicoes e Espacos de Sobolev

Nesta se¢ao como é comum usaremos a seguinte notagao

< imersao continua.

c . ~ ,
—: Imersao continua e compacta.

Definicao 6. Seja Q2 C R" aberto, T € D'(2) e £ € C(Q). Definiremos o produto €T
da sequinte forma

(T, ) = (T,&p) Vo € D(Q).
Se prova facilmente que T define uma distribuicao .
Proposicdo 13 (Leibniz para distribui¢oes ). Seja  C R™ aberto. Se o« € N™ é um
multi-indice e £ € C*(Q), T € D'(2), entdo vale a formula de Leibniz

al

DYET) =S ————DPe¢D AT, 1.15
(£7) /32 Gila— ) (1.15)
Demonstra¢io. Ver Adams|1], resultado 1.63. |

Proposigao 14. Sejam Q@ C R" um aberto, £ € C*(Q), T uma distribui¢io e {T,,} uma
sequéncia de distribuicoes tal que T,, — T em D'(Q), entao T, — T em D'(Q).

Demonstragio. Por definicao (€T, ¢) = (Th,&p) , Ve € D(Q), logo dado ¢ € D(1Q2),

(€T, 0) = <Tn7 P > — (T, &) = (£T, ) .
~—
€D(9Q)

Assim, {T,, — £T em D'(Q). |
Teorema 11 (Du-Bois-Raymond). Sejam Q C R™ um aberto e u € Li,.(Q). Se
/Qu(x)gp(:t)da: =0, Ve Cyr(Q),

entdo u = 0 quase sempre em €.

Demonstragio. Ver Medeiros[30], Proposigao 1.4. [

Teorema 12 (Desigualdade de Poincaré). Sejam Q@ C R™ um aberto limitado e 1 < p <

+00. Entdo existe uma constante C' que depende de 2 e p tal que
||u||Lp(Q) < CHVuHLp(Q),Vu € Wol’p(Q).

Demonstragao. Ver Brezis[15], Corolario 9.19. |
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Teorema 13 (Imersao Continua no espaco inteiro). Tem-se os sequintes casos

1. Caso:neNcomn>2meNel<p<+oo. Se verificam

a) Semp<nep<g< np , entao W™P(R"™) — LI(R").
D

n—m
b) Semp=n ep<q<+oo, entaio W™P(R") — LI(R").
c) Semp>nek<m-— Z < k+ 1,k € um enteiro nao negativo, entao
WmP(R") — C*AR™), onde
1. O<)\§m—kz—ﬁ sem—k’—ﬁ<1,
p p

ii.0<)\<1sem—k—ﬁ:1.

p
2. Caso:n=1,meN el <p<+oo. Se verificam

a) Sep=1, entdo W™(R) — C;" }(R).
1
b) Sel<p<+ooel<\<1— =, entio W™P(R) — C™ A(R).
p
3. Caso:n € Nym € N e p = +oo. Verifica-se: W™ T°(R"™) ¢ isomorfo a C™1H(R™).
Demonstragio. Ver Medeiros[30], Corolario 2.4, Teoremas 2.7, 2.8, 2.9, 2.10. |

Teorema 14 (Imersao Continua para abertos limitados). Tem-se o0s sequintes casos

1. Caso:neNcomn>2meNel <p<+oo. Seja Q CR"™ um aberto limitado

de classe C™. Se verificam

n

a) Semp<mnel<qg< , entao W™P(Q) — LI(S).

n—mp
b) Semp=nel<qg<+oo, entao W™P(Q) — L1(Q).
c) Semp>nek<m-— n < k+ 1,k € um enteiro nao negativo, entao
4
WmP(Q) — CkA(Q), onde

1. O<)\§m—k—ﬁsem—k—ﬁ<1,
p p

ii.0<)\<1sem—k—ﬁ:1.
p

2. Caso:n=1,meN el <p<+oo. Seja I CR um intervalo aberto limitado. Se

verificam
a) Se p=1, entdgo W™ (I) — C™(I).
1 _
b) Sel<p<+ooel<A<1——, entio WmP(I) — C™ II).
p

3. Caso:n € NNm € N e p = +o0. Seja Q C R™ um aberto limitado de classe C™.
Verifica-se: W™T(Q) € isomorfo a C™ 11(Q).
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Demonstragio. Ver Medeiros[30], Teoremas 2.15, 2.16 e 2.17. |

Corolario 4. Sejam Q C R™ um aberto limitado sem condicoes de reqularidade na fron-
teira e m € N. Entdo Wy""(Q) € isomorfo a O™ 11(Q).

Demonstragio. Ver Medeiros[30], Corolario 2.8. |

Definicao 7. Sejam Q@ C R™ um aberto e M C R™. Diz-se que M estd fortemente
incluido, denotado M CC ), quando M C Q e M é compacto.

Teorema 15 ( Rellich - Kondrachov). Sejam n € N;1 < p < +o0o0 e Q C R"™ um aberto

limitado de classe C*. Se verificam

np , entdo WP (Q) < L9(Q).

n—p

1. Sep<nel<g<
2. Sep=mnep<q< oo, entio WHP(Q) < LI(1Q).
3. Sen < p < +oo, entdo WP(Q) < CO(Q).

Em particular, W' (Q) < LP(Q) para todo 1 < p < oo e todo n € N.

Demonstragio. Ver Brezis[15], Teorema 9.10. |

Corolario 5. Sejam n,m € N;1 < p < +oo e Q2 C R"™ um aberto limitado de classe C™.

Se verificam

n

b . entdo W™P(Q) < Wm=14(Q).

n—p

1. Sep<nel<qg<
2. Sep=mnel<q<+oo, entdo Wm™P(Q) < Wm=14(Q).
3. Sen < p < +oo, entdo W™P(Q) < C™1(9).

Demonstragio. Ver Medeiros[30], Corolario 2.9. |
Corolario 6. Sejam n,m € N, 1 < p < 400 e Q2 C R"™ um aberto limitado. Se verificam
1. Se Q) é de classe C™, entio W™ T1P(Q) <5 WmP(Q).
2. WP (Q) <S5 WP (Q).

Demonstragio. Ver Medeiros[30], Corolario 2.10. |

Teorema 16 (Imersao Compacta). Sejam n,m € N;1 < p < 400 e Q C R™ um aberto

limitado de classe C™. Se verificam

1. Semp<nel<g<

P , entdo W™P(Q) <5 LI(Q).
p

n—m



Capitulo 1. Preliminares 27

2. Semp=mnel<q<+oo, entdo W™P(Q) <= LI(Q).
3. Semp>nek<m-— L < k+ 1,k ¢ um inteiro ndo negativo, entio W™P(Q) <>

o p
CH(Q).

Demonstragio. Ver Medeiros[30], Teorema 2.20. |
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2 Espacos de Sobolev com peso

Neste capitulo, consideraremos um tipo de espaco de distribuicoes : os espacos de Sobolev
com peso. A teoria de espagos funcionais com pesos vem chamando a atencao dos pesqui-
sadores e ja existe uma ampla literatura sobre isto. Aqui trabalhamos no enfoque seguido
por Amrouche, Girault e Giroire para definir espacos de Sobolev com peso. Estes espa-
cos sao adequados para tratar problemas sobre dominios nao limitados pois se adiciona
um peso para controlar o comportamento das fungdes no infinito. Nao desenvolveremos
toda a teoria, mas daremos uma sequéncia autocontida de resultados e defini¢oes . Para
um estudo detalhado da teoria de espacgos com pesos sobre dominios limitados pode-se
ver Kufner[28] e para um estudo em R"™ ou R’} pode-se ver Hanouzet[22]. Nesta parte

usaremos extensamente o trabalho de Amrouche, Girault, e Giroire ([3]).

Com respeito a notagao usamos letras em negrito para denotar elementos vetoriais ou es-
pacos vetoriais (vetores, fungdes vetoriais, distribuigdes vetoriais ou espagos destes elemen-
tos) e C' > 0 usualmente denota uma constante positiva genérica que pode depender da di-
mensao n, do expoente p e possivelmente de outros parametros, mas nunca das fun¢oes em
consideragao . Para qualquer ntimero real 1 < p < oo, p’ denotara seu Holder conjugado.
Se & € R", sua distancia ao origem é denotada por r = |x| = (22 + 22 +---+22)/2. Para
qualquer ¢ € N, & ( resp. @qA) serd o espago dos polinémios(resp. harmomicos) de grau
< ¢. Se ¢ é um inteiro estritamente negativo convenimos que &2, = {0} ( resp. 22 = {0})

e para s € R, [s] representa a parte inteira de s.

A partir de agora consideraremos que todos os espagos vetoriais sao definidos sobre um

corpo K =R ou C.

2.1 Definicoes
Damos uma definicdo geral de espagos de Sobolev com peso.

Defini¢ao 8 (Sobolev com peso I). Param € Nya,pe Recoml <p<ooep:R" — R

uma fungdo mensurdvel e positiva q.t.p, definimos

WrP(R") = {u € D'(R"),YA €N": 0 < [\ <m, p> " DM e PR} (21)

Aqui p representa um peso que se aplica a u e suas derivadas. E claro que, como conjunto,
estes espagos generalizam aos espagos de Sobolev WP (R™), pois basta tomar p = 1. Ora,
com uma definigao tao geral, pode acontecer que W'*P(R") nao seja um espago de Banach
segundo a funcao peso a considerar. Para um estudo sobre o conjunto de fungoes peso tal
que W2P(R™) na defini¢ao (2.1) é de Banach veja-se [29].
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Neste trabalho usaremos a fungao peso p(x) = 1+ || = 1 + r. Este peso, além de
controlar o comportamento das fung¢oes desses espacos no infinito também foi escolhido
de tal forma que o espago correspondente satisfaga duas propriedades importantes. Por
um lado, o espago D(R™) é denso em W?(R"™) e por outro lado vale uma desigualdade
tipo Poincaré em W2"P(R™) ([3], [4] e [5]).

Com o peso considerado, W?(R") se converte em um espago de Banach com a norma

1/p
p
Lp(Rn)) ) (2.2)

natural

[t —— :( > ||t DN

0<[A|<m

Também definimos a seminorma que nos sera util depois

1/p
p
LP(R")> . (2.3)

Observagao 8. A pesar de ter definido WP (R™) para todas as dimensoes e para qualquer

e P

[A|l=m

real a, nos consideramos apenas aqueles valores de m,n,p e a tais que
n
;—l—a ¢ {1,2,...,m}.

Se esta condi¢ao nao se satisfaz, ndo poderemos garantir uma desigualdade tipo Poincaré.
Note que esta é uma restricao forte, porque por exemplo, nos impede trabalhar em R? no
caso m = 1,p = 2 e a = 0. Qualquer valores dos parametros m,n,p e « para os quais

—+a éum valor de {1,2, ..., m} é chamado valor critico. Para solucionar este inconveniente

existe uma generalizagdo dos espagos W2"P(R™) que considera os casos criticos. Estes sdo
m,p Rn . d 1 ’ . s,
os espagos W,'(R") que introduzem pesos logarftmicos nos casos criticos e conseguem

manter varias propriedades dos espagos W/“P(R™) para casos criticos.

Nosso propésito é trabalhar com os espagos W”"?(R") dada sua defini¢do simples e vanta-

gem da densidade de D(R") e a desigualdade de Poincaré. Porém, pela Observagao 8 isto

serveria apenas nos casos nao criticos. Procedemos entao a definir os espagos W;n [’f (R™),

mais complicados que os anteriores, contudo, nos permitem obter resultados para os casos
m,p

criticos. Demostraremos propriedades bédsicas para W, (R™) que seguiram valendo para
os espagos WP(R™).

Definicao 9. Sejam m e Nya,B,pe R com 1 <p< o e

-1, seﬁ%—agé {1,...,m}
D

l=1(m,n,p,a)= n

m-—— —a, seﬁ—l—ae{l,”.,m}
p p

definimos
dl(RY) = {ueD'(R");VAeN":0 < A <1, p* ™ R(In(2+ 7)) D u € LP(Q);
VAEN" [+ 1< N <m, p ™ M (In(2 +7))PD M € LP(Q)}. (2.5)
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Onde se |l = —1 consideramos na defini¢io 2.5 o intervalo [0,1] como vazio.

e

Proposi¢do 15. Sem € N,a, 3,p € R com 1 < p < oo entdo o espago W5 (R") é um

espaco de Banach, reflexivo e separdvel com a norma

p
L?(R™)

1/p
p
LP(RH)) . (2.6)

Demonstragio. Sejam m,n,p, a, 3 como nas hipdteses, para demostrar que W75 (R") é

el ey = ( >l M2 + )P D

0<|A<l

+ X e ian@ ) DM

I+1<[A|<m

um espaco de Banach seja {uy, }, .y uma sequéncia de Cauchy em W,."(R") com a norma

(2.6), logo denotando

(1+7r)™ RN (In(2 4 7)1 se 0 <N <1

wy =
(14 7)o R (In(2 +r))? sel+1< |\ <m

com [ definido como em (2.4). Para cada 0 < |A\| < m, w)y é uma funcao de classe C>°(R™)
que nunca se anula em R". Para todo n € N temos que
A
[wrDrun|| < [tallymy V0 < A <.
Logo {w,\D’\un} o ¢ de Cauchy em LP(R") para todo 0 < |A| < m. Assim existem

@t € LP(R™) tal que wyD*u, — @* em LP para cada 0 < |\ < m. Contudo, como wy

A

nunca se anula, existem u* tal que @* = wyu* e logo

wyD M, — wyu®  em LP(R™). (2.7)
Ora, como LP(R™) — D'(R™) entao

wyD i, — wyu®  em D'(R™). (2.8)

Da Proposicao 14 e da equagao (2.8),

Dy, — w* em D'(R") VO0<|A\<m, (2.9)

e em particular:
u, — u®0  em D'(RM). (2.10)

Logo, dado que a fungao derivada é continua em D', de (2.10),

D*u,, — D*u(®+9  em D'(R™), V0 < |\ < m. (2.11)
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Finalmente da unicidade da convergéncia em D’'(R"), temos que D 00 = A v 0 <

|/\| < m. Entéo , w)\D)\u(O,...,O) _ w}\u)\ — 3 e Lp(Rn) e logo w00 ¢ W;?,p( ) com

.0 A .0
o= = S s = w5, 0
0<|A|<m

Assim, W,"f(R") é de Banach.

Para ver que W'’ (R") é reflexivo e separavel, seja £ = [] 5 <;, LP(R™) equipado da norma
produto p—euclidiana. E claro que E é de Banach, reflexivo e separdvel. Consideramos o
mapa

P Oin ép — F

U — (w,\D’\u)MKm

Claramente P ¢ linear. Afirmamos que P é uma isometria continua. Isto devido a definigao

das normas em E e W' (R") , pois se u € W'} (R"), logo

P
[ullprs = > |fwsD|[” = [[Pull}.
0<[A|<m
Assim, P é uma isometria e como ¢ linear entao é continua. Finalmente como W (]R")
¢ de Banach entao P(W.'’(R")) é fechado em FE, logo a imagem de W,."(R") por P ¢

reflexiva e separavel, logo se conclui que W7 (R") também ¢é reflexivo e separavel

Observagao 9. Observe que a Defini¢ao (2.5) generaliza os espagos WP (R™) definidos em
(2.1), pois para LIPS ¢ {1,...,m} e f=0, 0 espago W.’(R") coincide com W7*P(R").
p

Observagio 10. E possivel definir W () para um Q aberto de R". A definicdo ¢
a mesma como en (2.5) substituindo R™ por €) e proposi¢do 15 segue valendo com as
mudangas devidas. Porém, quando § é limitado entdao os espagos W™P(Q2) e W'(Q2)
coincidem algebraica e topologicamente. Isto porque as fungoes p® ™+ (In(2 +r))%~1 e
P+ (In(2 4+ r))? alcancam minimo e maximo em Q. Logo, os espacos de Sobolev com

peso W, (Q2) tem interesse s6 quando €2 é nao limitado.

Observagio 11. A seminorma para W ¥ (R") é dada por

m

1/p
Lp(g)) . (2.12)

Corolario 7. Os espagos WP(R") sao espagos de Banach com a norma (2.2).

|u|W;n,Bp(Rn = (Z Hp (In(2+71)) BD’\U‘
7 Al

Demonstragao. Obvio, pois W'’ (R™) = W7"P(R") para “ta ¢ {1,....m}. |
p
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Para terminar a segdo fazemos énfases em que a escolha de pesos foi devido a que p(r)
e In(2 + r) tem no infinito um comportamento parecido, respectivamente, a r e In(r) e
portanto controlam o crescimento no infinito das func¢oes destes espacos. Usamos estes
pesos em vez de r e In(r) pois eles ndo modificam propriedades locais, as quais sdo idénticas

as propriedades locais dos espacos de Sobolev ordinarios.
2.2  Propriedades fundamentais
As fungoes de W2"P(R™) sao distribui¢oes que podem ser polindémios.
Proposicao 16. Se definimos
m — ( + a) —1, sen/p+ a éum inteiro negativo ou zero

j=j(mn,p,a) ;.
[m — ( + oz)] , outro caso

p
(2.13)
Entao , P; € o maior espago de polindmios contidos em W2IP(R™).
Demonstragio. Primeiro notamos que se P(x) = ° = z'z3? -+ - 2°* é um mondémio de

grau |s|(s é o multi-indice s = (s, S2, ..., S,)) que pertence a W P(R™) entao todos os
monomios " de grau |w| com ,w < s pertencem a W2*P(R"), logo , como WP(R"™) é
um espago vetorial basta encontrar o maior grau dos monémios contidos em W2?(R").

Vejamos isto mais detalhadamente.

e Afirmacao 1: Se z* € W*P(R") entao " € W2*P(R") para todos os multi-indices
w < s.
E simples ver que
D — cx? ™ sew > A\
0 se w < A.
Onde ¢ é uma constante positiva. Logo, fixado um w < s, para cada 0 < |A| < m

tal que w > X temos que

‘D’\xw‘ = ‘cw“”’\‘ = clay [N M < ela [P T = ‘ws”\

)

fora do cubo D = {x = (z1,...,x,) € R" : |2;] < 1,i=1,2,...,n}. Entao

J.

a—m+|>\|D>\ww’p _ a—m+A ‘mw—)\‘p

p c| p

]Rn
_ _\|P _ _\|P
:C/ poz m—&—)\‘ww )\‘ +C/ pa m—i—)\‘mw /\‘
D R”\D
I
_ _\|P
§[+C/ pa m+)\‘ws )\‘ < 00,
Rn\D
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donde I é finito pois é a integral de uma funcao continua sobre um compacto e a
outra integral é finita pois * € W?(R"). Finalmente, somando sobre todos os

0 < |A] < m temos que ||| msgny < 0.

e Afirmacao 2: Para a > 0 e v+ n # 0, a integral

o 1
/ rYtldr,
a

converge se e s6 se 7 < —n.
Notamos que,
> -1 +n |
/ 7Ty = Or? ,
a

a

logo, a integral em questao é convergente se e s6 se 7 < —n.

e Afirmacao 3: j definido como em (2.13) é o maior grau dos monémios contidos em
WrP(R™).
Seja j o grau do mondémio buscado, vejamos que a condigao em (2.13) é necesséria.
Por hip6teses waHW;n,p(Rn) < oo com |w| = j. Logo, para todo 0 < |A| < m tem-se

Hpa m*"“D’\m“’H < 00. Isto é, no caso nao trivial quando w > \

LP(R™)

A:

Rn

a—m p ]7A] p n - V4
p |A|‘ |:L= |(’LU ) ".|l,n|(w ”) d:La< .

A= [T [ (e boag(rdr
0 JQ(O,r)
_ /00(1+r)(a7m+|)\‘)prjp*‘)‘|p/ dQ(T)dr
A Q(0,r)
— C/ (1 4 r)lemtDppip=Rppn=1 g, (2.14)
0

onde Q(r) = {x € R": |x;] =1} é o cubo centrado em 0 e de lados paralelos aos

eixos de comprimento 7. Ora, tem duas possibilidades: se & —m + || < 0, dado que
r>l=14+r< 21”’ = 2a*m+|)‘|7~0‘*m+|>\\ < (1 + T)afm+|)\| =

a—m+|) /°° la—mEi)p+n—1 g, é/oo(l+,r)(a—m+|/\\)p7,,jp—\)\|prn—1dT,'
1 1

Como a integral em (2.14) converge, entao da Afirmacgao 2 e da tltima desigualdade,

(o —m+j)p < —n, logo j <m — n+a>.Sea—m+|)\|20vale
p

A= C/ 1+r)(a mA+A)p.ip—Np+n—1g,.
Z/Oo (a—m+j)p+n— ldr
Z/ (a=m-+j)ptn—1 4.
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Logo da Afirmagao 2 e da ultima desigualdade tem-se (& — m + j)p < —n, logo

j<m—<n+a>.
p

. . n
Inversamente, se assumimos j < m — ( + a), para cada 0 < |A] < m temos: se
p

w < X entdo Dz =0 € LP(R") e se w > A, pela equagao (2.14), vale

A= C/ _,_71 (a=m+|A)p,.jp—|Alp+n—1 g,
</ +7" (a—m~+j)p+n— ldT

:/ S(O‘*m‘i'.] p+n71d8,
1

mas a integral no lado direito converge pela hipéteses e a Afirmagao 2, logo somando

sobre 0 < |A\| < m temos que Ha:jHW;n,p(Rn) < 00 e a hipétese é suficiente.

. n
Resumindo, &/ € W2 *P(R") se e s6 se j < m — < +04>. Como j é um inteiro, se
p
m — ( ) nio for inteiro, entdo o maior j tal que x/ € W™P(R™) é o maximo
inteiro [m ( )1 Se m — ( + oz) for inteiro, na verdade s6 importam os inteiros
p p

tal que m — ( +a> > 0 pois P; = {0} se j é negativo. Logo o maior j tal que

S

[©N

) € WMP(R") é m — ( + a) — 1 se — + a é um inteiro menor do que m, mas como

n
por assuncao de W/™P(R"™) consideramos sé os valores de m,n,p tal que | — +a | ¢
p

{1,2,...,m}. Entao (2.13) representa o maior grau dos mondmios contidos em W2"?(R")

e portanto dos polinémios contidos em W P(R"™).

[ ]
Observagdo 12. Mais geral que na proposicao anterior, se definimos
n
n —+ac{l,..,m}e(f—-1)p>—1
m—(—i—oz)—l, se % ‘ .
q= p —tac{i€Zi<0}efp>-1 (2.15)

p
n
[m — ( + a)] , outro caso
p

entdo ¢ definido como em (2.15) é o maior grau dos polindmios contidos em W77’ (R™). A

demostragao se reduz a mesma andlise que na prova anterior e usando a des1gualdade

z+1
T+ 2

<lh@2+z)<z+1, z=>-2

Por outro lado, se verificam as seguintes inclusoes algebraicas e topologicamente.
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Proposicao 17. Param >0 en/p+ a ¢ {1,2,....,m} as sequintes inclusoes

W P(R") C Wt P(R") C - C W, (RY), (2.16)
$G0 tmersoes continuas.
Demonstragio. Primeiro notamos que se u € WP (R") entdo p*~™ M D y € LP(R™) para
todo 0 < |A] < m, mas po A = pam1=m=1+ 1600 em particular, p~ =MD+ ¢

LP(R™) para todo 0 < |A\| < m — 1. Assim as inclusoes algebraicas em (2.16) valem. Para

ver que estas inclusoes sao imersoes continuas notamos que

oy = > [l D%, 0

0<|A[<m

> pa—m-‘rl)\\D)\u
= |

o a—1—(m—1)+X A

= p D?u n
oﬁklzé:m—l H ‘ e

= ||U||ng_;1’p(w)‘

Logo WJ(RY) < WIS H#(R"). "

Uma propriedade fundamental é a densidade de D(R"™) em W2*P(R"), para demostré-la
usaremos um processo de truncagao adequado. A fungdo de truncagdo que usaremos foi
introduzida por Bolley-Camus [10]. Seja ¢ € C*°((0,00)) tal que

o(t) = 0,Vt € [0,1],0 < ¢(t) < 1,Vt € [1,2], 6(t) = 1,Vt > 2.

Logo, para k € N definimos ¢;, por
k

) Nz eR™ |z > 1
(2.17)

1 , em outro caso
Logo vemos que para todo x € R",
or(x) =1, se |z| < et
0 < ¢p(x) <1, se |z| € [eg,ek].
dr(t) =0, se |z| > e

Logo a multiplicacao por ¢, é de fato um processo de truncacgao . O seguinte lema limita

as derivadas de ¢y.

Lema 1. Para todo x € R, tal que ||z|| € [e%,e*] com k > 2, e para todo y € N, vale a

sequinte estimativa
Cu

p(r)(in(2+ 1))’
donde c,, ¢ uma constante independente de k.

| D" i ()] <
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. . E . . . .
Demonstragio. Primeiro, para todo r € [e2, €], introduzimos a fungao auxiliar

Ur(r) = ¢ (ln@’))

A férmula de Faa di Bruno (1.13) para a j—ésima derivada de uma fungdo composta de

uma variavel nos da
J

m k
%@bkz Z Z Cal..,aj¢( ) (ln(r))

m=1(a1,...,a;)€I(m,j) ' ”
S A

I(m,j):{(al,...,aj)ENj;a1+~~-+aj:m,a1+---+jaj :j},

donde

e Cq,..a; € uma constante que depende de az, ..., ;.

Similarmente aplicando dita férmula para a i—ésima derivada de 1/in(r), afirmamos que

para todos os inteiros ¢ > 1,

donde P;_1(t) é um polinémio em ¢ de grau < ¢ — 1. Para ver isto notamos que a derivada

m—éssima de r—! é

<1>(m) _ (—1)mm!‘

; rm+1

Logo aplicando a féormula Faa di Bruno temos

() =85 e () ()

m=1 I(m,)
1 1

_Z Z Ca,.. @i g m L () m+1()

m=1I(m,z)

1

ZZC‘llazlml()

m=1 [(m,i)

1 1 1
i i)

Portanto, substituindo (2.19) em (2.18) e tomando em conta o fato que as escolhas de r

7“1 ln2

e k implicam 0 < m < 1, obtemos uma estimativa da forma
n(r
7¢ XJ:ZC B\ ml 1 ﬁpai 1
dri " m=1 I(m.j) o150 In(r) rd In?m(r) In(r)

22 o (m (W( 3) e i)
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k
E desde que 1 < < 2, isto implica que
In(r)
&’ ci
- < J
dri ¢k(T)| = riln(r)’

para alguma constante ¢; independente de k.

Ora, D¢y (x) = D"y (|z|). Entdo , a férmula Faa di Bruno para varias varidveis (1.14)

da por um lado
ba

2

Va e N, |D%(la)| <

e por outro lado,
D gp(a)] € — b =

2 in(lel) — ()

Finalmente, por hipdteses, r > e, logo r < 1 +7r < 3r e in(r) < In(2+r) < In(2r) <

In(r?) = 2In(r). De donde se conclui o resultado. [

Teorema 17. Para o, 5,p € R tal que 1 < p < oo em € N se verifica que D(R™) é denso
em W15 (R™).

Demonstragio. Seja u € W,'5’(R™) e seja uy, = ¢pu. A sequéncia {uy},, tende para u se
e sb se
VAEN":0 < A <L [|p* " (In(2 + )" DMu — uy)|

Lp(R™)’

VA EN" 14 1< A <m, || ™ (In(2 + 7)) D u — )|

Lr(R")’
tendem para zero quando k tende para co. A prova é igual para ambos casos. Nés escre-

veremos a prova para o segundo termo. Desenvolvendo D*(¢u) obtemos

o2 i (2 4 7)) DMu — w)|

< o2 Min(2 + 7)) (1 = ér) Dl

Lr(Rn LP(R™)

+3 <A> o P (2 4 7)) D D>l
HSA K

Lr(R")’

onde usamos a férmula de Leibniz para distribuigdes (1.15). O primeiro termo no lado
direito tende a 0 quando k tende a infinito, pois 1 — ¢, = 0 para todos os x tal que

|z| < €*/2. O outro termo pode-se escrever como

oW (2 4 1)) D DY

LP(R™)

3=

— (/ek/2<|x|<ek pp(a—m+|/\\)(ln(2 + r))PB ‘D“gkaA—#u‘p d:):) ’

e usando a estimativa obtida no Lema 1 para D*¢y, chegamos a

| P in2 + 1)) D, D

Lr(R")

3=

a—m — — — p
< cu (/ek/2§|m|gek pPemHRA=HD (1 (2 4 1) )P ‘D)\ ”u‘ dx) 7



Capitulo 2. FEspagos de Sobolev com peso 38

e esta ultima quantidade tende para 0 quando k tende a infinito, desde que u € ;n g’ (R™).

Portanto limy_ o ||u — uy| |mep(Rn) =0.

Finalmente, desde que cada u; tem suporte compacto e as topologias de W;" [;p (R™) e

Wm™P(R™) coincidem sobre este suporte, a afirmacao do teorema segue da densidade de

D(R") em W™ (R").
|

Corolario 8. D(R") é denso em W2"P(R").
Demonstragio. Pois Wi’ (R") = WIP(R™) para “ta ¢{1,...m}. |
’ p

Observagao 13. O corolario acima nos permite garantir que o dual de W2*?(R") é um
espaco de distribui¢oes . Porém, quando €) é aberto de R™, com uma defini¢ao analoga a
(2.1) substituindo R™ por 2, em geral nao se cumpre que D(2) é denso em W2"P(Q) (ver

[4] para dominios exteriores).

Observagdo 14. O termo é um ingrediente essencial na cota superior do Lema

1

In(2+r)
n

1. De fato, quando — + « pertence a {1,...,m}, este termo é necessrio para garantir a

convergéncia dos termos com |A| > [+1 e |\ — u| < [ na tltima desigualdade do Teorema

17.

Definicao 10. Para 2 C R aberto definimos o espaco
W (@) =D@) e,

e seu espaco dual W:én’p/(ﬂ) 0 qual € um espaco de distribuicoes . Quando €2 = R"™, pelo
o ™M,p

visto antes temos que W2P(R") =W, (R").

Observagao 15. Note que pelo Teorema 5-item 5 e a Proposicao 15 o espago W__(T’p/(Q)

é reflexivo e separavel para os valores admissiveis de m, n, p.

Teorema 18. Seja T € D(R™). Entio T € W-"" (R") se e somente se existem fungdes
€ Wgﬁ;m_|)\|(Rn), A < m tais que
T= > D‘fi.

[Al<m

Demonstragio. (<) Suponha T definida pelo somatério acima. Entao , para toda ¢ €
D(R™) temos

(T, ) = <Z DAme>= > (D hp) = 3 ()N (A, DY) (2.20)

IA[<m IA[<m A[<m

= Y Y [ @D () (221)

[Al<m

= S ()P (prerm g (@) (0D () ) da. (2.22)

IA|<m R
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Logo,
@l < T [ o o
IA[<m
< Z Hp atm—|Al £ ’Lp . ‘ a— m+|/\‘D)‘g0’ . (2.24)
IAl<m
4 1/p
< (Z Hlﬁwm BN \ v (Rn) (Z Hpa mmlpx(p‘ P )(2.25)
Al<m Al<m
1/p
- ( > Hp*%m |A‘fA‘ L (&) ) el vy gny - (2.26)
IAI<m

Como D(R™) é denso em W!P(R"), da ultima desigualdade passando ao limite

podemos estender T ao espaco W™?(R") continuamente. Logo T' € W (R™).

Seja T € W-"" (R") e k o ntimero de indices A € N” tais que |A| < m. Os elementos
u de E = (LP(R™))* sdo as k—uplas que serdo representadas por (uy)x<m,ur €

LP(R™). Notemos que a aplicagao

o:W"P(R") — FE (2.27)
u — o(u) = (p"" D ) g (2.28)

¢ uma isometria linear. Com efeito, a linearidade é 6bvia. Agora, se u € W2"P(R™)

E o— +A A I

0<A|<m

O que prova o ser uma isometria. Segue que Ey = o(W2P(R™)) é um subespago
fechado de F, pois W2"P(R"™) é de Banach. Seja fj o funcional linear definido sobre
Ey por

(o DAY = (T,

isto é, fo = T o0~ !, logo é um funcional linear continuo. Pelo Teorema de Hahn-
Banach, fy possui uma extensao linear e continua ao espago E, que representaremos

por f. Pela Proposigio 8 existem (g)x<m, gr € L” (R") tais que

<f>(w/\ |)\\<m Z/ g (2)wy(z)dz,

[Al<m

para todo (wy)\<m € E. Logo, para todo u € W "P(R"™) temos

Em particular, para todo ¢ € D(R™) temos

Togh= 3 [ @) MDD p(a)de = < > DM ((=)Plprmtg, (w)),90>-

(AI<m



Capitulo 2. FEspagos de Sobolev com peso 40

Entdo , tomando f, = (—1)Ppa=m+ g, temos que fy € ng;m_w(R”) e
T= > D‘f.
[A|[<m

|
Corolario 9. Seja T € D(R™) com p e p' Holder conjugados. Se existem g € LP (R™) e
um i € {1,2,...,n} tal que T = ;g entio T € Wy "7 (R™) N W ~1¢ (R™).
Demonstracio. E claro que T € W% (R™). A outra inclusdo é uma consequéncia do
teorema anterior e do fato que L” (R") = W (R™). |
Proposicao 18. Para todo N € N", a aplicagio

T:WIP(R") — WrRe(R?)
u — DM

¢ continua.

Demonstragio. A linearidade é ébvia da linearidade da derivada. Quando 0 < [A| < m,

X P _ a—m~+|\|+|s| s+, | [P
HD UHWCT_"\W(R") = > H'O D u’ Lr(Rn) (2.29)
0<[s|<m—|
Como s e A sdo multi-indices entdo |s + A| = |s| + |A], logo em (2.29) temos
AP _ a—m—+A+s| pys+r,,||P
HD UHW(;”*‘A'*P(W) o Z Hp D u’ LP(R™)
0<[s+A|<m
_ P
= 2 oDl gy = el
0<v|<m
Assim T é uma isometria e portanto continua.
Quando |A| > m, primeiro provemos a boa defini¢do . Dado u € W/™P(R") temos
DM = D"(D"u),
onde |w| = m e |r| = |A\| — m. Ora pela parte anterior D¥u € W2P(R") e do Teorema 18

segue que D u € W IP(R™) = Wm=IAp(R™). Para ver que 7' é continua notamos que

= <DT( \Dwu, )v 90> = ‘<Dwu7Dr¢>D/(R"),D(R”)
GWS”’(R") D', D

= DYuD"pdx| = ’/ P DYup~*D"pdx

R" R

S ‘/Rn ’paDwu| ‘p_QDTSO

p “D'y

‘<D’\u, S0>D/(1Rn),1>(JRn)

dx

< HpaDwUHLP

'
< 1fullygergeey 1191y o

= ol oy |2l gy -
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Logo, pela densidade de D(R") em W™ (R") temos que
DA < v WA=y
U,U — ||u||W;n’p(R”) ||U||WL>‘O[*”"»P/(R71) 9 v E —Q ( )

Assim
A
HD UHW;”_MLP(R”) S HUHW;n’p(R") ‘

A seguinte proposi¢ao nos permitird trabalhar nossas demostragoes com Wi""(R™) nos

casos nao criticos.

Proposicao 19. Sen/p+a ¢ {1,...m}, vy € Ren/p+a—~ ¢ {1,...,m} entio a
aplicagao
u e WIP(R™) — p'u € WP (R™), (2.30)

¢ um isomorfismo e a aplicacdo
ue WP (R™Y) — p7Tu e WIP(R"), (2.31)

€ sua tnversa.

Demonstracao. Primeiro notemos que aplicando a féormula Faa di Bruno multivariavel
(1.14) para f(t) = (1 +t)” e g(x) = |x| se prova que para todo v € R, existe uma
constante C' tal que

0*(p7)| < Cp . (2.32)

Logo para m > 0, seja u € W2 P(R"™). Para cada |A| < m, usando primeiro a regra de

Leibniz e depois a estimativa (2.32) temos

pa—'Y—m—HM ‘D/\(p’yu)’ — pa—’y—m+|>\\ Z <)‘> Dup'yD/\—,uu
159N H
A
< C Z ( ) pa—m-i-\)\—u\ ’D)\—uu'
B K
< C N permthl Doy (2.33)
0<n<A

Ora, de (2.33) e usando a desigualdade (a3 + az + -+ a,)P < nP~Hal +ab+ -+ ab)

que vale para todos os niimeros reais positivos ay, as, ...,a, e p > 1 (Ver [23]).

(e Dl <o E ol oo

0<n<A

Assim, existe uma constante C que nao depende de u tal que

[l ullwmo gmy < C 'l gy - (2.35)
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Logo a aplicac¢ao definida em (2.30) estd bem definida e é continua. Ora, considerando «
como « — 7y e v como —7 pelo demostrado concluimos que a aplicagdo definida em (2.31)
também esta bem definida e é continua. Logo, como é claro que sao inversas, tem-se que

(2.30) é um isomorfismo. Para m < 0 basta aplicar dualidade e transposicao .

Outra propriedade fundamental dos espagos de Sobolev com peso ¢ uma desigualdade
tipo Poincaré. Esta segue de uma desigualdade generalizada de Hardy (Proposi¢ao 10).
Ela permite, em particular, caracterizar as distribuigoes de WP(R") como uma media

da suas derivadas de maior ordem.

Para demostrar o Teorema 19 precisaremos do Lema 2. Porém, requeremos da seguinte
notacao . Para qualquer real estritamente positivo, lembre que Bgr é a bola aberta com
centro 0 e raio R, logo denotamos por By = (Bg)° o complemento de Bg. Além disso,
. . m,p / 1

introduzimos o espaco W5’ (Bj) com a norma H.HW;r’pr( By € seminorma |.]W$bp( BY) defi

nidas com as integrais tomadas sobre B}, em vez de R™.

Lema 2. Sejam « e 8 dois numeros reais e m um inteiro estritamente positivo que nao

satisfaz simultaneamente
n
> +ae{l,..m}e(f—1)p=—L1
Logo, para um real R suficientemente grande, existe uma constante C'g tal que

V' € D(Bp), ||90||ng5?(3;%) < Cr |90|w§jg’(33%) : (2.36)

Em outras palavras, a seminorma \.]Wm,p(B,) ¢ uma norma em D(BY), equivalente a
o, R
norma de W5’ (Bp).

Demonstragio. Seja ¢ € D(BYj). Primeiro, observe que, como ¢ é de suporte compacto
em D(B}) e o origem esta no interior de Bg, podemos trabalhar em W('5’(Bj) usando r

e In(r) como pesos em vez de p(r) e In(2 + r) nas expresoes da norma e seminorma.

Provamos em seguida que

p n

<nvy

=1

p

0

Z;

VAEN":0< A <m—1, i(D*¢) (D ) (2.37)

Para provar isto basta notar que
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Logo por uma desigualdade ja usada na Proposicao 19 vale

(2.38)

n
ﬁ
v Z

e
Como ¢ € D(BY}) o mesmo vale para D*p e se conclui (2.37).

Ora, se 0 engloba as “variaveis angulares”, temos

Ao(r,0) = /R ;(DA¢)(t, 0)dt,

e, assumindo que R ¢ suficientemente grande, aplicamos a desigualdade generalizada de
Hardy a funcao
r — D o(r,0),

com @ fixo e adequadas potencias de r e In(r). Os valores destes expoentes dependem de
n/p+ae A Quando n/p+ a ¢ {1,...,m}, para A, tal que 0 < |A\| < m — 1, escolhemos
v=0peoc=(a—m+|\)p+n—1. Note que o # —1. Fazemos a mesma escolha quando
n/p+a€{l,..,m},ek+1<|A <m—1. Logo, integrando com respeito a r e aplicando

(2.37), chegamos em ambos casos a

i(DAW)

Hra_mﬂ Ninf (r) D QO’ ’LP(B remm A B ()

(2.39)

LP(Bj)

Quando n/p + «a € {1,...,m}. Se (f — 1)p # —1, para todo A tal que 0 < |\ < k —1,
escolhemos v = (f —1)pe 0 = (¢ —m+ |\|)p+n — 1. Logo, desde que o # —1, a mesma

desigualdade (2.39) é valida mas como  — 1 em vez de f.

i(Dkso)

H a=m+[A|],, B~ 1( DAQD’ .

Toc—m+|>\|+1lnﬂ—1(,r,)

< (2.40)
Lp( B
Lr(By)

Finalmente, quando || = k, esta desigualdade nao é vélida porque este caso corresponde
a 0 = —1 e devemos entao aplicar a segunda desigualdade generalizada de Hardy com

v = (8 —1)p # —1. De novo, integrando com respeito a r e aplicando (2.37), obtemos
0

,,ﬂa—m+\>\|+1ln,8(r)7

Hro‘ m+|>\|[n/3 1( D)\QO‘ a:‘(D)\(p) (2.41>

Lr(BR) — Lo(By)
Ora, como as equagoes (2.39),(2.40) e (2.41) sao recursivas, somando estas adequadamente
obtemos (2.36). Pois, seja que n/p + a € {1,...,m} ou nao , em todos os casos para
0 < |\ < m — 1 as normas Hr‘“_m”’“lnﬁ(r)D’\ (8, H a=mH A1) D’\p’

estao limitadas por somas de elementos no conjunto

. |w|:m}.

Lp B’

{Hro‘ln D“’gp‘
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Teorema 19 (Desigualdade tipo Poincaré para W, (R")). Sejam a e (8 dois nimeros

reais e m > 1 um inteiro que nao satisfaz simultaneamente
n
> +ae{l,.m}e(f—1)p=—1.

Seja ' = inf {q,m — 1}, donde q € o maior grau dos polinomios contidos em W' (R").
Logo a seminorma |.|W;%p(Rn) define sobre W, (R™) /Py uma norma a qual é equivalente
a norma quociente. E dizer, existe uma constante C' > 0 tal que

m7p

Vu € WIFR), lallymsgom, < Clulympn (2.42)

onde u representa a classe de equivaléncia de u.
i~y n A m,p n
Demonstragio. E claro que |U|W§L[’3p(R") ¢ uma norma em W7 '5(R") /Py, e que

Portanto, temos que demostrar a desigualdade (2.42).

A prova segue em dois passos: O primeiro passo consiste em eliminar a norma quociente
escolhendo um representante adequado da classe de u. Com este fim, fixamos um dominio
aberto e limitado de R™ com medida positiva, digamos O e escolhemos o representante U

de u em ;” /;p (R™) que satisfaca o sistema de equagdes

Vi€ Py, / Updz = 0. (2.43)
o
E simples ver que (2.43) determina U univocamente e obviamente

HﬂHw;’jg(Rn) <C |U’W%P(Rn) :

Portanto, o segundo passo consiste em provar que existe uma constante C' tal que a
seguinte desigualdade vale para todo U € W'#'(R") satisfazendo (2.43):

Ul @ny < ClUlymean) (2.44)

Provaremos isto por contradigao . Se (2.44) nao fosse verdade, entao existiria uma sequén-
cia (U,) de elementos de W, (R") satisfazendo (2.43) e tal que

||U||W;'?g(w) =1 e |U|w§fgﬂ(w) —0

Logo, a sequéncia (U,) ¢ limitada em W('J’(R™), e como este é um espaco de Banach
reflexivo podemos extrair uma subsequéncia, a que denotaremos ainda de (U,), que con-

verge fracamente a um elemento U, de W_" /}jp (R™). Desta convergéncia fraca se deduz que

U, também satisfaz (2.43). Mas desde que |U ’mep(Rn) tende a zero, a semicontinidade
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inferior da norma implica que \U*|mep(Rn) = 0. Portanto, U, é um polindmio de P e como
U, satisfaz (2.43) implica que U, = 0.

Agora, precisamos de uma convergéncia forte para concluir por contradi¢ao . Derivaremos
esta convergéncia forte via uma particao da unidade adequada que nos permitira conside-
rar separadamente um dominio limitado donde as topologias de W g’ e W™P coincidem

e o complemento de uma bola, donde o Lema 2 pode-se aplicar.

Seja R um ntumero real, suficientemente grande como para aplicar a desigualdade gene-

ralizada de Hardy. Sejam ¢ e 1 dois fungoes de C°(R™) tal que:

Ve eR", (p+¢)(z) =1, 0< p(z) <1
supp(¢) C Bry1,  supp(v) C By

Desde que para um R fixo, W5’ (Bry1) ¢ isomorfo a W™P(Bgy ), temos que U, converge
fracamente a 0 em W"?(Bg,1) e desde que W™P?(Bg,1) estd compactamente imerso em

Wm™=1P(Bg.1) pelo Coroldrio 6-item 1, logo:
U, — 0 fortemente em W™ "*(Bg,,)
Como ademais, ]UV|WZBP(RTL) tende a zero, segue que:
U, — 0 fortemente em W"™P(Bpgy1)

Logo,
oU, — 0 fortemente em W™P ., B(Bry1)

Agora, examinemos o comportamento de ¢U,. Para um v fixo, seja (6;) uma sequéncia
de fungdes de D(R") que tende para U, em W' (R"). Logo ¥0; € D(B%) e podemos
aplicar o Lema 2:

||¢9j||W$g’(B§) < Cg |¢0j|wgf§’(33%)
Logo, fazendo j — oo e usando o fato de que ¢ = 1 fora de B, obtemos:

[¥U,| ‘W;'?g’(B;%) < Cr ’wUV’WZ}gp(B%)

1
< CR(‘wUVV;V;’?*Bp(B;%OBRH)_‘_ ’UV‘%;’}”(%H)) v

Logo, se fazemos v — 0o observamos que U, tende para zero fortemente em ;n Bp (BRN

Bry1) pois By N Bryy € limitado e W' (BRr N Brya) é isomorfo a W™P(By N Bry1).
Finalmente,

YU, — 0 fortemente em W'} (B%)

Desde que U, = U, + U, obtemos que

U, — 0 fortemente em W[';"(R")
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o qual contradiz a nossa assunc¢ao de que

||UV|’W;7?[‘3P(R”) - 1

O seguinte Corolario é o caso particular do teorema anterior quando oo = 0, 5 = 0.

Corolério 10 (Desigualdade tipo Poincaré para Wys"(R™)). Seja m > 1 inteiro e 1 <

p < oo real. Logo existe uma constante C' > 0, dependendo apenas de m,p e n, tal que
Yu € W(po(Rn)’ [U]WOTTLdP(Rn) S C |U|W(To,p(Rn) (245)

onde [u]ymr@ny € a norma do espago quociente W(po(R”)/P[m_%], isto é:

g = Nullvgpmm, gy = gl {11+ Qe
p

<m-—1, para

n
Demonstragio. Por (2.13) e o teorema anterior, basta provar que [m - —
p
todo n € N,p € R com as condigoes do Corolario. Como m é inteiro basta provar que

n n n n
l—} < —1. Mas como, — > 0 entao —— < 0, assim l—} +1 < 0. Finalmente somando
p p

p p
m a ambos lados temos o que queremos provar.

Observacdo 16. Note que corolario anterior inclui casos criticos e nao criticos. Em parti-

cular, quando n ¢ {1,...,m}, temos que (2.45) vale para os W "(R™).
p

O lema seguinte poe em evidéncia algumas propriedades do comportamento ao infinito
das fungoes de W1P(R™).

Lema 3. Seja« € R e p tal que n/p+a # 1. Seu € WEP(R™), entio , para todo x € R"

tal que |x| > 1, temos:

i) Sep>n:
fu(@)] < Clal P ullyao e ™ fu(x)| 150
ii) Sep < n:
1-n/p—« a+n/p—1
il Mgy < Ol ™ lullyas e |27 u(|)] )]sy

|z| =00

— 0.
donde C' > 0 é uma constante independente de u e > denota a esfera unitaria de R™.

Demonstracao.
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i)

i)

Figura 1 — ¢ € D(R") com ¢ =1 em B(0,1/2) e suppp C B(0,1).

p=1

Primeiro fazemos o caso a = 0. Seja ¢ € D(R"), com suporte compacto na bola
de raio 1 centrada em 0 e igual a 1 sobre a bola de raio 1/2 centrada em 0(veja
Figura 1). A desigualdade proposta é trivial para up pois (up)(x) = 0 se |x| > 1.
Por outra parte, como (1 — ) € D(R"), entdao u(1 — ) € WH?(R™), pois os espagos
de Sobolev com peso sao iguais aos Sobolev classicos quando o dominio é limitado.
De modo que, como p > n, gragas a imersao de Sobolev W1P(R"™) — C%7% temos

que:
[u(@)(1 = p(@)) — uly) (1 = ¢(¥))| < CIV (Ul = )| [z =y ™"

onde temos usado que a seminorma |V.| sobre W1P(R") é equivalente & norma
||| 1.» © que permite concluir escolhendo y = 0. Para tratar o caso geral, é suficiente
notar que se u € WP(R") e n/p + a # 1, entdo p®u € W,?(R"). Para a segunda
propriedade, considere uma sequéncia u,, € D(R") que tende para u em W1P(R").
Segue da primeira desigualdade que

a+n/p—1 a+n/p—1
‘81|1p1 ‘|m| Py () — || un(m)’ < ClIV(u = un)l 1o gny
x|>

a+n/p—1

Portanto, fora da bola unitaria, || u ¢é limite uniforme de fungoes de suporte

compacto portanto tende a zero no infinito.

Quando o = 0 o resultado segue da continuidade do operador trago sobre > de
WyP(R™) em LP(Y) por homogeneidade. Com efeito, devido a esta propriedade se

obtém a desigualdade:

1-n
[ullz], ) po sy < Clel v V() o g1y e

o que permite concluir quando a = 0. Raciocinamos como no item anterior para

tratar o caso a # 0.
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Observagao 17. Neste ponto é 1til comparar o espaco Wy (R™) com o espagos D™ (R™)
e W™P(R") definidos respectivamente para m > 1 pelo fecho de D(R™) com a seminorma
de W™P(R™):

Dro(Re) = D,

n
e, se — —m > (0 por
p

. 1 1 —|b
W™P(R") = {v € D'(R") : DPv € LR, com |B| =0,...m, ¢ — = — — m— | |}
q

n
Para — —m > 0 é conhecido que, algebraica e topologicamente,
p

D™P(R") = W™ (R") = W™ (R"),

n
Pode-se ver a demostragao desse fato em Hanouzet [22]. Porém, quando — — m < 0,

D™P(R™) nao é um espago de distribuigdes . Podemos encontrar em Deny-Lions [20],
Teorema 2.1, Capitulo 2 quando m = 1 e p = 2 uma caracterizacdo dos dominios €2
para os quais D™?(Q) é um espago de distribui¢oes e para contraexemplos na sec¢io 4 do
Capitulo 1 do mesmo livro [20], na qual mostra-se que D*(R) e D'?(R?) ndo sdo espagos
de distribuigoes . Podemos nos referir também a Hémander-Lions [24] quem mostram que
uma condigdo necessdria e suficiente para D™?(R") ser um espago de distribuigoes é que
n > 2m+ 1. Similarmente, podemos provar que a correspondente condigao para D™P(R™)

n
é&——m>0.
p

Podemos ver por que D'?(R?) ndo é um espaco de distribui¢des mediante a Proposigao
23. Seja (ip,) a sequéncia de fungdes de D(R?) tal que ||V, || 2(r2) € uma sequéncia de
Cauchy. Logo a Proposicao 23 aplicada a cada ¢, implica que existe uma constante ¢, tal
que
églg |00 + CHW(}Q(W) = [lpy + CUHW(}’Q(H@)

¢ também uma sequéncia de Cauchy e portanto converge. Mas isto nao significa que
¢y converge. Deny-Lions mostraram um exemplo de uma sequéncia tal que |V, || 2 g2
tende a zero, porém (p,,1) tende a infinito para muitos 1 € D(R?) em vez de convergir.

Estas consideracoes sugerem que o espago D1?(R?) carece de fungdes constantes.

Vale a pena pensar o mesmo argumento para o espago DV?(R3) (que é um espaco de
distribuigoes ) e descobrir por que este comportamento patolégico nao ocorre. De novo
tomamos uma sequéncia (¢,) de fungdes em D(R?) tal que ||V, || 12 (ps) € uma sequéncia
de Cauchy. A Proposicao 23 diz que para cada v existe uma unica K, tal que ¢, + K,
pertence a Wol ’2(R3). Mas, desde que ¢, tem suporte compacto, esta constante K, tem
que ser zero. Logo, ¢, é uma sequéncia de Cauchy em VVO1 ’2(R3) e seu limite ¢ um elemento
de W, *(R?). Podemos provar a convergéncia de ¢, porque, em contraste com Wy'*(RR?),

0 espaco Wol ’2(R3) nao contem funcoes constantes.
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3 Operadores div — grad em R"

No que segue estabeleceremos propriedades para os operadores div — grad e o laplaciano
extraidas de Amrouche-Girault-Giroire [3] e Amrouche-Nguyen [7]. A amplitude dos re-
sultados e o objetivo deste trabalho nos obrigou a escolher s6 uma parte pequena. Esta

eleicao foi pessoal e no intuito de apresentar uma sequéncia clara de ideias.

3.1 Casos particulares

Como vamos considerar s alguns casos particulares quando o = 0. Para nossos fins, vamos

redefinir os espacos W, ?(R™) e Wy ?(R") de tal forma que nio precisemos da notagio £3.

Whe(R") — {u e DR, L € [P(R?), Vu € LP(R")} ,

w1

onde w; é a fungao peso

147 sep#n,
wi(x) =
(1+7)in(2+7r) sep=n.
W2P(R") = {u eD(R), - € (R, Z“ € L7(R"), D u € LP(R™),Y |A| = 2} ,
2 1

onde wy é a fungao peso

(1+7r)? sep¢{g,n},

(1+7)%n(2+7) outro caso.

WQ(ib) =

b , n -
Note que o peso logaritmico s6 aparece quando p =n ou p = 5 Estes casos sao os casos

n
criticos quando — + o € {1,2,...,m}. As proposi¢oes seguintes sdo casos particulares da

Proposicao 15.

Proposicao 20. O espaco Wol’p(]R”) é um espaco de Banach com a norma:

u P
g = (||

111 Lr(rn)

1/p
. ) | (3.1

Proposicao 21. O espaco Woz’p(]R") ¢ um espaco de Banach com a norma:

oz =

u

p 1/p
o + |0} - ) . (3.2)

LP(R™)

p ‘ ’
LP(R™)
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A partir de agora, quando escrevamos W, (R") ou Wi?(R™) estaremos usando as defi-
ni¢des acima de espagos de Sobolev com peso por uma questao de comodidade. Também

serao uteis os seguintes espagos

V(Q) = {p € D(Q), divg = 0} .
H,(Q) = {p € L(Q), dive = 0} .

3.2 Resultados iniciais

Lembre que para w = (uq, ..., u,) definimos o operador divergente por

" Ju;
divu = :
wu ; oz,
e repare na identidade
div(Vu) = Au

Proposicao 22. Seja 1 < p < oo real e n > 2. Logo os operadores

WEP(R™) /Ppnyy 2% LP(R™) L H,, (3.3)
&
LY (R")/Hy 2% Wy 7' (R™) L Py_py), (3.4)

sdo isomorfismos.

Demonstracao. O operador gradiente definido sobre Wol P(R™) é claramente linear e con-
tinuo. Nas afirmagoes 1 e 2 provaremos que e seu nicleo K, se reduz a {0} se 1 <p <n

eaPysen <p<oo. Istoé, Ky = Ppu_pns. Além disso, do Corolario 10 temos
[u]Wg’p(R”) <C ‘U|W01’Z’(Rn) =C HVUHLP(Rn) )

e portanto o operador gradiente é um isomorfismo entre Wy *(R™) /P ./, € R,. Portanto

R, é um subespaco fechado de L*(R"), logo, pelo Teorema 10-c:
R, = (Ker(div))™*,
onde div é o operador definido por
div : LY (R") — (Wo? (R")/ Py
e lembre que —div ¢ o operador adjunto do gradiente. Ora, por definicao do espaco H,:
R, = (Hy)".

logo, o operador gradiente em (3.3) é um isomorfismo. Finalmente, pela Proposigdo 7 e o

Teorema 9 o operador div definido por (3.4) também é um isomorfismo.
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1 Afirmacao : A integral:
1+ falydz,
converge se e s6 se v < —n. Logo se p > n, entdo as constantes pertencem a
Wy (R™).
Com efeito,
/ (1+|z|)"dx = / / (1+7r)"dS(r)dr = / C(1+r)r" tdr,
R™ 0 JB(,r) 0
mas,
/ C(1+r)r"tdr < C’/ (14 7)) dr = C’/ YTy,
0 0 1

Logo pela Afirmagao 2 da Proposigao 16, se v < —n entao nossa integral converge.
Inversamente, se supormos que nossa integral converge e v > —n entao para r > 1

vale 147 < 2r. Se —n < v < 0 segue-se que 2777 < (1+47)7, logo vale a desigualdade
276’/ Pty < / C(1+7)r" tdr.
1 1

Como pela Afirmacao 2 da Proposicdo 16 a integral no lado esquerdo diverge, o
mesmo acontece com a integral do lado direito. E como f; C(1 4 r)7r""'dr é finita
por ser o integrando uma fung¢ao continua entdo nossa integral inicial diverge, uma

contradicao . Se v > 0 entao vale a desigualdade
C/ 1t e < / C(1+7r)r" tdr.
0 0

Como o lado esquerdo diverge em este caso a nossa integral também diverge, con-

tradi¢do novamente. Portanto, a integral [p.(1+|z|)?dx converge se e s6 se 7 < —n.
2 Afirmacao : A integral:
/]R (1 + [2))"In~"™(2 + |z|)dz,

converge. Logo as constantes pertencem a W, ™ (R™).

Como o logaritmo é uma funcao crescente temos que
/ (1 + [2))"In"(2 + |z|)dz = /Oo/ (14 7)""In~"™(2 + r)dS(r)dr,
R 0 B(0,r)
= C/Oo(l + 1) M (2 4 )"
0
< /00(1 +7) T2 4 1)dr,
0
< /00(1 +7) (1 4 7)dr,
0
= /OO s Hn""(s)ds,
1
= /OO In"(s)d(Ins),
1

= /OO u "d(u) < oo,
1

pois n > 2.
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Para demostrar a seguinte Proposi¢ao precisamos do seguinte Lema, do qual no fornece-

remos a demostragao , a qual pode ser vista em [31].
Lema 4. O espago V(R"™) € denso em H ,(R™).
Proposigao 23. Sejan > 2 eu e D'(R") tal que Vu € LP(R™). Logo

i) Se 1 < p < n, existe uma constante K, dependendo de n, tal que u+ K € Wol’p(R”).

Além disso, existe uma constante C' > 0, independente de u, tal que

|Ju + KHW&”’(R") < C|Vul|gpgny -

i) Sen < p, logo u € Wy?(R") e existe uma constante C' > 0, independente de u, tal
que

ullyre ey p, < C VUl o ny -

Demonstragdo. Esta proposicao é uma consequéncia simples da Proposicao 22 e do Lema
4. De fato, seja u € D'(R") tal que Vu € LP(R™). Desde que u € D'(R"), temos que

Ve e DR"), (Vu,p)=—(udivy),

logo Vu é ortogonal a V. Entdo , desde que V é denso em H,, como V* c (V') C
V-t = (Hy)* vemos que Vu € (Hpy)*, logo pela Proposicao 22, existe um w €
Wy (R") tal que Vw = Vu e se cumpre

HwHW(}’p(Rn)/P[l,n/p] <C HVUHLP(Rn) :

Ora, desde que V(w — u) = 0, temos que w = u + K, onde K é uma constante. Se
1 < p < n,entdo Pu_n/p = {0} e i) estd provado. Se n < p, logo Pp_n/p = Po € w

pertence a mesma classe que u, logo i) estd demostrado. |

Observagao 18. Da proposicao anterior deduzimos um resultado nao trivial

e Se p > n entio W'P(R") C W, P (R").

e Sel < p<nentdoseu € WH_ existe um uma constante K tal que u + K €
Wy (R™).

Em vista da Proposicao anterior vale a pena reescrever a Proposicao 22 para o caso

particular m = 1,p = n.
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Proposicao 24. Para n > 2 os operadores

Wo™(R™) /Py £ L"(R") L H, ) (3.5)
e
Ln/(n71)<Rn)/Hn/(n—1) ﬂ) Wo_l’n/(n_l)(Rn) 1 7)0 (36)

sao isomorfismos

A Proposicao 23 nao considera o caso p = 1. Porém, existe um resultado por Amrouche-

Nguyen [7] que da uma resposta para este caso.

Proposigdo 25. Assuma que u € L}, .(R") e que Vu € L'(R"™). Logo existe uma tinica
constante K € R tal que u + K € L™=D(R"). Além disso, temos

|Ju+ KHL"/("*U(R”) <C ||Vu||L1(R") (3.7)

‘ 1
K=— tim — [ d 3.8
am = ), o le)de (3-8)

onde S,_1 ¢ a esfera unitiria em R" e w, sua superficie.

Demonstra¢ao. Ver Amrouche-Nguyen [7], Proposicao 2.14. |

Teorema 20. Para todos os inteiros n > 2, o laplaciano:
AWy P(R™) /Pl — Wo "P(R™) L Py (3.9)
estda bem definido e é um isomorfismo.

Demonstragio. O laplaciano definido sobre W, * (R") é claramente linear. Também é con-
tinuo gracgas a Proposigdo 18. Além disso, como Au =0 e u € Wol P(R™) implica que u
¢ um polinémio de P};_,/p). Entao o laplaciano definido por (3.9) é linear, continuo e in-
jetivo (aqui usamos implicitamente a Proposigao 2). Resta provar a sobrejetividade, logo
concluimos pelo Corolario 2. Para este fim, dado f € Wo_l’p (R™) L Py_pnpy) precisamos
construir um u € WyP(R") tal que Au = f. Um candidato obvio é F % f onde F é a
solucao fundamental do operador laplaciano. Porém a dificuldade é dar um significado
a esta convolugao desde que nenhuma destas duas distribuicoes tem suporte compacto.

Procedemos em trés passos.

i) Gragas a Proposigao 22 existe um v € L(R") tal que divv = f e além disso

HUHLP(R”) <C HfHWO_LP(R") )

onde a constante C' ndo depende de v. Agora, desde que D(R™) é denso em LP(R"™),

existe uma sequéncia v,, € D(R") tal que v,, — v em LP(R").
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i1) Seja fr, = divv,, € ¥, = F % f,,. Paratodo i =1,...,n e ¢ € D(R") temos

(0ithm, ©) = = (F % fin, 0ip) = (U, VOI(F % ) .
Logo, pelas desigualdades de Calderén-Zygmund temos
[(O0itom, )| < [oml] oy [[VO(F 5 Q)| o gy

< (i ||Um||LP(R") ||A(F * ‘P)HLP’(Rn) ’
< (% ||f||WO—14’(Rn) H‘PHLP’(Rn) :

Logo V), é limitado em LP(R™).

iii) Finalmente, pela Proposicao 23, para cada m existe uma constante ¢, tal que

1, n
Ym + cm € Wy p(R ), ‘Wm + CmHWOl’p(]R”) < C3 ||f||w(;17p(Rn) :

Segue-se que Y, + ¢,, converge fracamente a alguma funcao u € Wol P(R") e —Au =

f, logo encontramos o u que precisavamos.
|

Podemos obter outros isomorfismos titeis para os casos nao criticos usando as desigual-
dades de Hardy e Calderén-Zygmund. Porém nao daremos a prova aqui. Esta pode ser

encontrada em Amrouche, Girault e Giroire [3], Lema 5.2 ¢ Teorema 9.6.

Teorema 21. Param e Nym > 2 e n ¢ {1,....,m} o laplaciano definido por
p

A WP (R™) ) Punnye) > WP (R™) /P2 (3.10)
estd bem definido e é um isomorfismo.

Teorema 22. Para m € N;m > 2 o laplaciano definido por
A WP (R™) /Pl — Wi P (R™). (3.11)
estd bem definido e é um isomorfismo.

Agora, sabemos que se f € L"(R") sempre podemos encontrar uma u € W™ (R") tal
que divu = f vale. Uma pergunta interessante é se u € W™ (R™) N L>(R")? A seguinte
proposigao é dada por J. Bourgain e H. Brézis ([12]) para fungoes peridédicas. Aqui damos

uma prova detalhada para fungoes no espaco inteiro.

Teorema 23. Seja f € L"(R™). Logo existe u € L™(R™) tal que:

divu = f com Hu||L°°(R") < Cullf] L (R™) (3.12)
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Demonstragao. Consideramos o operador linear nao limitado

A= -V :D(A) c LV D(R") - LY(R"),

com

D(A) = W'(R") = {v e L'(R"), Vv € L'(R")} € LY D(R),

Donde a inclusio em L™ (™~D(R") estd garantida pela imersdo no Teorema 13-Caso 1-a.
Vamos a demostrar que A é um operador fechado e densamente definido, logo vamos a

concluir usando a proposicao 5 sobre o operador adjunto de A.

1. A é fechado, pois se v, — v em L'(R") and —Vv,, — z em L'(R"), como L'(R")

estd imerso continuamente em D’(R™) entao
v, — v em D'(R"),
—Vu, = z em D'(R").
Do primeiro limite, como a derivada é uma fungao continua em D'(R") entao
—Vuv, = —Vv em D'(R").

Finalmente da unicidade do limite em D’(R") tem-se —Vv = z € L'(R") e assim,
veE Wl = D(A) e z=—Vwu. Portanto, A é fechado.

2. (D(A),[|l/n_1) é denso em LY/(=D(R™), pois claramente D(R") C D(A) C
LM (=1(R™), logo da densidade de D(R") em L™ (=D (R") temos que D(A) é denso

em L™ (=D(R™). Assim, A é densamente definido.

3. Vale a desigualdade:
||uHLn/<n—1>(Rn) <C HquLl(R") (3.13)

para todo u € D(A).

A imersao de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg no caso 1-a do Teorema 13 goza de uma
desigualdade fornecida no Teorema 9.9 do Brezis[15]. A desigualdade 3.13 é um caso

particular quando p = 1.

4. Gragas a Proposicao 5, dado que (3.13) vale, o operador adjunto A* = div :
L*>*(R™) — L™(R™) é sobrejetivo, é dizer para todo f € L"(R") existe u € L>(R")

tal que div uw = f. Estendemos A* por continuidade a A* = D(A*) ¢ L®(R") —
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L™(R™) Logo, como D(A*) é de Banach, pelo Teorema 2 (da aplicagao aberta) existe

um ¢ > 0 tal que

divg=(0,1) D By (0, ¢). (3.14)

Seja entao f € L"(R™), f # 0, se definimos

2|11l zmy

Portanto, de (3.14) existe v, € L™(R") satisfazendo |[v,| o ga) < 1 tal que

h

div v, — h em L"(R").

Logo existe uma subsequéncia v,,, — v em L*(R") com V][ gny S 1eh =divv.

Portanto, obtemos (3.12) com u = % ||f||Ln(Rn) v.

Observagao 19. O Teorema 23 pode ser melhorado mostrando que u realmente pertence
WE(R™) N L™ (R™)(ver Teorema 25)

Agora falaremos do Teorema De Rham e de varios resultados derivados dele para espacos
de Sobolev com peso. Enunciamos o teorema De Rham, ndo com toda sua generalidade

uma vez que De Rham estabeleceu este para fluxos em variedades.

Teorema 24 (De Rham). Seja Q um aberto de R™ e f uma distribu¢io de D'()) que
satisfaz
Vo €V, (f,v)pq)xp@ =0
logo existe m € D'(Q) tal que
f=Vm.

Demonstragio. Ver De Rham [19]. |

Observagio 20. Existem outras variagdes deste teorema. No Teorema 2.10 de Alliot-

Amrouche [2] se prova que, em particular, se f € Wy "?(R") com 1 < p < oo e satisfaz

Yo eV, =0, (3.15)

F 0y 1oy sy

logo existe um tnico m € LP(R™) tal que f = V e se verifica a seguinte estimativa

7l oy < ClFlws 2 @ny -
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Similarmente , se f € LP(R™) com 1 < p < o0, e satisfaz
Yo eV, / fo=0 (3.16)
R

logo, f = Vr com 7 € W, (R"). Note ademais que V nao ¢ denso em H(R"), mas ¢
denso em

V" (R") = {v e W§" (R"); divo =0}
pelo Teorema 2.9 de Alliot-Amrouche [2]. Logo (3.15) é equivalente a

Vv e Vi (RY), = 0. (3.17)

<f’v>W81’p(R”)XWé’p/(R")
Com o mesmo razozinio na equacao (3.16) podemos substituir V por H, (R") pelo Lema
4.
O seguinte corolario é uma versao tipo De Rham e da uma resposta na Observacao 20
quando f € L'(R").
Corolario 11. Assuma que f € L'(R™) satisfazendo :

Vv € H(R"), fude =0.

RTL

Logo existe um tinico = € L™ ™=D(R™) tal que f = V7 com a estimativa

17| s ny < CHF 1 geny - (3.18)

Demonstracio. Com V definido como no Teorema 23, aplicando a Proposicao 5-iiz, ve-
mos que V ¢ injetiva e IV ¢ um subespaco fechado de L'(R"), logo [H o (R™)]" =
(Ker div)t = ImV pela parte ¢) do Teorema 10. Também, pela Definicio 2 com
N = H(R™) e a Proposi¢ao 8 temos que

(H. (RY)]* = {f e Ll(IR{"),/Rn fude =0,V € HOO(R”)}.

Logo a hipéteses implica que f € [H OO(R”)]L e o resultado se segue, onde a equagao
(3.18) é a equacao (3.13) para este caso particular. A unicidade deve-se a injetividade do

gradiente. ]

Observagio 21. Observe que a hipéteses do Corolario 11 implica que f € L'(R") e
Jzgn f =0, pois basta tomar v = e;, t = 1,2,...,n o vetor canénico em R" para concluir
que cada componente [p. f; = 0 . Logo, note que a conclusao deste corolario mostra que
£ e W=D (R pelo Corolério 9 e logo divf € W072’n/(n71)(R”) pelo Teorema, 18.

Além disso temos

VA e Py, (divf, )\>W0’2’"/("71)(R")xwg*"(R”) =0.
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3.3 Principais resultados sobre os operadores div-grad

O seguinte teorema é um resultado por J. Bourgain e H. Brézis no Teorema 1 de [12] ou

no Corolario 6 de [14] traduzido ao linguagem de espacos de Sobolev com peso.

Teorema 25. Para cada f € L*(R™) existe w € W™ (R™) N L (R") tal que div w = f
e

HwHWé'"(R") + HwHLOO(Rn) <C ||f‘|L“(R“) :

Observagao 22. Note que J. Bourgain e H. Brézis usam o espago I//I\/L”(R”) (respectivamente,
W2n(R™)), os quais sido definidos pela aderéncia de D(R™) para a norma ||V.|| Ln(Rn) (T€S-
pectivamente, pela aderéncia de D(R") para a norma ||V2.|[;.gn)) como seu modo de
trabalho. Nossa escolha é pelos espacos de Sobolev com peso e este enfoque nos parece

mais adaptativo.

Observagio 23. Note também que nao temos unicidade para o w de este teorema, pois
como Py € W™ (R™) N L=(R") entdo se w € W™ (R") N L>¥(R") tal que div w = f

também se cumpre o mesmo para w + ¢ com ¢ € R" constante.
O segundo item da proposicao seguinte ¢ uma extensao do Corolario 11.

Proposicao 26.
(i) Existe um C > 0 tal que para todo u € L™ Y(R"), vale a sequinte desigualdade:

lull-sey < C it (lgllgsqamy + Mhllyoroioiey ) (3:19)

com g€ L'R™) e h € Wy """ (R")
(ii) Se f € L'(R") + Wo_l’n/n_l(]R") satisfaz a sequinte condicao de compatibilidade
Yo € V" (R") N L®(R"), (f,v) =0 (3.20)

logo existe um tinico m € L™ Y(R") tal que f =V

Demonstragio. (i) Considerando os seguintes operadores:
A=V :LY"YRY) — L'(R") + Wy "/ DR,

A* = div : W™ (R") N L®(R") — L™(R™),

a prova é similar ao Teorema 23 considerando que a sobrejetividade de A* vem do

Teorema 25.

(ii) Consequéncia da parte (i) e do Teorema de Rham.
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Observacdo 24. Note que para todo u € Wht,
]| posn-v @y < C[Vul| g gy (3.21)
e para todo u € L™/~ D(R"),
ol < OVl oo 322

A desigualdade (3.21) é conhecida. Consideremos agora (3.22). Pelo Teorema 22 o lapla-

ciano A é um isomorfismo de W™ (R™)/P; em L*(R"). Por dualidade temos que
A LYOD(RY) = Wy (R L Py
é também um isomorfismo. Logo para todo u € L™ (™Y (R"), deduzimos
ell ooy < C 1Ay (3.23)
Por outra parte, sabemos que
‘ ‘A’U,l ‘W072,n/(n71)(Rn) — | ’dZU Vu| ‘W072,n/(n71)(Rn) P
e o seguinte operador

div : Wit TR — Wy T (R

¢é continuo. Logo

||Au|’w()—2,n/(n—l)(Rn) S C ||VU||W(;1,n/(n—1)(Rn)

e portanto concluimos (3.22). A desigualdade (3.19), mais forte do que (3.21) ou (3.22) ¢é
especialmente interessante se u € L ™D(R") e Vu ¢ L'(R").

Outros resultados por H. Brézis e J. Van Schaftingen no Lema 3.3 e Lema 3.9 de [16].

Teorema 26 (Bourgain,Brézis). Seja Q@ um dominio Lipschitz aberto e limitado de R™.

(i) Para todo ¢ € W™ (Q) existe um ¥ € W§™(Q) N L®(Q) e n € W™ (Q) tal que

p=1+Vnp (3.24)

com a sequinte estimativa

199115 ) + 1180l () + || D7)

onde C so depende de (2.

oy =€ IVeollrn @) (3.25)
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(ii) Para todo o € W'™(Q), existe um ¢ € W™ (Q) N L®(Q) e n € W2™(Q) tal que

(3.24) vale com ¥.n = 0 sobre I' satisfazendo a sequinte estimativa

P llwrn@) + 1Y) + Inllw2n ) < Cllellwing, (3.26)

No teorema acima W™ () é o espaco de Sobolev classico de funcoes em W™(Q) que
se anulam na fronteira de Q ¢ W3™(Q) o espaco de funcdes em W2"(Q) cujo traco e

derivadas normais se anulam na fronteira de (2.
Agora provaremos um resultado similar correspondente aos espacos Sobolev com peso.
Corolario 12. Para todo @ € Wy"(R") existe um ¢ € Wy"(R*) N L®(R") e n €

Wo™(R™) tal que
p=1+Vnp (3.27)

com a sequinte estimativa

bllwtn gy + 188l ey + || D1 gy < ClIVH ey (3.28)

Demonstragio. Gragas a densidade de D(R™) em W™ (R"), existe uma sequéncia {@; } oy
em D(R™) que converge para um ¢ em Wy (R"). Seja B,, ser a bola tal que suppgp, C
B,, e scja @, (x) = @(rrx). Logo deduzimos que @), € W™ (B;). Aplicando o Teorema
26, existem v}, € W™ (By) N L®(By) e 1, € W™ (By) tal que:

©r = P, + Vi,

com a seguinte estimativa

199l + Wkl ey + ([ D2k ) < C IV 205

L™(B
Agora fazemos:
!/ €T / 4y
Yi(T) = 9Py () e m(x) =T, ()
Tk Tk

Logo temos:

o = Dy + Vi (3.20)
Além disso, desde que:
||V¢k||Ln(Rn) = ||V¢2||L"(Bl)
||¢k||L°°(R") = ||77b;c||L°°(B1)
HVS%HL"(R”) = HVSD;CHLn(Bl)

Logo temos que:

IVl pr ey + Wkl po@ny < ClIVORl n@ny < ClIVOl|ngny (3.30)
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Portanto pela Proposicao 23 existe uma sequéncia (ay) em R™ tal que 9, + ay, é limitado
1n n
em Wy"(R") e

b+ sl gy < C IVl (3.31)
Como |[thy]|poegny ¢ também limitado, a sequéncia (a;) ¢ limitada, logo existe uma
subsequéncia, ainda denotada por (ay), tal que limy . ax = a. Sabemos que existe
P, € Wi (R") tal que 9, + ap — 9, em W™ (R") e:

H’(»bOHW(l)’"(]Rn) <C HVS"HL"(Rn)
Logo, ¥, — 1, —a em W™ (R"). Além disso, ¥, = ¢ em L>®(R"). Logo, isto implica
que ¥ = 1P, — a. Ainda mais, temos a seguinte estimativa:

IVl gy + 119l poe ny < C IV g gny

Da equagao (3.29), deduzimos que:

1924|040y < Ol

L(R"
é dizer, existe ay, € P; tal que:

e + o, é limitado em W™ (R™) (3.32)
e existe 7 em W™ (R™) tal que 1 4 aj, — 19 em Wi (R™). Como ¢, e 1, sio limitadas
em W™ (R™), o mesmo vale para Vi, logo, de (3.32) deduzimos que Voy, é limitado em
W™ (R™). Portanto existe uma sequéncia real by, tal que ay + by, é limitado em W3 (R™).

N . T . 2 .
Consequentemente, a sequéncia n — by, é limitada em Wy (R"™) e podemos extrair uma

subsequéncia, denotada igual, tal que nx — by — 7 em W02 ™(R™). Logo, temos

P = P+ V(e — by)

com a estimativa
12— )
mas tomando limite na equacao acima temos ¢ = ¥ + Vn com:
179 g gy + 9] oo ey + || D21

e acabamos de deduzir (3.28). |

g = OVl

Ln(R”) S C HVCPHL"(R’”)

Também podemos dar uma outra versao do Corolario 12

Teorema 27. Para todo ¢ € Wy"(R") existe um ¥ € W™ (R") N L¥(R") e n €
Wo™(R™) tal que
p=1+Vnp (3.33)

com a sequinte estimativa

98l gy gy 188l s + [l gy < C el ey (3.34)
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Demonstracao. Seja ¢ € W(lyn(]R”) e ap, Yy, a1y, e n obtidos como na prova do
Colorario 12. Logo

1 1 1/n
_ < n B (n—1)/n
] =15 /B lal < (/B o ) =

Logo, de (3.30) e (3.31)

lay| < C HakHL"(Bl) < Cllak+ ¢’kHLn(Bl) +C ||'¢kHLn(Bl)
< CIVellpngn)

||a’||L°°(]R") <C ||V‘P||L”(R”)

Como ¥ = ¢, — a, logo
HwHWé’"(R") <C H‘PHL"(R") <C HQDHW(I]’"(]R")
Como ¢ = 1 + Vn, temos
HVUHWOI’"(R") <C ||QO||W(1)’"(R")
Portanto, existe um b € R tal que
[lm + b||w§v"(Rn) < C||V77||Wév"(Rn) <C ||‘P||W(1)v”(Rn)
e a prova esta completa. [ |

Observagao 25. Este Teorema sugere a seguinte pergunta aberta: Se ¢ € WS’"/ 2(R"),

existe uma funcao ¥ € W2™(R") N L=(R") e uma funcio n € W™ ?(R) tal que:

p=1+Vn
com a correspondente estimativa?
Finalmente para as aplicacoes precisaremos do seguinte espaco:
X(R") = {f € L'(R"), div f € W5 """ D(R")}
o qual é um espago de Banach munido com a seguinte norma:

1 Fllx@ny = [[F Il ny + 1div £z gny
Note que X (R™) é ndo vazio pela Observagao 21.

Teorema 28. Seja f € X (R"), logo f € ng’n/(n_l)(]R”) e vale a sequinte desigualdade:

Ve e W ER)NL®), | [ fo| < fllxanllelsren (335
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Demonstracao. Consideramos o seguinte operador linear

F:DR"Y) — R
p — anfm

Pelo Teorema 27 temos
(Fog)l=|[ f.0+Vn)
o _f'l,b <dw f 77> 2 n/(n— 1)( )WOQ,n(Rn)

< HfHLl(Rn) H"/]HLOO(R") + ||div f”wf»"/("*l) HHHWS’"

< Ol fl x e 1ol lywrn gny -

Como D(R") é denso em Wy"(R"), aplicando o Teorema de Hanh-Banach, podemos

estender F unfvocamente a um elemento F € Wy ™"V (R") satisfazendo

F

'Wo—l,n/(n—l)(Rn) < C ||f||X(R”) :

Além disso, o operador linear f — F de X(R") em W, Lin/ (nfl)(R”) é continuo e

injetivo. Portanto X (R™) pode ser identificado com um subespago de W Ln/ ("71)(]1%”)

com imersdo densa e continua. [ |
Observagao 26. i) Seja f € X(R"). Logo [g. f =0 se e 86 se

Note que [gn fi = (fi, 1)}, /() (R o ) -

ii) Seja f € X(R") satisfazendo [z. f = 0. Logo vale a seguinte desigualdade: para
todo ¢ € Wy (R™),

<f7 90>W0*1v"/<”*1)(Rn)XWé,"(Rn) < ¢ H-fHX(lR") HV‘PHL"(R") ’
Com efeito, observamos que para qualquer a € R",

[(Fo @)l = [(F, o+ a) <[ fllx@n |l + allwingn -

Consequentemente, tomando infimo, temos que para todo ¢ € W(l)’” (R™),
(£, o)l < OISl x@m IVl prgn) -

Do teorema anterior é simples deduzir o seguinte corolario.
Coroléario 13. Sejo f € L'(R") e div f = 0. Logo [ f = 0 € para todo ¢ € W™ (R3)N
L*>*(R") temos,

L £ < Cllfllpgn 196l gngeey
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Corolario 14. Seja f € X(R") e/ f =0. Logo o problema
RTL

—Au = f em R"
tem uma unica soluc¢ao u € Wé’n/(n_l)(R"). Além disso, temos que u = e, x f e u satisfaz

a sequinte estimativa

allyg sy < C11F Ly -

Demonstracdo. Este corolario é uma consequéncia imediata do Teorema 28, a Observacao

26 e o fato que
A Wol’n/(n_l)(]R") — Wo_l’n/(n_l)(R”) 1 Py, sen > 2,
AWy (R?) /Py — Wy *(R?) L Py, sen =2,
sao isomorfismos pelo Teorema 20. |

Observagao 27. Em particular, quandon = 2, f € Ll(Rz) e div f =0, a solugao dada no
Corolario 14 pertence a L (R")NCy(R™). Este resultado pode-se encontrar em Brézis-Van

Schaftingen [16] e em J.Bourgain-H.Brézis [14].
Corolario 15. Seja f € LY(R") tal que 8, f € Wy =" "D(Rm).

1,n/(n—1) (Rn)

i) Logo temos que f € Wy e se verifica a sequinte estimativa

1 lyrmrnmn) gy < € <||f||L1(]R") + ||5nf||WO2m/<n1>(Rn)> :

it) Ainda mais, se [gn f =0, logo existe um inico u € Wol’n/(n_l)(R”) satisfazendo o

sequinte problema
Au=f emR",

e vale a sequinte estimativa

||uHW01*"/<”*1>(Rn) < C (HfHLl(lR") + |’anf‘|W027n/(n1)(Rn)> .

Demonstracdo. Este corolario pode ser obtido aplicando o Teorema 28 e o Coroléario 14
com f = (0,...,0, f) [ |
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4 Aplicacoes para alguns problemas elipticos

no plano e espaco

Nesta secao obteremos varios resultados quando n = 2,3 envolvendo o operador curl, o
qual é importante para estudar vorticidade dos fluidos. Primeiro lembremos que quando

n = 2 definimos o operador curl para distribuigoes p € D'(R") e v € D'(R") por

curl ¢ = <&'D —890> ,

8132’ 81‘1
curlv = vz _ O
N 833'1 833'2

Quando n = 3 definimos o curl de uma distribuicio v € D'(R™) por

curlv — 81)3 _ 81}2 81}1 _ (9?)3 81)2 81}1
- \Oxy  Ox3’ Ors  Oxy Oxy  Oxs )’

Também, utilizando as defini¢bes acima podemos comprovar que valem as seguintes iden-
tidades:

curl(curl p) = —=Ap ,n=2
curl(curlv) = —Av + V(divv) ,n=3
curl(curlv) = —Av + V(divv) ,n=2

Gragas ao Teorema 25, em dimensdo n = 3 podemos provar um resultado similar ao

Corolario 12 envolvendo o operador curl.

Proposicio 27. Seja ¢ € W (R?). Logo existem ¢ € Wy (R?) N LP(R?) e n €
Wi?(R?) tal que
¢ =1 +curln,

e temos a sequinte estimativa

199 sy + 1188l e oy + || D771

) S ClIVel s s -

L3(R3
Além disso, ¥ e m podem ser escolhidos tal que

||¢||Wé’3(R3) + ||¢||L°°(]R3) + ||77||W§*3(R3) <C ||90||W(1)’3(R3) :

Demonstragio. Seja ¢ € Wy (R?), logo div ¢ € L*(R?). Pelo Teorema 25, existe um
W e L=(R3) N W% (R?) tal que div 9 = div ¢ e

||| R3)+||¢||W1’3 ey < C|div §0||L3(R3 :
( o (R3) )
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Seja z = ¢ — ). Sabemos que existe 1, € W(2)73(R3) tal que —An, = curl z satistazendo

a seguinte estimativa

HnOHW(Q)’3(R3) <C ||V<P||L3(R3)'
Porém, div n, € Wy*(R?) é harménico, logo deduzimos que div , = a com a € R.
Portanto, temos

curl(curln,) = curl z.
Se y =z — curlmn,. Logo y € W(l)’?’(R?’), divy =0e curly = 0. Isto é, Ay = 0. Logo
deduzimos que y = b € R3. Seja q € P; tal que b = curl q. Agora fazemos n = n, + q.
Logo
¢ =1+ curln,

e temos a seguinte estimativa

191115y + 1180l pooas) + [D70| o oy < CHIVER g3(es) -

L3(RS) =
m

Proposicao 28. Eziste uma constante C > 0 tal que para todo u € L3/2(]R3) satisfazendo

curlu € L'(R®) e divu = 0 temos a sequinte estimativa
||u||L3/2(]R3) < Cllcurl u||L1(]R3) : (4.1)
Demonstracao. Seja f = curlu. Logo f € Wal’?’/Q(R?’) e para todo i = 1,2, 3,
(i Dhyys1o/2 o) o esy = 0
Portanto, existe uma tnica solu¢io z € W**(R3) de —Az = f em R? satisfazendo

Hz|]W(1),3/2(R3) <C chrlu!lwgm/z ) < Cleurl ul| g1 gs) -

(R?

A tiltima desigualdade é consequéncia da imersio X (R%) — W "¥/2(R?) e porque div f =
0e f=curlu € X(R3). Por outra parte, ¢ simples ver que div z = 0 em R3. Fazendo
w = u — curl u, podemos deduzir ficilmente que Aw = 0 em R3. Logo w = 0,u =

curl z e obtemos a estimativa (4.1). |

Proposicio 29. Se f € L*(R?) tal que div f = 0. Entio eviste w € L®(R?) com

div u = 0, tal que
curlu = f, com ||u][po sy < Clcurluf|psgs)
Demonstracao. Similar a prova do Teorema 23. |

Se assumimos as mesmas hipoéteses da Proposi¢ao anterior, no espaco tridimensional,

gragas ao Teorema 27 podemos deduzir outro resultado.
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Proposigdo 30. Se f € L*(R?) tal que div f = 0. Logo eziste o € W°(R®), dnica a
menos de vetores constantes, e existe 1 € Wy*(R?) N L (R?) tal que

curlop=curly=f e divep =0,
satisfazendo a sequinte estimativa
HVSOHL3(R3) + H’lpHWé’?’(Rf‘) + H"pHLw(ﬂ@) <C HfHL3(R3) :

Demonstragio. Das hipéteses, deduzimos que curl f € W, *(R?). Logo, gracas ao Te-
orema 20 existe ¢ € W (R?) tinico a menos de um vetor constante, tal que —A¢p =

curl f em () e satisfazendo a seguinte estimativa
Jnf, e+ allyis@sy < CllFllpss) -

Como div e € L*(R?) é harménico, logo deduzimos que div ¢ = 0. Consequentemente,
temos

—Ayp = curlcurl ¢ — Vdiv ¢ = curlcurl ¢.

Portanto, obtemos que curl(curl — f) = 0 em €. Seja z = curl ¢ — f. Logo z €
L*(R?),divz = 0 e curl z = 0. Portanto, deduzimos que Az = 0 e z = 0, é dizer,
curl ¢ = f. Aplicando o Teorema 27, existe ¥ € Wy*(R3) N L®(R3) e n € Wi *(R?) tal

que ¢ = 1 + Vn em R?, com a seguinte estimativa

|’¢HW(1)’3(R3) + H‘pHLw(ﬂ@) <C |’V‘PHL3(R3) <C HfHL3(R3) :

A funcao v é a funcao requerida, logo acabou a prova. |

Observagdo 28. Da proposicao anterior, temos a seguinte descomposicao de Helmholtz:
para todo f € L*(R?), temos
f=curly + Vp (4.2)

com ¥ € W (R?) N L= (R"), p € Wy*(R?) e a seguinte estimativa,
||1/’||Wé*3(]12g3) + ||¢||L°°(]R3) + ||VP||L3(R3) <C ||f||L3(R3) : (4.3)

Com efeito, temos que div f € Wy "*(R?) L R pois f € L3(R?). Logo existe p € Wy *(R?),

unica a menos de constantes, tal que Ap = div f e vale a seguinte estimativa

VDl s mey < ClFll L3 sy -

A fungado f — Vp satisfaz a hipdteses da Proposigao 30, logo podemos decompor f como

em (4.2) com a estimativa (4.3).
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Corolario 16. Eziste C' > 0 tal que para todo u € L3/2(R3) satisfazendo divu = 0, se

verifica a sequinte desigualdade

Hu||L3/2(R3) < Cf+gizrlc£¢rlu (||f||L1(R3) + HgHWJ1»3/2(R3)) ) (44)

com f € L'(R3) e g € Wy**(R3)
Demonstragao. Consideramos os seguintes operadores
A= curl H3/2(R3) . LI(RS) + W81,3/2(R3>,
A* = curl : WP (R®) N L= (R%) — H5(R?).
O resto da prova é similar a prova do Teorema 23. [ |

Corolério 17. Seja f € L'(R®) tal que div f = 0. Logo para todo ¢ € W y*(R?), temos

a sequinte estimativa

<.f7 (P>WJI’3/2(R3)><W(1)’3(R3) S C ||f||L1(R") ||C'U/r'l (p||L3(R3) (45>

Demonstracao. Primeiro, note que da hipdteses, deduzimos que f € W51,3/2(R3>‘ Seja
@ € W*(R?). Logo temos curlp € L*(R?). Gracas a Proposicio 30, existe ¢ €
W?(R3) N L®(R?) tal que curl ) = curl ¢ com a seguinte estimativa

||"¢’||Wé»3(R3) + ||¢||LOO(R3) < Clleurl 90||L3(1R3) : (4.6)

Além disso, existe n € W02’3(R3) tal que ¢ = ¥ + Vn em R®. Logo temos

<f, (,0> —1 3/2(R3)XW1 3(R3)

= [ P+ iy son i = [,
Portanto, a estimativa (4.5) pode ser deduzida da estimativa (4.6). |

Observagao 29. Temos uma outra prova do corolario anterior. Podemos escrever f =

—Au = curlcurl u, com u € W1 3 2(R3) satisfazendo a seguinte estimativa

Hu||wév3/2(R3) <C H-f||Wall3/2(R3) < Hf||L1(R3)

Logo deduzimos

(F- w192y wisges| = |(Curlu, eurl @) pars gy, ey
< Jlewrd ull s, lewrl ol s e

<C HfHLl(RS) ||curl S"HLS(RS)

Proposigdo 31. Seja f € L'(R®) tal que div f = 0. Logo existe um tinico @ € L¥*(R3)

tal que curl p = f e divp = 0 em R? satisfazendo a sequinte estimativa

lol| s/ (R3) = < Clfllp (R3) -
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Demonstragio. Da definicio de X (R?), temos que f € Wy "*/*(R3). Como
A WEARY) - W Y2(R?) LR

¢ um isomorfismo segundo o Teorema 20, logo existe um tnico b € W(l)’3/ *(R?) tal que

—Ah = f e temos a seguinte estimativa

1Al 1072 gy < € N1F 1l g1y

Além disso, podemos ver que divh = 0 e logo —Ah = curlcurl h. A nossa proposicao

pode ser obtida facilmente fazendo ¢ = curl h. |

Temos a seguinte decomposicao de Helmholtz.

Corolario 18. Seja f € LL(R3) tal que divf € Wy >**(R3). Logo existe um inico
@ € L**(R%) tal que divp = 0 e um tnico © € L¥?(R®) satisfazendo

f=curl p+ Vr,

e a sequinte estimativa vale
el sy + 17l vy < C (115112 ey + lldiv Fllyzormz ) -

Demonstra¢io. E claro que
YA e Py, (divf,\) =0

Da hipéteses existe um tinico 7 € L¥2(R?) tal que Ar = div f e
HWHL3/2(R3) <C Hd“} 'fHW072’3/2(]R3) .

Logo, deduzimos que f — V7w € Wal’?’/z(Rg) 1 R3. Portanto, existe um tnico z €
W(l)’3/2(R3) tal que —Az = f — Vx. Além disso, vemos que div z = 0. Logo, f — V& =

curlcurl z. Completamos a prova fazendo ¢ = curl z |

A seguinte proposi¢ao é uma extensao da Proposicao 31.

Proposi¢do 32. Seja f € LL(R3) + Wy **(R3) tal que div f = 0 e satisfazendo a
sequinte condicdo
Vi=1,2,3, (fi,1)=0.

Logo eziste uma unica ¢ € L3/2(R3) tal que curl p = f e divp = 0 em R3 satisfazendo

a sequinte estimativa

||‘PHL3/2(R3) <C Hf||L1(R3)+W51’3/2(R3) )
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Demonstragdo. Seja f = g + h com g € Lj(R®),h € W (R3) e div f = 0. Logo
divg = —divh € W, >*/*(R%). Portanto deduzimos que g € Wy "**(R3) e g L R3.
Como f € W61’3/2(R3) 1 R3, logo existe um tnico z € W(l]’g/Q(R3) tal que —Az = f e

div z = 0. A prova termina escolhendo ¢ = curl z. |

Em dimensao 2 temos um resultado similar como na Proposicao 32.

Proposicdo 33. Assuma que f € Lj(R?) + W (R?) tal que div f = 0. Logo existe

o € L*(R?) tal que curl o = f e satisfazendo a segquinte estimativa
||90HL2(R2) <C Hf||L1(R2)+W_1’2O(R2) :

Finalmente aplicamos estas estimativas para um problema em concreto: o problema de
Stokes. Esta sistema modela fluxos de fluidos viscosos em estado estacionario. Lembremos

um resultado geral em Alliot-Amrouche [2] respeito ao problema de Stokes em R™.

Teorema 29. Seja (f,g) € W, P (R") x LP(R") satisfazendo a condicio de compatibili-
dade

Ve P[l—n/p’}v <-f7 A>Wal’p(]R")><Wé’pl(R”) = 0. (47)
Logo o sistema de Stokes

—Au+Vr=fedivu=g emR", (4.8)

tem uma tinica solucio (u, ) € WP (R™) /Py _n/p x LP(R™). Além disso, temos a sequinte

estimativa

Ae;{?i/p} lu+ AHW};"(Rn) + ||7T||Lp(Rn) <C (||fHW51'p(Rn) + Hg“LP(R”)) :

Demonstragio. Ver Alliot-Amrouche [2], Teorema 3.3. [

Observagao 30. Com as ferramentas estudadas até agora podemos demostrar o teorema
anterior para um caso particular. Trabalhamos no caso p = n/(n — 1),n > 3. Para

demostrar o Teorema 29 no caso p = n/(n — 1) basta provar que o operador

T : Wy DRy x LY D(RY) — W MV (RY) /Py x LY OTD(RY) (4.9)
(u,7) — (—Au + Vr, —divu)

¢ um isomorfismo. 7" é claramente linear e é continua pela Proposicao 18. Para demostrar

que T é injetiva , se (u, ) pertence ao nicleo de T entao

—Au+ V=0,

divu = 0.
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Tomando divergéncia na primeira equacéo temos que Am = 0, logo como = € L™ (”_1)(R”)
entdo m = 0. Substituindo de novo nas equagdes acima temos que Au = 0 e divu = 0,
logo como u € W™ " ™(R") entdo w = 0. Assim T é injetiva. Falta s6 demostrar a
sobrejetividade. Seja (f,g) € Wy, Ln/ ("71)(1[%”) x L™/ (=1 (R") satisfazendo a condigdo 4.7

no nosso caso particular, é dizer,
(fi;1) =0 paratodoi=1,2,..,n.

Logo div f € W, 2nf (n_l)(Rn) e para qualquer polindémio p € P; € W™ (R™), verifica-se

<d'l'U f, /,L>W072,n/(n71)(Rn)XWOQ,n(Rn) —_— <f, vﬂ>Wal,n/(n71)(Rn)xwé,n(Rn) = 0

Quer dizer div f € W 2/ ("71)(]1%”) /P1 e a mesma conclusdo vale para Ag fazendo um
argumento parecido. Logo como o operador A : LP(R™) — Wy **(R")/Pla_p/p] é um
isomorfismo entdo o problema A7m = div f + A g tem uma tinica solucio 7 € L™/ (=D (R"),
Além disso, como

(Om,1) =—(m,0)=0,i=1,...,n

entdo Vr € Wy "D (R") /Py. Assim pelo Teorema 20 existe uma tnica solugio u €
W™D (R para o problema
Au=Vr—f

Finalmente divu — g é um polindmio harmonico que pertence a L™ (™~Y(R™), logo iden-

ticamente nulo.

Agora damos uma versao menos geral do teorema anterior, porém com uma hipdteses
mais simples de verificar. Note-se que antes do trabalho em que nos baseamos nao se

conhecia a relagao entre os espagos X (R") e W, Lin/ (nfl)(R”).
Corolario 19. Seja (f,g) € X (R™) x L™ "=D(R") satisfazendo as sequintes condicoes
(fi;1) =0  para todo i =1,2,...,n.

Logo o sistema de Stokes (4.8) tem uma unica solugio (u, ) € Wé’n/(nfl)(R”) x LV (=1 (R™)

e vale a sequinte estimativa
1ally 0 gy + oy < € (111t gy + N8l oo ) -

Demonstragio. Este corolario é6 uma consequéncia de X (R") — Wyt D(Rr) e o
Teorema 29. L
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