Decomposicoes Espectrais, Estabilidade e Acoes
Hiperbdlicas

Abel Rios Bravo

Dissertagao de Mestrado apresentada ao Programa
de Pos-graduacao do Instituto de Matematica, da
Universidade Federal do Rio de Janeiro, como
parte dos requisitos necessarios a obtencao do
titulo de Mestre em Matematica.

Orientador: Carlos Arnoldo Morales Rojas

Co-orientador: Alexander Eduardo Arbieto Mendoza

Rio de Janeiro
Julho 2015



Acoes Hiperbdlicas
Rios Bravo, Abel




Abel Rios Bravo

Decomposicoes Espectrais, Estabilidade e Ac¢oes Hiperbdlicas

Dissertacao de Mestrado submetida ao Programa
de Pos-graduacao do Instituto de Matematica, da
Universidade Federal do Rio de Janeiro — UFRJ,
como parte dos requisitos necessarios a obtencao
do titulo de Mestre em Matematica.

Aprovada em 01 de julho de 2015:

Orientador, Prof. Dr. Carlos Arnoldo Morales Rojas — IM/UFR/J

Co-orientador, Prof. Dr. Alexander Eduardo Arbieto Mendoza — IM/UFR.J

Prof. Dr. Enoch Humberto Apaza Calla — UFV

Prof. Dr. Marcelo Tavares Ramos Luiz— IM/UFRJ



AGRADECIMENTOS

Agradeco a CAPES pelo suporte financeiro. E um agradecimento especial ao professor
Alexander Eduardo Arbieto Mendoza pela orientacao no desenvolvimento do trabalho e
pelo tema escolhido para esta dissertacao. Gostaria também, de agradecer a Davi Joel dos
Anjos Obata e a todos os colegas, funcionarios e professores do Instituto de Matematica,
da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ



RESUMO

RIOS BRAVO, Abel. Decomposicoes Espectrais, Estabilidade e A¢oes Hiperbdlicas. Rio
de Janeiro, 2015. Dissertagao (Mestrado em Matemadtica)- Instituto de Matemética, Uni-
versidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

Neste trabalho estudamos a dinamica de agoes de grupos. Em particular, es-
tudamos agoes Axioma A e Anosovs. Tais agoes sao generalizagoes dos conceitos de
difeomorfismos e fluxos hiperbdlicos introduzidos por Smale. Assim, apresentamos as ge-
neralizacoes do teorema de decomposigao espectral para acoes Axioma A e do teorema de
(-estabilidade para acoes Hiperbdlicas. Estes resultados foram obtidos por Pugh e Shub.

Também mostramos que se um grupo age de maneira hiperbdlica mas nao Anosov
entao o grupo tem que ser hiperbdlico. Para isto, estudamos a teoria de fins de um grupo.
Finalmente apresentamos uma decomposicao mais fina que a decomposicao espectral para
classes homoclinicas, devido a Abdenur e Crovisier.

Palavras—chave: Decomposigoes espectrais, acoes hiperbdlicas , Estabilidade, fins.



ABSTRACT

RIOS BRAVO, Abel. Spectral Decomposition, hiperbolic action and stability. Rio de
Janeiro, 2015. Dissertacao (Mestrado em Matemaética)- Instituto de Mateméatica, Univer-
sidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2015

In this work we study the dynamics o group actions. In particular, we study Axiom A
and Anosov actions. Such actions generalize the dynamics of hyperbolic diffeomorphisms
and flows introduced by Smale. Hence, we show generalizations of the Spectral Decom-
position Theorem and the Q-stability theorem to Axiom A actions. These results were
obtained by Pugh and Shub.

We also show that if a group acts hyperbolically, but non Anosov, over a manifold then
the group must be hyperbolic. For that, we study the theory of ends of groups. Finally
we show a decomposition finer than the spectral decomposition for homoclinic classes, a
result due to Abdenur and Crovisier.

Key words: Spectral Decomposition, hiperbolic action, end, stability.
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Introducao

A teoria classica dos sistemas dinamicos lida com o estudo de difeomorfismos ou fluxos
sobre variedades compactas. Neste caso, se f é um difeomorfismo e X; é um fluxo, a
interpretacao da iteracao por f" ou X; quando n,t > 0 representa o futuro de algum
experimento a ser observado. Interpretacao andloga ocorre para o passado. Nestes casos
o tempo entao é parametrizado pelos nimeros inteiros 7Z, no caso de difeomorfismos, e
pelos nimeros reais R no caso de fluxos.

Naturalmente os matemaéticos decidiram abstrair a nocao de tempo usando um grupo
geral (G,+). Dai nasceu a teoria de agoes de grupos. Tal teoria gerou muitos frutos, uma
vez que tem uma relacao forte com a teoria de folheagoes e portanto desempenha um
papel grande no estudo da topologia de variedades.

O presente trabalho busca apresentar alguns topicos desta teoria e em especial com a
teoria hiperbdlica, introduzida pelos trabalhos de Smale, Anosov, entre outros.

Em primeiro lugar, a teoria de sistemas dinamicos busca descrever o comportamento
assintético das érbitas geradas: {f™(x)},ez no caso de difeomorfismos e {X;(z)}ier no
caso de fluxos. E bem conhecido que a informacao assintética estd contida no chamado
conjunto nao-errante da dinamica.

A teoria hiperbdlica busca entender a dinamica dentro deste conjunto assumindo algum
comportamento da derivada da dinamica sobre este. No caso de difeomorfismos, dizemos
que a dinamica é hiperbdlica se em cada ponto o espago tangente se decompoe em duas
direcoes T, M = E* @ E*, uma das quais é contraida pela dinamia e a outra expandida
pela dinamica. Em suma, existe uma constante A < 1 tal que se v € E* e w € E* entao

IDf@)vl < Aol e [[DfH(@)w] < Al

Os trabalhos de Smale [20], Anosov, Bowen [19] e outros, mostra que se além da hiperboli-
cidade as Orbitas periddicas sao densas no nao-errante entao este se decompoe de maneira
disjunta por finitos conjuntos invariantes compactos e transitivos (isto é, com uma 6rbita
densa). Além disso, a dinamica restrita a cada pega é essencialmente equivalente a uma
dinamica simbdlica, que é bem entendida.

No caso de fluxos, a decomposicao é transversal as orbitas. Isto é, temos uma decom-
posicao T, M = E°* & (X (x)) & E". Existem constantes A\, K > 0 tal que

o F° ¢ (K, \)-contragdo, isto é para cada v € M e cada t > 0

| DX, () < K le ™™,

ES
e E“é (K, \)-expandida sobre a norma minima, isto é para cada = € M e cadat > 0

m(DX(x)|gs) > Ke.
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Onde (X (z)) denota o subespago unidmiensional gerado pelo campo. A mesma de-
composicao é obtida no caso de fluxos.

O primeiro resultado desta dissertacao versa sobre a generalizacao deste fato para agoes
de grupos gerais. Este resultado foi obtido por Pugh e Shub em [17]. Primeiramente, é
necessario definir o conceito de uma acao hiperbdlica ou Axioma A. Isto sera feito no
capitulo (4). Com isto temos o seguinte teorema:

0.0.1 Teorema (Decomposicao Espectral Para Axioma A). Seja ¢ uma G-a¢io C' sa-
tisfazendo o Azxioma A. Entao, existe uma unica decomposi¢ao

Q, =0 U..UQ.

Tal que os §2; sao compactos, disjuntos, p-invariantes e indecomponivel. Em cada pe¢a
basica C);, @ € topologicamente transitiva.

Na prova do teorema para difeormorfismo ou fluxos obtém-se o fato de que cada peca
da decomposicao é uma classe homoclinica. Dada uma orbita periddica hiperbdlica do tipo
sela O(p), temos o que chamamos de variedades estaveis e instaveis da érbita periddica:

W*(O(p)) = U{y e M;d(f"(y), f"*(p)) = 0 quando n — oo},

W (0p)) =ty € M3 d("(y), /**'(p)) = 0 quando n — —oo}.

A teoria mostra que estes conjuntos sao variedades diferenciaveis e a classe homoclinica
de p é H(p) composta pelo fecho das intersegoes transversais entre estas variedades.

Quando uma classe homoclinica é hiperbdlica, um resultado devido a Bowen permite
decompo-la em finitas pegas disjuntas H(p) = Hy U --- U H; que sdo permutadas pela
dinamica e tal que f!|y, sao topologicamente misturadoras, propriedade dindmica muito
mais forte que a transitividade.

O segundo resultado desta dissertagao é uma decomposicao similar a de Bowen, porém
sem disjuncao, de qualquer classe homoclinica, hiperbdlica ou nao. Este resultado é devido
a Abdenur e Crovisier em [8]. Isto serd feito na ultima segao do capitulo (5).

0.0.2 Teorema (Abdenur Crovisier). Seja p € O e ¢ = £(O) é o periodo da classe
homoclinica H(O), h(p) = Wu(p) h W4(p). Entao:

1. H(O) € a unido dos iterados f*(h(p));

2. h(p) € invariante por f*;
3. a restricao de f* a h(p) € topologicamente mizing;

4. se fi(h(p)) N f*(h(p)) tem interior nao vazio em H(O), entdo f7(h(p)) = f*(h(p)).

Um problema interessante é o de mostrar o mesmo resultado para agoes de grupos.
Mesmo no caso em que G' = ZF. A principal dificuldade é que o ntimero de pecas é obtido
através dos periodos das orbitas periédicas dentro da classe homoclinica. O que nao tem
um analogo 6bvio no caso de agoes.

Finalmente, Smale demonstrou que todo difeomorfismo hiperbélico (Axioma A), com
uma condigao extra de nao-ciclos, é (2-estavel. Ou seja, existe uma vizinhanca do difeomor-
fismo na topologia C" tal que a dinamica dentro do nao-errante de qualquer difeomorfismo
nesta vizinhanca é essencialmente a mesma da dinamica do difeomorfismo original.

Um resultado similar pode ser demonstrado para agoes de grupos. Isto é feito no
capitulo (6)
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0.0.3 Teorema (Q2-Estabilidade ). Uma ag¢do de grupos Axioma A sem ciclos é -
estduvel.

Porém um resultado muito interessante devido a Pugh e Shub, mostra que essenci-
almente a presenca de duas pecas basicas distintas de uma acao hiperbdlica Q2-estavel
implica uma estrutura extra do grupo que gera a acao.

Essencialmente, um fim de um grupo topolégico é uma parte nao compacta de um
grupo. Por exemplo, Z e R tem dois fins, R? tem um fim, o grupo livre tem um continuum
de fins, etc. O resultado citado acima mostra que sobre tais hipdteses o grupo deve ter
dois fins. Este é o tltimo resultado principal desta dissertacao. O grupo G é hiperbdlico
se tém dois fins invariantes.

0.0.4 Teorema. Se ¢ ¢ G-acao e satisfaz Azioma A em M entdo ou Q, = M ou sendo
G € hiperbolico.

Ressaltamos, porém, que para obter tal teorema, um estudo da teoria de fins de
um grupo ¢ dado nesta monografia. Em particular, necessitamos de resultados sobre
compactificagoes de grupos topoldgicos obtidos por Freudenthal. Tal estudo tem interesse
por si 86 na teoria algébrica e topoldgica de grupos e é feito no capitulo (3).



Capitulo 1

Teoria de Grupos

Nosso principal objetivo neste capitulo, é estabelecer notacoes e terminologias necessarias
a compreensao do capitulo (2) e capitulo (3). Estudaremos aqui os conceitos bésicos da
teoria de grupos abstratos e na segunda secao grupos de Lie.

1.1 Definicoes Basicas

1.1.1 Definigao (Operacao). Dado um conjunto G. Uma operacao (bindria) sobre G €
uma aplicacao

p:GxG — G
(z,y) — plz,y).

Em geral, denotamos p(z,y) por z -y ou simplesmente por xy. O ordem de aplicagad da
operacao € representada por parenteses: x(yz) significa p(x, p(y, 2)).

Um grupo é um par (G, ), constituido por um conjunto G e uma operagao binaria
p: G x G — G, que satisfaz os seguintes axiomas:

e Associatividade: se x,y, z sao elementos de G entdo x - (y-z) = (- y) - 2
e Elemento neutro: existe um elemento e em G tal quez-1=1-x ==z

e Inversos: para todo o elemento x de G existe um elemento ' em G tal que z - 2’ =
-x=1.

Se, além disso, = -y = y - x para todos os elementos x e y de G, o grupo (G;-) diz-se
abeliano ou comutativo

1.1.2 Exemplo. (Z,+), (R,+) sao grupos aditivos e se n é um inteiro positivo (Zy, +r)
é um grupo abeliano para a adi¢ao mddulo n, +,. Onde Z, = {0,1,--- ;n —1}.

Um subgrupo H de (G,-) é um subconjunto de G tal que (H,-) tem estrutura de
grupo relativamente a operacao que define o grupo G.
Se x é elemento de um grupo entao

(x) = {2™|m € Z}.

é subgrupo de G. Ele é o subgrupo gerado por z. Se G = (x), para algum dos seus
elementos, diz-se que G é grupo ciclico.
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O centro do grupo G ¢ o conjunto:

Z(G)={feG:Vgedl,f-g=g-f}

E f4cil ver que o centro de um grupo é um subgrupo.
Um grupo G diz-se finitamente gerado se G = (X) para algum subconjunto finito X
de G.

1.1.1 Homomorfismos e Isomorfismos

1.1.3 Definigao. Uma funcao ¢ : G — G’ de um grupo noutro diz-se um homomorfismo
se p(zy) = e(x)e(y), para todo o elemento x,y de G. Um isomorfismo é um homomor-
fismo bijectivo.

Da definicao temos p(1g) = 1g e p(z™1) = (p(x))~! para todo z € G.
1.1.4 Exemplo. Grupos ciclicos infinitos sao isomorfos ao grupo aditivo dos inteiros.

Seja S um conjunto arbitrario. Um grupo livre sobre o conjunto S (ou um grupo
livre gerado por S) é um grupo G junto com a fungdo ¢ : S — G tal que a seguinte
condicao ¢ satisfeita: Para qualquer grupo H e qualquer funcao ¢ : S — H, ha um tnico
homomorfismo f : G — H tal que f o ¢(s) = 1(s) para cada s € S.

Classes Laterais se H é subgrupo de G, a relagao binaria ~ definida por

a~b<sa'be H(moduloH)

¢ uma relagao de equivaléncia. Nesse caso, as classes de equivaléncia sao exactamente as
classes laterais esquerdas definida por

aH = {ax|x € H}.
Analogamente se ab~! € H, denotamos por Ha a classe lateral direita

Ha = {za|lx € H}.

A uniao de todas classes laterais a esquerda, modulo H, é igual a G:

1.1.5 Observacao. Nos prorimos resultados usaremos classes laterais a esquerda, porém
0s resultados sao validos para classes laterais a direita e a demonstracao é andloga.

Note que o conjunto das classes laterais a esquerda, modulo H, forma uma particao em G e
0s conjuntos desta particao sao equipotentes entre si, ou seja, tem a mesma cardinalidade.

1.1.6 Notagao. Se H € subgrupo de G indicamos por G/H = {gH|g € G} o conjunto
das classes laterais a esquerda (e por H \ G classes laterais a direita), médulo H; em G.

Um subgrupo H de um grupo G é dito normal de G se gH = Hg para todo g € G.

Seja H um subgrupo normal de G: Entao G/H é fechado em relagdo a lei de multi-
plicagao de subconjuntos de G: Mais precisamente é vélida a relagao (aH)(bH) = (ab)H.
(G/H;-) é um grupo com a lei de multiplicagao de subconjuntos de G. O grupo (G/H;-)
é chamado grupo quociente (ou grupo fator) de G por H. O homomorfismo canénico
de G sobre G/H ¢é uma aplicagao 7 : G — G/H definida por 7(g) = gH
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1.2 Grupos de Lie

1.2.1 Definicao. Um grupo de Lie é um grupo (G,-) que possui uma estrutura de va-
riedade diferencidvel C™ tal que a aplicagdo (r,y) € G x G — zy~' € G, € de classe
.

1.2.1 Topologia no grupo de Lie

Grupos Lie conexos e desconexos Um grupo Lie GG é dito ser desconexo se for a uniao
disjunta de dois conjuntos A e B, ambos nao-vazios e ambos simultaneamente abertos e

fechados. Ou seja, G = AUB,ANB =0 com A # 0, B +# (), onde A e B sido abertos e
fechados. Um grupo Lie G é dito ser conexo se nao for desconexo.

Seja G um grupo de Lie. Dizemos que uma colecao de conjuntos abertos A, € G,
A € Z, é uma cobertura de G se
G={JA.

AET

Um grupo Lie ¢é dito ser compacto se possuir a seguinte propriedade: para toda cobertura
Ay € Gcom A € 7, de G existir um subcobertura finita A,,, - - - A, , de conjuntos abertos
que também é uma cobertura de G:

G=Ay, U--UA,,.

O grupo de Lie GG ¢ localmente compacto se cada ponto de G tem uma vizinhanga
compacta. Seja U C G e g € G o conjunto U™ consiste de todos os produtos n-vezes de
elementos de U isto é

U" ={uug---up|u; € U} e gU = {gx|x € U}.

1.2.2 Definicao (Convergéncia de seqiiéncias). Seja G um grupo de Lie. dizemos que
uma seqiéncia (gn)nen € convergente quando existir g € G tal que para toda vivinhanga
YV C G de g, existir Ny, € N satisfazendo

’I’LZNyignEV

1.2.3 Definigao (Aplicagao continua). Sejam G e G’ grupos de Lie e T : G — G' uma
aplicagao. Entao, dizemos que T é continua no ponto g € G quando, dado uma vizinhang¢a
V de 7(g) em G, entio T77(V') € vizinhanga de g.

1.2.2 Subgrupo de Lie

1.2.4 Definigao. Seja G um grupo de Lie e H C G. Dizemos que H € um subgrupo de
Lie se

(1) H € um subgrupo abstrato de G,
(2) H é uma subvariedade imersa de G,

(8) H é um grupo de Lie com a operagio de grupo dada em (1) e com a estrutura de
variedade dada em (2).
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A componente conexa da identidade do grupo é um subgrupo de Lie. De fato seja G
um grupo de Lie. A componente conexa (GG do elemento identidade 1 em G é o maior
conjunto conexo de G que contem 1. Logo, é um conjunto fechado em G. Portanto, G

com a estrurura de grupo de G é um subgrupo fechado de G, e, portanto um subgrupo
de Lie de G.

1.2.5 Proposicao ([7] pag: 93). Seja G um grupo de Lie conezxo. Se U é uma vizinhanga

de 1 entao -
G=Ju
n=1

Neste caso U gera G.

1.2.6 Proposicao ([7] pag: 110). Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie G.
Entao, H é um subgrupo de Lie.

O quociente pode ser visto como variedade

1.2.7 Teorema ([7] pag:120). Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie G, e seja
G/H o conjunto {gH : g € G} de classes laterais esquerda modulo H. Se 7 : G — G/H
denota a projecao natural w(g) = gH. Entao G/H tem uma unica estrutura de variedade
com dim(G/H) = dim(G) + dim(H) tal que

(a) m é C.

(b) Existe uma secao local suave de G/H em G; isto é, se gH € G/H, existe uma
vizinhang¢a W de gH e um mapa C>* 7 : W — G tal que mo 7 = id.

Seja H um subgrupo normal fechado de um grupo G. Entao o espago quociente G/H
das classes laterais a esquerda (direita) de H em G com a topologia quociente induzida
pela projecao canoénica 7 : G — G/H é um espago Hausdorff ou também chamado (grupo
fator). Se G é localmente compacto, entao G/H também é um grupo fator, localmente
compacto.

Quando H é um subgrupo de Lie de G, implica que G/H é uma variedade C'*° com
dim(G/H) = dim(G) — dim(H). Além disso, 7 : G — G/H é C°.

1.3 Geradores de um grupo de Lie

1.3.1 Definigao. O grupo de Lie G, é compactamente gerado se existe um subconjunto
K C G compacto tal que

(K)=|J(KUK )" =G

neN

1.3.2 Definigao. Dizemos que U C G € um gerador do grupo topologico G se:
o U=U"! ¢ uma vizinhanca compacta de 1 € G
o Int(U) gera G
e U" — GG quando n — oo

1.3.3 Observacao. Pode-se imaginar o grupo G como o crescimento de U, ou seja U™ C
U para cadan € N e G =],y U™.
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Qualquer grupo compactamente gerado tem um gerador: De fato pela definicao existe
V' vizinhanga compacta da identidade gerando G. Entao, seja W uma vizinhanga com-
pacta de V com V C Int(W) e U =W UW ™! Resulta que U é gerador de G.

1.3.4 Exemplo. Seja (R, +) o grupo aditivo e U = [—2,2], entao U é gerador de R. De
fato

o U=U"'=[-2,2] € vizinhanca compacta de 1 € R
o Int(U) =(-2,2) gera R
o U"=[-2n,2n| elim, ,oc U" =R. Onde U" =U + ---+ U (n-vezes)



Capitulo 2

Acoes de Grupos

2.0.5 Definicao. Uma acao de classe C",r > 1 de um grupo de Lie G numa variedade
M € uma aplicagao ¢ : G x M — M, de classe C" satisfazendo as propriedades abaizo:

(1) (g f.x) = ¢(g,¢(f,x)) para qualquer g, f € G e x € M
(i) p(1,2) =z para qualquer x € M, onde 1 é a identidade de G.

Seja g € G, denotaremos por ¢(g) : M — M a aplicagdo ¢(g)(x) = ¢(g,z). Da
definicao segue-se que p(g7') = p(g)~. Dai ¢(g) : M — M é um difeomorfismo de
classe C",r > 1 para todo g € G. Sempre que seja conveniente. Escreveremos (g, x) por

¢(9)(x).

2.0.6 Exemplo (Tempo discreto, agoes de G = Z em M ). Um difeomorfismo f : M — M
gera uma Z-acao ¢ : Z X M — M, definido por:

P sen =10
e(n,p) =14 () sen >0
(f")~'(p) sen <0

onde f"(p) = fo...o f(p) (n-vezes).

2.0.7 Exemplo (Tempo continuo, agoes de G = R em M ). Seja X um campo de vetores
em M de classe C" (r > 1). Como M é compacto para cada p € M existe uma unica
o(.,p) : R — M definido por ¢(0,p) =p e %gp(t,p) = X(¢(t,p)). Vamos mostrar que
o(s +t,p) = o(s,0(t,p)) para s,t € R e p € M. De fato, sejam a(t) = (s +t,p) e
B(t) = (s, p(t,p)) temos a(0) = B(0) = p(s,p) por unicidade a(t) = B(t) para cada
t € R. Entao ¢ € uma a¢ao do grupo aditivo R em M.

(i) p(s+1t,p) =@(s,p(t,p)) para qualquer s,t e R ep € M
(ii) ¢(0,p) = p para todo p € M.

A partir de agora, as hipéteses sao permanentes: G é um grupo de Lie gerado por
um conjunto compacto , M é uma variedade suave, compacta, sem bordo e conexa, as
acoes discutidas sao pelo menos C'. Quando G é discreto, compacto significa finito e, em
seguida, estamos assumindo G é finitamente gerado.

2.0.8 Notagao. Sequindo a prdtica, muitas vezes pensamos de g € G como o difeomor-

fismo (g) € Dif"(M).
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2.1 Orbita e grupo de isotropia

2.1.1 Definigao. A p-drbitas de uma G-ag¢do do ponto p € M € o subconjunto

O, =0(p) ={p(g,p) =gp€ M : g € G}

O grupo de isotropia de p € M ¢é o subgrupo

Gy, =Gulp) ={9€G:0(g,p) =1}

Fixado x € M a aplicacao ¢, é continua definida por

o G — M
g9 = o.(9) =¢(9,7).

Dai o conjunto G, ¢ um subgrupo fechado em G.

Consideremos em G a relacdo de equivaléncia ~ tal que g; ~ g» se, e somente se, g; *.gs €
G.. Seja G /G, o espago quociente de G por ~ e : G — G /G, a projecao que leva g € G
na sua classe de equivaléncia 7(g) =g =¢-G, ={g-f: f € G.}. Assim 77 (g) = g-G,.

2.1.2 Teorema. Seja ¢ : G X M — M uma agcao C*° de G em M. Entao, as orbitas da
acao sao subvariedades imersas de M

Demonstragao. Seja g € G e p(g) o difeomorfismo C*. Seja p € M. Consideremos a
aplicagdo ¢, : G — M definida por ¢,(g) = gp, ou seja ¢,(g) = ¢|axp. Portanto,
¢, € uma aplicacio C™ e ¢,(G) = O,. Pelo teorema (1.2.7), G/G, tem estrutura de
variedade C'*°. A aplicac@o ¢, é constante nas clases laterais de G/G). Note que ¢, induz
uma aplicacao bijetora

A GG, =M
gG, — gp.

A aplicac@o estd bem definido pois se ¢G, = g1G, entdo gp = ¢ip ou seja, A\(9G,) =
AMg1Gp).

Consideremos, agora, a secao local 7 : G/G, — G de classe C* dado pelo teorema (1.2.7)
item (b). Segue que a composicao A = p o7 : G/G, = O, ¢é de classe C*°. Dai o mapa
linear DAt : T1(G/G,) — T,0, é injetor onde 1 = 1G,. Portanto A é uma imersdo e assim
O, é uma subvariedade imersa de M. [

Dado qualquer z € M é claro que G, é um subgrupo de Lie de G. Dai G/G, possui
uma estrutura diferenciavel e a érbita O, de x é uma subvariedade imersa de M.

2.1.3 Definigao. Uma acdo ¢ : G x M — M ¢é localmente livre se o grupo de isotropia
G, € discreto Vo € M.

2.1.4 Observagao. Fquivalentemente a acao o é localmente livre se a aplicagao
09 € G gr e M,

¢ uma imersao para cada v € M fizado. Além disso dim(O,) = dim(G), Yz € M.
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2.2 Nocgoes Basicas da Dinamica de Acoes

Um sistema dinamico é definido como uma agao de um grupo de Lie G em uma variedade
diferencidvel (de classe C*°) M. As acoes que consideraremos serao diferencidveis de classe
C" (r > 1), isto é, homomorfismo de grupos ¢ : G — Dif(M) tais que ¢ : G x M — M,
definida por ¢(x,g) = p(z)(g), sdo de classe C" de M, Dif(M) representa o grupo de
difeomorfismos de classe C" de M, munido com a topologia C". Do ponto de vista aqui
adotado, os casos mais estudados até agora sao aqueles em que G =R ou G =Ze M é
compacto e sem bordo.

» Um subconjunto A C M é g-invariante se p(g)(A) = A, para cada g € G.

2.2.1 Definicao. Um ponto x € M ¢é nao-errante para a acdo @ se, e somente se para
cada vizinhanca U de x em M e cada subconjunto compacto S C G, existe g € G—S com
gUNU #10. O conjunto de pontos nao-errante de ¢ é denotado por .

2.2.2 Proposicao. O conjunto nao-errantes (2,. € fechado e p-invariante

Demonstragao. Por definicao, o complemento do conjunto nao-errante é aberto; assim o
(1, ¢é fechado.

Se x € Q,, U uma vizinhanca de ¢(g)(x) e S um subconjunto compacto de G. Entao
©(g71)(U) é uma vizinhanga de .

Portanto, existe § € G'\ g~ 'Sg com Gp(g~1)(U)N(g~ ) (U) # 0; dai existem a,b € U
tal que ¢(ggg~"',a) =b. Dai ggg=' € G — S e ggg'UNU # (. Portanto p(g)(x) € Q,
para cada g € G logo ¢(g)(€,) = Q,, para cada g € G |

2.2.3 Definicao. O bordo de uma drbita O(p), p € M € o conjunto dos pontos limite
da seqiiéncias ©(gn,p) = gap onde {gntnen € uma seqiéncia em G que nao tem ponto de
acumulag¢io em G. Denotamos o bordo de uma drbita O(p) por 0O(p)

Claramente 0O(p) = 00(q) se O(p) = O(q).
2.2.4 Proposigao. O bordo de cada orbita esta contido em €2, .

Demonstragao. Dado z € 00(p), seja {g,} uma seqiiéncia em G com g,p — x. Seja S
um subconjunto compacto de G e U uma vizinhanca de x em M. Existe k£ € N tal que
gp €U, Vn > k.

Seja 2’ = gxp, claramente g,g; ' (z') — = quando n — oo. J& que g, ndo tem ponto de
acumulagio em G, o mesmo ocorre com {g,g; ' }. Assim, para n grande, g = g,g,' € G—S
e gx’ € U, isto é gUNU # (). Portanto = € €2,. [

2.2.5 Definigao. Uma G-ac¢ao ¢ € topologicamente transitiva em A C M, se quais-
quer dois subconjuntos abertos relativos U,V p-invariantes e nao vazios, de A tem inter-
cessao.

e Topologicamente Transitiva é equivalente a existéncia de um ponto p € A cuja orbita
O, é denso em A.

e Um subconjunto X C M é Indecomponivel se X nao pode ser decomposto em
dois subconjuntos compacto, disjuntos nao vazios e ¢-invariante.

2.2.6 Definicao. O saturado de um subconjunto X C M pela acdo ¢ € o fecho da uniao

das drbitas que passam por X. Isto é Sat(X) = ,cq 9X-
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2.3 A topologia do espaco de Acoes: Conjugacao e
Estabilidade

Como de costume, denotamos por A"(G, M) o conjunto de agdes de classe C",r > 1 de G
numa variedade compacta suave M. A"(G, M) tem uma topologia C” (no qual A"(G, M)
é um espaco de Baire) definida como segue. Cada acao de classe C” é um certo tipo de
mapa continua G' — Dif"(M), assim podemos considerar A™(G, M) C C°(G, Dif"(M)).

O dltimo espago tem a topologia natural e dota assim o espaco A"(G, M) com a
topologia natural C" por restricdo (ou C"-uniforme). Isto é seja ¢, € A"(G,M) e
S C G compacto

deo(p(g),9(9)) = sup{d(e(g)(x),¢(9)(z)) - = € M}.
deo(p,¥0) = sup{deo(p(g),¥(g))l g € S}
der(,0) = sup{dco(p(g),9(g)), -+ deo(D"@(g), D"P(g))| g € S}
2.3.1 Definigao. Diz-se que uma sequéncia de G-agoes @, : G x M — M converge para

uma G-agdo ¢ : G x M — M. Se para cada subconjunto compacto S C G, pn(g) — ¢(g)
quando n — oo no sentido C" uniformemente sobre g € S .

Y

Isto € v, — ¢ converge em A"(G, M) significa que: para qualquer € > 0 dado, pode-
se obter ng € N tal que n > ng = der(pn, @) < €.

deo(en(9),0(g9)) — 0 quando n — oo se, e s6 se p,(g9) = ¢(g) quando n — oo no
sentido C"-uniforme sobre g € S.

Em seguida discutimos quando duas agoes sao conjugados, e definir o que queremos
dizer que uma acgao € estruturalmente estavel e Q-etavel. Vamos definir varias nogoes de
estabilidade tentando imitar as nogoes correspondentes em caso de difeomorfismos, fluxos
e folheagoes.

Muitas vezes, usamos ferramentas para colocar um determinado problema em um
ambiente mais facil de compreender. Uma dessas ferramentas em dinamica sao conjugados
parametricamente e orbitalmente conjugados.

2.3.2 Definigao. As agoes ¢, ¢ € A"(G, M) sdo conjugados parametricamente se, e s6
se existe um homeomorfismo h : M — M tal que o diagrama

M »(9) M

| » |

M =5 M
comuta para cada g € G. Ou seja ¥(g) = ho @(g) o h™.

No caso de fluxo quando G = R, tal conjugacao preserva o parametro ¢t € R das
trajetérias, dai o nome. Isto é, se ¢, sdo R-agdes. Entao ho(t)(p) = ¥(t)(h(p)) para
todope M eteR.

2.3.3 Definicao. As acgies ¢, € A™(G, M) sao orbitalmente conjugados se existe um
homeomorfismo h : M — M, que envia cada @-orbita em uma -orbita.
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As imagens das érbitas (ou retratos de fase) de ¢ e ¢ sao os mesmos, ou seja { Oy () }perr =
{Oy(2)}rem embora as parametrizacoes das 6rbitas correspondentes podem ser diferen-
tes. Claramente conjugados parametricamente implica orbitalmente conjugados, mas é
demasiado restritiva.

2.3.4 Definicao. Dizemos que uma ac¢ao ¢ € A"(G, M) é C"-estruturalmente estavel,
se existir um C"-vizinhanca de ¢ de tal forma que qualquer acdo messa vizinhanga €
orbitalmente conjugado com .

2.3.5 Definigao. Uma acio ¢ € A"(G, M) é Q-estavel, se para cada ¢ € A"(G, M)
suficientemente perto de @, temos as restrigoes pla, € ¥|o, sio orbitalmente conjugados.

As restricoes ¢|q, e 1|q, sdo orbitalmente conjugados. Se existe um homeomorfismo
h: Q, — €y, que leva @-6rbita em -dérbita.

Nés escrevemos ¢ ~ 1 para denotar as agoes @, € A"(G, M) sao orbitalmente
conjugados. A relacao ~ define uma relacao de equivaléncia de orbitalmente conjugados
estd bem adaptado ao sistemas dinamicos.



Capitulo 3

Fins de um Grupo

Este capitulo destina-se a estabelecer conceitos e defini¢oes da teoria de fins, que sao fatos
necessarios a compreensao de estabilidade para agoes.

De inicio, enunciamos nogoes bésicas da teoria de fins num grupo de Lie G. Em seguida,
definimos uma nova topologia em G diferente da topologia natural de G, para definir a
classe fim.

Na secao seguinte é dedicada ao teorema compactificacao de Freudenthal e o lema
principal de fins, que utilizaremos com freqiiéncia, na prova dos quatro teoremas de fins.

Terminamos o capitulo definindo grupo hiperbdlico e estabelecendo o resultado que
diz-se hd uma ordem em um grupo hiperbdélico que o torna parecido com Z. Em [6] Hans
Freudenthal define o conceito de fins para um grupo ou espago topologico. Veja também
[4].

3.1 Idéias e Exemplos

3.1.1 Exemplo. A nocdao de um fim de um grupo topoldgico foi introduzido por Hans
Freudenthal

1. Na reta R ha dois diregoes levando a 0o, quando t — +o00 et — —o0, isto € R tem
dois fins. A prova serd feito na sequinte secao.

2. Em R? existe apenas uma direcdo que leva a 0o, isto é todas as direcoes sio equi-
valentes e R? s6 tem um fim. O mesmo ocorre com 7 X 7.

3. O cilindro R x S' tem dois fins.

4. Um grupo compacto nao tem fins, porque nao hd nenhuma maneira de ir em direcao
a 0.

5. O grupo livre com dois geradores tem ¢ fins.

6. Acontece que os grupos tém exatamente 0, 1, 2 ou ¢ fins [6]. Este é o primeiro
resultado da teoria de fins, ele responde quantos fins pode ter um grupo.

3.1.2 Notacao. ¢ denota o nimero continuum de fins.

Em [6], Freudenthal desenvolve principalmente a teoria de fins para grupos discretos
finitamente gerados, enquanto nds estamos interessados em grupos de Lie gerais. Em [13]
Hopf desenvolve teoria de fins para seus grupos, mas geralmente assume que 0s grupos
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Sa0 CONexos.

Apresentamos a teoria fins para grupos topolégicos compactamente gerados uma vez que
queremos estudar dinamicas tanto a tempo discreto quanto a tempo continuo.

3.1.3 Observagao. Observamos que na teoria de fins original de Freudenthal, os fins sao
obtidos por multiplicagcao a direita. Porém, como € usual na nota¢ao para agoes de grupos
a multiplicagao que usamos € a esquerda. Mesmo assim isto nao interfere uma vez que
as duas teorias tanto a direita quanto a esquerda sao equivalentes.

Primeiro, é necessario fazer alguma topologia em G, apesar de que GG pode ser discreto.

3.2 Envoltorias e Bordo

3.2.1 Definicao. Seja S um subconjunto de G e U gerador de G entao:

(i) A U-envoltoria de S é 7 (S) ={x € G: x = us para algum uw € U,s € S}. Assim
H45 =US.

(ii) U-bordo de S € Oy(S) = 4,(S) N (S¢) onde S¢ =G — S.
(i1i) O congunto S € U-limitado se, e sé se, S C U™ para algum n € N.

Embora estas nocoes de envoltoria e bordo é uma reminiscéncia de nogoes to-
polégicas correspondentes, eles nao surgem de alguma topologia de G.

3.2.2 Notagao. dy(S) € o U-bordo esquerda ou simplesmente U-bordo.

3.2.3 Proposigao. Seja G gerado compactamente com geradores U, U'. Um conjunto
S € U-limitado se, e sé se U'-limitado também. Oy(S) € limitada se, e sé se Oy:(S) é
limitado. Se S € fechado entao ;(S) € fechado. Finalmente um conjunto é fechado e

limitado se, e so se é compacto.

Demonstracao. Os conjuntos (Int(U))™ sao abertos, cresce monotonamente com n, e
forma uma cobertura de G. Como U’ é compacto, U' C (Int(U))" C U™ para algum
n. Simetricamente, U C (U’)" para algum n’. Isso prova as duas primeiras afirmacées de
(3.2.3).

A U-envoltoria de S é apenas o produto US. Como U é compacto, US é fechado sempre
que S é fechado (um fato geral). Seja S um conjunto limitado fechado em G. Sendo
limitado, S esta contido em algum U". Como U™ é compacto e S é um subconjunto
fechado U™, S é compacto. Seja S um subconjunto compacto de G. Como {(Int(U))"}
forma uma cobertura aberta ascendente de G, S C (Int(U))* C U™ para algum n.
Portanto, S é limitado. Qualquer conjunto compacto é fechado. Isso completa a prova de

(3.2.3). u

3.2.4 Definicao. Um conjunto S é U-conexo se, e so se S nao pode ser dividido, S =
S1U Sy, onde Sy, Sy sdo nao vazio e Sy N Ay (Se) = 0 = So NI (51). Efdcz’l ver que S
¢ U-conexo se, e s6 se cada par de seus pontos g, g’ pode ser unidos por uma cadeia em
S, g, u1g, urusg,. . . ui..upg = ¢ onde uy, . . ., u € U.
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Em particular, o grupo G é U-conexo. De fato seja g,¢' € G, logo ¢/¢~ ' = uy - -uy, €
U* para algum k, portanto g, u1g, u1usg,. . . Jui...urg = ¢ é uma cadeia em G. Assim
G ¢ U-conexo.

3.2.5 Definicao. Uma vizinhanca do infinito em G é um conjunto ilimitado () C G tal
que Oy @ limitado.

3.3 Fins

Intuitivamente, um fim é uma forma de ir ao infinito, ou uma noc¢ao sobre diregoes que
levam a co. Quando o grupo topologico é conexo as fins sao, grosso modo, as componentes
conexos do infinito do grupo.

3.3.1 Definicao. Se G ¢ um grupo compactamente gerado entdio um fim de G é uma
classe ¢ de subconjuntos Q C G tal que

(a) cada Q € ¢ é uma vizinhanga do infinito,
(b) se @, Q € e entdo QNQ Ee,
(c) ¢ é mazimal respeitando (a), (b).
3.3.2 Notagao. O conjunto de fins de G € denotado por Eg.

Pela proposi¢ao (3.2.3), nao importa qual gerador U é usado na definicao. Se G é
compacto, entao (a), (b) sdo incompativeis e G nao tem fins. Inversamente, qualquer G
nao compacto tem, pelo menos, um fim:

3.3.3 Exemplo. Seja ¢y composto por todos os complementos de conjuntos limitados.
Pelo Lema de Zorn (6.1.1), estender ¢g, tanto quanto possivel, sem contradizer (a), (D).
O resultado é um fim ¢ de G. Com efeito

I'={e:e € uma classe de subconjuntos que satisfaz (a), (b) tal que ey C e}.
Temos que T' # () jd que ¢q € T'. Sejam ey, ¢5 € T defino
1 Ney & ¢y C e,

E facil ver que (', <) é um conjunto parcialmente ordenado. Seja C C T' um conjunto
totalmente ordenado, provaremos que C admite um limite superior. Como ¢y C ¢ para
cada e €T, entao ¢ =\ cpe #0 dai ¢’ €T e e <X ¢ para cada ¢ € C, logo ¢ € um limite
superior de C. Pelo Lema de Zorn, I' admite elemento maximal ¢ que é um fim de G.

Note que ey esta contida em cada fim por (c) porém se é um fim de G, entao ¢y € o
unico fim de G.

3.3.4 Observagao.

1). Sejae € & e P C G tal que PN Q € uma vizinhanga do infinito para todo Q) € e,
entdo (c) implica P € ¢ . Para ¢ = eU{PNQ}ge. satisfaca os item (a), (b), ee D e.
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2). Da mesma forma, se PAQy = (P — Qo) U (Qo — P)) € limitado para algum Qg € ¢
entdo P € ¢. De fato, se () € ¢ entao.

du (PN Q) C Hy(QAQo) U dy(Q N Qo)
o qual € limitado, e assim ¢ = {P N Q}ge. satisfaz (a), (b), e e C e.

3). Em particular a U-envoltoria de qualquer @ € ¢ temos #,Q — Q C JyQ. Logo
Q) € e.

3.4 Compactificacao para grupos de Lie

Seja G um grupo localmente compacto e compactamente gerado, se U é um gerador de G,
entao G = U,> U™ e U" C U™ para cada n € N. Como o grupo é localmente compacto
temos que U™ C Int(U™).

Como as acoes que estamos interessados sao por grupos de Lie temos que o grupo é
topoldgico. Neste caso, adicionaremos uma hipdtese extra na definicao de fins. Isto é
iremos pedir que a as vizinhancas do infinito que geram o fim sejam conexas. Porém ¢
possivel demonstrar fatos andlogos no caso de grupos gerais.

Um fim e, é uma familia decrescente {C),},>1 de subespagos tal que C), ¢ uma com-
ponente conexa ilimitado de G\ U™.

See={Cy},>1 éum fime V C G é um aberto, ¢ < V significard que C,, C V para algum
n>1.

A compactificacdo de Freudenthal de G é definido como G dotado com a topologia

gerada por
Te={VU{ecsle<V}:V C Gaberto}.

Assim 75 é a topologia que gera G. Se ) é uma vizinhanga de algum fim, entdo Q NG §é
um aberto de G, porque G N &g = 0.

De uma forma natural, as fins de G podem ser unido a GG, formando um espago compacto
G = G U&;. De facto, o conjunto de fins de qualquer espaco X é o méximal, conjunto
totalmente disconexo compactificado X [6].

Freudenthal atinge um universal compactificacdo G de G por unir a G seus pontos fins.
Mais precisamente:

3.4.1 Teorema (Freudenthal [6]). Eziste um espago compacto Hausdorff G e um
mapa 1 : G — G tal que

(i) G é homeomorficamente imerso como um subconjunto aberto denso de G
(ii)) G — G ¢ totalmente disconexo;

(iii) cada mapa j : G — G que satisfaga os items (i) e (i), entio G = G. unicamente
determinado

O espaco G é chamado a compactificacdo de Freudenthal de G e o complemento de G
em G é o espaco de fins de G, denotado por E. Tanto G e &, sdo unicamente determinado,
até homeomorfismo, por a propriedade universal (3.4.1.7i7). Por exemplo a reta real R
tem dois fins. Assim, a compactificacdo de Freudenthal do R é homeomorfo ao intervalo
[—1,1].

As seguintes definicoes sdo de seqiiencias convergéntes em G.
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3.4.2 Definicao. Uma seqiiéncia a,, em G converge para um fim ¢ Se, € so se para cada
Q €e, a, € Q para todo n grande.

3.4.3 Definicao. Uma seqiiéncia ¢,, de G converge para um fim ¢ se, e so se para cada
Q € ¢ e para todo n grande existe Q),, € ¢, com ), C Q.

Produtos entre fins nao estao definidos, mas os produtos ae e ea para a € G fazer
sentido:

ae = {aQ}qee ea = {Qa}qe..

Primeiro note que a@ é ilimitado. Se a € U™ entao Ua C U™ logo 9y (aQ) C Jym+1(Q)
é limitada. Também Qa é ilimitado e Oy (Qa) = (JyQ)a. Claramente {aQ}ge. € {Qa}gee,
satisfazem (b), (c¢), de modo que ae, ea sao fins .

3.4.4 Notacao. Seja a € G e ¢ € Eg. Denotamos por ae = ¢ se ae C e.

3.4.5 Lema. Se G é um grupo compactamente gerado e Eg o conjunto de fins.
(i) Seja e € Eg, entdo ae = ¢ para cada a € G.
(ii) Se x, — ¢ € Eg com x, € G, entdo ax, — ¢ quando n — oo.

Demonstragao. (i) Basta mostrar que (aQ)AQ é limitado, com @ € ¢ . Seja a € U™,
se z € Q — aQ, entao (aQ) C aQ’ e Q — aQ C Iyn(Q). Assim a 'z € Hm(Q°),
lz € 7= (Q) implica x € Jym(Q). Portanto (aQ)AQ C dym(Q)), é limitada e pela
obsevagao (3.3.4(2)) a@ € e.

(ii) Se a € G é fixo e z,, — ¢ € &g entao ax, — ¢ quando n — oo ja que ae = ¢. Entao
(az,), (x,) tétm os mesmos pontos limite em &.

Cada a € G define um homeomorfismo r, : G — G definido por = — za cuja inversa
é r,—1. Alguns fins podem se mover sub a acao de r,. Seja

e ={Q "} oe Q' i={q " }eeq

1

A menos que G é Abeliano, ¢”" nao é um fim esquerda, este é um fim direita. Porque se

@ € ¢ entao,
(vQ)™ = (s Q)™ N (A4 (Q)) ™ = (UQ) N (U(Q)™)
=(QUTHN@ U =0;@Q7")

onde 0], denota o bordo direita (convengao de Freudenthal). Assim inversdo induz uma
bijecao natural £ <+ £ onde & = &g.

A proposicao seguinte diz que U-conexidade nao é séria restricao, especialmente para as
fins.

3.4.6 Proposicao. (i) Qualquer S C G com OyS limitada tem apenas um nimero
finito de U-componentes.

(i) Qualquer @ € ¢ € Eg contém um unico mdzximal, U-conexo @' € e.
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Demonstracao. (i) Seja k € N fixo, o conjunto dyxS tem apenas um ndmero finito de
componentes Ki,--- , K,,, porque Jy+S estd contido em um conjunto compacto e pon-
tos em distintos U-componentes de um conjunto claramente nao pode acumular-se. Seja
Si,++, Sy o maior U-conexo subconjuntos de S contendo Kj,..., K,,. Se dyxS = () entdo
S =10 ous =G, porque G é U-conexo logo (3.4.6 i) é verdade. Assim, podemos supor
OyrS # (. Escolha qualquer s € S e s € dyS. Como G é U-conexo Considere uma
U-cadeia desde s a §'. Por definicao, de Oyx.S, temos s € Oy« S para algum k& € N. Assim,
cada s € S pertence a Sy U---US,,, isto é (3.4.6(1)) é provada

(7i) Seja Q € e eseja Q@ = Q1 U---UQ, as distintas componentes U-conexas de @)
resultantes de (i). Por maximalidade, 747,(Q;) NQ; para cada ¢ # j. Assim OyQ; C Oy @ e
é limitado. Afirmamos para algumi=1,--- ,n @; € ¢. De fato () é ilimitado entao algum
Q; ¢é ilimitado, logo @); é uma vizinhanga do infinito, como dy(PNQ;) C Oy PNy Q; para
cada P € e. Entao pela observacao (3.3.4(1)) @; € e. Ora apenas um @); pode estar em e
ja que os @); sao disjuntos. Isso completa a prova de (3.4.6(ii)). |

3.4.1 Lema Principal sobre Fins

1

3.4.7 Lema. Seja ¢1, ¢5 fins de G e a, — ¢; com a, € G. Entao ou a; " se acumula no

¢y OU SEnao esd, — €1.

Demonstragdo. Suponha que a,' nao se acumula no ¢. Entdao ¢y tem uma vizinhaga
compacta @, em G tal que a,' nio se acumula em nenhum ponto de Q,. Seja Q,
qualquer vizinhanga de ¢; e @Q; = @, N G, i=1,2. Como Jy(Q)3) é limitado

Ou(Q2)a, = Jy(Qsa,) C @1 para n grande.

Seja S um conjunto limitado, pelo lema (3.4.5), se; = e; para cada s € S. Entao qualquer
conjunto limitado S é enviado dentro de )1 por S — Sa,, para n grande.

Como Jy(Q1) = Jy(QF) é limitado, Qf tem apenas um nimero finito de U-componentes
conexas por (3.4.6). Suponha Qsa, ¢ @ para um nimero infinito de valores de n. Para
cada um desses n, (Q2a, contém todo U-componentes conexas de (){ porque U-cadeias em
Q@ nao estao em Jy(Qqa,) C Q1. Como () tem apenas um numero finito muitos deles,
obtém-se contida em um ()sa,, infinitas vezes, e podemos escolher um z fixo

r € Qf N Qqa, infinitas vezes.

Em outras palavras, ra,' € @, e assim alguns pontos de acumulagao de a; ! estdo em

@,. Mas za;! e a;! tém os mesmos pontos de acumulacdo. Isto contradiz a escolha de
(@, Portanto QQya,, C @)1 para todo n grande ,isto é cya,, — ¢;. Isso completa a prova do
lema. |

No seguente exemplo provaremos que R tém dois fins, usando o lema (3.4.7).

3.4.8 Exemplo. O grupo aditivo (R,+4) é compactamente gerado, defino ¢; = {(n,o00) :
n € N}, eg = {(—o00,—n) : n € N}. Logo e, ey satisfaz (a),(b) da defini¢do. Pelo Lema
de Zorn’s, estender ey, ea, sem contradizer (a), (b). O resultado sdo as fins ¢1, ¢z de R. Isto
¢ {¢1,8} C Er temos e;Ney = 0, entdao & # ¢o. Afirmativa R tem dois fins. Suponha que
nao te dois fins, entdo existe ez com ¢1 # e3, ¢y # e3. Pelo lema (3.4.7) seja {a, = n}nen
tal que a, — ¢, entdo a,' se acumula em e3 ou esa, — & como a,' — ¢ temos que
e3a, — €1, portanto es = ¢1 jd que esn = ez, Vn € N uma contradi¢ao.
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e Sen > 1, entao o espaco Fuclideano tem s6 um fim. Este € porque R" — K tem so
uma componente ilimitada para qualquer conjunto compacto K.

Os quatro teoremas seguintes sao o que nés exigimos da teoria de fins. Eles respondem
as perguntas: Quantos fins pode ter um grupo.? Como sao as fins de grupos, subgrupos
e grupos de fatores relacionados? Como podemos reconhecer um grupo com um-fins?
Como que um grupo de dois fins se assemelham quase a Z7

3.4.9 Teorema. Se G ¢ um grupo localmente compacto gerado compactamente entao G
tem 0,1, 2, ou ¢ fins

3.4.10 Teorema. Seja G um grupo localmente compacto compactamente gerado e H um
subgrupo normal fechado compactamente gerado de G.

(i) Se H € compacto entdo existe uma bije¢io natural entre E; e Eq/n.
(i1) Se G/H ¢ limitado, entdo existe uma bije¢ao natural entre Eg e Ex

3.4.11 Exemplo. Z ¢ um subgrupo normal fechado compactamente gerado de R, o espaco
R/Z ¢ limitado, ja que R/Z = [0,1]. Pelo teorema (3.4.10), entao existe uma bije¢ao
natural entre Eg e E5. Portanto Z tem dois fins.

3.4.12 Teorema. Seja G um grupo localmente compacto compactamente gerado e H um

subgrupo normal, fechado compactamente gerado de G. Se H e G/H sao ilimitados entdo
G é um fim.

3.4.13 Teorema. Qualquer grupo de dois fins G com fins e_, e, contém um subgrupo
ciclico fechado, infinito H = {h"},ecz tal que h™ — ey quando n — +oo e G/H, H\ G
sao limitados.

3.4.14 Observagao. Quando H ndo é normal G/H nao é um grupo, mas se G/H é
limitado queremos dizer que cada classe gH estam contido em mU™ para algum m fizo.
O mapa m € a projecao G — G/H. Similarmente para H\ G = {Hg : g € G}.
Observe que G/H ¢é limitado se, e sé se H\ G ¢é limitado. Para inversio em G induz
um homeomorfismo H \ G <» G/H que as troca 7,.(U)™ e m(U)™. Usando idéias como
esta, versoes de (4.4, 5) pode ser provado quando H nao é normal. Por exemplo (3.4.10
i) torna-se Eq < Ep\a-

Aqui aplicamos o Lema principal de fins (3.4.7) para provar o teorema (3.4.9), que
responde a pergunta, quantos fins pode ter um grupo.

Demostracao do Teorema (3.4.9). Se G tem pelo menos trés fins. Temos de mostrar
que tém ¢ fins, de modo que basta provar que o conjunto £ de fins é perfeito.

Escolha qualquer fins ¢ e uma sequéncia a,, — ¢, a, € G. A sequéncia a, ! é ilimitado e
assim podemos assumir a, ' converge algum fim de G, isto é a, ! — ¢’ € £;. Escolha dois
fins do G, ¢”,¢”. distintos de ¢’ uns dos outros. Por Lema (3.4.7), ¢"a,, — ¢ e ¢"'a,, — ¢,
porque a, ' nao se acumula em ¢” ou ¢”. Disto se segue que e é um ponto de acumulacao
de outros fins ou de ¢”a,, ¢"a,, ou de ambos. (Note-se que a multiplicagao direito por
um elemento a € G déd uma bijecao de g em si, assim ¢”a, e ¢"a, ndo pode ser ambos
iguais a e. Como &g é compacto pela construcao, isso mostra que ele é perfeito e (3.4.9)
estd provada. [ |
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Seja H um subgrupo normal de G e
. G —-G/H
g —m(g) =gH

é a projecao candnica continua. Seja Q C G, 7(Q) ={y € G/H : y =7(q),q € Q} e a
imagem inversa de T' C G/H pela funcao 7 é 7 1(T) = {g € G : n(g) € T} denotemos
mQ :=7(Q) e 7 'T =77 1(T).

Demostracao de (3.4.10i). Pela hipétese H é um subgrupo normal, compacto de G
e
. G - G/H
g —mlg)=gH

é a projecao canonica continua. Define como acima

me ={1Q}ge. ¢€&q (3.1)
W_IE = {W_lT}TGE (XS gG/H

Afirmamos que e, 7 '¢ estao em um tnico fim de G/H, G, e eles sao mye, 7@13 respec-
tivamente. Onde os mapas sao definido por

-1
Ty - 5@/[{ — 5@
T 1 le
Ty gG — gg/H
¢ — Te

sao inversas umas das outras. Isso nao é surpreendente uma vez que o efeito de H é a
engrossar as coisas por uma quantidade limitada e isso nao afeta as fins.

Como 7 é continua, as m-imagem de cada conjunto compacto é compacto. Como H é
compacto o 7~ !-imagem de cada conjunto compacto é compacto. Assim, 7 e 7! preservar
limitacao.

Dado ¢ € & queremos mostrar 7e esta em um unico fim de G/H. Basta provar que
e = {mQ}ge. satisfaz propriedades (a), (b) na defini¢do de fins desde Lema de Zorn’s
nos permite estender me para satisfazer (c).

(1) Seja Q € ¢, seja V um gerador de H\ G = G/H e seja U = 7~ (V). Entao U é um
gerador de G e U D H. Afirmamos
Oy (7Q) C mIys(Q).

Seja Hg € Oy (m@). Entdo Hg = viHg; para algum Hg € 7@ e algum v; € V.
também Hg = veHgs para algum Hgs em (7Q)° e algum vy € V. Assim

vahage = g = vihiga z1=hig1 € Q
Ty = hygs € Q°
para algum hq, b}, ho, by € H | v, 09 € V. Assim
w1 = higi = hih v g € Hs(g)

i =1,2. Isto prova que g € Jy3(Q). Como Jys(Q) limitado por isso dy (7Q)) também
é. Claramente 7@ é ilimitado ja que @ é ilimitada. Este prova (a) para me.
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(2) Se @, Q' € ee U écomo acima, entao, pelo item (c) parae, 7~ 7Q, 77 1Q’ € ¢. Por (b)
da defini¢ao de fins para 7 '7QNr 17 Q" € ¢ e como TQNTQ’ = n(r ' rQNT 7 Q' €
me) provando (b) para me.

Por isso my : Eg — Egy/u ¢ bem definida.

A prova de que 7@1 1 Eq/u — &g € bem definido ¢ ligeiramente mais facil. Dado
¢ € &g/ queremos mostrar que {7 1T} re; = 7 '€ satisfaca os requisitos (a), (b) na
definicao de fins. Seja U,V como acima. Observa-se que

Oy (7T € 9y (T)

¢ limitada. 7 '7 ¢ ilimitada desde que T ¢ . Isto prova (a) para 7 '¢,(b) E claro desde
TN TNT') =a'TNa T, Portanto 7' : Ea/m — Ea é bem definido.

Como 7 '7(Q) € ¢ para todo Q € ¢ € &, temos 7@1 oy = identidade em Eg.
Desde 77! o m = identidade em G/H, temos Ty o 7@1 = identidade em Egp. Portanto,
Tyl = 7@1 completando a prova de (3.4.10i). |
Demostracao de (3.4.10ii). H é um subgrupo normal fechado, gerado compacta-
mente de G e G/H é limitado. Seja U um gerador de G e H tao grande que G/H C nU
onde 7 : G — G/H é a projegao. Para ¢ € & , ¢ € £y definimos

ie = {Q N H}gee je={T}ree

e afirmacao 4, j induzir bije¢oes inversas entre &5 , £x.

Como U = G/H, todos os pontos de G estan na U-envoltoria de H, 7, H = G. Seja
Q € ¢ € &;. Claramente Q N H tem fronteira limitada ,0gny(Q N H) Também Q N H
é ilimitado ja que @ é ilimitado e pontos de @ longe de Jyny(Q N H) tém toda a sua
U-envoltoria (incluindo assim alguns pontos de H) no conjunto ). Este prova (a) para ie;
(b) é claro desde (QNH)N(Q'NH) =(QNQ NH. Assim iy : E¢ — Ex é bem definido
por e C ixe.

Seja T' € ¢ € Ey. Afirmamos que

8U(%UT) C %U(aUBQH(T)).
Seja h € Oy (4 T). Entao

g =uig1 g1 = U,1t1
g = U292

para algum ¢, € LT, go € (JGT), ur,us, vy € U, t; € T. Mas G = 4, H assim g = uh
e go = ubhs para algum h,he € H, u,us € U. Como go nao esta em J1T, ho € H—T.
Assim

u_1u2u/2h2 = u_1u292 =h= u_lg = u_lulu/ltl
para hy € H — T, t; € T. Este prova que h € Oysng(T) e g € 1 (0p3ng(T)) como
afirmado. Uma vez que o tltimo é limitado, assim é o anterior. Claramente Oysng(T) é
ilimitado como T' é. Este prova (a) para je = {4 T }ree; (b) é claro desde (T NT") =
J(T) N o, (T"). Portanto ju : Eg — E¢ ¢ bem definido por je C jue.

A composicao iyjy € a identidade em &y porque ij(T") é apenas a U N H-envoltoria
de T' € &, e a envoltoria de qualquer T € ¢ esta em . A composigao j#ix € a identidade
em &; como a diferencia entre ij(Q) e @ ¢é limitado, @ € ¢, e como ij(Q) € e. Assim
Ju = 1;1 e (3.4.104i) é provada.

|
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Demostragao de (3.4.12). H é subgrupo fechado normal, compactamente gerado de
G e H, G/H sao ilimitados. Temos de provar G tem um fim. Como G contém o subcon-
junto ilimitada H, é, ilimitado nao compacto, e portanto, tem > 1 fins.

Seja U um gerador de G e H. Seja @ € ¢ € E;. Mostraremos Q¢ é limitado, o qual
implica G é um fim.

Seja U™ D dyQ. Como G/H = H \ G é ilimitado existem muitas classes Hg. As-
sim, muitos pontos de cada classe nao estao em U™ e muitas classes nao estao em U"
completamente.

Como vimos antes, H é U-conexo e por conseguinte, é por isso cada classe lateral Hg.
Assim se Hg é uma classe lateral que falta U™ entao (Q N Hg) U (Q° N Hyg) seria uma
divisao de Hg com a U-envoltoria de uma pega disjunta do U-envoltoria do outro. Assim,
se ele perder U™ entao ou Hg C Q) ou senao Hg C Q°.

Considere qualquer classe Hg e escrever g = uy---ug, u; € U. Esacolhe qualquer
h € H N (U"F)e, isto é escolher um elemento de H longe de dyQ. Posto que H nao é
limitado, isso é possivel.

Entao
hyugh, -+ ;uy---ugh = gh

é uma U-cadeia de h a gh evitando 0y@Q. Como H é normal, gh € gH = Hg. Assim, h e
algum elemento de Hg estao ambos em () ou em ambos Q°.

Suponha H N @ ¢ limitada, logo H N ¢) C U™. Claramente m = n — 1. Cada classe
Hg contém um elemento de Q¢ pela cadeia de construcao anterior. Assim, a classe Hg
alta de U™ sao todos em Q°. Por outro lado, se g = uy - - - ug, k < n, entao cada ponto
de Hg N (U?")¢ pode ser unida a algum h € H N (U™)¢ por uma U-cadeia evitando dyQ,
e uma vez que tal h encontra-se em (Q¢,nds temos

Hg N (U2n)c C Qc

que mostra que @ é limitada, na verdade Q C U?". Isto contradiz (a) na definigao de fins,

de modo que H N () nao pode ser limitado.

Como H N @Q ¢ ilimitado, a cadeia de construcao mostra que cada classe Hg contém um

elemento de (). Assim, todas as classes laterais ausentes U" sao totalmente contido em ().
Como H\ G éilimitado, existe alguma classe. Seja Hg; com g1 = uyy -+ - u1g. k > n+1,

U™, Hgy C Q. Seja g = uy ---u;, | < n.Usando a construcao da cadeia dois vezes podemos

encontrar uma U-cadeia a partir de qualquer x € Hg N (U*"**)¢ a Hg, = g, H, evitando

8UQ .

Hg = gH>«x

gh

Wy whyug o why - houggh, Uy - ukh
= gHegH

= Hgl

Assim, Hg N (U?*)¢ C Q e assim por
Qc C U2n+k‘

Este prova que cada ) € ¢ € £; é o complemento de um conjunto limitado, pelo exemplo
(3.3.3) e =¢g e G tem um fim. |
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Para provar (3.4.13 ) usamos trés lemas. Seja 7 um mapa continuo injetiva definido
por:

v: G — Homeo(Q)
a =1, GG

T — xa.

o denota multiplicacdo direita em G

3.4.15 Lema. Cada r, € Homeo(G) e a v r, é um monomorfismo continua G —

Homeo(G).

Demonstracao. Continuidade de r, em pontos de GG é conseqiiéncia que G é um grupo
topologico. Se e ¢ um fim de G entao a definigdo ea = {Qa}ge, deixa claro que 7, é
continuo em ¢. Como 7,-1 = r; %, 7, € Homeo(G). Continuidade de a ~ 7, s6 precisa
ser verificada em a = 1, a identidade de G, e em algum fim ¢ de G. Seja a, — 1. (
se G ¢é discreto entdo a, = 1.) Seja @ um vizinhanca de ¢ em G, Q@ = Q N G. Entdo
T, (¢) = {Qan}ge.. Claramente Q'a, C @ para n grande, Q' = @ — JyQ, e qualquer
gerador fixo U de G. portanto r,, (¢) — ¢ e (3.4.15) é provado. |

3.4.16 Lema. Seja S o subgrupo de isotropia das fins de G,

S ={s e G:es=c¢ para todo fins ¢ de G}. Entao S € um subgrupo fechado, normal do
G. Se G € de dois-fins entao ou, G =5 ou G/S ~ Zs.

Demonstracao. S é claramente um subgrupo normal desde que gsg ! fixa as fins do G,
g € G. Por (3.4.15) ela é fechado. Se G é de dois-fins entdo, cada g,¢" € G — S alternar
as fins de G. Assim, o mesmo acontece g~' e g~'¢’ € S como ¢’ € ¢S. Isto mostra H/S
tem apenas duas classes laterais, assim G/S ~ Z,. |

3.4.2 Grupo Hiperbdlico

Um grupo G ¢ hiperbdlico se tem dois fins e que sao invariantes sob a multiplicacao direito
por todos os elementos de GG equivalentemente.

3.4.17 Definicao. Seja G um grupo compactamete gerado, localmente compacto. G é
eliptica, parabolica, ou hiperbdlico se, e somente se, G tem exatamente 0,1, ou 2 fins
¢ € &g respectivamente, isto € que sao firados sob a multiplicacao por todos os elementos
do grupo (isto é ge = ¢ = eg para cada g € G).

Nao ¢é dificil ver que um grupo com um numero infinito de fins nao podem ser hi-
perbdlico. Porque se ey, ¢s sao as fins invariantes direita e e3 é uma terceira fins entao,
podemos encontrar uma seqiiéncia em G, a,, — e3 tal que a,;! — ey , usar (3.4.7) para con-
cluir (por-invariancia direito de ey, e2) que a,; 1 se acumula em ¢; e em ¢, COMO ¢ = ¢4 = 5.
Portanto, por (3.4.9), cada grupo compactamente gerado é hiperbdlico, parabdlica ou
eliptica.

3.4.18 Lema. Seja H um grupo hiperbolico e U um gerador de H. Se a,, tende para um
fim de H, entao a,'U tende para outro fim.
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Demonstragdo. Seja os fins e_, e, e suponha que a,, — ¢, mas a, 'u, nao se acumula em
¢_ pra alguma sequéncia u,, € U. Por lema (3.4.7) ¢_(a, 'u,) — ¢, ja que

(a;'up) ™t = ta, € A (a,) — ey

Como H ¢ de dois-fins, a convergéncia significa igualdade: e_(a, 'u,) = ¢, para n grande,
contradizendo hiperbolicidade. [ |

3.4.19 Observagao. Se hiperbolicidade é enfraquecido a dois-fins que (3.4.18) tornam-
se false. Por exemplo, seja G = Zqy - 7 onde-significa semi-produto direto em relagao ao
Zo-ac¢ao em Z, m — —m. (Assim, o produto semi-direto escrita Zy -7 € o conjunto de
pares (a,n),a € Zo,n € Z, com a sequinte opera¢ao (a,n) - (b,m) = (ab,n + am)). Entdo
G tém dois fins, mas (—1,n) = (—1,n)~" ambos tendem ao mesmo fins quando n — co.

Demostraca o do teorema (3.4.13). Podemos assumir as fins do G sdo invariante
direito. Caso contrario substituir G pelo subgrupo S do indice de dois construido em
(3.4.16). Seja U um gerador de G. Seja Q+ € ey tal que

HyQ_NAHyQr =0 =UNAHyQx.

Seja V' um conjunto grande limitada tal que Q_ UV UQ, =G com V D U.

Existe um Q', € ¢y, Q'. C @4, de tal modo que qualquer a € Q', tem a™! € Q_. Isso
estd implicito por (3.4.18). Existe uma Q'] € ey, Q" C @', C Q4, tal que Qra C Q4
para todo a € Q4. Caso contrdrio, existe uma seqiiéncia a,, — ¢4 tal que Qra, € Q4.
Como Jy@Q4 é limitado (OyQ)a, C @+, n grande. Como na prova de (3.4.7), isso
implica que ()1a, contém um dos componentes de um nimero finito de U-conexos de Q%
infinitamente muitas vezes, isto é * € ()1 a, para alguma constante x € Q<. Isto diz
za,' € Q, para algum x fixo. Mas por (3.4.18), a,,' — e_ e multiplicagao izquerda por
x nao afeta tal convergéncia. Por isso @’ existe como afirmado. Simetricamente, existem
QI CQ.cCcQ-,Q ,Q" € ¢, de tal modo que qualquer a € Q" tem o' € Q', ¢
qualquer a € Q" tem Q_a C Q_.

Escolha qualquer h € Q' com A~ € Q”. Como h € @, Q+h C Q1. Em particular,
h2,h3,--- todos pertencem a Q.. Afirmamos h" — e,. Caso contrario, hd uma sequéncia
infinita de potencias h* ocorrendo em algum subconjunto limitado de G. Por compacidade
local, (3.2.3), uma subsequéncia de estes convergem para algum x € G. Mas h", h™ estar
perto z significa h"(h™)~! e h™(h™)~! estao perto de 1, em particular, eles estao em U.
Podemos supor n < m. Entao

(™)t =h"" =h*h=uec U= h" =u k"
com k=m—mn—12>0. J4 vimos que h,h? h3,---,€ Q.. Assim,
hl=uh e UU Q.

que estd disjunto de Q_ por nossa escolha original de Q.. Isto contradiz h™! € Q_.
Alem disso h™ — ¢, quando n — oo. Por (3.4.18), A" — ¢_ quando n — —oo. Assim,
H = {h"} é um subgrupo ciclico infinito fechado de G. Falta mostrar G/H e H \ G sao
limitadas.

Se H é normal, entdao por (3.4.12), H \ G = G/H é limitado, pois de outra forma
GG seria de um-fins. Entao H nao é normal. Em vez disso, considere novamente os
conjuntos )+ € e utilizado acima. Como Q) h C ), obtemos uma sequéncia decrescente



36

Qy DQ.hD Q. h* - . Como A" — ey, (OyQ4)h"™ — ¢, OyQ, sendo limitado. Daqui
Np>0@h™ = (. Além disso, uma vez Q4,Qh € ¢y, a diferenca Q4 — Q1 h é um conjunto
limitado. Seja W um gerador de G contendo V e Q — @ h. Entao

Wh D (Qy — Qih)h = Qrh — Qb

e em geral WhF D Q h* — Q. hF*1. Por isso WUWhUWAR?U--- D QL UV. Isto diz
que Sy (H) D QL UV.

Nés escolhemos h para que h™' € Q”. Assim, tudo o que acontece com h a relacao
Q. ¢é verdadeiro para h~! em relagao a Q_ . Isto significa (ampliando W para incluir
também o conjunto limitado Q_ — Q_h™') J4y(H) = G e de modo que cada g € G pode
ser expresso ¢ = wh para algum h € H, w € W. Assim, G/H ¢ limitada. Para cada
g € G, gt = w'h para algum I/ € H, w' € W. Assim, cada g = (I/)"}(w')~! e assim
H \ G é também limitado. |

O préximo resultado tem como consequéncia que héd uma ordem em um grupo hi-
perbdlico que o torna parecido com Z modulo conjunto limitado.

3.4.20 Proposicgao. Seja G um grupo hiperbolico com fins ex. Entao G tem um gerador
U e existe um mapa 7 : G — Z tal que 7(1) =0 e

(1) Existem contantes positivas ¢y , Cy — 0o tal que se k > 3 entdo
!/

dat € UF = |ra — 7d'| < Gy

lTa —71d'| < ¢y = d'a™ € U”.

(2) Existe uma constante K positivo tal que para todo a € G

7(a") > K = 7(d'a) > 7(a)

7(d") < =K = 7(d'a) < 7(a).
(3) () Ny (t7H(n+ 1)) # 0 para cada x € 771 (n),n € Z
(4)

a, — ex < 7(a,) — +oo.

3.4.21 Observagao. (1) afirma bi-continuidade de T modulo U,(2) é um tipo fraco de
traslagao invariancia, (3) é uma Lei de Arquimedes modulo U. por 1 entendemos o
elemento identidade de G. Lembre-se que hiperbolicidade do G significa G é dois fins com
fins direita-invariante.

Demostragcao de (3.4.20). G tém dois fins por (3.4.13), contém um subgrupo ciclico
fechado, infinito H = {h"} tal que b — ¢; quando n — +oo e G/H ,H\ G sao limitados.
Seja U um gerador para G com h € U e A H = G = U, #0(h*). Seja

H, ={h* —c0 <k <n} T, = Ay (h™) — Ay (H,_1).

Claramente G = | J, ., T,, disjuntos e T}, sdo conjuntos limitados. Afirmamos

neL

(x)RN T e T, nez
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onde A" é a maior potencia positivo de h que esta em U. Observamos

N € U= Nt c UR™ = 24,(h™) n € Z.

Mas se hN*t" € s (h™), m < n, entao AN+ = uh™ para algum u € U, e assim RV T""™ ¢
U, a contradi¢do de h"¥ sendo a tltima potencia de h em U. Assim ANt ¢ 54 (H, 1)
provando (*).

Define 7 : G — Z por

T(g)=n+N<gel,.

Por (*) h® =1 € T_y assim 7(1) = 0.

(1)

(4)

Fixa qualquer k > 3. Seja c¢; + 1 a primeira poténcia positiva de h em G — U*~2.
Seja C, a tltima poténcia positiva de h em U2, Se a € T, e ' € T,, entdo
n—m=r71a—7ad ea=uh" a =uh™ para algum u,u € U, assim

da ' =uR™ "t isto é (u)HdaHu ="

Se |m — n| < ¢ entdao ™™™ € UF 2 assim d'a™! € U*. Se d'a”! € U* entdo
R~ € U2 assim |m — n| < C},. Isto prova (1).

Como h* — ¢, quando k — o0 existe uma constante K tal que

(h¥: k> K)n(U2HU) = §
(h* k< —K}n (U2HU) = §

onde H* = {h** : k > 0}. Se a € T,,,a’ € T,,,d'a € T, entdo a = uh™, a’ = u'h",
a'a = u"h*® assim a’a = ' h"™uh™ implica

ht = (u/>—1u1/h5—mu—1 c U2hs_mU.

Mas s —m = 7(d’a) — 7(a). Se n < —K entdao s — m < —1, isto é 7(a’a) < 7(a) tal
como afirmado. se n > K entdao s —m > 1, isto é 7(a’a) > 7(a) tal como afirmado,
provando (2).

Seja x € 771(n). Entao x € T,,_n e como x = uh™ " para algum u € U. Portanto
%U(l') Su Tty =h"N = pp N ¢ %U(hn+1_N) - %U(T_I(TL + 1))
por (*) provando (3).

Como T, C 4 (h™) = Uh™ e 77 (n+ N) = T, (4) resulta desde h™ — ¢4 quando
n — =£00.



Capitulo 4

Acoes Anosov e Axioma A:
Definicoes e Preliminares

Neste capitulo, apresentamos definigoes de k-laminagcao, hiperbolicidade normal com res-
peito a uma laminacao e algumas propridades envolvendo agoes Anosov. Na secao seguinte
vamos estender naturalmente a nocao de Axioma A.

4.1 Laminacoes

Comecamos definindo laminacdo de um subconjunto A C M sobre o conjunto de partes

2A de A:

4.1.1 Definicao. Uma k-lamina¢io de classe C™ (r > 0) de um subconjunto A C M é
uma funcao £ definida por:

K7 G L
z — L.

Onde £, ¢ dito a folha passando por x. Além disso Vx,y € A:
(1) x € Z,.

(2) Eziste uma k-variedade conexa V, e uma C" imersdo injetiva i, : V, — M com
i:(V) = %,

(3) £, =%, ouL,NZL,=10.

(4) Eriste uma vizinhanga U C A de x e uma aplicagao continua ¢ : U — C™(D*, M)
tal que ¢, : (D*,0) = (%, x), onde D¥ C R € o disco unidade fechado, e ¢, € um
merqgulho suave. A aplicacdo ¢ é chamado carta local para £ .

Seja P,(M) o fibrado de k-planos tangentes em M. O mapa definido por

TY: N — P(M)
x —T%,.
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Esta bem definido e é continuo, onde T.%, é o k-plano tangente a folha .Z, em .
A uniao de planos é um fibrado em T) M também denotado por

7% =|JT% cT\M

zEA
Quando A = M entdo £ é uma folhagao .# no sentido cléssico [1]. Isto é.

4.1.2 Definigao. Seja M uma variedade de dimensao m e classe C*. Uma folheagao de
classe C" e dimensdo n de M, € um atlas maximo % de classe C" em M com as sequintes
propriedades:

a) Se (U,p) € F entio p(U) = Uy x Uy C R xR™ ", onde Uy e Uy sao discos abertos
de R™ e de R™™" respectivamente

b) Se (U,p) e (V,1).F sao tais que U NV # () entio a mudanga de coordenadas

vop ™t pUNV) = w(UNV) éda forma oo z,y) = (hi(z,y), ha(y)),
(x,y) € R x Rm~™.

Dizemos também que M € folheada por %, ou ainda que ¥ € uma estrutura folheada de
dimensao n e classe C".

Dizemos que ¢ : G x M — M é uma ag¢ao folheada se para todo x € M o espaco
tangente a orbita de ¢ passando por x tem dimensao k fixa.

4.1.3 Proposicao ([1] Prova, Pag 26.). As orbitas de uma agao folheada formam uma
folheacao.

Portanto as ¢-érbitas de uma G-acao localmente livre de classe C”, sao as folhas de
uma folheagao .# de classe C" e codimensao dim(M) — dim(G) de M.

4.1.4 Observagao. A partir de agora toda G-ag¢ao € localmente livre. Portanto dim(O,) =
dim(Q), para cada v € M e {O,}renr = & forma uma folheagio de M.

e As p-6rbitas da G-acao, localmente livre definem uma folhacao .#. Denotamos por
T.Z o conjunto de k-planos tangentes as folhas e por T'.%, o espaco tangente a folha
de .% que passa por z.

17 = |JTF, cTM
zeM

4.1.5 Notagao. Seja £ uma laminagcao de A C M e .F uma folheacdo de M, os con-
guntos N/ L, M|.F sao espago das laminas e espago das folhas respectivamente.

4.1.1 Hiperbolicidade Normal

Hiperbolicidade no caso de difeomorfismos e fluxos é fundamental estudar este tipo de
conjuntos porque possuem muitas propriedades importantes que permitem desenvolver
uma vasta teoria para descrever a sua dinamica. Aqui generalizamos esse fato, comecamos
definindo a nocao de difeomorfismo normalmente hiperbdlico com respeito a laminacao.

4.1.6 Definicao. Seja & uma laminac¢do suave do subconjunto fechado f-invariante
A C M. Dizemos que um difeomorfismo f : M — M € normalmente hiperbdlico com
respeito a £, se para todo x € A existem subespacos N*,T.Z, e N de TAM satisfazendo:
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(i) Para todo x € A, temos uma decomposi¢io T,M = N* & T.Z, & NS, que depende
continuamente de x.

(ii) Os subespagos sao invariantes pelo mapa linear Df, : T,M — Ty M. Isto é
Df,(N*) = Ny Df,(T4,) = TLyw e Dfy(N3) = Niw-

x)’

(iii) Temos
inf{m(NYf):z € A} > 1 sup{||[N2f|| :z € A} <1
infAmNGOIL ST e e Ay >1 sup{|LofIm(ZLf)™! rx e A} <1

N3 e Df, :N:yf@ng@N;f-

4.1.7 Notagao. Porm(A) significa a norma minima do mapa linear A: m(A) = inf{||Av|| :
|lv|| = 1} e a norma do mapa linear é ||A|| = sup{||Av]| : ||v|]| = 1}
[ ¢ elemento hiperbdlico se f € Z(G) e é normalmente hiperbdlico a L.

4.1.8 Observagao. Quando A € fechado do item (iii) eziste uma métrica Riemanniana
em M e constantes 0 < A < 1 < p. Tal que para cadan € Z, ev € TAM com v # 0,
temos

|IDf™|| < \*||v|| se v € N?
p o] < [[Dfol] se v € N (4.1)
pol > [IDf ol > A seveTZ.

A existéncia de um elemento f € Z(G) que é normalmente hiperbdlico ja coloca certas
limitagoes em G. Ou variedade M é uma unica érbita ou sendo {f™} néo tem ponto de
acumulagao em G. Com efeito de (4.1) temos se o espago N* é diferente de zero, entao
m(N"f") — oo quando n — oo e ||[N*f"|| — 0 quando n — —oo, enquanto que para
cada g € G, a derivada Dp(g) tem norma e norma minima limitada, isto é m(Dp(g)) e
| De(g)]| sao finitos. Também se N® # 0 entao f" nao tem ponto de acumulagao em G
ja que a sequéncia || D f"|y+|| é limitado .

Por outro lado, se N* = 0 = N® entao T,M = T,0, para cada x € A. Ja que M ¢é
conexo, isto implica que M é Unica érbita. Assim: ou G contém no centro um subgrupo
isomorfo a Z imerso nele, ou entao M é uma unica érbita. Este iltimo tipo de agao é
sempre estruturalmente estavel. (Isso é facil de verificar e ndo tem nada a ver com a
Axioma A) e nés podemos ignoré-lo em tudo o que se segue.

4.1.2 Conjugacoes e Equivaléncias

O préximo defini¢ao generaliza algumas idéias de sistema dinamico continuo a laminagoes
invariantes.

4.1.9 Definicao. Um difeomorfismo f de M preserva a laminacao £ se, e somente se,

ele envia a lamina que passa por p , em uma lamina que passa por f(p). Diremos também
f(Z) =% ou X é f-invariante. Isto é o diagrama
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M—1 o

Mg LMy
comuta. T € a proje¢ao do ponto p € M na lamina £,

4.1.10 Definicao. Se f,g sdo difeomorfismos de M preservando as laminacoes £, L’
entao (f, L) é conjugado mddulo folhas a (g, L") se, e somente se, existe um homeomor-
fismo h : M — M levando £ -laminas em £'-laminas. Equivalentemente o diagrama

M| M)z
3 |
M) 2= M| ZL
comuta. Em outras palavras h(f(%,)) = g(h(%,)). Onde £, lamina de £ .

A seguinte defini¢ao de estabilidade estrutural para laminagoes é uma extensao natural
da nocao classica de estabilide estrutural de campo de vetores.

4.1.11 Definigao. Se f preserva L entao (f,.L) € estruturalmente estavel se, e somente
se, existe uma vizinhanca N de f em Dif'(M) tal que cada f" € N preserva alguma &’
e (f,Z) € conjugado médulo folhas a (f', ZL").

4.1.3 Propiedades Dinamicas: Sombreamento e Expansividade

4.1.12 Definigao. Se ¢ > 0, uma e-pseudo orbita de f € Dif(M) é uma sequencia
infinita {p, tnez tal que

dpr(f(Pn)s Prg1) < € para cadan € 7.

4.1.13 Definigao. Se {p,}nez € um e-pseudo orbita de f € Dif(M), diz-se que {p,} é
d-sombreado pela drbita O(y) dey € M se dy(f"(y), pn) < 0 para todo n € Z.

Um conjunto em um espaco métrico é pre-compacto, se pode ser coberta por um
numero finito de bolas abertas de qualquer diametro. Também conhecido como conjunto
totalmente limitado.

Agora definimos plaquagao, intuitivamente uma plaquacao P é uma colecao de k-
dimensional discos centrado em cada ponto x € M e de tal modo que elas variam conti-
nuamente com respeito ao seu centro: esta é uma nocgao de plaquagao.

4.1.14 Definicao. Uma placa C" em uma variedade n-dimensional W é um C" mergulho
p:DCR* = W ondeD é a bola fechada de raio um. Se w: W — M ¢é um C" imersao,
entdo dizemos que uma familia de placas P = {p} € plaquagio de w se

1. W =U,ep p(Int(D))
2. {wo p},ep € pre-compacto em Emb" (D, M).

Por abuso de notagao, nos referimos igualmente para p, w o p, p(D) e w o p(ID) como
placas. O centro de p é p(0). Uma defini¢ao equivalente para laminas é o seguinte:
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4.1.15 Definigao. Seja & um Cl-laminacao de X com folhas de dimensio k. Uma
placa é um Cl-mergulho p : By — X da bola fechada unidade B, C R sobre uma das
folhas de £.Uma plaquagio P é uma familia {p} de placas tal que cada folha de £ € a
unidao das imagens do interior de By através, de alguma placa e {p} é pre-compacto em

Emb'(By, X).

4.1.16 Definigao. Seja f : M — M um difeomorfismo que preserva £. Entao a pseudo
orbita {pn}nez Tespeita P se, e somente se, para cada n, f(pn), Pni1 estao em uma placa
comum de P.

A definicao de placa expansiva, em primeiro lugar generaliza o conceito de difeo-
morfismo expansivo.

4.1.17 Definicao. Seja f : M — M um difeomorfismo que preserva uma laminagao
Z. Dizemos que f € placa expansiva se existe um € > 0 tal que se {p,tnez, {Gn}nez s@o
e-pseudo drbita que respeita P e dy(pn, qn) < € para todo n € Z, entao para cada n , p,
e ¢, estao em uma placa comum de P.

A definicao é independente da metrica dy; e plaquagao P (com pequenas placas).

4.1.18 Observagao. Seja £ uma p-orbita laminagao de A C M. Seja n um C* subfi-
brado de TyM tal que T\M =T L @n. See > 0 € pequeno o suficiente, mais precisamente
denotemos por n(e) o subfibrado de bolas de raio € de n C ThM.

Se ' é C' perto de f e p € A entio existe um tunico ponto p' € exp,n(e) cuja f'-drbita

{(f)Y"(p')} pode ser e-sombreado por uma f-pseudo orbita que respeita P. Chamamos o
/

mapa hg: A — M canoénico candidato para a folha conjugagao hy(p) = p'.
hf’ . A — M
p = 7.

Por {z,} e-sombreado {y,} significa que dp(xy,,y,) < € para todo n € Z

4.2 Resultados de HPS

Nesta secao iremos enunciar algumas propriedades de placa expansiva e estrutura de
produto local. As suas respectivas demonstragoes podem ser encontradas em [12].

4.2.1 Teorema (HPS[12] prova (7.2)). Se f € um difeomorfismo C* de M que é normal-
mente hiperbdlico a folheacio F C', entdao f € placa expansiva.

4.2.2 Teorema (HPS[12] (7.4)). Seja f normalmente hiperbdlico a laminagao £ de A,
(i) Se £ é C' suave entio (f, L) € placa expansiva.

(ii) Suponha r > 1, (f,.L) € placa expansiva, e f' é C" perto f. Entdo o candnico
candidato para a folha conjugagao hy : A — M, é uma folha conjugagao verdadeira
L' = hpL € um C" laminagdo, f' € normalmente hiperbolico a ', e (f', L") é
placa expansiva.

Um fibrado de Banach é um fibrado em que cada fibra é um espaco de Banach.
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4.2.3 Corolario (HPS [12]). Seja E um fibrado de Banach sobre uma base compacta X.
Seja F' : E — E um automorfismo de E que leva invariante a decomposicao continua
E=FE'"®---® E* tal que

m(F)) > [|[F/TY 1<j<k—1 z€X onde Fa{':F\Eg.

Se F ¢ um fibrado de Banach, automorfismo perto de F entdo existe um F-invariante
decomposi¢ao continua E = E' DD B perto de E* @ -+ @ E*. Além de E; € o inico
F-invariante subfibrado de E perto de Ej, 1 < j <k

Pela teoria de variedade invariantes, desenvolvida por Hirsch, Pugh e Shub (ver
HPS[12]), se f é um elemento Anosov da G-acdo ¢, entdo, para cada ponto z € M,
existe uma variedade suave W*(x) tangente a N, a qual denominamos variedade estével
forte de f em x. As variedades estaveis forte definem uma folheagao continua sobre M.
Analogamente, definimos a variedade instavel forte de f em .

Pela teoria de variedade invariantes (HPS[12]), temos que

W (z) = {y € M;d(f"(y), f"(x))§™" = 0, quandon — oo},

onde & = sup||Df
entao

~¢||. Em particular, se f é um elemento Anosov central de ¢ e g € G,

g(W*(z)) = W*(g(z))
De fato, se y € W**(x), temos que

d(f"(g()), f"(g(x))§" = d(g(f"(y)), g(f"(x))) < Lip(g)d(f"(y), f"(x))§" — 0.

Analogamente g(W"%(z)) = W"%(g(x)) para cada g € G. Em resumo, se .# denota a
folheacao definida pelas p-érbitas e f é um elemento Anosov central, entao cada elemento
g € G preserva a decomposicao

TM =N"®T% @& N°
definida por f.

4.2.4 Teorema. Seja ¢ uma G-acdo e A subvariedade, C' e compacto de M que € inva-
riante pelo difeomorfismo f := p(f) € Dif"(M) (r > 1). Seja £ a p-orbita laminagdo
de A, se f € normalmente hiperbolico a £, respeitando TaAM = N* & T.L @& N°. Entao
para algum € > 0 e para cada p € N existem W2*(p), W**(p) chamados respectivamente
a variedade estdvel forte e variedade instdvel forte de p, tangentes C* a Ny, Ny emp e
eles sao caracterizados por:

o W2(p) = {x € M : dy(frz, f"p) < e Vn > 0 e dy(f"z, f*p) — 0, quando

€

o Wi (p)={x e M :dy(f"x, ["p) <eVn >0 edy(f "z, f"p) = 0, quando

€

o f-invariantes, isto é fW25(p) C W2(fp), W¥(p) C fWx(f~1p)
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4.2.5 Observagao.

» A wvariedade W**(z) wvaria continuamente com x € A. Mais precisamente, se f

¢ C" en = dim(N?®) eriste uma vizinhan¢a V de x e uma aplica¢ao continua
OV — Emb" (D", M) tal que

D(@)(0) = o e B(x)(D") = W(z).
D™ C R™ € o disco unidade fechado e Emb™ (D", M) familia de mergulhos.

» Do teorema acima temos para cada p € A, T, W (p) = N, e T,W(p) = N} onde
T,M = N & T.%, & N;

Claro, substituindo f por f~!, obtemos a teoria de variedade instével correspondente.

4.2.1 A Teoria Local da Variedade Invariante

Pela teoria de variedade invariantes, desenvolvida por Hirsch, Pugh e shub (ver HPS[12]),
Para cada elemento hiperbdlico sao associados estruturas de variedades. Através de cada
érbita O(z) em €2, passam variedades tnicas f-invariantes W*(x) e W#(x), intersectando-
se transversalmente em O(x).

4.2.6 Teorema. Seja ¢ uma G-agao e f um elemento hiperbolico, seja O qualquer orbita
fizo em Qg e f:= o(f) € Dif" (M) normalmente hiperbolico a O respeitando ToM =
N*®TO & N°. Entao existe € > 0 e para cada x € O temos:

(a) Existencia: Existe localmente variedades f-invariantes W(x) e We(x), tal que

para cada p € O(x) temos. T,W(x) = Ny © T,0(x) e T,W(x) = T,0(x) © N;.

(b) Caracterizacao: Local da variedade e-estavel e variedade e-instavel respectiva-
mente:

We@) =w0) = |J wew)
z'eO(x)
We(a) =Wro@) = | we()
z'eO(x)
(¢c) Suavidade: W*(z) , W2 (x) e O(x) sao de classe C".

€

(d) Laminagao: FEzxistem variedade estavel forte W (x) e variedade instavel forte
Wi (z) de x. As fibras W (x), W™ (z) sao caracterizados por

wez) = J FrweE(fre) e W) = [ frwe e

n>0 n>0

(e) Caracterizacao: Global da variedade estavel e variedade instavel respectivamente:

Wiz) =W0(x)= ) W*@) =]V ()

z'eO(x) geG

W (zx) = W'"O(x) = U W () = U gW ™ (z).
z'€O(x) 9eG
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Como W**(x) = U,so [T"WE(f"2) = U,50 [T"WZ(f"x) para cada o > 0, entdo
gWes(p) = W**(gp) para cada g € G. -

Pelo fato de que ¢ é uma agao localmemte livre, as dérbitas O C (), sao subvarie-
dades imersa de M e g-invariante. As variedades W7(x) sdo f-invariantes significa que
fWeo(x) =W (fx), parac = s,u ja que gW?* (p) = W*¥(gp) paracada g € Gep € O(x).
No caso local, f-invariante significa fW?(z) C W2(fz), f7'W¥(z) C W(f'z), do item
(d) se deduz W2*(x) C W*(x) e Wi (x) C W™ (x).

Mas quando ¢ é hiperbdlico a A, entao a centralidade de f e a caracterizagao de
W5(p) implica que as fibragoes estdveis fortes e instaveis fortes sao invariantes por todo a
G-acao, nao apenas por f. Isto é, p(g)(W*x) = W*(p(g,z)) Vg € G. Da mesma forma
para W". J4 que W*(x) consiste das fibras W**(2") com 2’ no conjunto invariante O(z),
We(z) e W¥(z) sdo também p-invariantes.

A partir da caracterizacao de variedades estaveis fortes é evidente que qualquer W**(zy),
W**(x9) sdo iguais ou disjuntos.

4.2.2 Estrutura de Produto Local

Aqui generalizamos alguns resultados de HPS[12] para laminagao de dimensao > 2, usando
crucialmente uma ideia de Rufus Bowen [19]. Nesta se¢do assumimos que f ¢ um dife-
omorfismo de M, normalmente hiperbdlico a laminacao . do subconjunto compacto A.
Denotamos por W = WX*A = UpeAW2(p) € W2 = WEA = UpepaW2*(p).

4.2.7 Definicao. .Z ¢ subordinada a W" se, e somente se, cada W"(Z,) intersecta a
lamina £, em um subconjunto relativamente aberto de £, para p,q € A. Similarmente
para W2,

Seja f elemento hiperbdlico de uma agao de grupo. Por a teoria local da variedade
invariante, temos para cada x € A, W¥(z) m W?(z) # 0. Logo como a decomposi¢ao
TAM = N*®TL® N® é continua, é claro que, para € > 0 suficientemente pequeno, existe
0 > 0 tal que

r,y €N, dz,y) <d=W'x) hW:(y) #0.

4.2.8 Definigao. Seja f normalmente hiperbdlico a laminagio £ de A. Entdo, (f,\)
tem e-estrutura de produto local se, e somente se,

WH(A) N WE(A) = A para algum € > 0.

Equivalentemente, W*(A) N WE(A) C A se, e s6 se para cada x,y € A com x perto de y,
temos que W (x) h We(y) C A.

O importante da definicao acima é que o conjunto ou ponto de intersecao das varie-
dades fracas pertencem a A.

4.2.9 Definicao. (f,.Z) tem e-estrutura de produto local se,e somente se, (f,A) tem
e-estrutura de produto local e £ € subordinada a W*,W?*.

4.2.10 Definicao. A € localmente mazximal se ele tem uma vizinhanga em que € o maior
conjunto f-invariante.

Claramente se (f,.Z) ¢ normalmente hiperbdlico e A é localmente maximal entdo
(f,A) tem estrutura de produto local. O seguinte teorema é um tipo reverso a este
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4.2.11 Teorema (HPS[12] (7TA.1)). Se (f,.Z) tem estrutura de produto local e hy : A —
M € o candnica candidato para uma folha conjugacao (ver observagdio 4.1.18), f' perto de
[, entao ' = hp A € uniformemente localmente f'-maximal. Isto €, existem vizinhangas
UdeA el de f tal que N’ é o mazximal invariante de U com respeito a f' € U.

De fato, pode-se mostrar que se um ponto x € U pertence a alguma d-pseudo orbita
para frente para f’ que esta totalmente em U entdo z pertence a WA’

4.3 Acoes Hiperbdlicas e Axioma A

Nesta secao apresentamos defini¢coes e algumas propriedades envolvendo agoes Anosov,
acoes hiperbdlicas e Axioma A.

4.3.1 Definicao. Seja G um grupo de Lie conexo e ¢ uma agdo de classe C* localmente
livre de G sobre uma variedade diferencidvel M. Dizemos que ¢ € uma a¢ao Anosov se
eriste [ € Z(Q) tal que f : M — M ¢é um difeomorfismo normalmente hiperbolico com
respeito a @-orbita folheacao % . Neste caso, dizemos que f é um elemento Anosov de

®.

4.3.1 Exemplos de Acoes Anosov

A seguir daremos alguns exemplos de acoes Anosov de R* [2]. Enquanto que no caso de
fluxos e difeomorfismos existe uma abundancia de exemplos, no contexto de acoes de Z* e
R*, muito pocos exemplos sdo conhecidos, além dos padrdes (que iremos mencionar logo
en seguida). Faremos aqui a apresentagao de alguns exemplos.

4.3.2 Exemplo (Suspensao de uma acao de R*~! por um difeomorfimo). Seja M
uma (k + 1)-variedade C*>* e f: M — M um difeomorfismo parcialmente hiperbdlico, de
classe C™ (r > 0) e p : RE"Lx M — M uma ag¢io C" (r > 0), localmente livre que comuta
com f, (isto €, fop(v) =)o f, Vv e RF!)

A suspensao de ¢ por f € a acio ® de R¥ ~ RF"! @R sobre M x R dada por

(av b) ’ [Z,t] = [@(a)(x)’t+ b]

A wvariedade My quociente de M x R pela relagio de equivaléncia: ~ tal que (z,t) ~
(f™(z),t +m), Vm € Z, munida dessa agio de R* é chamada 1-suspensio Anosov.
Claramente, é uma agdo Anosov de R¥, para o qual o elemento de coordenada (0,1) em
RF ~ RF1 @R ¢ Anosov.

4.3.3 Exemplo (Suspensao de uma acao de Z* ). Seja ¢ : Z* x M — M uma agdo C"
(r > 0). Considero a agdo C" de ZF em R* x M definida por : (z,p) = (v — 2z, ¢(z,p)).
Tome o espaco das orbitas dessa acao

N =R* x M/Z".

Note que a agdo de R¥ em R¥ x M por ¢(y,n) = (¢ +y,n) comuta com ZF-agoes e entio
induz em M uma RF-acdo C", que é chamada de suspensdo de p. Agora, suponha que
pelo menos um elemento a € Z¥ age como um difeomorfismo de Anosov em M. Entdo a
suspensdo ¢ uma R¥-acdo Anosov.
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Note que nas seguintes defini¢oes (4.3.4), (4.3.5) e (4.3.6) nao estamos assumindo co-
nexidade do grupo. Neste cendrio, pode-se obter uma decomposi¢ao espectral do conjunto
nao-errante definido.

4.3.4 Definigao. ¢ é uma G-ag¢ao hiperbolico se M € folheada pelas p-orbitas e algum
f € Z(G) é normalmente hiperbolico a @-drbita folheagdo de M.

Por exemplo, acoes Anosov sao G-acoes hiperbdlicos. A centralidade de f em G é uma
grande hipdtese, porque agoes hiperbdlicos incluem Z-agao de um difeomorfismo Anosov,
R-agao de um fluxo Anosov, e de fato todas as agoes Anosov de grupos abelianos.

4.3.5 Definicao. Uma G-acao ¢ de classe C' é hiperbdlica sobre A C M se, e somente
se, A € laminado pelas @-orbitas e existe f € Z(G) tal que f = o(f) é normalmente
hiperbolico a p-orbita laminagao de A.

Agora vamos estender naturalmente a nocao de Axioma A determinada por Smale
para G-acoes.

4.3.6 Definicao (Axioma A). Uma G-acao ¢ satisfaz o Axioma A se, e somente se,
2, € laminado pelas p-orbitas e

A(i) Algum f € Z(G) € normalmente hiperbolica a p-orbita laminacdo de €,
A(ii) as orbitas compactas sio densos em €.

Se ¢ é uma G-agao hiperbdlica, entdo, ele satisfaz Axioma A(i). Se Q@ = M e ¢
satisfaz Axiom A(i), entdo, ¢ é hiperbdlico. Mesmo para Z-ag¢oes ainda nao se sabe se

A(i) = A(ii).

4.3.7 Notagao. O elemento f do item A(i) da defini¢io (4.3.6) é chamado elemento
hiperbdlico. Azioma A(i) poderia ser chamado de Q-hiperbolicidade de ¢ e hiperbo-
licidade de ¢ poderia ser consistentemente chamado M -hiperbolicidade de .

Para provar o seguinte resultado aplicamos os teoremas de fins (3.4.10) e (3.4.12).

4.3.8 Teorema. Se ¢ ¢é G-ac¢ao e satisfaz Azioma A em M com mais de uma orbita,
entao G tem um ou dois fins.

Demonstracao. Seja H subgrupo de G gerado por um elemento hiperbdlico f. Como M
tém mais de uma 6rbita entdo {f"},ez nao tem ponto de acumulagdo em G. Logo H é
um subgrupo ciclico fechado nao-compacto de G isomorfo a Z. Como f é central, H é
normal em G. Se G/H é limitado, entao por (3.4.10ii) o grupo G tém dois fins, porque
H tém dois fins. Se G/H é ilimitado, entdo por (3.4.12) G tem um fim. [



Capitulo 5

Decomposicao Espectral Axioma A e
Classe Homoclinica

Aqui estudamos um resultado bdsico da Teoria de Smale [21] generalizada para agoes.
Também generalizamos o teorema de estrutura do produto local HPS[12] para laminacao
de dimensao > 2. Como consequéncia da estrutura do produto local, temos a prova do
teorema da Decomposicao espectral. Logo, podemos definir a nocao de ciclos, para provar
que toda acao que satisfaz Axioma A, nao tem auto-ciclo e o nao errante é todo M, ou GG
é hiperbdlico, ou seja tem dois fins invariantes. Finalmente apresentamos um resultado
particular para Z-a¢oes decomposicao da classe homoclinica.

Iniciamos aqui com um resultado basico da Teoria de Smale [21] generalizada para
acoes.

§ Teorema (-Decomposicao. Seja ¢ uma G-agio C! satisfazendo o Azioma A.
Entao, existe uma unica decomposicao:

Q=0 U ..U,

onde €); sao compactos, disjuntos, p- invariantes e indecomponivel. Em cada $;, ¢
¢ topologicamente transitiva.

A prova do teorema 2-Decomposicao ocorre depois. Varias preliminares sao ne-
cessarias para provar este teorema. Como consequéncia do teorema de estrutura do pro-
duto local, obtemos 2-decomposicao, assim como para os fluxos. Os (2; sao chamados
conjuntos béasicos para .

5.0.9 Teorema (FEstrutura de produto local). Se f é um elemento hiperbdlico de uma
agao ¢ que satisfaz o axioma A. Entao (f, L) tem estrutura de produto local quando £
¢ a p-orbita laminacao de €,.

Dois lemas preliminares sao necessarios para provar o teorema de Estrutura de produto
local. Primeiro vamos provar um simples

5.0.2 Lema de Intersecao

Lembre-se que uma agao ¢ é hiperbdlico a A C M se A é laminado pelas p-Orbitas e existe
f € Z(G) que é normalmente hiperbdlico a p-6rbita laminagao de A.

Pelo teorema (1.2.6) um subgrupo fechado de um grupo de Lie, é um subgrupo de Lie, e
da teoria local da variedade invariante temos O(x) M W*¥(z) # () para cada = € A.



49

5.0.10 Lema (Lema de intersegao). Seja ¢ hiperbolico a A com elemento hiperbdlico
f. Sejam Oy, Oy drbitas em A. Se x € W*Oy th WOy entao x € W™ (x) h W*O,.

Demonstracao. Por hipotese f elemento hiperbdlico, entao pela f-invariancia da variedade
instavel forte e variedade estavel, é suficiente provar quando x € W*O, e € > 0 pequeno.
Seja x € W (p) C W™ (p), p € O;. Seja G a componente conexa de 1, a identidade, em
G pela obsevagao (1.2.2) G é um subgrupo fechado. Assim, o subgrupo de isotropia local
I, ={g € Gi: v(g,p) = p} é fechado, entao pelo teorema (1.2.6) é uma subvariedade C"*
de G. A restricao ¢ : G x {p} = Oi(p) ¢é imersao e dim(G) = dim(O:(p)), entdo Y|cx(p}
¢ um difeomorfismo local de classe C' em 1 € G.

Logo seja D um pequeno disco suave em G intersectando transversalmente a sub-
variedade I, em 1. Entdo ¢|px, ¢ um difeomorfismo de uma vizinhanca de ¢(1,p) =
p em O; e, pela teoria local da variedade invariante Oi(p) intersecta W""(p) trans-
versalmente em p, ¢(D,x) intersecta W*%(p) = W"*(x) transversalmente em z onde
dy(z,p) < e. Como p(D,z) C O(x). Logo O(x) também intersecta W™ (p) transver-
salmente em z, ou seja T,(W"O,) = T,0(x) + T,W"(p) C T,(W"O,). Pela hipétese
W*O, intersecta WO, transversalmente em z, isto é T, M = T,(W?*QOy) + T,(W"Oy).
Assim, T,M =T, (W?*0y) + T,,0(x) + T,W""(p), e como T, O(z) C T,,(W?*0O;). Portanto
x € W (x) h W*0Os.

|

O préximo lema é a chave para muitos problemas. Diz-se que se O, Oy sao érbitas
compactas em A e W*O; h W50, # ). Entao WO, N W Oy C Q.

V()

5.0.11 Lema (Cloud Lemma). Seja ¢ hiperbolico em A com elemento hiperbélico f.
Seja O1, Oy p-orbitas compactas em A. Se W'Dy, e WOy tem pelo menos um ponto de
intersecgao transversal entao WO, N W*Oy C (.

Demonstracao. Ver Figura acima. Seja y € W?*Op N W"O,, pela caracteizagao y €
W (ph) N W#5(p)) onde p] € Oy, py € Oy. Por hipotese 3z € WO; th W*O,, entao
x € W™ (py) N W*(py) para py € Oy, po € Oy. Pelo Lema de interseao (5.0.10), x €
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WU (py) h W3Oy . Seja U qualquer vizinhanga de y em M e S um conjunto compacto
em G. Temos de mostrar que gU NU # () para algum g € G — S.

Posto que O; e Oy sao compactos e G é compactamente gerado, entao existe um
subconjunto compacto () C G tal que

Qp1 =01 Qpy = Oy, para cada p; € O71 e py € Os. (5.1)

Onde Qz = {¢(q,2) = qz : ¢ € Q} e para cada n € N, f*(p}) € Oy, por (5.1) temos
Qf™(p}) = Oy, entao escolha ¢, € Q tal que

fn(Py) = p1 para todo n € N onde f,, = ¢, f".

Como {p(g) € Dif(M) : g € Q} ¢ um subconjunto compacto do Dif(M) e y € W**(p}),
logo

d(gnf"(Y), @nf" (1)) = d(gnf"(y),p1) — 0, dai fu(y) = p1 quandon — oo (5.2)

seja gn = Gnfq, ", implica que g,(p1) = p1 para cada n € gngn-1--- g190(y) = fuly) — p1,

pelo usual A-Lema mais a p-invariancia de W*Q,, W*O;, mais a comutatividade das f"

e g, segue-se que f,U contém um disco D,, quase igual & W*"p;. Temos x € W""(p;)

W?#QO, dai em particular, para n grande, D,, intersecta W*QO, perto de x, como D,, C f,U,

entao existe z,, € f,U N W?*(pg,) tal que z,, — x, pa, — po2, com a > 0 fixo (grande).
Mais uma vez, Qf"(p2n) = Os dal existe ¢/, € Q tal que

0 f" (P2n) = Ph-
O A-Lema aplicado novamente produz discos D!, em ¢/, o f" o f,,(U) quase igual & W"¥p,.
Assim,

g UNU £

onde g, = ¢, "¢ f" = ¢\,qnf*". Como {f"} nao tem ponto de acumulagao no G e uma
vez que os ¢, q, € @ que é compacto, {g,} nao tem nenhum ponto de acumulagao em G
assim a maioria dos g, estao fora do determinado conjunto compacto S. Isto prova que
gUNU # () para algum g € G — S e completa a prova da Cloud Lemma. |

Demostracao (Do Teorema Estrutura de Produto Local). Por hipétese ¢ é uma agao
que satifaz Axioma A, assim 2, ¢ um conjunto hiperbdlico para ¢, entao existe ¢ >
pequeno tal que W¥(x) h Wg(z) # 0 para cada x € Q,. Como a decomposi¢ao

To,M = N*© TL @ N® ¢ continua, ¢ claro que para cada p,q € €), com p perto de
q temos

d(p,q) < e Wt (p) hWe(O,) # 0
= (5.3)
P.q €N, We(q) M WE(Oy) # 0.
Por Axioma A, as érbitas compactas sao densas em (2, e p, ¢ podem ser aproximado por
p',q em Q, com Oy, Oy compacto.
Pela persisténcia da transversalidade, as correspondente intersecoes para p’, ¢ perto
de p, g respectivamente sao nao vazios, isto é

d(p’,q') < 2e W (p) N W5.(Oy) # 0
N (5.4)
v,qd €Q, 5 () NW5(Oy) # 0
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pelo Cloud Lemma, os pontos da interseao de (5.4) estao em ,. Como €2, é um subcon-
junto fechado de M, assim, o conjuntos de pontos da interse¢ao transversal de (5.3) estao
em . Isto prova que (f,€),) tem estrutura do produto local. Por teoria local da varie-
dade invariante (4.2.1), as variedades estaveis e instaveis das érbitas sao p-invariantes, ou
seja gW™(z) = W (gz) e gW?(x) = W?(gx) para cada g € G. Assim, a érbita laminagao
de €, é subordinado ao #™*, #* entao (f,.£) também tem estrutura do produto local. W

Como consequéncia da estrutura do produto local, obtemos 2-decomposicao, assim
como para os fluxos.

5.0.3 Prova do Teorema Decomposicao Espectral

Decomposicao espectral mostra que o conjunto nao-errante de uma acao de grupo Axioma
A se divide num ntimero finito de componentes tal que em cada uma destas componentes
a acao ¢ topologicamente transiva.

5.0.12 Teorema. Seja ¢ uma G-agio C' satisfazendo o Axioma A. Entao, existe uma
unica decomposi¢ao

O, = U...UQy

Tal que os €; sao compactos, disjuntos, @-invariantes e indecomponiveis. Em cada €);,
¢ topologicamente transitiva.

Demonstracao. Seja ¢ uma G-agao que satisfaz Axioma A em M com elemento hiperbo-
lico f. Seja e suficientemente pequeno tal que (f,(2,) tem 2e- estrutura do produto local.
Seja p € Q,. Considere qualquer vizinhanca V', V' de p tendo diametro < e. Entao

Sat(V N Q) = Sat(V' N Q). (5.5)

Para verificar (5.5) basta provar V' N C Sat(V N Q) pela invarianga de Q. Com efeito
seja z € V' N Q entdo Axioma A diz que p e z podem ser aproximados por p’ e 2z’ tal que
O(p') e O(2') sdo compactos e p' € VN Q. Por 2e- estrutura do produto local,

d(p',7') < 2¢ Wi (0") h W5.(0x) # 0
=
p/> Z/ € Qs@ W2UEU<Z/) rh WZSE(OP/) 7é @

pela prova do Cloud Lemma, existe () C G compacto tal que para cada w € O/, temos por
(5.2) Qu = O, e como existe x € W3 (p') h W5.(O,) tal que f,,(z) = 2" ed(f"z, f*p') —
0, entdao ¢, f™(p') — 2 onde (¢m)men C @, portanto z' € Sat(V N Q). J4 que 2/
¢ arbitrariamente perto de z e Sat(V N Q) é fechado, z esta também em Sat(V N Q)
completando a prova de (5.5).

Agora defino Q(p) = Sat(V N Q) para qualquer vizinhanca V' de p tendo diametro
< e. Entao Q(p) é compacto, ndo vazio, e p-invariante. De (5.5) vemos que tanto
Qp) = Q) ou Qp) N QYY) =0, p,p € Q. Seja U, uma vizinhanga aberta de Q(p)
tal que d(Q(p), M \ U,) < g, implica que U, = Uy ou U, N Uy = (. Neste sentido, a
familia {U),},ecq é um cubrimento nao sobrepostos de €2 por vizinhancas abertas . Sendo
() compacto existe um cubrimento finito por vizinhancas UII)S, dai um numero finito de os
Q(p)'s cobrem Q e eles formam o Q-decomposicao Q, = 2y U ... UQ,,.

Seja V, V' vizinhangas abertas de p,p’ € Q,. Entao Q(p) = Q(p') = Q; comprova que
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gVNnQ)N(V'NnQ,;) # 0 para algum g € G, isto é plg, é topologicamente transitiva.
Claramente, transitividade topoldgico implica indecomponibilidade.

Unicidade da decomposicao suponha que Q, = QU ... UQ,, e Q, = QuU..uQ,
onde €); e Q; sao disjuntos, compactos, @-invariates, indescomponivel respectivamente:
dai temos Q, = U; ;€2; N Q; ¢ uma contradicao indecomponibilidade a menos que os §;
Sa0 0s Q; [

Note que cada ¢-6rbita O C €, sendo conexo, estd em apenas uma peca §;.

5.0.4 Ciclos

H& um ordem parcial (<) sobre os conjuntos basicos de uma agao de grupo Axioma A.
Isto é

Q;, <y, se, e somente se, ) # W"(x) N W?*(y) & Q para algum = € Q;, y € Q
1<j<n-1

ij4+1

» Com esta propriedade, podemos definir a nocao de ciclos. dizemos que a agao ¢
Axioma A tem um n-ciclo se existe uma seqiiéncia de pegas basicas tal que €2;, <
e = Qin == Qi17 n Z 2.
» Um auto ciclo (ou 1-ciclo) ocorre quando n = 2.
Q; < §; se, e somente se, existe z € W (x) N W?*(y) & Q com z ¢ €;, para algum
x,y € €.

Por exemplo na figura temos um 3-ciclo sobre as pegas basicas 2y, 29, Q3.

Wz,

Em (5.0.18) mostra-se que a existéncia de ciclos é independente de qualquer elemento
hiperbdlico f que nés escolhemos em G.

Aqui esté outro resultado qualitativo sobre o conjunto nao-errante para uma acao de
grupo Axioma A.

5.0.13 Teorema. Uma G-ag¢do que satifaz o Axzioma A ndo tem auto ciclos.
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Demonstracao. Seja € = €, U---U(Q, por decomposicao espectral de €2. Suponha que €;
tem um auto ciclo, isto é existe z € W*€Q; N W*Q; para algum ponto z € M — €2;. Como
WS = Uyeq, W*(y), entao z € W (p) N W**(p) para algum p,p’ € ;. Seja U uma
vizinhanca de z e dado um subconjunto compacto S de GG. Por transitividade topoldgica
em §2;, qualquer vizinhanca pequena de p intersecta uma -6rbita em (2; passando arbi-
trariamente perto de p’. Por Axioma A ele pode ser aproximada por uma érbita compacta
O passando arbitrariamente perto de p e p’. Em particular, U N W*O e U N W3O sera
nao vazio. Fixa a érbita O e existe um conjunto compacto Q C G tal que Qxr = O para
cada z € O. Pelo A-lema como na prova do Cloud Lemma, ha um elemento f, em G da
forma.

gn=f"0oquof"=f"ogq,

tal que g, UNU # 0, g, € Q, e n é arbitrariamente grande. Comohj {f"} nao tem nenhum
ponto de acumulagao no G, também a seqiiéncia {g,} ndo tem. Assim, a maioria dos g,
estao fora de S logo z ¢ um ponto nao-errante, isto é z € €, para algum j. Se j # 4, entao
(2; é compacto, invariante, e disjuntos com Q e d(f"z, f"p’) — 0 dai f"z nao poderia
tender a ; porque d(£2;,€2;) > 0. Assim z € {); uma contradicao. Isto prova (5.0.13). W

Por estrutura do produto local, o préximo teorema aplica-se quando Q, = A e ¢ ¢é
uma acao de grupo Axioma A.

5.0.14 Teorema. Seja ¢ uma G-ag¢ao hiperbolico a A com elemento hiperbélico f. supo-
nha (f,£) tem estrutura de produto local, onde £ ¢é a p-drbita lamina¢ao de A. Entdo
existe uma vizinhanca U de A tal que qualquer ponto x cuja f-iterada para frente per-
manecem em U, encontra-se em W2*(z') para algum ' € A. Da mesma forma f-iterada
para tras e W,

Demonstragao. Este é um caso especial do teorema (4.2.11). |

5.0.15 Corolario. Se ¢ ¢ uma G-ac¢ao que satisfaz o Azioma A com elemento hiperbolico

f e decomposicao Q = Q U---UQ,, entdo 00, intercepta pelo menos dois pecas bdsicos
Us, v € M —Q.

Demonstragao. Por (2.2.2) o bordo de qualquer érbita estd em €. Isto é 00, C Q. Se
00, C §; para algum tnico ¢ entdo os pontos de acumulacao de (f"x) estao em ;. Isto
¢ f"x — ; quando n — oo. Dai as f-iteradas estao em alguma vizinhanca de 2 por
(5.0.14), x € W™ (2") N W*5(2") para algum 2/, 2" € Q;, isto é Q; tem um auto ciclo, isso
contradiz porque uma acao Axioma A nao tem auto ciclos. [ |

5.0.5 Aplicacoes de Axioma A e Fins

Chegamos a um dos resultados principais. Isto é, se ¢ é uma agao de grupo Axioma A e
Q, # M entao G ¢é hiperbdlico (ver [18]). Para provar aplicamos propriedades de fins e
decomposigao espectral.

5.0.16 Teorema. Se ¢ € G-acao e satisfaz Azioma A em M entao ou §d, = M ou sendo
G € hiperbalico.

Demonstragao. Suponha €, # M. Entao M tém mais de uma érbita logo pelo teorema
(4.3.8) G tem um ou dois fins; devemos mostrar que ele ndo tem apenas um fim e que os
fins sao direita-invariante.
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Por Decomposicao Espectral, (5.0.12) Q, = Q; U --- U €, onde os ; sao disjuntos.
Como ¢ ¢é topologicamente transitivo em cada §2;. Seja x € M — ), e considero a 6rbita
de z, O,. Por (5.0.15) 00, nao pode estar inteiramente em um conjunto bdsico, ele deve
estar em pelo menos dois, isto é

00, C A_UA, Ay = A=
J#i
e f"x — x4 € AL para alguma sequéncia n, — +o0o quando & — +o0.

Seja U um gerador fixo de G. Sejam N, pequenas vizinhancas disjuntos de A1. Entao
G=L_USUL, onde

S={9eG:9v e M—-(N_UN,)}

Li:{gEG:g:ceNi}.

Claramente S é compacto. Como Ay sdo p-invariantes ¢(U, Ay) = Ax. Porisso p(U, N_)N
©(U, N,) = ) para as pequenas vizinhangas N por continuidade de ¢.
Para cada ugs € 4 (Ly), g+ € Ly,

p(ugs, r) = p(u, p(g+, ) € (U, Nz)

H(L_)N Ay (Ly) = 0. Dal, 0y(Ly) C 7S portanto Jy(Ly) é limitado. Desde que Ly
contém um numero infinito de potencias de f e una vez que Z ~ {f"} é um subgrupo nao
compacto fechado de GG, Ly é ilimitado. Pelo Lema de Zorn’s, existem fins ey contendo
Ly Jique L_.NLy=10,e_ #ey,istoé G tem > 2 fins. Como G tem um ou dois fins
entao, ele tem exatamente dois fins, e_ e e,.

Resta mostrar ey sao direita-invariante. Suponha que G tém dois fins, mas nao hi-
perbdlico. Considere o subgrupo isotropico H = {h € G : ¢h = ¢, Ve € E;} das fins
como em (3.4.16). Escolha qualquer g € UN (G — H). Entao g comuta as fins: ey g =e_,
¢e_g =ey. Porisso, se f" € L, ek é muito grande, entao f™ € L_. (N6s ainda nao esta-
belecemos que f™ — e quando n — 0o apenas que isso vale para uma subsequéncia.)
Como f estd no centro de G,

o(f"™g,x) = (g™, ) = p(g, o(f™, ) € (U, Ny).

Mas ¢(U, Ny) N N_ = (), como f™g nao pode pertencer a L_. Assim, nao existe tal g e
a prova de (5.0.16) estd completa. [

5.0.17 Corolario. Se ¢ ¢ uma G-acdao que satisfaz o Arioma A com elemento hipebdlico
f eseQ, # M entao f* converge a um fim de G quando n — oo e para o outro quando
n — —oo.

Demonstrag¢ao. Sejam Ay, Ny, Ly, S, ng como em (5.0.16). Podemos supor f € U, o
gerador de GG. Como S é compacto e {f"} é fechado ndo compactos porque M tém mais
de uma drbita, logo existe um inteiro ng tal que n > ng implica f™ nao esta em S. Como
o(U, N )NN_ =0, f~*! € L, para qualquer n > ng tal que f™ € L,. Visto que ng — oo
quando k£ — oo podemos comegar em qualquer f™ € L, com n; > ng e ter a certeza de
ficar em L, para todo f™, n > ny. Porisso f™ — e, quando n — oo. Por (3.4.18), f~"u,
tende para outro fim, u, € U isto é f~" — ¢_ quando n — —o0. |
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Voltemos ao problema da defini¢ao intrinsecamente quando uma acao tem ciclos. Se
¢ é uma G-acao que satisfaz o Axioma A com (2-decomposigao M # Q, = QU --U,.
Por (5.0.16) G é um grupo hiperbdlico, seja ey as fins de G, e U um gerador de G e sejam
Ny, -+, N,, as pequenas vizinhangas abertas de €2y,--- ,§,,. Para qualquer z € M —
seja

le{geGg:UENZ} ’l:l,,m
Como €; é p-invariante, os S L; sao disjuntos, assim como na prova de (5.0.16), pelo
menos se os IV; sa0 pequenos o suficiente. Além disso, como em (5.0.16), cada L; pertence
a um fim ¢; de G. Como G é de dois-fins concluimos que 00, interseca no maximo dois
pegas s. Por (5.0.15), 00, interseca pelo menos dois 2.s, sejam eles €2;,,€;,. Define

0+0, = ﬂ ©(Q, x) = limit,,. pontos de gz
QEet

onde limit,_,., pontos de g = {p € M : g,x — p quando g,, — ey }.

Entao 00, = 0-0, U 0,0, C Q;, UQ,;,. Observa-se que 0,0, encontra-se em um
conjunto bésico e 0_QO, no outro. Porque L;,, L;, sao disjuntos, nao vazios , um contendo
e_, ooutro a ey, seja L;; € e_, L;, € ¢4, entao

0-0,= (] ¢@z)  00.= (] @71
Qe€e Qe€e,

QCLil QCLiQ

mostra que 0_0, C €, 040, C .
Sem referéncia a um elemento hiperbélico particular de ¢ define

2 <Q; 0.0, Cy, 0,0, C Q; para algum O, C M — (.

Isto d4 uma ordem parcial em €4, --- ,€),,, Unica até a reversao causada pelo intercambio
¢e_ eey. Se f éum elemento hiperbdlico de ¢, seja < que denota a ordem parcial dos §2;
f

definido em (5.0.4) por

onde as variedades estaveis e instaveis foram construidos utilizando f. Por (5.0.17), ou
f™ — e, ou entao f* — e_ quando n — oco. Se f"—>e, entao <==<. Se f" — ¢_

n—oo f n— 00
entao <= < . Somando-se isso, afirmamos

1

5.0.18 Proposicao. Se ¢ é uma agao que satisfaz o Arioma A entao os ciclos de quais-
quer dois elementos hiperbolicos sao iguais até reversao. Em particular, o pressuposto
ciclo € independente do elemento hiperbolico que € escolhido.

Finalmente, discutimos perturbacoes de ¢ quando ¢ é uma G-acao C' com conjunto
hiperbdlico A e .Z é a p-6rbita laminagao de A. A teoria de perturbagao de HPS[12] exige
que (f,-Z) seja placa expansiva. A laminagio £ de A é chamada C'-suavizavel se, e s6
se, .Z estende-se a um C' folheacao local perto de cada p € A.

5.0.19 Proposicao. Se ¢ é uma G-ac¢do e o conjunto compacto A € p-orbita laminada
entdo esta laminacdao de A é Ct-suavizavel.

Demonstragao. A construgao na prova do lema de intersegao (5.0.10) d& a estas folheagoes
locais C*. |
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5.0.20 Corolario. Se ¢ ¢ um azioma A G-ag¢do com elemento hiperbdlico f e se £ € a
p-orbita laminacdo de S, entdo (f, L) € placa expansiva.

Demonstragdo. Por (5.0.19), £ é C'-suavizavel. Por (4.2.2(i) de HPS[12]), (f,-Z) ¢ a
placa expansiva. [ |

O préximo resultado diz que a teoria de perturbagao candnica [HPS[12], cap:7] é
natural respeitando G-acoes. Isto é persisténcia de conjuntos hiperbodlicos para acoes
hiperbdlicos ele é uma das principal propriedades para provar o teorema de estabilidade.

5.0.6 Teorema Persisténcia

5.0.21 Teorema (Persisténcia [18]). Se ¢ é uma G-a¢ao com conjunto hiperbdlico
A C M. Entdo existe uma vizinhanca U de p em AYG, M) tal que para cada ¢’ € U
existe uma orbita conjugacao

he (0, A) = (¢, N)

onde N € um conjunto compacto ¢'-invariante determinado canonicamente perto de A.
Além disso, h estd perto da inclusao i : A — M quando @' € suficientemente perto de .

Demonstracdo. Seja £ a @-6rbita laminacao de A. Seja fy € G um elemento hiperbélico
para @ e seja f = ¢(fo), f' = ¢'(fo). Por (5.0.20) (f,.Z) é uma placa expansiva e clara-
mente f’ é uma perturbaciao C' de f. Por (4.2.2(ii)) existe um f’-invariante laminacao
Z' perto de .Z e uma folha conjugagao canonica hy : (f,.Z) — (f',£’) perto da in-
clusao A — M. Devemos mostrar que £’ é a ¢'-érbita laminagdo de A’ = hyp/A e que hyp
transporta ¢-érbitas em ¢’-6rbitas.

hy é caracterizado como segue: fixando um subfibrado suave 1 em T) M, complementar
aT%, e fixado uma pequena plaquagao & de .Z. Dado x € A, hy/(x) é o tnico ponto de
exp,n(e) e f-6rbita de 2’ é sombreada por uma f-pseudo érbita que respeite a plaquagao
3

Seja W um gerador de G, isto é um conjunto compacto de geradores com W1 = W,
Seja {x,,} uma f-pseudo 6rbita através x que respeite & e perto da sombra {f"(z')},
¥ = hpx. Isto é xp11 = ©(gn, fTn), gn Perto de 1 € G, e xy = z. Seja g € W. Entao
provaremos que existem ¢, ¢ perto de g, de modo que

= g, 7) € eapygam(e) o' =hp(x)
2= (g, 2) € expy(grayn(e).

Para encontrar ¢, g” reconsiderar a prova de (5.0.10): seja D um disco suave em G
transversal a 1 para o subgrupo de isotropia G, e considerar o mapa

D x exp,n(e) — M
(d,z) — lgd, 2)

que é um difeomorfismo local para uma vizinhanca de ¢(g,z) em M. Uma vez que
envia D x 0 a uma vizinhanca de ¢(g, ) em Z,,.), como ¢’ é perto de ¢, e desde que
hy perto da inclusio podemos encontrar d,d” € D tal que ¢’ = gd, ¢" = gd".

Afirmamos que {¢(g,x,)} e {p(9”, z,)} s@o f-pseudo 6rbitas que respeita a plaquagao
. Por centralidade do fy podemos escrever
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0(9, 1) = ©(9,90(gn: f2n))
= (99,97 fog, )
= 0(9909~", fo(g, 7).
Quando os g, estao muito perto de 1, os gg,g~! estao perto de 1 e portanto {¢(g,x,)} é
um f-pseudo dérbita que respeita &. Como ¢” perto de g, e por isso também se limita a
um conjunto compacto, logo {p(¢”, x,)} é f-pseudo érbita que respeita Z2.

Também afirmamos que {¢(g,z,)} sombreia {f"(2')} enquanto {p(¢”, x,) sombrea
{f™(z")}. Novamente pela centralidade do f

M) =@ (5. ¢, 2) = ¢, fa).

Como ¢’ perto de ¢, z,, é proximo de f™(z’),¢" é préximo g, e g limita-se a conjunto
compacto de G, este ¢(g’, f™(2')) é perto a ¢(g, x,). Similarmente

f/’n,(zll> — (70/(](‘61’ (pl(g7 a,;/)) — S0/<'g’ f/n($/))
é proximo de (g¢”, x,). Por isso, as pseudo-érbitas estao perto da sombra {f"(z')} e

{f™(2")}. Pela caracteizacao de hy conclui-se hp (p(g,x)) = 2/, hp(o(g”, x)) = 2". Isto é
para qualquer g € W e todo x € A

hy((g,2) = ¢ hpx) (5.6)
hp(o(g" ) = &g, hpx) (5.7)

para algum ¢, ¢” perto de g. Em seguida estendemos estas equacoes a todo g € G.
Afirmamos que para cada g € G. e todo z € A

hp(p(g,x) = ¢'(g hpw) (5.8)
hp(o(g" x) = ¢'(g,hp) (5.9)
para algum ¢’, ¢ em alguma componente conexa de g em G. Por (5.6), (5.7) basta a prova

de (5.8), (5.9) para g da forma g;g, porque g € W* onde (5.8), (5.9) sdo conhecidos por
g1 e go. Entao

hy(p(grg2, %)) = hplp(g1,9(g2, 7))
= (g1, hyrplge, )
= ¢ (919 hyrw)
para algum ¢}, g5 em alguma componente conexa de gy, g> respectivamente. O produto
9195 esta em alguma componente conexa de g;gs., porque GG, é a componente de 1, que

é um subgrupo normal de G. Este prova (5.8) para g = g192. A demostracao de (5.9) é
semelhante:

<P/(9192; hf'$)) = Qpl(gb 90/(927@)
= (g1, hpp(g5,7))
= hf’(gp%gilago(gg’x)))

"N

= hf’(‘%’/( 192,7))
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para algum ¢/, g5 em alguma componente conexa de g1, g em G. O produto ¢{ g5 esta em

alguma componente de g;gs, provando (5.9) para g = g1 ¢s.
Desde (5.9) deduzimos que cada £, é invariante por ¢'(g,.), g € G;. Para

©'(9,7") = (g, hp(2)) = hp(p(g”, 7)) € hp (L) = £

desde que ¢” € G; onde g € G;. Por (5.8) e o fato que .Z, = ¢(G1, ), temos também

L = hp(Z)
= hf’(U QD(g,LIZ'))C U w,(gl7hf’m)
geGy g'eGy
= @I(Gbm/)'

Assim, a componente conexa da ¢'-6rbita que passa por 2’ € A’ é exatamente .£,, isto
é a ¢'-Orbitas sdo as laminas de A’ e &' = hpZ é a laminagdo. Também, desde (5.8),
(5.9) deduzimos
_ o _ o
hf’ (Dg@(gvm)) — “h(e(gw) T gap/(g,hf/z)

o qual mostra que hy é uma drbita conjugacao. Este completa a demostragad de (5.0.21).
|

5.1 Decomposicao Classe Homoclinica.

Seja f um C'-difeomorfismo que gera uma Z-aciao e O uma 6rbita periédica hiperbélico.
Denotemos por W M W’ o conjunto de pontos de intersecao transversal entre duas sub-

variedades W, W' C M.

Seja p um ponto fixo hiperbdlico, se € W¥(p) N W*(p) \ {p} entdo z é um ponto
homoclinico de p.

5.1.1 Definigao. Sejam p # q pontos fizo hiperbolicos de M, se x € W*(p) N W¥(q)
entao x € um ponto heteroclinico de p,q

Se x € M é um ponto homoclinico de p, entao as iteradas de x também sao pontos
homoclinicos, pois os conjuntos estavel e instavel de p sao conjuntos invariantes. Portanto,
chamaremos a 6rbita de x a érbita homoclinica e a denotaremos por O(x). Além disso,
todo ponto homoclinico converge para o ponto fixo hiperbdlico p sob as iteradas de f
e sob as iteradas de f~!, implicando que o fecho da érbita de x ¢ dado pela unido da
érbita de x e de p, ou seja O(x) = ;5 f7(x) U {p}. Assim temos que, o fecho da érbita
homoclinica é um conjunto compacto e invariante por f. Alem disso se z € M é um ponto
homoclinico transversal p, entad O(z) é hiperbdlico.

5.1.2 Definigcao. Seja p um ponto fixo hiperbdlico, dizemos que um ponto homoclinico x
¢ transversal, se os conjuntos W*(p) e W"(p) se intersectam transversalmente em x, isto

s

(&

T,M = T,W*(p) & T,W"(p).

5.1.3 Definicao. Seja O, O drbitas periddicas hiperbolicos, dizemos que x € ponto de
interse¢do transversal, entre o estdvel W*(O) e o instdvel variedade W*(O') se

T,M = T,W*(O) + T,W*(O').
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5.1.1 Classe homoclinica.

A Classe homoclinica H(O) de O é o fecho do conjunto de pontos de intersec¢ao trans-
versais entre as variedades estaveis e instaveis W*#(O) e W*(O). Denotemos por

H(O) =Ws(O) h W=(O).
x € W*(O) h W*(O) se e 86 se T,M =T, W*(O)+T,W"(O) com z € W*(O)NnW"(O).
Referimo-nos [23] por suas propriedades bésicas, que agora Lembramos:

5.1.4 Teorema (Prova [23]). 1. Dois orbita periddica hiperbolico Oy, O sao homocli-
nicamente relacionadas se W*(Oy) intersecta transversalmente W*(Osy) e W*(Oy)
intersecta transversalmente W*(QOs). Isto define uma relagdo de equivaléncia no
conjunto de orbitas periodicas hiperbolicos.

01 ~ 02 <~ WS(Ol) M WU(OQ) 7é @ 7é WS(OQ) th W“(Ol)

2. H(O) € o fecho da uniao das drbitas periddicas homoclinicamente relacionadas com

0.

3. Se O, O sao homoclinicamente relacionadas, H(O) coincide com o fecho do con-
gunto de intersegao transversais entre W*(Q) e W*(O'). Isto é

WH(O) h W (O) = W(O) h W (O).

4. A classe homoclinica € um conjunto invariante transitivo.

5.1.2 Periodo de uma classe homoclinica.

O perfodo £(O) > 1 da classe homoclinica H(O) de O é o méximo divisor comum dos
periodos dos pontos periédicos hiperbélicos homoclinicamente relacionadas com O. O
grupo ((QO)-Z é chamado o conjunto de periodos de H(O). Temos a seguinte caracterizagao:
parap € O, e n € Z, as variedades W*(f"(p)) e W*(p) tém uma intersegao transversal se
e somente se n € £(O) - Z. Mais geralmente :

5.1.5 Proposicao. Considere um ponto q periodica hiperbolico cuja orbita é homoclinica-
mente relacionada com O e tal que W*(p) h W*(q) # 0. Entao W*(f"(q)) h W*(p) # 0.
se e somente se n € £(O) - Z. Em particular W*"(q) intersecta transversalmente W#(p).

Essa proposicao é uma consequéncia do teorema de Smale em pontos homoclinicas
transversais [24] e de Palis’ A-lema).

5.1.6 Teorema ( Homoclinica de Smale’s). Considere um difeomorfismo local f, um
ponto fixo hiperbdlico p e uma intersecgao homoclinica transversal x € W¥(p) h W*(q).
Entdo, em qualquer vizinhanca de {p} U{f*(x)}rez, existe, para alguma iteragdo f", um
congunto hiperbolico K contendo p e x.

Demostrag¢ao proposi¢do (5.1.5) . Sejap, q dois pontos periédicos hiperbdlicos cujas
érbitas estao homoclinicamente relacionados e suponha que W*(p) h W#(q) # 0. Seja G, ,
o conjunto de inteiros n tal que W*(f"(q)) h W*(p) # 0. O conjunto G, , é invariante pela
adigao. De fato, se n € G, 4, entao W*(f"(q)) h W*(p) e W*(f™(p)) h W*(f"(q)) sdo nao-
vazio. O lema de inclinacao implica que W?*(p) acumula sobre W#(f"(q)) de modo que ele
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intersecta transversalmente W*(f"(p)). Se, além disso, m € G, 4, temos W*(f"*"(q)) rh
Ws(f"(p)) # 0, de modo que W#(p) intersecta transversalmente W*(f"*™(q)) e m+n €
Gp.q-

O conjunto G, , ¢ invariante por subtracao pelo periodo r de p. J& que para n € G,
o oposto —n = (r — 1)n — rn. Também pertence a G ,. como G, , coencide com G, e é
um grupo.

Se ¢' é outro ponto periédico hiperbdlico cuja 6rbita é homoclinicamente relacionados
com os de p,q e satisfaz W*(¢') h W*(p) # 0, G,, = G, . Na verdade, a variedade
estdvel e instavel de ¢, ¢ se intersectam transversalmente, e as variedades instdveis de
f™(q), f™(¢') intersectam as mesmas variedades estaveis. Consequentemente, o grupo
G = ()4 contém todos os periodos das dérbitas periddicas hiperbolicos homoclinicamente
relacionado a érbita O de p. Em particular, G contém ¢(O) - Z.

Por outro lado, vamos considerar n € G e um ponto de intersegdo = € W*(f"(p))
W#(p). Define um difeomorfismo local g, que coincide com f” em uma vizinhanga (fixa) de
p e que envia um iterado z* = f~""T(z) € W¥(p) para um iterado z* = f*"(z) € W*(p).
Pelo teorema homoclinica de Smale as orbitas de x*, x° p para g estao contidos em um
conjunto hiperbdlico, pode-se sombrear uma pseudo orbita

b, g—m(IS)’ g_m+1<xs)7 e )gm_1<x8)7p

por uma orbita periddica hiperbdlico que é homoclinicamente relacionado com p. Por
construcao desta dérbita estd contido em uma Orbita periédica hiperbdlico O de f que
estd relacionada homoclinicamente a O e cujo periodo tem a forma n + k.r para algum
k € Z, onde r é o periodo de p. Isto implica que n pertence ¢(OQ) - Z, de modo que
G=/(0)-Z. |

5.1.3 Classe homoclinica Pontual.

Se p é um ponto da érbita periddica hiperbdlico O, a classe homoclinica pontual h(p
é o fecho do conjunto de pontos de intersecao transversais entre as variedades W?*(p) e
W(p). Isto é h(p) = W#(p) h W¥(p), este conjunto é, em geral, ndo invariante por f.

5.1.7 Lema. Se a orbita de um ponto periodico hiperbolico q é homoclinicamente rela-
cionada com O = O, e W*(p) e W*(q) tem um ponto de interse¢do transversal, entdo,
h(p) coincida com o fecho do conjunto de interse¢ao transversais entre W*(p) e W*(q).
Em particular h(p) = h(q).

Demonstragao. Pela proposicao (5.1.5) W¥(q) e W#(p) tem um ponto de interse¢ao trans-
versal. Se n,m sao os periodos de p e de ¢, entao para f™", os pontos p,q sao fixos,
homoclinicamente relacionados e seus classes homoclinica coincidem com h(p), h(q) e com
o conjunto de intersecao transversais entre W*(p) e W#(q). |

A proposicao seguinte decompoe as classes homoclinicas na forma A; U --- U A, tal
que f* é topologicamente mixing em cada pega A;. (isto é para qualquer aberto nao vazio
U,V de A;, existe ng > 1 tal que f*(U) NV # () para cada n > ng. ) No entanto, a priori,
as pecas nao sao disjuntos.

5.1.8 Proposigao. Seja O uma drbita periddica hiperbolico, p € O e £ = £(O) o periodo
da classe homoclinica. Entao:

1. H(O) € a unido dos iterados f*(h(p));
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2. h(p) € invariante por f*;
3. a restricao de f* a h(p) € topologicamente mizing;
4. se fi(h(p)) N f*(h(p)) tem interior nio vazio em H(O), entdo fi(h(p)) = f*(h(p)).

Demonstracdo. Sejam m,n, k trés nlimeros inteiros. Afirmamos que o fecho de W*(f*(p))
We(f™(p)) é ou vazio ou coincide com f™*(h(p)). Na verdade, o primeiro conjunto
coincide com a imagem por f™*"¢ do fecho de W*(f*=™="4(p)) h W*(f~(p)), porque
We W™ sao invariantes. Se este conjunto é nao vazio, deduz-se que k —m — n.f pertence
a -7, por isso W(fk=m=4(p)) e W*(p) acumular-se uns sobre os outros. Da Mesma
Forma, W*(f~(p)) e W*(p) acumular-se uns sobre os outros. Consequentemente, o fecho
de W (fE=m=n4(p)) ch W*(f~"(p)). coincide com h(p), assim prova a afirmacio.

A afirmacao implica imediatamente que H(O) coincide com a unido das iteragoes de
h(p) e que f*(h(p)) coincide com h(p). Assim, os dois primeiros itens segurar.

Seja U,V C M dois conjuntos abertos que intersectam h(p). Temos de mostrar que
para qualquer n grande, a intersecao f™*(U) NV intersecta h(p). Nés primeiro introduzi-
mos dois pontos x € UNW*(p) h W*(p) ey € VNW*(p) h W#(p). Vamos considerar um
disco D C W*(p) N U contendo z. A inclinacio lema mostra que, para n grande f™*(D)
se acumula em qualquer disco de W*(p), e, consequentemente, sobre a variedade instével
local do y. Como consequéncia, para n grande f™* interceptar transversalmente em V a
variedade estavel local do ¥y, o que prova o terceiro item na declaracao.

Seja Aj denotam o interior de f*(h(p)) em H(O): é nao-vazia e densa em f*(h(p)).
O subconjunto aberto e denso Ay U ---U A, de H(O) é a unido disjunta de elementos
da forma Ay, N Ak, NN Ayg,. Por construcao esta parti¢ao é invariante por f. Uma vez
que a restricao de f¢ para cada conjunto A; é topologicamente misturador, deduz-se que
Ay nao ¢ subdividida por particao. Isto significa que tanto A; = A, ou A; N A, = 0. No
tiltimo caso, obtém-se f7(h(p)) = f*(h(p)) provando o tltimo item. |



Capitulo 6

Estabilidade

Neste capitulo demostraremos o teorema principal de estabilidade aplicando resultados
da teoria de fins. Se o grupo de Lie é compacto, qualquer perturbacao C! de uma acao é
parametricamente conjugado & acdo. Quando o grupo é conexo entdao qualquer C'-acao
Anosov é estruturalmente estavel.

Finalmente dividiremos a demostracao em dois: Primeiro quando o conjunto nao-
errante ¢ todo M, entao uma acao hiperbdlica é estruturalmente estavel, segundo se o
nao errante é diferente de M, entdo uma acao que satisfaze Axioma A e nao tem ciclos,
é (-estavel. Neste contexto, cabe ressaltar a importancia do elemento hiperbédlico para
provar estabilidade estrutural.

Iniciamos para Z-agoes além de sua importancia intrinseca, o estudo dos difeomorfis-
mos tem sido da maior relevancia para a compreensao dos espacos de fase de fluxos e
acoes

Naquela época, no fim do ano 60, tendo provado que sistemas estruturalmente estaveis
nao sao densos para Z-acoes, Smale estava procurando um tipo mais geral de sistemas,
que possuisse alguma estrutura boa e tivesse a possibilidade de formar um subconjunto
denso no espaco de todos os sistemas dinamicos. Ele formulou aquilo que foi chamado de
teorema da (2-estabilidade.

Nosso sistema € Q-estdvel se quando vocé faz uma perturbacao C* dele vocé tem uma
conjugacao do conjunto nao-errante do primeiro sistema com o conjunto nao-errante do
segundo (ndo uma uma conjugacao global em toda a variedade como na definigdo de
estabilidade estrutural). Ele estuda sistemas muito especiais, os chamados difeomorfismos
Axioma A, também assumiu uma propriedade adicional, a propriedade de nao ter ciclos
implicavam que o difeomorfismo era {2-estavel. Nesta mesma época Jacob provou que se
vocé tem um sistema Axioma A e ele tem um ciclo, entao nao é Q-estavel.

6.0.9 Teorema (Palais [15] prova). Se G é um grupo de Lie compacto, entdo qualquer
acao @ € parametricamente estruturalmente estavel.

Isto é, qualquer perturbacao C' de ¢ é parametricamente conjugado a ¢. Por esta
razao, o nosso interesse ¢ G nao-compacto, com destaque para o comportamento final das
orbitas.

Quando for Z-acoes e R-agoes, hiperbolicidade é uma idéia fundamental no estudo da
estabilidade estrutural e 2-estabilidade. Uma versao deste é apresentado em [9].
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6.0.10 Teorema (HPS[12] prova (7.1)). Seja f normalmente hiperbolico a laminagio £
de classe C™ (r > 1). Se f é placa expansiva entdo (f, L) € estruturalmente estavel. O
canonico candidato para a folha conjugagcao hy, é uma folha conjugagdao. Além disso f' é
normalmente hiperbolico e placa expansiva a £ = hp L.

6.0.4 Estabilidade Para Ag¢ao Anosov

Lembre-se que uma acio ¢ € A'(G, M) é estruturalmente estdvel, se existir um C!-
vizinhanga de ¢ de tal forma que qualquer agao nessa vizinhanca é orbitalmente conjugado
com .

6.0.11 Teorema. Se ¢ € uma Acao Anosov entao @ € estruturalmente estdvel.

Demonstragao. Pela hipétese, ¢ é localmente livre, seja ¢’ uma C*-acao perto de ¢, entao
¢ também é localmente livre, o que implica que as ¢-6bitas formam uma folheacao %
e as ¢-6bitas formam uma folheacao .#’ em M. Como ¢ é C' também .# é C'. Seja
fo € G um elemento Anosov entao f = ¢(fy) € Dif'(M) é normalmente hiperbdlico & .%.
Logo por (4.2.1), (f,#) é a placa expansiva. Seja " = ¢'(fy), entdo f’ estd perto de f
porque ¢’ perto . Por (6.0.10), (f,.#) é estruturalmente estavel e o canonico candidato
hy o (f,7) = (f',£"), é uma folha conjugacao. Onde hy(.F) = £’ é uma laminagao
f/-invariante com T.%¢" perto T.%.

Afirmativa: £’ é a ¢/-6rbita folheacao. De fato como D f deixa T.%' e TZ" invariantes
e uma vez que ambos estdo perto de T.%, por (4.2.3) implica T.%' = T.¢'. Ja que T.F'
é C' por Frobenius (6.1.3), implica que as laminas de £’ estdo contidas em ¢'-érbitas.
Como G é conexo e lamina sao Riemann-completas, entao as laminas coincidem com as
¢/~6rbitas e (6.0.11) é provado. |

6.0.12 Observagao. Em [9] um resultado mais forte é dado: se ¢ é C?, entdo a -
orbita folheacdo € estruturalmente estdvel como uma folheagao. Além disso, € suficiente
assumir que o elemento Anosov encontra-se na componente conexa da identidade, Gy, ou

que G /G € finito.

Apesar do teomera (6.0.11) ser importante, ele nao inclui o caso de um difeomor-
fismo Anosov f, considerando como um Z-action, n — f". Devido a que Z é desconexo.
Também, a suposicao de que ¢ ser localmente livre proibe singularidades para R-acoes
pontos fixos ndo sao permitidos. As defini¢oes (4.3.4) e (4.3.5) respondem essas objecoes.

6.0.13 Observagao. Precisamos de f no centro de G para provar estabilidade estrutural,
no teorema (5.0.9) vimos, o teorema de estrutura de produto local sobre o conjunto ndo
errante € dada para um elemento hiperbolico. Se G nao € conexa e a centralidade de f €
descartado, estabilidade estrutural falha. Veja exemplo (6.0.17).

6.0.5 Estabilidade Para Acoes Axioma A: o caso (M = ()

Se ¢ é uma G-acao hiperbdlica, entdo, a acao ¢ satisfaz Axioma A(i). Se Q, = M e ¢
satisfaz Axiom A(7), entdo, ¢ é hiperbdlico. O préximo teorema estabelece estabilidade
estrutural para acoes Axioma A(7) com €, = M. Neste caso o grupo nao necessariamente
¢ conexo como em (6.0.11).
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6.0.14 Teorema. Se ¢ é uma G-agao hiperbolica entao é estruturalmente estdvel. Em
particular, se ¢ satisfaz Azioma A e se (), = M entao ¢ € Q)-stable.

Demonstracao. Pela hipdtese ¢ é uma acao hiperbdlica em M. Entao por persinténcia
(5.0.21), existe uma vizinhanga U de ¢ em A'(G, M) tal que para cada ¢’ € U existe uma
orbita conjugacao

h@' : (@7M) — (()0/7M)

Desde que h, é proximo da identidade e é continua, hy (M) = M. Assim ¢', ¢ sao
orbitalmente conjugados. Portanto ¢ é estruturalmente estavel. Pela hipotese ¢ satisfaz
Axioma A, dai ¢ satisfaz Axioma A(i) e Q, = M, entdo a agdo ¢ ¢é hiperbdlica. A
estabilidade estrutural implica sempre (2-estabilidade. [

Nosso principal Teorema acao de grupo Axioma A sem ciclos implica (2-estabilidade,
ja foi provado quando G = Z [21], G = R [17], ou = M e G é conexo [9] ou (6.0.11)
Acontece que, para nossa surpresa, todas as agoes Axioma A sao essencialmente um desses
tipos. Precisamente, existe uma alternativa: quando uma acao satisfaze Axioma A em
M. Entao pelo teorema (5.0.16) ou €2, = M ou senao G é hyperbolico (isto é tem dois
fins que s@o invariantes sob a multiplicagao direito).

Uma agao ¢ € A"(G, M) é Q-estavel, se para cada ¥ € A"(G, M) suficientemente
perto de ¢, existe um homeomorfismo h : €, — €, que leva p-6rbita em 1-6rbita.

6.0.6 Estabilidade para Acoes Axioma A: o caso (M # ()

Em (6.0.14) da o resultado quando 2 = M e agao de grupo Axioma A implica Q-estavel.
Aqui provamos nosso teorema principal quando 2 # M.

6.0.15 Teorema (Q2-Estabilidade ). Uma agao de grupos Azxioma A sem ciclos € §2-
estavel.

Demonstragao. Seja ¢ a acao de grupo e suponha €2, # M. Por Axioma A ¢ ¢é hiperbdlico
sobre Q,, entdo existe fy € Z(G) com f = ¢(fy) normalmente hiperbdlico a ¢-6rbita
laminagao . de Q. Por (5.0.9), (f,€2,) tem estrutura do produto local dada por o ele-
mento hiperbdlico f. Pelo elemento central e as caracterizagoes assintéticas das laminacoes
estaveis e instaveis fortes, W* e W* sdo p-invariantes, isto ¢ g(W*O(zx)) = W*O(gz) e
g(W?*O(x)) = W*O(gz) para cada g € G. Sejap, g € ., logo ou W"*(p) é igual a W**(q)
ou eles sao disjuntos. Por isso, £ estd subordinada ao #.*, #.° e assim por estrutura do
produto local para (f,(2,) implica estrutura do produto local para (f,.Z). Por (4.2.11) f
tem uma vizinhanga U em Dif'(M) e Q, tem uma vizinhanca U em M tal que se f’ € U,
entdo hy(§2) é o maior subconjunto f’-invariante de U quando hy é o candidato canénico
para a conjugagao da folha (4.2.2) de [HPS]. Seja ¢’ uma G-a¢ao perto de p em A'(G, M)
e seja f' = ¢ (fo).

Por persisténcia (5.0.21) a ¢'-érbita laminada de @' = hp(€,) e hp é uma Orbita
conjugacao (¢,€,) — (¢',). Como as p-érbitas compactas sao denso em €, as ¢'-
érbitas compactas sd@o denso em ) portanto {2 C €. Visto que € é o maior con-
junto f’-invariante perto de 2,. Resta para descartar que a ¢’-6rbita de qualquer ponto
x € Quy — 2 nao pode explodir de U ver figura abaixo
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Por decomposicao espectral (5.0.12), 2 decompoe-se em conjuntos béasicos €y U -+ - U
Q,, = €. Da hipédtese ¢ satisfaze Axioma A e Q0 # M logo por (5.0.16) G é hiperbdlico
e existe um ordem parcial natural < no 2. Pela hipétese do teorema principal estamos
assumindo, a partir de agora, que neste ordem nao existem ciclos. Como em [17] Q-
estabilidade global modulo 2-estabilidade local é verdade em mais generalidade que acoes
Axioma A. Isto é, seja Ag,--- , A, conjuntos compactos, disjunto e y-invariantes de M
tal que

Q, CAyU---UA,

onde ¢ é uma G-acao continua no espago metrico compacto M e G é hiperbdlico. De-
notemos as fins-invariantes de G' por e_,e; e definir as fins de uma érbita O = O(z)
como
0:0(x) = () {qr:q € Q}.
QEex

Desde que ey sao fixadas por multiplicagao-direita, 0+ O ¢é independente de x € O e
0+ 0 é p-invariante. Claramente 0.0 é compacto, nao vazio. Equivalentemente, 04 (O,)
é o conjunto de pontos limites de g,r quando g, — es. Seja W"A; denote o conjunto
instavel de A;, {x € M : 0_(O0,) C A;} e seja W*A; denote o conjunto estdvel W*A; =
{r e M:0,(0,) CA;}. Afirmamos que se 04 (O, ) intersecta A; entao, ele esta contido em
A;. Pois suponhamos 0, (O,) intersecta Aj,As. Tome vizinhangas disjuntos abertos Ny, Ny
de Ay,Ay como na prova de (5.0.16). Os conjuntos {g € G : gz € N1} {g € G : gx € Ny}
sao elementos de diferentes fins. Mas, estda contida em cada e, contradizendo o fato
de que G tem exatamente duas fins. Similarmente J_. Assim, existem decomposicoes
disjuntos

i=0 i=0
Lembre-se que A; < A; se,e somente se, W"A,; intersecta W?*A; em algum ponto de
A=A U---UA,,. Un ciclo é uma cadeia A;, < --- < A;;, =A;;, n > 2.

O seguinte resultado completa a prova do nosso Teorema Principal de Q2-estabilidade.
Ja que este implica Q-explosdo nao existem, entao {2-estabilidade local (isto é sobre as
pegas bdsicas por teorema de persiténcia) implica Q-estabilidade global. Nés daremos
uma demostracao da afirmacao.
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6.0.16 Teorema. Seja Vi,---,V,, qualquer vizinhanca de Aq,---,A,, Se ndo houver
ciclos entre os A; entao qualquer G-acao C° perto de o tem conjunto nao errante contida
noV=Viu-.---UV,.

Demonstragao. A idéia da prova é o mesmo que aquele em [17]. Os detalhes sdo conside-
ravelmente mais dificil devido a utilizagao que um grupo hiperbdlico se torna parecido a
Z (3.4.20), em vez de propriedades 6bvias de R. Vamos assumir nosso teorema (6.0.16) é
falsa e produzir uma cadeia arbitrariamente longa de irrepetivel Als.

Seja U um gerador de G, 7 : G — Z é um mapa, e ¢, C, K as constantes construidos
em (3.4.20). Pensamos em 7 como tempo ao longo G desde e_ em direcao a ey. Nos
escrever ¢(g)(z) = ¢(g,x) quando é conveniente.

Seja Vi,---,V,, as vizinhancas de Ay,--- ,A,, em M. Seja W; uma vizinhancas pequena
de (U V;) = {¢(g,2) : g € U, € V;} e seja X; a pequena vizinhanca de W;. Sem
perda de generalidade assumimos o que V; sao abertos, o W; é compacto, o X; é aberto,
disjunto, e provar que o conjunto nao errante da agao nas proximidades encontra-se em
X =X, U---UX,,. Para p(U*,V;) encolhe para A; como V; faz desde ¢(G, A;) = A;.
Seja N; = W; — V;, um conjunto compacto disjunto de A. Afirmamos que N; atua como
uma espécie de vizinhanga fundamental para A;. Precisamente, afirmamos que,se ¢’ é uma
G-acao perto de ¢ e x € M entao

ola,x) €V, ¢'(a,z) € N; para algum g € G com 7(a) < 7(g) < 7(b)
ola,z) e M —W,; » =< e (d,x) € (U V;) para todo ¢ (6.1)
7(a) < 7(b) comt(a) <7(9") <71(9).

Quando G = R (6.1) diz que uma trajetéria deixando V; deve atravessar N; no seu
caminho para fora. A prova de (6.1) é uma espécie de argumento extremo superior, usando
(3.4.20(3)). para quaisquer ¢', a, b, x como em (6.1) considerar

T,={tcG:7(a) <7(t) <1(b)eser(a) < 7(t) < 7(t)entdo ¢ (t',x) € ¢ (U, V;)}.

Observa-se que a € T, uma vez que qualquer ¢’ com 7(a) < 7(t') < 7(b) tem 7(t') =
7(a) e, portanto, por (3.4.20) t'a! € U3. (Esta é a desigualdade |ta—7d'| < c3 = d'a™! €
U3.) Assim

Pt 2) =¢(ta " a,2) = ¢(ta ", ¢(a,2)) € (U, V).
Assim a € T,. Em particular T, # ) e é 7-limitada por acima 7(b), para que possamos
escolher algum ¢; € T, tal que 7(t1) > 7(¢t) para todo t € T,. Por (3.4.20) existe um
g € Ay (ty) tal que 7(g) = 7(t1) + 1. Isto diz g ¢ T, g = ut; para algum u € U, e como

¢'(g,2) = ¢ (uty, ) = ¢'(u, ¢ (t1,2)) € ' (U, ' (U, Vi) C &' (U, V).

Desde que V; e U* sao compactos, este dltimo conjunto, ¢'(U* V) consistira em W;
para ¢ perto de ¢. Assim, ¢'(g,z) € W; mas uma vez g ¢ T,, ¢'(g,x) ¢ V;. Isto diz
¢'(g,z) € N; e prova (6.1). [Nota quao importante é que g ser uty, e ndao tju. Ou seja,
temos de utilizar uma teoria fins-esquerda aqui.]

Suponha que (6.0.16) é falsa. Entao existem G-acoes ¢, convergindo para ¢ em A°(G, M)
quando n — oo, tal que €, intersecta M — X. Por compacidade de M — X existe um
ponto limite x € M — X do 2,,. Usando um processo de diagonal, uma sequéncia g, € G
pode ser seleccionado de modo que {g, }nen nd0 tem nenhum ponto limite em G e
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On(Gn, Tn) = Yp — T < x, quando n — oo
$n7yn7x 6 M - W

Desde que G tem apenas dois fins ey, g, deve ficar perto de uma ou ambas quando
n — 00. Ao escolher uma subsequéncia e possivelmente trocando x, com ¥, podemos
assumir g, — ¢,. A seguir, escolha subsequéncias livremente sem nova rotulagem eles.
Ja que x € A e nao existem ciclos, -0, C A;;, 0.0, C Ay, i1 # i2. Desde que
on = pem A(G, M) e z,, - x em M podemos encontrar uma seqiiéncia g, € G tal que

0 < T(g;) < T(gn) Qpn(g;w-rn) = x; — )\ig S A’iz'

Para ver isto, escolher qualquer sequéncia ay — e, em G. Para k fixo, ¢, (a, ,) —
n

o(ag, ). Quando k — oo, p(ag, ) = N\, € A;, (para uma subsequéncia). Assim ¢/, =
Ak(n), > k — oo suficiente.

Em particular, 2/, € V;,, n grande. Ja que y, = ¢n(gn,xn) € M — W, (6.1) dado
algum g/ € G

@n(Q;{’xn) € le com T(g’;l,) < T(gg) < T(gn) (6 2)
Qpn<g; In) S gpn(U‘g’ ‘/Zz) se g S T_l[Tg:ngg)' ‘

Observa-se que

7(gn) — 7(g;) — 0. (6.3)

Outra forma poderfamos aplicar (3.4.20) e obter uma subsequéncia com g/’ (g,)™" — g. €

(G. mas, entao

on(gn,n) = @algn(gh) " gh, Tn)
Vi !

= 2nl9n(9,) " enlgh 7a))
= @nlgn(gh) ™" 20) = nlgn: Aiy) € M,
contradizendo o fato de que ¢, (g%, z,,) € N;,, um conjunto compacto disjunto de A.
Desde que € N;, é compacto podemos assumir 2 = ¢, (g”, x,) — 2> € N;,. Afirmamos
que (Q_,x*) C W, para algum Q_ C e_. Na verdade considerar Q_ = {g € G : 7(g) <

—K} onde K ¢ a constante de traslagao (3.4.20) (2)). Suponhamos que ¢(g, x?) € M —W;,
para alguns g com 7(g) < —K. Entao

i

onlg, z) = @(g,2%).
Por ¢, (g,2") = vn(ggy, x,) e por (3.4.20(2)),
7(99") < 7(g,)-

por (3.4.20(1)) |7(g") — 7(g99")| < Cy onde gg(g”)~* € U*. Este k ¢ fixo e assim

7(gn) — Cr < 7(gg,) < 7(gh)-
por (6.3)

7(g,) < 7(9g,) < 7(g,)

para n grande . Isto diz que =/ = ¢, (99", x,) € ©,(U?,V;) uma vez que todo a € G
com 7(g,,) < 7(a) < 7(g") tem essa propriedade de acordo com (6.2). Mas isso contradiz
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7

onlg, 2! — ©(g,2%) € M — W,;,. Daf tal g nao existe e p(Q_,x*) C W;, portanto
8,((91,2) C Aig.
Seja 04 (O,2) C A;,. Como nao existem ciclos, i1,19,73 sao distintos. Vamos proceder

com z? como fizemos com z. Nés ndo afirmamos z? €lim Q. Em vez disso, deve usar
n

0 mesmo I,,¥, foi utilizado acima, x,,y, — . Isso o torna um pouco mais dificil de
encontrar x> e i,.
Primeiro observamos que

7(gn) — 7(gy) = 00 (6.4)

Caso contrario, por (3.4.20)(2) e uma subsequéncia podemos supor g¢,(¢7)"! = g € G.
Entao

T4 Yn = 0n(Gn ) = @nlgn(g)) " gl 20)
= @n<gn<gg>_l>$g) — Qpn(g*>$2)-

Daif z e 22 estao na mesma 6rbita assim 0_0, = 9_0,2,contradizendo i; # i,.
Desde que 7 — 22 em M e ¢, — ¢ em A(G, M), podemos encontrar uma seqiiéncia

g — ey tal que

7(gn) < 7(g0) <7(g) (6.5)

On(gl xy) =2l — Ny € Ay,
Para ver isto, escolhe qualquer sequéncia a; — ¢, em G, seja a;, € U*. Para k fixo
(pn(a’k? .77;;) T @(akv $2>.

Quando k — oo, ¢(ag, r2) tende a algum \;, € A;, (para uma subsequéncia). Considerar
g = aggl onde k = k(n), n > k — oo. Claramente podemos assumir ¢, (g, ,) =

Onlag, ) — Aiy. por (3.4.20(2)), 7(g) > 7(g)) assim que 7(ax) > K. Por (3.4.20(1))

I7(gn) = 7(9:)] < Ci

onde ¢”(g")_1 € U*. Mas ¢”(g")_1 = ay € U*. Assim, n > k(n) — oo e (6.4) fagamos

n n

7(gn) > 7(g"), completando a prova de (6.5).

"

Em particular, ]/ = ¢, (g, %,) € Vi,, n grande, e (6.1) implica o andlogo de (6.2)
en(gn", Tn) € Nig com 7(g;) < 7(g,") < 7(gn) (6.6)
Pn(9, ) € pu(U% Vi) se g e 7 r(gy),m(g")- '

Por exatamente o mesmo raciocinio acima obtemos ¢, (¢”", x,) = =/ — 23 € N,
com 0_(O,3) C A;, A suposigao nao implica ciclos 04 (O,3) C A;, com iy, s, 13, 14 distinta.
Continuando esta era (passos subsequentes sao exactamente os mesmos quando iz — iy)
nos produzimos um arbitrariamente longa cadeia de irrepetivel Als o que é absurdo uma
vez que existem apenas m deles. Dai (6.0.16) e o Teorema Principal estdo provadas. W

6.0.7 Exemplos

Os préximos exemplos mostram que quando o grupo nao é compactamente gerado ou f
nao é um elemento central, entao estabilidade estrutural falha.
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6.0.17 Exemplo. E Razodvel supor que G é compactamente gerado. Seja A o difeo-

. : , 11 . . :
morfismo linear de Anosov de T?, isto é A = e Seja G a soma direta infi-
nita Z B 7Z @ --- com a topologia discreta. Os elementos de G sao seqiiéncias infinitas

(ng)keny = (N1, 9, ) isto €
G = {(nx) C Z; ko € Ntal que ny = 0,Yk > ko}.

G ndo € compactamente gerado mas é um grupo de Lie. Seja ¢ wma G-agio em T?
definida por
<‘O(TLIJ n27 ttt ) X = AQ(nl“rnz—‘,-)(x)

As @-6rbitas sao claramente a A?-drbitas e a unido de A*-drbitas compactos (= finitos)
¢ denso em T?, e f = A% € hiperbdlico para a p-6rbita laminagdo. As laminas sao 0s
pontos e as orbitas sao conjuntos finitos ou contdveis de pontos. Assim ¢ é uma G-a¢dao
que satisfaz Azioma A com elementos hiperbdlicos de f = (1,0,0,---) = A% Desde que
Q, = M, ¢ satisfaca a condigao de nao tem ciclo.

No entanto, ¢ nao é Q-estavel. Qualquer dado vizinhang¢a U de ¢ em A" (G, M) contém
uma vizinhanca menor da forma

{p € A7(G, M) : d.(V(ny,na,--+),o(n1,ne,--+)) < € para todo (ny,ng,---)
comn; =0V 1>k}

Os miimeros € e k dependem de U. A metrica d, é em Dif"(T?) em particular podemos
escolher 1 seja

v(ny,ng, ) = A2t tng—1)+ng

e 1 estard em U. As -6rbitas sio as A-orbitas. Desde que A% tem mais drbitas de
um ponto do que A tem, A% e A ndo sdo orbitas-conjugado. daqui ) ndo é orbitalmente
conjugado com @ portanto ¢ nao € §2-estavel.

6.0.18 Exemplo. Por que nds assumimos o Elemento hiperbdlico f central ? Seja Fy o
grupo livre com dois geradores, a e b. Dar Fy a topologia discreta. Fy é compactamente
gerado. Seja A um difeomorfismo de Anosov de M. Entao

v:Fy, — Dif"(M)
a — A
b — id

dado um Fy-a¢do em M e f = p(a) € normalmente hiperbélico para a oérbita laminagao.
(As p-orbitas sao as A-orbitas.) Mas ¢ : Fy — Dif(M) definida por a — A, b+ g, onde
g € um difeomorfismo perto de id. FEntao v é uma acdo perto de ¢ cujas orbitas, com
toda a probabilidade, sao totalmente diferentes do que o p-orbits. Dai ¢ nao € Q) estdvel.
O mesmo exemplo mostra por M.

6.1 Apéndice

6.1.1 Lema ([16] Palis’ A-Lema ). Seja p um ponto fixo hiperbdlico e N C M uma sub-
variedade o qual intercepta W*(p) transversalmente. Entao para qualquer disco compacto
D c W*(p) existe uma seqiiéncia (Dy) de discos de N e uma seqiiéncia crescente (ny) de
enteros positivos tal que f™(Dy,) converge a D em a C*-topologia.
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Um campo de k-planos numa variedade M é uma aplicacao P que associa a cada ponto
g € M um subespaco vetorial de dimensao & de T M.

6.1.2 Definicao. Diz-se que um campo de planos P ¢é involutivo, se dados dois campos
de vetores X eY tais que, para todo ¢ € M, X(q) e Y(q) € P(q), entao [X,Y](q) =
DX(q)-Y(q) — DY (q) - X(q) € P(q).

6.1.3 Teorema (Teorema de Frobenius, [1]). Seja P um campo de k-planos de classe C",
r > 1, em M. Se P € involutivo, entao existe uma folheacio # de dimensdo k e classe
C"™ em M tal que T,(.F) = P(q) para todo q € M. Reciprocamente, se % é uma folheagao
de classe C", r > 2 e P é o campo de planos tangentes a %, entdao P € involutivo.

6.1.1 Lema de Max Zorn

6.1.4 Definicao. Uma ordenagao parcial num conjunto X € uma relacdo binaria < em
X que € refleriva (§ X V€ € X), transitiva (§ X nen <X (=& =< () e antisimétrica
E=2nen=z&=E5=n).

Observacgao: a) O termo parcial aparece porque pode haver elementos que nao sao
comparaveis de acordo com a ordenacao =< dada.

b) Se < é uma ordenagao parcial em X, entdao (X, <) é dito ser um conjunto parcial-
mente ordenado.

6.1.5 Definicao. Um conjunto totalmente ordenado é um conjunto parcialmente orde-
nado no qual qualquer dois elementos sao compardveis de acordo com a ordenagdao parcial

dada.

6.1.6 Definigao. Seja (X, X) um conjunto parcialmente ordenado. ¢ € X é um elemento

maximal em X se para todo € € X com ( <X &, seque-se que & = (. Um elementon € X €
um limite superior de C C X se & 2 n, para todo & € C.

6.1.7 Lema (Lema de Zorn). Um conjunto nao-vazio parcialmente ordenado, no qual
todo subconjunto totalmente ordenado possui um limite superior, possui um elemento ma-
ximal.
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