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Resumo

O corpo de funcoes Hermitiano é o corpo de fungoes algébricas em uma varia-
vel H =F2(2,y)/Fp2, onde y? +y = 277 e F 2 é o corpo finito com cardinalidade
q*. Este corpo de funcoes algébricas atinge a Cota de Hasse-Weil para o ni-
mero de pontos racionais sobre F2 e tem sido objeto de intenso estudo desde a
década de oitenta tanto em relacao a teoria de cddigos, bem como a teoria de cur-
vas maximais. Neste trabalho determinamos todos os parametros (comprimento,
dimensdo e distancia minima) dos codigos Hermitianos, que sdo os Codigos Al-

gébricos Geométricos com suporte em um ponto construidos a partir do corpo de

funcoes Hermitiano.

Palavras-chave: co6digos, dimensoes, distancia minima.



Abstract

The Hermitian function field is the algebraic functions field H = Fpe(x,y)/F 2
where y? +y = 29%! and F 2 is the finite field with cardinality ¢®. This algebraic
function field attains the Hasse-Weil bound for the number of rational points on
F,2 and has been object of intense study since the eighties, both in relation to
coding theory and the theory of maximal curves. In this work we determine all
parameters (length, dimension and minimum distance) of Hermitian codes, which
are the Algebraic Geometry Codes supported in one point constructed from of

the Hermitian function field.

Keywords: codes, dimensions, minimum distances.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Corpos de Funcoes

O primeiro capitulo deste trabalho é dedicado a apresentar os principais conceitos
e ferramentas dos Corpos de Funcoes algébricas. Neste sentido, o principal obje-
tivo é apresentar os conceitos de Espacos de Riemann Roch e suas conexoes com
os parametros de um codigo algébrico geométrico, que sao cédigos contruidos a
partir de um corpo de func¢oes. Para a caracterizagao dos Codigos Hermitianos,
que sao um caso particular dos codigos algébricos geométricos, precisaremos dos
Teoremas de Kummer e Artin Schreier.

Neste capitulo usamos principalmente a teoria do livro de Stichtenoth [(16)].

Durante esta secao K denotard um corpo arbitrario.

Defini¢ao 1. Um corpo de fungoes algébricas F//K em uma varidvel sobre K ou
simplesmente um corpo de funcgoes € uma extensao de corpos F O K tal que F' €

uma extensao algébrica finita de K(x), onde x € F'\ K € transcendente sobre K.

Seja z € F um elemento diferente de x que também é transcendente sobre K.
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Claramente, z e x ndo podem ser algebricamente independentes, pois F'/K tem
grau de transcendéncia 1. Segue que existe um polinémio nao nulo p(71,75) €

K[Ty,Ty] tal que p(z,z) = 0. Logo, = & algébrico sobre K(z) e
[F:K(2)]=[F:K(zz2)][K(z,2) : K(2)] < [F: K(z)][K(z,2) : K(2)] < o0

Isto, em particular, quer dizer que ambas as extensoes F/K(z) e F/K(z) tém
grau finito e F//K continua a ser um corpo de fun¢oes independentemente do

elemento transcendente escolhido. Mas, em geral, ndo temos que [F : K(x)] =

[F: K(z)].

Definicao 2. O corpo K= {z € F|z ¢ algébrico sobre K} é chamado o corpo de

constantes de F/K. Dizemos que K € algebricamente fechado em F se K=K.

Defini¢ao 3. Um anel O C F € dito um anel de valorizacio de F/K se:
. KCOCF,

ii. Para cada z € F, temos 2 € O ou 2~ € O.

Exemplo 1. Seja F' = K(x) o corpo de fungées racionais. O conjunto

O i {% | £(2), 9(x) € Kla], deg(f(x)) < deg(g(x»}

é um anel de valorizag¢ao de K(x)/K, como é de fdcil verificagao.

Proposicao 1 ((16), Proposigao 1.1.5). Seja O um anel de valorizag¢ao do corpo
de funcoes F/K. Entdo:
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i. O possui um unico ideal mazximal P = O\ O%, onde
O ={z€0|F3weO com zw =1}

€ o grupo das unidades de O,

ii. Temos K C O e KNP ={0}.

Teorema 1 ((16), Teorema 1.1.6). Sejam O um anel de valorizagdo do corpo de
fungoes F/K e P seu unico ideal mazimal. Entao:
1. P ¢ um ideal principal,
it. Se P =10, entao cada 0 # z € F tem uma tinica representacao
na forma z = t"u onden € Z e u € O*. Neste caso, dizemos que
t € um elemento primo para P,
1. O € um dominio de ideais principais. Mais precisamente, se P =

tO e {0} # 1 C O € um ideal, entao I =t"O para algum n € Z.

Sejam tq e t5 dois elementos primos de P, entao P = t;0 = t,O. Logo, como
t1 € 10O = t,0, temos que existe wy € O, tal que t; = tows. De modo analogo
concluimos que existe wy € O tal que ty = tjw;. Assim t; = tywiws e concluimos

que w; e wy sao unidades em O.

Definicao 4. Um lugar P de um corpo de fungoes F/K € o ideal mazimal de
algum anel de valorizacio O de F/K e Pp/i € o conjunto de todos os lugares de

F/K.

Evidentemente, se O é um anel de valorizacao e P é seu ideal maximal, O
esta unicamente determinado por P da seguinte maneira O = {z € F'| 2! ¢ P}.

Desse modo vamos escrever Op no lugar de O.
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Defini¢ao 5. Uma valorizacio de F/K € uma funcdo v : F — Z U oo tal que:
i. dz€ Fu(z) =1,
ii. v(a) =0,Va e K\ {0},
ii. v(r) =00 < x =0,
w. v(zy) =v(x) +o(y),Ya,y € F,

v. v(z+y) > min{v(zx)w(y)},Ve,y € F.

E importante ressaltar que, dados z,y € F tais que v(z) # v(y) entdo

v(r +y) = min{v(z),v(y)}.

Esta ¢ a desigualdade triangular estrita, [(16), Lema 1.1.11].

Definicao 6. Para um lugar P € Pr/i definimos vp : F' — ZU{oo} da sequinte
maneira: set € um elemento primo para P e z = t"u comu € O* en € Z, entdao

vp(z) =n e vp(0) = co.

Vamos mostrar que vp estd bem definida, de fato, se t; e t5 sao elementos
primos para P e z € F*, podemos escrever z = t'u = t§(w"u), onde w"u € O*
é tal que t; = tow. Deste modo vp(z) ndo depende do elemento primo escolhido

para P.

Definigao 7. Para um lugar P € Pp/i definimos o corpo das classes residuais
no lugar P, Fp := O/P. O homomorfismo canonico de Op em Fp(x — x(P)), é
dito o mapa da classe residual com relagio a P. Finalmente, deg(P) := [Fp : K]

€ o grau de P.
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Repare que faz sentido falar de grau de P, pois Fp é corpo, ja que P é um

ideal maximal.

Definicao 8. Para z € F, m € N e P € Pp dizemos que P é um pdlo de ordem m

de z se vp(z) = —m < 0, e que P € um zero de ordem m de z se vp(z) = m > 0.

Proposigao 2 ((16), Corolario 1.1.20). Se z € F' ¢ transcendente sobre K, entao

z tem pelo menos um polo e um zero.
Em particular, Pp/x # 0.

Defini¢ao 9. Um divisor D do corpo de fungoes F/K é uma soma formal

D =) npP,

onde np € Z,P € Pp/ix e np = 0 para quase todo P.

O conjunto de divisores de F/K, denotado por Div(F), é um grupo abeliano
(aditivo) livremente gerado.

O Suporte de um divisor D € definido como supp(D) := {P € Pp/k |np # 0}.
Um divisor da forma D = P, onde P é um lugar, é chamado de divisor primo.
Para Q um lugar de F/K e D =) npP um divisor, definimos vg(D) = ng.

Podemos definir ainda uma ordem parcial em Div(F):
D, <Dy & UQ(Dl) < ’UQ(DQ),VQ € PF/K

Um divisor satisfazendo D > 0 é chamado de divisor efetivo.

Dado um divisor D, definimos o seu grau por deg(D) = ZPE]PF/K vp(D) - deg(P).
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Definicao 10. Para um elemento nao nulo z € F, sejam Z o conjunto de zeros

de z e N o conjunto de polos de z. Definimos:

(2)o := Z vpP,

PeZ

o divisor de zeros de z,

o divisor de z.

Um divisor € dito divisor principal se ele € o divisor de alguma funcao z € F.

Dois divisores D, D" € Div(F) sdo ditos equivalentes e denotamos por D ~ D’

ouD=D"se D=D"+ (z) para algum = € F \ {0}.

Definigao 11. Para A € Div(F) definimos
£(4) = {a € F; (2) > —A} U {0},
que € um espaco vetorial sobre K, chamado de Espaco de Riemann-Roch associ-

ado ao divisor A.

Note que x € L(A) se, e somente se vp(x) > —vp(A),V P € Pp/k.
A Proposicao a seguir sera crucial no estudo dos codigos de Goppa, pois veremos

que a dimensao destes cédigos nada mais é que a dimensao do espago de Riemann-



7 1.1. Corpos de Funcoes

Roch de um certo divisor.

Proposigao 3 ((16), Observacdo 1.4.5, Lema 1.4.6, Lema 1.4.7). Para A €
Div(F) valem:
i. L(A)#{0} < 3 A" € Div(F) equivalente a A tal que A’ > 0,
ii. se A € equivalente a A entao L(A) € isomorfo como espaco velo-
rial a L(A'),
iii. £(0) = K e,
iv. se A <0, entao L(A) = {0}.
Adotamos a seguinte notacao dim(L(A)) = [(A).

As seguintes defini¢oes serao ferramentas importantes para os calculos das di-

mensoes dos codigos.

Defini¢ao 12. Um Adele de F/K é um mapa:

]PF/K — F,

P — ap
tal que ap € Op para quase todo lugar de F/K.
Definimos ainda Ap := {a|a ¢ um adele de F/K} e

Ar(A) = {a € Ap|vp(a) > vp(A),YP € Pp/k},

onde vp(a) = vp(ap) e ap é 0 P-ésimo componente de .

Defini¢ao 13. Uma Diferencial de Weil de F/K é um mapa w : Ap — K que

se anula em Ap(A) + F para algum A € Div(F). Analogamente aos adeles,
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definimos Qp = {w|w € uma diferencial de Weil de F//K} e

Qp(A)  ={w e Qpr| w seanula em Ap(A)+ F}.

Defini¢ao 14. Um divisor (w) de uma diferencial de Weil € o unico divisor de
F/K satisfazendo: (1) w se anula em Ap((w)) + F e (2) se w se anula em
Ap(A) + F entio A < (w).

Definicao 15. Um diwisor W tal que existe uma diferencial w em Qp com W =

(w) € chamado de divisor candnico.

A garantia da existéncia e unicidade de (w) na defini¢ao 14 é dada por [(16),

Lema 1.5.10].

Proposicao 4. Eriste uma constante v € Z tal que para todos os divisores
A € Div(F) vale:
deg(A) —1(A) <.

E importante ressaltar que a constante ~ acima ndo depende do divisor A €

Div(F), dependendo somente do corpo de fungoes F'/K.

Definicao 16. O género g do corpo de funcgoes F/K € definido como

g = max{deg(A) —I(A) + 1| A € Div(F)}.

Naturalmente, o género esta bem definido pela Proposicao 4.
O seguinte Teorema é um dos mais importantes da teoria dos corpos de funcoes,
pois fornece um meio efetivo de calcular a dimensao de um espago de Riemann-

Roch.
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Teorema 2. (Teorema de Riemann-Roch) /(16), Teorema 1.5.15/: Para cada
divisor A € Div(F') vale

[(A) =deg(A)+1—g+ (W —A)

onde W € um divisor candénico de F/K.

Teorema 3. Se A € Div(F) e deg(A) > 2g — 1, entao:
I(A) =deg(A)+1—g.

Segue entao que se deg(A) = 2g — 1, a dimensao do espago de Riemann-Roch

associadoa A ¢ l(A)=2g—1+1—-g=g.

1.2 Cobdigos e Corpos de Funcoes

Definicao 17. Um cddigo linear C sobre o alfabeto F, é um subespago vetorial

de F"

x> N = 1. Os elementos de C sio chamados palavras, enquanto n € dito o

comprimento de C' e dim(C') é a dimensao de C' como espago vetorial sobre F.

Um [n,k] codigo é um cédigo de comprimento n e dimensao k.

Os [n,k] codigos sobre Fy foram utilizados nas sondas que viajaram até Marte,
na transmissao das fotografias para a Terra. No caso de CDs de musica, utiliza-se

o corpo Fas [(12)].

Defini¢ao 18. (Distancia de Hamming)

Sejam a = (ay,ag,...,a,) b= (b1, ba,...,b,) em Fy definimos a distancia entre
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aeb:

d(a,b) := |{i,a; # b;}|.

E facil ver que d é uma métrica em Fy.
O peso de um elemento a € F} € definido como wt(a) := d(a,0).

A distancia minima d(C) de um cddigo C' é definida como
d(C) :=min{d(a,b);a,b € C,a # b} = min{wt(c),0 # c € C}.

Um [n,k,d] codigo é um codigo de comprimento n, dimensao k e distancia

minima d.

Definicao 19. Seja t € N. Dizemos que em um codigo C hd t erros no envio da
palavra a € C se a palavra recebida € a + w onde w tem peso t.
Um codigo C € t-detector de erros se € capaz de detectar quaisquer t erros em

qualquer palavra e € dito t-corretor de erros se C' corrige quaisquer t erros.

Repare que d(a,b) indica a quantidade de erros se a é a palavra enviada e b a

recebida.

Exemplo 2. Seja C7 um cidigo que permite dar comandos a televisao, através
de um comando a distdncia:

Avancgar de canal: 00.

Retroceder de canal: 01.

Aumentar volume: 10.

Diminuir volume: 11.

Isto ¢, C, = {00,01,10,11}.

Se carregamos o comando para diminuir o volume, que corresponde a palavra 11
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do codigo, o comando transmite esta palavra para a televisao. Suponhamos po-
rém, que tenha havido um erro e a palavra transmitida seja 10, que corresponde
ao comando de aumentar o volume. O receptor nao terd nenhum modo de cor-
rigir tal erro, pois 10 € Cy e C é um codigo definido sobre o alfabeto Fo, que
possui palavras de comprimentos 2 e, por isto, é um codigo muito pobre.
Considere agora o cidigo C3 que repete as palavras de Cy trés vezes:

Avancar de canal: 00000. Retroceder de canal: 010101. Aumentar volume:
101010. Diminuir volume: 111111.

Naturalmente Cs corrige erros singulares (erros simples), pois digamos nova-
mente que queremos diminuir o volume e, portanto damos o comando 111111
e haja um erro singular, de modo que a mensagem transmitida seja 101111.
Naturalmente, 101111 nao é uma palavra de C3 e como houve apenas um erro
singular, o receptor corrige automaticamente 101111 para a palavra "mais pro-
zima"do codigo, que € 111111. E claro também que Cs ndo corrige erros duplos

(ou triplos).

No exemplo dado acima, d(C;) =1 e d(C3) = 3. Quanto maior é a distancia
minima de um c6digo, melhor é o co6digo no sentido de ser mais eficiente para
COITIGIT erros.

Um dos objetivos entao, na construcao de codigos é que os mesmos tenham as
palavras mais afastadas, mas isto limita a quantidade de palavras no cédigo e,
portanto sua capacidade de armazenar informacoes.

Ou seja, existem relagoes intrincadas entre k, d e n. A seguir damos a mais sim-

ples delas dada pelo Teorema da cota de Singleton.
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Proposicao 5. [(16), Proposicio 2.1.8/ (Cota de Singleton) Num [n,k,d]
codigo vale

k+d<n-+1.

Um co6digo cujos parametros satisfazem k+d = n+1, é dito um codigo MDS
(mazimum distance separable).

Seae€ CeteN, abolade centro em a e raio ¢t é o conjunto:
D(at) = {u € F};d(u,a) < t}.

Lema 1. Sejam C um cddigo com distancia minima d e k = |94, onde |x]

indica a parte inteira de um nimero real x. Se ¢ e ¢ sao duas palavras distintas
de C' entao:
D(e,k) N D(c, k) = 0.

Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, que exista x em D(c,x) N D(c, k). Segue

que d(c,x) < k e d(d,x) < k. Portanto, pela desigualdade tridngular temos:

d(e,d) <d(e,r) +d(z,d) <2k <d—1.
Mas isto é absurdo, pois ¢ e ¢’ estdo em C, de modo que d(c¢,c) > d. O
O exemplo acima motiva ainda o seguinte Teorema:

Teorema 4. Seja C' um codigo com distincia minima d. Entao, C pode corrigir

até Kk = L%J erros e detectar até d — 1 erros.

Demonstragao. Suponha que tenhamos transmitido a palavra ¢ e tenha havido

t < k erros, ou seja, caso a palavra recebida seja r, entdo d(c,r) =t < k. Segue
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do Lema 1, que qualquer outra palavra de C' estd a uma distancia de r maior que
k. Isso determina ¢ univocamente a partir de r e kK e o c6digo portanto corrigira
0 erro.

Dada uma palavra ¢ qualquer do codigo, D(c,d — 1) N C' = () pela definigao de

distancia minima. Logo, é claro que C' detectara o erro. O

Usando o exemplo dado, C; é O-detector de erros e O-corretor de erros, en-
quanto que C'3 é um 2-detector de erros e um 1-corretor de erros.
Pelo Teorema 4, a quantidade de erros que um co6digo pode corrigir (ou até mesmo
detectar) esta limitado superiormente pela distancia minima. Logo, se quisermos
um codigo mais eficiente, devemos ter uma distancia minima o maior possivel.
Defini¢ao 20. Dados, a = (ay,...,a,) e b = (by,...,b,) em Fy definimos o
produto interno (canodnico) de a e b como

n
(a,b) = g a;b;.

=1

Definigao 21. Se C' C Fy é um cddigo, entao

Ct={uc Fy; (u,c) = 0,Vc € C}
é chamado o cddigo dual de C. O codigo C' € dito auto dual (resp., auto-ortogonal)
se C'=C* (resp., C CC*+).

Segue da teoria da algebra linear em dimensao finita que o Codigo dual de
um [n,k] codigo é um [n,n — k] codigo e (C1)+ = C e, se C & auto dual, C' tem

comprimento par e sua dimensao sera n/2.
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Definicao 22. Uma matriz k x n € dita geradora do [n,k|-codigo C sobre F, se
suas colunas formam uma base de C. A matriz H, geradora do cédigo dual C*,

€ chamada de matriz de paridade para C'.

Lema 2. Seja C' C F} um cddigo com matriz geradora G. Entao:
x € Ot & Gx' =0.

Portanto, se H é uma matriz geradora de C*+ temos:
veC & Hv' =0.

Demonstracao. Por definicao, x € C* se, e somente se, X é ortogonal a todos os
elementos de C', o que é equivalente a dizer que x é ortogonal a todos os elementos
de uma base de C, isto é, Gx' = 0, pois as colunas de G sao uma base de C.

Agora, como (C+)t = C temos v € C se, e somente se, v € (C1)*. Logo, pela

primeira parte deste Lema, Ho! = 0. O

Teorema 5. Seja C' C Fy um cddigo com matriz de paridade H e distdncia
minima d(C'). Entao, d(C) é maior ou igual a s se, e somente se, quaisquer

s — 1 colunas de H sao lineamente independentes.

Demonstracao. Suponha que cada conjunto de s — 1 colunas de H é linearmente
n

independente e sejam ¢ = (cy,...,c,), uma palavra nao nula de C, e h',... h

as colunas de H. Pelo Lema 2, temos Hc! = 0, ou seja:

0=Hc => ¢l (1.1)
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Visto que wt(c) é a quantidade de componentes nao nulas de ¢, segue que se
wt(c) < s — 1, teriamos por 1.1 uma combinac¢ao nula de um namero ¢, com
1 <t <s—1,de colunas de H, absurdo. Logo, wt(c) > s e, portanto, d(C) > s.
Reciprocamente, suponha que d(C') > s. Suponha ainda, por absurdo, que H
tenha s — 1 colunas lineamente dependentes, digamos h;,, ..., h;_,. Assim, exis-

tiriam ¢;,,...,¢;,_, em [y, nem todos nulos, tais que

Pelo Lema 2 segue que ¢ = (0,...,¢;,,0,...,¢,,0,...,¢,._,,0,...,0) € C e, con-

sequentemente, w(c) < s — 1 < s, absurdo, pois d(C) > s. O

Vamos agora introduzir os Coédigos Algébricos Geométricos, para isso
vamos fixar a seguinte notacao:
i. F/F, um corpo de fun¢oes algébricas de género g,
ii. P, P,...,P, lugares de grau um de F/IF,, dois a dois distintos,
iii. Dodivisor D =P+ P+ ...+ P,
iv. G um divisor de F/F, cujo suporte ndo tem interse¢do com o

suporte de D.

Considere o mapa

L(G) — Ty,
T — (@(P1), 2(Py), ..., x(Py))

Repare que evp estd bem definido ja que o suporte de G é disjunto do suporte

de D e todos os lugares tém grau um.
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Defini¢ao 23. O cddigo algébrico geométrico Cr(D,G) associado aos divisores

D e G € definido como:

Cr(D,G) :=Im(evp) = {(z(P1), 2(P),...,x(P,)) |z € L(G)}.

Teorema 6. O cddigo Cr(D,G) é um [n, k,d] cédigo com parametros satisfazendo:

E=I1G)—U(G—-D) e d>n—deg(G). (1.2)

Demonstracao. O nicleo do mapa evp é dado por:

Ker(evp) ={zx € L(G) |vp,(z) >0,i=1,...,n} = L(G — D).

Segue do Teorema do Nicleo e da Imagem da algebra linear em dimensao finita
que k = dimCr(D,G) = l(G) — (G — D).

Seja x € L(G) de peso d, ou seja, tal que wit(evp(x)) = d. Segue que exatamente
n — d lugares P, LB,

no suporte de D sao zeros de x, o que significa que

19+ _d

0#2e€L(G—(P,+...4+ P, ,)) Logo,

0<deg(G—(P,+...+ D, ,) =deg(G) — (n—d).

E o resultado segue. O]

Proposigao 6. Com a mesma notagao do Teorema 6, seja Cp(D,G) um [n,k,d]
codigo e suponha que o grau de G seja estritamente menor que n. Entdo o mapa

evp € injetivo e:

i. d>n—deg(GQ) e k=1(G) > deg(G)+1—g.
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ii. Se, adicionalmente, 29 — 2 < deg(G) < n, entio k = deg(G) +
1—g.

iii. Se {x1,x9,..., 2} € uma base de L(G) entdo a matriz

ZL‘l(Pl) l’l(Pg) ZL’l(Pn)
xo(P) x2(Py) ... wa(Py)

é a matriz geradora de Cr(D,QG).

Demonstra¢ao. Como, por hipétese, G tem grau estritamente menor que D, en-
tao [(G — D) =0 e [(G) > deg(G) + 1 — g pelo Teorema de Riemann-Roch. Ja

(ii) segue do Teorema 3 e (iii) é imediato. O

Repare que, nas condigoes da Proposi¢do acima, decorre do item (i) que
k+d>n+1—g. Comparando com a cota de Singleton, ji tinhamos que
k+d < n+ 1. Deste modo temos que, num coddigo algébrico geométrico,
n+l—g<k+d<n-+1.

Os cédigos duais terao papel fundamental tanto na determinacao das dimensoes
de codigos bem como na determinacao das distancias minimas. No caso de c¢o-
digos algébricos geométricos, seus duais sao ainda algébricos geométricos. Os

seguintes Teoremas explicitam os cédigos duais dos codigos algébricos geométri-

cos e nos dao informacoes a respeito dos seus parametros.

Definicao 24. Seja Co(D,G) definido por

Co(D,G) = {(wp,(1)wp,(1),...,wp, (1)) |w € QG — D)},
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onde QG — D) € o espago vetorial (sobre K) das diferenciais de Weil que se
anulam no divisor A(G — D) + F.

Teorema 7. [(16), Teorema 2.2.7]: Cq(D,G) é um [n,k',d'| cédigo com parame-

tros satisfazendo:

E=i(G—D)—i(G) e d>deg(G)— (29— 2),

onde, para A € Div(F), i(A) :=1(A) —deg(A) + g — 1.

Vale ainda,

vp(w) > r < wp(r) =0,V vp(x) > —r, (1.3)

onde w € uma diferencial de Weil com vp(w) > —1.

Teorema 8. [(16), Teorema 2.2.8]: Os cidigos Cr(D,G) e Cq(D,G) sio duais
um do outro, i.e.,

Cr(D,G) = Cqo(D,G)*.

Demonstragao. Primeiro provamos o seguinte: considere P € Pp /g um lugar
racional, uma diferencial de Weil w com vp(w) > —1 e um elemento x € F' com
vp(x) > 0. Afirmamos que wp(x) = z(P)wp(1). De fato, escreva x = a+y, com
a=2z(P)elF,evp(y) > 0. Segue que, wp(x) = wp(a) + wp(y) = awp(l) + 0 =
z(P)wp(1), pois a € K e wp(y) = 0 segue da Equagao 1.3.

Seja P € Pp/x \ {P1,...,P.}. Como z € L(G) e w € QG — D), segue que
vp(z) > —vp(w). Segue da Equacdo 1.3 que wp(z) = 0.

Para mostrar que Cr(D,G)t D Cq(D,G), basta observarmos que, para w €



19 1.2. Codigos e Corpos de Funcgoes
Q(G — D), temos

0=w(@) = Lpes,, wrla)
= Y, wn(2)
= X a(P)wn (1)
= {(@(Py),. - 2(P), (wp, (1), wp, (1))

Agora que provamos uma inclusao, basta demonstrarmos que ambos os codigos

tém a mesma dimensao:

dimCo(D,G) = (G — D) —i(G)
= I(G—D)—deg(G—D)+g—1—(I(G) — deg(G) + g — 1)
= deg(D) + (G — D) — I(G)
= n—((G) -G - D))
= n—dimCe(D,G) = dimCy(D,G)*.

]

Defini¢ao 25. Sejam F'/K um corpo de fungdes e M um espago vetorial sobre
F. Um mapa 6 : F — M ¢€ dito ser uma deriva¢io de F/K se § é K-linear e

vale a relagio 6(u - v) = ud(v) + vé(u) para todo u,v € F.

Sobre derivagoes, é provado em (16), Proposicao 4.1.4 que se x € F é um
elemento separével (isto é, tal que F'/K(z) é uma extensao algébrica separavel)
de F/K e N D F é um corpo, entao existe uma tnica derivacao d, =9 : FF — N
de F/K com §(z) = 1.

No conjunto z := {(u,z) € F x F'|x é um elemento separavel} nos definimos a

relacdo de equivaléncia (u,x) ~ (v,y) & v = u-0,(z), que estd bem definida por
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(16), Lema 4.1.6. A classe de equivaléncia (1,z) é simplesmente denotada por
dx. O principal fato sobre as derivacoes é que elas e as diferenciais de Weil estao
fortemente relacionadas e se z € F entao z - dr é uma diferencial de Weil como

se observa em (16), Observacao 4.3.7.
Proposigao 7. [(16), Proposi¢cao 8.1.2] Sejat € F' com vp,(t) =1,i=1,...n.
Entao:

i. A diferencial n = dt/t satisfaz vp, (t) =1,

ii. Co(D,G) = Cr(D, D — G + (dt) — (t)).

A Proposicdo 7 acima nos garante que os codigos Cq(D,G) também sdo co-

digos algébricos geométricos, no sentido da definicao 23.

1.3 Os Teoremas de Kummer e Artin Schreier

Apresentaremos nesta secao o Teorema das Extensoes de Artin Schreier e o Te-
orema de Kummer, centrais no estudo do corpo de fun¢oes Hermitiano.
Além destes, apresentaremos uma série de ferramentas a serem utilizadas no Ca-

pitulo 2.

1.3.1 A Diferente e as Bases Inteiras

Defini¢ao 26. Dizemos que o corpo de funcoes F'/K' é uma extensao algébrica

do corpo de fungoes F/K se F' O F € uma extensdao algébrica e K' O K.

Definicao 27. Seja F'/K' uma extensao algébrica de F/K e P' € Ppijgr. Di-
zemos que P' é uma extensio de P € Pp/x se P C P'.

Denotamos esta relagdo por P'|P.
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O inteiro e(P'|P) := e > 0 tal que vp/(x) = e - vp(x),Vo € F é chamado de
indice de ramificacdo de P’ sobre P. A existéncia e unicidade de e(P’|P) esta
garantida em [(16), Proposi¢ao 3.1.4].

Chamamos de grau relativo de P’ sobre P ao inteiro [F}, : Fp|.

Definigao 28. Seja F'/K' uma extensao algébrica de F/K de grau [F' : F] = n.
Dizemos que P se decompoe completamente em F'/F se existem eratamente n
lugares distintos P' € Ppijgr com P'|P e que P é totalmente ramificado se existe

um unico lugar P' € Pp /i com P'|P e e(P'|P) = n.

As bases inteiras sao uma ferramenta importante para a caracterizacao das

bases dos Espacos de Riemann Roch associados aos codigos Hermitianos.

Definicao 29. Dizemos que o elemento z € F ¢é inteiro sobre Op se f(z) =0
para algum polindomio monico f(X) € Op[X].

Para o lugar P € Pp/i defina o conjunto

=4z € F|z éinteiro sobre Op}.

Este conjunto € de fato um anel e é chamado de fecho inteiro de Op em F.

Proposicao 8 ((16), Corolario 3.3.5). Se F'/F ¢é uma extensdo finita e separdvel
do corpo de fungoes F/K e P € Pp/k, entdo existe uma base {uy,us, ..., u,} de
F'/F tal que Op =37 Op - u;. Cada base {uy,ug, ..., u,} é chamada de base

inteira de O sobre Op.

Definicao 30. Para P € Pr/i e Op o fecho inteiro de Op sobre I’ definimos

o conjunto Cp = {z € F'|Trpp(z-Op) C Op}, 0 qual é chamado de mddulo
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complementar sobre Op. Para Cp =t - O% definimos a diferente de P' sobre P

como

d(P/|P> = —Up/(t).

E bem conhecido que a diferente é zero para quase todo lugar P € Pr i, logo

podemos definir o divisor diferente como:

Dif(F|Fy= Y > d(P'|P)-

PEPp/k P'|P

A existéncia e unicidade de ¢t na definigdo acima ¢é garantida por [(16), Pro-
posigao 3.4.2(c)].
O seguinte Teorema nos fornece um critério para encontrarmos uma base inteira

para F'/F.

Teorema 9. [(16), Teorema 5.5.10] Suponha que F' = F(y) é uma extensdo
finita e separdvel de um corpo de func¢oes F/K e que grau [F' : F| = n. Seja
P € Pp/k tal que o polindmio minimo ¢(T') de y sobre F' tenha seus coeficientes
em Op e sejam Py, Ps, ..., P. todos os lugares de F' que sao extensoes de P.

Entao, valem:

d(P;|P) < vp(¢'(y)),0<i<r.
i {1, y,y% ..., y"" '} € uma base inteira de F'/F se e somenle se

d(PIP) = vp,(¢/(y)) para 0 < i <.

A préoxima Proposicdo 9 adiante é importante na determinacao dos codigos
duais dos codigos Hermitianos. Por sua vez, os coédigos duais serao fundamentais

na determinacao das dimensoes dos codigos Hermitianos.
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Proposicao 9. [(16), Observagao 4.3.7, (c)] Sejam F/K um corpo de fungoes e
z € F\ K. Entdo, vale a relacio (dz) = —2(x)s + Dif(F/K(z)).

1.3.2 Semigrupo de Weierstrass

Apresentaremos agora o conceito de Semigrupo de Weierstrass. Tais semigrupos

estao intimamente relacionados as dimensoes dos codigos algébricos geométricos.

Definigao 31. Um inteiro n > 0 € dito uma ndo-lacuna em () € P/ se existe

x € F com (x)s = nQ. Caso contrdrio dizemos que n é uma lacuna em Q.

Vale ressaltar que n é uma nao-lacuna em @ se, e somente se ((n@) > [((n —
1)Q) (ja que o elemento x € F satisfazendo a definigao estara em L£(nQ)\ L((n—
1)Q), de modo que x terd uma tnica nao-lacuna em () de ordem n).

Se g é o género do corpo de fungées F'//K e n > 2g entao n é uma ndo-lacuna em

Q, para todo Q € Pr/k, pois, pelo Teorema 3,

(((n=1)Q) = (n—1)deg(Q) +1—¢

[(nQ) = (n)deg(Q) +1—yg

e, portanto, L((n — 1)Q) € L(nQ).

Deste modo, existe um elemento x € L(nQ)\ L((n —1)Q), o qual tem divisor de
polos n(@).

Dado @ € Pp/k, o conjunto de nao-lacunas em () formam um semigrupo aditivo.
De fato, se ny e ny sao duas nao-lacunas de um lugar (), entao ny; + no também

¢ uma nao-lacuna em Q. De fato, (1)s = 11Q € (22)0o = n2@Q entao (173) =
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(n1 4+ n2)Q.

Teorema 10. (Teorema das lacunas de Weierstrass) Seja F/K um corpo
de fungoes de género g > 0 e um lugar () € Pp/ix de grau um. Entdao existem g

lacunas i1 < ... <1, em Q. Temos ainda que iy =1 e 1y < 2g — 1.

Demonstragao. Seja () € Pp/g um lugar racional e considere a sequéncia de

espacos de Riemann Roch

L(0)CL@) S LR2Q) < ... CL((29 -1)Q),

Como ja demonstramos acima, se n é lacuna em @, n < 2g — 1, logo ¢, < 29 — 1.
Naturalmente, [(0) = 1 e [((29—1)Q) = g, pelo Teorema 3. Como dim(L(iQ)) <
dim(L((i — 1)Q)) + 1, devemos ter exatamente g — 1 nimeros 1 < i < 2g — 1
com L((1 —1)Q) € L(iQ). Pela caracterizagdo anterior, estes g — 1 nimeros sdo
nao-lacunas em (), e os outros g restantes sao lacunas em Q).

Para demonstrarmos que 1 é uma lacuna em (), suponha por absurdo, que 1
seja uma nao-lacuna em (). Deste modo, como as nao-lacunas em () formam um
semigrupo aditivo, todo n € N também serd uma nao-lacuna em (), contradicao,

ja que g > 0. ]

Defini¢ao 32. Seja Q um lugar racional do corpo de fungoes F'/K. Denote por
H(Q) C N ao conjunto de nao-lacunas em Q. Como H(Q) é um semigrupo de N

com relagao a adi¢ao, chamamos H(Q) de Semigrupo de Weierstrass de Q).



25 1.3. Os Teoremas de Kummer e Artin Schreier

1.3.3 Extensoes de Artin Schreier

Os seguintes Teoremas serao utilizados na caracterizacao do corpo de funcgoes
Hermitiano. No caso especifico do Teorema de Kummer a seguir, poderemos

obter a caracterizacao dos lugares racionais do corpo de funcées Hermitiano.
Teorema 11. /(16), Corolirio 3.3.8] (Teorema de Kummer): Seja ¢(T) =
T+ foa(x)T" 1+ + fo(x) € K(x)[T] um polinémio irredutivel sobre o corpo
de fungoes racionais K(x).

Considere K(z,y)/K onde y € tal que ¢(y) =0 e a« € K com f;(a) # 00,0 <

J <n—1. Seja ainda P, € P,/ 0 zero de v — . Suponha que o polinomio
Go(T) = T" + fro1 ()T + ...+ fo(a)

tenha a sequinte decomposi¢ao em K|[T):
0a(T) = [ ()
i=1

com o0s ; € K[T| monicos, irredutiveis, dois a dois dintintos. Entao:

i. Para cada v = 1,...,r existe um unico lugar P; € Pr ) k tal
que © — « € Py e ¢;(y) € P,. Temos que x — a € um elemento
primo para P; e o corpo de classes residuais de P; é K-isomorfo
a K[T]/(4i(T)).

ii. Se deg(;(T)) = 1 para pelo menos um i € {1,2,...,7r} entio K
é o corpo completo de constantes de K(x,y).

iit. Se ¢o(T) tem n raizes distintas f € K, entdo, para cada [ tal

que ¢o(B) = 0 emiste um tinico lugar Pog € Pr(zy/x tal que
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r—a€Pygex—pP€P,pePygéumlugar de grau um.
iv. Se deg(;(T)) = 1, para todo i = 1,...,n, isto €, se ¢(T) se
decompoe completamente, entdo o conjunto {1,...,y" '} € uma

base inteira para cada P, 5.

Definicao 33. Sejam K um corpo e a(T) € K[T]. Dizemos que a(T) é um

polindmio aditivo se:

a(u+v) = a(u) + a(v),Vu,v € K.

E possivel provar que, se char(K) = p, entdo a(T) tem a seguinte forma:

n—1

a(T) = a,T"" + a, T + ...+ a1 + aoT.

Lema 3. [(16), Lema 3.7.7]: Sejam F/K um corpo de fungoes com char(K) =
p > 0. Dado um elemento u € F' e um lugar P € Pp/x vale apenas uma das
sequintes afirmagoes:

i. Ou eziste um elemento z € F tal que vp(u — (2P — 2)) > 0,

ii. Ou, para algum z € F, vp(u — (2P — z)) = —m < 0, onde m #

0 mod p.

Portanto, m € um inteiro unicamente determinado por u e P.

E importante ressaltar que, se a(7') € K[T] é um polinémio aditivo separavel
sobre K, cujas raizes estao todas sobre K, entao essas raizes formam um sub-

grupo do grupo aditivo de K de ordem p".



27 1.3. Os Teoremas de Kummer e Artin Schreier

Teorema 12. [(16), Proposi¢io 3.7.10] (Extensoes de Artin Schreier): Con-
sidere um corpo de fungées F/K com corpo de constantes K com caracteristica
p > 0 e um polindémio separdvel aditivo a(T) de grau p", de modo que todas as
raizes de a(T') estao em K. Seja v € F e suponha que, para cada P € Pp/k

exista z € F' (dependendo de P) tal que:

vp(u—a(z)) >0 (1.4)

ou
vp(u—a(z)) =—m,m >0,m % 0 (mod p) (1.5)
Defina mp = —1 caso vp(u —a(z)) > 0 e mp = m no sequndo caso. Entdo mp

é bem definido, por hipdtese. Considere a extensao F' = F(y) onde y satisfaz

aly) = u.

Se existe pelo menos um lugar ) tal que mg > 0 entao valem:

i. F'/F € Galois, [F': F| =p™ e o grupo de Galois de F'/F ¢ iso-
morfo ao grupo aditivo {a € K,a(a) = 0} e, portanto € isomorfo
a (Z/pZ)".
it. K ¢ algebricamente fechado em F'.
iwi. Cada P € Pp/x com mp = —1 nao se ramifica na extensao F'/F.

w. Cada P € Pp/x com mp > 0 € totalmente ramificado em F'/F e

d(P'|P) = (p" — 1)(mp + 1),
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v. Seja g’ (resp., g) o género de F' (resp., F). Entdo:

-1
g =p" g+ (24 Y (mpt1)-deg(P))
PEPF/K
Repare que o Teorema 12 acima sé é valido para polinémios aditivos separaveis

para os quais

—— —1 wvp(u—a(z)) >0
m  vp(u—a(z))=—-m<0

é um inteiro bem definido.

Lema 4. Seja K um corpo de caracteristica p > 0. Considere o corpo F' = K (z)
tal que F/K é um corpo de funcoes, F' = K(z,y) e a extensao algébrica F'/F
de F/K onde

Y+ py = f(x),

onde, f(X) € K[X], g=p° > 1 € uma poténcia dep e 0 # pu € K.

Sejam a(T) =T+ uT, u = y? + py = f(x) € K(z) e v =y* + py.

Assuma que deg(f) = m € primo com p, e que todas as raizes de T + pT = 0
estao em K.

Considere o lugar P € Pp/x e uma extensio P € Ppij de P. Entao mp € um

inteiro bem definido.

Demonstragao. Primeiramente repare que a(7") é separavel aditivo, pois a/(T") =

p # 0.

Afirmamos que existe z € F' tal que vp(f(z) —a(z)) > 0 ou vp(f(z) —a(z)) <O0.

De fato, seja z € F uma raiz de a(z). Assim se, P é polo de z, vp(f(zx) —a(z)) =
>

—m = —deg(f(x)). Se, por outro lado, P é um zero de z,vp(f(x) —a(z))
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deg(f(x)).

Suponha por absurso que existam z; e 2o em F' tais que

ivp(y? 4+ py — (21 + pz1)) = vp((y — 20)7 + uly — 21)) 20,

i op(y? + py — (23 + pz2)) = vp((y — 22)7 + ply — 22)) <0.

Vamos mostrar que isto implica em uma contradicao com o Lema 3, para v’ =

yP+py, 21 e 2.

De (ii), segue que

min{qup/(y — z2)),vp (y — 22)} < vp((y — 22)" + p(y — 22)) <0,

pois e(P'|P) > 0, o que implica que vp(y — 23) < 0.

Assim,

vp (YP + py — (25 + pza)) = vp((y — 22)P + puly — 22)) =

min{pvp (y — z2),vp(y — 22)} < 0.

Por outro lado,

vp((y — 21)" + pu(y — 21)) = min{qup (y — 21),ve (y — 21)}.

E, por (i), vp((y — 21)? + pu(y — z1)) > 0, segue vp/(y — z1) > 0.

Assim,

vp (YP + py — (27 + pz)) = vp((y — 21)P + ply — 21)) =

min{pvp/(y — z21),vp(y — 21)} > 0.
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Deste modo, temos uma contradicao com o Lema 3.

30



Capitulo 2

Codigos Hermitianos

2.1 O Corpo de Funcoes Hermitiano

Primeiramente apresentamos os codigos Hermitianos utilizando principalmente a
teoria desenvolvida no livro Algebraic Function Fields and Codes, (16) ¢ no artigo
A Note on Hermitian Codes Over GF(q*), (15). Finalizamos o capitulo com o
estudo do artigo On the True Minimum Distances of Hermitian Codes, (9), onde
é calculada a distancia minima para os cédigos Hermitianos.

O nosso interesse nos codigos Hermitianos se d& pelo fato deles serem codigos
longos, de maior comprimento possivel para um codigo algébrico geométrico de-
finido por um corpo de funcoes.

Como motivagao para o caso Hermitiano, considere o seguinte Teorema:

Teorema 13. Seja K um corpo de caracteristica p > 0. Considere o corpo

F = K(x) tal que F/K é um corpo de fungées, F' = K(x,y) e a extensao
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algébrica F'/F de F/K onde

Y+ py = f(x),

onde, f(X) € K[X], ¢ =p° > 1 é uma poténcia dep e 0 # p € K. Assuma que
deg(f) = m € primo com p, e que todas as raizes de T7 + pT = 0 estdo em K.
Entao:
i. [F":F]=gq,
. O polo Py € Ppji dew em F' tem um tnica extensao Qo € Ppr k.
Logo Qs € um lugar de F'/K de grau um,
iii. Py € o dnico lugar de F = K(z) que se ramifica em F'/F,
. O género de F'/K é g=(q—1)(m—1)/2,
v. O divisor de pdlos de x (resp., y) € Qoo (resp., mQs),

vi. O divisor da diferencial dv é

(dr) = (29 = 2)Q = ((¢ = 1)(m — 1) = 2)Qun,

vii. Sejar >0, os elementos v'y’ com 0 <i,0<j <q—1,qi+mj <r

formam uma base do espago L(rQs) sobre K.

Demonstracao. Mostraremos inicialmente que estamos nas condicoes do Teorema,
das Extensoes de Artin Schreier.

Seguindo a notac¢ao do Teorema 12, usaremos aqui a(T) = T+ uT, o qual é um
polinémio separavel aditivo em K [T, pois, por hipotese, todas as raizes de a(T)

estdo em K (em particular, estdo em F'), a’(T) = p # 0 e ¢ é uma poténcia da
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caracteristica da K.

Sejam entdo P € Pp/x 0 polo de x e z € F' uma raiz de a(7). Segue que
vp (f(z) —a(2)) =vp_(f(x)) = —m onde m = deg(f(x)), ou seja, mp_ =m, o
qual estd bem definido pelo Lema 4.

Precisamos ainda que o corpo K seja o corpo de constantes de F'/K, mas isto
nada mais é que o item (ii) do Teorema 11, de Kummer, ja que o polinomio se
a(T) se decompoe completamente em K|[T].

Finalmente, escreva a(y) = f(z). Assim suprimos todas as condi¢des necessarias.
Do item (i) do Teorema de Artin Schreier, segue que [F' : F| = q.

Para o item (ii), como vp_(f(xz)—a(z)) = —m, entdo mp = m > 0, pela defini¢ao
de mp. Logo, pelo Teorema 12, item (iv), Py, € totalmente ramificado, de modo
que P, é o tinico polo de = e é racional.

Faremos agora o item (iii). Para qualquer P € Pp i\ {Px}, temos que vp(f(x)—
a(z)) > 0, ja que P, é o tnico polo de x. Neste caso, mp = —1, e o item (iii) do
Teorema 12 das Extensoes garante que P nao se ramifica.

(iv) Para o género, é um fato bem conhecido que um corpo de fungoes racionais
tém género zero. Se P € Pp/k \ {Px}, teremos m, + 1 = 0, enquanto que,
(=2 4+ (mp, + 1)degPs) = (m — 1) e o resultado segue diretamente do item (v)
do Teorema 12.

Com relagao ao item (v) temos vg, (r) = €(Qoo|Pro)vp, () = qup, (7). Segue
entdo do item (ii) que (7)o = ¢Q -

Afirmamos que os elementos = e y tém os mesmos poélos, logo Qo é o tinico podlo
de y também.

De fato, escrevendo f(z) = ag + ... + ama™,a; € K, seja P € Pp/k tal que



Capitulo 2. Codigos Hermitianos 34

vp(x) = —1, segue que

vp(f(z)) = min{vp(ap), ve(x), ... jvp(x),...,mup(z)} = mup(z) = —m <0,

Considere agora a extensao P’|P, polo de z em F’. Pela igualdade f(z) = y?+ puy
temos vp/ (y? + py) < 0.

Logo, vp (y? + py) = min{qup/(y),ve (y)} = qup/(y) <0, jd que p € K.

Assim, concluimos que vp:(y) < 0.

Seja agora P’ € Pp//x um polo de y.

Concluimos entdo que vp/ (y? + uy) = qup/(y). Novamente, pela relagio f(x) =
y? + py, vemos que vp (f(z)) < 0.

Agora, como vp/(a;x") # vp(a;a?) para i # j e vpr(a;)) = 0 com i = 0,...,m,
segue que vpr(z) < 0.

Logo, como (), ¢ o tnico polo de x em F’, entao Q4 € 0 tnico poélo de y também
e, deste modo, qug_ (v) = vo., (y?+1y) = vo.. (f(x)) = —mg, de onde concluimos
que (Y)oo = MQoo-

Para (vi), a diferente de F'/F é Dif(F'/F) = (¢ — 1)(m 4+ 1)Q4 seguindo di-
retamente de aplicar o Teorema 12, de Artin Schreier, item (iv). Logo, pela

Proposicao 9, vale

(dr) = =2(2)oo + Dif(F'/F) = ((¢g = 1)(m + 1) = 2¢)Qu = (29 — 2)Qos-

Finalmente para (vii), os elementos 1,y,...,y9"! formam uma base inteira para
F'/F em todos os lugares P € Pp/k diferentes de Py, pelo Teorema 11, item iv.

Segue do Teorema 9 que o polindémio minimo ®(7') = T+ pT — f(x) de y sobre
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K(x) estd em Op|T] e para todo Q|P,

vo(P'(y)) = vo(u) = 0 = d(Q|P).

Seja z € L(rQs). Como Q é o0 tnico polo de z, z é inteiro sobre Op para todo
P € Pg(s) i, P # Px. Escrevendo z na base {1,...,y? '} temos z = ?;(1) 2y,

com z; € K[z], pois z; € K(x) e z; ndo tem polos diferentes de P.,. Logo,

-1
z = qz Z a; 'y’ a;; € K. (2.1)

j=0 i>0

Os elementos 2’y com 0 < j < qg—1,0 <ie ¢ +mj < r tém ordens de pélo
duas a duas distintas, pois vg_ () = —¢, vo. (y) = —m e m e ¢ sdo relativamente

primos. Logo a desigualdade triangular estrita nos da
Qo (¥) = min{—iq — jml|a;; # 0}.

Disso podemos concluir que os elementos z'y’ com 0 < j < q¢—1,0<ie qi +
mj < r sao linearmente independentes. De fato, suponha que serao linearmente

dependentes, ou seja, existe alguma combinacao do tipo:

q—1

Z Z bijxiyj =0,

j=0 i>0

onde algum b;; € K é nao nulo.

Teremos que
q—1

v (O bia'y’) = vg,. (0)

§=0 i>0
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Por um lado, teremos vg__( ?;é > iso bigr'y’) = min{—iq — jm|b; # 0}. Por
outro, vg, (0) = oo, absurdo.

Isto termina a prova do Teorema. O

Proposicao 10. Considere as condigoes do Teorema 13 e seja o € K tal que a
equacao T+ uT = f(«a), f(X) € K[X], tenha q raizes distintas em K. Entao,
para cada 3 tal que BT+ pf = f(a), existe um unico lugar Pog € Prix com
P, 3|P, e y(Pap) = . Portanto, P, tem q extensées distintas em F' /K (z), cada

uma de grau um, onde P, € Pru)/k € 0 zero de v — «.

Demonstra¢ao. Uma vez que B9+ uf = f(a) entao (B + )1+ u(B+7) = f(«a)

para todo 7y tal que v? 4+ py = 0. Logo,

Tq—l—,uT—f(a):H(T—ﬁj)

J=1

com elementos 3; € K dois a dois distintos. Pelo Teorema 11 existe, para cada
j=1,...,¢, um unico lugar P; € Pp//k com P;|P, e y — f3; € P; e P; de grau
um. 0
Proposicao 11. Seja F =Fp2(z,y) com y?+y =2™ e m|(q+1). Entio F/F g
tem N =14 q(1+ (¢ —1)m) lugares de grau um.

Demonstracao. O polo Qs de z é um deles. Pela Proposicao 10, precisamos

contar, para cada elemento o € F 2 o nimero de raizes 3 € F2 do polinémio:
gIT)=T1+T —a™ (2.2)

Sabemos que a fungao traco 8 +— 894 3, de F2 em F,, é sobrejetiva. Logo, a

Equacao 2.2 tem uma raiz 3 em Fg se e somente se o™ € ;. Seja U C [ 0
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subgrupo ciclico de ordem (¢ — 1)m (aqui usamos o fato de que m|(g+1)). Logo,
para o € F 2 temos o™ € F, se e somente se o € U U {0}.

De onde concluimos que N =1+ ¢((¢ — 1)m + 1). O

Definicao 34. Um corpo de funcoes H € dito Hermitiano se

H=Fpg(zy)/Fp com yi+y=aith

O corpo de funcoes Hermitiano é um caso especial do Teorema 13.

Repare que do Teorema 13 e da Proposicao 11 podemos concluir que:

Lema 5. Para o corpo de funcoes Hermitiano H valem as sequintes propriedades:

i. O génerode™M ég=q(qg—1)/2,
ii. H tem ¢ + 1 lugares de grau um, nomeadamente:
A. O dnico pdlo de x, que também € o tnico pdlo de y: Qoo,
B. Para cada o € F2 existem q elementos 3 € Fp2 com 9+ 3 =
Q™ e para cada par (a, B) existe um inico lugar P,z € Py
de grau um com x(P,p) = a e y(Pag) = 5,
iit. O diwvisor da diferencial (dx) = (¢(¢ — 1) — 2)Qoo,
w. Para v > 0, os elementos x'y’ com 0 < 1,0 < j < g—1 e

iq+j(qg+ 1) < r formam um base para L(rQs).

Um dos grandes feitos do século vinte foi a prova da Hipdtese de Riemann
sobre corpos finitos feita pelo matematico francés André Weil (1906-1998), fina-
lizando o projeto comecado pelo Teorema de Hasse para curvas elipticas sobre

corpos finitos. Dado um corpo de fungdes F'/F, de género g, o nimero de lugares
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racionais N é limitado superiormente pela atualmente conhecida como Cota de
Hasse-Weil:
N <1+ q+29¢">

Dizemos que um corpo de funcoes ¢ mazimal quando temos uma igualdade na
equacao acima. Um dos principais resultados sobre o corpo de funcoes Hermi-
tiano sobre F,» ¢ a sua caracterizagao como sendo o tinico corpo de funcoes, a
menos de isomorfismos, que é maximal com género ¢(q — 1)/2. Note que, como o
corpo de fun¢oes Hermitiano possui ¢®+ 1 lugares racionais, obtemos a maximali-
dade desejada. Esta caraterizacao foi provada em 1994 pelos Matematicos Riick,
H. e Stichtenoth, H.. Deste modo o corpo de funcoes Hermitiano foi utilizado
para a construgao de codigos longos, conhecidos como Codigos Hermitianos, que
possuem parametros bem determinaremos. Esta particularidade é um contra-
ponto ao caso geral, pois, em geral é complicado determinar todos os parametros

de cédigo dado, o que tem sido objeto de intensa pesquisa nos ultimos anos.

2.2 Codigos Hermitianos

Nesta secao estudaremos os coédigos Hermitianos, que sao os codigos algébricos
geomeétricos contruidos a partir do corpo de funcoes Hermitiano estudado na

secao anterior.

Definicdo 35. Seja H = Fpz(x,y)/F e, onde y? +y = 297, o corpo de fungdes

Hermitiano e Qo € Py 0 tinico polo de x. Para r € 7 nos definimos o codigo:

C, = Cr(D,rQu), (2.3)
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onde

D:i= Y Pug (2.4)

Bi+p=aatl

é a soma de todos os lugares de grau um (exceto Q) do corpo de funcgoes Her-

mitiano H. Os cidigos C, sao chamados de codigos Hermitianos.
Segue do Lema 5 que o comprimento dos codigos Hermitianos é n = ¢>.

Exemplo 3. Os cddigos Hermitianos para ¢ = 2 sao os codigos C,. sobre a curva

y? +y = 23 no alfabeto F,. Estes codigos tém dimensdo 8, isto é, C, C Fis.

2.2.1 Dimensao dos Cédigos Hermitianos

Estudaremos agora a dimensao dos co6digos Hermitianos, separando-os em trés
casos: 1< 0, 0<r<@F+¢@—qg-2e@PF+¢—q-2<r.

Para o estudo das dimensoes nossa principal estratégia serd comparar a dimensao
do espaco de Riemann Roch de um certo divisor com o semigrupo de Weierstrass
do mesmo divisor.

Antes, fazemos uma observacao béasica de que se r < s entao C, C C, pois
HS E(TQOO) = (JZ) Z _TQoo Z _SQooa

ou seja, T € L(sQx). Segue que, se r < s, entdo d(Cs) < d(C,).
Vamos aos casos: Primeiramente observe que se r < 0, entao L(rQ) = {0} e,
portanto, C,. = {0} e sua dimenséao é zero.

Por outro lado, se r > ¢®> + ¢*> — ¢ — 2 = n + (29 — 2), estamos nas condigdes do
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Teorema 6 e do Teorema de Riemann-Roch, logo
dim(C;) = 1(rQw) = l(rQu — D) = (7°—|—1—g)—(7"—q3+1—g) =q¢° =n.

Logo, C, = F", = qu.
q q
Portanto temos um tnico caso de interesse: o intervalo 0 < r < ¢® + ¢*> — q — 2.

Acompanharemos este caso a partir de agora:

Proposigao 12. O cddigo dual de C,. €

1 _
CT — Cq3+q2_q_2_,,..

Portanto, C, é auto-ortogonal se 2r < ¢* + ¢* — q — 2 e auto-dual se r = (¢* +

¢ —q—2)/2.

Demonstracao. Considere o elemento

t= H (r —a)=2" — 1.

aGFqQ

Vamos calcular o divisor de ¢: primeiramente, seja P’ € Py, um pélo de t. Logo:

q2

q2
0> vp (2% —2) = vpi( H (r— ;) = va/(x —a;) = Z e(P'| P)vp(z — o).
i€F i=1 i=1
Se P = P, o lugar com parametro local r — o, entao UP,, (x —a;) = 1e
vp,, (x — o) =0, para j # i.
Por outro lado, se P = Py, entao vp_(x — ;) = —1, para cada i, pois vp,_(z) =

—levp (i) =0e > vp_(r— a;) = —¢* Deste modo, P = P, e pelo Teorema
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13, P = Qx € e(Qw | Px) = q. Concluimos entao que:

Vo (20 — ) = —¢"

Analogamente, se P’ € Py é um zero de ¢, entao:
2

0 < vpr (29 —2) = vpi( H T —aq;)) va/ T — ) Ze (P'| P)vp(z — o).

OAiG]F 2 =1

Q

Assim, se P = P, terfamos Y e(P'| P)vp(z — ;) < 0, o que é absurdo e, se
P = P,,, entao vp, (v — ;) = 1 e vp, (x — ;) = 0, para j # i e, como

e(Payp| Py) =1 temos P’ = P, 45 e:

vpaﬁ(:qu —z)=1

Logo:
(t) = Z Poz,,@ - quoo

Ba+f=aat
Assim, ¢ ¢ um elemento primo para cada P,z < D, pois, pelo Teorema de
Kummer, cada lugar P, € Pk (,)/kx possui ¢ extensdes no supp(D).
Como dt = d(:v‘l’2 — x) = —dx, pois ¢ ¢ uma poténcia da caracteristica do corpo,
segue que (dt) = (dz) = (¢* — ¢ — 2)Q, pelo Lema 5. Segue do Teorema 8
e da Proposigdo 7 que C+ = Cqo(D,rQu) = Cr(D,D — rQy + (dt) — (t)) =

C(D (q +C] _q_Q_T)Qoo): ¢3+q2—q—2—7- O]
Observacao 1. Definar, ==¢@+ ¢ —q—2—r.

Evidentemente temos C,, = Ci.

Vamos agora determinar a dimensao de C,, quando 0 < r < ¢* + ¢*> — q — 2.
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Considere o semigrupo de Weierstrass H(Qo) de Qu, i.€.:

H(Qx)={n>0|3 2z He(2)o = nQu}-

Ou, em outras palavras, H(Q) é o conjunto dos n > 0 que ndo sdo lacunas em

Qoo

Definicao 36. Para s > 0, seja

H(Qu)s = {n € H(Qw)|n < s}. (2.5)

Lema 6. Para s >0, |H(Qw)s| = 1(sQ)-

Demonstracao. De fato, a igualdade é 6bvia para s = 0. Suponha que o resultado
seja valido para sp = k e seja s = k + 1. Se s1 é lacuna, {($1Qx) = l(s0Qx) €
H(Qwx)sy = H(Qx)s,- Por outro lado, se s; é ndo-lacuna, segue do Teorema das
lacunas de Weierstrass que 1(s1Qw) = [(50Qw0) +1 € |H(Qwo)s,| = [H(Qoo)so| + 1.
Em ambos os casos, |H(Qu)s,| = 1(51Q0)- O

Podemos obter uma outra caracterizacao para H(())s utilizando os Lemas

5 e 6 da seguinte maneira:

H(Qx)s ={n<s|n=ig+jlg+1)ei>0,0<j<qg—1}

Estamos finalmente em condigoes de determinar a dimensao dos c6digos Hermi-

tianos no nosso intervalo de interesse:
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Proposicao 13. Suponha que 0 <r < ¢®+ ¢* — q — 2. Entdo:

‘H(Qoo)r‘> se OSTSQQ—(]—Z;
dim Cr =9 r+1-(¢>~q)/2, se ¢ —q—2<r<g’

¢ —|H(Qx)r ], se @<r<¢+¢-q-2.
onder, =@ +q¢*—q—2—r.
Demonstracao. Caso 1: Para 0 < r < ¢® = n, segue da Proposicao 6 que:
dim C, = dim L(rQs) = l(rQx) = |H(Qw )+
Caso 2: Considere 2g —2 = ¢*> — ¢ — 2 < r < ¢>. Segue da Proposicao 6 que
dim C, =l(rQx) =r+1—g=r+1-(¢*—q)/2.

Caso 3: Japara® <r <@ +¢*—q—2,0<r, <¢*—q—2 < ¢ Aplicando o

primeiro caso para r, obtemos:

dim C, = ¢’ —dim C,, = ¢ — [H(Qoo)r, |-

]

J4 sabemos a dimensao de C,, quandor < 0 e r > ¢® +¢*> — ¢ — 2. Pela
Proposicao 6, sabemos que se 29 —2 = ¢> —q—2 < r < ¢® = n entdo a dimensao
de C, serd& r — g+ 1 e g é facilmente determinavel.

Podemos determinar a dimensao de C, quando r < ¢> —¢—2 e quando ¢® < r <

¢ + ¢* — g — 2 explicitamente. Vejamos:
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Defini¢ao 37. Seja v > 0. Defina 7 = max{c|c € H(Qw)r}, a maior nao

lacuna em Qo que € menor ou igual a r.

E claro que, H(Qs)r = H(Qo)#, j4 que qualquer inteiro positivo maior que 7
e menor que r nao acrescenta nada a H(Qu), e, para 0 < r < ¢3+¢*>—¢—2, temos

C, = C; (pois, C; C C, e a dimensdo é a mesma, ja que H(Qw)r = H(Qoo)7)-

Lema 7. Assuma quer < ¢> —qg—2e7=aq+bcom0<b<q—1. Entdo:

|H(Qxo)r] =14+ ala+1)/2 + min{a,b}.

Demonstra¢ao. Todo ¢ € H(Qw)r = H(Qw )7 tem uma representagdo tnica da
forma ¢ = ig+ (¢+1)j = (i+j)g+j, com 0 < i,0 < j < ¢g—1. Logo,
iq+(qg+1)j < aq+bse, esomentese, i+j<a—1louit+j=aej<b. Teremos
agora que contar quantos elementos satisfazem essas condigoes:

Primeiramente, se t+7 < a—1, teremos as seguintes possibilidades para as duplas

(i,7):

(0,0),(0,1),...,(0,a—2),(0,a—1) a casos

(1,0),(1,1),...,(lL,a—2) a—1 casos

(a—2,0),(a—21) 2 casos

(a—1,00 1 caso.

Somando teremos a(a + 1)/2 possibilidades.

Agora, com relagao ao caso ¢ + j = a e j < b, suponha inicialmente que a < b.
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Entao temos as possibilidades:

(0,a), (1,a—1),...,(a,0) a+1 casos.

Por outro lado, se b < a, teremos:

(a,0), (a—1,1),...,(a—bb) b+ 1 casos.

Deste modo, para o segundo caso, teremos min{a,b} + 1 possibilidades e alcan-

camos o resultado desejado. O

Estamos em condicoes determinar as dimensoes dos codigos em qualquer caso.
Pelo Lema 16 e pela Proposicao 13, a dimensao de C, quando r < ¢> —q — 2
¢ a(a + 1) + 1+ min{a,b}. Por outro lado, se ¢> < r < ¢*+ ¢* — ¢ — r, entao
r=¢+¢¢—q—2—r<q¢*—q—2,pois r > ¢>. Logo, novamente pelo Lema 16
e pela Proposigao 13, a dimensao de Ci- ¢ a(a+1)/2+ 1+ min{a,b}, onde 7} =

aq+b,b > q—1. Segue que a dimensao de C, ¢ ¢* — (a(a+1)/2+ 1 +min{a,b}).

Observacao 2. Uma vez que

€ claro que 6 € uma lacuna em Q4 Se, € somente se, 6 = aq+b e <a < b <g—1.

Esta caracterizacao serd fundamental na prozima secao.

Por esta caracterizacao e pelo fato de ¥ = ag+b,b < g—1 ser uma nao lacuna

(isto &, 7 € H(Qw)), € claro que min{a,b} = b.
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Resumindo as informacoes demontradas nesta secao:

(

0 se r <0,
1+ala+1)/240b se 0<r<q¢*—q—2ef=uaq+0b,
dimC. =9 r+1-(¢*>—q)/2 se ¢*—q—2<r<g,

¢ —(1+ala+1)/2+b) se ¢ <r<¢+¢—qg—2ef=aq+b,

7 se @+ —q—2<r.

2.2.2 Distancias minimas

Vamos estudar agora as distancias minimas dos co6digos Hermitianos. Para tal,
usaremos duas estratégias: um caminho natural a ser tomado é o da algebra
linear em dimensao finita. Outro caminho é utilizar as propriedades da curva
algébrica y? +y = 9L

Seja d(C,.) a distancia minima do codigo C,.

Note que, para r < 0, L(rQ«) = {0} e d(C,) nado existe (lembre que precisamos
de dois elementos distintos para falarmos de distancia minima) e para, r > ¢ +

¢13e
¢

¢ —q—2=¢+ 29 — 2 ja foi demonstrado na secao anterior que C, = F
deste modo, a distancia minima é 1 para todo r.

E importante ressaltar neste momento que f € L(rQ.) se, e somente se, o tinico
polo de f é QD e sua ordem ¢ menor ou igual a r.

Vamos ao nosso caso de interesse: 0 <r < ¢>+¢*> —q— 2.

Sabemos que d(C,) > n — deg(rQ.) = ¢ — r pelo Teorema 6.

Teorema 14. Assuma quer =iq+j(g+1) <@ -1 com0<i,0<j<g—1e

também que uma das afirmacoes a sequir € verdadeira:

1. 7=0 ou
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i r < ¢ — g%
Entao d(C,) = ¢* —r.

Demonstragao. Caso 1: Se r = iq < ¢® — 1, entdo existe um elemento 0 # t €
L(rQs) com exatamente r zeros distintos (todos de grau um).

De fato, escolha um subconjunto / € K = Fp com |I| =i e seja t o elemento
t = [[oe;(x — @), 0 qual tem ig = r zeros distintos, pois, # — « corresponde a um
lugar de grau um em K (), o qual tem ¢ extensoes no supp(D).

Repare que t € L(rQs), pois pelo Teorema 12, se P, € Pk € o lugar

correspondente a © — o € K (x) entdo:

)= > Pap—1Qu,
o€l Bfi+f=at!

onde, B € Fp, com 89+ = .
Portanto, a palavra correspondente (¢(P;),...,t(P;)) tem peso ¢* — r.
Caso 2: Assuma que r = ig+j(g+1) < ¢ —¢* com 0 <14,0 < j < ¢q— 1. Entao
existe um elemento 0 # ¢t € L(rQ) com exatamente r zeros distintos (todos de
grau um).
De fato, se r = ¢> — ¢?, entdo o resultado segue do caso 1. Podemos assumir
entao que r < q(¢* — ¢). Logo nos temos i < ¢ —q — 1 (como j é no maximo
q— 1 temos iq + (¢ — 1)(¢ + 1) < q(¢* — q). Segue que iq + ¢*> < q(¢* — q) e,
portanto, i < ¢*> — ¢ — 1, ja que ¢ ¢ inteiro maior que 1). Escolha v € F, \ {0} e

considere o conjunto A := {a € Fp|a?t! £~} Entdo, [A|=¢*—(¢+1) >1e



Capitulo 2. Codigos Hermitianos 48

podemos escolher ag,...,q; € A. Entao, o elemento

%

ty = H (x —ay) € L(i1gQx0)-

v=1

tem iq zeros distintos P, s < D, ja que cada par (a,) corresponde a um lugar
P, 5 e a funcao traco é sobrejetiva, e se P,, correspondente a x —«a, € K(z), P,,

tem ¢ extensoes P, 3 no supp(D) e, portanto:

(t1) =D Pays — i0Qcc-
v=1

Agora, escolha j elementos distintos 5y, ..., 5; € Fg tais que 81+, = 7 e defina

g = H(y - 5#) € ‘C(j(q + 1)@00)-

p=1

Entao, t2 tem j(¢ + 1) zeros distintos P, g, ja que cada par (o) corresponde a
um lugar P, s e cada um deles ¢ distinto dos zeros de ¢y, pois 3} + 3, = v # it

parap=1,...,57ev=1...,1¢e

<t2) = Z Pa,ﬁu - j(q + 1)@00-
pn=1

Logo t :=t1ts € L((ig+ j(¢+1))Qw) = L(rQ) tem r zeros distintos P,z < D.

Portanto, a palavra correspondente tem peso ¢ — 7. O

Observacao 3. Repare que podemos concluir da demonstracao do Teorema 14,
que, parar < ¢> er =iq our < ¢ — ¢%, r € nao-lacuna se, e somente se, existe

uma fungao f € L(rQs) com exatamente r zeros distintos no supp(D).
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Lema 8. Assuma que 0 <r <n = ¢ e sejad = ¢>—r. Entdo existe uma funcao
f € L(rQ) tendo exatamente v zeros distintos no supp(D) se, e somente, se

eriste h € L(6Qw) tendo exatamente & zeros distintos no supp(D).

Demonstracao. Seja u = 27 — 2. Como (u) = D — ¢*Q«, basta considerar a
funcao u/f (e u/h) para uma dada f (resp., h) satisfazendo as condigdes do

Lema. O

Estamos interessados agora em determinar as distancias minimas em codigos
Hermitianos C, quando ¢ — ¢> < r < ¢3. Sabemos que se n > 2g entdo n
é certamente uma nao-lacuna em (). No corpo de funcoes Hermitiano, 2g =
q®> — q, pelo Lema 5. Lembrando que 7 = maz{c|c € H(Qs).}, a maior nio-
lacuna em Q. que é menor ou igual a r, temos, neste intervalo, r = 7, pois
r>¢—¢>q¢ —q=2g.

Note que, para r no intervalo dado, podemos escrevé-lo como r = ¢ — ¢*> +aq +b,
com 0 < a,b < g—1. No caso em que 7 = ¢*—q¢*+aq (b = 0), temos d(C,.) = ¢*—r,

pelo Teorema 14.
Teorema 15. Assuma quer = ¢> —¢* +aq+b onde 0 <a,b<q—1. Sea<b
entao

dC)=¢"—r=q¢ —aq—>b (2.6)

Demonstracdo. E suficiente mostrar que existe uma funcio f € L(rQ) tal que
f tem exatamente r zeros distintos no supp(D). Pelo Lema 8 é suficiente mostrar

que existe uma fun¢ao em £(6Q.,) com § zeros distintos, onde § = ¢> —r. Repare
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que

d=q¢ —r=¢"—ag—b=(q¢—(a+1))g+ (g —b).

Como (q—(a+1)) > g—b, 6 ndo é uma lacuna em @), pela Observagao 2, entao,
pela Observacao 3, existe uma funcao h € £(dQ) tendo exatamente ¢ distintos

zeros no supp(D), pois § < ¢* — ¢>. O

Proposicao 14. Assuma quer = ¢ — ¢> + aqg+a onde 0 < a < q — 1. Seja
f € L(rQs) uma fungdo nao nula. Entio f tem no mdzimo r —a zeros distintos

no supp(D).

Demonstracao. Seja 6, = ¢ —r +m, onde 0 < m < a — 1 entdo noés temos

bm=¢ —ag—a+m=(qg—a—1)qg+ (¢ —a+m).

Como0<qg—a—1<g—a+m<qg-—1, temos que d,, ¢ uma lacuna de Q.
para qualquer m com 0 < m < a — 1, pela Observacao 2.

Segue entao da Observacao 3 e do Lema 8, que nao existe uma funcao f €
L(r—m)Qx),r—a+1<r—m <r, com exatamente r — m zeros distintos no
supp(D).

Ja provamos que nado existe h € L((r — m)Q«) com r — m zeros distintos no
supp(D). Provaremos agora nao existe f € L(rQ) com r —m zeros distintos,
para todo m = 0,...,a — 1 no supp(D) e com isso concluimos a demonstragao.
De fato, pois sendo r —m >r — (a — 1) > r — a, entdo f teria no maximo r —a
zeros distintos no supp(D).

Suponha entao que exista f € L(rQ) com 7 — m zeros distintos no supp(D),

onde r —a+1 <r—m <r. Logo, como f € L(1Qx) \ L((r — m)Q), entao



51 2.2. Codigos Hermitianos

deve existir um ' com r —m <71 <r,

(f)=E+ S —1"Qcs

onde E é um divisor efetivo com E < D, deg(E) = r—m e S é um divisor efetivo
tal que supp(S)Nsupp(D) C supp(E), Qw ¢ supp(S) e s := deg(S) = r'—(r—m).
Agora, comor—m <r' <re0<m<a—1<g—2,n6stemos0 < s <m < qg—2.

Logo,

<:cqf—:17> =D—-E-5— (¢ —1)Qw.

Considere a extensio por constantes F composta por F e por K, o fecho algébrico

de K =F,. Em [(16), Teorema 3.6.3] é provado que F’ tem o mesmo género de

2
. ~ q- _ ..
F. Desejamos mostrar que, mesmo em F’, a fungao (£ 7 ), com o divisor dado

acima, nao pode existir. Em F” todos os lugares tem grau um. Dado um ponto
P, s C supp(S), considere a reta y — 8 passando por P, 3.

Afirmamos que (y — ) = Pasg+J — (¢ + 1)Qo onde f4+ 5 =it J > 0e
Qoo & supp(J). De fato, fixado 3, existem ¢+1 elementos « tais que 9+ = a4,
ja que a funcgao norma é sobrejetiva. Assim, cada um destes ¢ + 1 pares («a, f3)
correspondera a um lugar P, 3 no supp(D). Deste modo, o polo Qu de y — 8
tem ordem ¢ + 1.

Logo, temos que o divisor P, s ¢ equivalente ao divisor —J + (¢ + 1)Qw, 0u
seja, Py g ~ —J + (¢ + 1)Qo. Somando cada lugar racional no suporte de S e

escrevendo da forma acima encontramos

S~—-R+s(q+1)Qw,
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onde R >0 e Qu ¢ supp(R). Logo, como (#) =D—-FE—-S—(¢®—1)Qx,

concluimos que

(”ﬁq f_$> ~D—E+R— (¢ 1 +5(qg+1)Qu, (2.7)

onde D—E+R>0 (pois E<De0<R)e Qu ¢ supp(D — E) U supp(R).
Assim, a Relagao 2.7 nos diz que (¢3 — ' + s(q + 1)) é nao-lacuna em Q.
Por outro lado, seja 7’ =7 — j com 0 < j < m. Como r —m < r’ <r, segue que

s=r'"—(r—m)=r—j—(r—m)=m—j. Entdo:

¢ —r"+s(g+l) = @¢—r+j+s(g+1)
= " —ag—a+j+s(g+1)

= (¢g—a+s—1g+(¢g—a+s+7j)

Como0<(q—a+s—1)<(¢q—a+s+j)=q—a+m<q—1,¢—r"+s(qg+1)
¢ uma lacuna em @), para qualquer » com r —m < r’ < r, de onde obtemos uma

contradicao. |

Teorema 16. Ser =¢* — ¢* +aq+a, onde 0 < a < q— 1. Entdo:
d(C)=¢"—r+a=q¢"—aq. (2.8)

Demonstragio. Repare que d(C,) < d(Cp_p244e) (pOiS T > ¢*—¢*+aq e, portanto
Cp_rag C Cr) e d(Cp_yg2iaq) = ¢ — (¢ — ¢* + aq) = ¢* — aq pelo Teorema
14, isto ¢, d(C,) < ¢* — aq. Por outro lado, pela Proposi¢do 14, nio existe uma
fungdo f € L(rQ) tendo exatamente r — m zeros distintos no supp(D) para

cadam=0,1,...,a— 1. Logo, d(C,) > ¢* —r+a = ¢* — aq. O
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Teorema 17. Ser=¢> —¢*+aqg+b com 0 <b<a<q—1, entdio:
d(C,) = ¢* — aq. (2.9)

Demonstragio. Como r > ¢* — ¢* + aq, d(C,) < d(Cp_g21aq) = ¢* — aq. Por
outro lado, r < ¢* — ¢* + ag + a, logo d(C,) > d(Cp_s21agra) = ¢* — ag, pelo

Teorema 16. [l

Estamos interessados agora em estudar o comportamento das distancias mini-
mas no intervalo ¢° < r < ¢>+¢?> —q—2. Note que, como ¢ <r < @ +¢*—q—2
temos 0 <r, <¢g®?—q—2=29—-2,jAque®—r<0er, =¢+¢@Z—q—2—r.

Utilizando a Observacao 2 e o fato de que 0 < r; < ¢* — g — 2, repare que
¥, =aq+ b,

onde 0 <b<a<qg—2er, éa maior nao-lacuna em (), menor ou igual a r, .
Teorema 18. Seja ¢® <r < @+¢*—q—2. Se7, = aq+b, onde0 < b<a < qg—2
entao:

a+2 se b=a,
d(C;) <

(2.10)
a+1 se b<a.

Demonstracao. A demonstracao vai ser dada como consequéncia do Teorema 5,
ou seja, vamos determinar uma certa quantidade de colunas da matriz de paridade
H do codigo C, que sao linearmente dependentes.

Seja o € F 2 fixo e considere o conjunto de lugares racionais P, ara o « fixo
q a,beta
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tomado

{R”Rizpaﬂi,i: 1,2,...,(]},

no supp(D), onde B! + B; = a?™! com f; # B; quando i # je a+2 < q.

Caso 1: b = a. Uma base de L(71Qs) ¢ {1,z,y,..., 2% 2% Yy, 2% 2y ...y},
pelo Lema 5 (pois, i +j < a, j <ae 0 <1).

Ja provamos anteriormente que, se 0 < ' < ¢* +¢*> — ¢ — 2, entdao C, = C.
Assim, como 0 < r; < ¢® — q — 2 para este Teorema, temos C,, = Cz, .

Sejam P, ..., Ps, todos os lugares no supp(D).

Considere a matriz geradora de C), , ou seja, a matriz de paridade H de C,:

1 1 1
(1) () z(Pys)
y(P1) y(Pa) y(Pp)
H =
T ly(P) 2t y(Py) 2y (Pyp)
y(Pp)® y(P)* ... y(Pp)®
Considere a submatriz H; de H com colunas correspondentes a Ry, Ry, ..., Ryyo,

deste modo, z(R;) = a e y(R;) = f; para todo i = 1,...,a + 2 e reordene as



%)

linhas da seguinte maneira:

af

api”!

aa—lﬁl
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1 1
B2 oo Pago
By .. a+2
o o
o? . o?
a - a
afs ... afage
aBs ™t L. aﬁ(‘;l
N e i o

Como a € Fjp2 esta fixo, podemos usar o método de eliminagao Gaussiana para

transformar todas as linhas abaixo da linha L,; em linhas identicamente nulas.

Por exemplo, a linha L, s pode ser eliminada com a operacao L, 2—al;. A linha

Loy 19 € eliminada com a operagao Logio — L. Prosseguindo com as eliminagoes
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Gaussianas obtemos H; como se segue:

Bl 62 ﬁS /Ba+2
BB B B

le
Bi B B85 ... Bi
0 0 0 0
0 0 0 0

Logo, Hy, tem posto a + 1, ja que H, possui uma submatriz que correponde a
uma Matriz de Vandermonde, e tem a + 2 colunas, de modo que as colunas sao
L.D. e, portanto, d(C,) < a + 2.

Caso 2: b < a. Como 7 < aq+ a e y* tem polo em Qo de ordem a(qg + 1), ele
nao pode estar contido em L£(7 (), fazendo com que a linha correspondente a
y° seja transformada em uma linha identicamente nula da matriz H,. Entdo, H;

tem posto a e a + 1 colunas e, portanto, d(C,) < a + 1. ]

Nosso objetivo agora ¢ provar a desigualdade contraria no Teorema 18.
Neste sentido, pelo Teorema 5 devemos mostrar que para 7, = aq + a, quaisquer
a+ 1 colunas da matriz de paridade H de C, escolhidas arbitrariamente sao line-
armente independentes. A segunda desigualdade serd consequéncia da primeira.
Nossa estratégia serd mostrar que qualquer submatriz (a4 1) x (a+ 1), B de H,
tem posto maior ou igual a a + 1.

Considere 7, = aq + a, onde 0 < a < ¢ — 2. Seja A uma submatriz de H com
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a + 1 colunas distintas arbitrarias de H. Cada coluna, corresponde a um lugar
P, 3 de grau um e podemos reordenar as colunas de acordo com ¢, isto é, de

acordo com:

Pal,ﬁmv Palﬁl,zv e Pahﬁu;l
Pa2:ﬁ2,1a Pa27ﬁ2,27 Pa2,52,b2 (2.11)
PC‘M‘:BT,l’ Pa7‘:ﬁr,27 o Parugr,br
onde os «a; sao dois a dois distintos e 22:1 bij=a+1eb; > b > 1.
Seja B(r) a base inteira de L(rQw).
E facil checar que 2!y € B(7,),0 < j; < b; — 1.
Reescreva os elementos dessa base como:
1, Y, Y2 T
x, wy,  xy xy !
22, 22y, 222, .. alyh! (2.12)
mr—l xr—ly xv'—1y2 $T_1yb1_1
) ) )

Podemos extrair uma submatriz B, (a+ 1) X (a + 1) de A, da seguinte maneira:

i. Cada linha corresponde a uma fun¢ao em 2.12 na ordem dada.
ii. Cada coluna corresponde a um lugar de grau um em 2.11.

iii. Cada entrada de B é obtida por evaluagao.

Por evaluagdo, queremos dizer que B = [B;,|,i = 1,...,r, onde B;; ¢ uma
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—1 k-1

. , . , . ,
matriz (b; X b;) tal que a (k,[)-ésima entrada é o}~ 3}, isto ¢,
Bij = aj Di
com
1 1 1 o 1
Bix  Biz Bis - Bin
R 2 2 2 2
Dm ’ J,1 J»2 J3 Jibi

bi—1  pbi—1  abi—1 bi—1
Biv Biy T Bis o oo B,

Lema 9. [(9), Lemma 2] Defina 7; := Hf;ll (aj —0y),5=2,3,...,r. Entdo,

det(B) = (H det(D:)) (][ 77)

Jj=2

Lema 10. Assuma que 71 = aq+a onde 0 < a < q—2. Entdio a+ 1 colunas de

H escolhidas arbitrariamente sao linearmente independentes sobre F 2.

Demonstracao. Escolha a + 1 colunas de H e reordene-as de acordo com « de
P, 3. Podemos construir submatrizes A e B como explicitado acima. Como os
a; sao dois a dois distintos para i = 1,2,...,r, temos 7; # 0 para j = 2,3,...,r.
Uma vez que os 3;; também sao dois a dois distintos para j = 1,2,...,b; e um
dado i teremos det(D; ;) # 0. Logo, pelo Lema 9, det(B) # 0. Mas isto implica
que a+ 1 = posto(B) < posto(A) < a+ 1, ou seja A tem posto a+ 1 e, portanto,

as colunas de A sao lineamente independentes em IFpe. ]

Teorema 19. Seja ¢> < r < ¢ +¢*> — ¢ — 2. Assuma que 7| = aq + b com
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0<b<a<q—2. Entao:

a+2 se b=a,
d(C;) =
a+1 se b<a.
Demonstracao. Se b = a, entao quaisquer a + 1 colunas de H sao linearmente
independentes sobre F2 pelo Lema 10, logo d(C;) < a + 1. Por outro lado, o
Teorema 18 nos da d(C,) > a + 1.
Se b < a, entao seja 7, = (a — 1)g+ (e — 1). Uma vez que 7| < 7, temos
C, C Cn. Logo d(C,) > d(Cy) = (a — 1) + 2 = a + 1 pela primeira parte deste

Teorema. Novamente, pelo Teorema 18, concluimos que d(C,) = a + 1. O
Por ultimo, temos a seguinte consequéncia do Teorema 19.
Proposigao 15. Se ¢* — q <r < ¢, entdo d(C,) = q.

Demonstracao. Ser = ¢, entdaor, = ¢®+¢*—q—2—r = ¢> —g—2 de modo que
71 =(¢—2)g+q—2=r,. Logo, d(Cys) = ¢— 2+ 2 pelo Teorema 19. Por outro
lado, d(Cy_,) = ¢ pelo Teorema 14. Para ¢* —q <r < ¢* Cp_, C C, C Cp e,

portanto, ¢ = d(Cps) < d(C,) < d(Cp_y) = q. 0

O seguinte quadro resume as informacoes provadas até aqui.
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¢—b— b+ b<u

D>QoST+D

I-b>v>q>09+bv="Tu

glal_.@a._.mwlmwﬂﬁ

Q=1Dosg+D (1+9+¢/(1+v)p)— b C—b—pp+Dh>u> b
I-b>1>q>0
@+~§+N@Imwﬂg
Q44— b ﬁ+m\€|NSI& ‘b>.u> b— b
I-b>q>v>0
Q+bv+.b—b=u
4 — b 1+¢/(b—.b)—u ‘b>u> b— b
4 — b 1+¢/(b—h)—u Dh—eh>u>b— Db
4 — b 1+9+¢z/(1+0)p Q+bv=ub—b>u>
9)SIX0 ORN 0 0>
4
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Facamos um tltimo exemplo:

Exemplo 4. Seja ¢ = 2. Entdao Fy(x,y)/Fy com y*> +y = 23 tem género g = 1.
Temos K = Fy = Fy(a) = {0,1,0, + 1} onde o é um zero para * + x + 1.
Dado r inteiro, C, tem comprimento 8.

Seja k a dimensao de C, e d, sua distdncia minima. Ser < 0 entdo k =0 e nao
temos d,.

Se 0 <r <2, 17=aq+b deve satisfazer 0 < b < a < 1. Como 0 € certamente
nao-lacuna e 1 é uma lacuna, 7 = 0. Deste modo, k=0+04+1=1edy =8 ¢
di=7. Para, 2<r<4,k=red, =8—r.

Para 4 < r < 8 teremos que analisar cada caso. Primeiramente, escreva r =
20 +b+4, onde 0 < a,b<1. Parar =4, a=b=0, k=4 edy = 4. Para
r=>5a=0eb=1, de modo que, k=5 eds;=3. Parar=6,a=1eb=0ce
k=6 eds=2. Finalmente parar =7, a=b=1e k=T com d; = 2.

Para o peniltimo caso, s6 temos a possibilidade de r = 8 e, entao, r; = 0 =
0q+ 0. Deste modo, k=T ed=042=2. Por illimo, ser >8, k=8 ed=1.
O codigo é MDS parar =0er > 1.

O cadigo serd auto dual se, e somente se, r =4 e auto ortogonal se e somente se
r <4.

Parar = 3, o conjunto {1,x,y} € uma base para L(3Q~ ). Para cada a € Fy, exis-
tem 2 elementos distintos em Fy tais que b*+b = a3 e a cada par (a,b) corresponde
um lugar racional Py com x(Pay) = a e y(Pagp)) = b. Logo, os lugares racio-
nais de F'(x,y) /F4 exceto Qoo 560 P 0y, Po1y; P1,a), P1,a+1)s Plaa)s Plaa+1): Plati,e)
e Platiar1)-

Concluimos entao que x(Pog)) = 0,2(Poa)) = 0,2(Pua)) = 1, 2(Puas) =
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Lx(Paa) = ,2(Paat1)) = @, 2(Pat1e) = @ + L2(Patier)) = o+ 1
e y(Poo) = 0,y(Poy) = Ly(Puw) = o, y(Paary) = @+ Ly(Paa) =
«, y(P(a,a+1)) =a+1, y(P(a+1,a)) =, y(P(a+1,a+1)) =a+l

Logo, jd temos todas as informagoes necessdarias para formar a matriz geradora

de 03.'
1 11 1 1 1 1 1

0 0 1 1 «Q «Q a+1l a+1

01 o a+1 a a+1 o a+1

Fazendo a operacao Ly — Lo+ Lz. Temos:

11 1 1 1 1 1 1
00 1 1 a a a+l1 a+1

01 a+1 o 0 1 1 0

Como d3 = 5 e a linha L3 tem 5 entradas nao nulas, observamos que nenhuma
palavra de C3 tem peso menor que Ls. Parar =5, o conjunto {1,x,y, 2% zy} é

uma base para L(5Q). Logo, a matriz geradora de Cs é:
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Faca as operacoes, Ly > Ly + L5, Ly — Ly + Lo e L3 +— L3+ Ly e teremos:

1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 « a a+l a+l
010 0 0 a+1 « 0
0 00 0 1 1 1 1
0 0 o a+1 a+1 1 1 o

Observe que a linha Lz da matriz acima, dada por Lz = (0,1,0,0,0,a + 1, a,0)
tem peso 3. Como ds = 3 € impossivel encontrar qualquer palavra com peso

menor que Ls.

No seguinte link pode ser feito o download de um aplicativo que calcula a
distancia minima de um coédigo Hermitiano, dados, pelo usuéario, os valores de ¢

e r (este aplicativo foi escrito em linguagem C):

https://www.dropbox.com/s/0u7d9rthqucdt5e/MDY%20for%20Hermitiany20Codes . exe
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Apéndice A
Algoritmo da Distancia Minima

Segue abaixo o algoritmo na linguagem C do aplicativo, no qual o usuario inte-
rage dando os valores de ¢ e r e recebe como resultado a distancia minima d, de
C,., o valor s para o qual o codigo é auto dual e se ¢° < r < ¢*+¢* — ¢ — 2 recebe

também o valor de t que é o maior polo tal que t < ¢® +¢*> —q—2 — 1.

#include<stdio.h>

#include<stdlib.h>

int main()

{

int q, r, d, a, b, rr, t, v = 0;

printf("Welcome to Program about Minimum Distance of Hermitian Codes. \n\n");
printf("Write a value for q (a power of p prime)

for Hermitian curve (not generalized): ");

scanf ("%d", &q);
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printf("Write a value for r(integer), parameter for the code C(r): ");

scanf ("%d", &r);

if( (0 <= 1) && (r < g*g*q - g*q) )

{ d = gxq*q - T; printf("d = %d\n", d); }

else if( (gqxg*q - gq*q <= r) && (r < g*gqxq) )

while( b < q )

{

if( r == gq*q*q - gq*q + axq + b ){ v = 1; break; }
bt++;
}

if( v ) break;

at+;

if( a <b) d=qg*q*q - r;
else d = gxq*q - r + b;
printf("d = %d\n", d);

¥
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for(a = 0; a < q; at+)

while( b <= a )

{

t = axq + b;

IT = q%q*q * gq*q - q - 2 - t;

if( (rr > 0) && ( rr <= 1) ){ v = 1; break; }
b++;
}

if( v ) break;

3

if( v ) printf("t = %d\n", t);

else printf("t nao pode ser definido.\n");

if(a==>b) d = at2;
else d = a + 1;
printf("d = %d\n", d);

3
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else if ((r > g*q*q - g*q -q - 2))

d=1; printf("d = %d\n", d);

else{ d = 0; printf("d = %d\n", d); }

printf("s = (%d~3 + %d~2 - %d - 2)/2 = %f\n\n", q, q, q,
(float) ((g*q*q + g*q - q - 2)/2));

printf("s is the value for which the code is self-dual
and d is the minimum distance for C(r)!.\n\n");

printf ("t is the biggest polo number,
for t<= dual dimension. \n\n");

printf("my email: moisesceni@oi.com.br \n\n");

printf ("THANK YOU FOR YOUR BUSINESS. \n\n");

system("PAUSE") ;
return O;

}
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