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Resumo

Neste trabalho, estudamos a controlabilidade exata local da equagao Korteweg-de
Vries, em um intervalo limitado, com controles que atuam sobre a condicao de
contorno de Dirichlet. Em uma primeira etapa, provamos a desigualdade de
Carleman para o sistema linearizado, o que nos permite provar a controlabilidade
nula interna. Entao, usamos o teorema do ponto fixo de Kakutani, para obter a
controlabilidade exata local das trajetorias do sistema.

Palavras-chave: controlabilidade, equagao KdV, estimativa de Carleman.
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Abstract

In this work we study the local exact controllability of the Korteweg-de Vries
equation, on a bounded interval, with controls acting on the Dirichlet boundary
condition. In a first step, we prove a Carleman inequality for the linearized system,
which leads to null internal controllability problem. Then, the Kakutani’s fixed
point theorem gives us the local exact controllability to the trajectories of the system.

Key words: controllability, KdV equation, Carleman estimate.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Um Pouco da Historia das Ondas Solitarias

As equagdes que modelam o movimento de ondas em meios dispersivos, lineares e nao
lineares, tem suas raizes na descoberta de uma ”Onda Solitdria” por John Scott Russell,
um engenheiro naval Escocés. Por volta de 1834 ele observou ondas criadas na superficie
da agua em um canal, que pareciam se propagar de forma constante e sem modificar
sua de forma. Russell realizou vérios experimentos deste fendmeno que ele chamou de
"Ondas de Translag¢iao”("wave of translation”), que mais tarde ficaria conhecida como
”Ondas Solitdrias”[25]. Naquele dia, Russell observeu uma onda muito particular, tal
onda viajava através de um canal, sem perder a sua forma ou velocidade. A fascinagao
tomou conta de Russell, que concentrou sua atencao sobre os estudos deste tipo de ondas
por anos.

Com a sua descoberta, fez inimeros experimentos conhecidos como "o sistema de linha
de ondas para construcao de cascos”, que consistiu em criar uma area na forma de um
canal na qual se colocava um obstaculo. Atrds do obstaculo se introduzia o fluido e, em
seguida, se removeria tal obstaculo para que uma onda longa se formasse e se propagasse
ao longo do canal. Tais experimentos revolucionaram a arquitetura naval no século XIX,
e ele foi condecorado com a medalha de ouro da ”"Royal Society of Edinburgh”por seu
trabalho em 1837.

Os experimentos de Russell contradisseram véarias conjecturas fisicas, tais como a teoria
de G. B. Airy [1], no qual a onda viajante nao poderia existir, pelo motivo que a mesma
acabaria mudando sua velocidade ou a sua forma, ou a teoria de G. G. Stokes [26], em que
as ondas de amplitude finita e forma fixa sao possiveis, mas apenas em aguas profundas
e somente na forma periédica. No entanto, Stokes estava ciente do estado inacabado da
teoria de Russell:

"E a opinido do Sr. Russell que a onda solitdria € um fenomeno sui generis. Seus
experimentos parecem tornar esta conclusao provdvel. Caso esteja correto, o cardter
analitico de uma onda solitdria continua pode vir a ser descoberto.”

Consequentemente, a fim de convencer a comunidade fisica, Scott Russell desafiou
a comunidade matematica para provar teoricamente a existéencia do fenomeno que ele
testemunhou:

"Tendo wverificado que ninguém tenha consequido prever o fenomeno que eu me
aventurei a chamar de ondas de translacdo... nao era de se supor que, depois que Sua
existéncia tenha sido descoberta e seus fenomenos determinados, esforcos ndo seriam
feitos... para mostrar como ela deveria ter sido previsto a partir de conhecidas equacoes
gerais do movimento de fluido. Em outras palavras, agora ficou para os matemdticos a
descoberta, ou seja, para dar uma a priori demonstracao a posteriori ”.



Uma grande quantidade de pesquisadores enfrentou o desafio proposto por Russell. Os
proprios George Airy e George Stokes se interessaram pelo assunto desenvolvendo e anali-
sando principalmente os modelos matematicos dos fenomemos observados anteriormente
em laboratdérios.

Uma das primeiras grandes contribuicoes e respostas para o Russell foi dada pelo
matematico Francés Joseph Boussinesq por volta de 1871 [8]. Em 1876, o fisico Inglés
Lord Rayleigh obteve um resultado diferente [22], e em 1895 os matemaéticos holandeses
D. J. Korteweg e seu aluno G. de Vries deram o ultimo resultado importante do século
19 [16]. Na verdade, Boussinesq considerou um modelo de ondas longas incompressiveis
e de rotacao livre em um canal raso com secao retangular desprezando o atrito ao longo
da fronteira (paredes do canal). Ele obteve a seguinte equacao
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(1.1)

onde (t, ) sao as coordenadas de uma particula do fluido no tempo ¢, h é a amplitude da
onda, H é altura da agua em equilibrio e g é a constante gravitacional.

Enquanto isso, Rayleigh considerou independentemente o mesmo fenomeno e acres-
centou a hipotese da existéncia de uma onda estacionaria ”desaparecendo” no infinito.
Ele considerou apenas a dependéncia espacial e observou o comportamento da equagao
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com hg sendo a ”crista” da onda e os outros parametros definidos da mesma forma que
Boussinesq. Esta equagao possui uma forma explicita de solucao dado por

3h
h (x) = hgsech? (\/ 4—H0333> :

Em 1876, Rayleigh escreveu em seu artigo [22]:

”Fu recentemente vi um livro de memorias de Boussinesq, Rendus, vol. LXXII, no
qual estd contido uma teorta de ondas solitdrias muito semelhante ao do presente trabalho.
Entao, na medida em que nossos resultados sao comuns, o crédito de prioridade pertence,
naturalmente, a J. Boussinesq”

Finalmente, em 1895, surgiu o famoso artigo de dois cientistas holandeses, Diederik
Korteweg e Gustav de Vries, que relata uma modelagem matematica sobre ondas solitarias
observado por Russell. A forma original da equacao principal do artigo é
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onde 7 é a elevagao da superficie do liquido sobre o seu nivel de equilibrio [ > 0, a > 0
¢ uma constante relacionada ao movimento uniforme (propugao linear) do liquido, g > 0
¢é a constante de gravidade e § = % — Z—; ¢é a constante relacionada as forcas capilares do
tensor T' e da densidade p, constante e positiva. Eliminando as constantes fisicas pelas

mudancas de variaveis

P K I (L4
— —_— __e | — —
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obtem-se a equacao de Korteweg-de Vries (KdV) padrao
Uy + OUUy + Upgy = 0 (1.4)



que ¢ um modelo que descreve a propagacao em pequena amplitude de ondas de aguas
rasas em um canal de secao transversal retangular.

Existem intmeras aplicacoes fisicas e matematicas deste modelo, por exemplo, C.S.
Gardner e G.K. Morikawa [12] encontraram uma nova aplicacao deste modelo no estudo
de ondas livres de colisao hidro-magnéticos na esperanca de descrever a propagacao
unidirecional de ondas pequenas mas de aplitude finita em um meio dispersivo nao linear.
Além disso, M. Kruskal e N. Zabusky [28] mostraram que os modelos de equagdes KAV
para o problema de Fermi-Pasta-Ulam é descrito por ondas longitudinais que se propagam
em uma rede unidimensional de massas iguais acoplados por meio de molas nao lineares.
Outras aplicagoes tém sido encontrados apds o desafio de Russell, tais modelos resultantes
sao focos de estudos até o dia de hoje.

1.1.1 Controlabilidade para EDPs - Principais Métodos Utilizados

Estamos interessados em obter controlabilidade e estabilizacao para sistemas dispersivos
governados por EDPs. Vamos comecar tratando de dois importantes problemas relativos
a controlabilidade sao eles: a controlabilidade interna e controlabilidade na fronteira para
EDPs.

Os varios conceitos de controlabilidade, que concordam em dimensao finita, mas nao
de um modo geral para as EDPs, sao introduzidas e caracterizadas por uma abordagem de
dualidade cléssica (ver por exemplo [11, 17]). Nesta abordagem a controlabilidade exata
de um sistema ¢ provada ser equivalente a prova de uma desigualdade de observabilidade
para o sistema adjunto. Tal fato é baseado no método HUM — Hilbert Uniqueness Method
devido a J.-L. Lions (para mais detalhes ver [17, 18, 19]). Os métodos de controlabilidade
dados aqui podem ser vistos como extensoes naturais do critério de Kalman para sistemas
de dimensao finita como mostrado em [9].

Quanto a questao da estabilizagao, vamos introduzir conceitos de estabilidade em
dimensao infinita. Para isso, mostraremos alguns métodos que comprovam a estabilizacao
exponencial para EDPs. A estabilizagado de uma EDP estd relacionada fortemente
com a controlabilidade anteriormente definida. Uma atencao especial é dada a EDPs
com um gerador infinitesimal anti-adjunto (skew-adjoint) para quem os conceitos de
controlabilidade e estabilidade, considerados aqui, concordem.

Precisamos inicialmente introduzir algumas notagoes. Vamos denotar por P (D) o
operador diferencial com P € C[r,&,...,&) e D = (—idy, —i0y,,...,—i0,,). Por
exemplo, se considerarmos P = —72 + [£ |2 teremos o operador da equacao de ondas
P (D) = 9?—A. De agora em diante, 2 C R™ serd um subconjunto aberto suficientemente
suave, cuja fronteira 02 é denotada por I'.

Problema de Controlabilidade Interna

Dados um subconjunto w C €2 com fronteira suave I' e um conjunto de condicoes de
contorno, que escreveremos como B (D) z = 0, vamos considerar o problema de controle

P(D)z=X,f t>0,2€Q,
B(D)z=0 t>0,xzel, (1.5)
2(0,z) =2 (z) x €.

Aqui, f = f(t,x) é o controle interno, z = z (t,x) é a funcao procurada que satisfaz
o sistema acima e X representa uma funcao caracteristica. Sejam H e U dois espagos
funcionais normados, dados zy e z; em H, buscamos um controle f € L? (0, T;U) tal que
a solucao z do sistema (1.5) satisfaz z (T, x) = 2 (z).



Problema de Controlabilidade na Fronteira

Dados um subconjunto v C I' e dois conjuntos de condicoes de contorno, que escreveremos
como By (D) z = X, f, B2 (D) z = 0, vamos considerar o problema de controle

P(D)Z—O t>0,zeQ,
B(D)z=X,f t>0,z€l, 16)
By (D)z=0 x € ), '
(O,x)—zg( ) xef.

Aqui, f = f(t,x) é o controle de fronteira, z = z (t,x) é a funcao procurada que satisfaz
o sistema acima e X é uma funcao caracteristica. Dados zy e z; em H, buscamos um
controle f € L? (0,T;U) tal que a solucio z do sistema (1.6) satisfaz z (T, z) = 2 ().

1.1.2 Controlabilidade e Observabilidade

Conceitos de Controlabilidade

Dados zy € H, u € L?(0,T;U), consideremos a solugao z : [0,7] — H do seguinte

problema de Cauchy
2z = Az + Bu
’ 1.7

{ 2 (0) = 2. (17)
Relembremos que para qualquer zy € D (A) e u € W (0, T;U), o problema de Cauchy

(1.7) admite uma tnica soluao z € C ([0,T];D (A)) N C*(0,T; H) dada pela férmula de
Duhamel

z(t):S(t)zg—l—/OtS(t—s)Bu(s)ds, vt e [0,7].

Parazg € Heu € L' (0,T;U), a férmula anterior define uma solugao suave (mild solution)
de (1.7).

Definicao 1.1.1. Dizemos que o sistema (1.7) € exatamente controldvel no tempo T se
para qualquer 29, zr € H, existe uw € L*(0,T;U) tal que a solugdo do sistema (1.7) satisfaz
2 (T) = zp.

Definigao 1.1.2. Dizemos que o sistema (1.7) € nulamente controldvel no tempo T se
para qualquer 2o € H, existe uw € L*(0,T;U) tal que a solugao do sistema (1.7) satisfaz
z2(T)=0.

Introduziremos agora o seguinte operador L7 : L* (0,T;U) — H definido por

ETu:/TS(T—t)Bu(s)ds.

Assim, as seguintes defini¢oes de controlabilidade, acima mencionadas, sdo equivalentes
a:

Controlabilidade Exata em T' < Im L1 = H; (1.8)
Controlabilidade Nula em 7'« S (T) H C Im L. (1.9)

Em dimensao finita, i.é., quando A € R"*" e B € R™*™, os dois conceitos sao equivalentes,
e a equivaléncia é uma condicao puramente algébrica, a famosa condicao das filas de
Kalman: rank (B,AB,..., A" 'B) = n. Como uma consequéncia, o tempo 7 nao
desempenha nenhum papel, para mais detalhes podemos citar [9, 27].



Para EDPs as situagoes sao mais complicadas do que para dimensao finita. Por
exemplo:

— nao existe nenhuma condicao algébrica para a controlabilidade;

— o controle no tempo desempenha um papel para a EDPs hiperbdlicas;

— a reciproca abaixo nao é natural em geral

Controlabilidade Exata = Controlabilidade a Zero.

Métodos para Controlabilidade

As provas dos resultados aqui citadas sao classicas, e eles podem ser encontrados, por
exemplo em [9, 17, 27, 29]. Tais provas sado baseadas no método H.U.M. devido a J.-L.
Lions (ver [17]). Um primeiro resultado que garante a controlabilidade pode ser dado da
seguinte maneira:

Resultado A: Diremos que o sitema (1.7) é exatamente controlavel no tempo 7" > 0
se, e somente se, existe alguma constante ¢ > 0 tal que

T
| 187" @l dt = clllly Voo € H. (1.10)
0

A desigualdade (1.10) é chamada de desigualdade de observabilidade. Tal desigualdade
significa que a aplicacao
T :yo+— B*S™(-)yo,

¢ limitada e inversivel, ou seja, temos a chamada propriedade de observabilidade, isto
quer dizer que é possivel recuperar completamente as informagoes sobre o estado inicial
Yo, sobre uma medida em [0, 7], na saida dos dados B* [S* () yo|.

Um outro resultado relacionada com uma desigualdade de observabilidade, porém em
um sentido mais fraco, e assim serda chamada de desigualdade de observabilidade fraca,
nos garantira a controlabilidade nula do sistema (1.7) e pode ser formulado como segue.
Resultado B: O sistema (1.7) é controlavel a zero ou nulamente controlavel no
tempo T > 0 se, e somente se, existe alguma constante ¢ > 0 tal que

T
| 18" Ol dt = 5" (@)l Yon € B (1.11)
0

A desigualdade (1.11) tem um sentido fraco pelo fato de que a mesma nos da
somente que as informagoes de S* (T') yo podem ser recuperadas, nao podendo recuperar
informagoes sobre o estado inicial do sistema .

O método H. U. M. O método H.U.M. desenvolvido por J.-L. Lions é uma ferramenta
de suma importancia para o estudo de controlabilidade de sistemas governados por EDPs.
Se considerarmos um problema de valor inicial e de contorno

5 2 = Az + Bu,
2 (0) =0,

e seu problema adjunto, obtido tomando a distribuicdo do operador adjunto 0; — A, a

saber, —0;, — A*:
g
Z* Yy Y,
{ Yy (T) = Yr,



podemos assumir a seguinte Identidade Chave: (2 (t),yr)y = fOT (u, B*y), dt e garantir a
equivaléncia entre desigualdade de observabilidade e controlabilidade do sistema Y. Além
disso, podemos concluir que:

— A equacao de evolucao no problema adjunto y = —A*y difere de um operador adjunto
y = A*y por um sinal de menos. Uma simples tranformacao t — T — t faz com que a
solugoes do operador adjunto sejam solucoes do problema adjunto;

— O método prova que o operador A : zp — u nos dar um controle;

— Em geral, nao precisamos explicitar B e B*. Os ingredientes importantes para o
método sao: a identidade chave e a desigualdade de observabilidade.

1.2 Problemas e Resultados Principais

Vamos investigar as propriedades de controlabilidade para a equacao de Korteweg-de
Vries. Mais precisamente, vamos investigar propriedades do seguinte sistema

e+ (€0), + Uy = | em (0,T) x (0, L),
u(t,0) =u(t,L) =u, (t,L) =0 em (0,7), (1.12)
u (0,2) = ug (2) em (0,L),

onde
o { = ¢ (t,z) é um coeficiente de transporte (constante em alguns problemas) e

e f éum controle que atua internamente suportada em um conjunto aberto w C (0, L).

Observe que a equacao KdV cléssica corresponde a § =1+ 7.

Como mencionado na primeira parte desta introducao, a KdV teve seu desenvolvi-
mento a partir das descobertas do engenheiro escocés John Scott Russell [25] no qual
observou a criacao de ondas a partir de um experimento em um canal de superficie rasa.
A ideia deste trabalho é investigar a controlabilidade (nula e exata) desse sistema que
modela ondas em superficies rasas.

Mais precisamente, para o problema de controlabilidade nula o estudo foi feito como
segue:

1. estudo do problema de Cauchy para a equacao KdV linear;

2. utilizacao de estimativas do tipo ” Carleman’”para encontrar uma desigualdade de
observabilidade interna apropriada para o estudo da controlabilidade do sistema
linear associado a (1.12);

3. a controlabilidade da equagao KdV (néo linear) serd provada através um argumento
de ponto fizo.

Em relacao a controlabilidade exata o estudo foi feito da seguinte maneira:

1. estudo do problema de Cauchy para a equacao KdV linear;

2. estimativas a priori obtidas por métodos dos multiplicadores (ver [15]) e provas de
desigualdades de observabilidade adequadas;

3. a controlabilidade da equacdo KdV (nao linear) serd provada através de um
argumento de ponto fizo.



A Equacao KdV em um Intervalo Finito (0, L)

Inicialmente vamos dar atengao a equacao KdV em um intervalo finito (0,L) com
condicoes de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann, mais precisamente vamos mencionar
os primeiros resultados relativo a controlabilidade exata na fronteira da equagao

Up + Uy + Uy + Upey, =0 em (0,77) x (0,L),

u (ta O) - hl (t) em (Oa T) )

u(t,L) = hy(t) em (0,7), (1.13)
ug (t, L) = hs (t) em (0,7,

u(0,2) = ug () em (0,L).

A controlabilidade na fronteira da KdV foi primeiramente estudada por Rosier [23]
quando considerou o sistema (1.13) com somente um controle hs (hy = hy = 0) em agao.
Ele provou que o sistema (1.13) é localmente exatamente controlavel no espago L? (0, L).

Teorema 1.2.1. ?YSejam T > 0 e

2]
L¢N:= {2#\/‘%:]’,ZEN*}. (1.14)

Considere § > 0 tal que ug, ur € L? (0, L) satisfazem
HU0HL2(0,L) + HUTHL2(0,L) <9,

entdo encontra-se um controle interno hs € L*(0,T) tal que o sistema (1.13) com hy =
ho = 0 admite uma unica solugao

ue C([0,T];L*(0,L)) NL*(0,T; H (0, L))

satisfazendo
u(0,2) =uo (z) eu(T,z) =ur(z).

O teorema foi primeiro provado para o sistema linear usando o método H. U. M com
a afirmacao que os dados devem ser suficientemente pequenos. Com o resultado linear
em maos, foi estendido o resultado de controlabilidade exata para o sistema nao linear
obtendo o Teorema 1.2.1, utilizando o principio da contracao. Neste mesmo trabalho
Rosier prova que se L € N o sistema linear associado a (1.13) com h; = hy = 0 nao é
exatamente controldvel; isto é ; existe um subespaco de dimensao finita M de L? (0, L)
para o qual as solucgoes do sistema nao sao levadas da origem a um determinado tempo
final T'. Mais precisamente, para qualquer 0 # ur € M, a solucao u de (1.13) satisfaz

uw(0,2) =0, u(T,z)# up,

para qualquer controle interno hz € L* (0, L). De agora em diante um dominio (0, L) é
chamado de critico se seu comprimento L € N.

No que diz respeito a controlabilidade nos comprimentos criticos, Coron e Crépeau,
m [10], provam que o sistema (1.13) com hy = hs = 0 e L = 2kr € N é localmente
exatamente controlavel no espaco L? (0, L) embora o seu sistema linear associado nao é
exatamente controlavel. Para obter tal resultado os autores fazem uso de um método
denominado método do retorno devido a Coron em [9].



Teorema 1.2.2. ["%Seja T > 0 ¢ L = 2kn € N para algum inteiro k. Existe um § > 0
tal que para ug,ur € L? (0, L) satisfazendo

||U0||L2(0,L) + ||“T||L2(0,L) <9,

pode-se encontrar um controle hy € L*(0,T) onde o sistema (1.13), com hy = hy = 0,
admite uma unica solugao

we C([0,T);L%(0,L))nL*(0,T; H' (0, L))

satisfazendo
u(0,2) =wuy (z) eu(T,z) =ur(z).

Outros resultados relativos a controlabilidade do sitema (1.13) foram provados. Por
exemplo, em Glass-Guerrero [13] e Rosier [24], os autores garantem que o sistema (1.13)
é controlavel a zero quando considera-se hy = 0.

Em [24], o autor esclarece de forma sucinta o motivo fisico pelo qual se deve considerar
o controle atuando do lado direito do dominio espacial na equacao KdV, além disso, ele
considera o sistema (1.13) com apenas um controle atuando na fronteira, a saber h;.
Usando uma estimativa do tipo Carleman, ele prova que o sistema (1.13), com hy = hg = 0,
¢é localmente controlavel por trajetérias e, em particular, é localmente controlavel a zero.

Teorema 1.2.3. 24 Sejam T >0 e L > 0 . Considere
veC([0,T);H*(0,L)) nC* ([0,T);L*(0,L)) N H" (0,T; H" (0,L)) ,
sendo uma funcao que satisfaz
Vg + Uy + Uz + Vggw = 0 em (0,7) x (0,L),
v(t,L)=v,(t,L) =0 em (0,7, (1.15)
v(0,2) = vy (x) em (0,L).
Entao, existe um § > 0 tal que para ug € H* (0, L) com uy (L) =uy (L) =0 e
[[uo — UO”H3(0,L) <9,
existe uma func¢ao
ue C([0,T];L%(0,L)) NL*(0,T; H" (0, L))

0 qual € solucao de

Up + Uy + Uy + Ugzy = 0 em (0,7) x (0,L),
u(t,L) =wu, (t,L) =0 em (0,7), (1.16)
w(0,2) =uo(z) uw(T,z)=v(T,x) em (0,L).

Observe que em (1.16) o autor especifica somente duas condi¢oes de contorno. Para
tal sistema ser considerado compativel é necessario acrescentar uma terceira condicao de
contorno envolvendo o controle, por exemplo

Neste caso, Rosier considera o h; na classe H' (0, 7). Porém, alguns anos depois, Glass
e Guerrero, em [13], nos diz que é possivel tornar esse controle mais regular através do
seguinte resultado.



Teorema 1.2.4. "ISejam T > 0 e L > 0. Considere v € C([0,T];L?(0,L)) N
L*(0,T; H' (0, L)) satisfazendo

VU + Vg + VU + Vpge = 0 em (0,7) % (0,L),
v(t,0)=v(t,L)=v,(t,L)=0 em (0,7),
v (0,z) = vy () em (0,L).

FEntao, existe um 6 > 0 tal que para ug € L* (0, L) com
[Juo — UO“L?(O,L) <0,
existe hy € HY?~¢ tal que o sistema (1.13) com hy = hy = 0 admite uma tunica solugdo
we C([0,T);L%(0,L))NL*(0,T; H' (0, L))

satisfazendo
uw(0,z) =uy(z), u(T,z)=v(T, x).

Glass e Guerrero também consideram neste mesmo trabalho o sistema (1.13) com
hz = 0. Eles provam que este sistema é localmente exatamente controlavel em L? (0, L)
mesmo se o dominio espacial é critico.

Teorema 1.2.5. "J/Sejam L > 0 e T > 0. Eziste um § > 0 tal que para qualquer
ug, ur € L*(0, L) com
H“0HL2(0,L) + HUTHm(o,L) <9,

existem controles hy, hy € L? (0,T) tal que a solugao do sistema (1.13) com hy = 0 admite
uma unica solucao

uwe C([0,T];H'(0,L)) N L*(0,T;L*(0,L))

satisfazendo
w(0,2) =ug (z), u(T,z)=ur.

Recentemente, Glass e Guerrero, em [14], consideraram o sistema (1.13) com apenas
um controle hy agindo do lado direito do dominio. Assim como em Rosier [23], os autores
provam a existéncia de um conjunto critico para valores de L da forma

N*={LeR: :(ab) €C?t.q. ae” =be’ = —(a+b)

e L= — (a®+ab+ b2} (1.17)

Ou seja, o sistema (1.13), com hy = hy = 0, é localmente exatamente controlavel em
L?(0, L) se, e somente se, L ¢ N*.

No que diz respeito a controlabilidade interna para a equacao KdV em dominio
limitado pouco resultado existe na literatura. Um dos resultados é devido a Glass e
Guerrero. Eles provam, em [13], que o sistema é controldvel nulamente por trajatérias,
mais especificamente eles consideram o intervalo (0, 1) para provar que o sistema (1.12),
com um controle atuando na faixa esquerda do dominio, é internamente controlavel a
zero por trajetérias. Para isto, eles derivam uma nova Carleman para a KdV com
observabilidade interna. Ou seja, eles provam o seguinte resultado:

Teorema 1.2.6. ' Seja v > 0 fivzado. Para @y, € L*>(0,1), considere @ €
C°([0,T]; L*(0,1)) N L% (0, T; Hy (0,1)) a solugdo do sistema

Up + Uy + Uy + Vilggy = 0 em (0,7) % (0,1),
u(t,0)=u(t,1)=1u,(t,1)=0 em (0,7),
u(0,z) = ug () em (0,1).
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Entao, existe § > 0 tal que para qualquer ug € L*(0,1) satisfazendo ||ug — EOHLQ(OJ) <4,
existe v € L*(0,T), tal que a solugdo u € L* (0,T; H' (0,1)) N C°([0,T]; L*(0,1)) de

Up + Uy + Uy + VUpyy = 0 em (0,7) x (0,1),
u(t,0) =v,u(t,L)=u, (t,L)=0 em (0,T),
U(O,SL’) = Uo (SL’) em (071);

satisfaz u (T,-) = u(T,-) em (0,1).

Nesse trabalho, faremos uma analise do Teorema 1.2.6. Utilizaremos o Teorema de
Kakutani e o método H.U.M, descrito na secao 1.1.2, para obter resultados associados
ao sistema linear correspondente. Esses resultados obtidos para o problema linear
representam parte substancial desse trabalho.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1 Os Espagos LP(Q)

Os resultados que enunciaremos nesta se¢ao, assim como suas demonstragoes, podem ser
encontrados em [2] e [20]

Seja 2 um aberto do R". Representaremos por LP(2), 1 < p < +o00, 0 espago vetorial
das (classes de) fungoes definidas em {2 com valores em K tais que |ulP é integravel no
sentido de Lebesgue em ().

O espaco LP(2) munido da norma

P
ol oy = ( / |u<x>\pdx) paral < p < 4o
Q

||| oo () = Sug ess|u(x)|, para p = +o0,
re

é um espaco de Banach.
No caso p = 2, L?(Q) é um espago de Hilbert.

Proposigao 2.1.1. Se v € LY(Q) entdo as integrais indefinidas de u sio fungoes
absolutamente continuas.

Proposicao 2.1.2. (Desigualdade de Young) - Sejam 1 < p,q < oo tal que

1 1
—4+-=1¢ea,b>0. Entao

p q
alb b
ab < — + —.
p q

Proposicao 2.1.3. (Desigualdade de Minkowski) - Sejam 1 < p < oo e f,g em
LP(Q), entdo
1+ gllr@) < [[fllze@) + 9]l o)

Proposicao 2.1.4. (Desigualdade de Hdélder) - Sejam u € LP(Q2) e v € L) com

1 1
1<p<ooe-+-=1. Entiouv € L'(Q) e temos a desigualdade
p q

/Q fuv] < [l ooy 0] oy

Segue como corolario da Proposicao anterior o seguinte resultado:
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Corolario 2.1.1. (Desigualdade de Holder generalizada) - Sejam fi, fo,. .., fx
1 1
fungoes, tais que f; € LPi(Q), p; > 1,1 < i <k, onde —+ —+ ...+ — = — ¢
1 b1 D2 Pk p
— < 1. Entao o produto f = fifa... fr € LP(Q) e
p
1fllze@) < [ fillzev @l f2llzeai) - - - [ fkllzow ) -

Além dos resultados acima, temos que:
i) LP(Q) é reflexivo para todo 1 < p < +o0;
ii) LP(Q) é separavel para todo 1 < p < 400;
iii) D(£2) tem imersao continua e densa em LP(2) para todo 1 < p < +oc;

iv) Se (f,) é uma sequéncia em LP(2) e f € LP(2) sao tais que || f,, — f|lzro) — 0 entdo
existe uma subsequéncia (f,, ) tal que f,, () — f(z) quase sempre em 2.

Teorema 2.1.1. (Teorema da Representagao de Riesz) - Sejam 1 < p < +o0,
/ 1 1
p € (LP(Q2)) com —+ — = 1. Entao existe uma unica v € L1(Q), tal que
q p

{,v) = /QU(x)v(fC)dfv, Vo € LP(Q) e [lull o) = 1l ooy

Quando p = oo, temos:

Proposicao 2.1.5. Seja ¢ € (Ll(Q))/, entdo existe uma unica uw € L>(82) tal que

<907U> = /Qu($)v(x)da?, Vv € Ll(Q) € ||u||L°°(Q) = ||90||(L1(Q))’-
Denotaremos por LY (2), 1 < p < +oo o espago das (classes de) fungoes
u: Q — K tais que |u|P é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de €2
munido da seguinte nogao de convergéncia: Uma sucessao u, converge para u € LV (£2)
se para cada compacto K de () tem-se:

pic(ty — u) = </K () — u(x)vdx)’l’ 0.

Lema 2.1.1. (Lema de Du Bois Raymond) - Seja u € L}, (), entio T, = 0 se, e

loc
somente se, u = 0 quase sempre em €2, onde T,, € a distribui¢cao definida por

(Tu ) = / u(z)p(x)dz, Y € D).

Deste Lema tem-se que T, fica univocamente determinada por u € Lj,.(Q), isto é, se

u,v € L, (), entao T,, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em ).

Proposicao 2.1.6. Seja (uy),eny C LY (Q), 1 < p < +o0, tal que u, — u em LY (Q),
entdo u, — u em D ().

Lema 2.1.2. (Lema de J-L. Lions) - Seja (u,) uma sucessao de fungoes pertencentes
a L1(Q) com 1 < q<oo. Se

i) u, — u quase sempre em @,
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i) ||uy||Leo) < C, Vv €N,
entao, u, — u fraco em L1(Q).

Teorema 2.1.2. Sejam Ay, Ay espagos de Banach, 1 < py < oo, 1 <p; <oo,0<6<1.
Entao:
[L7(Ao), LP (A1)]o = LP([Ao, Alp)

1_1-0 , 0
onde = ==+ Z egsel < 00 tem-se
p o o =po<

[LP°(Ao), L™ (A1)]e = LP([Ao, A1ls)

2.1.1 Espagos de Sobolev

Seja 2 um aberto do R", 1 < p < +oo e m € N. Representa-se por W"P(£2) o espago
vetorial de todas as fungoes u € LP(f), tais que para todo |a| < m, D% pertence a
LP(Q2), sendo D*u a derivada no sentido das distribuigoes.

O espago W™P({) munido da norma

P

[w||mp = Z / |D%|Pdx | , paral < p < oo,
Q

|a|<m

|t m.co0 = Z sup ess| D%u(z)|, para p = o0
la|]<m z€Q

é um espaco de Banach.

Representa-se W™2(Q)) = H™(Q) que sdo espacos de Hilbert.

Sabemos que C§°(§2) é denso em LP(2), mas nao é verdade que C§°(2) é denso em
W™P(Q) para m > 1. Motivado por esta razao define-se o espago Wy"*(§2) como sendo o
fecho de C§°(£2) em W™P(Q), isto é,

——WmP(Q

(O M (0))

1 1
Suponha que 1 <p < ocel < g < ootal que —+— = 1. Representa-se por W~"9(Q)
P q
o dual topoldgico de W;""(Q). O dual topoldgico de HJ*(2) denota-se por H~™(f2).

Proposicao 2.1.7. Sejam Q um conjunto aberto do R™, de classe C™, com fronteira
limitada e m um inteiro tal que m > 1, e 1 < p < co. Entao temos as sequintes imersoes
continuas:

1 1 1

se = — = >0 entdo Wmr(Q) — L1(Q), onde — = — — @,
p n q p n
1

se = — = =0 entdo Wmr(Q) — L1(Q), Yq € [p, +o0],
p n
1

se = — < 0 entdo W™P(Q) — L®(9).
p n
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Teorema 2.1.3. (Teorema de Rellich Kondrachov) - Seja Q um subconjunto aberto
limitado do R™, Q de classe C' e 1 < p < co. Entdo,
1

1 1
se p <mn entao WHP(Q) — LY(Q), Vq € [1,p*], onde — ===
b p n

se p=mn entao WHP(Q) — LI(Q), Vq € [1,+o0],

se p=n entio WH(Q) — C(9Q),

com imersoes compactas.

Proposicao 2.1.8. Sejam 1 < g < p < oo e inteiros m > n. Entao,
ul 2oy < ClfulLatey lullimeys Vu € WH(Q),

onde

+ < |
=

S|

1 )
m

Q| =

para alguma constante C' > 0.

Proposicao 2.1.9. (Desigualdade de Poincaré) -Seja I um intervalo limitado. Logo,
existe uma constante C positiva (depende sé de |I| < oo) tal que

lullwroay < 'l Yu € Wo(1).
Para todo nimero real s > 0 definimos o espago H*(R") como sendo
H*(R") = {u € L*(R"); (1 + [|€]*)**a € L*(R?}.

Este espago coincide com os espagos H™(R") quando s é o numero inteiro m. De
forma andloga ao caso W™P(R?) se mostra que as fungoes C5°(R?) sdo densas em H*(R")
para todo R™. Definimos H*(R") para valores negativos de s como sendo o espaco dual

de H—*(R").

No caso em que 2 seja de classe C™, podemos definir os espacos fracionarios
H*(Q) ={v |q;v e H'(R")}.

Se munimos a este espaco com a norma

wll sy = Inf{||w|| gs(mn), v = u em Q},

se tem que H*({2) é um espaco de Hilbert.

Proposicao 2.1.10. D(2) € denso em H*(2) para todo s > 0 real.

Proposicao 2.1.11. Seja Q2 um subconjunto aberto de R™ com fronteira regular, nao
necessariamente limitado, e 0 < s < so. Entdo, H*2(Q2) — H* (), Vsy,s2 € R.

Proposigao 2.1.12. Seja s > g Entdo H*(Q)) — C°(Q).
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2.2 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais

Nesta secao iremos determinar os espacos em que sao consideradas as variaveis temporal
e espacial, os quais sao necessarios para dar sentido aos problemas de evolugao. Sejam X
um espaco de Banach e a,b € R.

O espago LP(a,b; X), 1 < p < +00, consiste das (classes de) fungdes mensuraveis sobre
la,b] com imagem em X, ou seja as fungdes u : (a,b) — X, tais que

1
b »
ull o) = ( / ||u<t>||§dt) < .

O espago L>(a,b; X) consiste das (classes de) fun¢oes mensurdveis sobre [a,b] com
imagem em X, limitadas quase sempre em (a,b). A norma neste espaco é dada por

[l oo @iy := inf {e = 0; lu(t)]|x < ¢,q.5.}.

O espago C™([a,b]; X), m = 0,1,..., consiste de todas as fungdes continuas u :
la,b] — X que possuem derivadas continuas até a ordem m sobre [a,b]. A norma é dada
por

. (@)
= ma t)|.
[[ul te[afg] [ut ()]
Vejamos algumas propriedades desses espagos.

Proposicao 2.2.1. Sejam m =0,1,...; 1 < p < 400; X e Y espacos de Banach sobre
o corpo K, onde K =R ou K = C. Entao:

i) C™([a,b]; X) é um espago de Banach sobre K.
it) LP(a,b; X), 1 <p < 400 e L®(a,b; X), sdo espagos de Banach sobre K.
iii) C(la,bl; X) € denso em LP(a,b; X) e a imersio C(|a,b]; X) < LP(a,b; X) € continua.

w) Se X é um espaco de Hilbert com produto escalar (.,.)x, entdo L?(a,b; X) é também
um espaco de Hilbert com produto escalar

b
(U, V) £2(a,b:x) ::/ (u(t),v(t))xdt.

v) LP(a,b; X) € separdvel, se X for separdvel e 1 < p < +00.
vi) Se X <Y, entao L"(a,b; X) — L%(a,b;Y), 1 < g <r < +o0.

Denotaremos por D(a,b; X) o espago localmente convexo completo das fungdes
vetoriais ¢ : (a,b) +— X infinitamente diferencidveis com suporte compacto em (a,b).
Diremos que ¢, — ¢ em D(a,b; X) se:

i) 3 K compacto de (a,b) tal que supp (¢,) e supp () estao contidos em K, Vv;

ii) Para cada k € N, P (t) — ©®(t) em X uniformemente em t € (a,b).
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2.3 O Adjunto de um operador linear nao limitado

Sejam X e Y espacos de Banach e A: D(A) C X — Y um operador linear nao limitado
com dominio denso. Definamos o conjunto

D(A") ={veY’; Jec>0tal que |(v, Au)| < ¢||ul|lx, Yu € D(A)}.
Para cada v € D(A*), definimos a aplicacdo g, : D(A) C X — R dada por
gv(u) = (v, Au), Yu € D(A),

que satisfaz
|90(w)| < dflullx,  Vue D(A).

Observe que g, é um operador linear limitado, com dominio denso. Entao existe uma
Unica extensao linear limitada f, : X — R de g,, que satisfaz

[fo(u)| < clfullx, VueX.
Assim, definimos

A DAY CY' = X/

v = A'v=f, (2.1)

que ¢ denominado o operador adjunto de A. Como f, estende g,, entao eles coincidem em
D(A) e com (2.1) resulta a relagao de adjungao:

(A*v,u) = (v, Au), Yu € D(A),Yv € D(A").

Um resultado que serd utilizado, sobre adjunto de um operador linear nao limitado, é o
seguinte:

Teorema 2.3.1. O adjunto de um operador é um operador fechado.

2.4 () - Semigrupos

Os resultados que enunciaremos, assim como suas demonstracoes, podem ser encontrados
em [21].

Durante esta se¢ao, X denotard um espaco de Banach e £(X) a dlgebra dos operadores
lineares limitados de X em X. Uma familia de operadores {S(t)}+>0 ¢ denominada um
Semigrupo de Operadores Lineares quando satisfaz:

i) S(0) = I, onde I denota o operador identidade de £(X);
ii) S(t+s) =S(t)S(s), Vt,seR,.
O semigrupo {S(t) }+>0 é denominado de classe Cy, ou Cp—semigrupo, quando satisfaz:

iii) tlir&||5(t)x—x||X:O, Ve X.

Proposicao 2.4.1. Se {S(t)}1>0 € um Co—semigrupo, entio t — ||S(t)||x € uma fun¢ao
limitada em todo intervalo limitado [0, T).
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Resulta, da Proposigao anterior, que existem M > 1 e w > 0 tais que
ISE)||x < Me**, ¥t >0.

No caso em que w = 0 e M = 1, o semigrupo {S(¢) };>¢ ¢ denominado Cy—semigrupo
de contracoes.

Definigao 2.4.1. O operador A definido por

D(A) = {:L‘ € X; lim %x existe};

h—0

Azr = lim M

h—0 h

z, Vze D(A),
¢ dito gerador infinitesimal do semigrupo {S(t)}i>o0-
Proposicao 2.4.2. D(A) é um subespago vetorial de X e A é um operador linear.

Proposicao 2.4.3. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy e A seu gerador

infinitesimal.
i) Se x € D(A), entio S(t)x € D(A), VYt>0e
Sty = AS(1)x = (1) A (2.2)
i) Se € D(A) entio
S(t)z — S(s)x = / CAS(r)rdr = / ' S(r) Awdr (2.3)

iii) Se x € X, entdo fot S(r)zdr € D(A) e

t
Stz —z=A / S(r)zdr (2.4)
0
iv) Para todo x € X,
1 t+h
}llli% nl S(r)zdr = S(t)x. (2.5)
Proposicao 2.4.4. i) O gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo € um operador

linear fechado e seu dominio € denso em X ;

it) Um operador linear A, fechado e com dominio denso em X, € o gerador infinitesimal
de, no mdximo, um Cy—semigrupo .

Definigao 2.4.2. i) Diz-se que um operador linear A : D(A) C X € dissipativo se, para
alguma aplicacao dualidade 7,

Re(j(x), Az) <0 Vz e D(A). (2.6)

No caso em que X é um espago de Hilbert, equivalentemente, A : D(A) C X € dissipativo
quando

(Az,z)x <0, Vze D(A);
it) Diz-se que A € m-dissipativo se for dissipativo e Im(IX — A) = X para algum X\ > 0;

iii) Diz-se que A € acretivo (m-acretivo) se —A for dissipativo (m-dissipativo).
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Teorema 2.4.1 (Lumer-Phillips). Um operador A € gerador de um Cy—semigrupo de
contragoes se, e somente se, A € m-dissipativo e densamente definido.

Corolario 2.4.1. Seja A um operador linear fechado densamente definido. Se A e seu
adjunto A* sdao dissipativos, entao A € gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo de
contragoes.

2.5 Interpolacao de Espacgos de Sobolev

Os resultados que enunciaremos, assim como suas demonstracoes, podem ser encontrados

em [19].

Sejam X e Y dois espacos de Hilbert separdveis, com imersao continua e densa, X < Y.
Sejam (,)x e (,)y os produtos internos de X e Y, respectivamente.

Indicaremos por D(S), o conjunto de todas as fungoes u's definidas em X, tal que
a aplicagdo v — (u,v)x,v € X é continua na topologia induzida por Y. Entao,
(u,v)x = (Su,v)y define S, como sendo um operador ilimitado em Y como dominio
D(S), denso em Y.

S é um operador auto-adjunto e estritamente positivo. Usando a decomposicao
espectral de operadores auto-adjuntos, podemos definir S?, § € R. Em particular usaremos

A= 512
O operador A é auto-adjunto, positivo definido em Y, com dominio X e
(u,v)x = (Au, Av)y, Yu,v € X.
Definicao 2.5.1. Com as hipoteses anteriores, definimos o espaco intermedidrio
[X,Y]y = D(A"™?) (dominio de A*™%), 0 <0 <1,

com norma 1o
lullpeyio = (lull + 1A ul3)
Observacgao 2.5.1.

. X =5 [X,Y]p =Y.
2. |lullxyie < lullxllully-
3. 0< by <b <1 entao [X,Y]s, — [X,Y]o,.

4. [[X,Y]gy, (X, Y]o,Jo = [ X, Y](1-0)00+00, -

Teorema 2.5.1. Seja 2 um subconjunto limitado de R™ com fronteira bem reqular e

1
> —. BEnta
S 5 ntao,

dPu

1
H3(Q) ={u] we H*(Q), a—nj—()7 0§j<s—§}.
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Teorema 2.5.2. Seja 2 um subconjunto limitado de R™ com fronteira bem reqular e

1 1
$1 > 89 >0, 316327&%%—5,1{62 Ses:(1—9)51+9327ék‘+§, entao

[Hg" (), Ho* ()]s = H5 ()

1
[HM(Q), H'(Q)]g = H (Q), com s=(1—0)m #k+ 3
com normas equivalentes.

Proposicao 2.5.1. Seja u € X. Logo existe ¢ > 0, tal que
lullix vy, < éllullx®llulls-
Teorema 2.5.3. Seja Q2 um subconjunto limitado de R™ com fronteira bem reqular e sy

1 1
e sy >0, 827&15—1—5, keZ. Ses:(1—9)31—9327§k+§, entdo

[H*1(2), H™*(Q)]p = H*(2).

1
HA(Q) = [H™(Q), H(Q)]g, com s=(1—0)m #k+ 3
com normas equivalentes.

Teorema 2.5.4. Seja 2 um subconjunto limitado de R™ com fronteira bem regular.
Entao,
[H*(Q), H2(Q))g = HI-D14052(Q) Vs, 55 > 0.

2.6 Interpolacao de Espacgos LF(0,T; X)

Os resultados que enunciaremos, assim como suas demonstragoes, podem ser encontrados
em [3] e [19].

Definicao 2.6.1. Dizemos que dois espacos vetoriais topoldgicos normados X, Y sao
compativeis se existe um espaco topologico separdvel U, tal que X e Y sao subespacos de

U.

Consideremos o par (X,Y) de espagos compativeis. Podemos entao definir sua soma,
denotada por

YXY)=X+Y={u] vwelU, u=z+y, z€XeyecVY},
munido da norma

lullzexyy = mf{{lzllx +lylly, w=2z+y}

AX,Y)=XNY

munido da norma
[ullacx,yy = max{||ul|x, [[ully}.

Sejam S = {z|z € C,0 < Re(z) < 1} e Sy = {z2]z € C,0 < Re(z) < 1}. Definimos
F(X,Y) como sendo o conjunto das fungdes continuas em S que satisfazem
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1. f:C— X(X,Y), analitica em Sp;

2. [f Gy < M, V2 e 5,

3. t — f(it) € X, sendo continua e nula no infinito;

4, t — f(1+1it) € Y, sendo continua e nula no infinito,

munido da norma
| fllecxy) = maX(St:p Hf(it)llx,sgp [f(L+it)][y).

Lema 2.6.1. O espaco F é um espaco de Banach.
Defini¢ao 2.6.2. Definimos [X,Y]s como sendo
(X, Y] =Au] uweX(X,)Y),u= f(9), para algum; f € F(X,Y)}
munido da norma
[ullixyy, = mE{[[f(O)e(X, V)] w=f(0), feFX,Y)}
Observacao 2.6.1.

1. O espago [X,Y]y é um espago de Banach.

2. AX)Y)C[X,Y]p C E(X,Y).
Teorema 2.6.1. Sejam X, Y dois espacos de Banach, 1 < pg,p1 < oo, 0 < 6 < 1. Entao,

[LPo(0,T; X)), LP*(0,T;Y )] = LP(0,T; [X,Y]s),
1 1 .
onde — = (1 — 0)— + 0— com normas equivalentes. Se 1 < py < 00, temos
p Po P1
[LPo(0,T; X)), L>(0,T;Y)]g = LP(0,T; [X,Y]y),

1 1
onde — = (1 — 0)— com normas equivalentes.

p Po
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Capitulo 3

Estimativas de Carleman

Nessa secao provaremos uma estimativa de Carleman para o sistema adjunto associado a

Yt + Vlzrax + (My)x =0 em (0, T) X (O, 1)
Y la=0= 01, ¥ [o=1= 0, Yz [s=1= 0 em (0,7) (3.1)
Y |t=0= ¥o em (0,1),

onde v é um coeficiente de dispersao positiva, M = M (t, z) é um coeficiente de transporte
e v1 é a funcao dependente do tempo, que constitui o controle de nosso sistema.

3.1 Estimativa de Carleman para M constante

Consideremos o seguinte sistema, chamado sistema adjunto associado a (3.1),

— 0 — Vipgpe — Mp, =0 em (0,7) % (0,1)
2 |r:O: 2 ‘x:lz P |:r:0: 0 em (O,T) (32)
@ li=r= %o em (0,1).

Nosso objetivo é provar uma estimativa de Carleman para as solugoes do sistema (3.2).
Para facilitar nosso trabalho, introduzimos a mudanca de escala Ty = vT' e provamos a
estimava de Calerman para o sistema

—¥Yt — Paax — %901 =0 em (O, T()) X (0, 1) = QO
2 ’x:OI 2 |x=1: Pz ‘ﬂc=0: 0 €m (Oa TO) (3-3>
@ li=1,= 0 em (0,1).

Inicialmente, introduzimos a funcao

100 4+ 4z — x2

Oé(t,l’) = m, para todo (t,l‘) € QO; (34.)

e consideramos as fungoes peso introduzidas pela primeira vez por Fursikov e Imanuvilov

[5]:
a(t) == JCren[(iﬂ]{oc(t,:1/:)} = «(t,0) e a(t) := g{gﬁ]{a(t,x)} = a(t, 1).

Observe que a funcao « satisfaz as seguintes desigualdades:

C < T, Coa < a, < Cha, Coa < —ay, < Cha em (0,7Tp) x (0,1)
(3.5)
| + || 4 |par] < CToa®,  ay| < C(TEa” + o) < CTEa” em (0,Tp) x (0,1)
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14 -
(t(To — t))'/?
onde C, Cy e (' sao constantes positivas independentes de Ty. Com essa notagao,
provaremos a seguinte proposicao:

646 — 624 = 0,

Proposicao 3.1.1. Existe uma constante positiva K, independente de Ty, v e M, tal que,
para qualquer ¢y € L*(0,1), temos

To
/ / e (el + 820 o ? + s*a [ dudt < K / & oo €250 [0 ool? dt,
Qo 0

para qualquer s > K(Ty + T3 + To |M|% v2), onde ¢ ¢ solugio de (3.3).

Demonstragao. Seja W := e **p, onde a é dado em (3.5), e P o operador definido por

P = _at _a'r:m: -

M
— 0.
v

Afirmacao: L1V + LoV = L3V, com

LV = V.., — Ut — 35220, — %mx,
1%

M
Low = —330;;\1/ —3saVarr — sauV — 3sa ¥, — s—a,V,
v

Ls¥ = 5032,V + 352y, 0.

De fato, seja w = e **P(e**V), onde s > 0. Entao
M
P(e**0) = (—@ — Opaz — —(‘L) (e**W)
v
M
= — 0 (e*V) — Opyr (e°*W) — — 0, ()
v

M
= — s’V — * Uy, — — (s, e*)V 4 e* VW, ) — Opp (s e*¥W + e** W)
v

M M
= — s’V — VU, — — s’V — —e* U,
v v
— 0p(8032€°* U + 50,0, (€°*WV)) — 0, (50, (e°*) VU, + e**W )
M M
= — saue’ VU — *VU, — — 50,V — —e* VU, — s’V
v v

— 8005 (50,€%*W 4 5V ,) — 25700, Ve — 5202 (50, W + 520,
— 805V, — sa(sae® W, + e* W) — sag,e* W,
— S0 (80, €% W, + €W ) — s, e’ W, — e* V.,

M

= — 5,5V — 5, — — 50, W — — %W, — S50, ° W — 382 vp vy
v v

— 380"V, — s3aieso‘\lf — 3$2a§es°‘\11x — e* W e — 380,e° W
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Multiplicando ambos lados da identidade acima por e™** na ultima igualdade obtém-se

M

w=—50U — U, — =50,V — — U, — 50,0,V — 35200y ¥V — 350, U, — 3305):;‘1!
v v

— 3320‘2‘111 —Wone — 350, Ve
M

W =(—Wape — ¥; — 35020, — — V) + (=53 — 350, U, — 50,V — 3500,V
v
M 9 9
— — 80, V) — (S VU + 35" Qe U + 35° 0 V).
v

Logo, tomando

M
LV =V, — ¥ — 3522V, — —V,,
1%

M
LW = —33042\11 —3sa,Vorr — sy ¥ — 35V, — s—a, V¥
v

Ls¥ = $032, ¥ + 35200 U,

temos que L1V + Lo¥U = w + L3W. Mas como w = e **P(e**V) e ¢ é solugao de (3.3),
entao

TO 1 T() 1
@l = / / w|? dadt — / / P(™ W)= 2 ddt — / / P(p)e=*02 dadt 0,
0 0 0 0

Qo

ou seja, w = 0. Dai, segue que L1V + L,W = L3V, o que mostra a afirmacao.
Da afirmacao, segue que [|L1¥ + Lo¥|[7 ) = IIL3¥]|72 (g, donde

L9122 00 + 1L2® 72y + 2 (LW, Lo®) 120y = L3172 (3.6)

Na sequéncia, vamos calcular o termo que envolve o produto interno. Por simplicidade,
vamos denotar por (L;¥); (1 <4 <2,1 <j <5) o j-ésimo termo na expressao de L; V.
Inicialmente, integrando por partes em relacao a x temos:

To 1
(L19)1s (L2W),) 1) = / / 22UV, dedt = s° / / (a30) U, drdt
0 0

Qo
To 1
— —33/ / (\I/m?)aiam\lf + \I/mai\lfx)d$dt
o Jo
- —35311 — 83[2

To 1 To 1
onde I} = / / (\Ifmaiamlll)dazdt e [, = / / (\Ilmag’:\llx)d:cdt. Agora, fazemos
o Jo o Jo

integracao por partes em I e reescrevendo I, temos
TO 1 TO 1
I, = / / (\Ilmoziozw\ll) dxdt = —/ / (2\I!$ozwozix\11 + oziozccmllﬂllz + oziozw\lli) dxdt
0o Jo 0o Jo
© To p1 2
0 v
I, = / / (896 <@) ai) dxdt.

0o Jo 2

Assim,
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(L19),, (L2Y))) ooy = —38° 11 — $° I
(Qo)

= 333 // 2\11 2Ol O Z,\IJ + aiamx\IJ\I/x + aiam\lfi) dxdt

// (0 (557 o2) o

// 204360432” + aiamx) v, + aiam\lli) dxdt

// (0 (557 2)
— 353 // ( 20,02, + 02 Q) O (g) + aiam]\I!z\z) dxdt
. // (0 (1) )

= —— 3+—I4+33 //a e | V|2 dadt,

2

onde I3 = // @20, (|V,|*)dzdt e I, = // (20,02, + A2 Qtyzs) 0. (|¥|*)dadt. Por outro

0
lado, fazendo integracao por partes em I3 e I, temos

To
I — / (ot | W [2d — 3 / / 0200 [0, [2dadt
0
Qo

— // (20459’6z + 60 Vg Vg + oziozmm) |U|?dxdt = —2 // o’ | Adzdt,
Qo Qo

POIS iy = Qpzze = 0 para todo (t,x) € Qy. Portanto,

((Ll\lf)l,(LQ\I/)l)LQ(QO) ]3+—]4+38 //O./ O-/xxllp | dxdt

To
//a Q| V| dxdt——/ (plo=1)? |V g | [Pt
// o WP dudt.

2

Note que
B —2 ° -8
Qg = tl/Z(TO _ 75)1/2 o t3/2(T0 _ t):s/z’
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24
3 _ 2.3 51 |2
—3a,, = FT(T, — 172 > —C1§'s //a |W|*dxdt,

onde C; é uma constante positiva. Logo,

9s° 2 2 s8 [T 3 2
(L10)y, (L2W)1) 1) 2 5 [ | Caaa| Vol dadt — = ; (O |o=1)"| Voo | dt
Q

0
—CT3%s3 o | U 2dxdt,
0
Qo

o que conclui a primeira estimativa.

(L1 W), (Lo0) LQ(QO // vaz) (380 Uy )dadl = 3s // Vo Vo pdrdt

o[ [ (9

Integrando por partes, temos

((L1W)y, (L2V) /T/ ( ”|2>dxdt

3s
== 5 (aa:|z 1)|‘lex|:c 1| dt — — (a/x|z:0)|\pxa:|ar:0|2dt

2 0
// | Ve |Pddt.
To |2
(Ly ), (Ly0) 35 / / ( i >dmdt

35
= 5 (a$|z l)lqjacac|ac 1| dt — — (az|x:0)|lpa;ac|ac:0|2dt
0

2
// V|V 4| dvdt.
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Como Cha < a, < Cha, temos que —Chra < —a, < —Cha e, consequentemente,

3s [T0 3s 9
((Ll@)lv(LQ\p)ﬁL?(Qo) 7 (a]e=1)|Var|e= 1’ dt — — ; (ax,x:O)l\I’wz‘x:O’ dt

2
// Ve |V o [P ddt
To

3s
2

To

_625/ (Oé|x:0>’\1]xx‘m=0‘ dt
0

3C,
2

( Cla’:r: O)’\pazx‘x 0‘ dt

onde Cy é uma constante positiva (Cy = ). Com esse célculo, obtemos a segunda

estimativa.

(L), (Lz\If)g)LQ(QO) = //(—\Ifmm)(—sat\lf)dxdt = S/OTO /Ol(at\lf)(\lfxm)dxdt,
Qo

e, por integracao por partes,

To
(L1 W)y, (LaW),) 3)12(Qo) = / \Ifm (V¥ + V) dxdt
0

/TO
0

Agora, integrando por partes o primeiro termo e reescrevendo o segundo, temos

To
(W) \I/mdzdt—s/ / ay) U,V dxdt.

o\o\

—_

VA
c\
3

((Ll\Ij)l, <L2\Ij)3>L2(Qo) = \Ijx (O{xxt\lj -+ a:ctq]x) dxdt

\If 2

To o1
Ot (V) dadt + 8/ / Qt |V, [Pddt
o Jo

1 \I’x 2
0Oy (| 2| )dxdt

To o1
Oyt Oy (|\If|2) dxdt + s/ / |V, [P dadt
o Jo

—_

I |
%ﬂo\ﬂ
c\NﬁN

|

V)
o\
s

[y

NN IV-E NCN VA

N
5

o (]\le\2) dxdt.

%
c\h
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Novamente, integrando por partes o primeiro e terceiro obtém-se

To TO
((quj)l’ (L2 LQ(QO / / axxta ‘\I/’ dl’dt + S/ / Ckxt‘\D ‘ dxdt

To
——/ / 0y (|U,]%) dadt
To To
:——/ / | V| amxtdasdt+s/ / e |V, [Pddt
5 To
0
35 2 o 2
= 5 O‘a:t|\llw| dxdt — 5 (at|m:1)|\ljaz|zzl| dt7
0
Qo

POiS Qpper = 0. Como |ay| + |apt| + |ewt] < CTpa®, temos que oy > —CTya® e —ay >
—CTya?, donde

35 s To
(LW, (L2 0)) s = ~ 5 CTy [ [ 0¥, Pdade ~ S0, /0 (@l [ s [Pt
Tomando C3 = %, obtemos

To
(Le0),, (L)) oy = —~CosTh / / o3|, Pt + / (st Waas [Pt | |
0
0 que nos da a terceira estimativa.
To p1
(L), (L), ) // Uz ) (—38Q, W )d:vdt—3s/ / (V) VU o ddt,
o Jo

e como V,|,—o = 0, integrando por partes, segue que

To
((quj)la <L2\Ij)4)L2(Q0) = 38/0 (O{xx‘le)(\llxx’x:l)(\Ijxlle)dt
To
0 0

= 3s /O(Oéxx|a: 1)( :ca:|x 1)(\11 Ix 1) 14

To U, 2
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Novamente, integrando por partes e usando que oy, = 0, temos

To
((Ll\Ij)p(LZ\IJ);l)LQ(Q) 33/ (Oéx:r’a: 1)( xx‘m 1)(\11 ‘:c 1)dt
To
/ / Qe Op (| Vo |?)dxdt — 35 // Ve |V | ddt

_35/ (Ona o) (W o) (T o dt—3s//am|\llm| dudt.
0

2 b2
Agora, aplicando a desigualdade |ab| < %—1—3 coma = |V,p|,=1| € b = |V, |=1], Obtém-se

(Lr0)y, (La),) oy = —35 / / U |2t

35
(ax$|x 1) |:|\Ij:m:|ac:1|2 + |\I/£E|$:1|2] dt
3s 9
O‘mz|\ljzva:| dCL’dt - ? (O[:B$|z:1>|\1/:va;|x:1| dt

0

3s
- E (O‘xa}|z:1)|lpx|a::1|2dt-
0
Note que
6 2 3
—304m|g;:1 = W > —C4T006 ’:v:la

onde C4 é uma constante positiva. Assim, a desigualdade anterior é reduzida a

To
s
(L1 ¥),, (L2\11)4)L2(Q0) > —3s // V|V 4| *dvdt — 5/ (a|o=1) |V a| =1 ]?
0
Qo

To
- C45T02/ (&’$=1)3“Pm|x=1|2dtv
0

concluindo assim a quarta estimativa.

M
14
Qo

e, por integracao por partes, temos
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M
(L), (LQ\II)S)LQ(QO) = 57 // (V) VU ppdadt = // vr (U + @, U,) ddt

Qo
2
2 s o (5F) oo
Qo

M M K
= —S—//am\llm\lldxdt— 7 / 00,0y |\1/ | )dmdt
v

To
//ozm\I/m\I/dxdt— —/ (z)am1) Vo |oet|*dxdt
M
42 //ozm|\lf |*dxdt,

2 p? M
pois ¥, |,—o = 0. Usando a desigualdade —% ) < —abcoma = /sVU,, eb=— Vs v,
v

segue que

To
(L 9),, (L29)3) oo //ozm\llm\lfdxdt——/ (i lor) [ W oy [Pt

//am’\If |*dxdt
- [[a-vivn (- daa

Qo
sM [T sM
- E ; (O./x‘le) |\I’x‘x:1|2d$dt—|— E//amhllxﬁdxdt
0
\Il:m: 2 MZ
> //(_@zx> [_S| 9 ’ - 82V2 ‘\11’2} dxdt
Qo
M o["
—z—y (Qzlo=1) [Wolo=1] da;dt+—//am|\1/ ddt
M2
//ozm|\llm| dadt + ° //ozm|\11| ddt
sM To
- 5. T|r= \Ij;p = 2d dt - Tz \Ijx 2d dt.
o | (@l WalPode+ 5 [ [ s P
Como ) DT ’
- —2a°t 0o— t
ar = Ty — 477~ (100 4z —a2p 0 (OTo) > (0.1)
e

100 < 100 + 42 — 2° < 103 paraz € (0,1) e 0<t(Ty—t) < Ty parat € (0,Tp)
(3.7)
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temos

M? M2T? sM2T
822//am|\11!2d:vdt2 i 71037 // 5|02 dadt > — 103 // Q5|2 dxdt. (3.8)
14

Qo

Por outro lado,

. 2 _ 2 (Oé‘le)s t(Tg — t)
Aglp=1 = Ty — 1)1 (103)7 >0 em (0,75) x (0,1),

e como —M > —|M]|, por (3.7) segue que

—sM To To
[ b= =0 [ %unwumdt
S‘M’TOQ 3 2
> _ P W,y 2at .
=08 (Oé\x_l) Wy |1 |"dll (3.9)
Analogamente,
-2 —203t(Ty — t)
T — = <0 O,T 0,1
or = GBI, — 07 (1004 4z — a2~ 0 e (010 < (0.1)
€
sM s|M|T¢
— | Vo Pdadt > ———=0 3|\, [2dxdt. 3.10
2V//a"x— u1033//0‘”x (3.10)
Qo Qo

De (3.8), (3.9) e (3.10), obtemos

1033

sM>*T}}
U,.|2 — 5|
//am\ ve|dxdt 2(103)F // U |2dxdt

M|T2 o
> —65% //a?’]\lfxﬁdxdt—k/ (@om1)? [V o [Pdt
0
Qo

M?T}
+§//am\wmy2dxdt—c5s — //045|\I/]2dxdt,
1%
Qo Qo

8MT2 To
(L), (L)) gy > — T //SWIMﬁ+/ (o) [ 2
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onde Cs é uma constante positiva, concluindo assim a quinta estimativa.

Combinando todas as estimativas obtém-se

To
(L1 9),, L) 1o //a o W, dmdt——/ (s PP o 2

—C\Tes 3// o° | U 2 dadt
To

—CQS/ (Oz|x:0)’\11xx|m=0| dt
0

To
_ CysTh //043|\I/I]2dxdt+/ (st |, |y Pt
0
Qo

s [T
—3s // Oéwx|\pxm|2dxdt - 5/ (ax’:p:1>|‘1jxm|m:1|2
Qo °

To
— C4ST02/ (Oé|1,:1)3|\11m|$:1|2dt
0

M|T T
el ' // o3|, | dxdt+/ (ot )? [0 oy [2dt

M2T)
//am|\llm| dxdt—C5S // ° | W) 2dwdt. (3.11)

Considerando C;; = max {C;; i = 1,2,3,4,5}, mostra-se que

((L1¥),, Ly0) 98 //a e | Vo |Pddt — 43//am|\11m| dxdt
M*T?
—C118T02 (82 + —20) // 045|\I/|2dxdt
v
Qo
M| T,
— C115Ty (1 + &) // o? |V, |*dxdt
v
Qo

s [To 3 2 T 2
__/ (p]e=1)" |V s]w=1] dt+s/ Q| o1 |V |o=1|7dt
2 Jo 0
M|T, To
— CHSTO (1 + To + %) / (Oé|x:1)3 ’\Ijgn’lelzdt
0

To
- C118/ Oé|x:(]|qu:v‘x=0‘2dt~ (312>
0

Agora, faremos a mesma anélise para o segundo termo L;W. Comegamos integrando
por partes em relagao a t:

32



((Lllll)z, (LQ LQ (Qo) // \If dxdt = s //CY \I’\I/ dxdt
To
:—// 20|V |?)dwdt = —/ / 20, (|| dtdx
35 o
=—— (/ .|| dt) de = —— //a e |V P dadt.
2 Jo \Jo

3
Como —504504,533 > —CTyo®, temos
(L19)y, (L2W)1) 12y = —C5°To // Q° |V |*dxdt,

o que conclui a primeira estimativa.
Para a segunda estimativa, inicialmente usamos integracao por partes e as condicoes
de fronteira:

(L1¥)2, (LaW)2) 12y = // U, (35, W,y )dadt = 3s // a, VU, dadt
Qo Qo

Ty 1
= 35/ {(ax\lltlllx)(l) — / U, (g Vs + aI\I’xt)dx] dt
0 0

—3s // eV, Vidxdt — 3s // oV, VU drdt
= —33//0%5,;\1/ \Ifdxdt—?)s//ax@t (’@2‘ )d dt
// a$8t |\I/ | dxdt 3s // e Vo Vi dadt

//|\Il 1y drdt — 3s // Qe Vo Vi dxdt,

pois ¥, |i—o = ¥, |i=, = 0. Como «ay, > —CTya?, por (3.5) obtemos

3CT
i // 3|0, | dxdt—?)s//amllf U, ddt
—ClsTo// ? |V, [Pdrdt — 33//0431;3;\1/ U, dxdt,

| \/

((Ll\y)w (LQ\D)z)LQ(QO)

v
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3C . o
onde C; = 50 concluindo a segunda estimativa.

Para a terceira estimativa, procedemos de maneira analoga, usamos integracao por
partes, (3.5) e observamos que oy > —CTZa5:

((L1D),, (L) / / —soqU)dadt = s / / a, U dadt
Qo

To
T2
= ——//|\D\ aydxdt > —C // o° | V|2 dwdt

> CgsTQ// o’ |V |*dxdt,

onde Cy = C'/2 o que conclui a terceira estimativa.

Para o quarto termo temos uma igualdade, como segue
(L1 ¥),, (LZ\II)4)L2(QO) = // U, (35003, ¥V, ) dxdt = 3s // 0 VU dadt.
Qo Qo

Finalmente, obtemos a quinta estimativa. Inicialmente, usamos integracao por partes:

(L0, (LaW)s) o) = / [ (—#w) dwdt = M / [ covvdsar
2 To
:SM// at(‘\m )d dt = SM// 0,0, (|0 ]2) dtdz
//ozxt|\11| dxdt.

Por (3.5), temos que a,; > —CTya? > —CTia’. Como —M < |M| e ay, < 0, tem-se

(L19)y, (L2 ®)3) oo // — May)|¥Pdedt > _// | M) [0[2ddt

MT3

> — CiM|Tys l // o’ |V 2 dxdt
M|T3s

> — ’ | // o’ |V 2 ddt,

o que conclui a ultima estimativa.
Combinando todas as estimativas e considerando 612 = max{Cy, C2, C'}, mostra-se que

)// o5 W 2 dadt

—ClgSTo/ a3|‘lfx|2d:vdt. (313)
Qo

(L1W)y, L2W) 120y = —Cr2sTh (3 + To +
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Calculemos agora o terceiro termo L1 W. Integrando por partes em relacao a x e usando
que ¥|,—o = V,—1 = 0, temos

(L19)3, (L2W)1) 12 // —3s%q P W)dwdt = 3s° //a U, Udzdt

To
// a0, (| W [*)dadt = / a0, (|9 [?)dxdt
1
3; ( / [T [*50: ozmd:r> at = 15 //a || ddlt.

Como Coar < o < Chv e Chax < —a, < Cha (veja (3.5)), temos que
—ato, > CRa’.

Assim,

(L10)y, (L)1) a0 = Cr5° / / o |0 2zt (3.14)

1 2
onde C; = 5%

Para o segundo termo temos uma igualdade que é obtida usando integracao por partes
em relagdo a x e a condicdo de fronteira W, |,—o = 0:

, 0 que conclui a primeira estimativa.

(L19), (L2%)2) 1200 // —352a2V,)(—3s0, V., )drdt = 95 // W, U, drdt

Ty
// @20, (|V,|?)dzdt = —/ / >0, (|V,|?)dxdt

9
-5 (x\x el = [ 0250 )

2 To
— 78 //a Q| V| dxdt—l——/ Q3|1 |V | o1 |2t

Para a terceira estimativa procedemos de maneira andloga lembrando que ¥|,_q =
\I/|I:1 =0:

35



((L1W),, (Lo W) // —35%a2V,)(—sa;V)drdt = 3s* //a W, Udzdt

To
//a 0, (|V|?)dzxdt = / /ozozta (|¥|?)dxdt
B 353

1
7 (_/ ‘@‘2(2&1&1:50% + ai@xt)dm) dt
0 0
353 ) )
9 (e 0000 + oG og) W] dudt.
Qo

Por (3.5) temos que

—C’gCToa5<—axta e C’QC’TOa < — 0 Qg

Logo,
353 2 2 5112
(L19)g, (LaW)3) 120y = — (2C7CTy + C5CTy) o |V | dadt
> —(ys3Ty // o’ |V |*dz,
Qo
2 2 2
onde Cy = 3¢( C; + CO), o que conclui a estimativa.

Para o quarto termo temos uma igualdade:

(L1 W), (LoW) // —35%02V,)(—3s00, ¥, )dwdt = 95 //a e |V, [P ddlt.

Para a quinta estimativa integramos por partes em relagao a x e usamos as condigoes
de fronteira ¥|,—g = ¥|,—; =0:

((lep)g,(quf)S)Lz(Q)://(—35202\1/ )( SVM> o Wdndt = S // &30, Udwdt

Ms3 [To
SMS // B0,(|U[2)dadt = ° 5/ / @30, (|0 ?)dxdt

M i

_3 3/ < /|\If| (3020, )d >d
0
Ms?

_ s //a Qo) |V dadt.

Como —M < |M| e a?a,, < 0 (por (3.5)), temos que

—Maiam > |M|aiam,

36



onde

e (527) () - i

Como
100 < 100 + 4z — 2* < 103, (z —2)* > 1 parax € (0,1)
(§
0<t(Ty—t)<T; parate(0,Tp),
temos
—Maja,, > ——=T;|M|a’.
(103)®

Assim,

9Ms
(L19)3, (L29)s5) 120y = // 20, )|V A dadt

MT23 M|T?
> — 36|103‘ // A°|UAdzdt > —Css s [MITY ’ // o° |V dxdt,

36
o que conclui esta ltima estimativa.

(103)5
Combinando todas as estimativas e tomando C;3 = max{Cy, C2,C3}, mostra-se que

onde C3 =

(L19)3, (L2P)) 12,y = Cr3s” // o’ |V dxdt

275 953
s //aammwdxm? 02 gt | Wy s Pt

— Cy35 To// o’ |U?|dxdt + 9s® //a e | Vo |Pddt
MT2
— C138 s MITy | // o’ | V|2 dxdt.

Reescrevendo, temos

(L1 0)y L) 12 gy = Crss” / / o5 |0 P dadt

0
9 3 9 3 To
—i//aiam|\llm|2dxdt+i/ 08 o [0 oy [2dE
2 2/,
M
— Cy35°T, <1+’ ’0) // o | 02| dadt. (3.15)

Calculemos agora o quarto e tltimo termo de L; V. Integrando por partes em relacao a
e usando que ¥|,—g = ¥|,—; = 0, temos

37



ol W, Udxdt

(L4, (L)1) 2 g // <—m) S0l W) dudt —
MS // 30, (|0 [2)dxdt =

Ms? To
_ 25/ ( /\\Ify (3a am)dx> dt
0
M
_ _3Ms //Ozamﬂl\dmdt

Como —M < |M| e a?a,, <0, por (3.5), temos que

Ty

20, (|V|?)dzdt

—Ma2ag, > |M|a2a.,

e (como antes)
8

2 5
—Ma o, > —(103)5 ol Ma”.
Portanto,
3M3
(L), (L)1) 1o = / / 02000 Pt
12| M T2 3
> 1MLy // o5 | 2t
(103)°
M|T¢
> —Cis s MITY ‘ // a° | WA dzdt
12 : o o
onde C; = —<103) =, 0 que conclui a primeira estimativa.

Para a segunda estimativa usamos integracao por partes em relagdo a z e Wy |,—o =0 :

M
((L1W),, (LaW)2) 0 Qo) = // (—\I/ > =350,V )dxdt = 3 // o, U, U, drdt

M M [To
38 //Oéx (|, |?)dadt = 35 / /ax (|, |?)dxdt

3sM
= i (Oéx‘mzl“yz|:p:1’2 _/ |\Ijx’204xmdl’) dt
2v Jo 0

3sM 3sM [T
== //amxlxvxl?da:st—/ =t [ o [Pt
2u 2v-Jo
Qo

Como M > —|M|, a; > 0 e ay <0 (por (3.5)), temos que

Mo‘x‘z:l Z _‘Mlaa:‘aczl € - Maz:r Z ‘Mlaxx
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Note que

| 2 2t(Ty — )| =1
Qg |z=1 = ==
T aR(T — )12 (103)3
€
—2 —2t(Ty — t)a?

Qor = (T, — )12 (100 + 47 — 22)°

Por outro lado,

100 < 100 + 4z — 2® < 103, paraz € (0,1) e 0<t(Ty—1t) < Ty, parate (0,Tp).

Logo,
2
Mam|x:1 = (103) T2’M|063|x 15
2 3
—May, > —(103)3 o|M|a”,
e

3s|M|Ty 3s|M|T2 [To
(L0 (B2 W) 2 2 = // ¥, dt—Wgyo/o O [ o Pt

35MT2 To
1’03 LV // a®|, |2da:dt+/ 0o |V | [Pt

M|T¢ T
> —Cgs& //a3|\11x|2d$dt+/ O3 ot | Wa| o [Pt |
v 0
Qo

onde Cy = o que conclui a segunda estimativa.

3
(103)3

Para a terceira estimativa, procedemos como na segunda:

(L19)y, (L2Y)3) 12 ) // (—\If ) —sa, V) dzdt = —//at\lf Udxdt
To
MS //atf) (||*)dwdt = —/ /oztf) (| |*)dxdt
M
_ 5/ ( / 0| axtdx> dt = //axt]\mzdxdt.
2v 2v
Qo

Como a, = (4 — 2z) [t(Ty — zf)]fl/2 , temos que

4 — 2x
2

(2 —x)(To — 2t)
3/2(T,y — t)3/2 ’

Qgpy = —

(tTy — 1) (Ty — 2t) = —

ou seja,
(2—2)(2t — Ty) [t(To — t)] ®
(100 + 42 — x2)5

Por outro lado,

1<2—2<2, 100< 100+ 4r —2* < 103, para z € (0,1)
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2t — Ty < Ty, 0<t(Ty—t) <Tg, parat € (0,Tp).

Assim, obtemos a seguinte desigualdade

2T3 M
_Maitt = | |
103°
Logo,
s]M|T3
((Ll\Ij)4a (LQ\D)3)L2(Q )y = // 5|\Ij| dxdt
M T3
> — | | // o° |V |?dxdt,
1 . : N
onde C3 = (10—3)5, o que conclui a terceira estimativa.

Para a quarta estimativa temos

M
(L1W),, (L) // <—\p ) 350, 0, )dudt = 3V5 // | U [2ddt.
Qo

Como M < |M| e a,, <0, obtém-se
Maxx 2 ‘M’amca

onde
—2t(Ty — t)a?

Yor =100 + 4o — 22)8

Por outro lado,
100 < 100 + 4z — 2® < 103 paraz € (0,1) e 0<t(Ty—t) <TZ parat € (0,Tp),
donde

Moy, > — 2\ M|,

(103)3

Portanto,

6T M|s MI|T¢
(L, V), (LQ\P)‘OL?(QD) > _#// PV, Pdedt > —C4s% // o3| W, |2 dadt,

onde Cy = o que conclui a quarta estimativa.

6
(103)3”

Finalmente, obtemos a quinta e ultima estimativa. Usando integracao por partes em
relagdo a = e as condigoes de fronteira ¥|,—g = ¥|,—; = 0, temos

—sM
(L1 W)y, (L2W) LQQ)—// (—\If )( \1/) dwdt =
M2 M2 To
:S //ozx (| |?)dzdt = i / /ozx (|¥|?)dxdt
sM? TO 5 SMQ ,
_ 21/2/ ( /|\If\ oamda:> - //amm dudt.
Qo
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Como ay, > 0, obtém-se
—M?a,, > —T04M2a5,

T4M2 M*Ty
(L), (Lo W)3)ya g > // Q*|UPdsdt > ~Cos ™30 [ [ a%udat

1 D . .
onde C5 = o o que conclui a ultima estimativa.

Combinando todas as estimativas e tomando C;4 = max{C;; 1 < i < 5}, mostra-se
que

3‘M‘T02 5 2
((L1@)4’L2\P)L2(Qo) Z —6148 T (% |\IJ| dxdt
M|T¢ T
—6148‘ ‘ // 3|‘~I’ | dl‘dt—F/ 3|x 1|\I/ |x 1| dt

M|T$ M|T?
—C14s| ‘ // 5|\1112da:dt—cl4s’ | // o? |V, |?dxdt

M?T
—Crus——; 0 //045|\I/]2dxdt
v
Qo

Reescrevendo, temos

M|sT? T2|M
(L1¥0)y, L) 120y = cl4| 1574 (52+T0+M) //a5|\11|2dxdt
14 14
Q

M T2 M T2 To
— 26148’ ‘ 0 // 013|\I[z|2dl'dt - 614S| ’ 9 / a3|x:1|\1}w|x:1|2dt7
v v 0

que por sua vez pode ser majorado por

M|sT¢ T2 M
((quj)szZ\I])L?(QO) > —Cl4||ﬂ <82 +T0 + M) // 065’\Ifl2dl'dt
14 14

M T2 M T2 To
- C14s| | 0 // 063|‘111|2dl’dt - C14S| | 0 / 063|$:1|\If$|x:1|2dt.
v 14 0

(3.16)

Combinando todos os produtos (L1, LaW) 12(g,) que vem de (3.12), (3.13), (3.15) e (3.16).
A medida que nos referimos aos termos de ordem zero, obtemos informacao do termo

obtido em (3.14) (ou (3.15))
s° //a5|\lf|2d$dt.
Qo
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Tomando C = max{Cy;; 1 < i <4}, temos

9 3
(L1, Lo W) 12y > %// 2 0ty |V, |Pddt — 4s // Ve | Vo |2 ddt

Qo

Qo
— CsTy (32 + @) // o° |V |?dxdt
Qo
— CsTy (1 + %> // o? |V, |*dxdt
Y Qo

o 3 2 fo 2
5 | @ WPt s [ P
0 0

M|T,\ [T
_ CSTO (1 + To + | U| 0) / (Oé‘m=1)3 “Ijx|x:1’2dt
0

To T2 M
—Cs/ ] p=0| V| oo |2 dt — CsTh <8 + T+ | |)// o’ |V dxdt

—CSTO// @? |V, |*dxdt + Cs® // o’ | W 2 dxdt
To
M|T,
— CsT, (1+| | 0) // o |U2|dadt
M|sT}?
—CHA (32+ )// o8|V |2 dadt
v

M1 MT2
~csl | // o | U, [*dwdt — ’ | / Lo [Tl [Pt
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que se reduz a

To
(L1, LoW) o gy = —4s // V|V | dvdlt —1—433/ (g|om1)® [ Wy |omr [2dt
0

To TO
+ 5/ az|x:1|\1j:px‘x:1|2dt - CS/ O“x:0|‘lfmm|x:(]’2dt
0 0

2| M|T?
+Cs5//a5\\lf|2dxdt—053 <T02+2T0+ |M] 0) //a5|\112|dxdt
v
Qo Qo
2|M|T3  2M>*Ty

—cs(T§+ [MITy +— 0)//a5\¢r|2dxdt

% v

Qo
M|T¢

—2Cs (T0+| | 0) //a3|\lfx|2d:cdt

v

Qo

2| M|T? To
—Cs (To + To2 + |T|O> / (a|z:1)3 |\Px|$:1|2dt‘
0

Observe que podemos majorar o termo (L ¥, LQ\IJ)LQ(QO) , obtendo

To
2 3 3 2
1%, - T TT T|r= T |T=
(L1, LoW) ooy = 43//04 W |“dxdt + 4s / (|o=1)” |Wy|zma|"dt
0

To TO
+ S/ am|m:1|\ymx’x:1‘2dt - CS/ a’x:Ol‘I]xz|m:O|2dt
0 0

M|T¢
+Cs° //a5\\If\2dxdt—2CSS (T§+T0+| ul 0) //oz5]\112\dxdt
Qo
< |M|T3 M2T4> // 5|\I/’2d$dt
M|T¢
—2C5< | | >// ? |V, [*dxdt

MT2
—2Cs [Ty + T2 + | | )/ ()ae1)? | Wy |oes [2dL.
0
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Como Cyar < —ay, < Cia e Cha < a, < Cha, a desigualdade acima nos garante que

To
(LW, LoW) 1200y = 4003//04\\11”]2dxdt+40333/ (0)ae1)? | Wy |omr |2t
0
Qo

To TO
+ 5/ am|m:1|\];’x:r’x:1‘2dt - CS/ a’x:Ol\lez|m:O|2dt
0 0

M|T¢
+Cs® //a5\\lf\2d:cdt —2Cs® (T02 + Ty + | ul O) //oﬂ\lﬂ\dxdt
Qo Qo

M|T¢  M>Ty
—2Cs <T02+| T + 2°>//a5|\142dxdt
1% 1%
Qo

M|T?
—2Cs <TO+ M| 0> //a3|\l’xl2da:dt
v
Qo

MI|TZN [™
—2Cs <T0 + T2 + %) / (0lo1)’ | W0 |dt,
0

que pode ser reescrita como segue:

To
(L1, LyW) 12 ) = 4C0s //a]‘llm\zdxdt—i—s/ |1 |V | or [Pt
0
Qo

To
—Cs/ o o—0| V4| o—o |2 dt + C5° //oc5|\11|2dxdt
0
Qo

M|T$  M?T} M|T?
—2C[s<TO2+| |°+ 0>—|—s3<T0+T02+| |0>}//a5|\112|dxdt
1%
Qo

v Iz

M|T,
— 2CsTy (1+‘ | °> //a3|\11x|2dxdt
1%
Qo

) MT2 To
+[4C§s3—2C3 <T0+T02+| V'O)} / (o) |9 o Pt
0

Agora, note que
2

M|T,
4C3s% — 2Cs <T0 + T3 + &> > 3085
14

se somente se

M|T?
0333—2CS(T0+T5+| | 0) >0,
1%

ou seja,

2C
s 2> —\/T0+T()2+

| M|TF
cs v

Como va+b < /a+ Vb, para qualquer a,b > 0, temos

M|T? M|Y2T,
v V1/2
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. 12C .
Considerando € = 2 tomaremos s satisfazendo
0

M|'?T,
82@1 (T()l/2+T0+—| | O)

1/2

Com essa escolha de s, segue que

To
(Ll\I/,LQ\I!)LQ(QO) Z 4005 //oz]\lfm|2dxdt -+ S/ Ozx|m:1|\11m|x:1\2dt
0
Qo

To
—Cs/ o[ Uss oot + C° //a5|\11|2dxdt
0
Qo

M|T3 — M*T} M|T?
—-2C F(Tgﬂ T | 20>+s3<T0+T§+&)}//a5|xp2|dmdt
14
Qo

14 14

‘M’TO 3 2 3.3 T 3 2
— 2CST0 1—|— (6] |\Ifx’ dlEdt+3COS (Oé‘le) ‘\Ifx’x:ﬂ dt.
v 0
Qo

Note também que

M|T3  M?T} M|T? C
Cs5—2(3[s<T02+| ’0+ 20>+33<T0+T02+’ |0)}2—s5
v v v 2
C M|T$  M?T# M|T?
se somente se —s° —2C |s T2+| ih + 0 ) + 43 T0+T2+| ih > 0.
2 0 v V2 0 v

A desigualdade acima se verifica se s* — by s> — by > 0, ou seja, se

. \/b1+\/b%+4b2
2 Y

T2
Ty |0)eb2:4 T2
14 14 14

encontrar uma constante €, > 0, independente de Ty, satisfazendo

M |Y?T, by + \/b? + 4b
€2<T01/2+T0+—| | O)Z\/1+ 21+ 2.

1/2

(M|TG | M*Ty
+ +—

onde by = 4 (TO + T3 + ) Agora, queremos

Inicialmente, note que

M2T, M|T? b
€2(T01/2"‘T0+—| | 0)2¢2\/T0+T02+| V’O:% Zla

1/2

0 que nos leva a obter €, > 0, tal que

G >\/b1+\/b%+4b2
2 - = )
2

(€3 — 2)by > 24/b? + 4bs.
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Note que € > /2, além disso

¢ /by - \/61 + /b3 + 4by
2 - =
2

M|T2\? MI|T3  M2T*
(T0+T02+—‘ V’“) 2T02+| V’°+ o

2
onde €y = /2 . Nesse caso,

M|T3  M?Ty M|T? C
CSS—QC[S(TOQ—I—’ |0+ 20)—1—33(T0+T02+&)}2 0
v

14 v

se e somente se

Do |

Tomando € = max{€;, €, }, constante independente de Ty, e

’M|1/2T0)

1/2

5 > ¢<Tg/2+TO+
obtemos

To
(L@Lﬂhwmzam//m%ﬁmm+s/ oLt | W o [Pt
0

0

To C
—CS/ 0| Wi | =0 *dt + 535 //045|‘I’|2d$dt

’ Qo

M| T,
— 2CsT, (1 + ‘J> // o3|, |Adxdt
14
Qo

To
—%@ﬁ/ (@set)? [0, | Pl
0

Além disso, como Cha < a, < Cha, temos que

To
2 2
1%, ol T = xx|T=
(L1, LoW) o g0y = 4003//a|\11 | dxdt+Cgs/ g1 |V | o1 |Zdt
0

0

To C
—Cs/ =0 |V g oo |2 dt + 585 // o’ |V’ dxdt

° Qo

M|T,
— 2CsTy <1 + Q) // ? |V, [*dxdt
v
Qo

To
+ 30383/ (Oé|x:1)3 |‘;[lac|a::1|2dt
0
Tomando C = min{3C3, Cy} a desigualdade acima se reduz a

To
(LW LQ\II)LQ(Q >4C’Os//a|\11m| dxdt — Cs/ =0 |V gz | oo |2t

M|T,
—s // o | 2dxdt — 2CsT, (1+| ’0> // o |, |2 dadt

+Cs / Aot [[Warloca ? + 57 (afac)? [0 o ]
0
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Dai, obtemos a seguinte

4Cys //oz|\11m|2d$dt+ gsf’ //a5|\11|2dxdt
Qo Qo

+Cs / ot [[Waslomt|? + 8 (@los)? [ Vol 2] dt
0
To M]|T,
S (Ll\II,L2\Ij>L2(QO)+CS/ O(‘I—()|\I/$I|z—0|2dt+2CST0< | ]/| O) //oz3|\11m|2dxdt
0

(3.17)

Note também que temos a seguinte estimativa

4Cyps //a]\lfm|2dxdt+ %s‘r) //045\\Il|2d:cdt
Qo Qo

To
S (Ll\If, LQ\IJ)LQ(QO) + CS/ Oé‘xzo‘qjxx’x:o’?dt + QCSTO (
0

M|T“) // oP W, [2dadt.
Qo

(3.18)

Por outro lado, por integragao por partes e usando que ¥|,_g = ¥|,—1, obtém-se

To ol
s> //&3|\Dx\2dmdt —33/ / a3, U, drdt
o Jo
Qo

= / ( / U (3’0, VU, + a®V,,) dx) dt (3.19)
= —3¢3 //a a, U, Udrdt — s> // a3, Udrdt.
Além disso,

33//a3\11m\11dxdt // V2012W,)(s° 205/ W) dadt
Qo
304|\I/$:,;|2 5|\If|2
// sa| W, |2drdt 4+ = // o° | U2 dadt.
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Analogamente, dado @ > 0 (a escolher), temos

1
//a oV, Vdxdt = —3 // a33/2 3/2111 < 32012 Wq )da:dt
3 3 \If 2 )} 2 2
<3//{ O‘| |+Sa|2a2| ]ddt
3a? 3
< o s2a3 |, |2 dodt + —— s*a|V|2aldzdt,
2 2a? v
Qo Qo

e como Coa < a,, < Cha, segue que

—3s* o?a, U, Udrdt < 3—(12 2|V, | dxdt + 3—012 s’ | U |2 dwdt
zr = 9 z 202 - (3.21)
Qo Qo Qo

Assim, de (3.20) e (3.21) em (3.19), temos

// P, Pdedt < = //soz|\11m| dxdt + = // o’ |V |*dxdt

3a? 3C?
+i//83a3\\11x|2da:dt+ —1//s3a3y\p\2dxdt,
2 2a?
Qo Qo
ou ainda

EITE 1 2 3CT 3 312
1—— |V, |*dxdt < 5 sa|W .| *dxdt + a2 s*a’ | U dxdt
a
Qo Qo
1 5512
+§ s’a” | V| dxdt.
Qo

1
Tomando a? = 3 temos

// 2P|V, |dodt < // sa| Wy, [*dxdt + 903 // 53a3|\1f|2d:pdt+// s°a° |U|?dxdt.
Qo Qo Qo Qo

(3.22)
Como
MY T,
S > ¢2 (T1/2 + TO + T > Q:QTOZ (323)
(§]
5(¢(Ty — t T
s o WTo=t)  To 5 e 01)ete 0.,  (324)

(100 + 4z — x2)? — (103)?
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retornando a (3.22) com (3.23) e (3.24), segue que

)
3317 |2 2 INIE
//5 a’ |, | dedt < //sa|\1'm] dxdt + (103262 >// |W|“dxdt
Qo Qo

1
=0 4C, //sa|\lfm|2dxdt
+z 9C; // o’ |V 2 dxdt
C 1032022
<¢ |4 // sal| W, [P dzdt + — // o’ | 2 dxdt |

1 2/ 9C?
Co,’ C \ 1032¢?

// 2P|, |Pdrdt <
Qo

; o 2 | M]|To By |2
¢ (Ll\Ij, LQ\I])LQ(QO) + Cs (36|I:0|\Ijx$’x:0‘ dt + 2CSTO 14 ——- « |\Ijx’ dxdt
0 14

(3.26)

(3.25)

onde € = max {4 + 1) } . Combinando (3.18) e (3.25), temos

Finalmente, retornando a (3.17) e usando (3.26), obtemos a seguinte estimativa

4005//a|\11m| dxdt + —s // o’ |V > dxdt

+ és/ pet [[Wagloma | + 5° (] pr)? Wy |omn [P] dt + // s2a? |, | drdt
0
Qo

_ T
< (€ + 1) (Ll\I]7 LQ\P)LQ(QO) + CS/ a|$0|q]m|x0|2dt}
0

) MI|T;
4@+ 1) | 20Ty <1+¥) //a3|\11x|2dxdt ,
Qo

4005//a|\11m12d1:dt+ // a° | WA dzdt

+CS/ ot ol + 52 (alomr)? [ W |oa ] dt

+[530—2(é+ 1)CTy (1 |M|T°> 1// 5|, [Pt

<@+ 0]y ves [ a|xo|\11m|xo|2dt} .
0

ou seja,
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Note também que

oy M|T; 3 N MT2
s* —2(¢+1)CTy (14-&) 5> % se, e somente , se s > 2 (¢+1)C\/TO+Q_
v v

Procedendo como nas estimativas anteriores, obtemos uma constante positiva indepen-

dente de Ty, € = max{€,21/C(¢ + 1)} tal que, se

- 1/2
> ¢ (Tl/2 + Ty + M| 1o /2T°)
temos
4003//a]\11m| dxdt + —s // o° |V |?dxdt
+cfs/ et [Waalom? + 52 (@lomt)? Waloma ] dt + // o7, Pdede
0
~ TO
< (Q:+ 1) |:(L1\II,L2\I/)L2(QO) —|—CS/ Oé|m:0|\lfzx’$:0| dt:| .
0
4C, C 1 ’
Considerando C; = = 0 ,GG=—CG=——¢e(C = = a desigualdade
C+1 2(€+1) 2(€+1) C+1

acima nos garante que

(L2, L) 12 ) > Cls//a|\11m\2dxdt+ Cos® // o0 Pdzdt + Cys® // S|, Pt
Qo Qo Qo

T() T()
+Cus / ot [[Waoloo [ + 52 (alor)? [ W, |os ] dt — Cs / o[ U oo 2.
0 0

Voltando a identidade
L9 [72000) + (L2970 + 2 (LW, LoW) 120y = L3200,

obtemos

| LsW|3, )= C5s//0z|\llm| dxdt + Css° // o°|V|?dxdt + Css® // o® |V, |?dxdt

+C53/ =1 [|\I/ac:c|x:1|2 +s (a|$:1) |V |o=1] ] dt — QCS/ O‘l:v:0|\11m1|:t:0|2dtv
0 0

onde C; = min{2C;; 1 <i < 4}. Logo,

5//a(|\Ifm|2+s2a2|\11w|2+34a4|\11|2) dxdt

To
+s / ot [[Waoloms? + 52 (aloms)? [Wolos ] dt
0

To
< GCg <S/ a’x:O’\Dxﬂc‘x=0|2dt+ HL3\D”%2(QO)) ’
0
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1 2
onde Cg = max { . Ci} . Como

|LoW |22 gy = 95° / [ e, jwdode

e
C <Tya, Cha<a, <Cia e Coau< —az < Cia, paraze (0,1),t€(0,Tp),
temos que
OS2 g = / (Colol, [0[?)drde
< 9S4C4T0 / / o’ |V |*dxdt.
Consequentemente,

To
S //a (]\I!m|2 + sQaQI‘I/x\z) dxdt + 3/ Q=1 U\Pm|g€:1|2 + 52 (Oz|x:1)2 |\Ifx]x:1|2} dt
0

Qo
9C 04 To
+ (35 — g 1Tos4> //a5|\11|2dxdt < C6s/ =0 |V sz | a—o |2t
0
Qo

~ (12 |M|Y2T,
para s > C | 1," +Tp + 7 . Note que como s > 0, temos que
v
9CsC b 18C¢Ct
§® — 2= 1Tos428— se somente se s* (s — o LT, >0,
C 2
18C¢C 18C¢CY}
ou seja, s > 5 LT,. Assim, existe uma constante positiva € = max {C CG’ } , tal
M 1/2
que se s > € ( T + T + lLTO) , obtém-se
v

To
s //a (|\Ifm|2 + 32042|\I/$|2) dzdt + s/ Qlp—1 [|\Ifm|gc:1|2 + §* (a|x:1)2 |\If$|w:1|2} dt
0

% "
—|—§ // O{5|\I/’2d$dt S C(;S/ Oé|m:0|\llxx’:v:0|2dt7
0
Qo

ou entao

s//a(]\Ifml2—|—32a2]\11x|2—|—34044|\1112) dxdt

To
" 8/ ozt [[Wanlom1|* 4+ 87 (@lom1)? [Wa oz [*] di
0

To
< 2C6S/ O(|m:0|\];’xx’x:0‘2dt‘
0
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Assim,

To
//a (|Wae)® 4+ s*a?| W, |* + s*a|U|?) dadt < 2c6/ ) om0|V gz | oo 2t
0
Qo

_ MIY2T
para s > € (Tol/gjLTo—{—H—o)

1/2

Agora, voltando a variavel original temos ¢ = e**W e
0 = (s )V + eV, = e*¥(sa, ¥ + V),

Oor = €5(s2020) + (502, U + s, U,) + €Y (sa,) U, + e52W,,
= * [(s%Q2 + 50z) ¥ + 250, U, + U, ] .

//6_28"34045|gp|2da:dt://s4a5|‘1’|2d$dt

Qo Qo
//6_28a820é3|g0m|2d$dt —//82043|806x\11+\pw‘2dl’dt
Qo Qo

< 2// sa’ [sPaZ | + |W,|?] dudt

Assim,

Qo
— 2// sta’a? |V drdt + 2// s2a? |V, |*dxdt.
Qo Qo

Como Cyha < a, < Cia, temos

// e %0, [Pdadt < 2C7 // s*a® | V|2 dwdt + 2// s2a® |V, | dxdt
Qo Qo Qo

// e~ 20| | dadt = // ol (5202 + 50,,)V + (250, Y, + V., [*dadL.
Qo Qo
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Analogamente,

// T30 || Pdadt < 2// (s*02 + 500 2|V + 250, 0, + Uy, |?] dadt

= 2// a(s?a2 + 50, )* |V |2 dadt + 2// a|2s0, U, + Wy, [*dadt
Qo

<4// stag + s°a2, | | V| dxdt

+4//a (45202 | W, * + |V, |?] dadt

< 4//3 k|| dxdt+4//s aa? |V drdt
—|—16//s | W, | d:cdt+4//a|\lfm] dxdt,

e como Coa < a, < Cia e Cha < —ay,, < Cla, segue que

// 20| |Pdrdt < 4CT // ® |V *dxdt 4 403 // o® |V |?dxdt
(3.30)
+16C? // o? |V, |2dxdt+4//a|\llm| dxdt.

Combinando (3.28), (3.29) e (3.30), temos

// ae” 2 (|pg)® + 8702 |p.|? + stat|p]?)drdt < 4//0z|\11m\2dxdt

Qo
+(241602) // 3|x1;z|2dxdt+(1+ch+4of)//s4a5|xy|2dxdt (331)

+4C% // 3|\I/| dxdt.

M 1/2
Observe que a escolha de s > € <T1/2 + 1o + [M]

VP ) nos garante que s > €7}, e como

5 2
s o(t(To—1)) T 5
= < 0.1) ete (0,1
(100 + 40— o2 = (rogpe® > Prer € () ete0.5)

temos

o’ < ———=s"a’. (3.32)
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Portanto, de (3.32) em (3.31), obtém-se
// e 2| |* + s, |? + s*at|pP)drdt < 4//04|\Ifm]2da:dt

Qo
(24 16C2) // 3|\I/x|2dxdt+(1+2012+4Cf)//54a5]\11\2dxdt

4C3
9:21032 // o’ |V 2 dadt,

ou entao

// ae”(|@ual® + 5707 |@u|* + s*a|o|?)dadt
<G // [[Wo]” + 5% |W, |* + s*a|¥]?] dadt,

onde

4C3

e por (3.27), concluimos que

To
// e 2 (|pge|? + 5702 |@a|? + s*at|p|?)drdt < 2C7C6/ O p—0| Vg | oo 2 dt . (3.33)
0

Por outro lado, como
Pale=0 = e o= [(3204;25\120 + 50z |0=0) ¥ |o=0 + (250 [a=0Wa|2=0 + \Ijxx‘Ct:O)}
e V|—o = Vylp—o = 0, temos
Pralo—o = € =0W 1| p. (3.34)

Substituindo (3.34) em (3.33), temos
To
// e 2 (|pg|? + 8702 |@.|? + s*at|p]?)drdt < 2C7C6/ g™ 20 || oo 2dlt.
0
Finalmente, considerando K = max{€,2C;Cs}, obtemos

To
[ ac ol + alonf + statlodrdt < K [ almae o gl
0

‘Mll/QTO

paras>K(T1/2—|—T0+ VP

>, 0 que mostra a proposicao.
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3.2 Estimativa de Carleman modificada

Observamos que a Proposigao anterior se mantém valida quando M = M(¢,z) tem a
regularidade L>(0, Tp; L?(0,1)) e ¢ é solugao do modelo

M(t,x)

=Yt = Paxx — — Pz = 0 e (O, T()) X (0, 1)
¥ |x:0: ¥ |CC=1: Pz ‘x:OZ 0 €m (O, TO) (335)
@ lt=1,= 0 em (0,1).

Lembramos que nesse caso, Ty := v/7T.

Proposicao 3.2.1. Eristem duas constantes positivas D e K(Ty, v, || M || peo(0.10:22(0,1)))
tal que, para qualquer o € L*(0,1), temos

To
// ae—2sa(|(pxw|2 + 820z2 |§0$|2 + 34a4 |90|2)d$dt < D/ a |I:0 6—2sa|z:0 |§0m; |I:0|2 dt,
0 0
(3.36)
para qualquer s > K, onde ¢ € solugao de (3.35).

Demonstracao. Procederemos como no caso anterior mudando I WV, LoV e L3V da
seguinte maneira:

LWw=-v, . —¥ — 3s2ai\11m, LU = —5 a3\11 3saVrr — sopV — 350, ¥,

M M
L3V = S0yyaV + 3% 0tyy + — U + s— i, U,
v v

Também sabemos que
1Ly 122000 + 10291172100 + 2(L0 W, LoW) = || L3072 0

De forma similar, calculamos o termo que envolve o produto interno. Por simplicidade,
vamos denotar por (LZ»\I/)J. (1 <i<2/1<j<5)o0 j-ésimo termo na expressao de L;V.
De (3.11) da segao anterior, temos

95 To
(L), Ly W) //a V|V, |2dxdt——/ (] am1 )? | W o |omr |?dl

—C\Tys 3// o° |V |*dxdt
To

_C23/ (Oé‘xzo)‘qj;m:’x=0’ dt
0

To
— C3sT; //a3|111x|2da:dt+/ (a|x:1)3|lﬂx|$:1|2dt
0
Qo

s [To
—3s // Oézx’qjxx‘zdxdt - 5/ (ax‘x:1)|\p:(:x’x:1|2
Qo °

To
- C4ST02/ <a‘$=1)3|\1jrfc’x:1|2dt'
0
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Tomando Cyp = max{C;; 1 <i < 4}, obtém-se

((L1¥),, LyV) //a e | Vo |Pddt — —s//ozm|\lfm| dxdt
—6208 T2 // 5|\I/’ dl’dt—CQOSTO // 3’\11 | dxdt

53

To
- E/ (O-/:L’|a::1) |\Il |a::1| dt+3/ am|x:1|\1jxx|a::1|2dt
0 0

To
— Coos(Ty + Ty?) / (0lor)? W Pt
0

To
- CQOS/ 05|z:0|\1jma:‘:17:0|2dt
0

Analogamente, de (3.13) e (3.15) temos

(L19)g, LoW) 1) = —CrasTo(s” + To) // o° |V |?dxdt

- CmSTO / Oé3|\111|2d$dt
0

(L19)g, LoW) 1 ) = Ci3s° //a5|\lf|2dxdt

To
//a oV, Pda:dt+—/ 02t [0 a2
—C138 TO // 5|\I/2|d$dt

respectivamente. Tomando C = max{Ca,C12,C13} as desigualdades acima nos garantem
que

9 To
(L1¥, LoW) 12 ) > —55 //ozm|\llm|2dxdt+4s3/ (Qalom1)® |Wa]ams [2dt
0

To , Ty
+S/ O-/x|x lllllx:c|ar 1|2dt_c S/ a|cc 0|l1]$x|z 0|2dt

—i—Cs// o7 U 2dedt — C'sP (T2 + 2Th) // o8 02| dadt
—CSTQ// o°| U2 dxdt — 2C" sTy? // o? |V, |*dxdt

To
O (T T) [ (@) [l
0
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ou entao

9 7o
(Ll\I’,LQ\P)LQ(QO) Z —55 // Oéwx|\11mr|2dl'dt + 453/0 (Oél«|x:1)3 ’\Ifw‘m:1|2dt

To , To
+3/ O-/z|w 1|\anc|ac 1|2dt_c S/ OZ|$ 0|\Ilac:c|x 0|2dt

+C's // o®|W|2dzdt — 2C's* (TE + Tp) // o° | U2 |dwdt
—2C'sT? // o®|W|2dzdt — 2C" 5T, // o? |V, [*dxdt

To
20 (Ty + T2) / (@) [V o 2.
0

Como Cha < —ay, < Cia e Cha < a, < Cha, a desigualdade acima pode ser reescrita
como segue

To
(L4, L) 1 gcos//ayxym| dxdt+s/ o [ W o [t
0

To
—C,s/ 0| Wa| oo ?dt 4+ Cs° //045|\I/|2da7dt
0
Qo

—2C" [sT§ +5° (To + T7) ] // o®| U2 |dzdt — 2C'sTy, //a3\\11m|2dxdt
Qo Qo

To f
+ [40333 —2C's (To + TOQ)} / (]p1)? W, per |2t
0
Agora, note que
40353 —2C's (To + 1) > 3Cgs® se somente se s (C’ng -2 (To + TOQ)) >0,

ou seja,

2"
s> C3 T0+T2

Como va+b < a+ Vb, para qualquer a,b > 0, temos que

T+ T2 < T)? + T,

- : - j2c’
Entao, considerando €; = Yok tomamos
0

s>€1< 1/2+To)
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Com essas consideracoes, obtemos

9 7o
(Ll\IJ,LQ\If) L2(Qo 5005//@’\113636‘ dl’dt—l-S/ Cl’x‘x 1’\Ijmglx 1‘ dt
0

To
—Cls/ oz|m:0|\11m|x:0\2dt+(/’/s5 //a5]\If\2d:€dt
0
Qo

—2C [sT¢ + s* (T + T3)] // o®| W2 dzdt — 2C" sT, //ag\\lfx\dedt
Qo Qo

To
30,33 / (ot )? [ W, o [2dt,
0

para s > ¢ <T01/2 + T0> . Note também que
' ' 2, 3 2 '
Cs®—2C [sTg+ s (To+1Ty)] 27

/

se somente se %35 -2’ [T + s* (Th + T3)] > 0,

by + \/5%-1-452

5> ,

- 2

ou seja,

onde by = 4(Ty + T?) e by = 4T2. Logo, existe uma constante positiva independente de

by + \/6%4—452

To, = V2V2 + 2, tal que para s > ¢, (Tl/2 + TO) temos que s > 5 e

C's® —2C" [sT + s* (Ty + T3)] > %

Tomando €¢* = max{@l, 5:2}, constante independente de Ty, e
s> ¢ (Tg/2 + T0>
obtém-se

9 7
(quj,LZ\Ij)Lz(QO) Z EC()S //Q|\I/mx|2d$dt+ S/ ax|x:1|\1/x:c|a::1|2dt
0

Qo
. [T c’
-C s/ a]x:0|\11m\x:0]2dt+?s5 //a5\\11]2da:dt
0
Qo

To
_9e'sT, / / |, Pdadt + 3C3S° / (ot )? [0 |y 2.
0
Qo
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Como Cya < a, < Cha, tomando C* = min{3Cy, Cy} e procedendo como nas estimativas
anteriores, o produto interno acima pode ser estimado como segue

9 To
(L, L) 1o 5005//@1%\ dedt — C s/ oo W oo 2t

’

% // o’ |V |?dxdt — 2C STO// ? |V, [*dxdt

s / o [[Waolos P+ 5(alot)? [ Wlos ] d
0

ou seja,
9 2 C 5 51 |2
56'05 a|V,,|“dxdt + 55 o’ || dxdt
Qo Qo
To
et / olamt [[Waslam P + 52 (als1)? [ W o 7] dt (3.37)
0

To
< (LW, Ly W) 1) +C's / o Uas o2t + 2C STy / / o3|, Pdadt,
0

para s > ¢ <T01 /2 + T 0). Consequentemente,

—C'Os//oz|\llm|2d:r:dt+ // o’ |V 2 dxdt

To , (338)
< (LW, LyW) 2, +C s/O ) om0|V g |e—o|2dt + 2C 5T} // o? |V, |?dxdt.

Por outro lado, procedendo como na demonstracao da Proposi¢ao 3.1.1 e tomando ¢* =

1 2 9C? . .
max{4 —, 5, | ———=5 +1 , temos a seguinte desigualdade
4Cy° C (103)26*

. c’
// 3P| W, Pdrdt < €* |40, // sal| Wy, | *dodt + 5 // s’ | W 2 dxdt (3.39)
Qo Qo Qo

para s > €* <T01/2 + To>. Aplicando (3.38) a (3.39) segue que

// s3a® | W, [Pdadt
Qo

~

To
S ¢ (Ll‘;[l LQ\II)L2 (Qo) +C S/ @’$:0’@$m|m:0|2dt+2c/STo //a3|\11m|2dxdt
0

(3.40)
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Combinando (3.40) com (3.37), obtemos

71 .5
o
gCos//a]\I/m\dedt—i-T //a5]\11]2dxdt
Qo Qo
(0]
s / aloct [[Waslot|? + 8 (@loms)? [Woloes 2]
0
+// $ad|W, Pdadt — 2(E +1)C'sTh // o8|, 2zt
Qo Qo
~ f To
< (@ +1) [(le,LQqJ)LQ(QO) Ll / a|xzqufm\mzo\2dt].
0

Portanto,

—Cos //a]lllm\ da:dt—i— // °| V| dxdt

s / ot [[Walomt|? + 8 (@loms)? [Woloes 2] dt
0

+ [33 —2(¢* + 1)C’Tos} // ? |V, |*dxdt
Qo

~ ’ TO
< (€ +1) [(Ll\If,L2\If)L2(QO) +C 5/ o o—0| ¥ a| oo |dt | .
0
Note também que
3 3

s —2(¢* +1)C ' Tys > % se, e somente, se % —2(€* +1)C'Tys > 0,

ou seja,

s> 21/(¢ +1)C' /Ty,

Tomando € = max{€*,2,/C'(¢* + 1)} e

s > Q:** ( 1/2 +T0>

—Cos//amfm] dxdt + —3 // o’ |V 2 dadt

+C*s/ oot [[Waaloc? + 8% (o) [Vl os] ]dt+—// o |0, [2dudt
0

temos

~ TO
S (Q:* -+ 1) |:(L1\II7L2\IJ)L2(Q0) ‘|—C 8/ Oé|a;:0|\ljzz|m:0| dt:| .
0

~ 4 ~ c' ~ 1 ~ C*
Considerando C; = — Co , CGo=——CG=———¢e(C = —
Cr+1 2(¢* 4+ 1) 2(¢* 4+ 1) ¢+

1Ly W 2oy + L2 Wl Z2 (o) + 2 (1T, LoW) 1) = L3P I72 ()

e lembrando

que
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obtemos

||L3‘I’||L2 (Qo) £ >2(L ¥ L2\I/)L2(Qo)

> 2(:13//a|\11m|2dxdt+26255 // o |W|2dxdt 4 2Css° // 3| W, |2 dadt
Qo Qo Qo

B To , To
+2C45/ Oé‘x:l U\Ijxa:’a::1’2 + 52 (a’x:1)2 |\le‘x:l|2:| dt - 2C 3/ a’x:O’\sz‘IZO‘th;
0 0

ou entao,

1239117200 // (|Vae]® 4+ s*a®| W, |* + s*a|U|?) dadt

~ / TO
+C58/ a|x:1 [|\Pxx|x:1|2 + s (a|x:1)2 |\chc|a::1|2} dt - QC 5/ a|x:0|\pxczz|m:0|2dta
0 0

onde C5 = min{2C;; 1 <1 < 4}. Logo,

/

2c’  [To )
||L3\1j||L2(QU +C_S ) o=0|Vaz|a—ol| dt

> 5// (Woal? + a2 W, P + s'a|W[?) dudt

+s / oot [Waslomt|? + 8 (@los)? [Ws oy ] d
0

- 1 2C
Tomando Cg = max { . C—}, temos a seguinte desigualdade

5
s//a(|\I/m|2—|—s2a2|\11m]2—|—s4a4|\1112) dxdt

0
s / ot [[Waoloo [ + 52 (@lor)? [Wolos ] dt (3.41)
0

~ TO
<G5 [ ol alunallt + 101, ).
0
: 1/2
para s > €** (To + T0>. Como gy, =0,

M M
L3V = 50032,V + 352,05, ¥ + — U, + s—a, U
v v

M M
2 _ 2 2
L3V 72 = / 135 a0, U + 7‘1!9; + 870433\1/’ dxdt.
Qo
Por outro lado,

C<Tya, Cha<a,<Cia e Coau< —az < Cia, paraz € (0,1),t€(0,Tp),
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donde

AP |M|2
+5C, // 2|\1/| dadt
_1
501 s // a®|w)? dmdt+5//|

+ 5C // 2‘ 2|\1/| dxdt. (3.42)

Substituindo (3.42) em (3.41) segue que

To
s//a(|\llm|2—|—32a2|\lfx|2) dxdt+s/ et [[Wanlomt P + 8 (@lomt)? [Woles 2] de
0
Q

0
15C,Ct
+ <s5 5CC S Tys > //a5]\11|2da;dt
C
~ To
< ¢ s/ o[ Wan e 0|2dt+//| // " 20 P dudt
0

para s > @+ <T01/2 +T0>, onde C; = max{66,566,5666’12}. Note também que, como
s > 0, temos

15C4C s° s°  15C4C4
5 61 6L
> - — = >
s C Tys 5 se, e somente, se 5 C Tys 0,
ou seja,
30C6C’{1
> Tt
Z T 0-
_ _ 30¢,C
Tomando € = max {C**, 30 0601 } es> C( V% 4 T0> , obtemos
30CCe T
S
C 0

// (Ve |* + 5% |, |*) dadt

—l—s/ ot [ Voo 2+ 52 (lomt)? Voo [2] dt + = // Q8|0 Pdxdt
0

N To (M
< (1ot [ [
0

2|\If|2d dt
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donde
3//a(|\1fm|2+s AP0, 12 + s*at|U|?) dadt

(3.43)
- o 2 | M| 2, 2 212
< 2C; s/ | w=0|Vaz|z=o| dt—i—//T (|0, ]* + s*a?|W|?) dadt
° Qo
para s > ¢ (Tl/2 + T0>.

Portanto, para concluir o resultado devemos estimar os dois ultimos termos do lado
direito de (3.43) quando M € L>(0, Tp; L*(0,1)). Estimemos o primeiro termo:

To To 1
//|M| O, [2dwdt — / / M|, d:vdt</ T (/0 |M|2dg;) dt

=Arwmwmem

To
<swummmA RO

0<t<Ty

Logo,

To
/ |M|2|\le|2dl‘dt S ||M||L°°(O7T0;L2(O,1)) / ||\I/x(t)||%oo(071)dt (344)
0
Qo

Como ¥ € H?(0,1), entao ¥, € HY(0,1) e H*(0,1) — L*>(0,1). Além disso, como
U, (0) = 0, pela desigualdade de Poincaré existe C, > 0, tal que

1 1
/ W, |2dw go,,/ W, |2 d.
0 0

As consideragbes acima nos garantem que existe uma constante k; > 0 satisfazendo

W ()| o< 01y < Kal[Wau ()] 220,0)-

Assim, como a > 7, segue que

To ) To o ) To TO )
/ wmmmmﬁzz—wmmmmmsﬁ (O 1

T
0k2/ H‘Ijm< )HL2 01)dt
/ / | W, [Pdadt, (3.45)

T
com kg = Eok;f Substituindo (3.45) em (3.44) obtemos

//]M| W, [2ddt < k| M2 o gz //a|wm| drdt. (3.46)

Qo
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Analogamente, estimamos a tltima integral do lado dereito de (3.43):

To 1 To
# [[ paupdsde = [ [ pa?updude < [ el M it
0 0 0
Qo

To
< M|~ 012200 / 102 0l

To
< Coyl M=oz / (W) 2o, (3.47)

onde no ultimo passo se usou uma desigualdade do tipo Poincaré com constante Cy,, > 0.
Agora, analizemos o seguinte termo:

1 1 1
Ta), %, = U,a + Va,|?dr < 2 U, |%a%dx + 2 Vo, )de
L2(0,1) 0 0 0

1 1
< 2/ W, |*a’dr + QCQP/ (Vo)) *dx
0 0

1 1
2 / U, [*a’da + 2Cy, / (W0, + Wag,) ds
0 0

IN

1 1
2/ U, |2a2dr + 402p/ (U202 + V2?2 |dx
0 0
1 1 1
= 2/ W, |*a?dx + 402p/ |V, |a2dx + 402p/ (Varg, ) dx
0 0

o 1 1
< 2/ U, |*a?dx + 402p/ |W,|a2dr + 402pC’3p/ [(Vag,).|*dz

0 0 0

1 1 1
= 2/ U, |*a?dx + 4C'2p/ |U,|o2dx + 4C'2p03p/ |V, |*a2, dz,
0 0 0

onde usamos desigualdades do tipo Poincaré com constantes C5,, Cs, > 0 e o fato de que
Qe = 0. Logo, como

Coa<a,<Cia e Cha< —ay <Cia, paraz € (0,1),t€ (0,Tp),
tem-se
1 1 1
H(\Ifa)xH%g(o’l) < 2/ \\Ifx|2a2dx+k3/0 |lIfx]a2dx+k4/0 W, |2a’d,
0

onde k3 = 4C5,Ct e ky = 4C,,C5,CF. Portanto,
1
1), ) < ks / 2|, Pdz

2
com ks = 2+ks+ky > 0. Substituindo a desigualdade acima em (3.47), a hipétese o > T

0
ksCy T,
5170 catisfazendo

nos garante que existe uma constante positiva kg =

To 1
s //]M|2a2]\11|2dxdt§ kﬁ\|M|\§W(O,TO;L2(M))52/ / o? |V, |?dxdt. (3.48)
0 0
Qo
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Usando (3.46) e (3.48) em (3.43) e tomando k; = max {ks, ke} , temos
// (1Wof? + S| W, P + s'a?|U[?) dadt <

2C
2C7S/ (1/|x:0|\11$$|$:0|2dt+ _7k7||M||%°°(0,T0;L2(0,1)) //Q|\I}mm|2d$dt
0

2C;
+_k7||M||2OO(O,T();Lz(O,l))SZ //a3|\11x|2dxdt,

ou seja,

2C
o [[ a*lupdadt + ( Y — ) / [ ol
Qo

2C = (T
+ <S3 - S2V_27k7||M||2°°(0,T0;L2(071))> // Oz3|\11$|2dxdt S 2C7S/ Oé|w:0|\11a::v|:c:0|2dt7
Qo

0

para s > ¢ (T ( 12 4 To> Note também que, como s > 0, temos

2C; s°
33 — S2V—k7HMHL°° 0,70;L2(0,1)) = 5

S
§ — V—/ﬁHMHLw 0,T0;L%(0,1)) = 2

se, e somente se,
52 V_k7”MHL°°(O To;L2(0,1))
Tomando K = max {Qf(Tol/2 + 7o), —k7||M||%oo(07TO;L2(071))} e s > K, segue que
4C;

5> _k:7||M||%°°(O,T0;L2(O,1))

e, consequentemente,

3
& //a5|\1/|2dxdt+%//aﬂ\ymy?dmwg//ay\pmﬁdxdt
Qo Qo Qo

~ To
< 2(:78/ a|x:0|qjmz|x:0|2dt'
0

Assim, notamos claramente que

//a (0o + 2020, P + 5" [UP) dadt < 4c7/ o[ W oot
0
para s > K. Voltando a variavel original ¢ = e**W¥ tomando

_ 2
Cs = max < 4,2 + 16C%, 1+2O2+4C4+_L
¢2(103)2
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temos que

To
// e (|| + 5% |p.|* + s*at|pP)drdt < D/ gm0 =0 | 0| o |2t
0
Qo

paras > Ke D = 46768, o que mostra o resultado.
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Capitulo 4

Controlabilidade do sistema nao
linear

Nesse capitulo, demostraremos o resultado principal do nosso trabalho:

Teorema 4.0.1. Seja v > 0 fivrado. Paray, € L*(0,1), considerey € C°([0,T]; L*(0,1))N
L2(0,T; H}(0,1)) solugdo de

yt +yx +ygx _I— Vg:m:x = 0 em (07T) X (07 1)
y |a::O: O?? |:c=1: 07@3: ‘le: 0 em (0>T) (41>
y ’t:OZ yo em (07 1)

Entao, existe § > 0, tal que para qualquer yo € L*(0,1) satisfazendo ||yo — Yol r2(0,1) < 9,
existe v € L*(0,T), tal que a solugao y € L*(0,T; H'(0,1)) N C°([0,T); L*(0,1)) de

Z/t+yx+3/3/z+Vyzm=0 em (O,T)X(O,l)
Yy |z:0: U1,Y ‘x:lz 07 Yz |x:1: 0 em (0, T) (42)
Y le=0= Yo em (0,1)

satisfaz y li—r="7 |i=r em (0,1).

Para demostrar o teorema acima, precisaremos de um resultado de controle para o
sistema linearizado que serda dado na proxima secao.

4.1 Controlabilidade linear com mais controles regulares

Seja z € L*(0,T; H'(0,1)) n C°([0,T]; L*(0,1))

2z
w+ (1+7+ §)w)x+1/wmx =0 em (0,7) x (0,1)

W |p=0= V1, W |z=1= 0,wy |z=1=0 em (0,7) (4.3)
W [t=0= wo em (0,1)

onde wy é algum estado em H'(0, 1) satisfazendo wy(1) = 0.

4.1.1 Desigualdade de observabilidade

Aplicando a estimativa de Carleman (3.36) com M (t.xz) = 1 +7y(t,z) + z(t, ) /2 obtém-se
a existéncia de uma constante positiva GG, tal que

T
) / un loco Pt
0

1
/ 00, )2dz < G(To, v, || M|
0

67



Da desigualdade de observabilidade acima deduziremos que o sistema (4.3) é controlavel
a zero com um controle v; € L*(0,T).

4.1.2 Um problema de controle interior

Vamos introduzir um operador de extensao linear 71, que associa fungoes de [0, 1] a fungoes
de [—1, 1] com suporte em [—1/2, 1], e que é continuo de L*(0,1) em L?(—1,1) ede H'(0,1)
a H'(—1,1). Definimos

Qo = m1(wp) em H'Y(—1,1) (4.4)

yi=m@) e ?:=m(z) em L*(0,T; H'(—1,1)) N L>=(0,T; L*(—1,1)). (4.5)

Seja O um subintervalo de (—1,—1 + a), para algum 0 < a < 1. O problema de
controlabilidade e o seguinte:

N -2 N

o+ (L+7+ §)w)x + V0ppr = v(t,2)1o(x)  em (0,7) x (—1,1)

D oe1= 0,0 |om1= 0,@y |p1= 0 em  (0,7) (4.6)
w |t:0: (:)[) €1 (—]_, ].)

Vamos a provar que 3 v € L?((0,7) x O), tal que a solugao de (4.6) satisfaz:

lier= 0em (—1,1). Esse resultado serd provado usando método HUM (Hilbert
Uniqueness Method), descrito na introdugao. Portanto, o problema se reduz a provar
uma desigualdade de observabilidade para as solugoes do problema adjunto definido a
seguir. Seja

L+y+ == f(t,z) = f.

DO

Entao, tem-se

Wi + (f@)x + Ve = U(t, $)10(ZE)
Multiplicando a equac@o por ¢ e integrando em (0,7") x (—1,1), obtemos

/OT /_11¢[®t+(f@)x+u@m}dxdt: /OT /_11 ou(t, v)1o(z)dzdt. (4.7)

Observe que

/OT/I1 gb&;tdxdt:/ll[cb(T,x)cD(T,x)—¢(0,x)d)(0,x)]dx_/OT/llajqbtdwdt
[ [ otrnanai=— [ [ o

pois @ |,—_1=0 e @ |,—1= 0. Para a terceira integral do lado esquerdo, temos

T /1 T 1
/ / VWype@drdt = — / / VO yprdrdt
0 J-1 0 J-1
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pois WU, |z=1= 0 e tomando as condigoes ¢ |,—=_1=0,¢ |,=1= 0, ¢, [,=_1= 0. Desta forma,
a identidade (4.7) pode ser reescrita como

/ &(T, ) Txdx—/ (0, 2) Oxda:—/ / Dpdrdt
- /0 ' /_ 11(f¢x)d)dxdt— /0 ' /_ 11 VGG yppdadt = /0 ' _11 ou(t, 2)1o(z)dzdt,

ou entao,

/ngx Txd:v—/ 6(0, 2)@ O,x)dx—/OT/llaD(—gbt—ugbzm—fgbm)dxdt

_ /OT /_11 Su(t, 2)1o(x)dzdt.

Logo, tomando ¢ solucao da equacao

_¢t_y¢xzx_f¢m:0>

/¢Tx Ta:da:—/¢0xwod:1:—//¢v1@ )dadt, (4.8)

pois @(0, x) = @y. Portanto, o nosso sistema adjunto é definido por

obtém-se:

—y — Vpyr — fr =0 em (0,7)x(—1,1)
¢ lo=-1= ¢ |2=1= ¢z [;=—1=0  em (0,7) (4.9)
O(T,x) = ¢o(x) em (—1,1).

Logo uma condigao de optimalidade em (4.8) :

1 T 1
0, x)wod dxdt =0
/_1¢( , ) Wo x+/0 /_1(15111@(:6) xdt

/1 o(T,z)o(T,z)dr =0 entao &(T,z) = 0.
1

e, consequentemente,

Se v é um controle, tem se que @w(T,z) = 0. Logo,

1 T 1
0, z)wed 1 dxdt = 0.
/_1¢(,x)w0 x—i—/o /_lqﬁv o(x)dxdt

Assim, temos o seguinte resultado:

Lema 4.1.1. A equagdo € controldvel a zero no tempo T > 0 se, e somente se, para
qualquer &g € HY(—=1,1) eziste v € L*((0,T) x O) que satisfaz-se a sequinte relacio

1 T
/1 #(0, z)@odx +/0 /Oqﬁvda:dt =0, (4.10)

para qualquer ¢o € L*(—1,1), onde ¢ € solugdio do sistema adjunto.
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Logo, a desigualdade de observabilidade a ser provada ¢

T
[ 160092 < €. [ ot Mot

para alguma constante C', > 0.

Fazendo a mudanca de varidvel Ty = vT em (4.9) e lembrando que f = 1+ 7 + %
temos que
_¢t_¢xmm_ ((1+y+ ) /V> em (O,To) X (—]_,1)
4.11
O lomec1= @ |s=1= &3 |2=—1=0 em (0,7p) ( )
o(To, ) = do() em (—1,1).

Usando a mudanca de variavel + — 2z — 1 e aplicando a desigualdade de Carleman
provada na Proposicao 3.2.1, tem-se

1 1
// ( —+ ZL‘) 6—2sa(t,(1+z)/2)(|¢xm|2 4 8206 (t + l‘) |¢x|

(0,To)x(—1,1)

1 To
+ s*a (t, ";“T) o[?)dzdt < D/ O [pg €725 =0 | | dt,
0

para alguma D > 0. Como

a(t) := min {a(t,z)} = a(t,0) e &(t) := max{a(t,z)} = a(t, 1),

z€[0,1] z€[0,1]

segue que

To B
e (|pua|” + 262 |0g)” + 5@t |o|P)dadt < D/ Ge Y Py |omn|” dt.
(O,To)><(—1,1) 0
(4.12)

Agora, estudaremos esta desigualdade em dois passos. Primeiro modificaremos o lado
direito e logo o lado esquerdo.

Lado Direito:

Pela Proposicao 2.1.10, obtem-se C' > 0, tal que

T ) T )
/ Ge” Y Py |oea [P dt < C/ ae 2 p(t, )| Fsr /120y - (4.13)
0 0
Logo, aplicando resultados de interpolagdo temos : [H33(O), H=°(O)]1 /30 = H*/12(O) e

31/32 1/32
16(t, | za12(0) < Crll gt Wi |62 )l ooy,

ou seja,
31/16 1/16
16t Wm0y < Call ot Mo 16 ) ooy
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Substituindo em (4.13) segue que
o 5 2 o ; 31/16 1/16
/0 5567280[ |¢mz ’x:fl‘ dt S CS/O &ei%a”(b@? ) “H3/3(O) H(b( )H

To ~ )
— 03 / e—(31/16)sa&—279/32||¢( )||?1){18//136((9 _2sa€(31/16)8a0~6311/32||§Z5( )H;/zl?/))dt
0

32
Aplicando a desigualdade de Young com p = 3l e ¢ = 32 obtemos

To B )
/ &6728(1 ‘¢xx ’x:71| dt
0

To os(—64G-+624)

To ,—2sa
‘ T 1 ~311 2

To To ~ .
S 6/ 6—2sad—9||¢(t7 .)||§{8/3(O)dt + Oe/ 65(—64(1-1—6204)6(311||¢(t7 )H%Q(O)dt;
0 0
onde ¢ é arbitrario.

Lado Esquerdo:

Seja ¢1(t, ) = 0,(t)p(t,x) com 0,(t) = e **@ /2. Agora afirmamos que ¢, satisfaz
o seguinte sistema:

_¢1t - ¢1xxm =0
01 |a=—1= &1 |2=1= 1, [e=—1= 0 (4.15)
¢1(T07x) =0

onde g; = ((1 + 7+ > /V) 01¢, — 01,¢. De fato:

b1, = 01,0(t, ) + 010(t, ) e D1y = 010000

b~ e = ((1+y+ )/v) oo,

_¢1t _(blac:cx = ((1+y+ N) /V) el(bx _elt(b_gl

Além disso, temos que ¢1 |,——1= @1 [s=1= ¢1, [o=—1= 0 € ¢1(T, z) = 0. Por outro lado,
como g; € L*((0,Tp) x (—1,1)),

Como

tem-se

61 € Yije = L*(0, To; H*(—1,1)) N C°([0, To; H'(~1,1))

||¢1 ||Y1/2 < CHgl ||L2((0,T0)><(—171))7

onde C é alguma constante positiva. Consequentemente, existe Cy > 0, tal que

1611l 220,10:2 (-1, L 010311 (—1.1)) < CrllBallyy -
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Usando interpolagao temos que
[L?(0,Ty; H*(—1,1)); L=(0, To; H*(—1,1))]g = LP(0, Ty; [H*(—1,1), H' (—1,1)])
1 1-0

onde — =

p Po
temos que

[HQ(_L 1)’ H1<_17 1>]1/2:9 _ I_I((179)2+0.1)(_17 1) — H(171/2).2+1/2(_1’ 1) — H3/2<—1, 1)

1 . .
. Em nosso caso, pg =2, p=4ef = 3 e novamente, usando interpolagao,

Portanto,
[L2(0, To; H*(—1,1)); L>(0, To; H'(—1,1))] = L*(0, To; H¥*(—1,1))
e, consequentemente, existe C~’2 > 0, tal que

1611l ooz (1.1 < Callgrllzacom)x(-1,1))- (4.16)

Como 7, Z € L>(0, Ty; L?(—1,1)) e como 6, (t) = e=*¥a~"1/2 = e=s2t:Vq(¢,0)71/2 obtém-se

1
ta ) 12 + §a(t> O)_3/2at(t> 0)‘

0
0)~2[1 +a(t,0)71]
t,O) 1/2|

[01:(8)] = e™*%|soue(t, 1)ar(
< e say(t, 1)alt,
< se*Cay(t, 1)a(
por (3.5). Entao,
101,(1)] < &s2a@>/2e™ (4.17)

Por tanto usando (4.17) temos

j z
||91||L2((0T0 yX(=1,1) = // < y 2) 91¢x_91t¢|2dxdt
(0,Tp) x
1
<9 // ( Y+ >6’1¢z|2dxdt+2 // 101,62 dt

(0,T5) % (—1,1) (0,7T0)x(—1,1)

To ! 1+y+
<2 / 1610221, / TV E5 R grar

/ / Pe 254 | dwdt

(0,T0) x (—1,1)

To
< G / 16102700 (_1.1)dt + 1 / / s1aPe 2% g drdt  (4.18)
0

(0,To)x(—1,1)

onde ¢, = 2||1+‘y+2 12 (0T0:02(—1,1)- Logo de (4.18) e como ¢, (¢, —1) = 0 temos
To
o1 Beompsicrn S0 [ 1bmelBendt e [[ st
0 (0,To)x(—1,1)
<o // ae” P (|¢gs|” + s*at @) dadt (4.19)

(0,To)x(—1,1)
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onde C** = max {¢y, G2 }.

Agora, definimos ¢y(t,x) = 05(t)p(t,x), com Oy(t) = e**@&>/2. Analogamente ao
caso anterior, temos que ¢, satisfaz o seguinte sistema:

_¢2t - (b?a:a:m =02
¢2 ‘z=71: ¢2 |x:1: ¢2m |x:71: 0
¢2(T0,.I‘) = 07

onde gy = ((1+§+§> /y) 0201 1, — 02,01 1. Se go € L2(0,Ty; H3(—1,1)) U
LY0,Ty; H* N HE(—1,1)),
62 € L0, Ty H(=1,1)) N C°([0, To}; H*(~1,1))
e existe uma constante C~’3 > 0, tal que
ol 220,70 74 (1,1 0.0 (—1,1)) < Cll g2l L2012 (—1,1))- (4.20)
Se go € L2(0, Ty; H(—1,1)),
¢y € L*(0,To; H'(—1,1)) N L>=(0,Ty; L*(—1,1))
e existe uma constante C; > 0, tal que
162l L2015 (<1, 0.1 22(<1,1)) < Callg2llz2(0,m035-1 (- 1,1))- (4.21)
Afirmacao 1: g, € L*(0,Ty; HY/?(—1,1)).
De fato, tem-se
[L2(0, To; H*(=1,1)), L*(0, To; H'(=1,1))]j9 = L*(0, To; [H*(—=1,1), H ' (=1, 1)]jg)),
onde 1/2 =(1—-0)/2+ 0/2, e pelo Teorema 2.5.3 com s; =2 e s9 = 1,
[H*(—1,1), H ' (—1,1)]jg = H 70N (=1,1) = HY3(—1,1),
onde 6 =5/9, o que mostra a Afirmacao 1.

Afirmacdo 2: ¢y € L2(0,Ty; H3(—1,1)) N L0, Tp; HY3(—1,1)) e existe Cr > 0, tal
que H¢2HL2(O,To;H7/3(f1,1))ﬂL°°(O,TO;H4/3(71,1)) < Hg2HLQ(O,TO;Hl/?’(fl,l))'

Das estimativas (4.20) e (4.21), consideremos os espagos

[L*(0,Ty; H*(—1,1)) N L*(0, Ty; H*(—1,1))]s

[L°°(0, To; H*(—1,1)) N L*°(0, To; L*(—1,1))]s
Tomando 6 = 5/9, por resultados de interpolacao temos
[L2(0, To; HY(—1,1)) 0 L*(0, To; H' (—1,1))]5y9 = L*(0, To; [H* (=1, 1), H'(=1,1)]5/9),
onde

[HY(—1,1), H'(=1,1)]59 = HI/DH5/91 (1 1) = H7/3(~1,1).
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Analogamente,
[L°(0, To; H*(—1,1)) N L>=(0, Ty; L*(—1,1))]50 = L>°(0, To; H*(—1,1)).
Logo, de (4.20) e (4.21) existem constantes positivas Cy e Cg, tais que
P2l 20,10 17/3(—1,1)) < é5“g2HL2(O,TO;H1/3(71,1))
P2l oo 0,973 (—1,1)) < éﬁHgZHLQ(O,TO;Hl/?’(fl,l))'
Portanto, ¢, € L?(0, To; H/3(—1,1)) N L>(0, Ty; HY/3(—1,1)) e

||¢2||L2(O,TO;H7/3(—1,1))01:00(o,To;H4/3(—1,1)) < 07”92||L2(0,T0;H1/3(—1,1))a

onde C~'7 > 0.

(4.22)

Afirmacao 3: 0, -0, e 6y, - 0" sdo funcdes limitadas e ¥, Z € L*(0, Ty; H'/?(—1,1)).

Lembrando que 6y(t) = a2 ¢ 6,(t) = e~**@~ /2, temos
1020, = |a7?| = |a(t,0)7%] = t(Tp — t)/(100)* < T5 /(100)?,
pois t € (0,Tp). De forma similar 65,0, " ¢ limitada. Por outro lado, sabemos que
y,Z € L*(0,Ty; H'(—1,1)) N L™(0, Ty; L*(—1,1)).

Logo, aplicando novamente um resultado de interpolagao para § = 1/2 temos que

[L2(0, To; H' (—1,1)), L0, Tos H°(=1,1))]12 = L7(0, Tos [H' (=1,1), H'(=1, D)1 o),

onde 1/p=(1-1/2)/2=(1-0)/2=1/4. Portanto, p=4 e
(H'(—1,1), H'(=1,1)]y0 = H'*(=1,1).
Substituindo acima obtém-se
[L2(0, Ty H' (=1,1)), L(0, Tp; H(=1,1))]1/2 = L*(0, Tp; H'/*(~1,1)),
ou seja, y, 2 € L0, Ty; H/?(—1,1)).
Afirmacio 4: Existe Cyy > 0, tal que ||ga

De fato,

To
”92”12(077“0;}11/3(7171)) = / H0929171¢1m - 92t9171¢1H§{1/3(71,1)dt7
0

onde o := (1 +7%+ 2/2)/v = M(z,t)/v. Entdo, pela afirmacdo 3,

To

2 ~ 2
||L2(0,T0;H1/3(—1,1)) < 013||¢1||L4(0,T0;H3/2(—1,1))'

To
||g2||%2 0,To;HY/3(—1,1 <2 H09291_1¢1x‘|§11/3 -1,1 dt +2 ||92t91_1¢1||§{1/3 -1,1 dt
(0,To; H/3(~1,1)) 0 (L1 0 (=11

To

5 To ~
< Co [ 1ottt + Co [ 101 st
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Agora, estudaremos separadamente cada uma de as dos integrais acima. Usando a imersao
H3%(—1,1) — HY3(—1,1), obtemos C}y > 0, tal que

||¢1HH1/3(—1,1) < 610||¢1||H3/2(—1,1)‘

Logo,
To - TO
2 2 2
| 10 Bscandt < G [ oy
. n o 1/2 T ) 1/2
<o ([T wra) ([Tl o)
0 0
= 0120 ) Tol/2 ) ||¢1’|%4(0,T0;H3/2(—1,1))’
ou seja,

To 5
/0 H¢1|ﬁ5{1/3(—1,1)d7f < CllH¢1Hi‘l(o,To;H3/2(_1,1))a

onde Cy; = C~'120 . Tp'/?. Para a primeira integral usamos a afirmagao 3 e que o produto de
dos funcdes em H'/? pertence a HY/?. Dessa forma, obtemos Cj, > 0, tal que

TO TO
/0 loralZog 12t < / TN O R

< Cu, / TN P R

) T 1/2 To 1/2
< (i (/ ||U||izl/2(1,1)dt) (/ ||¢1||j’1—13/2(1’1)dt)
0 0

~ A 1/2 A 1/2
= Cux (llolltsommvacrny) - (Iallsomsmmcin)

Portanto,

To _
/0 lorans 112t < Crsllén 2o mumsra 1

N . 1/2
onde C13 = Cy (HU|‘Ai4(0,To;H1/2(—1,1))> . Finalmente, das duas estimativas temos

||92||%2(07T0;H1/3(,171)) S Cl4||¢1”%/4(07710;]_13/2(,171)), (423)
onde C’M = ég . 613 + ég . éll-

Para concluir o resultado, introduzimos

¢3(t7 $) = ‘93(t)¢(t> ZE),

com 03(t) = e~**&~%/2. De maneira andloga, consideremos ¢s solucdo do seguinte sistema

_¢3t - ¢3x:cac =33
¢3 |x:—1: ¢3 |a::1: ¢3az |a::—1: 0.
¢3(To, ) = 0
onde g3 = <(1 +y+ %) /V) 0302 do, — 03,057 . Se g5 € L*(0,Tp; Ho*(—1,1)) U
LY(0, Ty; H® N Hy*(—1,1)),
¢3 € L*(0, Ty; H*(—1,1)) n C°([0, Tp]; H*(—1,1))
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e existe uma constante C~’15 > 0, tal que
183l 220,118 (1,1 AE 01013 (—1,1)) < Chsl| g3l n2(0,7: 12— 1,1) - (4.24)
Se g3 € L*(0, Ty; HY(—1,1)),
¢3 € L*(0, To; H'(—1,1)) N L™=(0,Tp; L*(—1,1))

@3l 200,70 1 (—1,1))"L% (0,10: L2 (~1,1)) < 016"93HLQ(O,TO;H—l(—l,l))- (4.25)

Afirmacao 5: g3 € L*(0,Ty; H¥?(—1,1)).

De fato, tem-se
L0, Ty; [H*(=1,1), H ' (=1,1)] )

onde 1/2 = (1 —0)/2+6/2, e pelo Teorema 2.5.3 com s; = 2 e sy = 1,

[H*(—1,1), H7 (=1, 1)) = HO=001 (=1, 1) = HY3(-1,1),

]
onde 0 = 4/9, o que mostra a Afirmagao 5.

Afirmacao 6: ¢35 € L2(0,Ty; H¥3(—1,1)) N L>(0,Ty; H3(—1,1)) e existe Cyy > 0,
tal que H¢3”L2(0,T0;H8/3(—1,1))0L°o(O,TO;H5/3(—1,1)) < H93HL2(0,TO;H2/3(—1,1))-

Das estimativas (4.24) e (4.25), consideremos os espagos

[Lz(ov TO; H4<_17 1)) N L2(07 TO; H1<_17 1))]@

Tomando 6 = 4 /9, por resultados de interpolacao temos
[L*(0, To; H*(—1,1)) N L*(0, To; H'(—=1,1))]aj9 = L*(0, To; [H*(—1,1), H'(—1,1)]49),

onde
[H4<_17 ]-)7 Hl(_lu 1)]4/9 = H(1_4/9)4+4/9.1(_17 1) = H8/3<_17 ]-)

Analogamente,

L0, Ty HY (=1, 1)) 1 L(0, T LA(=1, 1)) = L0, Ty HY*(~1,1)).

479
Logo, de (4.24) e (4.25) existem constantes positivas Ci7 e Cyg, tais que

||¢3||L2(0,T0;H8/3(—1,1)) < él7||g3||L2(0,T0;H2/3(—1,1))

|’¢3||L2(0,T0;H5/3(—1,1)) < 618||g3||L2(0,T0;H2/3(—1,1))‘
Portanto, ¢3 € L?(0, Tp; H¥3(—1,1)) N L>(0, Ty; H*3(—1,1)) e
H¢3||L2(O,TO;H8/3(—1,1))OL°°(O,TO;H5/3(—1,1)) < 019||g3”LQ(O,TO;H2/3(—1.1))7 (426)

onde élg > 0.
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Afirmacgao 7: 03 - 05" e 05, - 05" sdo funcdes limitadas e i, 2 € L3(0, Ty; H*/3(—1,1)).
Lembrando que 63(t) = e™**a"%/2 e 0y(t) = e**a~°/2, temos
050>~ | = |&?| = |a(t,0)7%| = t(Tp — t)/(100)* < T5 /(100)?,

pois t € (0,Tp).
De forma similar 63,0, é limitada. Por outro lado, sabemos que

Y,z € L*(0,Ty; H'(—1,1)) N L>(0, Ty; L*(—1,1)).

Logo, aplicando novamente um resultado de interpolagao para 6 = 1/3 temos que

[LZ(OyTo; Hl(—la 1))7L°O(O,To; HO(—1> 1))]1/3 = LP(O,TO; [Hl(—l, 1)7 HO(_L 1)]1/3)7
onde 1/p=(1—-1/3)/2=(1—-0)/2=1/3. Portanto, p =3 e

[HY(—1,1), H'(=1,1)]y/3 = H'*(=1,1).
Substituindo acima obtém-se
[L2(0, Ty H'(—1,1)), L(0, Ty H*(=1,1)]1ys = L0, Tos H**(=1,1)),
ou seja, y, 2 € L3(0, Ty; H*3(—1,1)).
Afirmagao 8: Existe é28 > 0, tal que ||g3||L2(O,TO;H2/3(—1,1)) < d28||¢2||L6(0,T0;H5/3(—1,1))-
De fato,
To
19311720 ;275 1.1) = /O 50305~ oy — 03,027 do[3r2sa( 1)t

onde o := (1 +7+ 2/2)/v = M(x,t)/v. Entdo, pela afirmacdo 7,

To

To
98 sy <2 | 10882 0oyt 42 [ ™ 0l
0 0

~ TO jad TO
< 020/ ||U¢2x||§{2/3(71,1)dt + 021/ ||¢2||§{2/3(71»1)dt'
0 0

Agora, estudaremos separadamente cada uma das integrais acima. Usando a imersao
H?/3(—1,1) — H*3(—1,1), obtemos Cy; > 0, tal que

P2l pr2rs(—1,1) < é21”¢2|\H5/3(—1,1)-

Logo,
Ty ) To
/0 1021123 q.1ydt < 0221/0 1p21135/5(1.1)
= C~1221||€Z52||%2(O,TO;Hs/s(,l’l))
< C3,Coa|ball76 0,055 —1 1)
ou seja,

Ty B
/0 169 25 1.yt < CoallalZaomrrorsi v
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onde C~’23 = 6’2216'22. Para a primeira integral, usamos a desigualdade de Holder com
p=3/2eq=3, aafirmacao 7 e a Proposigao 2.1.11. Dessa forma obtém-se Cyy > 0, tal

que

To To
2 2 2
/0 012yt < / SR o RO

To 2/3 To
s(/ ||a|riw<1,1)dt> (/ ||¢2x||?{2/3<_1,1>dt>

1/3

k T 23 , 1y 1/3
= ([ olcai) ([ N6l
52 2 2
= 24HUHLS(O,TO;H2/3(_1,1))H¢2”L6(07T0;H5/3(_1,1))-
Portanto,
To
2 ~ 2
/0 ||O-¢2x||H2/3(7171)dt < O25||¢2||L6(O,TO;H5/3(71,1))’
onde Ch; = 0224HUHi?’(O,TO;H?B(—LI))' Finalmente, das duas estimativas que obtivemos
obtém-se:
HgSH%Q(O,TO;HQm(—LI)) S 026H¢2|‘%6(0,TO;H5/3(—1,1)) (427)
onde Cog = Cyg - Cas + Coy - Coz. Combinando (4.26) e (4.27) concluimos que
2 52 2
||¢3HL2(0,TO;H8/3(71,1))0L°°(O,TO;H5/3(71,1)) SCl9Hg3HLQ(O,TO;H2/3(71,1))
o (4.28)
S 0129026||¢2||iG(O,T0;H5/3(—1,1))'
Por outro lado, existe Cy; > 0, tal que
||¢2||L6(0,T0;H5/3(—1,1)) < 627||¢2||L2(0,T0;H7/3(—1,1))OL°°(O,TO;H4/3(—1,1))‘ (4'29>

Combinando (4.28), (4.29), (4.22), (4.23), (4.16), (4.19), obtemos

2 N2 A A2 2
H(b?’HL2(O,TO;H8/3(—1,1))ﬂL°°(0,T0;H5/3(—1,1)) SCY1961266(27H¢2H[/2(O,TO;H7/3(—1,1))OL°°(07T0;H4/3(—1,1))

IN

C{12961266'2276(’? ||92 ||§/2(0,TO;H1/3(—1,1))

IN

01290260227072014H¢1 |’%4(0,T0;H3/2(_171))

tCo6CHC7C1 S 91 ||%2((0,T0)x(71,1))

IA
S

< GruC // ~256(|6 12 4 AG4 |o|?)dwdt

(0,Tp) % (—1,1)
(4.30)
onde Cys = 0% CyC%C2C1,C3. Além disso tem-se
||¢3||L2(0,T0;H8/3(_1,1)) < ||¢3||L2(0,TO;H8/3(—1,1))mLoo(o,TO;H5/3(—1,1))- (4'31>

78



Finalmente, combinando (4.30) e (4.31) tem-se
||¢3HL2 (0,To; H8/3(~1,1)) < 029 // 28a ’¢xm| + s |¢|2)d:€dt (4.32)
0 T())X

onde égg = éggc**.

Para retornar a estimativa (4.14), expressaremos a estimativa anterior em termos de ¢:

To To
H¢3|’i2(o,TO;H8/3(_1,1)) :/0 |‘93<t)¢(t,x)‘|§{8/3(_1’1)dt:/ e_zmd_gu¢(t>-)|’§{s/3(_171)dt-

0
Portanto, de (4.32) tem-se

T . A
/ e 0GBt )l[Fgssar,1ydt < Coo // Ge™ (| Gp” + 516" o )dadt - (4.33)
’ (0,T0)x (~1,1)
Logo, combinando (4.12) e (4.14) segue que
~ TO ~
// ae” Y|y + 262 |0|” + s*at | dadt < D/ €2 |y |omy | dt
(0,To) x (—1,1) ’
To - To . .
<D- 6/0 G—QSa&—QHgb(t’ ')||§—I8/3(O)dt +D- 06/0 68(_64a+62a)d311”¢(t7 )H%Q((’))dt
Usando (4.33), fixando € = (2D - Cyy)~" e tendo em conta que C. = 1/(€*! - 32), temos

ae 2% (|gue|” + 5262 0, ° + 5@ || ) dud

(0,Tp)x(—1,1)

1 ~ —2s4 ~ ) o s(—64a+624) ~
<3 / / Ge™(|6ra|” + 5'a" |0 )ddt + Cs / e THTEIG [ 9(t, )72 (o)t
0
(

0,T0) x (—1,1)
onde C’go =2%. D32, 6*5’91 Entao,

1 . .
5 // ae 2% | dadt + // s*ale™2% ¢, |? dadt
©

(0,T0)x(—1,1)

T
1 -2 To 64a+624 311 2
! / / e |62 dudt < G / HHEHE 5 61 )2, it

(OT())X( 1,1)

ou seja,

ae 2% (|gpa|” + 5262 |0, ]” + 5@ @) dwdt

(0,T9)x(—1,1)

~ TO ~ ~
S 031 / 65(_64a+62a)d311H¢(t, ')H%Q(O)dt’ (434)
0
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onde Cy1 = 2 - Csy.

Afirmagao 9: Existe C,, tal que

1 T
/ [#(0,.)] do < C*/ p(t, 720t
—1 0

—14s
Seja x(t) = e*(764aF620) G311 — (¢ 0)3He@To-0'"* . Como Ty/2 é um ponto de méximo de

X temos que

B To B o _ To
031/ e TOTENGI (1 ]| 72 0y dE < C31X(T0/2)/ [p(t, )72 (0 dt
0 0

_ 7200\ _ass VT
() [ et Mot
(4.35)

Tomando o intervalo compacto [Ty/4, 3T, /4] e usando propriedades da fungao v obtemos

A 3T/4 1
/ / 6_25a(t’1)|¢|2dxdt < gt // a(t, 0)56_25a(t’1)|¢|2dxdt
1

(0,T)x(—1,1)

< // a2 (|pue|® + 262 |0u|” + s'at ¢ dudt.

(0,79)x(—1,1)
(4.36)

Como «(t, 1) atinge sua valor maximo em 37y/4 e «(7p/4,1) = a(3Ty/4,1), temos

4 405 3To/4 1
T / o de < / [ emtnigpazar )
1

Combinando (4.35), (4.36), (4.37) e (4.34) segue a seguinte estimativa:

1 T
/1 |¢?dx < 032/0 16(t, )72 (0 dE- (4.38)

Por outro lado, como ¢ é solugao de (3.35) obtém-se

1d é’,,t/l 2
33 92 _ <
~5q (e _1( x)pdr ) <0

onde Cs3 é uma constante positiva. Integrando a desigualdade acima de ¢; a t; deduzimos
que

1 N 1 - 1
/ |p(t1, z)Pda < eC3sh / (2 — 2)¢?(t1, v)dw < ec33t2/ (2 — 2)¢?(ty, x)dx
-1 -1 -1
~ 1 3 1
= 2€C3BT ¢2(t27$)d$ < C134/ |¢(t2,x)|2dx,
-1 -1

onde 0 < ty,t, < T. Consequentemente,

1 5 1
/ 16(0, 2)|2dx < Gy / 6(t, 2)Pd. (4.39)
0 —1
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A afirmagao é obtida combinando (4.38) e (4.39).

Agora podemos voltar ao problema de controle. Definimos o espago F' como sendo o
espago L?(—1,1) munido da norma

[Pollr = |#llL2(0,7)x0)-

Em seguida definimos o seguinte funcional em F :
L, s ! y
J(¢o) = §||¢0||F + [ ¢(0,2)d(z)dx
—1

i 2 (0,26
= 2/0 /O\qﬁ(t,x)\ dxdt—l—/_l (0, z)wo()dz,

onde ¢ é solucao de (4.11) associada ao dado ¢y. Observe que

1 [t ,
2 h dxd
i B0+ 1) = J(d0) _ (. 2 / /Ol<b<t7x>+ b(t @) dedt

h—0 h h—0 h

/ (6(0,2) + hip(0, 2) ) () de
g

h
T 1
5 | [ et~ [ o0 @
+ lim 0_JO —

h—0 h

1 (T 1 )
= 5/0 /O¢(t,x)¢(t,x)d:cdt+/_1w(0,a:)w0(x)dx,

para toda v solucao do problema adjunto associado a 1&0. Como a ultima afirmagcao garante
que J é coercivo (pela desigualdade de observabilidade), continuo e estrictamente convexo,
entdo J admite um tnico ponto de minimo ¢y* € F, tal que

(@) + () — J(8(T)

h—0 h

entao,
T 1
/ / Yordxdt + | (0, x)00(z)dr =0, Yy € F, (4.40)
o Jo -1

onde 1) e ¢* sdo as solugoes de (4.9) associadas aos dados ¥y e ¢g", respectivamente.
Tomando v € L*((0,T) x O) por

V= 1(9(b* (441)

temos que a identidade (4.10) é satisfeita e, consequentemente, o sistema é controlavel.

81



Para estimar a norma de v em L?((0,7) x O), tomamos ¢ = ¢* em (4.40) e usamos a
desigualdade de observabilidade provada na tultima afirmacao. Temos entao

T
HvH%Z((O,T)XO) = H(b*H%?((O,T)XO) :/0 /C)|<b*(t,x)|2d:cdt
1
—- [ 6 0.2)@(w)s
-1

< ([ wonra) " ([ 1 ar) "

-1 -1

T 1/2
<o ( / u¢<t,x>ui2(@>dt) Gollzzrn
0

= C2|0* | 2 orsz2con @0l 2 (-1,

Logo, B
vl 20,1y x0) < Css.|| @0l L2(-1,1)

onde 6‘35 = Ci/ % Por outro lado, como 7y ¢ um operador de extencao linear e continuo
de L?(0,1) em L?(—1,1), existe C3 > 0, tal que

&0l z2(-1,1) = [Im1(wo)| L2 (=1,1) < 636HW0HL2(0,1)-
Portanto,

0]l 20,1y x0) < Cas-ll@ol| z2(-1,1) < Carllwollz2(0,1), (4.42)
onde C~’37 = 6’356'36.

w + W, onde

Além disso, decompomos a solugao do problema em @

@i + Vigae = v(t, 2)10()
w ‘m:,1: O,G ’lez O,wx |x:1: O (443)
w(0,2) =0

G+ Ve + (), = 0
O lpe1= 0,0 |z=1= 0,0 |z=1=10 (4.44)
w(0,x) = @o(z).

Como vlp € L*((0,T) x (—1,1)) temos que w € Yy = L*0,7;H*(—1,1)) N
CO([OvT]qu(_Ll)) € N
_ Css
||WHY1/2 < m||U]-(9HL2((O,T)><(71,1))-
Analogamente, .
161y, < Cagllaoll (1,1

Como @ = w + o,

]y < M@y + @1y,

Css =~
< mHUHLZ((O,T)XO) + Cso||@ol| mr1(=1,1
< Cuo ([v]l 20y x0) + l@ol a1 -11y) 5 (4.45)
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onde Cyg = max

Agora podemos voltar ao problema de controle para o sistema (4.6), tomando

wi=w ‘(O,T)X[O,l] (446)
temos que w é solugao do sistema (4.3) com vy = @ |,—¢ . Além disso, w(7,.) = 0 em
(0,1).

Logo, usando (4.42), (4.45) e o fato de que m ¢ a extensdo continua de H'(0,1) em
H'(—1,1) tem-se, que existe Cy; > 0 tal que,

121y, , < Carllwoll s 0,1)- (4.47)
4.2 Demonstracao do teorema principal
Utilizaremos um argumento de ponto fixo. Inicialmente, observe que se y e y sao solucoes

dos sistemas (4.1) e (4.2) com condigoes iniciais yg e 7, respectivamente, entao p =y — 7y
satisfaz

Pt + Dx +ppz + (Up), + VDiaw =0  em  (0,7) x (0,1)
P lo=0=01,D |o=1= 0, Py |z=1=0 em (0,7) (4.48)
P li=0= Do = Yo — Yo em (0,1).

Na sequéncia, vamos supor que py € H'(0,1) e que ||po|lsio,1) ¢ suficientemente
pequena.

De fato, para qualquer v € (0,7"), assumindo que v; = 0 em (0, ), pelo Teorema do
Ponto Fixo de Banach, o sistema (4.48) admite uma tnica solugao p € C°([0,~]; L?(0,1))N
L*(0,~; H'(0,1)), e se ||lpoll2(0,1) ¢ suficientemente pequeno, temos

1Pl coqoqgiz20,1)nz2 011 (0,1)) < €
para todo € > 0. Em particular, podemos encontrar uma constante v, € (0,7), tal que
p(70,.) € H(0,1) e que ||p(70,.)|| 10,1y ¢ suficientemente pequena. Entéo, consideramos
o sistema (4.48) em (o, 7)) x (0, 1).
Introduzimos o espaco
Ey = C°([0,T); L*(0,1)) N L*(0, T3 H'(0,1)) N H'(0,T5 H~*(0, 1))
e consideramos em L*((0,7") x (0,1)) o seguinte subconjunto convexo
B:={z e Ey/|z|lm <1}

B ¢é compacto em L%((0,T) x (0,1)), pelo Lema de Aubin-Lions. Para qualquer z € B,
associamos o conjunto de solugoes w de (4.3) com condicao inicial wy = py dada antes.
Mais precisamente definimos o conjunto de controles

A(z) == {v € L*((0,T) x O)/ & solucdo de (4.6) satisfaz @ |,—r= Oe v satisfaz (4.42)} .
Também definimos

T(z) ={w € B, w:=a |01)x0,1] / @ satisfaz o sistema (4.6) para algum controle v € A(z)} .
Com a definicdo anterior, a funcio & satisfaz (4.6), com as funcoes @y, ¥ e Z que aparecem

em (4.6), definidas por (4.4) e (4.5).

Usaremos a seguinte versao do teorema de Ponto Fixo de Kakutani
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Teorema 4.2.1. Seja Z um espaco locamente convero, seja B C Z e seja T : B — 28
uma aplicacao de B no conjunto de partes satisfazendo as sequintes condicoes:

(1) B € um conjunto convezo, compacto e nao vazio;
(2) T(z) € nao vazio, fechado, convexo para todo z € B;
(3) Para cada subconjunto A de Z, T~'(A) ={z € B; T(2) N A # @} € fechado.

Entao, T possui um ponto fixo no conjunto B, ou seja, existe z € B, tal que z € T(z).

Vamos verificar que o Teorema 4.2.1 pode ser aplicado a T' e Z = L*((0,T) x (0,1)).
Afirmagao 10: 7T'(z) é um conjunto nao vazio, fechado e convexo para cada z € B.

Observe que o resultado da secdo anterior garante que 7'(z) # @, uma vez que existe
uma constante positiva Cyp (de (4.47)) tal que

w5y < Cazllwollzrio,1) = Cazllpoll oy < 1,

pois ||pol| a1 (0,1) € suficientemente pequeno.

Agora vejamos que T é convexo. Sejam wy, we € T'(2) e mostremos que (1 — s)w; + swy €
T(z), Vs € [0,1]. Como wy, wy € T(z), entdo wy := w1 |\(0,m)x[0,1], onde @y satisfaz o
sistema (4.6) para algum controle v; € A(z) ¢ wy = 1)x[0,1], onde @y satisfaz o

sistema (4.6) para algum controle vy € A(2). Entao,
w3 = (1 = s)wi + swy = (1 = 8)@1 |(01)x[0,1] +5@2 |(0,1)x[0,1]
= (1 = s)@1 + s@2 |(0.1)x[01]; Vs € [0,1],

satisfaz o sistema (4.6) com o controle v* = (1 — s)vy + svq, Vs € [0, 1]. Nos falta verificar
que v* € A(z). De fato, v* € L*((0,T) x w), @3 |i=7= (1 — 8)@1 |i=1 +5@2 |i=7= 0 e,
usando a estimativa (4.42),

v* ([ z20,m)x0) = (1 = 8)v1 + sv2|| L2 ((0,1)x0)
< (1= 9)||vill2¢0,m)x0) + sllval L2 0,1y x0)
< (1= 9)Csrllw? [l 2(0,1) + $Csrllwd [l 2(0,1)

= Cyr||(1 = 8)w) + swhl|r2(0.1) = CarllwS|L2(0,1)s

com o qual obtém-se o resultado.

Agora vejamos que T'(z) é fechado para todo z € B. Tome qualquer z € B e uma
seqiiéncia {p*}reny em T'(2) que converge em Z para alguma funcao p € B. Logo, p* € B,
" = p* lom)xp » k € N e pF satisfaz (4.6) para algum controle v € A(z). Para cada k,
podemos escolher controles v* € L?((0,T) x O), onde v* € A(z). Extraindo subseqiiéncias,

se necessario, obtém-se

v* = v em L*((0,T) x O) fracamente,

Pk —p em L*(0,T;H'(—1,1)) N H'(0,T; H*(—1,1)) fracamente. (4.49)
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Por (4.49), pela limitagao de ||];k||Loo(0’T;L2(_1’1)) e pelo Lema de Aubin-Lions, tem

se que {pFlreny € relativamente compacto em C°([0,T]; H'(—1,1)). Extraindo uma
subseqiiéncia, se necessario, obtém-se

ka — p fortemente em C°([0,T]; H*(—1,1)).

Em particular, p(0,z) = po(z) e p(T, z) = 0. Por outro lado, tem-se de (4.49) que

<1 +y+ g) pr— (1 +7+ g) p em L*((0,T) x (—1,1)) fracamente.

Assim, ((1 Y4 g) ka) N ((1 I %) ;5) em D' ((0,T) x (—1,1)). Finalmente,

0]l 20,7y <0y < liminf [v*]|z2(07)x0)
< Css[poll 2=1,1) < Carl|poll z2(0,1)
e p satisfaz (4.6) e p(T,.) = 0. Tomando p = p |(0,r)x[0,1], temos que p € T(z) e T(2) é
fechado.
Afirmagao 11: Para cada subconjunto fechado A de Z, T-*(A) ¢é fechado.

Consideremos qualquer subconjunto fechado A de Z e qualquer sequéncia {z*}icn em
B tal que

2 eT YA), Vk>0, (4.50)

F s zem Z

para algum z € B. Vejamos que z € T~1(A). De (4.50), podemos escolher uma sequéncia
{p*}ren em B, tal que p* = p* |01y [0,1) com p* € T'(z¥)N A para todo k, e uma sequéncia
{v*}reny em L2((0,T) x O), tal que

- Y .
pPr((14+y+ E)pk)x +upk =vk(t,2)1p(z)  em (0,T) x (—1,1)
y y N 4.51
Zlk |1E:—1: O7pk |£E:1: 07p1£ |:E=1: 0 em (0, T) ( )
P* li=0= Do em (—1,1),
p~k(T, z)=0 em (—1,1)
e
HUkHL?((o,T)xo) < é35||]50||L2(71,1) < 6'37||p0||L2(0,1). (4.52)

De (4.52) e da compacidade de B, podemos extraer uma subsequéncia se necessario,
obtendo, quando k£ — oo,

vP = v em (0,7) x O) fracamente,
cHY(—1,1))Nn H'(0,T; H *(—1,1)) fracamente,
“1(—=1,1)) fortemente,

|, H
) x (=1,1)) fortemente,
)

'ﬂ

Pk = em
[

(
(

0,
p" = p em L*((0,
0

’ﬂ'ﬂ'ﬂ

L*(
L*(0
P =P em C(
(
2k — % em L*(

x (—=1,1)) fortemente,

Y
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onde v € L?((0,T) x O) e p € B. Novamente, p(0,x) = po(z), p(T,x) = 0, as condigoes
de contorno do sistema (4.6) e (4.42) s@o satisfeitas. Resta verificar que

P4 ((1+7+ ;)p)x + VPgaw = v(t, 7)10(). (4.53)

Observe que a convergéncia nao trivial em (4.51) ¢ a do termo néo linear (z*p*),. Note
primeiro que

HZkPkHH((o,T)x(—l,l)) < szHLOO(O,T;LZ(—l,l))HpkHLQ(O,T;LOO(—l,l)) < é**-

Assim, extraindo uma subsequéncia, obtém-se que zFpk — g, fracamente em L?((0,7)
(—1,1)). Para provar que g = zp, é suficiente observar que para qualquer ¥ € D((0,T")

(_171))7
T -1 T -1
/ / ZkpkUdxdt —>/ / zpWdzxdt,
o J1 o J1

para zF — % e p*¥ — p¥ em L2((0,T) x (—1,1)). Logo,

Zph = Zp em  L2((0,T) x (—1,1)) fracamente.
Portanto, tem-se (z5p*), — (3p), em D'((0,T) x (—1,1)). Além disso, tem-se (4.53) e
tomando p = P |(0.1)x[0,1): © que garante que p € T(z). Por outro lado, p € A, pois p* — p
em L%((0,T) x (0,1)) e A é fechado. Obtemos entdao que z € T1(A), e logo T"(A) é
fechado.

Portanto, aplicando o Teorema 4.2.1 temos que existe p € T(p). Isso garante que

encontramos um controle v; € L?(0,T'), tal que a solugio de (4.48) satisfaz p(T,.) = 0 em
(0,1), o que mostra o teorema principal.
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