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Resumo

Neste trabalho, estudamos propriedades de controlabilidade para a equagao
Korteweg-de Vries linear em um intervalo limitado. A parte principal deste
trabalho é o resultado de controlabilidade uniforme quando o termo dispersivo
é "pequeno". Além disso, estabelecemos um resultado de controlabilidade
nula para a equacao linear através da condi¢ao de contorno tipo Dirichlet a
esquerda, e de controlabilidade exata via ambas as condi¢oes de contorno de
Dirichlet.

Palavras chave: controlabilidade, equacao KdV, limite de disper¢ao nula
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Abstract

In this paper, we study the controllability properties for the linear Korteweg-de
Vries equations in a bounded interval. The main part of this paper is a result of
uniform controllability of a linear KdV equation in the limit of zero-dispersion.
Moreover, we establish a result of null controllability for the linear equation
via the left Dirichlet boundary condition, and of exact controllability via both
Dirichlet boundary conditions.

Key Words: controllability, KdV equation, zero dispersion limit



Introducao

Um Pouco da Historia das Ondas Solitarias

As equacdes que modelam o movimento de ondas em meios dispersivos, lineares e néo
lineares, tem suas raizes na descoberta de uma "Onda Solitdria” por John Scott Russell,
um engenheiro naval Escocés. Por volta de 1834 ele observou ondas criadas na superficie
da dgua em um canal, que pareciam se propagar de forma constante e sem modificar sua
de forma. Russell realizou varios experimentos deste fenémeno que ele chamou de "Ondas
de Translagao"("wave of translation”), que mais tarde ficaria conhecida como "Ondas
Solitdrias"|38]. Naquele dia, Russell observeu uma onda muito particular, tal onda viajava
através de um canal, sem perder a sua forma ou velocidade. A fascinacdo tomou conta de
Russell, que concentrou sua atengao nos estudos deste tipo de ondas por anos.

Com a sua descoberta, fez inimeros experimentos conhecidos como "o sistema de linha
de ondas para construcdo de cascos”, que consistiu em criar uma area na forma de um canal
na qual se colocava um obstaculo. Atras do obstaculo se introduzia o fluido e, em seguida,
se removeria tal obstaculo para que uma onda longa se formasse e se propagasse ao longo
do canal. Tais experimentos revolucionaram a arquitetura naval no século XIX, e ele foi
condecorado com a medalha de ouro da "Royal Society of Edinburgh"por seu trabalho em
1837.

Os experimentos de Russell contradisseram varias conjecturas fisicas, tais como a teoria
de G. B. Airy [1], no qual a onda viajante ndo poderia existir, pelo motivo que a mesma
acabaria mudando sua velocidade ou a sua forma, ou a teoria de G. G. Stokes [42], em que
as ondas de amplitude finita e forma fixa sdo possiveis, mas apenas em aguas profundas
e somente na forma peridédica. No entanto, Stokes estava ciente do estado inacabado da
teoria de Russell:

"E a opiniio do Sr. Russell que a onda solitdria é um fendémeno sui generis. Seus ex-
perimentos parecem tornar esta conclusdo provdvel. Caso esteja correto, o cardter analitico
de uma onda solitdria continua pode vir a ser descoberto.”

Consequentemente, a fim de convencer a comunidade fisica, Scott Russell desafiou
a comunidade matemética para provar teoricamente a existéncia do fendmeno que ele
testemunhou:

"Tendo verificado que ninguém tenha consequido prever o fendmeno que eu me aventures
a chamar de ondas de translacdo... ndo era de se supor que, depois que sua existéncia tenha
stdo descoberta e seus fendmenos determinados, esfor¢os nao seriam feitos... para mostrar
como ela deveria ter sido previsto a partir de conhecidas equagoes gerais do movimento de
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fluido. Em outras palavras, agora ficou para os matemdticos a descoberta, ou seja, para
dar uma & priori demonstra¢ao o posteriori .

Uma grande quantidade de pesquisadores enfrentou o desafio proposto por Russell. Os
proprios George Airy e George Stokes se interessaram pelo assunto desenvolvendo e ana-
lisando principalmente os modelos matemaéticos dos fendmemos observados anteriormente
em laboratérios.

Uma das primeiras grandes contribuicGes e respostas para o Russell foi dada pelo ma-
tematico Francés Joseph Boussinesq por volta de 1871 [4]. Em 1876, o fisico Inglés Lord
Rayleigh obteve um resultado diferente [34], e em 1895 os matematicos holandeses D. J.
Korteweg e seu aluno G. de Vries deram o tltimo resultado importante do século 19 [24].
Na verdade, Boussinesq considerou um modelo de ondas longas incompressiveis e de rota-
¢ao livre em um canal raso com sec¢ao retangular desprezando o atrito ao longo da fronteira
(paredes do canal). Ele obteve a seguinte equagao

o2 gHa:cQ t9 Ox? (1)

0’h B 0h 0% (2n?  H?0%h
<2H * 3ax2) !
onde (t,x) sdo as coordenadas de uma particula do fluido no tempo ¢, h é a amplitude da
onda, H é altura da dgua em equilibrio e g é a constante gravitacional.
Enquanto isso, Rayleigh considerou independentemente o mesmo fenémeno e acrescen-
tou a hipétese da existéncia de uma onda estacionéria “desaparecendo” no infinito. Ele
considerou apenas a dependéncia espacial e observou o comportamento da equacao

2
<ZD + %hQ (h — ho) = 0, (2)

com hg sendo a “crista“ da onda e os outros pardmetros definidos da mesma forma que
Boussinesq. Esta equacao possui uma forma explicita de solucao dado por

3h
h (x) = hgsech? (\/ 4H(3’>$> :

Em 1876, Rayleigh escreveu em seu artigo [34]:

"Eu recentemente vi um livro de memdrias de Boussinesq, Rendus, vol. LXXII, no
qual estd contido wma teoria de ondas solitdrias muito semelhante ao do presente trabalho.
FEntao, na medida em que nossos resultados sao comuns, o crédito de prioridade pertence,
naturalmente, a J. Boussinesq”

Finalmente, em 1895, surgiu o famoso artigo de dois cientistas holandeses, Diederik
Korteweg e Gustav de Vries, que relata uma modelagem matematica sobre ondas solitarias
observado por Russell. A forma original da equacao principal do artigo é

on 3 [g0d (1, 3 1 _0°%n
ot (2“2@“3(%2’

ot 2\ 10, (3)

onde 7 é a elevacdo da superficie do liquido sobre o seu nivel de equilibrio I > 0, a > 0 é

uma constante relacionada ao movimento uniforme (propucao linear) do liquido, g > 0 ¢ a
_T

o0 ¢é a constante relacionada as forcas capilares do tensor

constante de gravidade e § = %
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T e da densidade p, constante e positiva. Eliminando as constantes fisicas pelas mudancas

de varidveis
PN P SN
/=t = —= e u——|(=-n+ -«
2\/ 13" 3 273

obtem-se a equacdo de Korteweg-de Vries (KdV) padrao
up + 60Uty + Ugpe = 0 (4)

que é um modelo que descreve a propagacdao em pequena amplitude de ondas de aguas
rasas em um canal de secao transversal retangular.

Existem intimeras aplicacoes fisicas e matematicas deste modelo, por exemplo, C.S.
Gardner e G.K. Morikawa [15] encontraram uma nova aplicagdo deste modelo no estudo
de ondas livres de colisdo hidro-magnéticos na esperanca de descrever a propagagdo uni-
direcional de ondas pequenas mas de aplitude finita em um meio dispersivo néo linear.
Além disso, M. Kruskal e N. Zabusky [44] mostraram que os modelos de equagdes KdV
para o problema de Fermi-Pasta-Ulam é descrito por ondas longitudinais que se propagam
em uma rede unidimensional de massas iguais acoplados por meio de molas nao lineares.
Outras aplicacoes tém sido encontrados apos o desafio de Russell, tais modelos resultantes
sdo focos de estudos até o dia de hoje.

Controlabilidade para EDPs - Principais Métodos Utilizados

Estamos interessados em obter controlabilidade e estabilizacao para sistemas dispersivos
governados por EDPs. Vamos comecar tratando de dois importantes problemas relativos
a controlabilidade sao eles: a controlabilidade interna e controlabilidade na fronteira para
EDPs.

Os varios conceitos de controlabilidade, que concordam em dimensao finita, mas nao
de um modo geral para as EDPs, sao introduzidas e caracterizadas por uma abordagem de
dualidade classica (ver por exemplo [11, 27]). Nesta abordagem a controlabilidade exata
de um sistema é provada ser equivalente a prova de uma desigualdade de observabilidade
para o sistema adjunto. Tal fato é baseado no método HUM — Hilbert Uniqueness Method
devido a J.-L. Lions (para mais detalhes ver [27, 28, 29]). Os métodos de controlabilidade
dados aqui podem ser vistos como extensdes naturais do critério de Kalman para sistemas
de dimensao finita como mostrado em [9].

Quanto & questao da estabilizagdo, vamos introduzir conceitos de estabilidade em di-
mensao infinita. Para isso, mostraremos alguns métodos que comprovam a estabilizacao
exponencial para EDPs. A estabilizacao de uma EDP esté relacionada fortemente com a
controlabilidade anteriormente definida. Uma atengdo especial é dada a EDPs com um ge-
rador infinitesimal anti-adjunto (skew-adjoint) para quem os conceitos de controlabilidade
e estabilidade, considerados aqui, concordem.

Precisamos inicialmente introduzir algumas notacoes. Vamos denotar por P (D) o ope-
rador diferencial com P € C[r,&1,...,&,] e D = (—i0, —i0y,, . .., —i0y, ). Por exemplo, se
considerarmos P = —72 + |§\2 teremos o operador da equacio da onda P (D) = 82 — A. De
agora em diante, 2 C R” serd um subconjunto aberto suficientemente suave, cuja fronteira
0N é denotada por I'.
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Problema de Controlabilidade Interna

Dados um subconjunto w C €2 com fronteira suave I' e um conjunto de condigoes de
contorno, que escreveremos como B (D) z = 0, vamos considerar o problema de controle

P(D)z=X,f t>0,z¢€Q,
B(D)z=0 t>0,zel, (5)
z(0,2) =z (x) x€.

Aqui, f = f(t,x) é o controle interno, z = z (t,x) ¢ a funcdo procurada que satisfaz
o sistema acima e X representa uma funcao caracteristica. Sejam H e U dois espacos
funcionais normados, dados zp e z; em H, buscamos um controle f € L% (0,T;U) tal que
a solucdo z do sistema (5) satisfaz z (T, z) = 21 (x).

Problema de Controlabilidade na Fronteira

Dados um subconjunto v C I' e dois conjuntos de condigdes de contorno, que escreveremos
como Bi (D) z = A, f, B2 (D) z = 0, vamos considerar o problema de controle

P(D)z=0 t>0,2 €,

Bi(D)z=X,f t>0,zel, (6)
By (D)z=0 x € Q,

2(0,2) =20 (z) x €.

Aqui, f = f (t,x) é o controle de fronteira, z = z (¢, z) é a funcdo procurada que satisfaz
o sistema acima e X é uma funcdo caracteristica. Dados zg e z; em H, buscamos um
controle f € L? (0,T;U) tal que a solucio z do sistema (6) satisfaz z (T, z) = 21 (z).
Controlabilidade e Observabilidade

Conceitos de Controlabilidade

Dados 29 € H, u € L*(0,T;U), consideremos a solucio z : [0,7] — H do seguinte

problema de Cauchy
2= Az+ Bu
’ 7

{ z(0) = 2. Q

Relembremos que para qualquer zg € D (A) e u € WH(0,T;U), o problema de Cauchy
(7) admite uma tnica soludo z € C([0,T];D (A)) N C(0,T; H) dada pela formula de
Duhamel

z(t):S(t)zo—i—/OtS(t—s)Bu(s)ds, vVt € [0,T7].

Para 29 € H e uw € L' (0,T;U), a formula anterior define uma solugio suave (mild solution)
de (7).

Definigao 0.1. Dizemos que o sistema (7) é exatamente controldvel no tempo T se para

qualquer z0,zr € H, existe u € L?(0,T;U) tal que a solucio do sistema (7) satisfaz
2 (T) = zp.
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Definigao 0.2. Dizemos que o sistema (7) é nulamente controldvel no tempo T se para
qualquer 2o € H, existe u € L? (0, T;U) tal que a solug¢do do sistema (7) satisfaz z (T) = 0.

Introduziremos agora o seguinte operador Lr : L? (0,7;U) — H definido por
T
Lru = / S(T —t)Bu(s)ds.
0

Assim, as seguintes defini¢oes de controlabilidade, acima mencionadas, sdo equivalentes a:

Controlabilidade Exata em T < Im Ly = H; (8)
Controlabilidade Nula em T' < S (T) H C Im L. (9)

Em dimensao finita, i.é., quando A € R™*™ e B € R™ ™ o0s dois conceitos sdo equiva-
lentes, e a equivaléncia é uma condigdo puramente algébrica, a famosa condicdo das filas
de Kalman: rank (B,AB, e ,A"*IB) = n. Como uma consequéncia, o tempo T nao
desempenha nenhum papel, para mais detalhes podemos citar |9, 43].

Para EDPs as situacoes sdo mais complicadas do que para dimensao finita. Por exem-
plo:

— nao existe nenhuma condigao algébrica para a controlabilidade;

— o controle no tempo desempenha um papel para a EDPs hiperbélicas;

— a reciproca abaixo nao é natural em geral

Controlabilidade Exata = Controlabilidade a Zero.7

Meétodos para Controlabilidade

As provas dos resultados aqui citadas sao classicas, e eles podem ser encontrados, por
exemplo em [9, 27, 43, 46]. Tais provas sao baseadas no método H.U.M. devido a J.-L.
Lions (ver [27]). Um primeiro resultado que garante a controlabilidade pode ser dado da
seguinte maneira:

Resultado A: Diremos que o sitema (7) é exatamente controlavel no tempo 7" > 0 se,
e somente se, existe alguma constante ¢ > 0 tal que

T
/0 1B*S5* () woll3 dt >  luoll% » Yo € H. (10)

A desigualdade (10) é chamada de desigualdade de observabilidade. Tal desigualdade
significa que a aplicacao
T :yo — B*S™ () yo,

¢é limitada e inversivel, ou seja, temos a chamada propriedade de observabilidade, isto quer
dizer que é possivel recuperar completamente as informagcoes sobre o estado inicial yg, sobre
uma medida em [0, 7], na saida dos dados B* [S* (t) yo].

Um outro resultado relacionada com uma desigualdade de observabilidade, porém em
um sentido mais fraco, e assim serd chamada de desigualdade de observabilidade fraca, nos
garantira a controlabilidade nula do sistema (7) e pode ser formulado como segue.



Resultado B: O sistema (7) ¢ controlavel a zero ou nulamente controlavel no tempo
T > 0 se, e somente se, existe alguma constante ¢ > 0 tal que

T
/0 1B*5 (t) yoll% dt > |15 (T) yoll% , Voo € H. (11)

A desigualdade (11) tem um sentido fraco pelo fato de que a mesma nos da somente que
as informacoes de S* (T') yp podem ser recuperadas, nao podendo recuperar informagoes
sobre o estado inicial do sistema .

O método H. U. M. O método H.U.M. desenvolvido por J.-L. Lions é uma ferramenta
de suma importancia para o estudo de controlabilidade de sistemas governados por EDPs.
Se considerarmos um problema de valor inicial e de contorno

S 2z = Az + Bu,
z(0) =0,

e seu problema adjunto, obtido tomando a distribuicao do operador adjunto 0; — A, a
saber, —0; — A*:
Y (T) =yr,

podemos assumir a seguinte Identidade Chave: (2 (t),yr)y = fOT (u, B*y); dt e garantir a
equivaléncia entre desigualdade de observabilidade e controlabilidade do sistema 3. Além
disso, podemos concluir que:

— A equacao de evolucio no problema adjunto y = —A*y difere de um operador adjunto
y = A*y por um sinal de menos. Uma simples tranformacdo t — T — t faz com que a
solucoes do operador adjunto sejam solucées do problema adjunto;

— O método prova que o operador A : zp — u nos dar um controle;

— Em geral, nao precisamos explicitar B e B*. Os ingredientes importantes para o
método sdo: a identidade chave e a desigualdade de observabilidade.

Problemas e Principais Resultados

Vamos investigar as propriedades de controlabilidade para a equacgao de Korteweg-de Vries.
Mais precisamente, vamos investigar propriedades do seguinte sistema

Yt + VYaaz + (My), =0 em (0,7) x (0,1),
y(t, O) :Ulay(tvl) = U2, Yz (tvl) =3 em (O,T), (12)
y(07$) =% (:E) em (071)7

onde
M = M (t,z) é um coeficiente de transporte (constante em alguns problemas).

v; (1 =1,2,3) sdo funcoes dependentes do tempo, que constituem os controles de nosso
sistema.

v é€ um coeficiente de dispersao positiva .

Observe que a equacao KdV classica corresponde a M =1+ 3.
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Como mencionado na primeira parte desta introducao, a KdV teve seu desenvolvimento
a partir das descobertas do engenheiro escocés John Scott Russell [38] no qual observou a
criacio de ondas a partir de um experimento em um canal de superficie rasa. A ideia deste
trabalho é investigar a controlabilidade (nula e exata) desse sistema que modela ondas em
superficies rasas.

Mais precisamente, para o problema de controlabilidade nula o estudo foi feito como
segue:

1. estudo do problema de Cauchy para a equacao KdV linear;

2. utilizag@o de estimativas do tipo " Carleman"para encontrar uma desigualdade de ob-
servabilidade interna apropriada para o estudo da controlabilidade do sistema linear
associado a (12);

Em relacdo a controlabilidade exata o estudo foi feito da seguinte maneira:
1. estudo do problema de Cauchy para a equacao KdV linear;
2. estimativas a priori obtidas por métodos dos multiplicadores (ver |23]) e provas de
desigualdades de observabilidade adequadas;
A Equagao KdV em um Intervalo Finito (0, L)

Inicialmente vamos dar atencao a equa¢ao KdV em um intervalo finito (0, L) com condi¢oes
de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann, mais precisamente vamos mencionar os primeiros
resultados relativos a controlabilidade exata na fronteira da equacao

Up + Uy + Uy + Uggy = 0 em (0,7) x (0,L),

u(t,0) = hy (t) em (0,7,

u(t,L) = ho (t) em (0,7), (13)
ug (t, L) = hs (t) em (0,7,

u(0,z) = ug (z) em (0,L).

A controlabilidade na fronteira da KdV foi primeiramente estudada por Rosier [35]
quando considerou o sistema (13) com somente um controle hs (h; = ha = 0) em agao. Ele
provou que o sistema (13) é localmente exatamente controlavel no espaco L? (0, L).

Teorema 1. 3/Sejam T > 0 e

—
L¢nN = {%WW:;‘,Z@N’*}. (14)

Considere 6 > 0 tal que ug, ur € L? (0, L) satisfazem
llwoll 20,y + llurll 20,2y < 9,

entdo encontra-se um controle interno hs € L? (0,T) tal que o sistema (13) com hy = hy =
0 admite uma dnica solucdo

ue C([0,T);L*(0,L)) N L* (0, T; H' (0, L))
satisfazendo

w(0,2) =ug (z) euw(T,z) =ur (z).
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O teorema foi inicialmente provado para o sistema linear usando o método H. U. M
com a afirmac¢ado que os dados devem ser suficientemente pequenos. Com o resultado linear
em maos, foi estendido o resultado de controlabilidade exata para o sistema n#o linear
obtendo o Teorema 1, utilizando o principio da contracao. Neste mesmo trabalho Rosier
prova que se L € N o sistema linear associado a (13) com h; = hy = 0 ndo ¢ exatamente
controlavel; isto ¢; existe um subespaco de dimensao finita M de L? (0, L) para o qual as
solucdes do sistema ndo sio levadas da origem a um determinado tempo final 7. Mais
precisamente, para qualquer 0 # up € M, a solucao u de (13) satisfaz

u(0,z) =0, u(T,z)# up,

para qualquer controle interno hy € L?(0,L). De agora em diante um dominio (0, L) é
chamado de critico se seu comprimento L € N.

No que diz respeito a controlabilidade nos comprimentos criticos, Coron e Crépeau, em
[10], provam que o sistema (13) com hy = hg =0 e L = 2kw € N é localmente exatamente
controlavel no espaco L2 (0, L) embora o seu sistema linear associado ndo é exatamente
controlavel. Para obter tal resultado os autores fazem uso de um método denominado
método do retorno devido a Coron em [9].

Teorema 2. ['9Seja T > 0 e L = 2kx ¢ N para algum inteiro k. Eziste um § > 0 tal que
para ug, ur € L? (0, L) satisfazendo

lwoll 20,0y + lurllp2,.0y) <9,

pode-se encontrar um controle hy € L? (0,T) onde o sistema (13), com hy = hy = 0, admite
uma tnica solugao

ue C([0,T);L*(0,L)) N L* (0, T; H' (0, L))

satisfazendo
w(0,2) =ug (z) euw(T,z) =wur (z).

Outros resultados relativos a controlabilidade do sitema (13) foram provados. Por
exemplo, em Glass-Guerrero [17] e Rosier [36], os autores garantem que o sistema (13) é
controlavel a zero quando considera-se hy = 0.

Em [36], o autor esclarece de forma sucinta o motivo fisico pelo qual se deve considerar
o controle atuando do lado direito do dominio espacial na equacao KdV, além disso, ele
considera o sistema (13) com apenas um controle atuando na fronteira, a saber hy. Usando
uma estimativa do tipo Carleman, ele prova que o sistema (13), com he = hy = 0, é
localmente controlavel por trajetérias e, em particular, é localmente controlavel a zero.

Teorema 3. 1*9/Sejam T > 0 e L > 0 . Considere
veC([0,T];H?(0,L))nC ([0,T];L*(0,L)) N H* (0,T; H' (0,L)) ,
sendo uma fung¢do que satisfaz

Vg + Vg + VUp + Vg =0 em (0,7) x (0,L),
v(t,L) =wv, (t,L) =0 em (0,7), (15)
v (0,2) = vg (2) em (0,L).

xiii



Entdo, existe um § > 0 tal que para ug € H3 (0, L) com ug (L) = ufy (L) =0 e
[[uo — UOHHS(O,L) <9,
existe uma funcdo
ue C([0,7];L*(0,L)) N L? (0,T; H' (0, L))
o qual € solugdo de

Up + Uy + Uy + Uggy = 0 em (0,7) x (0,L),
u(t,L) =wu; (t,L) =0 em (0,7, (16)
u(0,z) =uo(z) u(T,z)=v(T,x) em (0,L).

Observe que em (16) o autor especifica somente duas condi¢oes de contorno. Para

tal sistema ser considerado compativel é necessario acrescentar uma terceira condicao de
contorno envolvendo o controle, por exemplo

w(t,0) = hy (t).

Neste caso, Rosier considera o h; na classe H' (0,7T). Porém, alguns anos depois, Glass

e Guerrero, em [17], nos diz que é possivel tornar esse controle mais regular através do
seguinte resultado.

Teorema 4. !7ISejam T > 0 e L > 0. Considerev € C ([0, T]; L? (0, L))ﬁL2 (O,T; H! ((),L))
satisfazendo

Vg + Vg + VUg + Vg = 0 em (0,7) x (0,L),
v(t,0)=v(t,L)=v,(t,L)=0 em (0,7),
v (0,2) = vg (x) em (0,L).

Entao, existe um & > 0 tal que para ug € L* (0, L) com
l[uo — UOHL?(O,L) <4,
existe hy € HY?=¢ tal que o sistema (13) com hy = hs = 0 admite uma unica solugio
ue C([0,T];L*(0,L)) N L? (0,T; H' (0, L))
satisfazendo
u(0,2) =ug(z), uw(T,z)=v(T,x).

Glass e Guerrero também consideram neste mesmo trabalho o sistema (13) com hs = 0.
Eles provam que este sistema é localmente exatamente controlavel em L? (0, L) mesmo se
o dominio espacial é critico.

Teorema 5. ['ISejam L > 0 ¢ T > 0. Ewiste um § > 0 tal que para qualquer ug, ur €
L% (0,L) com
llwoll 20,y + llurll 20,y < 0,

existem controles hi,ho € L?(0,T) tal que a solucdo do sistema (13) com hy = 0 admite
uma tunica solugao

ueC([0,T];H(0,L))NL*(0,T;L*(0,L))

satisfazendo
u(0,z) =wuo(z), u(T,z)=ur.

xiv



Motivados pelos Teoremas 4 e 5, nos dedicaremos ao estudo dos principais resultados de
controlabilidade obtidos em [17] para o sistema linear correspondente. Mais precisamente,
provaremos os seguintes resultados:

Teorema A. Eziste uma constante positiva Ko com a sequinte propriedade: para cada

K
constante negativa M, existe vg > 0, tal que para cada T > |—]\/?‘, cada yo € WH>(0,1)

e cada v € (0,1p), existem v¥, v5 e v§ em L?(0,T), tais que a solugio y € Yy de (12)
satisfaz yli=r = 0 em (0,1). Além disso, os controles sdo uniformes no sequinte sentido:

107 |2 0,7) + 103 | L2 0,7) + V5 | 22 0,7) < Kllvollwree(0,1) (17)

para alguma constante positiva K1 independente de v e yy.

Teorema B. Seja M uma constante e v > 0 fizo. Entdo, para cada yo € H'(0,1),
existe v1 € L?(0,T), tal que a solu¢io y € Yy de (12) com dados vo = v = 0 satisfaz
Yli=r =0 em (0,1). Além disso, para cada v € (0,1), existe C* > 0, tal que

*

[v1llz2¢0,7) < THyOHH*l(O,l)‘ (18)

Por outro lado, para v suficientemente pequeno (em termos de M somente ), obtemos

i C|M|"/? 1
C :ewp{ 1/ 1+T1/2\M\1/2 ) (19)

onde C ¢ uma constante independente de M, v e yo.

Teorema C. Seja M uma constante e v > 0 fivo. Entdo, para cada yo,71 € L*(0,1),
existem v1 e vy em L?(0,T), tais que a solugio y € Yy de (12) com v3 = 0 satisfaz
Yli=r = y1 em (0,1).

Esses resultados serdao provados utilizando o método HUM que descrevemos na secao
anterior.
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Capitulo 1

Preliminares

Nesse capitulo apresentaremos alguns resultados classicos que serao usados ao longo
do trabalho. As demonstragdes podem ser encontradas em [2], [5], [18], [26], [29],
[30], [31], [32], [33], [37] e [45].

1.1 Espacos [*

Seja 2 um aberto do R™. Representaremos por LP(Q2), 1 < p < 400, 0 espaco
vetorial das (classes de) fungoes definidas em Q com valores em K tais que |uP é
integravel no sentido de Lebesgue em ().

O espaco LP(£2) munido da norma

p
||l ) = (/ |u(m)|pdx) , para 1 <p < +o0
Q

[ul| Lo = sup ess|u(x)|, para p = +o0,
e

¢ um espaco de Banach.
No caso p = 2, L*(2) ¢ um espaco de Hilbert.

Proposigao 1. Se u € L'(Q) entdo as integrais indefinidas de u sio fungoes abso-
lutamente continuas.

Proposicao 2. (Desigualdade de Young) - Sejam 1 < p,q < oo tal que

1 1
—+-=1ea,b>0. Entao
p q
ab? b
ab < — + —.
p q

Proposicao 3. (Desigualdade de Minkowski) - Sejam 1 < p < oo e f,g em
LP(QY), entdo
1f + 9lle) < [ fllee@) + 9l Le@)-



Proposigao 4. (Desigualdade de Hdélder) - Sejam u € LP(Q) e v € LY(Q) com

1 1
1<p<ooe=-+-=1. Entio uv € L'(Q) e temos a desigualdade
p q

/Q|uv| < lull ey llv]| -

Segue como corolario da Proposi¢ao anterior o seguinte resultado:

Corolario 1. (Desigualdade de Holder generalizada) - Sejam fi, fo,. .., fx
1 1 1

fungoes, tais que f; € LPi(Q), p; > 1,1 <i<k, onde —+—+...+ —=—¢
p1 D2 Pk p

1
— < 1. Entdo o produto f = fifa... fr € LP(Q) e
p

[fllzr) < NAlleer @l fallzra@) - - ([ fellow -
Além dos resultados acima, temos que:
i) LP(Q) ¢é reflexivo para todo 1 < p < +o0;
ii) LP(Q) é separavel para todo 1 < p < +o0;
iii) D(£2) tem imersao continua e densa em LP(2) para todo 1 < p < +o0;

iv) Se (f,) € uma sequéncia em LP(Q) e f € LP(2) sdo tais que ||f, — fl|r) — 0
entdo existe uma subsequéncia (f,,) tal que f,, () — f(x) quase sempre em
Q.

Teorema 6. (Teorema da Representacao de Riesz) - Sejam 1 < p < +o0,

/ 1 1
p € (LP(Q2)) com —+ — = 1. Entao existe uma inica u € L1(Q), tal que
q p

(io,v) = / u(eyu(@)dz, Yo € LX(Q) ¢ [[ull ) = 9] gy

Quando p = oo, temos:

Proposicao 5. Seja ¢ € (Ll(Q))/, entdo existe uma unica u € L>(Q) tal que

<907U> = /QU(I)U(I)dI’ YORS Ll(Q) € ||u||L°°(Q) = ||90||(L1(Q))’-

Denotaremos por Lj (), 1 < p < 400 o espaco das (classes de) fungoes
u: Q — K tais que |ulP é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto
K de €2 munido da seguinte no¢ao de convergéncia: Uma sucessao u, converge para

u e LV () se para cada compacto K de Q tem-se:

loc

pic(y — 1) = (/K fuy () — u(a;)v’dx)’l’ S0



Lema 1. (Lema de Du Bois Raymond) - Seja u € L}, (), entio T,, = 0 se, e

loc
somente se, u = 0 quase sempre em ), onde T, € a distribuicao definida por

(T ) = / u(@)p(x)dz, ¥ o € D(Q).

Deste Lema tem-se que T, fica univocamente determinada por u € L} (), isto

loc
é, se u,v € L} (Q), entdo T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em ().

Proposicao 6. Seja (u,),eny C LY (Q), 1 < p < 400, tal que u, — u em L} (),
entdo u, — u em D' (Q).

Lema 2. (Lema de J-L. Lions) - Seja (u,) uma sucessao de fungoes pertencentes
a LYQ) com 1 < q<oo. Se

i) u, — u quase sempre em Q,
i) ||u,,||Lq(Q) <C,VveN,

entdo, u, — u fraco em L1(Q).

1.1.1 Espacos de Sobolev

Seja © um aberto do R", 1 < p < 400 e m € N. Representa-se por W"P(Q) o
espaco vetorial de todas as fungdes u € LP(S), tais que para todo |a| < m, D*u
pertence a LP(2), sendo D*u a derivada no sentido das distribuicoes.

O espaco W™P(Q2) munido da norma

e mp = Z / |D*ulPdz |, paral <p < oo,
0

la|<m

|t m,00 = Z sup ess| D%u(z)|, para p = o0
la|<m xeQ)
¢ um espaco de Banach.
Representa-se W™2(Q) = H™(Q) que sao espagos de Hilbert.
Sabemos que C§°(Q2) é denso em LP(2), mas nao é verdade que C§°(Q2) é denso
em WP (Q) para m > 1. Motivado por esta razao define-se o espaco Wy (£2) como
sendo o fecho de C3°(2) em W™P(Q), isto é,

W'm,p (Q)

Co° (%) = W5 (©).

1 1
Suponha que 1 < p<ooel < qg< oo tal que — + — = 1. Representa-se por
P q

W—m4(Q) o dual topologico de Wi"*(2). O dual topologico de HJ'(2) denota-se
por H™ ().



Proposigcao 7. Sejam 2 um conjunto aberto do R", de classe C™, com fronteira
himitada e m um inteiro tal que m > 1, e 1 < p < co. Entao temos as sequintes
mmersoes continuas:

1 1

se — — 2 >0 entdo Wmr(Q) — L1(Q), onde — = — — T,

pon g p n
se — — 2 =0 entdo WmP(Q) — L1(Q), Yq € [p,+o0],

p n

1 m .
se — — — < 0 entao W™P(Q) — L>(Q).

p n

Teorema 7. (Teorema de Rellich-Kondrachov) - Seja Q um subconjunto aberto
limitado do R™, Q de classe C* e 1 < p < co. Entdo

se p<n entdgo WHP(Q) — L9

(Q
se p=mn entao W'P(Q) — L(Q), Vq € [1,+o0],
se p=mn entao W'(Q) — C(Q),

com i1mersoes compactas.

1 1 1
), Vg €[1,p*], onde — = — — —,
p* p n

Proposicao 8. Sejam 1 < q < p < oo e inteiros m > n. Entao
lullzri@) < Cllull i) [ullfrimg),  Yu € WH™(€),

onde

e~

+ < |
S|~

1 Y
m

| =

para alguma constante C > 0.
Para todo namero real s > 0 definimos o espago H*(R) como sendo
H*(R") = {u € LA(R"); (1 + [|€]*)**a € L*(R*)}.

Este espaco coincide com os espagos H™(R") quando s é o nimero inteiro m. De
forma analoga ao caso W™P(R") se mostra que as funcoes C§°(R") sdo densas em
H*(R"™) para todo R™. Definimos H*(R") para valores negativos de s como sendo o
espago dual de H*(R"™).

No caso em que 2 seja de classe C™, podemos definir os espacos fracionarios
H*(Q) = {v|q;v € H*(R")}.

Se munimos a este espaco com a norma

|l s ) = inf{l|v]|gs@ny, v=u em Q},
se tem que H*({2) é um espaco de Hilbert.
Proposicdo 9. D(QQ) ¢ denso em H*(S)) para todo s > 0 real.
Proposigao 10. Se 0 < s1 < sy, entdo H**(Q) — H*' ().

Proposicao 11. Se s — 5 > m , m inteiro nao negativo, entdao

HY(Q) — C™(Q).



1.2 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais

Nesta secao iremos determinar os espacos em que sao consideradas as variaveis tem-
poral e espacial, os quais sao necessarios para dar sentido aos problemas de evolugao.
Sejam X um espaco de Banach e a,b € R.

O espaco LP(a,b; X), 1 < p < +o0, consiste das (classes de) fun¢oes mensuraveis
sobre [a, b] com imagem em X, ou seja as fungoes u : (a,b) — X, tais que

1
b »
[ull Lr @ pix) = (/ ||U(t)||§<dt) < 00.

O espaco L>™(a,b; X) consiste das (classes de) fun¢oes mensuraveis sobre [a,b] com
imagem em X, limitadas quase sempre em (a,b). A norma neste espaco é dada por
l|w]| Loo (a,psx) := inf {c > 05 ||lu(t)||x < ¢, q.5.}.

O espaco C™([a,b]; X), m = 0,1,..., consiste de todas as fun¢oes continuas
u : [a,b] — X que possuem derivadas continuas até a ordem m sobre [a, b]. A norma
é dada por
lwll oo (a0 x) = inf {c > 0; |lu(t)||x < ¢, q.5.}.
O espaco C™([a,b]; X), m = 0,1,..., consiste de todas as funcoes continuas
u : [a,b] — X que possuem derivadas continuas até a ordem m sobre [a, b]. A norma
é dada por

o @ (¢
Jull = 3 ma ju 1),
1=0
Vejamos algumas propriedades desses espacos.

Proposicao 12. Sejam m = 0,1,...; 1 < p < 400; X e Y espacos de Banach
sobre o corpo K, onde K =R ou K = C. Entao:

i) C™([a,b]; X) é um espago de Banach sobre K.
i) LP(a,b;X), 1 <p< 400 e L®(a,b; X), sdo espagos de Banach sobre K.

ii) C([a,b]; X) € denso em LP(a,b; X) e a imersao C([a,b]; X) — LP(a,b; X) €
continua.

w) Se X é um espago de Hilbert com produto escalar (.,.)x, entio L*(a,b; X) é
também um espaco de Hilbert com produto escalar

(U, ) 22 (a,b:x) ::/a (u(t),v(t))xdt.

v) LP(a,b; X) € separdvel, se X for separdvel e 1 < p < +o0.
vi) Se X — Y, entdao L"(a,b; X) — L% (a,b;Y), 1 < g <r < +oc.



Denotaremos por D(a, b; X) o espaco localmente convexo completo das fungdes
vetoriais ¢ : (a,b) — X infinitamente diferenciaveis com suporte compacto em
(a,b). Diremos que ¢, — ¢ em D(a,b; X) se:

i) 3 K compacto de (a,b), tal que supp (¢,) e supp () estao contidos em K, Vv;
ii) Para cada k € N, o) (t) = ¢®)(t) em X uniformemente em t € (a,b).

Seja v € LP(0,7; X), onde X & um espago de Hilbert separavel e ¢ € D(0,T).
A integral em X

/OTU(S)QD(S)ds

existe, sendo um vector de X (esta integral é entendida como uma integral em X).
Assim, dado v € LP(0,T; X), a aplicacao

Tv:D0O,7) — X
definida por

(Tv, ) = / o(s)p(s)ds

estd bem definida, é linear e continua. Denota-se por D'(0,T;X) o espaco das
distribuicoes sobre (0,7") com valores em X, isto é, o espaco das aplicagoes lineares
e continuas de D(0,T) em X. Deste modo, Tv € D'(0,T; X) e demostra-se que Tv
é univocamente definida por v. Logo, identificando a funcao v com a distribuicao
T'v pode-se afirmar que

LP(0,T;X) Cc D'(0,T; X).

Conclui-se, deste fato que toda v € LP(0,T; X) possui derivadas de todas as ordens
no sentido das distribuicoes vetoriais sobre (0, 7).

Seja T € D'(0,T;X) . A derivada de ordem n de T ¢é definida como sendo a
distribuicao vetorial sobre (0,7") com valores em X dada por

arr d"p
Loy = (— (T, 2

1.3 O Adjunto de um operador linear nao limitado

Sejam X e Y espagos de Banach e A : D(A) C X — Y um operador linear nao
limitado com dominio denso. Definamos o conjunto

D(A*)={veY’; Fe>0tal que [{(v,Au)| < c||ullx, Yu e D(A)}.



Para cada v € D(A*), definimos a aplicacao g, : D(A) C X — R dada por
gv(u) = (v, Au), Yu € D(A),

que satisfaz
|90(w)| < cllullx, Vue D(A).

Observe que g, ¢ um operador linear limitado, com dominio denso. Entao existe
uma unica extensao linear limitada f, : X — R de g,, que satisfaz

[fo(u)] < cllullx,  VueX.

Assim, definimos
A*: DAY CY — X' (1.1)
v = A*v=f, '

que é denominado o operador adjunto de A. Como f, estende g, entao eles coincidem
em D(A) e com (1.1) resulta a relacdo de adjungao:

(A*v,u) = (v, Au), Yu e D(A),Yv € D(A").

Um resultado que sera utilizado, sobre adjunto de um operador linear nao limitado,
é o0 seguinte:

Teorema 8. O adjunto de um operador é um operador fechado.
1.4 () - Semigrupos

Durante esta secao, X denotard um espaco de Banach e £(X) a algebra dos ope-
radores lineares limitados de X em X. Uma familia de operadores {S(t)}>0 €
denominada um Semigrupo de Operadores Lineares quando satisfaz:

i) S(0) = I, onde I denota o operador identidade de £(X);
ii) S(t+s) =S5(t)S(s), Vt,seR;.

O semigrupo {S(t)}+>0 ¢ denominado de classe Cy, ou Cy—semigrupo, quando
satisfaz:

iii) tl_i%i |S(t)x —z||x =0, VzeX.
Proposicao 13. Se {S(t)}i>0 € um Cy—semigrupo, entio t — ||S(t)||x € uma
funcao limitada em todo intervalo limitado [0, T).
Resulta, da Proposicao anterior, que existem M > 1 e w > 0 tais que
1S(#)||x < Me*, Vi>0.

No caso em quew = 0e M = 1, 0 semigrupo {S(t) };> ¢ denominado Cy—semigrupo
de contragoes.



Definicao 1.1. O operador A definido por

D(A) = {x € X; lim %x ea:iste};

h—0

Az = lim S(h) —1
h—0 h
é dito gerador infinitesimal do semigrupo {S(t)}>o-

z, Ve D(A),

Proposicao 14. D(A) é um subespaco vetorial de X e A € um operador linear.

Proposigao 15. Seja {S(t) }i>0 um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infini-

testmal.
i) Se x € D(A), entao S(t)x € D(A), Vt>0ce
%S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax; (1.2)

ii) Se x € D(A) entdo
S(t)x — S(s)x :/ AS(T)zdr :/ S(7)Azdr; (1.3)

ii) Se x € X, entao fot S(r)zdr € D(A) e

¢
Stz —z = A / S(r)adr. (1.4)
0
iv) Para todo x € X,
‘ 1 t+h
;115% i S(T)xdr = S(t)x. (1.5)

Proposicao 16. i) O gerador infinitesimal de um Co—semigrupo € um operador
linear fechado e seu dominio € denso em X;

ii) Um operador linear A, fechado e com dominio denso em X, € o gerador infi-
nitesimal de, no mdzimo, um Cy—semigrupo .

Defini¢ao 1.2. i) Diz-se que um operador linear A : D(A) C X € dissipativo se,
para alguma aplicacao dualidade 7,

Re(j(z), Az) <0 Va e D(A). (1.6)

No caso em que X € um espago de Hilbert, equivalentemente, A : D(A) C X ¢é
dissipativo quando

(Az,z)x <0, Vz e D(A);
ii) Diz-se que A € m-dissipativo se for dissipativo e Im(IXN — A) = X para algum
A>0;

iii) Diz-se que A € acretivo (m-acretivo) se —A for dissipativo (m-dissipativo).

9



Teorema 9 (Lumer-Phillips). Um operador A é gerador de um Co—semigrupo de
contracoes se, e somente se, A € m-dissipativo e densamente definido.

Corolario 2. Seja A um operador linear fechado densamente definido. Se A e seu
adjunto A* sdo dissipativos, entao A € gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo
de contracoes.

1.5 Interpolacao de Espacos de Sobolev

Sejam X e Y dois espacos de Hilbert separaveis, com imersao continua e densa.
Sejam (,)y e (, )y os produtos internos de X e Y, respectivamente.

Indicaremos por S, o conjunto de todas as funcoes u definidas em X, tal que
a aplicacdo v — (u,v)y, v € X é continua na topologia induzida por Y. Entao
(u,v)y = (Sv,u)y define S, como sendo um operador ilimitado em Y com dominio
D(S), denso em Y.

S é um operador auto-adjunto e estritamente positivo. Usando a decomposicao
espectral de operadores auto-adjuntos, podemos definir S?, § € R. Em particular,
usaremos A = S1/2.

O operador A, é auto-adjunto, positivo definido em Y, com dominio X e
(u,v) = (Au, Av)y, Yu,v € X.
Definicao 1.3. Com as hipdteses anteriores, definimos o espago intermedidrio
[(X,Y], = D(A™")  (dominio de A™?),0<0<1

com a norma
lullfy vy, = lully + 147013

Observacao.

. X = [X,)Y], =Y.

2. Nullpr, <l

3. Se 0 <y <8 <1, entdo [X,Y], = [X,Y], onde a injegao ¢ densa.

4. [[X, Y]ao X, Y]Gl}g = [X, Y](pa)eowef

Proposicao 17. Seja u € X. Entao,
lullpeyt, < Cllulliellully-

para alguma constante positiva C.

10



Teorema 10. Sejam Ay, Ay espacos de Banach e 1 < py < oo, 1 < p; < 00,
0 <60 < 1. Entao,
[L7(Ao), L' (A1)]o = LP([Ao, Aio),

onde % = 1p;09 + pil. Além disso, se 1 < pg < 0o tem-se
[L7(Ao), L= (A1)]o = L7([Ao, Alp),
1-6

onde 1 = =2,
p Po

Teorema 11. Sejam §2, um conjunto suficentemente reqular de R™, s;1 > s9 > 0,
tais que sy € sy # k+1/2 (k inteiro > 0). Entao,

(31 (©), Hy () = HO-00(@),
se (1—0)s1+0so#k+1/2¢
[H"(92), H(Q)]p = H'-0™(Q),
se (1 —0)m # k+1/2, com normas equivalentes.

Teorema 12. Seja § suficientemente regular. Sejam s1 e so > 0, tais que sy #
1+ 1/2 (uinteiro > 0). Entdo,

(@), H (@) = HO-0-07 (@), (1.7
se (1 —0)sy —0sy # —1/2 — v (v inteiro > 0).

Teorema 13. Seja X.Y um par de espagos de Hilbert, com as propriedades andlogas
as do par X, Y. Sem e L(X,Y)N L(X,Y), entdo

me L([X, X]y:;[Y,Y]y) para todo 0 < 6 < 1.

Definicao 1.4. Dizemos que dois espacos vetoriais topologicos normados X eY sao
compativeis se existe um espaco vetorial topoldgico separdvel U, tal que X e'Y sao
subespacgos de U.

Consideremos o par (X,Y) de espagos compativeis, entdo podemos definir sua
soma, denotada por

X Y)=X+Y={uclU, u=z+y, zcXyecY}
munidos da norma

lullsxy) = inf{llzllx +lylly, w=2+y}

AX,Y)=XNY
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munido da norma

||U||A(X,Y) = maflf{HIHXa ||y||y}.

Sejam S = {z|z € C,0 < Re(z) <1} e Sy = {z|z € C,0 < Re(z) < 1}. Definimos
F(X,Y) como sendo o conjunto das fungdes continuas em S que satisfazem:

l. f:C— > (X,Y). analitica em Sy;

2. [ f()llsxyy < M, Vz € S;

3. t — f(it) € X, sendo continua e nula no infinito;

4. t — f(1+1it) € Y, sendo continua e nula no infinito,

munido com a norma

1/ llecxyy = max{sup|| f(it) || x, sup|[ f (1 +it)]ly }-
Lema 3. O espaco F(X,Y) € um espaco de Banach.
Definicao 1.5. Definimos [X,Y], como sendo

X,Y], = {u| u € Z(X, Y),u= f(0), para algumf € F(X, Y)}
munido com a norma

lullixyy, = inf {1 FO)lecxyy| w=f(0), [feF(X,Y)}.

Observacao.
1. O espaco [X,Y], é um espaco de Banach.

2. AX,Y) C[X,Y], C 2(X,Y).

Teorema 14. Sejam X e Y dois espacos de Banach, 1 < pg , p1 < oo, 0 <6 < 1.
Entao,

[L7(0,T; X), LP(0, T5Y)]y = LP(0, T [X, Y],)

onde i = 1p;09 + pil com normas equivalentes. Se 1 < py < oo, temos

[Lpo <07 T; X)? LOO(Oa T; Y)]G = Lp(()? T; [Xv Y]Q)

onde % = 1p;09 com normas equivalentes.
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Capitulo 2

O Problema de Cauchy

Dado T' > 0, consideremos o sistema

Yt + VYzga + (My)x =0 em (O,T) X (0, 1)
Y ’x:OZ U1,Y |x:1: V2, Yz |J::1: U3 €1mn (O>T) (21)
Y i=0= Yo em (0,1).

Estudaremos a seguinte classe de solucoes:

Definigio 2.1. Dados T > 0, yo € H'(0,1) e (v1,va,v3) € [L2(0,T)]>?x H~/3(0,T),
dizemos que uma fungdo y € L*((0,1) x (0,T)) € uma solucao (por transposicio) de
(2.1) se y satisfaz

T 1 T T
/ / yf dxdt :<?J0; u |t:0>H*1(O,1)><Hé(O,1) + V/ NUzzz |r:0 dt — V/ V2Ugy |a::1 dt
0 0 0 0

+ v(vs, u ’33=1>H*1/3(07T)><H1/3(0,1)> VfE LQ((Oa 1) x (0,77)),

(2.2)
onde u € solucao do sequinte problema adjunto
—Up — Vlgyy — Mu, = f em (0,T) x (0,1)
U |2=0= U |g=1= Uy |z=0=0 em (0,7 (2.3)

U l=r=10 em (0,1).

Os resultados de existéncia dessa classe de solugao serdo dadas na secao (2.33) e
dependem do Teorema da Representacao de Riesz, de argumentos de interpolacao e
das estimativas a seguir.
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2.1 Estimativas de Energia
Nesa se¢ao vamos provar que para f em L*(0,T; H-'(0,1)) U L'(0,T;L?*(0,1)) a
solugao do sistema adjunto (2.3) esta no espago

Yij = L3(0,T; H(0,1)) N C°(0, T]; L*(0,1)).

Lema 4. Seja M uma constante e f € L*(0,T; H1(0,1))UL(0,T; L*(0,1)). Entao,
a solugdo u do sistema (2.8) pertence a Yi4. Além disso, eviste uma constante
positiva C, tal que

C
HUHLOO(O,T;LQ(OJ))+V1/2HUHLQ(O,T;Hl(OJ))"‘Vl/QHU:U |e=1 HLQ(OJ’) < meHLQ(O,T;H—l(O,l))
(2.4)
l|lwll oo 0,75220,1)) + V1/2||U||L2(O,T;H1(O,1)) + V1/2||Ux lo=1 |2200.1) < Ol f L2 0,7522(0,1))-
(2.5)

Demonstracao. Basta mostrar para f € C§°((0,7) x (0,1)). O resultado segue por
argumentos de densidade.

Primeiro caso: f € L*(0,T; H(0,1)).

Multiplicamos a equagcao (2.3) por (1 — x)u e integramos com respeito a x :
1 1 1
—/ (1 — 2)uu do — V/ (1 — 2)utyyy de—M [ (1 — x)uu, de =
0 0 0

=(f,(L —2)u)g—10,1)xH101)- (2:6)

Observe que

1 1 1
—V/ (1 — 2)utgyde = V/ (1 — 2)uzuydr — V/ Ul dT (2.7)
0 0
1 2 -M 1
—M/ (1 —z)(uuy) de = —M/ (1—2) u )edr = T/ u’dz. (2.8)
0 0
Substituindo (2.7) e (2.8) em (2.6) obtemos

10

1 , 1 M o[,
e 1- - = -
291/, (1—-2x)u £E—|—V/0 (1 — 2)(uptiyy) — Uty )dx 5 /0 u“dx

= (f, (1 - x)u>H*1(0,1)><H§(O,1)' (2.9)
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Novamente, integrando por partes, obtemos as identidades

N | —

1 1
/ (1 — 2)uguzde = / uldw (2.10)
0 0

1 1
—/ Ul dx = / u? dx. (2.11)
0 0

Substituindo (2.10) e (2.11) em (2.9) e utilizando a desigualdade de Holder,
concluimos que

1d (!

3 1 M 1
—— [ (1 —2)uldr + V—/ uldr = —/ wdz + (f, (1 — 2)u) g-1(0.1)xm2 (0.1)
2dt ), 2, 2/, b

M 1
< 5 [+ el - ol
0

M ! v
< 5[t v QBean b g0 Dl 212)
0

% |
Como

1 1 1
0= 2l = [ wde=2 [ (- a)ude+ [ (1ot =
0 0 0

1 1
= / (1 —z)*ulde < / uidr (2.13)
0 0
de (2.13) e (2.12) obtém-se

1d (! 3 ! v [! C
) (1 — 2)uldr + 51//0 uidr < C’/O u?dx + 5/0 uldr + ;HfH%_l(OJ).
(2.14)

Agora, multiplicamos a equagao (2.3) por u e integramos com respeito a x :

1 1 1
- / uuydr — 1// Ulgprdr — M/ utdr = (f, 1) g-1(0,1)x 11 (0,1)- (2.15)
0 0 0

Observe que

1
/ utdr =0 (2.16)
0

15



1 1 1 /1 1
—/ Ulypr AT = / Ug Uy AT = —/ (u2)pdz = = |ty |oe1 | (2.17)
0 0 2 2

0

Integrando por partes, usando as desigualdades acima e aplicando a desigualdade
de Holder segue que

1d [* v V !
~5ap | e Sl Loy I = () nsonpnamon < ool ision + 5 [ e
0 0

2dt
(2.18)
Combinando as desigualdades (2.14) e (2.18) obtemos a seguinte desigualdade

1d (1 !
_- i (2 — x)u2d:v+u/0 udr + gHuz ozt | <

2dt
1 1
<c [ war+ ] [ oot SirE
0 0

c [ !
< —/ (2—x)u2dx+z/ U d$+_HfHH 1(0,1)-
2 0 2 0

1d [* c [t v ! v
= @—aldr— = | (2—2)tdat= | wddr 4+ Z||us |eer |2

C
< £
< Sl
Logo
1d ! v ! v C
5 [ @madn) 5o [ e S s o 1P < e

(2.19)

Lembrando que u(7, z) = 0, integramos (2.19) de t até T obtendo

1o [ v (T oo ! '
§€Ct/ (2 — z)uldx + §/ (ecs/ uy (s, 2)*dr)ds + ”/ e |lun(s, 1)|Pds <
0 t 0 ¢

T 605 9
< C/ )04
t
(2.20)
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Da desigualdade (2.20) obtemos uma constante C' > 0 satisfazendo

1 / e < Lot / (2 — 2)uldz < C / 0 ds
2 0 2 0 t v

C T
<5 [ IO s
0

ou seja,

C
||| oo 0,7:22(0,1)) < m”fHLQ(O,T;H—l(O,l))- (2.21)

Novamente, da desigualdade (2.20) segue que

v (T [ 2 v [T e [ 2 c (7 2
3 (| ug(s,x)’dx)ds < 3 (e U (s, z)*dr)ds < — £ ()M 7r-10,1yd8
t Jo t 0 vJo

[§]
g 2 g C 2 O g 2
v [ et DlFds < v [ e s, DIFds < & 1R
t t

Fazendo ¢t — 0 nas desigualdades acima, tem-se

C

V2 | 20,75 0,1)) < m”f”L?(O,T;H*l(O,l)), (2.22)
C
Vl/QHux ’le HLQ(O,T) S meHLQ(O’T;H_l(O’l)). (223)

Finalmente, somando as desigualdades (2.21), (2.22) e (2.23), obtemos (2.4).
Segundo caso:f € L'(0,T; L*(0,1)).

Procedendo como no caso anterior deduzimos que

1d (! 3/ M ! !
——— [ (1-2)u’d = 2d <—/ *d / d 2.24
2dt0( )u :r;—l—z/z/ouxx_Qou x—l—ofux (2.24)
e
1d [* v !
3 ), u2d:c—|—§|]ux |2=1 H2:/0 fudzx. (2.25)

Somando as desigualdades anteriores,obtemos a seguinte desigualdade
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1d (! 3v (! v c ! !
55 | emowar+ Y [t Gl < 5 [ w2 [ puas
<—/ 2d:c—|—C/ fudzx.

Consequentemente,
1d ! 3
_§E( / (2—1’)u2d1‘) 27/ Ct/ U d:E+—6Ct||ux |m L ||2<CveCt/ fudx
0

oCT / Fudz < C / fudz. (2.26)

Integrando de t até T resulta de (2.26) que

1 ! v [T ! v [T
—eCt/ (2—I)U2d$+—/ (ecs/ uz(s,x)de)ds—k—/ e“* ||lug (s, 1)||*ds
2 Jo 2 Ji 0 2 Ji
T 1 T
< C’/ / fudzds < C/ / fudxds. (2.27)
¢ Jo o Jo

De (2.27) obtemos uma constante C' > 0 satisfazendo

1 1 1 T 1
—/ uldr < —eCt/ (2 — 2)uldr < C’/ / fudxds
2 Jo 2 0 o Jo

< Cllw||zooo,r:z20,0) | f 1 220722001y

< —NullZe o201y + ClF 0.1 22000)

onde
||| oo 0,7:22(01)) < Cl fllL20,:02(0,1))- (2.28)

Novamente, da desigualdade (2.27) temos a estimativa

v (T [t
7//uz(s,x da:ds<—/ /umsx dxds<0//fudxds
t Jo

Fazendo t — 0 , pela desigualdade (2.28) obtemos que
VP ull 2.0y < ClFIloriz20.))- (2.29)
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Analogamente, das desigualdades (2.27) e (2.28) (fazendo t — 0) limitamos o
termo de fronteira u,|,—1:

T
14

2 [ us(s, DIFds < U sz
ou seja,

[Ty 2001y < Cllfllzr0,7:02(0,1)- (2.30)

Somando as desigualdades (2.28), (2,29) e (2.30) resulta (2.5). O

Lema 5. Seja M em Yy, e f como no Lema 4. Entao, eriste uma tinica solugao u em

Y14 do sistema (2.3). Além disso, eviste uma constante positiva C' = é’(\|MHyl/4, v),
tal que

[wll zow 07,2200y Hl el 220,711 0,0 |0 o=t 220,y < O(HMHYUMV)||f||L2(0,T;H*1(0,1))

] (2.31)
l[wll o 07220,y Hwll L2071 0,0)) Fll e |a=1 L2001y < CUIM vy ,0s VI fllr0.1:22(0,1))-
(2.32)
Demonstracao. Se f 1( ,T;L*(0,1)), entdo (2.32) segue do segundo caso do
Lema 1. Se f € L2( ,T; H1(0,1)), pelo caso 1 do lema anterior obtemos que
1d 3
——— (1 — z)uldx + —V/ uidr — / M(1 — z)uu,dx
=(f,(1— x)u>H*1(0,l)><H3(0,1)-
(2.33)
Mas pela desigualdade de Holder,
1
/ M(1 = z)uuzdr < |Jug| L2001 M (1 = 2)ul L20,1) <
0
v 2 1 2
< 5””9:“1:2(0,1) + EHM(l - x)uHL2(0,1)
v C
< Slluallzan + — 1Mz 1l (2.34)

Agora, multiplicando a equagdo (2.3) por u, integrando com respeito a x e levando
em conta as identidades (2.16) e (2.17), temos

1d

1 1
v
——— | vidr+ = |ug o= |I? —/ Munadr = (f,u) g—1(0,1)x 12 (0,15 (2.35)
24t J, 2 ; }
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onde
! v 9 C 9 9
; Muuydr < §Hux”L2(o,1) + ;HMHLOO(O,I)HUHL2(0,1)' (2.36)

De (2.33), (2.34), (2.35) e (2.36) resulta que

1d 1 v v !
_ld zd-“_z—/ 20 <
M/ﬂ( DSl Lo P+ [ ke <

2C !
<(f,(2— m)u>H—1(071)><H(}(0,1) + THMH%OO(OJ)/ u’dz
0

C v (! 2C !
< Ul + 5 [ de+ 2 M [ ds
v 0 v 0
(2.37)
Pelo Teorema de Morrey, tem-se
M|l 0,1) < M| r0,0) < NM || oo (0,01 0,1)) < ||M||Y1/4-
Logo, substituindo a desigualdade acima em (2.37) obtemos
1d [*

1
14 14
—~ 22— »lde + Ly |m 2—/ 2 dar <
2dt0( T)u :L'+2Hu|_1||—|—40uxx_

2C !
MR, [ s
v 0

~ 2 é ! 2
<O + & / (2 - 2)ilda,

C
< ;||f||?{fl(o,1) +

2
onde C' = C’(||M||yl/4,y). Assim,

1dét1 2 Vét12 e 2 Cty| 112
e [ wputdn) + 2 [ e L g L 7 < NS
0 0
(2.38)
De (2.38) e pelo mesmo argumento usado em (2.19) — (2.23), obtém-se

[l Lo o,7:22001)) < CUIM s, V) 220,751 0,1) (2.39)
ull 205 0,y < CUM Ny, I lz20.730-10,1)) (2.40)
e Jo=1 Iz20) < CUM Iy, 0o DI Fllz20,75m-10,1))- (2.41)

Finalmente, somando as desigualdades (2.39), (2.40) e (2.41) deduzimos a desigual-
dade (2.31).
[
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2.2 Estimativas de ganho de regularidade, para o caso M=0

Nesta segao demonstramos um resultado de regularidade para o seguinte sistema:

—Up — Vlggy = ¢ em (0,7) x (0,1)
u ‘x:OZ Uu ‘lez Uy ’x:OZ 0 em (O, T) (242)
U |ep= 10 em (0,1)

Inicialmente, introduzimos os seguintes espacos funcionais
Xo=L*0,7:H%0,1)); X;=L*0,T:H20,1)); Xo=L*0,T:H%0,1))

X, =LY0,T: (H*NH(0,1)) ; Yy=L*0,T;L*0,1)NnC°(0,T]; H(0,1))

Y, = L*(0,T; H*(0,1)) N C°([0, T; H*(0,1)).

Consideraremos os espacos Xy € X; munidos das normas usuais, enquanto que em
Y, e Y] as normas serdo dadas, respectivamente, por

lullyy = 2wl 2or:220,1)) + 12| Lo 07501 (0,1))

lully; = 2|l 2028101 + [ull e (0,7:3(0,1))-
Lema 6. Seja g € L*(0,T : H2(0,1)) U L' (0,T : (H* N HZ)(0,1)). Entao, existe
uma dnica solu¢io de (2.42) em Yy, tal que

—-1/2

lullys +v= e o=t lmor) < —151l90l20msm0,0) (2.43)

2y ozt |lmrory < Cllgllzioraso.ny (2.44)

lully, +v
para alguma constante positiva C'.

Demonstra¢ao. Vamos supor que g € C([0,T] x [0,1]) com ¢ |z=0= ¢ |s=1=
Gz |2=0= gz |z=1= 0. Novamente, a conclugao dos casos g € L*(0,T : HZ(0,1)) e
g € LY0, T : (H>*N H)(0,1)) resulta de argumentos de aproximagao e densidade.
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Inicialmente, aplicamos o operador P; = 0., & equacao (2.42):

(Piu); + vPiu=—Pg  em (0,7) x (0,1). (2.45)

Multiplicando a equagao acima por —(1 — ) Pyu e integrando em (0, 1), obtemos

1 1 1 1
_1d (1—2)| Pyu |* doe — 1// (1 — 2)PiuPudr = / (1 —x)PiuPgde.
(2.46)

Pelos dados de contorno e pela escolha da fungao g obtemos de (2.42) que
U3$(t, O) = ng(t, 1) = U4z(t, 0) = 0.

Assim,
1 1
—y/ (1 — ) PiuPtudr = —u/ (1 — 2)upus,de
0 0
1
=—v(((1- x)u5xu3x)|(1) - / Use (1 — ) ugy — ugy)dr)
1 0
= 1// Uge (1 — T)ugy — us, )de
0

= v((use (1 — )ty — usy) |} +/0 Uy (2uge — (1 — T)us, )dx)

1
1// Uge (2uge — (1 — x)us, )dz)
0
1

1
=20 [ | g |*dx— V/ Uge (1 — T)usy )dx
0 0

1 v 1
o [ ui et / (1= 2)( gy )ade

_2y/ e P = 2 (1= ) 3+ /|u4$| i)

—2V/ \u4x\2da:—z/ |u4x\2d:c——/ | gy |* do
0 2 Jo

1
= 3—”/ | Piug |* d. (2.47)
2 0

Multiplicando a equagdo (2.45) por —Pju e integrando em (0, 1) obtemos

_55 / | Pru? de —v / PiuPludr = / PruPygdz. (2.48)
0
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Analogamente,

1 1 1
—V/ PiuP?udr = —V/ UgpUsedT = —v((UspUse) | —/ UppUsgedx)
0 0 0

! v (1 d
= cUdzdT = = a0 362d
I//Ou5u4 x 2/0d$\u4| x

1
d
- 3/ | Prug |2 do = g | Prug(t,1) 2
0

2 | dz
=t 0) i )P = o o ? . (249)
- 2 y g:r ) umt rx=1 — 2V u:pt =1 . .

Substituindo (2.47) em (2.46) e (2.49) em (2.48) obtém-se, respectivamente,

]_ d ! 2 3V ! 2 !
—5 (1—2)| Pu | do + 5 | Piug |“de = | (1 —zx)PiuPgde
0 0 0

1d

1 1
1
el P |?de+ — | uy loe1|?’= | PiuPigdx.
th/o‘ | J:+2V|ut|_1] /0 Py gdx

Somando as identidades acima segue que

1d [ v 1 1
_§£/ (2—2)| Pu|? dx+7/ | Pru, | d$+5|uxt o1 |*=
0 0

1
:/ (2 — z)PiuPgde. (2.50)
0

Como Piu |;—7= 0, integrando a igualdade acima de t até T obtemos a seguinte
identidade:

1 [t v (1! e
—/ (2 — x)|Pyul?(t)dz + —/ / | Prug (s, z) |? dmds—/ | Ui (s,1) |2 ds =
2 Jo 2 Ji 0 2v )y

T 1
:/ / (2 — z)PruPgdzds.

t Jo
(2.51)

Vamos estimar o lado direito de (2.51). Consideraremos dois casos:

Primeiro caso: g € L*(0,T : HZ(0,1)).
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Como Piu |y—o1= 0, obtém-se

1

1 1
/ (2 —z)PiuPgdr = / Goa(Usy — (2 — X)Uyy )dx = / Gox(Pru— (2 — ) Pyuy)dx.
0 0 0

A identidade acima juntamente com as desigualdades de Holder e Cauchy-Schwarz
nos garantem que

T 1
/ / (2 — x)PiuPgdxds
t Jo

T 1 1
<2 [ ([ Vowll P et [ g | Prac] s
t 0 0

T 1
g/ (/ ua(2 | Pru | +2 | P, |)dz)ds
t 0

T
< 2/ 19aallz20,1) (1 Prvea | 220,0) + [ Prull 22(0,1))ds
t
T T
< ([ (1Pl + [Pl Pds) 2 [ lgaslagds)
t t

T

< C( / (1Pl 201y + 1Pl 7201))d5) | gaa | L2(0/5L2 0.1)
t

< C||P1u||L2(t,T;H1(o,1)) ||gacmHL2(0,T;L2(0,1))

v C
< VNPl + e laorsony (252)

Segundo caso: g € L'(0,7 : (H* N HE)(0,1)).

Procedemos como no caso anterior:

T T
/ / (2 — x)PiuPg,dxds| < 2/ (/ | Pyu||Pyu,|)dz)ds
o Jo o Jo

T
< 2/ | Pruel| 20,0 | P19l 22(0,1)ds
0
< 2||Prul| oo 0,7:0200,10) | P19l 21 (0,722 (0,1)

< leuH%OO(O,T;L?(O,l)) + 4HP19H%1(O,T;L2(0,1))7 (2.53)

A,

o que conclui as estimativas do lado direito de (2.51).

Inicialmente, de (2.51) e (2.52) tem-se
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1 1 T
5 / (2 — 2)|Pyul?(t)dx + 1// / | Pyug (s, x)|*deds <
0 t Jo

T 1 T
v C
< _/ / \P1u|2dxd5—i— _/ ||gm||2L?(0,1)d5
2 i Jo vVJo

donde
—/ |Prul*(t)de < = / (2 — )| Piul ()da:—i—u/ / | Pyuy (s, x)|*dxds
< —/ / \PluIQda:ds + _/ ngx|’%2(071)d5. (254)
2Ji Jo v-Jo
Logo,
2 ! 2 c [t 2
1P < v [ 1P s+ [ lonlionds (5
t

e, pela desigualdade de Gronwall, concluimos que

c (T v C [T
1P < 5 ([ Nonelronde ™ < S lgalaondse”
0

<¢ / g2 lBaonds.  (2:56)

Da desigualdade de Poincaré e de (2.56), obtém-se

c (" C
[u(®)][#30.0) < ClPru®)|L200) < m(/o 19221172 (0.1)d5) ' < gl om0
(2.57)
e, da desigualdade (2.57), segue a estimativa
C
[wll Lo (0,723 (0,1)) < m“gHLQ(U,T;HQ(O,l))- (2.58)

Para estimar o termo de fronteira u,|,—1, inicialmente fazemos ¢ — 0 em (2.51) e
(2.52) :

1 T

o [ Tl ) Pas < / / Py dxds+—/ lgralZaoyds.  (2:59)
0



Da desigualdade (2.56) integrado desde 0 até 7T :

T ) C T ) C T )
| 1P lauds < 5 [ laaalioonds < 35 [ lamlronds (260

14

Logo, de (2.59) e (2.60), segue que

e 2 c [r 2 Coe
2 | ugt(s, 1) | ds < > 1922l 72(0,1)ds < ;HQHL?(O,T;H?(OJ))? (2.61)
0 0

ou seja,

V71/2Huw |a=1 HH(}(O,T) < m”gHLQ(O,T;HQ(O,l))' (2.62)

Agora, fazendo t — 0 em (2.54), pela desigualdade (2.60) obtém-se

T 1 v T 1 C T
y/ / | Prug (s, 2)|*dzds < —/ / IPluIdedH—/ 1922117201/ ds
o Jo 2Jo Jo vJo |

c [r C
< —/ 922l Z2 000785 < =9l Z2(0.02(01))-
v Jo v
Assim,
VPPl pago om0y < 9o ra20) (2.63)

e pela desigualdade de Poincaré obtemos uma constante C' > 0 satisfazendo

V1/2Hu||L2(O,T;H4(O,1)) S OV1/2||P1U||L2(O,T;H1(O,1)) S mHgHLZ(O,T;HQ(O,l))' (264)

Finalmente, somando as desigualdades (2.58), (2.62) e (2.64) obtém-se (2.43).

Para provar a estimativa (2.44), inicialmente combinamos (2.51) e (2.53):

1 1
SIP®IEz < 1P oz + AP0 rczy,

ou seja,

1 1
§||Plu||%°°(0,T;L2(O,1)) < ZHPluH%OO(O,T;L?(O,I)) + 4||Plg||%1(0,T;L2(0,1))'
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Assim,

| Prul| oo 0,7:22(00)) < CllPigllzrorez01)) < Cllglleo.r:m30,1))- (2.65)

Novamente, pela desigualdade de Poincaré, obtém-se
||UJ||L°°(O,T;H3(O,1)) < C||P1U||LOO(O,T;L2(0,1)) < C||g||L1(O,T;H3(O,1))> (2-66)

isto é,
|l oo 0,75230,1)) < CllgllLr0,1;m3(0,1))- (2.67)

De (2.51), (2.53) e (2.65) segue-se a seguinte estimativa

3y T 1
2 2
S [ [ 1P P deds < Claloreon (2.68)
t 0

donde concluimos que

V1/2HP1UHL2(0,T;H3(0,1)) < CHQ||L1(0,T;H3(0,1))7 (2-69)

quando t — 0. Aplicando a desigualdade de Poincaré, obtemos

V1/2HU||L2(0,T;H4(0,1)) < CV1/2HP1UHL2(0,T;H1(0,1)) < C||gHL1(0,T;H3(O,1))~ (2-70)

Para estimar o termo de fronteira w,|,—;, fazemos ¢ — 0 em (2.51), usando a
desigualdade (2.53):

1 1
5”1% =1 ||12ﬂlé(0,T) < Z||P1U||2Loo(o,T;L2(o,1)) + 4 Pugll 710 m.22(0,1))- (2.71)

Logo, pela desigualdade (2.65) resulta que

v Py o1 Nz om) < Cligllo om0y (2.72)

Finalmente, somando as desigualdades (2.67), (2.70) e (2.72) obtemos (2.44).
[

2.3 Estimativas dos termos de fronteira para o caso M = 0

2.3.1 Argumentos de interpolacao

Introduzimos os espacos funcionais
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Xy =L*0,T: H0,1)) ; Xyu=L"0,T:L*0,1))
Xp = (X1, X1/4)19) = L*(0,T; H**(0,1)

Xo = (X1, X1a)ig = L0, T; H* 9 n 5" (0,1)) (2.73)
Yia = L*(0,T; H'(0,1)) N C°([0,T; L*(0,1))

Yy = (Y3, Y1) = L*(0,T; H*=(0,1)) n C°([0, T); H*=9(0, 1)) (2.74)
para todo 6 € [0, 1].

Consideraremos os espagos Xi/4 ¢ X;/4 munido das normas usuais, em quanto que
em Y7,4 a norma serd dada por

||U||Y1/4 = ||U||L°°(07T;L2(0,1)) + V1/2||U||L2(0,T;H1(0,1))'

Definimos a seguinte aplicacao linear

A:g +— u

onde u e g sdo dadas em (2.42). Pelos Lemas 4 e 6 temos que A aplica de maneira
continua X;/4 em Yj/4 e X; em Y]. Além disso, existe uma constante positiva C, tal
que

C C
14glly;, < 5 l9llx,. 50 gl < s llali.

Entao, A € L(Xy4;Y14) NL(X15Y1) e

C C
||AHL(X1/4§Y1/4) < m ) HA”C(XUYH < m (275)

Analogamente, obtém-se que A aplica de manera continua X, saem Yy, e X, em
Y:. Além disso, existe uma constante postiva C, tal que

1490y, < Cllglix,,, 5 I Agllv < Cligllz,-

Entéo, A € £<X1/4, Y1/4) N ﬁ(Xl, Yl) €

||AHL(X'1/4;Y1/4) <C ; ||A||L(X1;Y1) <C. (2.76)
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Utilizando argumentos classicos de interpolacdo, obtemos de (2.75) e (2.76) que
A aplica de manera continua Xy e Xy em Yy, para todo 6 € [0, 1], respectivamente.
Além disso, a norma do operador A satisfaz

C
—0 (%
lAlleen < CIAIE S v 14N e, vy < —m (2.77)

)

All ez < CIAILR, 3 1Al

(Favh) (2.78)

X1/4;Y1/4) =C,
para todo 6 € [0, 1].
Consideremos agora a seguinte aplicacao linear
B:gr— ug|p—1.

Novamente, pelos Lemas 4 e 6 temos que B aplica de maneira continua X/, em
L?(0,T) e X; em H'(0,T), respectivamente. Além disso, existe uma constante
positiva C', tal que

QA

1Bgllrzo0m) < —l9llx 3 I1Bgllmor < Cllgllx,-

Entdo, B € £(Xy4; L2(0,T)) N L(X1; HY(0,T)) e
C

1Bllecxywrzomy < -5 1Bllecasmom) < C. (2.79)

Da mesma manera, B aplica de maneira continua X4 em L*(0,T) e X; em H'(0,T).
Além disso, existe uma constante positiva C, tal que

C
1Bgllrzom < —i5l9ll%,,, 5 1Bglmon < Cv'lgll 5, -
Logo, B € L£(X1,4; L*(0, 7)) N L(Xy; HY(0,T)) e
B C B < Cv'/?
1Blletyirzomy < i 8 IBlleimom) < €V~ (2.80)

Por argumentos de interpolagao, de (2.79) e (2.80) obtemos que B aplica de maneira,
continua Xy e Xy em H'79(0,T) para todo 6 € [0,1]. Além disso, existe uma
constante positiva C, tal que

| Bl 2xpsm1-00,my) < CHBHZ;}l;Hl(Oy))HBH%(XW;B(O,T)) <Ccv’ (2.81)
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HBHE(XQ;Hl—g(O,T)) < CHBHH

) (1-26)/2
E(X1;H1(O,T))HB|’»C(X1/4;L2(O,T)) S CV 9 (282)

para todo 6 € [0, 1].

2.3.2 Estimativas dos termos de fronteira

Nesta se¢ao vamos obter estimativas para os termos de fronteira u|i—o, Uz |z=1, Uzs|z=0
€ Ugzz|z=1. Comegamos provando o seguinte resultado:

Lema 7. Seja g € L?(0,T;L?*(0,1)) U L'(0,T; H}(0,1)). Entdo, existe uma cons-
tante positiva C', tal que

1/2‘

Hu’t:OHHl(O,l) + V1/6Hux’x:1HH1/3(071)+V ’uzx’:pZOHLQ(O,T) + V1/2Huxm‘x:1HL2(O,T) S

Cy=1/2 ||g||L2(O,T;L2(O,1))
< (2.83)

Cligllzr o110
onde u € solucio de (2.42).

Demonstragao. Para § = 2/3 em (2.73), tem-se que g € X3 = L*(0,T : L*(0,1)).
Logo, na desigualdade (2.77) obtemos
C
A€ L(Xys;Yas) e [[Alleix, evss < i

Portanto

[ullvaye = 14911y, < NNAll2exaava)0 191Xy < %Hgllxm- (2.84)
Em (2.81), para 6 = 2/3, tem-se que

B € L(Xy5; H/*0,T))e 1Bl £y g:11/30,1)) < Cv?2,
Assim,

”u:v’a:lHHl/?’(O,T)) = ”BgHHl/i”(O,T)) < |’BHL(X2/3;H1/3(O,T))HgHX2/3 < CV_z/SHQHXz/s'
(2.85)
Seja Xy/5 = LY(0,T; HL(0,1)). Como HE(0,1) < HY(0,1) N Hy'?(0,1), obtemos
que
Xyjs = L'(0,T; HY(0,1)) — L0, T; H'(0,1) N HY(0,1)) = Xyys.
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Entao, para 6§ = 2/3, em (2.78) obtém-se
Ae £(X2/3;Y2/3) e ||AHL(5<2/3;Y2/3) <,

donde
lullysye = I4glve < IAlLeey vy loll s,y < Cllalls, - (2:86)

Analogamente, tem-se em (2.82) que B € ‘C(Xz/g; H'/30,T)) e
HBHL(X2/3;H1/3(07T)) < Cv /e,
Assim,

lelomllirisso.ryy = I1Bgllimsory < 1Bl mmmoryllollz,,, < Cv " lgllz, -
(2.87)
Como ||ul=olm1(0,1)) < Cllully,,, resulta das desigualdades (2.84) e (2.86) que

C

m”g”XQ/B
2] e=o |l 1 0,1)) < (2.88)

Cllgllz, ,-

De (2.85) e (2.87) obtemos

CvP|gllx,

Huw,x:lqu/B(mT)) < (2.89)
Cv='0gll5

2/3"

Resta apenas provar que Uy |s—1 , Uze|z—o € L*(0,T). Provaremos uma estimativa
para Uz,|.—o (0 mesmos pode ser feito para u,;|,—1). Vamos a introduzir uma fungao
p € C3([0,1]) que satistaz p|j1/99 =1, p|3/a,1) = 0 e consideremos

u = pu.
A funcao u satisfaz

Multiplicando a igualdade acima por —u,,, integrando em (0, 1) e observando que

1
~ o~ 1, 1
_/ u:va:acumxdx - _§|uacm|2 (1) - §|uxac|x:0|2
0
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1 1
— Uplpedr = Uyl dx = Uy|“dz
/0 t /0 t 2dt/ &

obtemos

1 1
2 y / |t *dr + = \um!x ol = / V(3p2Upz + 3Puplls + Prozth) Uy + / PGUdr.
t 0 0

(2.90)
Como p, p, e p.. sao limitadas, segue que

V(3pzUzz + 3Pually + Praatt)(Poatt + 205Uy + Py, )drds| <

T 1 T 1
gcy{/ /(|um]2—|—|uz|2+|u|2)dxds+/ /(|uux|+\umum|+\uum|)dxd5}
0 0 0 0

T 1
<Cv [ [ (ltaal + o+ [ dads = Colluloreony 2.01)
0 0

€

1 1 1
_5/0 dt/ | da:ds——é/ ([ (T, 2)? |70, 2) / (0. )

1 1
=5 [ lpau0.2) + (0.0 s
0

e / (0, ) + 1y (0,2) )

1
<Csup { [ utt o) + fuatt oy -
tefo,1] LJo
= CHUH%W(O,T;Hl(O,l))' (2.92)
Assim, integrando (2.90) de 0 a T e usando (2.91) e (2.92) obtemos

v

T
5 [ ussmolPds < COMullsrariony + Nl oy [ gt

(2.93)
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Na sequéncia, estimaremos o tltimo termo da desigualdade de (2.93). Conside-
remos dois casos:
Primeiro caso: g € X3

T 1 T 1
/ / |Gl |dxds = / / |9(pratt + 2Pz + pliz,)|dzds
o Jo o Jo

T 1
< C/ / (lgu| + |guz| + |guzs)|)dxds
0o Jo

T 1,172
—c [ [ Sgul + gus] + lguss))dods
0 0

-1 2 2 11,12 2 -1 2 2
<C/ [ f( ol | (e (e L

= C(v MgllZ2 022000y + VNulli20.1:02(0,0)))- (2.94)

Segundo caso: g € )?2/3.

Como

T T 1 T 1
0:/ pgﬁx|éds:/ / pgﬁxxd:vds+/ /(pxg—l—pgx)ﬂxdxds,
0 0o Jo 0o Jo
obtém-se
T 1
= / / (P29 + pgz)Usdads
0o Jo

T 1
0 0

T 1
< C/ (/ (]gu\+\gxu\+\gux]+]gxux|)da:) ds
0 0

PGz dxds
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Observe que

T T
/ Il zon el onds < sup u(®)llzzoy / 92200 ds
0 0

te[0,7)

t€[0,T]

T
<C {( sup [lu(t)]r20,1))* + (/0 ||9\|L2(0,1)d5>2}

IN

¢ {HUH%OO(O,T;Hl(O,l)) + HgHil(O,T;Hl(O,l))} .

Analogamente,

T T
/ ng||L2<o,1)HUHLZ(O,l)dSSC{(SUP Ju®)lzz0)” + (| ||gzuLz<o,1>ds>2}
0 te[0,7] 0

<C {||UH%°°(O,T;H1(O,1)) + HgHil(O,T;Hl(O,l))}

T
/ ||9z||L2(0,1)||Uw”L2(0,1)d3 <C {HUH%‘X’(O,T;Hl(O,l)) + ||9||2L1(0,T;H1(0,1))} :
0

Portanto,
T /1
/ / PGz dxds
o Jo

Das desigualdades (2.93), (2.94) e (2.95) obtemos duas estimativas:

< C{HUH%OO(O,T;Hl(O,l)) + HgH%l(O,T;Hl(O,I))} : (2.95)

14
§||U$$|x:0||%2(O,T) < C(V||U||%2(0,T;H2(o,1)) + “u”%OO(O,T;Hl(O,l))) +

C (V_lng”%?(O,T;L?(O,l)) + V||“||%2(0,T;H2(0,1)))
" (2.96)

c {HUH%N(O,T;Hl(O,l)) + ||g||%1(O,T;H1(0,1))} )

isto é,
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||u$$|:v:0||%2(0,T) < C||U||%2(0,T;H2(o,1))+OV_1”uH%oo(o,T;Hl(og)) +

Cv— ||9H%2(0,T;L2(0,1))

C

2
;HgHLl(U,T;Hl(O,l))‘
Introduzindo a seguinte norma em Y53

— 12

ey, s : el 22 0,3 2(0,1)) + 1wl oo 0,787 0,1))

obtemos

CV_QHQH%Q(O,T;LZ(OJ))
[tale=oll 20y < Cv 7 lully,,,  +

Cvt ”gH%l(O,T;Hl(O,l))‘

Por outro lado, das desigualdes (2.84) e (2.86) tem-se

CV ||g HLQ(O,T;LQ(O,I))
CI/ HUH?E <
/2 —

Cv! ‘|9H%1(0,T;H1(0,1))=

0 que nos garante que

Cv~2||g|| 2L2(0,T;L2(0,1))
Hum|w=0||2L2(o,T) <

Cv! HgH%l(O,T;Hl(O,l))‘

Para estimar o termo t,,|,—1 procedemos de manera anéloga e obtemos

Cv=2||g|| %Q(O,T;LQ(OJ))
Hum’mlmﬁ(o,ﬂ <

Cv! ngil(O,T;Hl(O,l))‘

Finalmente, das desigualdades (2.88), (2.89), (2.99) e (2.100) temos
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1/2‘

Hu|t=oHH1(o,1) + V1/6|’Uz|x=1HHl/B(o,T)-i‘Vl/QHUm!a::oHL?(o,T) +v |uxx|x:1HL2(0,T) <

Cv Y2\l r20,m:2(0,1)
<

Cligllzro.r;m 0,1)-
O

2.3.3 Algumas conclugoes: existéncia de solugao e sua dependéncia em
relacao as condigoes inicias e termos de fronteira

Observe que a solucao u do sistema (2.3) resolve o sistema (2.42) quando
g:=f—M(t, x)u,.

Se f € L?(0,T;L*0,1)), pelos Lemas 4 e 5 resulta que u, € L*(0,7T;L?*(0,1)).
Portanto, g = f — M(t,z)u, € L*(0,T;L*(0,1)). Logo, da desigualdade (2.83)
obtemos a seguinte estimativa

Hu’tZOHHl(O,l) + V1/6Hu:v’x:1HH1/3(071) + V1/2Huxx|x:[]|‘L2(0,T) + Vl/ZHume‘zleLQ(O,T) S

< Cv 3| f — Mug | 201:22(0.))- (2.101)

Agora, se f € L'(0,T; H}(0,1)), podemos considerar u solu¢ao de (2.3) como u =
uy + ug sendo uy solugdo de (2.42) com g; = f e uy solu¢ao de (2.42) com gy =
—M(t,z)u, € L*(0,T;L?(0,1)). Usando as estimativas em (2.83) e a desigualdade
triangular segue que

”u|t:0||H1(0,1)+V1/6|luac|z:1||H1/3(071) + V1/2||umm|x:0||L2(0,T) + V1/2||u:vac|ac:1||L2(0,T) <

< CV71/2Hg2HLQ(O,T;LQ(D,l)) + Cllg1| 21 (0,730 (0,1)

= Cl/il/zHMU/x‘|L2(07T;L2(071)) + CHfHLI(O,T;Hl(O,].))' (2102)

Vamos estimar o lado direito de (2.101) e (2.102). Consideremos dois casos:

Primeiro caso: M é constante
Se f € L*(0,T;L*(0,1)), entao pelo Lema 4 obtém-se
I Mug| 2075220, < Cv 2N fllr2omiz20.1)- (2.103)
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Substituindo (2.103) em (2.101) concluimos que

1/6||u 1/2 1/2

| e=o || 2 (0,0) v |z:1||H1/3(o,1) + V% Uge o=l 20,1) + V' [tz |o=1 || L200,7) <

< CV_1/2||fHL2(0,T;L2(o,1)) + CV_1/2HM%HLQ(O,T;LZ(OJ))

S OV_I”f||L2(07T;L2(071)). (2104)

Seja agora f € L'(0,T;H(0,1)). Novamente, pelo Lema 4 obtemos a seguinte
desigualdade

| Mgl 207220, < Cv 21 fllpromsm o,1)- (2.105)

Consequentemente, por (2.102) temos

1/2

[li=oll 111 (0,1) + ¥ g lo=t | 17301y F* twa lo=o0l 22(0.7) + V2| the |o=1 ]l 2 (07) <

< CV—1||f||L1(0,T;H1(0,1)) + O fll 1 o/m;m1 0,1

S CV_IHf”Ll(O,T;Hl(O,l))’ (2106)

Segundo caso: M é variavel

Por argumentos classicos de interpolagao obtemos o seguinte espago:
L*(0,T; H*(0,1)) = [L*(0,T; H*(0,1)), L*(0, T; H(0,1))]11/41,
tal que

3/2 1/2
HuHL2 (0,T;H7/4(0,1)) < CHUHL/Q 0,T;H2(0,1)) H HL/Q(OTHl 0,1))" (2107)

Dado § > 0, de (2.107) e pela desigualdade de Young obtemos uma constante
positiva Cy satisfazendo

lall 2oz < /S ula0zmz0.0) + CElularam o)
< Slullpz0.1;m20,0)) + Csllull 20,181 0,1) - (2.108)
Seja f € L?(0,T; L*(0,1)), entdo pela desigualdade (2.84) obtém-se
1wl 2(0,7:m2(0,1)) < CV71/2HQHLQ(O,T;LQ(O,l)) =Cv | f - Mug||p2(0,1;02(0,1)

< Cv 2 (|| fll 2022000y + | Mugl|z20,7:0200,1))) - (2.109)

37



Das desigualdades (2.108) e (2.109) segue que

| Mug || 200.1,0200,1)) < || M| £oe0,7:02(0,1)) |1 || L2 (0,722 (0,1))
< C||M|| poo o522 0,0 11l 220,751 (0,1)

< C|[M|[ oo o.1;22 00 Ul L200,757/4(0,1))
< CHMHY1/4 {5CV_1/2 (HfHL2(O,T;L2(O,1)) + ||Mux||L2(O,T;L2(O,1))) + C&HUHL?(O,T;Hl(O,l))}
< C6|| fllz20.m3220,1)) + CO Mg 20752200,y + CCsllull 20,7381 0,1)) (2.110)

onde C' = C’(HMHYIW v).

Considerando ¢ > 0, tal que 1 — Cé > 0, pelo Lema 5 obtém-se uma constante
positiva C' = C(|| M|y, ,,v) que satisfaz

1Ml r20.m:220,1) < CUMIlyy s I F Il 207:2201))- (2.111)

Assim, das desigualdades (2.101) e (2.111) segue que

||U|t:0||H1(0,1) + ||Um|x:1||H1/3(o,1) + ||uq:ac|:c:0||L2(0,T) + ||uacac|:c:1||L2(0,T) <
< C(IM ]y, V)IIf = Mua| 1200,7522(0,1))

< CUIM |y, 0 Il 20,7:220,1))- (2.112)

Se f € L'(0,T; H}(0,1)), pela desigualdade (2.86) e pelo Lema 5 obtemos duas
estimativas:

[ullz20,75m20,0)) < Cllf 220,758 (0,1)) (2.113)

e

lull 2,1 0,0)) < CUM v, s DI L2020,y < CUM |y, 0 I i 05100
(2.114)
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Portanto, combinando (2.103), (2.113) e (2.114) obtém-se

| Mgl z20,m;02(0,1)) < M || oo 0,7:2200,0) || || 22 0,7:22(0,1)
< C|| M| poo 0,522 (0,0 |6l 220,717 (0,1))
< ClIM || 2o 0,522 0,09 10l 20,75 17/4(0,1)

< O M|y, , {0l L2120y + Csllull 20,221 0.1 }

< C~Y(||M||Y1/4> v) ||f||L1(0,T;H1(o,1))- (2.115)

Das desigualdades (2.102) e (2.115) concluimos que

||U|t:0|’H1(o,1)+||ux|m:1||H1/3(o,1) + ||ua:a:|x:0||L2(O,T) + ||ua:a:|:r::1||L2(O,T) <
< CIM ly; o V) Mual| 220,720 + CUM llyy 0 V)l 210,78 0,1)

< O(HMHYUM V)HfHLl(o,T;Hl(o,l))- (2.116)

Finalmente, as seguintes proposicoes sao consequéncia do Teorema de Riesz. De
fato, o lado direito de (2.2) define um funcional linear continuo que associa f €
L?(0,T; L*(0,1)) ao valor correspondente em R. Pelos resultados provados anteri-
ormente, esse funcional é continuo em L*(0,T; L?*(0,1)), L'(0,T; H}(0,1)). Logo,
pelo Teorema de Riesz, temos:

Proposigao 18. Suponhamos que M seja uma constante. Sejam yo € H1(0,1),

vy € L2(0,T), va € L2(0,T) e vs € H™Y3(0,T). Entdo, existe uma tinica solug¢io

y €Yy do sistema (2.1), tal que

C

;(HyoHH—I(O,l) + lvillz20,0) + llvallz2or) + sl g-1730,1))
(2.117)

Yl 2 0,7522(0,1)) <

Iyl o 0,051 (0,1)) <

A

(lvollz-10,1) + llvallz2 o,y + lv2llz2 o) + Nlvsll =130.1))
(2.118)

para alguma constante positiva C' independente de yo, vy, Vo € vUs.
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Além disso:
Proposicao 19. Consideremos M € Yy,4. Sejam yo € H™'(0,1), v; € L*(0,T),
vy € L*0,T) e vy € HY3(0,T). Entdo, existe uma tinica solucio y € Yy do
sistema (2.1), tal que

1yllve < Clllvolla-—100) + lvillzomy + lv2ll20m) + lvsllg-150,my), (2.119)

para alguma constante positiva C' dependedo de v e |[Ml|ly, ,, mas independente de
Yo, V1, V2 € V3.
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Capitulo 3

Teoremas principais

3.1 Desigualdade de Carleman

Seja M uma constante. Consideremos o seguinte sistema adjunto associado ao sis-
tema (2.1)

— 0 — Vpgpe — Mp, =0 em (0,7) x (0,1)
2 |x=0: 2 |x=1: P |ar:0: 0 em (O>T) (3'1)
© |lt=7= o em (0,1).

Fazendo a mudanga de variavel ¢ — vt, o sistema (3.1) pode ser escrito como

M
—$Yt — Przz — 7%(: =0 €m (07 TO) X (07 1) = QO
2 |x:0: 2 |x:1= Py |x:0: 0 em (O,TO) (3-2)
¢ li=1,= 0 em (0,1).

onde Ty = vT'. Trabalhamos com esta equacgao para que a desigualdade de Carleman
seja mais clara. Antes de enunciar o proximo resultado, consideremos a funcao peso

100 + 4z — 22
Oé(t,l’) = m para todo (t,I) € Qo.

As funcoes dessa classe foram introduzidas pela primeira vez por Fursikov e
Imanuvilov em [14]. Denotamos

(t) :== xrél[liﬁ]{a(t,:c)} =a(t,0) e a(t):= ;g[%?lc]{a(t,x)} = a(t, 1).

joN
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Observe que a funcao « satisfaz as seguintes propiedades:

C <Tya, Coa<a,<Cia, Cia< —a, <Cia em (0,7) x (0,1)
|| + |atat| + [0ae] < CToa®,  em (0,Tp) x (0, 1)
lay| < C(Tja” + ) < CTga®  em (0,Tp) x (0,1)

14
64 — 624 = ———— > 0,
(t(Tp —1))?

onde C', Cy e C] sao constantes positivas independentes de Ty. Vamos usar a seguinte
proposicao, que nao sera provada:

Proposicao 20. Existe uma constante positiva C', independente de Ty, v e M, tal
que, para cada oo € L*(0,1) a solucdo o de (3.2) satisfaz

To
// Q6_28a(|g0a;$|2 + 82042 |90x|2 + 84014 |QO|2)dZEdt S C/ o |z:0 6—28a|z:0 |901‘a: |x:0|2 dt,
Qo 0
(3.3)

para todo s > C(Ty + Ty + To |M|% ve).

3.2 Resultados Principais
Seja v > 0 fixo. O seguinte teorema é um resultado de controlabilidade nula para a

equagao (2.1), quando M é constante.

Teorema 15. Seja M uma constante e v > 0 fizo. Entdo, para cada yo € H=*(0,1),
existe vy € L*(0,T), tal que a solugcdoy € Yy de (2.1) com dados vy = vy = 0 satisfaz
Yli=r = 0 em (0,1). Além disso, para cada v € (0,1), existe C* > 0, tal que

*

o120,y < 7”90”1{—1(0,1)- (3.4)

Por outro lado, para v suficientemente pequeno (em termos de M somente ), obtemos

) C|M|'/? 1
C :exp{ Y 1+T1/2|M\1/2 : (3.5)

onde C' é uma constante independente de M, v e Yo-

Demonstracao. Primeiro, vamos deduzir uma desiguadade de observabilidade utili-
zando a desigualdade de Carleman (3.3).

Seja ¢ solucdo de (3.1). Fazendo a mudanga de variavél ¢ — vt (lembremos que
Ty = vT), podemos considerar uma solu¢ao de (3.2) e aplicar a desigualdade (3.3)
Como segue:
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To
s // ade™2 g, |* dodt < C/ a(t,0)e=2520) |, (t,0)]? dt, (3.6)
0 0

para alguma constante positiva C' independente de Tj, v e M. Pela definicao de «
segue que

2 C To
8—36_0”/%/ |al” dwdt < —Se‘CSS/TO/ | 0aa(t, 0) [ dt, (3.7)
To Qo Ty 0

onde Qy é um intervalo compacto contido em Qo, Cs e C5 sdo constantes positivas.
Com efeito, & e & atingem minimo em Ty/2, maxgc[r,/32m,/3{0(t)} = &(1y/3) =
C5/Th, onde C5 > 200. Logo,

400/Ty < 26(t) < 2a(t, ) < 2a(t) < 2C% /Ty = Cy/Ty

para todo (t,z) € [2, 2] x [0, 1]. Assim,

2Ty

400)? ER e
%SQG_CZ/TO / ’ / o |” dadt < s* // ade 2 o, | dadt. (3.8)
Tg To 0 Qo

3

Definimos f(t) = a(t,0)e=2**®% em (0,Tp). Entdo, f atinge o maximo em Tp/2.
Logo,

To 2 To Th 2
[ a0 o 0P < [ f(?) (£, 0)[2
0 0

(200)

To
— (299) —sons/m / ra(LO)dt. (3.9)
T 0

Combinando as desigualdades (3.6), (3.8) e (3.9) obtemos (3.7).

Afirmacao: Existe C' > 0, tal que

1 1

C

/ [pa(tr, 2)Pdr < —7 / 0u(ta, 2)Pdz,  0<t; <t <T. (3.10)
0 0

De fato, como ¢ & solugao de (3.2), da desigualdade (2.19) (com f = 0) obtemos

—li(eCt/l(Z — z)pdr) <0
2dt'" ), ="
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Integrando a desigualdade acima de t; a t5 segue que

1 1 1
/ o(ty, 2)Pde < € / (2 — 2)Q (41, 2)da < O / (2 = 2)0*(ta, 2)da
0 0 0

1
< 2€CT/ ©*(ty, x)dx
0

1
<C [ lottao)de.
0

Definimos o operador P := v0,z, + MO,. Como

d
%‘PQSD‘Z = 2(7/903:13 + MQOI)(I/QO&H + M(P:Ut)a

multiplicando a equagao (3.1) por —Pyp; obtemos a seguinte igualdade:

1d
01 (Vser + Mpyr) + §%|P2<P|2 =0.

Observe que

1 1 . —y
V/ Prp3prdr = —V/ Ot Pratdr = —/ |t |2d = 7!<pm|2(t, 1),
0 0 0

2

1 M ! 1
M/ PrPardr = 7/ |90t|id37 = 5‘%0t|2 (1) = 0.
0 0

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Integrando (3.13) com respeito a x e usando a identidades (3.14) e (3.15) temos

1d

1
14
—— PoplPdr = —|pu(t, 1)

Consequentemente,

1 1
/ Pyo(ty, )|2de < / | Paplt, @) Pda.
0 0

Portanto, pela definicao do operador P, segue a estimativa

1 1
/ Vo (ty, 2)2da = / ooy, 2) — Moy (b, 2)[2da
0 0

1 1
< 2/ |P2g0(t1,x)|2—|—2/ |Mg0x(t1,x)|2dx.
0 0
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Agora, usando o teorema das derivadas intermediérias, obtemos uma constante po-
sitiva C' satisfazendo

1 V2 1 C 1
/ | M, (t1, z)|]2dr < Z/ |0se(tr, )P dx + ﬁ/ lo(t1, z)|*d. (3.19)
0 0 0

Como p(ts,.) € S = {u € H*(0,1) : u(0) = u(1) = u,(0) = 0}, pela desigualdade de
Poincaré segue que

[ (ta, s, < Cllwse(tz; )l 20,)- (3.20)

Logo,
/ |g0 tQ, | d(L’ < C/ |903:I: tg, | d{[' N / |90x tQ, | dl’ < C/ |903a: t27 | dI
(3.21)

Portanto, da definicao do operador P, e pela desigualdade (3.21) obtemos

1 1 1
/ Paolty, 2)Pde < 27 / (Caa(ta, @) Pz + 2 / ou(ta, 7) 2
0 0 0

1
< C/ |30 (tg, )| ?dx. (3.22)
0

Combinando as desigualdades (3.17), (3.18) e (3.19) resulta que

v 2 ! 2 c [ 2
2 [ lenttialPis <2 [Pt a)Pde+ 5 [ eoPds @329
0 0 0

Por outro lado, das desigualdades (3.11), (3.21) e (3.22) obtemos na desigualdade
acima a seguinte estimativa:

V2 1 ) 1 ) C 1 )
2 [ lenttialPis <€ [ et Pis+ 5 [ entoPds
0 0 0

O 1
g;/wﬂmm%a
V= Jo

ou seja,

1 C 1
/ |g03x(t1,x)|2dx < F/ |<p31,(tg,m)|2dx. (3.24)
0 0
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Para concluir a demonstragao de (3.10), definimos a seguinte aplicacao
A:p(ta,.) —  p(ty,.)
Resulta da desigualdade (3.11) que A € £(L*(0,1); L?(0,1)) e

1Al £z2(0.1):2200,0)) < C- (3.25)

Como p(ty,.) € S ={u € H*(0,1) : u(0) = u(1) = u,(0) = 0}, pela desigualdade de
Poincaré e pela desigualdade (3.24) segue que

C
(1, Mlaso1) < Cllgsa(ty, )llz201) < —QHSO:%x(tm M z20,1)- (3.26)
Logo, A€ L(S;S) e
C
[All2(s58) < 2 (3.27)

Por argumentos classicos de interpolacao temos que

A€ L((S,L*0,1)p: (S, L*(0,1))0) .

6
”AHL< S,L2(0,1))g15(S,L2(0,1) g7 ) < CHAH£ ) HAHL(L2(0,1);L2(0,1))

2
para todo 0 € [0,1]. Em particular, para § = 3 resulta que A € L(H}(0,1), H}(0,1))
e pelas desigualdades (3.25) e (3.27) obtemos a seguinte estimativa:

C
1/3 2/3
Al £ea20,), 11 0,1)) < O”AHc/ss Al / < 7"

L£(L2(0,1);L2(0,1)) (3.28)

Logo,

C
[Ap(ta, lazo,1) < Al o),z 00 19t ) H10,1) < m”@(tm M a2 0,1)5
(3.29)

0 que nos garante que

1
[ et < G [t apan, 0<nsn<T,
0

demonstrando a desigualdade (3.10).
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Vamos supor que

1 T
/ 02 (0, 2)Pde < C*/ | @ua(t,0)]7 dt, (3.30)
0 0
onde
. C|M|/? 1
C* =exp {W 1+ W (331)

para alguma constante positiva C, que depende de T, com v suficentemente pequeno
em termos de M.

Seja ¢ solucao do problema adjunto (3.1). Multiplicando a equagao (2.1) por ¢
e integrando por partes em (0,7") x (0, 1), obtemos

1 T
/ (y(T', )0 — yor)dx — 1// V192 (t,0)dt =0, (3.32)

0 0
onde p; = p(0,.) € Hj(0,1) e v; € L*(0,T). Essa identidade nos diz que o dado

inicial yo € H~1(0, 1) e controlavel a zero; ou seja; y(T,z) = 0 em (0, 1) se, e somente
se, existe v; € L*(0,T), tal que

1 T
/ Yoprdr + 1// V19 (t,0)dt = 0. (3.33)
0 0
Consideremos o funcional linear
J: Hy0,1) — R

T 1
v
T(p1) = 5/ | ua(t,0)]7 dt +/ Yoprde.
0 0
Se o funcional J atinge seu valor minimo em ¢, entao

h o 1 T
0= Illli% (._7(801 + 1#};) j(§01)> :/0 y02/)1d33+1//0 gom(t,())@/}m(t,())dt, (334)

para todo ¥ = 1(0,.) € H}(0,1) onde ¥ é solugao de (3.1). Logo, tomando
U1 = @ (., 0), temos que (3.33) se verifica e yy é controlavél a zero.

Para mostrar a existéncia de um minimo basta verificar que o funcional J é
convexo, continuo e coercivo em H{(0,1). O fato de ser convexo e continuo ¢ trivial.
Basta verificar que J é coercivo. De fato, pela desigualdade (3.30) obtemos

v

1
(o) 2 56 [ les0.0)Fde = ol ler g

v 2
= 2_61*”901HH§(071) — llvoll =100 lo1 | 72 0,1 (3.35)
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Assim, lim,, s J (1) = 005 ou seja; J é coerciva. Além disso, tomando

HHl(o,1)
V1 = Que(-,0) € L?*(0,T) na identidade (3.33) e aplicando a desigualdade (3.30)
obtemos

T 1
v [Pt == [ gwerde < ol oo
0 0

T 1/2
smeme?/|%wnWw)
0

T 1/2
= llvollz-100.1) | C* vy |?dt
0

*

C
||Ul||L2(0,T) < 7||?/0||H*1(0,1)- (3.36)

Portanto,

Para concluir a demonstracao do Teorema 15 s6 falta verificar a desigualdade
(3.30). Da desigualdade (3.7) obtemos uma constante positiva C, tal que

2T0 OT TO
/ / ol dudt < L0 O/ / (oun (£, 0)[2 dt. (3.37)
0

De (3.10) segue que

1
/0 l02(0, 2) P dz < 4/3/ la(t, 7)|*d. (3.38)
Combinando as desigualdades (3.37) e (3.38), temos que
! C (T)\° To
[ le0apan < o () em [Contofan a)
0

1 1 1 T 2
Em (3.3), consideremos s = C(Tp + T + 1o |M |2 vz). Assim, (—0> < Ty, donde
s

' 2 c C's/T, o 2
/ (0, 2) [ dz < —e o/ °/ |@aa(t,0)]” dt. (3.40)
0 0
C|M |2 1 .
Como ’_Zi—'o = {Ll—/|2 (1 + W) + 0}7 para v = V(|M|) suficiente

| M]

1/2
pequeno, tal que (—) seja suficientemente grande, obtemos que
v

C|M|'/? 1
¢< 1/2 1+T1/2|]m1/2 )
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Logo, existe uma constante positiva Cy, independente de v, |M| e yo tal que

Cs _ Cy|M|"? 1
S Y )
TO pl/2 T1/2’M|1/2

Portanto, em (3.40) segue que

1 CqlM|/2 T
C 4| M| 1+ 1 0
/ |§O$(07I>|2d$ S 4—/36 172 ( T1/2‘M\1/2) / |Q0133(t,0)|2 dt. (341)
0 v 0
Além disso, existe uma constante positiva C} tal que
CylM|L/2 clim|/?
i/ge 4V1/2 <1+T1/2ﬁm1/2> <e 4V1/2 (1+T1/2‘§M|1/2>. (3.42)
v

Finalmente, combinando (3.41) e (3.42) obtém-se (3.30).
[

O seguinte teorema é um resultado de controlabilidade exacta para o sistema
(2.1) onde M é uma constante.

Teorema 16. Seja M uma constante e v > 0 fixzo. FEntao, para cada yo,y; €
L?(0,1), existem vy e vy em L*(0,T), tal que a solucio y € Yy de (2.1) com v3 =0
satisfaz yli—r = y1 em (0, 1).

Demonstragdo. Como y; € L*(0,1) temos que y;, € H1(0,1). Seja agora h € Yj
solucao do sistema

he + Vhgps + Mh, =0 em (0,7) x (0,1)
h |x:0: h ’lez ha: |a::O: 0 em (O,T) (343)
h |t:T: N,z e1n (0, 1)

A existéncia e regularidade de h sao dadas pela Proposi¢ao 18. Definimos

o(t,z) = /O h(t, )ds.

Como z,(t,z) = h(t,r) € L*(0,T;L*0,1)), entdo 2 € L*(0,T;H'(0,1)). Pela
desigualdade de Holder obtemos a seguinte estimativa:

_ /01 (/Ox|h(t,s)|2ds> (/Owds) dz < ()220, /ledz

< MO0
Assim, z € C°([0,T]; L*(0,1)). Logo z € Y;,4. Definimos

dx
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{C 1= 2+ Vagea + Mz, em D'((0,7) x (0,1)) (3.44)

d =1y — 2|, em L%(0,1).
Logo, pela equagao (3.43) resulta que
Cx = Wy + Vhgge + Mhy =0 5 dy = Y12 — Zali=r = Y1 — hli=r =0,  (3.45)
e, portanto, c(t,x) = ¢(t) em D'((0,7T") x (0,1)) e d = constante.
Como z,(t,z) = h(t,z) € L*(0,T; L*(0,1)), pelas imersoes
L*(0,T; L*(0,1)) < L*(0,T; H~'(0,1)) — L*(0,T; H*(0,1)) — L*(0,T; H*(0, 1)),

obtemos que

Zpz = Ny € L2<07T; Hil(ov 1))’

Zxxx = hxw € L2<O, Tu H_2<07 1))7 (346)
[ - € L*(0,T; H3(0,1)).
Logo,
hi = —vhgpe — Mh, € L*0,T; H3(0,1)),
Zoze = Naz € L*0,T; H2%0,1)),
" ) L (3.47)
2 = fo hi(t, s)ds € L*0,T;H2(0,1)),
¢ =z + vhy + Mh € L*0,T; H2(0,1)).
Como ¢ s6 depende do tempo, temos que ¢ € L*(0, 7). Introduzimos
T
g(t)y=d +/ c(s)ds, (3.48)
t

e pela desigualdade de Holder tem-se a seguinte estimativa:
9(t)] < |d] + T*2||cl|2my,  para todo ¢ € [0, 7).

Assim, g € C°[0,T]. Novamente, pela desigualdade de Holder, concluimos que

2

T T T
/ |g(t)\2dt§2d2T+2T/ (/ |c(s)|ds) dt < 2d°T + 2T ||c|| 2200y (349)
0 0 t

Logo,
g € L*(0,T; H'(0,1)) N C°([0, T}; L*(0,1)) = Yia.

50



Definindo
g =2+ gc }/1/4a

de (3.43), (3.44) e (3.46) obtém-se

=2+ G =2 —C= —VZgge — M2y = —Vhyy — Mh = —Vlppe — My,  (3.51)

Gli=o = %o, onde o = zl—o — g(0) € L*(0,1). (3.52)
Como
T T 1 2
[ e [C( [ o) a< oo, (359
entao
01 = §lomo = 2|eo +9 =g € L*(0,T) (3.54)
[§]
Uy := §lom1 = 2|o=1 + g € L*(0,T). (3.55)

Além disso, de (3.44) temos a seguinte igualdade:
g(T,x)=2(T,x) + g(T) = 2(T,x) +d = 2(T,x) + y1(z) — 2(T, z) = y1(x). (3.56)

Portanto, de (3.50), (3.51), (3.52), (3.54), (3.55) e (3.56) existem gy € L*(0,1) e
controles 0,72 € L*(0,T), tal que a solu¢do § € Yy, de

ﬂt_._yg:mvx—i_Mg:v:O em (O,T)X(O,l)
Y ‘z:O: v, Y ‘x:lz V2,  Yg ‘z:lz 0 em (O,T) (3~57)
¥ |t=0= o em (0,1),

satisfaz
y(T,z) =y ().
Como go—1yo € L?*(0,1) entdo, pelo Teorema 15, existe um controle 0; € L?(0,T),
tal que a solucao 7y € Yy de

§t+ygxxm+M:l//\x:O em (O,T)X(()?l)
Ylo=0= 01, ¥ lo=1= Yzlo=1 =0 em (0,7) (3.58)
Y lt=0= Yo == Yo — Yo em (0,1),
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satisfaz
Ylt=r=0 em (0,1).
Definimos
y=y-y € Yo
Finalmente, de (3.57) e (3.58) temos que para cada para cada yo,y; € L?*(0,1),
existem v; = U; — 0) e vg = Uy em L%(0,T), tal que a solugao y € Y, de

yt+yyzxx+Myx:O em (O,T)X(O,]_)
Y le=0= V1, Y le=1= V2, Yalo=1 =0 em (0,7) (3.59)
Y li=0=To — Yo = Yo em (0,1),

satisfaz
Yl=r = (@ —Y) li=r =y em (0,1).

O resultado principal desse capitulo é o seguinte:

Teorema 17. FErxiste uma constante positiva Ko com a sequinte propiedade: para

cada constante negativa M, existe vy > 0, tal que para cada T > =9 cada Yo €

M)
Wh>(0,1) e cada v € (0,1vp), eristem v¥, v5 e v¥ em L*(0,T), tais que a solugdo
y €Yy de (2.1) satisfaz yli—r = 0 em (0,1). Além disso, os controles sao uniformes
no sequinte sentido:
o1l 20,y + 105 12202y + 1051|220,y < Kllmollwroe o, (3.60)

para alguma constante positiva K, independente de v e yy.

Demonstracao. Podemos supor que o dado inicial tem traco nuloem x =0e x = 1.
De fato, para cada n > 0 introduzimos o operador extencao continuo e linear Il

H2 : WLOO(O7 1) — WOLOO(_,U? 1 + 77)
Yo — s (yo),

tal que
ITy(—n) = Hy(1 4+ n) = 0.

Consideremos o problema

yt+Vyzxx+Myx:O em (0,T)><<—77,1—|—77)
Yy |x:—77: U1, Y ‘x:l—i—n: Vg, y:c|x:1+77 = U3 em (07 T) (361)
Y lt=o=Il2(yo) em (—7,1+1n).
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Claramente, definindo v(t,x) = y(t, (1 + 2n)z — 1), este problema é equivalente

v M

Tz . =0 O,T x (0,1
Ut+ (1+2n)3v +1+2T]U em( ) ( )
v ’z:OZ Uy, v ‘m:l: V2, Vg ‘x=l: (1 + 277)’03 €m (OvT)
v |i=0=¥ |i=0= I2(%0) = %o em (0,1).

Assim, aumentando K, diminuindo vy se for necessario e tomando v suficente-
mente pequeno, podemos ver que é suficente resolver o problema com dados iniciais
em W, >°(0,1). No que segue, vamos supor que o € W, (0, 1).

A prova do Teorema 17 vai ser feita em duas etapas. Primeiro vamos conduzir o
estado inicial a um estado pequeno e, em seguida, dirigi-lo exatamente a 0.

e Conducao do estado inicial para um estado “pequeno ”
Neste paragrafo, conduziremos o estado inicial y, € WOI’OO(O, 1) a algum estado
"pequeno". Isto s6 é possivél por causa da presenca do termo de transporte, mais
precisamente, quando M < 0. Introduzimos o seguinte estado inicial associado a g
definido em todo R:

Yo z € (0,1)
up(z) = (3.62)
0 r € RN\ (0,1).
A ideia é considerar a solucao u de nosso sistema associado a ug em R e provar

que u é "pequena'no intervalo x € (0,1) quando ¢t > 1/|M|. Finalmente, é suficiente
tomar os controles como os correspondetes tracos de wu.

Proposigao 21. Consideremos ug € WH*(R) como em (3.62). Seja M < 0 e seja
u solucao de

(3.63)

U + VUgye + Mu, =0  em RT x R,
U |y=o= ug em R.

Entao, para t > 1/|M|, a fun¢do u satifaz

[Eory s 2 (—Mt —1)3/?
||u<t7 ')HLOO(O,l) 5 (Vt)l/?’exp _§T . (364)

Além disso,
[re 1)HL°°(1R+) N ||UOHWL°°(R)- (3.65)
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Demonstracao. Fazendo a mudanca e variavél
v(t,x) = u(t,x + Mt),
obtemos a seguinte equagao

Vp + VUgpe = 0 (3.66)

com solucao fundamental

Glt.z) = W/M <ﬁ) ,

onde Ai é a funcao de Airy

o1 . &
Ai(x) := Py /Im(g)_n>o exrp [z <x£ + 3)] de.

Segue que, para t > 0,

u(t,z) = /R o 2) (zwi)l A (I (‘3%’1; 2) i

N /01 bol2) (Syi)l/sAi (x (_3%;/; Z) dz. (3.67)

A funcao Airy satisfaz a seguinte estimativa: para x > 0 existe uma constante
positiva C', tal que

0 < Ai(z) < Cexp (—§x3/2) : (3.68)

Agora,voltando para a estimativa de u(t, x), parax >0, t > 1/|M| e para z € [0, 1]
tem-se que
z <1< —Mt.

Como
0<z—Mt-—1<ax— Mt-—z,

obtemos

2 2
~Slo = Mt—2)? < —S(a - Mt - 1)

Assim, de (3.67) e (3.68) resulta que
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Ju(t, z)| <

obtendo (3.59).

[yolloo
(3ut)l/3

Cllyolloo
= But)i/3

Cllyolloe
= (3wt)1/3

_ Cllugle
(3ut)1/3

[ ("5

3ut)l/3

Mt — z

)a:

)3/2_

>3/2'

/1 _2 r— Mt—=z
A R N ETE
/1 o 2 x-Mt—1
0 3 (3Vt)1/3
oy |2 (M1 3/2
PI73\ T Gunyrs

dz

dz

Para obter a estimativa (3.60), primeiro derivamos (3.67) com respeito a x. Ob-
serve que (3.67) é uma convolucgdo e, nesse caso,

dyult, z) = {

1

Mt

Gy (

(3

vt)1/3

Como supp(ug) C [0,1] ( lembrar que M < 0), temos que

dpu(t, ) = {W(Ailw) (

-— Mt

EDLE

) .|

(3.69)

) (.| 0.

Denotemos Ait := Ailg+. Como A;(z) > 0, para x > 0, obtemos

|Opu(t, 1)] < {W“m (

J

).

Como Ait € L}(R)

1

Mt
(3ut)l/3

)

y— Mt

1

+
Gy (

(3uvt)1/3

z

e

(3ut)l/3 At ((3yt)
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) (g)a (1 — y)ldy

1/3) |(u0)2(1 — Mt — 2)|dz

(3.70)



[ (@) 45 (Gam)

para todo t > 0, concluimos de (3.65) e da Desigualdade de Holder, que

1 .
LY(R) N /IR (3ut)1/3 dz = || Ai" || 1 @),
(3.71)

1 .
Dpult, 1) < H At ( )H I uo)ell e
(3ut)1/3 (3ut)1/3 L® (R)

< Ay (o) e ll ooy < AT | iyl (o) 2|l wr.oo ()

para todo t € RT . Portanto, obtém-se

(- 1)||L°°(R+) S ||<u0):c||W1»°°(]R)
independente de v .
e Controlabilidade nula

Consideremos yo € W,(0,1) e M < 0. A demonstracio serd feita em trés
Passos.

1. Seja T} € (1/|M]|,T) que sera escolhido posteriormente. Se sabe que a solugao u
de (3.63) satisfaz a seguinte desigualdade:

sup [[u(t, ) mw) < llvollm @)
>0

Assim, aplicando o Teorema de Rellich-Kondrachov, tem-se

T1 Tl
lu( Oz 0 < 0/ sup [u(t, ) |*dt < C/ lut, Yz 0.yt
0 0

te(0,1]

< CT) sup ||u(ta')”%11(0,1)
tE[O,Tl]

< Osup lu(t, M@ < Clluollz -

Logo, u(-,0) € L*(0,T}). Analogamente, u(-,1) € L*(0,T}) e

[, Dllzzom) < Clluollm @)
Pela Proposicao 21 temos que u,(-, 1) € L>(0,T}), e pelas imersoes de Sobolev

L=(0,Ty) < L2(0,Ty) — HY3(0,T1)
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obtemos, u, (-, 1) € H=Y/3(0,T}).

Definimos y; = w em (0,77) x (0,1). Pelas Proposi¢oes 18 e 19, tem-se que
y1 € L*(0,Ty; L*(0,1)) N C°([0,T1]; H71(0,1)). Além disso, y; satizfaz

Y1 + Vyl,a;aca: + Myl,x =0 €1 (07 Tl) X (07 1)7
A |z:0: u |z=07 Y1 |m:1: u ‘x:ly yl,m|x:1 = Ug|z=1 em (07T1)7
Y1 li=0= Yo em (0,1).
(3.72)

Como Ty > 1/|M|, pela desigualdad (3.64) tem-se
[0 ]| oo 2(—MT, — 1)%?

—= . (3.73
(vTy)'/3 “P\73 V3V (3.73)

2. Considere inicialmente 0 < ¢t < T'—T). Nesse caso, podemos aplicar o Teorema
15 para a condigao inicial y' = y,(T7,-) € H1(0,1) (em lugar de yg). Entdo, existe
w € L?(0,T — Ty) tal que a solugao

u € L*0,T —Ty; L*(0,1)) N C°([0, T — Ty]; H'(0,1))

[y (T1, )l o0,y = llu(T, )20,y S

de
Uy + VUgyy + Mu, =0 em (0,7 —T7) x (0,1),
u |m:0: w, u |m=1: Ux‘mzl =0 em (O,T — Tl), (374)
U le—o=y' em (0,1),

satisfaz

w(T —Ty,-)=0 em (0,1).
Além disso,

lwl|z20,r—1) < 7”3/1HH—1(0,1)7

onde C* é a constante da estimativa (3.5), com T'— T} no lugar de T.

Seja T} <t < T e consideremos ys(t,z) = u(t — Ty, x). Entao, a solugao
Y2 € L2<T17 T7 L2(07 1)) M CO([TDT]? H71<O7 1))

de
Yot + VY2 zax + My2,$ =0 em (Th T) X (07 1)7
Yo |x:0: v, Y2 ’x:1= Y2,z |x:1: 0 em (Tl,T), (3~75)
Yo =1, =y’ em (0,1).
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satisfaz
yQ(T,') :U,(T—Tl,) = O em (0,1)

1 C|M|'/? 1
2 2
1ol 2, 1) < 2 0TP {W 1+ (M|(T = Ty))'72 ly(Ts Nr-1001

Cy| M| 1 2
< can{ S (1 =) 1T Mo

(3.76)

para v € (0,14) e alguma constante C7 > 0. Além disso, de (3.73) tem-se

||U||%2(T1,T)

Cy 1 1 4
< Cel M|V (1 e (—MT, —1)%? 2
: Tf/3exp{V1/2 ( WU e —mope) ~same YD) g el

para v € (0, 1p).

Assim, tomando 77 = 2K/|M|, com K suficentemente grande, tal que 7' — T} >
K/|M]|, obtemos na desigualdade acima

—C|M|'/?
||v||iQm,T>Sew{%}umna, paraalgum  C'>0,  (3.77)

quando v € (0,vyp).

3. Para concluir a demosntracao do Teorema 17, consideremos a funcao definida
por

U1 em [O,Tl] X [0, ]_]

Yo em [T37,T] x [0,1].

Entao, é claro que y € Yj é solugao de

yt+yyxxx+Myx:O em (O,T)X(O,l)
Ylomo=107, Ylom1i=15, Yslo=1 =v5 em (0,7)
Y li=0= %o em (0,1).
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Além disso, obtemos as seguintes estimativas:

11250 =l 0) 13 2y < Clloll —CIMEEY e
1il20,1) = uf-, )HLQ(O,Tl)+HUHL2(T1,T) > H?JO||H1(0,1)+€$P BEYP) lyoll5

< Cllyollzr o) + Clivollze < € (Ivoll% + lyo.llz) + Cllvolls
2
< 2C (Ilyollo + lyo.elloe)” + Cligolliye o)

= QCHyUHIQ/VLOO(O,l) + CHyOH%/VLOO(O,l) < CHyOHI%VLOO(O,l)'

Logo,
[ 220,y < Cllyollwro(o,1)- (3.78)
Analogamente,
105|220,y = [lu(s Dl r20,m) < Cllyollwree(o,1), (3.79)
e, pela, Proposicao 21,
v [e20m) = llua (s Dz < Cllus(s Dl ze@e) < Clluollwrem) = C||yo||wl(§o§)(,)1))-

Somando as desigualdades (3.78), (3.79) e (3.80) obtemos (3.60).
[
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