Universidade Federal do Rio de Janeiro

Matrizes Aleatorias e Letr do Semaicirculo
de Wigner

Felipe Bottega Diniz

Rio de Janeiro

Julho de 2014



Universidade Federal do Rio de Janeiro

Matrizes Aleatorias e Lei do Semicirculo de Wigner

Felipe Bottega Diniz

Dissertacao de Mestrado apresentada ao Programa de Pés-graduagdo em Matematica Aplicada, Instituto
de Matemética da Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ), como parte dos requisitos necessdrios
a obtencao do titulo de Mestre em Matematica Aplicada.

Orientador: Prof. Gregorio Malajovich.

Rio de Janeiro
Julho de 2014



ii

Universidade Federal do Rio de Janeiro

Matrizes Aleatorias e Lei do Semicirculo de Wigner

Felipe Bottega Diniz

Dissertacao de Mestrado apresentada ao Programa de Pds-Graduacao em Matematica, Instituto de
Matemética da Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ), como parte dos requisitos necessérios a
obtencao do titulo de Mestre em Matemaética.

Aprovada por:

Presidente, Prof. Gregorio Malajovich Munoz

Prof. Bernardo Freitas Paulo da Costa

Prof. Glauco Valle da Silva Coelho

Prof. Leandro Pinto Rodrigues Pimentel

Rio de Janeiro
Julho de 2014



CIP - Catalogagéao na Publicagéo

Bottega Diniz, Felipe

BD585m Matrizes Aleat o6rias e Leil do Semic irculo de Wigner /
Felipe Bottega Diniz. == Rio de Janeiro, 2014.
55 f£.

Orientador: Gregorio Malajovich.

Dissertacdo (mestrado) - Universidade Federal do
Rio de Janeiro, Instituto de Matemdtica, Programa de
Péds=Graduacdo em Matematica, 2014.

1. Matrizes Aleatdrias. 2. Probabilidade. 3.
Distribui g¢do de Autovalores. 4. Matrizes de Wigner.
5. Lei do Semici rculo. I. Malajovich, Gregorio
orient. II. Titulo.

’

Elaborado pelo Sistema de Geragdo Automatica da UFRJ com os
dados fornecidos pelo(a) autor(a).

iii



iv

A Deus e ao universo.



Agradecimentos

A minha familia, por acreditarem em mim e me apoiarem sempre.
Aos meus amigos, por terem sempre me incentivado e me ajudado nas dificuldades, que ndo foram poucas.

Ao professor Gregorio Malajovich, por toda a ajuda, pela paciéncia, pelos 6timos cursos e pelas con-
versas (sem estas conversas eu nunca iria conhecer o fascinante mundo das matrizes aleatérias).

Aos professores da banca: Bernardo Costa, Glauco Valle Coelho e Leandro Pimentel, pelos comentdrios,
sugestoes e animacao que demonstraram em relacao ao meu trabalho.

Aos meus colegas da matemaética aplicada e da pura, que tiveram a boa vontade de conhecer e dis-
cutir um pouco sobre o meu trabalho.

A todos os professores que tive a sorte de conhecer, todos influenciaram o meu aprendizado de maneira
significativa.

A todos os matematicos e fisicos que contribuiram para o crescimento desta magnifica drea, que é a
teoria de matrizes aleatdrias.

Felipe Bottega Diniz
Julho de 2014



vi

“Descobrimos o segredo que
capacita os mateméaticos a lidar
com a matemadtica: um
matematico é alguém para quem
a matemaética é uma série de
televisao. .. Os “personagens”
numa série de matemética nao
sao gente, mas sim objetos
matematicos. Os fatos e as
relagbes que sao o foco de atengao
nao sao nascimentos e mortes,
casamentos, casos amorosos e
relagoes de negdcios, mas sim
fatos e relagbes matematicas
sobre objetos matemadticos.”

Keith Devlin - O Gene da

Matematica
pagina 284



vii

Resumo

Matrizes Aleatorias e Lei do Semicirculo de Wigner
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Resumo: A teoria de matrizes aleatdérias é uma &rea nova da matemadtica, que apenas
comecou a ganhar destaque nos anos 1950, com os trabalhos de Wigner. Essa dissertacao
tem como objetivo apresentar os conceitos basicos da teoria de matrizes aleatorias, provar um
dos teoremas cléssicos da area - a Lei do Semicirculo de Wigner - e por fim, mostrar algumas
aplicacoes que decorrem deste teorema.
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Abstract: The theory of of random matrices is a new area of mathematics, which only began
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Historia

Nos anos 1950, a teoria de matrizes aleatérias comecou a ganhar destaque gragas aos trabalhos do fisico
Eugene Wigner. O objetivo de Wigner era descrever as propriedades dos niveis de energia de ntcleos
pesados, quando estes eram excitados. Este sistema nuclear pode ser representado por H, um operador
hermitiano num espaco de Hilbert, chamado de Hamiltoniano. De acordo com a mecanica quantica, os
niveis de energia sao representados pelos autovalores de H, de modo que os espagos entre os niveis de
energia dos ntcleos sejam dados pelos espacos entre autovalores consecutivos de H. O problema é que
geralmente H nao é conhecido. Mesmo que seja determinado, provavelmente serd intratavel, tanto do
ponto de vista matemé&tico quanto do computacional. Tentar computar seus autovalores diretamente nao
é a melhor opgao. Wigner propos que seria melhor considerar H como uma matriz aleatdria, que estaria
dentro de uma classe de matrizes aleatdrias, chamada de ensemble. O ensemble seria tal que quase todos
os seus membros teriam propriedades semelhantes as de H. Entao podemos aproximar o sistema por
um ensemble de matrizes aleatérias e analisar as estatisticas dos autovalores deste ensemble. Como H
tem ordem infinita, podemos tentar determinar o comportamento assintotico dos autovalores de matrizes
aleatérias, além de fazer aproximagoes finitas e analisar suas estatisticas. Mais detalhes sobre a histéria
de matrizes aleatérias podem ser encontrados em [9], o principal artigo de Wigner estd em [10].

No tempo de Wigner, a ideia de se trabalhar com matrizes aleatérias nao era inteiramente nova,
mas foi o seu trabalho que chamou atencao para a area. Desde entao esta drea cresceu ainda mais e se
mostrou ser aplicdvel em uma variedade de situagoes distintas, como fisica nuclear, fisica de materiais,
andlise numérica e teoria dos ntmeros. A teoria de matrizes aleatdrias nasceu a partir de aplicacoes,
mas independente disto, é uma drea matematicamente rica, com conexoes em diversas outras areas como
combinatéria enumerativa, andlise classica, algebra linear, teoria dos niimeros, probabilidade e teoria da
probabilidade livre®.

1.2 Matrizes aleatdrias

Sempre que nos referirmos a alguma norma de matriz, estaremos considerando a norma de operador,
definida por

X2 = sup [|Xv]
veCch
llvllz2=1
onde |[v]|z é a norma usual em CV. Denotaremos por N(m,c?)g a distribuigdo gaussiana real e por
N(m,o?)c a distribui¢do gaussiana complexa, onde m € C é o valor esperado e o2 > 0 é a variancia.

Do inglés de “free probability”, mas ndo encontrei traducio alguma para o portugués.
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1.2. MATRIZES ALEATORIAS

Definicao 1.1. Para 1 < 4,5 < N, sejam X;; varidveis aleatérias, reais ou complexas, em um mesmo
espago de probabilidade (2, F, P). A matriz X dada por (X);; = X;; é chamada de matriz aleatdria.
Entao podemos escrever

X11 XlN
XNt ... XnNN

Fixadas as distribui¢oes para os X;;, estamos interessados no comportamento das matrizes geradas
pela varidvel aleatéria X : Q — M(R) no espago das matrizes reais de ordem N x N, dada por

Xll(w) XlN(w)
X(w) = : :
XNl(w) XNN((U)
Seja A = X(w) uma dessas matrizes, suponha que seja simétrica, e sejam A (A) < ... < Ay(A) os

seus autovalores.

Definigao 1.2. Para cada autovalor A\;(A), temos que a funcao dy,(a) : L(R) — [0, 1], dada por?

_J 1, se M(A) e E
Oni(A) (E) = { 0, se \i(A) ¢ E

é uma medida de probabilidade (chamada de medida de Dirac).

Definicao 1.3. A partir da medida de Dirac, podemos definir a fungao de distribuicao dy,(a) : R :— [0, 1],
dada por

[ 1, sex < N(A)
Mnae) = { 0, se x > A\ (A).

Definicao 1.4. A partir das medidas dy,(a), podemos definir a medida ua = % Zil dxi(A), que é
uma medida de probabilidade aleatéria (supondo que A foi obtida aleatoriamente).

Deste modo, temos que a matriz A induz o espago de probabilidade (R, L(R), 14 ).

Definicao 1.5. No espaco de probabilidade dado acima, podemos definir a funcao de distribuigao
ua : R —[0,1], que também pode ser escrita como

quantidade de autovalores < x

Esta distribuicao é muito importante para a andlise espectral de matrizes aleatérias, ela é chamada de
Distribuicao Espectral Empirica. Além do espago de probabilidade citado acima, temos que cada matriz
A induz um outro espaco de probabilidade (U, PU), P), onde U = {A\1(A),...,An(A)} é 0 espectro de
Ae P(U) é o conjunto das partes de U. Neste espaco, definimos a varidvel aleatéria A : U — R, dada por
A(x) = x, ela representa a escolha aleatéria de um autovalor. Temos que pa é a funcao de distribuigao

2Estamos denotando por £(R) a o-dlgebra de Lebesgue na reta.
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associada a este espago, sendo que pa(z) = P(A < z) é a probabilidade de que um autovalor de A,
escolhido aleatoriamente, seja menor ou igual a z. Entao a probabilidade de que um autovalor escolhido
aleatoriamente esteja no intervalo (a,b] é dada por ua (b) — pa(a) = fab dua, e é essa a informagao que
nos interessa, de modo que nao precisamos realmente conhecer A para trabalhar com as probabilidades
dos autovalores. Associado & uma matriz aleatéria, temos também os seus autovalores aleatérios, que
sdo varidveis aleatérias A; : 2 — R tal que A\;(w) = N (X(w)), tal que A\;(w) é o i-ésimo autovalor de X(w).

Note que nao é necessario tentar definir explicitamente o espago amostral (2, podemos trabalhar di-
retamente com os valores tomados pelos X;; quando as distribuigdes sao conhecidas. Além disso, sao
os X;; que nos interessam mesmo. Por exemplo, se quisermos saber a probabilidade de X;; estar num
certo intervalo, integramos a funcao de densidade de X;; neste intervalo. Podemos fazer isso sem haver
necessidade alguma de mencionar o espago amostral. Neste contexto, a distribuicdo empirica faz o papel
de medida de probabilidade enquanto que algum conjunto especificado de matrizes faz o papel de espago
amostral. Classificamos as matrizes aleatérias pelo do tipo de distribuigao dos X;; e pelo conjunto de
matrizes considerado. Fixado o par (Conjunto de Matrizes, Distribui¢do), temos o que chamamos de
ensemble de matrizes aleatorias. Se o conjunto de matrizes faz o papel de espago amostral e a distribuicao
faz o papel de medida de probabilidade, entdo o ensemble faz o papel de espaco de probabilidade. Ele
descreve como um sistema funciona, probabilisticamente.?

Exemplo 1.6. Para mostrar como os conceitos definidos aqui podem ser usados, considere uma ma-
triz aleatéria X :  — S3(R), onde S3(R) é o espago das matrizes simétricas reais 2 x 2. Podemos escrever

X1 Xio
X = .
{ X1z Xoo }

Considere também que as entradas X1, X12, Xoo s@o i.i.d. com distribuigado N(0,1)g. Poderfamos
usar esta matriz aleatoria para modelar algum fenémeno de interesse, cujo comportamento seja mais
acessivel estatisticamente que deterministicamente.

Podemos calcular diretamente os autovalores A1 < Ay de X, obtendo

1
AL = §(X11 + Xoo — \/Xfl +4X% —2X71 X0 + XQQZ)

1

Entao os autovalores esperados sao dados por E(\) = F (% (X11+Xo0— VX +4XE —2X 11 Xeo + X222))

e E(\) = E(%(XH + Xoo + \/X121 +4X2, —2X 11 Xoo + X222)). Obter uma expressao exata para estes
valores pode ser complicado, mas podemos obter boas aproximacoes numeéricas. Fazendo isso, obtemos

E(\1) =~ —1.07766 e E()\2) ~ 1.07766. Note que também podemos determinar facilmente o valor esperado
do determinante desta matriz.

det X = X1 X0y — X7 = E(detX) = E(X11 X002 — X3) = EX11EXoy — B(X3) = —1

Mostramos a seguir os resultados de experimentos computacionais, onde geramos diversas matrizes
aleatoriamente, de acordo com a definicao de X. O parametro ¢ é a quantidade de amostras tomadas, a
linha vermelha é o valor tedrico, e os circulos sao os valores empiricos, obtidos pela média das t amostras.

3Ensemble é a formalizacio da ideia de repetirmos algum experimento diversas vezes para observar os resultados em
larga escala. Este termo é mais usado na fisica no lugar de “espaco de probabilidade”, podendo ser usado para outros
sistemas, além do das matrizes.
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Figura 1.1: Cada circulo representa a média dos determinantes de ¢ matrizes simétricas, 2 X 2, tomadas aleatoriamente, de
acordo com a distribui¢do normal em cada entrada. Quanto mais amostras sdo tomadas, mais fica claro que o determinante
esperado converge para —1.
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Figura 1.2: Cada circulo representa a média dos autovalores A1 (em magenta) e A2 (em azul) de ¢ matrizes simétricas, 2 x 2,

tomadas aleatoriamente, de acordo com a distribuigdo normal padrao em cada entrada.
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Exemplo 1.7. Ha um resultado bem interessante, que serd apenas comentado aqui, a titulo de cu-
riosidade. Considere que X é uma matriz aleatéria N x N, em que todas as suas entradas sao i.i.d.
com distribuigao N (0, 1)g. E esperado que X tenha mais autovalores estritamente complexos que reais,
ainda assim, a proporcao entre as quantidades nao é evidente. Esse problema é abordado e resolvido em
[12], com uma solucdo elegante. Outros resultados bem interessantes sdo mostrados neste artigo, mas

mostraremos apenas um dos principais. Denote por Ex o ntmero esperado de autovalores reais de X,

entao temos que

se k for par, e

(4k — 3
EN71+WZ ko

se k for impar.

A notagao “ !l 7 é para o duplo fatorial (ou semi fatorial), que é definido por
5-...-k, sek éimpar
6 -

-k, se k é par
1, sek=0ouk=—

1-3-
Kl=¢ 2-4.

A tabela abaixo mostra uma comparacao entre os valores empiricos e tedricos, os resultados sao

bastante precisos.

N Valor empirico En Erro relativo
1 1 1 0
2 1.33200 1.41421 0.00581
3 1.68400 1.70711 0.01353
4 1.94600 1.94454 0.00075
5 2.0940 2.14905 0.02561
10 2.96200 2.92799 0.01161
50 6.05800 6.09953 0.00680
255 13.17800 13.22245 0.00336
511 18.60600 18.52319 0.00447
1000 25.6000 25.72186 0.00473

Tabela 1.1: Cada valor empirico foi obtido através de 1000 matrizes N X N geradas aleatoriamente.

1.3 Ensembles

Na teoria de matrizes aleatorias, escolhemos algumas propriedades para as distribuigoes das entradas e
para as matrizes em si, com isso se tem um ensemble. A partir dai, analisamos as estatisticas do ensemble,
e se possivel, tentamos generalizar os resultados obtidos para mais ensembles. Definimos a seguir, alguns

dos principais ensembles de matrizes aleatérias.



1.3. ENSEMBLES

Ensemble i.i.d. Sao matrizes aleatérias em que todas as entradas X;; sdo i.i.d..

Um tipo de ensemble i.i.d. importante é o ensemble gaussiano real, em que cada X;; é real e possui
distribui¢ao normal padrao N (0, 1)g, de modo andlogo temos o ensemble gaussiano complezxo, onde cada
entrada possui distribui¢ao N (0, 1)c.

Ensemble de Wigner. Sao matrizes aleatérias hermitianas em que as entradas da diagonal sao
i.i.d. com média 0, e as entradas acima da diagonal sao i.i.d, com média 0 e variancia 1. Além disso,
todos os momentos de todas as entradas sao finitos.

No ensemble de Wigner, ainda temos temos outros ensembles importantes a considerar.

Ensemble de Wigner Simétrico. Ensembles de Wigner onde os X;; sao reais.

Ensemble de Wigner Hermitiano. Ensembles de Wigner onde X;; sdo complexos.

Ensemble Gaussiano de Wigner. Ensembles de Wigner onde os X;; tem distribuicao gaussiana.

Ensemble Gaussiano Ortogonal. Conhecido como GOE, de gaussian orthogonal ensemble. Ele
faz parte do ensemble de Wigner simétrico e do gaussiano, além disso, a diagonal possui distribuicao
N(0,2)g e o restante das entradas possui distribuicdo N(0, 1)g.

Ensemble Gaussiano Unitario. Conhecido como GUE, de gaussian unitary ensemble. Ele faz parte
do ensemble de Wigner hermitiano e do gaussiano, além disso, a diagonal possui distribuigdo N(0,1)g e

o restante possui distribui¢do N (0, 1)c.

A figura 1.3 mostra um esquema com alguns dos principais ensembles de matrizes aleatdrias.

Ensemble
Ensemble iid Ensemble de Wigner
Ensemble Gaussiano Real Ensemble Gaussiano Complexo
Ensemble Gaussiano de Wigner Ensemble de Wigner Hermitiano

Ensemble de Wigner Simétrico

GOE

Figura 1.3: Alguns dos principais ensembles de matrizes aleatdrias, iremos nos focar nos ensembles de Wigner.
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Temos entao o conceito de ensemble, que nos permite construir e estudar matrizes aleatérias. Sera
que podemos perceber algum padrdo nestas matrizes aleatérias? Algumas perguntas relevantes podem
ser feitas:

Como se distribuem os autovalores destas matrizes?

Ha alguma diferenga relevante na distribuicao dos autovalores entre matrizes aleatérias reais e com-
plexas?

Como ¢ o histograma dos autovalores?

Quando aumentamos indefinidamente o tamanho das matrizes, qual a forma assintética do his-
tograma?

Qual a quantidade de autovalores reais esperados?

Também ¢é de interesse considerar normas, determinantes, valores singulares, nimero de condiciona-
mento, etc, de matrizes aleatdrias. Nos iremos nos focar no ensemble de Wigner, afim de analisar a
distribuicao dos autovalores.
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Capitulo 2

Lei do Semicirculo de Wigner

2.1 Matrizes de Wigner

Em todo este capitulo, iremos considerar apenas matrizes do ensemble de Wigner. Se X tem ordem N X N,
iremos dizer que \/LNX é a matriz X normalizada. Isto se deve ao fato de que as matrizes do ensemble de

Wigner tipicamente tem norma de tamanho O(v/N), de modo que seus autovalores também tem tamanho
O(V'N), entao dividir as matrizes por v N é uma escolha natural, no intuito de analisar as estatisticas dos
autovalores em um espago limitado. Nao iremos provar este resultado, mas ele pode ser encontrado em [2].

Definigao 2.1. Seja X uma matriz do ensemble de Wigner Simétrico, de ordem N x N, entdo a
matriz normalizada ﬁX é chamada de matriz de Wigner.

Sempre que nos referirmos a uma matriz aleatéria X, considere que ela é uma matriz do ensemble de
Wigner Simétrico, mas nao necessariamente normalizada, a normalizagao serd tratada de modo explicito.

Como estamos interessados no comportamento assintético das estatisticas dos autovalores, poderiamos
simplesmente ir gerando matrizes de ordem N x N grande o suficiente e fazer o histograma dos seus auto-
valores. Terfamos entao um grafico que nos daria uma aproximagao da funcao densidade dos autovalores
desta matriz, cuja funcao distribuigao empirica associada é a distribuicao espectral empirica. Por esse
motivo, iremos trabalhar constantemente com a distribuicao espectral empirica afim de obter resultados
a respeito das matrizes de Wigner.

Através de experimentos computacionais, geramos aleatoriamente véarias matrizes de Wigner, com a
mesma ordem, e entao plotamos os histogramas normalizados dos seus autovalores. Estes histogramas
sdo uma aproximacao para a funcdo densidade associada & distribuicdo espectral empirica. Abaixo,
mostramos quatro histogramas que obtivemos pelos experimentos feitos.

11
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MATRIZES DE WIGNER
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Figura 2.1: 20000 matrizes de ordem 10 x 10
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Figura 2.2: 10000 matrizes de ordem 100 x 100
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Figura 2.3: 10 matrizes de ordem 5000 x 5000
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Figura 2.4: 1 matriz de ordem 10000 x 10000
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2.2. METODO DOS MOMENTOS

Todos os histogramas foram gerados no MATLAB, através do cédigo mostrado abaixo (variando os
pardmetros de acordo). A varidvel ¢ é a quantidade de vezes que o experimento foi repetido (de modo
equivalente, é a quantidade de matrizes que foram geradas) e N é a ordem da matriz.

t=10000;

N=100;

E=zeros(0);

for i=1:t
a= triu(random(’Normal’, 0, 1, N));
a=(1/sqrt(N))*(ata’);
E=[E, (eig(a))’];

end

[n,x]=hist (E,150);

delta = x(2)-x(1);

bar (x, n/(t*N*delta))

Pelo que podemos ver, o histograma tende para o formato de um semicirculo quando aumentamos a
ordem das matrizes, ainda mais, se a ordem for alta o suficiente, o histograma dos autovalores de uma
Unica matriz ja terd o formato bem préximo ao de um semicirculo. Isso sugere que podemos prever como
os autovalores se distribuem, ainda que as entradas sejam aleatdrias. Veremos adiante que este fendmeno
sempre ocorre quando usamos matrizes de Wigner, mais precisamente, temos o seguinte teorema.

Lei do Semicirculo de Wigner. Dada uma sequéncia aleatéria de distribuigoes espectrais empiricas
N, associadas a matrizes de ordem N x N do ensemble de Wigner, temos que puy converge fra-
camente, em probabilidade, para u, onde p é uma distribuicao de probabilidade cuja densidade é

w'(x) = i VA —a? Iy <.

2.2 Meétodo dos Momentos

O método dos momentos permite obter informagoes da distribuigdo de uma varidvel aleatéria através
dos seus momentos. Para trabalhar com momentos, usaremos a notagao (u, f) = ffooo f(z) du, onde p é
uma medida em R e f é uma funcao real p-integrével. Seja S(R) o espaco das matrizes simétricas reais
e seja Pr(R) o espago das medidas de probabilidades em R, agora considere I' : S(R) — Pr(R) dada por
['(My) = gy, onde My é uma matriz ordem N X N escolhida aleatoriamente e pps, € a distribuigao
espectral empirica associada & My. Temos que I" é uma varidvel aleatéria em Pr(R) e cada I'(My) é
uma medida de probabilidade aleatéria, ou seja, cada matriz aleatoria estéd associada a uma probabilidade
aleatéria. A nossa ideia é tomar uma sequéncia aleatéria de distribuicoes espectrais empiricas par, €
analisar o que acontece quando N — oc.

Mais para frente, iremos ver que (s, ,x) é a média dos autovalores de My . De modo que podemos
considerar a varidvel aleatéria' w — (ux(w), =) = +tr(X(w)), onde X(w) tem ordem N x N, iremos
denota-la simplesmente por (ux,z). De maneira mais geral, podemos considerar {uy,z*) para todo
k € N. Temos que (i, x") nos fornece a média dos autovalores de X*. Os momentos E{uy, %) nos dao
o valor esperado da média dos autovalores de X* sobre todo o espago de matrizes considerado. Iremos
usar estes momentos para obter informagoes sobre a distribuicao do autovalores de X.

1Podemos considerar também My — (UM > T) = %tr(MN) como uma varidvel aleatéria em S(R). Em geral, considerar
as coisas deste modo é mais conveniente.
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Agora iremos dar algumas defini¢bes que nos serdo 1teis no decorrer do texto.

Definicao 2.2. Seja X um conjunto, denotaremos por C,(X) o conjunto das fungdes f : X — R
que sao continuas e limitadas.

Definicao 2.3. Seja Xy uma sequéncia de varidveis aleatérias no espago de probabilidade (2, F, P)
e X uma outra varidvel aleatéria neste mesmo espago. Seja A = {w € Q: lmy_ o Xn(w) = X(w)}, se

P(A) =1, entao dizemos que a sequéncia Xy converge quase certamente para X, e denotamos Xy 5 X.

Definicdo 2.4. Seja Xy uma sequéncia de varidveis aleatérias no espago de probabilidade (2, F, P)
e X uma outra varidvel aleatéria neste mesmo espago. Se limy_,o0 P(|Xny —X| > €) = 0 para todo € > 0,

entao dizemos que a sequéncia Xy converge em probabilidade para X, e denotamos X £x.

Antes de comecar a trabalhar com matrizes aleatdrias, iremos introduzir a nocao de convergéncia
fraca. Comecemos considerando um espago métrico (X, d) e a o-dlgebra de Borel B(X) em X induzida
por d. Suponha também que (X, d) seja separdvel, ou seja, existe um subconjunto enumerdvel A C X
que é denso em X.

Definicao 2.5. Seja p: B(X) — [0, 00) uma medida finita de Borel em X, tal que, para todo € > 0 existe
um compacto K C X satisfazendo pu(X)—pu(K) < e. Entéo p é chamada de uma medida de Radon em X.

Definigao 2.6. Seja puy uma sequéncia de medidas finitas de Borel em X e seja g também uma medida
finita de Borel em X, dizemos que pn converge fracamente para p se imy o0 [ f dun = [y f dp, para
toda fungao f € Cp(X).

Dado A C X, usaremos as notacoes A para o fecho de A, A para o interior de A e A = A — A para o
bordo de A. Entao temos o seguinte teorema, que iremos apenas enunciar (sua prova pode ser encontrada
em [13]).

Teorema 2.7. Seja py uma sequéncia de medidas finitas de Borel em X e suponha que esta sequéncia
converge fracamente para p. Entdo limpy o pn(A) = p(A), para todo A € B(X) com p(0A) = 0.

Este teorema nos mostra que a convergeéncia fraca coincide com a convergéncia usual quando lidamos
com conjuntos de bordo com medida nula. Apesar desta convergéncia ser um pouco restrita, na pratica
ela é o suficiente para os nossos propésitos.

Como estamos interessados no caso em que X = R, temos que (R, | |) é um espago métrico separivel,
além disso, toda medida finita de Borel em R é uma medida de Radon (em particular, toda distribuigao
espectral empirica é uma medida de Radon). Restringindo nossa atencdo as medidas em Pr(R), temos
que o teorema acima é um importante resultado a respeito da convergéncia de medidas de probabilidade
em R, pois ele nos diz em quais tipos de conjuntos podemos esperar uma convergéncia mais forte. No
contexto de matrizes aleatdrias, dizemos que uma sequéncia uy de distribuigoes espectrais empiricas
converge fracamente para u € Pr(R) se limy_ oo (n, f) = (i, f), para toda funcio f € Cp(R). Neste
texto, iremos dar mais foco para os dois modos de convergéncia definidos abaixo.

Definicao 2.8. Seja uy uma sequéncia de distribuigoes espectrais empiricas, onde cada uy estd as-

sociada a uma matriz de ordem N x N. Se (un, f) it (i, f), para toda funcao f € Cp(R), dizemos que
wun converge fracamente, em probabilidade, para u € Pr(R).

Definigao 2.9. Seja pny uma sequéncia de distribuigoes espectrais empiricas, onde cada puy esta as-
sociada a uma matriz de ordem N x N. Se (un, f) <5 (i, f), para toda funcio f € Cy(R), dizemos que
N converge fracamente, quase certamente, para p € Pr(R).
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Nos resultados que se seguem, faremos uso de um nimero muito importante em combinatoria.

Definicao 2.10. Para k € N, o valor (Qkk) iy é chamado de numero de Catalan, serd denotado
por Ck.

Antes de provar a Lei do Semicirculo de Wigner, precisamos provar dois lemas.

Lema 2.11. Seja puy uma sequéncia de distribuicoes espectrais empiricas de matrizes do ensemble
de Wigner, de ordem N x N, e seja k € N, entao

C’g, se k é par

lim E Ry =
Nohao o, %) { 0, se k é impar.

Lema 2.12. Seja puy uma sequéncia de distribuigoes espectrais empiricas de matrizes do ensemble
de Wigner, de ordem N x N, entao para todo k € N e € > 0, temos que

lim P(‘(,uN,xk> - E</J,N,(Ek>’ > 5) =0.

N—oc0

Para provar estes lemas, precisamos de alguns resultados preliminares. Comecemos com um resultado
importante na teoria de matrizes aleatérias, que enunciaremos sem provéa-lo.

Proposic¢ao 2.13. Dada uma matriz X(w), de ordem N x N, com autovalores \; < ... < Ay, seja uy
a sua distribuicao espectral empirica, entdo (un, f) = + Zf;l f(\;) para toda funcao f € Cp(R).

Corolario 2.14. Dada uma matriz X(w), de ordem N x N, seja uy a sua distribuicido espectral

empirica. Entdo (uy, ") = %tr(Xk(w)).

Prova: Sejam \; < ... < Ay os autovalores de X(w), entfio os autovalores de X*(w) sao A¥, ... Ak
Como o traco de uma matriz é a soma dos seus autovalores, temos que tr(X*(w)) = Zivzl AE. Por

i
outro lado, a Proposicio 2.13 nos garante que (uy,z*) = %Zf\il)\f, dai temos que {(uy,z*) =
%tr(X}c(w)). O

Esta proposicao pode ser naturalmente estendida para matrizes aleatérias, de modo que também
podemos escrever (uy,z*) = %tr(Xk). No caso de termos uma matriz normalizada ﬁX, temos que

(N, o*) = N%lJrltr(Xk). Entdo tudo que nos resta fazer é procurar um modo de reescrever tr(X") e

entao calcular £ (ﬁtr(X’“ )) Comegamos com a seguinte proposigao.
2

Proposigcao 2.15. Seja X uma matriz N x N, entao para todo k € N, com k > 2,

N
(XN = D Xiyn X Xig i Xiin

i1, ip=1

. L k N
Prova: Primeiramente, vamos provar que (X");; = > . 1 Xii Xiyip o Xiy i, Xip_,,j Para

todo k > 2. Faremos a prova por indugao em k. Para k = 2, temos que

N N
(XQ)H_ZX,X._ X X
,] — iIAlg = 2,21 4%21,7
=1 1

1=
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Entao vale o resultado para k = 2. Suponha que ele é vélido um certo k, ou seja, (Xk)iyj =

N . ~
Zih_“’ik_lzl Xiyin Xy ig - Xig_oyip_1Xip_1,j- Agora consideramos o caso k + 1, entdo temos que

N N N
(X]H_l)i,j = (Xk ’ X)i,j = Z(Xk)iJXl,j = Z < Z Xiiy Xiig - - ‘X'ik—Z’ik—lXik—lal)Xle'
i1

=1 1=1 \i1,..0ip_1=1

Escrevendo [ = iy, obtemos

N
k+1
X * )iy = Z Xiiy Xigsig - Xy Xig -

01,y =1

Portanto, o resultado vale para todo k > 2, pelo principio de indugao.
Agora podemos calcular diretamente o traco de X*.

N N N
tr(Xk) = Z(Xk)lﬂ = ( Z Xi7i1Xi17i2 s Xikz,ileikhi)
il )

i=1 =1

Podemos reescrever os indices deste somatério, de modo a obtermos

N
(XN = D Xiyn X Xig i Xii,

1yemin=1
como queriamos demonstrar. O

Os resultados acima sdo bastante tteis no sentido de simplificar E{ux,z*), que é o que estamos in-
teressados em calcular.

Exemplo 2.16. Suponha uma matriz X de ordem N x N, tal que N = 3, e seja k = 2, dai temos
que

3
1 1
k 2
</J'N7x > = 33+1 tr(X ) = 9 “Zl Xi’ij;i =
ij=
1
= §(X1271 + X12Xo1 + X1,3Xs51 + Xo1 X102+ X35+ Xo3Xs2 + X511 X153+ X32X05 + X3 5).

Lembrando que estamos considerando apenas matrizes de Wigner, temos que
1
Elun,z") = 2 (XT1+2X7,+2X7 34+ X5, +2X5 5+ X34) =

(EX?, +2EX], +2EX{ 3+ EX3,+2EX3 3 + EX3 ).

Nelio
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Sabemos que a varidncia dos elementos fora da diagonal é 1, sendo o2 a variancia dos elementos da
diagonal, a expressao acima se reduz a

1 1 242
S22 1402 42 14 0%) =5 (302 +6) = T
Quando a matriz tem ordem maior, temos muitos termos do tipo X, i, Xi, ig - - - Xip 1.5, Xiy,i, €M que

existe um X, s que ocorre apenas uma vez (levando em conta o fato de X ser simétrica). Como todos os
termos sdo varidveis aleatérias independentes, temos que?

—

B(Xiy 2 Xz -+ Xig i Xigin) = BXoo B (X ia Xty - Koo+ Xigia X ) = 0,

)

pois o valor esperado de X, é 0.

E esperado que haja muitos anulamentos devido a termos deste tipo, entao podemos tentar organizar
melhor os indices de modo a estimar o valor de E{uy,x").

2.3 Palavras e Multigrafos

Gostarfamos de organizar os termos em tr(Xk) antes de calcular o valor esperado. Seria interessante
poder separar os termos da diagonal do restante, j4 que possuem distribuicoes diferentes. Além disso,
gostarfamos de juntar termos de indices iguais ou invertidos (lembrando que estamos lidando apenas com
matrizes simétricas). Por fim, gostarfamos de destacar termos que aparecem apenas uma vez, pois neste
caso eles vao zerar todo o produtoério, como foi mencionado acima. Para alcangar este objetivo, devemos
organizar os indices, e para isto, vamos usar a nogao de palavra, que iremos definir agora.

Definigao 2.17. Seja N € N fixado. N-palavra é uma sequéncia finita e nao-vazia s; ... sy, tal que
cada s; pertence a {1,..., N}. Neste contexto, cada s; é chamado de letra.

Por questao de simplicidade, chamaremos uma N-palavra apenas por palavra, € apenas iremos ex-
plicitar N quando houver necessidade. Seja w = s7 ... s uma palavra, entao temos as seguintes defini¢oes.

Definigao 2.18 Uma palavra é dita fechada se a sua primeira letra é igual a ultima letra, ou seja,
w é fechada se s1 = s;,.

Definicao 2.19. O comprimento de w é a quantidade de letras de w, denota-se por ¢(w). Temos
que f(w) = k.

Definicao 2.20. Suporte é o conjunto das letras de w, denota-se por supp(w). Temos que supp(w) =
{Sii 1= lk}

Defini¢do 2.21. Peso é a quantidade de letras distintas de w, denota-se por wt(w). Temos que
wt(w) = ¢ supp(w).

Podemos associar um multigrafo & palavra w, este multigrafo é dado por G, = (Vi, Fy), tal que
Vi = supp(w) é o conjunto dos vértices e F,, = {{sz, Siy1p i=1...k— 1} é o conjunto® das arestas.
Este multigrafo trata cada letra s; como um vértice e cada par {s;, s;+1} como uma aresta, ele também

2A notacdo de “chapéu” em XiqinXigyig -+ Xrys oo Xy i,
contabilizado nesta expressao.
3N#o estamos considerando E,, como multiconjunto, pois as arestas repetidas serdo determinadas pela palavra w.

Xy, iy significa que X s é o tinico termo que nao deve ser
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pode ter arestas indo de um vértice para o mesmo vértice e pode ter mais de uma aresta entre dois
vértices, dai concluimos que o multigrafo possui wt(w) vértices e £(w) — 1 arestas. Note também que G,
nao é um multigrafo orientado. Em relacao & este multigrafo, temos as seguintes defini¢oes.

Definicao 2.22. O conjunto {e € By, : e ={uu}, u € Vw} é chamado de conjunto das auto
arestas, ¢ denotado por Ej,.

Definicao 2.23. O conjunto E,,\EZ é chamado de conjunto das arestas conectivas, é denotado por
E¢.

Definicao 2.24. Para dar conta das arestas repetidas, denotamos por N’ a quantidade de vezes que
ocorre a aresta e € F,, no multigrafo G,,.

Exemplo 2.25. Considere a palavra w = 212443312, temos que £(w) = 9, supp(w) = {1,2,3,4} e
wt(w) = 4. Além disso, se G, = (Vi, Ey) é 0 multigrafo associado a w, entéo temos que V,, = {1,2, 3,4},

Ey = {{1,2},{2,4},{4,4}, (3,4}, (3,3}, {1,3}}, B, = {{3,3}, {4,4}}, B¢, = {{1,2},{2,4},{3,4},{1,3}}.

Mostramos abaixo o multigrafo G,,.

Figura 2.6: Multigrafo G, gerado pela palavra w = 212443312.

Neste exemplo, temos que N{“’1_2} =3 e N =1 quando e # {1,2}. Note ainda que >_ ., N éa

quantidade total de arestas de G, (nao confundir com §E,,), portanto > . N’ = f(w) — 1.

Usaremos estes conceitos para representar os indices de X, i, Xi, is - - Xip_1,ix Xip,i, através da palavra
w = 411993 ... 1_1%%t1. Fazendo isso, podemos escrever

N
KiyyiaXinyig - - Xig_yix Xigyin = || Xe© .

eckE,,

Como E,, = E5 U ES e ES N E-

w

IT x¥ = I x& - [T x2*.

ecEy ecES ecE¢,

= (), entao temos que

Dado um indice i = (i1,ia...,ix) € {L...,N}k, podemos definir a palavra w; = i1is .. .44, que
associaremos a este indice. Deste modo, temos que

1 1 w; wy
k — k —_ Nel Nel
(un, 2¥) = Ngﬂtr(X ) = ~T > < IT x> I x! )

i€{1,...,N}k \ecEs, e€ES,
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Esta maneira de escrever tr(Xk) nos permite separar os elementos da diagonal dos outros, além disso
nos permite saber quantas vezes aparece cada elemento. A partir disso fica mais facil trabalhar com o
valor esperado. Sabemos que EX Y <=0 quando NV = 1, entao ¢ suficiente considerar apenas os indices
i€ {1,...,N}* tais que N > 2 para todo e € E,,,. Esta restricio nos conduz & seguinte proposicio.
Proposicao 2.26. Sejam i € {1,...,N}* e w; a palavra associada a este indice, se N > 2 para
todo e € E,,, entdo wt(w;) < £ + 1.

Prova: Temos que w; = i1igis...15—1iki1 € Fy, = {{il,ig}, {iayis}, ..., {ik,l,ik},{ik,il}}. Vamos
fazer a prova para dois casos: quando k é par e quando k é impar.
. w; . w; ‘ .
Quando k é par, temos que ZeeEwi NYi é par, pois ZeeEwi N¥i = f(w;) — 1 = k. Note que,
quanto mais arestas distintas, maior é wt(w;), sendo que o mdximo é atingido quando N» = 2, para

todo e € E,,. Neste caso, temos que Y, N = 2.4E,,, e portanto, £, = g Sabemos que

e€Ey,;
1V, — 1 < 4By, e iV, = wt(w;), entdo wt(w;) — 1 < &, logo, wt(w;) < & + 1.

Quando k é fmpar, temos que > NYi é fmpar. O valor méximo para wt(w;) é atingido quando

eGEwi
temos exatamente uma aresta e € Ey,, com N’ = 3, e o restante ¢ 2. Entao temos que ) ., N =
342-(fEw, —1) = k = #E,, = %51, portanto, wt(w;)—1 < 551 = wt(w;) < B < E41. O

Exemplo 2.27. Considere que X171X2,1X1’1X172X273X372X271 e X2)2X672X272X276X675X5’6X6_’2 sao ter-
mos de algum (uy, "), quando k = 7. Para calcularmos E(uy, "), primeiramente devemos calcular
E(X11X21X11X12X23X32X01) € E(X22X62X22X26X6,5X56X62). Temos que

E(X11X51X11X12X23X32X01) = B(X7)E(X],)E(X33) =1-E(X{,)-1=E(X},)

E(X25X62X22X26X65X56X62) = B(X3,)E(X56)E(X36) =1-E(X34)-1=E(X5).

Como X135 e X5 tem a mesma distribuigao, sabemos que E(X7,) = E(X34). De um modo geral,
temos que E(Xf]) = E(Xl-]’?)j,)7 se os dois estao na diagonal ou os dois estao fora da diagonal, pois nestes
casos, eles tem a mesma distribuicao. Entao o que nos importa é saber quantas vezes ocorre cada termo
e se ele estd na diagonal ou nao, pois havendo igualdade destas duas propriedades, os valores esperados
sao iguais. Estas ideias nos levam a seguinte definicao.

Definigao 2.28. Duas N-palavras, wy,wq, sdo ditas equivalentes se existir uma bije¢do em {1,..., N}
que leva uma palavra na outra. Denota-se por wy ~ ws.

Exemplo 2.29. Sejam w; = 123431 e wy = 213732, entao f : {1,...,7} — {1,...,7} dada por
fy=2 f2)=1, f(3) =3, f(4) =17, f(5) =6, f(6) =4, f(7) =5, é uma bijegdo que leva w; em wo,
portanto, wy ~ we. Note que é necessério termos ¢(wq) = £(ws) e wt(w1) = wt(ws) para que as palavras
sejam equivalentes.

Proposicao 2.30. Sejam as palavras wy = 916213 .. .9k_10xi1 € Wo = J1J273 - - - Jr—1JkJ1 tais que wy ~ wa,
entao B (X, i, Xy i5 -+ X Xip,in) = E(Xj1 52X gs -+ X135 Xijngn)-

Tk—1,0k
Prova: Temos que

N1 N N1
E(Xi17i2X7;27i3 "'Xik—hikXik,il) =K H Xe = E( H Xe ’ H Xe )
e€Ey, eckEs ecE¢

w1y w1y
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De modo andlogo, temos que

Nw2 Nw2
Xj27j3"'Xjk17ijjk7j1)E( H Xee - H Xe© >

e€E;, e€Ey,

E(X;

1,J2

A bijegao entre w; e wz nos garante que para cada auto aresta e € £, existe uma outra auto aresta
N¥1 N2 .
¢ € Ej, tal que N** = N/?, de modo que EX.° = EX_° . O mesmo vale para cada aresta conectiva.

Dai temos que

[T ex¥' = ] ex)" — B I x' =8 ] x)

e€E;, e'€E;,, e€Bs, e'€Ey,,

De modo andlogo, temos que

wo

EJ[ xM' =6 ] x.-,

c€EY, e'€ES,,
portanto,
N1 N1 N2 N?
E [ x° e [[ xc¢ =€ [ x.7 £ [[ x.¢ =
ecEy, ecEL, e'eEy, e'eEg,
wq wq N'“/’ 2 N “/’2
= e I 1) e T T ) 5
c€E;,, c€ES, e'€ES, e'EBS,
Proposicao 2.31. Seja w = s;1...s, uma N-palavra tal que wt(w) = ¢, com t < k < N, entdo
existem % palavras equivalentes a w, incluindo w.
Prova: Seja supp(w) = {si,...,5;,} 0 conjunto das letras distintas de w. Podemos trocar algumas
letras s;; por outras letras sgj € {1,...,N} e obter o conjunto {s; ,...,s; }, de modo que este conjunto

ainda tenha t letras distintas. Consideramos a bijecao f: {1,..., N} = {1,..., N} tal que f(s;;) = s; .
Deste modo, temos que w’ = f(s1)... f(sg) é uma N-palavra equivalente & w.

Podemos obter todas as palavras equivalentes a w a partir desta construgao, além disso, podemos
contar todas as possiveis palavras que podemos obter deste modo. Queremos escolher {sgl, e s;t} de
modo que todas as letras sejam distintas entre si, além disso, s6 ha N possiveis escolhas para cada letra.
Entao temos N escolhas para s; , N — 1 escolhas para s;,, e assim por diante, até chegarmos a s; , onde
temos N — ¢ + 1 escolhas. Portanto, hA N- (N —1)... (N —t+1) = % possiveis N-palavras equiva-

lentes & w, incluindo a propria palavra w nesta contagem. O

As Proposicoes 2.30 e 2.31 nos permitem uma grande simplificacio na expressio para E(uy, "), pois
0 somatério passa por todos os indices, entao teremos uma grande quantidade de palavras equivalentes.
Mas antes disso, note que podem existir duas (ou mais) N-palavras com peso t que néo sao equivalentes,
por exemplo, w; = 122151 e wy = 121131. Apesar de nao serem equivalentes, a Proposicao 2.31 vale
para cada uma delas, entao existem % palavras equivalentes & w; e mais outras (NL_'?)), palavras

. N ! ~ . . .
equivalentes & ws, sendo que todas estas 2 - ﬁ palavras sao distintas entre si. Por fim, note que esta
equivaléncia que definimos é de fato uma relagao de equivaléncia, entao podemos considerar todas as
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palavras equivalentes & w; como sendo a mesma palavra, o mesmo vale para as palavras equivalentes a
wsy. A ideia é que podemos pensar em termos de classes de equivaléncia. Levando em conta que estamos
interessados apenas em palavras w tais que N > 2 para todo e € E,,, somos levados a fazer a seguinte
definigao.

Definicao 2.32. Denotamos por Wy ; o conjunto dos representantes de cada classe de equivaléncia
das N-palavras que sdo fechadas, com ¢(w) = k + 1, wt(w) = t, e N > 2 para todo e € E,,.

Exemplo 2.33. Sejam N = 3, k = 3, e considere as N-palavras fechadas com ¢(w) = 4. Podemos
agrupar as palavras equivalentes.

A = {1111,2222, 3333}
B = {1121, 1131, 2212, 2232, 3313, 3323}
C = {1211,1311, 2122, 2322, 3133, 3233}
D = {1221,1331,2112, 2332, 3113, 3223}
E = {1231,1321, 2132, 2312, 3123, 3213}

Neste caso, apenas o conjunto A é tal que N > 2 para todo e € E,,, entdo, escolhendo 1111 para
ser o representante de A, temos que W31 = {1111}. Dai também podemos concluir que W32 e W3 5 sdo
conjuntos vazios.

Voltando ao caso geral, note que, dada uma palavra w;, com wt(w;) = ¢, as Proposigoes 2.30 e 2.31
nos dizem que

S TI ExNe. 11 EXN“’_ H ExX ] ExN"

w~wy e€ B ecEg : eGEw1 e€Ey,

Variando ¢ de 1 a k, podemos simplificar o somatério de E{uy,z") com a ideia de classes de
equivaléncia, como mostrado acima. Dail temos que

B = i 3 3 (o I 2 1 o)

t=1 weWyg ! eckEs ecE¢

w w

Pela Proposigao 2.26, temos que € suficiente considerar ¢ < L%j + 1, entao

L5]+1
E<m\r,ﬂv’“>=N2+1 > < o [T exX HEXéVe):

t=1 weWjy ecEs ecE¢S
Ll
. N"—U Nw
= EXe ¢ . EXe ¢ .
N§+1 tZ:; (N - t)' wez:ﬂ/k t (el:i‘['g egc )

Por fim, note que a quantidade de elementos de W}, ; nao depende de IV, uma vez que os elementos de
W+ sao todas as possiveis combinacoes que usam t letras distintas. Essas combinagdes nao dependem
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de quais letras usamos, elas dependem apenas do posicionamento de cada uma das letras*. Aumentando
a quantidade de letras, teremos apenas novas palavras que sao equivalentes a algumas das combinagoes
ja definidas. Para ilustrar isso, considere o exemplo 2.33, onde determinamos W3 ;. Se fizermos N =4 e
agruparmos as palavras equivalentes, teremos o seguinte.

A = {1111,2222, 3333, 4444}
B = {1121,1131, 1141, 2212, 2242, 2232, 3313, 3323, 3343, 4414, 4424, 4434}
C = {1211, 1311, 1411, 2122, 2322, 2422, 3133, 3233, 3433, 4144, 4244, 4344}
D = {1221,1331, 1441, 2112, 2332, 2442, 3113, 3223, 3443, 4114, 4224, 4334}
E = {1231,1321,1241,1421, 1341, 1431, 2132, 2312, 2142, 2412, 2342, 2432,
3123,3213,3143, 3413, 3243, 3423, 4124, 4214, 4134, 4314, 4234, 4324}

Podemos ver que W3 ; possui apenas um elemento, assim como antes. Em resumo, aumentar N nao
aumenta a quantidade de classes de equivaléncia, uma vez que a quantidade de classes possiveis depende
do tamanho da palavra e nao da quantidade de letras disponiveis.

Como Wj, + nao depende de N, podemos considerar o limite

1 L%J"rl N' Nw Nw
. ky _ 1 : e .
i Bl = g e S= M s (T e T e ),
= weWy ¢ ecE} ecE¢
Proposicao 2.34.
0, se k é impar
lim E ky — w w .
i Efuy, z”) Cwew, i, (HeeEs EXY [,cp EX2 ) se k 6 par
! w w
Prova:
1L g
_ ! N N
lim EXce - EXce | =
N=o0 Nngl ; (Nit)!wezmt (egs ‘ egc ‘ >
L§J+1 N' Nw Nw
= lim ———— EX.¢ - EXe"‘):
; N=voo N§+1(N —1)! wEZVVk,t (el_E'[; egﬁ,
L3)+1
w w N!
S DSl 1 | R I
t=1 weWy,, \e€Es e€E, N=oo N3 THN —t)!
Vamos calcular limpy_, oo #J!V_t)!, para t < L%J Temos que
| |
0< Jim — " < lim al -
N=oo NatL(N —t)l = N—oo N%“(N - L%J)!
k E
g NV ED VLG g N NS L
NS5 N5+ T Nevoo NEFL T Nooo NETL Noowo N

4Poderia depender de N se tivéssemos N < t, mas ndo é este o caso.
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Dai temos que

w w N!
lim E(uy, )= > < IT ex - 1] EXéVe>. lim :
N wer? = e Moo NEH (N - (5] +1))!

k&)1

Caso k seja impar, podemos usar o mesmo procedimento que usamos acima para calcular o limite,
obtendo

N! Nlsl+1
0< lim < lim ——

N—oo N§+1(N_(L§J+1)>! T N—ooo N§+1 ’

NLEI+1

Como ng +1< % + 1, temos que limpy_s oo o el 0, portanto, limy_s oo E{un,z*) = 0.

Caso k seja par, entao ng +1= g + 1, daf temos que

portanto

Proposicao 2.35. Sejam k par e w € Wy, &, entao By, = () e N¥ = 2 para todo e € E,,.

Prova: Como w € Wk%H, sabemos que wt(w) = §V,, = %—4—1‘ Temos também que §V,, —1 < §F,,, entao

tE, > g Por outro lado, como N’ > 2 para todo e € E,,, temos que ZeeEw NY > 2-4FE,, portanto

H1E, < % D een, N = % (l(w) —1) = g Concluimos entao que tFE,, = g, portanto {F,, = tV,, — 1.

Daf temos que G, é uma &rvore, entao tES = #V,, — 1 e §E5 = 0, portanto E$ = (.

Agora note que, se N’ = 2 para todo e € E,, entdo > cp N =23 cp 1=2-{E, =2 % =
k = ¢(w) — 1. Entdo ndo é possivel termos nenhum N > 2, uma vez que ndo podemos diminuir outros
N para compensar e manter a igualdade ) ., N = k. Entdo podemos concluir que N/ = 2 para
todo e € E,,. O
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CAPITULO 2. LEI DO SEMICIRCULO DE WIGNER

2.4 Passeios de Bernoulli e Caminhos de Dyck

Antes de provar o Lema 2.11, precisamos de alguns resultados a respeito de Passeios de Bernoulli, mais
especificamente, o conjunto dos Caminhos de Dyck. Nesta se¢do iremos fazer uso do niimero de Catalan,
que é dado por Cj, = (%f) L

k+1°

Definicao 2.36. Um passeio de Bernoulli de comprimento k& € N é uma sequéncia de inteiros sg, ... Sk,
tal que so =0 e |s;41 — s;| =1 paratodo i =0...k — 1.

Podemos representar um passeio de Bernoulli no plano certesiano pelos pares ordenados (i, s;).
Mostramos abaixo o gréafico do passeio de Bernoulli 0,1,0,—1, -2, -3, -2, —3.

—
]
La
N
a1 ]
on
o

Figura 2.7: O passeio de Bernoulli 0,1,0, —1, —2, —3, —2, —3 pode ser representado no plano cartesiano.

Definigao 2.37. Um caminho de Dyck é um passeio de Bernoulli que nao possui elementos negativos e
que termina em 0.
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Mostramos abaixo o caminho de Dyck 0,1,2,1,2,3,2,1,0.

—
ma,

Figura 2.8: Caminho de Dyck 0,1,2,1,2,3,2,1,0 representado no plano cartesiano.

Denotaremos por By o conjunto dos passeios de Bernoulli de comprimento &k e por Dy o conjunto dos
caminhos de Dyck de comprimento k.

Proposicao 2.38. #B;, = 2F, para todo k € N.

Prova: Cada s;, i =1,...,k, pode ser associado a 1 ou —1, dependendo se s; = s;_1 £ 1. Como temos 2
possibilidades para cada uma das k escolhas, concluimos que existem 2* passeios de Bernoulli. O

Dado um passeio de Bernoulli s, ..., sx, denotamos por D (direita) a quantidade de termos s; tal
que s; = s;_1 + 1, e por E (esquerda) a quantidade de termos s; tal que s; = s;_1 — 1. A ideia de direita
e esquerda vem do fato que o passeio ¢é feito na reta, e cada novo passo é dado em uma dessas diregoes.
Com esta notacdo, note que a sequéncia s, ..., sy deve terminar em s = D — E. A proposicao a seguir
diz quantos caminhos de Bernoulli terminando em D — FE existem, quando temos D e F fixados.

Proposigao 2.39. Dados D, F € N, existem (g) (note que k = D + E) caminhos de By terminando em
D - E.

Prova: Denote por “—1” os elementos s; que sao um passo para a esquerda. Podemos obter todos os
caminhos possiveis ao considerar a quantidade de maneiras de se colocar “—1” em F posigoes de s, . . ., Sk
de todas as maneiras possiveis. Como isso é o arranjo de k elementos tomados E a E, entao podemos
concluir que existem (2) caminhos de Bernoulli terminando em D—F. ([l

Poderiamos ter colocado (]]5) no teorema, usando o mesmo argumento para a prova, isto vem do fato

que (F) = (g), ja que k = D+E. Note também que todo caminho de Dyck tem que ter comprimento par.
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CAPITULO 2. LEI DO SEMICIRCULO DE WIGNER

A proposicao a seguir diz quantos caminhos hd em Dyy.
Proposigao 2.40. §Dy; = Cy, para todo k € N.

Prova: Seja By, C By, o conjunto dos passeios de Bernoulli de comprimento 2k que terminam em
0 e seja bay, C Bay o conjunto dos passeios de Boj, que possuem pelo menos um elemento negativo. Note
que By, é o conjunto em que D = E = k, entdo pela Proposicio 2.39, temos que §By; = (Qkk). Além
disso, note que Baj, = Doy Ubgp € Doy Nbgy = (), entdo §Byy, = §Doy, + fbag, € portanto Doy, = (zkk) — tbog.

Para calcular #by),, vamos estabelecer uma bijecdo entre by, e o conjunto dos passeios de Bernoulli
que terminam em —2. Fazemos isso do seguinte modo: considere sg, ..., sor € boy € seja s; o primeiro
elemento negativo da sequéncia, ou seja, s; € o primeiro elemento igual a —1. Agora refletimos todos os
pontos que vem depois de s;. Temos que essa reflexdo é uma bijecao entre boj, € um outro conjunto de
passeios de Bernoulli. Podemos ver que a partir de s¢y1, o ponto refletido de 0 é sempre —2, e como a
sequéncia original termina em 0, a sequéncia refletida termina em —2. Concluimos entdo que by, possui

uma bijecao com o conjunto dos passeios de Bernoulli que terminam em —2. Neste conjunto, temos que

E =k+1eD = k-1, portanto fby, = (szl). Entao §Dy, = (2,5) — (k{kl) = (Qkk)kL+1 = C}. O

Agora podemos provar o Lema 2.11.

Prova do Lema 2.11: Se k é fmpar, a Proposicio 2.34 garante que limy .o E{un,z¥) = 0. Caso
k seja par, as Proposicoes 2.34 e 2.35 garantem que

A}gnooEwN,xk): > < 11 EXéV;U> = > ( 11 EXg> =

weWk,L%j+1 EEE,(L:U Wk,%+l CEE,(L:U
= > IIt= > 1=tws
uJGWkY%Jrl ecE¢ weWk,§+1

Entao tudo que precisamos fazer ¢ mostrar que W, kg possui C k elementos. Faremos a escolha dos
representantes em Wk,gﬂ do seguinte modo: se s1Sg...SgSk+1 € Wk%H é um representante, temos que
s1 = 1, e 0s termos novos vem em ordem crescente, usando os menores niimeros possiveis (aumenta-se uma
unidade caso a préxima letra seja nova, e repete-se uma letra quando tiver que repetir). Evidentemente,
s0 ha uma palavra em cada classe satisfazendo tais condigoes. Entao dado w = s1s3...8kSkp+1 € Wk%H,
pela Proposigao 2.35 sabemos que G, é uma &arvore. Para cada i =1...k, defina z; = d(s;11,s1) como
sendo o comprimento do menor caminho entre os vértices s1 e s;41 em Gy. Como G, é uma arvore
com arestas {s;, S;+1}, temos que os vértices s; e s;41 devem ser adjacentes, portanto x; = x;,_1 + 1,
para cada ¢ = 1...k. Deste modo, temos que a sequéncia (0,x1,22,...,2x) é um caminho de Dyck de
comprimento k. Usando a notacao Dy para os caminhos de Dyck de comprimento k, temos que o mapa
o : Wk,§+1 — Dy, tal que ¢(s182...8,8k+1) = (0,21, 22,...,21), do modo como descrevemos acima, é
um mapa que estd bem definido.

Agora vamos definir o mapa 7 : Dy — Wk,%ﬂ, de modo que um caminho de Dyck (0,21, za,...,xx)
seja levado numa palavra w = s183...SkSk+1, onde x; = d(s;+1, 51), para todo ¢ = 1...k. A definigdo
de 7 se baseia em obter uma sequéncia crescente de multigrafos G, , Gu,, - - ., G, a partir da sequéncia
T1,To,...,T, a figura abaixo mostra um exemplo da ideia desta construgao.
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2 .
1 1
| | | | |
| | | | |
0 1 2 3 4 D 6
1 1 1 1 1
2 2 2 4 2
3 3 3
0 0,1 0,1,2 0,1,2,1 0,1,2,1,2
1 1
4 2 4 2
3 3
0,1,2,1,2,1 0,1,2,1,2,1,0
Figura 2.9: Sempre que x; = x;—1 + 1, acrescentamos um novo ramo a arvore, indexado com o préximo nimero natural

nao indexado ainda. Caso tenhamos x; = x;_1 — 1, devemos retroceder para o vértice pai. Neste exemplo, os nimeros
embaixo da sequéncia de multigrafos sdo os caminhos parciais de Dyck. A sequéncia de palavras é obtida pela sequéncia
de vértices que vao aparecendo. Aqui temos que wy = 1,2, we =1,2,3, wz =1,2,3,2, ws = 1,2,3,2,4, ws = 1,2,3,2,4,2,
we =1,2,3,2,4,2, 1.

Seja (0,x1,xa,...,x;) € Dy um caminho de Dyck de comprimento k, defina wy; = 1,2 e considere
Gy, 0 grafo com a tnica aresta {1, 2}, consideramos que o vértice indexado por “1” é o vértice pai. Cada
vértice acrescentado ao multigrafo é também uma letra acrescentada & palavra (cada vértice ird ocorrer
exatamente 2 vezes neste processo, o mesmo ird ocorrer com as letras). Para i > 2, obtemos G,,, a partir
de G, , da seguinte maneira: seja w;_; = $1...s;—1 & palavra associada a G,,. Se x; = z;—1 + 1,
acrescentamos um novo ramo a G, ,, indexando-o com o menor nimero natural que ainda nao foi
indexado em G, ,, neste caso definimos que w; = s7...5,-15;, onde s; é este novo indice. E caso
tenhamos x; = z;_1 — 1, retrocedemos para o vértice pai, neste caso definimos que w; = S1...8;_1Si,
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onde s; é o indice do vértice para onde retrocedemos. Com esta construgao, obtemos uma sequéncia
Gy, Gy, - - -y Gy, associada as palavras wiq, we, ..., wy, respectivamente. Escrevendo w = wy, defini-
mos que 7(0,x1, T2, ..., TE) = w.

Este processo apenas adiciona novos ramos e retrocede arestas, portanto todo G,,; de fato serd uma
arvore. Além disso, para todo i = 1...k, temos que d(s;+1,51) = x;, pela prépria construgao que fize-
mos. Portanto, se w = $182...8;81 é a palavra obtida de (0,1, 22,...,x)) através desta construgao,
entdo o mapa 7 : D — Wk,%—i-l? dado por 7(0,21,22,...,2;) = w estd bem definido, e é tal que
o(1(0, 21,22, ...,2%)) = ¢(w) = (0,21,29,...,2%). Note também que, dado w € Wk,§+1» com ¢(w) =
(0,21, T2, ...,2), temos que 7(¢p(w)) = 7(0,21,T2,...,7;) = w. Daf podemos concluir que 7 = ¢!,
portanto existe uma bijecao entre Dy e Wk,§+1’ logo, ﬁWk,§+1 ={Dy = Cg. (]

2.5 Sentencas e Multigrafos

Prosseguimos agora para o Lema 2.12. Comegaremos com a seguinte proposigao.
Proposigao 2.41. Se

lim Var({uy,z")) =0,

N —oc0

entao

Jim P(|(un,a%) = By, ab)| > ) = o0.

Prova: A Desigualdade de Chebyshev nos diz que, dada uma varidvel aleatéria X tal que E(X) = m,

entao para todo € > 0,
< Var(X)

= 22

P(|X =m| > )

Como (ux,z%) é uma varidvel aleatéria, entdo para todo € > 0, temos que

ar zk
P<‘<MNaxk> _E<,UN,$k>’ > 5) < W

Por outro lado, temos que Var({uy,z*)) = E((un,2%)?) — (E(uN,xk>)2, entao

B((px.a*)?) — (E(un,2")"

P(|<#N756k> — E(un,z")| > 5) <

2
Por hipédtese, temos que
E k\2) _ E k
lim (</JNa$>> 2( <,UN,JZ >) 70’
N—o00 e
portanto

lim P<|<,uN,xk>—E<uN,xk>| >s> =0 O

N—o00
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Com esta proposi¢do, sabemos que para provarmos o Lema 2.12 é suficiente provarmos que

lim BE((uy,2")?) — (E(,uN,xk'>)2 =0.

N—00

Iremos proceder de maneira analoga a prova do Lema 2.11. Comecamos desenvolvendo a expressao
E({un,2*)?) = (E{un, z*))” em termos dos indices dos X; j, depois iremos usar técnicas de combinatéria
para simplificar a expressao e entao calcularemos o limite quando N — cc.

( ) dai temos que

E((un,")?) = (Buw,a%)" = (( ) ) ( (tjrv(gikl)»? _
:E<<Z£Y ..... _NX+X>> ) <E<z _____ e NX+X>>:

Como ja sabemos, {(py,z") = %tr(ﬁX’“)

1 N N
Nk+2 E E Xhﬂz qull XJlJz X]kajl - E E(Xhﬂz Xlk,ll) E(X]11J2 XJImh)
i1yeyip=1 i1yeyip=1
Jise-dk=1 Jise-dk=1

N
1
B Nk+2 [ Z E(Xilﬂé o Kigiy Xy g - ]ks.]l Z E(X 11,02 "'Xik,il)'E(thjQ "'Xjk7j1)] =
i1,

150yt =1 i1yeip=1
J1seeJe=1 J1see =1
1 N
= wEe E E(Xiy iy Xigyin X - Xjojn) = B Xy -+ Xiin) - B(Xy g - X g )-
i enyip=1
1y Jrk=1

Para organizar os indices, iremos trabalhar com pares de N-palavras i1is...i5%1 € j1j2 - - - jxJ1-
Definicao 2.42. Seja N € N fixado, uma N-sentenca é uma sequéncia finita de N-palavras.

Considere as N-palavras wi,...,wy, denotaremos por a = (wi,...,w) uma N-sentenca com k
palavras. Por questao de simplicidade, chamaremos a apenas por sentenca, € apenas iremos explici-

tar N quando houver alguma necessidade. As sentengas possuem defini¢oes semelhantes as defini¢oes de
palavras.

Definicao 2.43. O suporte de a é o conjunto das letras de todas as palavras w;, é dado por supp(a) =

k
Ui=1 supp(w;).
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Definicao 2.44. O peso de a é a quantidade de letras distinas de todas as palavras w;, é dado por
wt(a) = ¢ supp(a).

Podemos escrever cada palavra de a como w; = sjs5... sz(w_). Também podemos associar um multi-
i

grafo & sentenca a, este multigrafo é dado por G, = (V,, E,), tal que V, = supp(a) é o conjunto dos
vértices e B, = {{st,s",,}: i=1...k j=1...0(w;)}} é o conjunto das arestas.

Definigao 2.45. O conjunto {e €EE,: e={u,u}, ue Va} é chamado de conjunto das auto arestas, é
denotado por E?.

Defini¢ao 2.46. O conjunto E,\E? é chamado de conjunto das arestas conectivas, é denotado por
Ec.

Definicao 2.47. Para dar conta das arestas repetidas, denotamos por N¢ a quantidade de vezes que
ocorre a aresta e € F, no multigrafo G,.

Exemplo 2.48. Seja N = 4 e considere uma N-sentenca a = (wy,ws,w3), com wy = 1232141, we =
13431 e w3 = 31333123. Temos que supp(a) = {1,2,3,4} e wt(a) = 4. Além disso, temos que o multigrafo
associado é dado por G, = (Vq, E,), tal que V, = {1,2,3,4}, E, = {{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{3,3}, {3,4} },

= {{3:3}} e B = {{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{3,4}}. Por fim, note que N{, 5y = 5, N{, ,, =
N&ﬁ} =3e N&A} = Nf:s,s} = N?3,4} = 2. Mostramos abaixo os multigrafos das palavras wi,ws,ws € 0
multigrafo G,.

N -
Lo——— D
‘_L

—

—— 9
— 30

Figura 2.10: Multigrafo da N-sentenga a = (w1, w2, ws), em geral, toda N-sentenca a = (w1, ..., wy) dd origem & um
multigrafo G4 que é obtido ao sobrepormos os multigrafos das N-palavras Guw,, ..., Gwy -

Note que o multigrafo de uma sentenca a = (wy, ..., wy) nao é necessariamente igual ao multigrafo
da concatenacao das palavras wi,...,wg. Inclusive, é possivel que o multigrafo de uma sentenca seja
um multigrafo desconexo, algo que nao ocorreria se estivéssemos concatenando palavras. Além disso,
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note que se a = (wi,...,w,) é uma N-sentenga, entdo G, possui exatamente Zle(f(wi) — 1) arestas,
contando arestas repetidas.

Para cada par de indices 4,5 € {1,..., N}* com i = (i,%2,...,ix) € j = (j1,J2,- -, k), definimos as
palavras w; = %192 .. 9,1 € W; = j1j2 - .. jkj1, & partir disso definimos X,,, = X;, 5, X X X,

11,12 Th—1,0k <> ik,t1
e Xy, = Xj, j, X X X1 Seja a sentenca a;; = (w;,w;) e defina X,, , = Xy, - Xy,

12,13 *

1,243 J2,J8 * * Jk—1,Jk
Fazendo isso, temos que
2 1
E((un,a")?) = (Blun.a")" = 5 DL BXay, — BEXy BXy, =

i,j€{1,...,N}k

w;

:7N’1+2 3 <E I1 XN g 11 XN E 11 X;Ve])

i,7€{1,...,N}* ecE e€EEy,, e€by;

ai,j

Pelos mesmos motivos de antes, temos que ¢é suficiente considerar apenas as palavras w; e w; tais que
N¥i > 2 para todo e € E,,, e N.” > 2 para todo e € Ey ;. Também ¢é suficiente considerar apenas as
sentencas a;; tais que NZ* > 2 para todo e € E,, ;- Notando que, se N}” = 1 para alguma aresta e,
tanto o produtoério da sentenga quanto o das palavras se anulam, portanto as duas condigoes mencionadas
devem valer simultaneamente. Essas restricoes simplificam a expressao acima. A seguinte proposicao nos
fornece mais uma simplificagao.

Proposigao 2.49. Se E,, N E,, =0, entao EX,, , — EX,,, EX,, = 0.

Prova: Como G, € ij nao possuem arestas em comum, temos que os indices de X,,, sao diferentes dos
indices de X, levando em conta os indices invertidos (note que os indices invertidos devem ser levados
em conta, pois X é simétrica). Portanto EX,, ; = EX,, EX,,, dai temos que EX,, , — EX, EX,, =
EXy,EXy, —EXy, EXy,; = 0. O

Também semelhante ao que fizemos com palavras, podemos considerar uma equivaléncia entre sen-
tencas e pensar em termos de classes de equivaléncia.

Definicao 2.50. Duas N-sentengas aj, az sao ditas equivalentes se existir uma bijecdo em {1,..., N}
que leva uma sentenga na outra. Denota-se por a1 ~ as.

Note que se a; = (w1,...,wy) € ag = (w},...,w},) sdo tais que a; ~ ag, entdo® w; ~ w) para todo
i=1...k.

Exemplo 2.51. Seja N = 7 e considere as duas N-sentengas a; = (12345671, 7167) e ap = (76543217,1721).
Podemos definir f : {1,...,7} — {1,...,7}, tal que f(1) =7, f(2) =6, f(3) =5, f(4) =4, f(5) = 3,
f(6) =2e f(7) = 1. Temos que f é uma bijecdo que leva a; em as e vice-versa, portanto a; ~ as.

Vale também uma proposi¢ao analoga & Proposigao 2.30.

Proposicao 2.52. Sejam as sentencas a;; = (w;,w;) € ars = (wy,ws) tais que a;; ~ a5, entao
EXy,, — EXy,EXy, = EX,, , — EXy EXy,.

Prova: Como a;; ~ a,, entdo w; ~ w, e w; ~ ws. Pela Proposigao 2.30, temos que £X,, = EX,, e
EXy;, = EXy,, portanto EX,,, FX,,, = EX,, EX,,. Nos resta apenas mostrar que £X,, , = EX,, .

5Para esta conclusdo ser valida, estamos considerando que a ordem das palavras é relevante. De modo que se a1 =
(w1, w2) e ag = (w2, w1), ainda podemos ter a1 # az. Esta consideragdo faz sentido, uma vez que a matriz X pode nos dar
sentengas invertidas e as nossas manipulacdes ndo vao levar essas inversdes em conta.
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Temos que
@i, g i, ai.j
EX, . = H EXNe" = H EXNe™ . H EXNe™ .
i,J € e e
e€l,, ; eEEgid eEEgiyj

De modo andlogo, temos que

EX,.= [[ ExN"" = ] BXM" [ EXN.
eck ecEs ecEc

ar,s ar, s ar, s

A bijegao entre a; ; e a,s nos garante que para cada auto aresta e € Ej ; existe uma outra auto
ar,s ’

. a; Qr, s @i,j
aresta ¢’ € E; tal que N."” = N_°, de modo que EXNe™ = EX_< . O mesmo vale para cada
aresta conectiva. Dal temos que

s )

[[ ex¥” = [ ex)" e [ Bx¥"= [[ BX),

e€E,s e'cEg e€E,c e’€ES
i rs §4 rs
portanto,
a; s a; s ar,s ar,s
NI NI N, N, _
IT exX"- ] BxY-" = ][ EX." - [] EX.® = EX.,6 =EX,,..
e€B,s e€B,c e'cE} e'ebg
2 ¢ s rs
Dai concluimos que EX,, , — EXy, EXy, = EX,, , — EXy EXy,. |

Proposicao 2.53. Seja a = (wi,ws) uma N-sentenca tal que wt(a) = ¢t < N, entdo existem (NL_'O,

sentencas equivalentes a a, incluindo a.

Prova: A prova é praticamente igual a prova da Proposigao 2.31, pois a equivaléncia entre sentencas
também depende unicamente das letras da sentenga, nao das palavras, pois estas também sao determi-
nadas unicamente pelas letras. Seja supp(a) = {s1,..., s} o conjunto das letras distintas de a. Podemos
trocar algumas letras s;; por outras letras s;j € {1,...,N} eobter o conjunto {sj ,...,s; }, de modo que
este conjunto ainda tenha ¢ letras distintas. Consideramos a bijecao f: {1,...,N} — {1,..., N} tal que
f(si;) = s;j. Deste modo, temos que @’ = f(s1)... f(sg) é uma N-sentenca equivalente a a.

Podemos obter todas as sentencas equivalentes a a a partir desta construgao, além disso, podemos con-
tar todas as possiveis sentencas que podemos obter deste modo. Queremos escolher {sgﬁ ceey s;t} de modo
que todas as letras sejam distintas entre si, além disso, s6 ha N possiveis escolhas para cada letra. Entao
temos IV escolhas para sj,, N — 1 escolhas para s;_, e assim por diante, até chegarmos a s} , onde temos
N —t+1 escolhas. Portanto, h4 N-(N—1)...(N—t+1) = (n%'t), possiveis N-palavras equivalentes & a, in-
cluindo a prépria palavra a nesta contagem. (Il

Para a definicao a seguir, considere palavras w de comprimento k41 tais que w = $15253 . .. Sk—15kS1,
ou seja, palavras fechadas de comprimento k + 1. Iremos trabalhar com palavras deste tipo durante todo
o restante do capitulo. Também consideraremos sempre que t < N.

Definicao 2.54. Denotamos por ng,t o conjunto dos representantes de cada classe de equivaléncia

das N-sentengas a = (wy,ws) de peso ¢, constituida de duas palavras fechadas, de comprimento k + 1,
com Ey, NEy, #0, e N > 2 para todo e € E,.
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Com esta definicao, podemos escrever
2
E(<MN7 $k>2) - (E</~"N7 $k>) =

1 N! aij w; wj
e S (e )

aiyj:(wi,wj)EWé,t eeEai,j GEEwi EEij

Como cada palavra wy, wo possui no maximo k letras distintas, temos que ¢ nao ultrapassa 2k, entao
podemos reescrever a expressao acima como

1 2k N! a;j w; wy
Nk+QZ(N_t)! > (E I x¥" -8 [ x¥"-E ] X;Ve’).
t=1

aq',y‘j:(wi,wj)GW)i’t eeF, eeEwi eGij

i,

7

Prova do Lema 2.12. Primeiramente, note que para toda sentenca a = (wi,w2) € Wy, Go é
conexo pois E,, N E,, # 0. Além disso, o total de arestas (contando arestas repetidas) é Yeen, N =
ﬁ(wl) -1 +€(U}2) —1=2k.

No caso em que t > k + 2, temos que G, possui t > k + 2 vértices, logo, possui no minimo &k + 1
arestas distintas, e como N? > 2 para todo e € E,, concluimos que G, possui no minimo 2(k + 1) arestas
(contando arestas repetidas). Isto nao é possivel, pois jd vimos que o total de arestas é exatamente 2k,
logo, Wy , = 0 quando t > k + 2.

No caso em que t < k + 1, note que

0< 1 N! ) N! 0
< I —_— < [ =0.
= N (N — )INF+2 = NB0 (N — k — 1)INF+2
Portanto,
: k\2 k)2 _
Nh_{nooE«:uNax > )_(E<MN7x >) -
1 Mo ai
IRT . NJBI NYi ) NS -
SR DI DR G ) (P S | BTNl | P
t=1 aiyj:(wi,wj)EWéYt EeEai)j eEEwi EEij
kil NI o
_ . : NoBI NYi ) NI o
S (g yhes) X (B I1 a7 -m IL a8 [T 227 ) ~o
t=1 ai,j:(wi,wj)EW]i,t eeEai,j GEEwi EEij
. 2 -
Temos que limy_ oo )E((uN7xk>2) — (BE{un,z*)) ‘ = 0, pois limpy_ 00 (N_Z)VW = 0, para todo
t =1...k+4+ 1, e o restante da expressao é constante. Entao pela Proposicao 2.41, concluimos que
limNHooP(’(uN,xk>—E<uN,mk>| >5) =0. O

P . o ‘-
O Lema 2.12 nos garante que {ux,z*) — E(uy, ") = 0, isso nos mostra que as varidveis aleatérias
)\f satisfazem® a Lei Fraca dos Grandes Niimeros, pois podemos escrever essa convergéncia como

M4 AR DLIEEIED Y

6Estamos considerando )\; : © — R tal que \;(w) = (X (w)), ou seja, o i-ésimo autovalor de X (w).
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O Lema 2.11 nos garante que

Ck, se k é par
2

E ky
(o, %) { 0, se k é fmpar,

com isto, podemos concluir que

Cg, se k é par

<,uNaxk> E} ;s
0, se k é impar.

Este resultado é relevante, pois nos permite estimar o autovalor médio esperado de Xk Quanto maior
for a ordem da matriz, mais provdvel que o seu autovalor médio esteja préximo de C k, e k for par, ou
de zero, se k for impar. Abaixo, mostramos uma tabela com alguns experimentos computacionais. O
parametro t representa a quantidade de amostras tomadas, o valor empirico é a média dos autovalores
médios esperados’ das amostras (o que ird nos fornecer uma boa aproximacio para (uy,z*)), e o valor

teérico é C'k, se k for par, ou zero, se k for impar.
2

N k t Valor empirico | Valor tedrico
100 | 2 | 1000 1.0293 1
100 | 3 | 1000 0.00002 0
100 | 10 | 1000 50.9169 42
100 | 15 | 1000 -1.1185 0
100 | 20 | 1000 26699.9208 16796

4000 | 2 2 0.9997 1
4000 | 3 2 0.0007 0
4000 | 10 2 42.3169 42
4000 | 15 2 5.1147 0
4000 | 20 2 16829.2201 16796
8000 | 2 1 1.0005 1
8000 | 3 1 -0.0009 0
8000 | 10 1 42.0968 42
8000 | 15 1 3.3187 0
8000 | 20 1 16879.3136 16796

Tabela 2.1: Podemos estimar o autovalor médio esperado para poténcias k-ésimas de uma matriz de Wigner. O au-
tovalor médio esperado de uma matriz é a média dos seus autovalores. E interessante que o nimero de Catalan seja este
autovalor médio esperado quando a poténcia é um nimero par.

Os resultados sao satisfatérios e concordam plenamente com a teoria desenvolvida até aqui. Agora
podemos prosseguir para o principal teorema deste capitulo.

2.6 Lei do Semicirculo de Wigner

Definigao 2.55. Seja p uma distribui¢ao de probabilidade cuja densidade é p/(z) = %\/4 — 22 I3 <0,
entao u é chamada de distribuicao do semicirculo.

7Cada autovalor médio esperado é calculado pela média dos autovalores de cada matriz, o que nos d4 uma aproximacao
para <,LLN,xk), entdo a média dos autovalores médios esperados de fato é uma boa aproximagao para (un, xk>
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2.6. LEI DO SEMICIRCULO DE WIGNER

Junto desta defini¢do, definimos (u, %) como sendo o k-ésimo momento da distribuicio do semicirculo.
Antes de provarmos a Lei do Semicirculo de Wigner, precisamos de um resultado a respeito desta dis-
tribuicao.

Lema 2.56 (Fé6rmula da duplicagao da funcao gamma). Seja x € R, z > 0, e considere
0 4 z—1 ,—t = s
I(z) = fo t*~le~t dt a funcdo gamma, entao

_ 227 1D(z)0 (2 + 3)

r'(2z) =
(22) -
Prova: Inicialmente, considere a fungdo beta, dada por B(z,y) = Flffzigﬁ) = fol(l ) S e 13
Note que, fazendo a substituicdo u? = t nesta integral, obtemos
1 1
B(z,y) = / (1—u?)" " Y220 du = 2/ (1—u?)""tu? =1 du. (%)
0 0

Temos que B(x,z) = fol(l —t)==1t==1 dt, agora fazemos a substituicio u = 2t — 1, obtendo

1

B(x,x):;/_ll (1_u—;—1)1’*1<u—21—1)90*1 du:w%/_ (1—u2)" ! du =

1
1 ! 2\z—1 1 1

Note que esta iltima passagem é uma aplicacdo da equagdo (x). A partir dai temos o seguinte.

o 1 P@)l(z) 1 T(@)()
B(z,z) = 22;3—13<x’ 2) 7 T(2z) 22 1T(r+ %2)
LI@ 1L VR o 2@ ) 0

[(2¢) 2% 1D(z + ) N

Proposicao 2.57.
(1, 2%) = Cx, se k ? par
0, se k é impar.

Prova: Faremos a prova em duas partes, primeiro para k impar e depois para k par. Primeiramente,
note que (p,z%) = [ a¥ dp = [T 2k (z) do = fEQ a¥5-v/4 — 2?2 dz. Além disso, y/ ¢ uma funcdo

ar, de modo que, se k é fmpar, entdo =¥ é impar ¢ portanto zFv4 — 22 também é fmpar, logo,
par, que, par, p p )

2
/ xk;\/él—a? dx = 0.
—92 0

No caso em que k é par, temos que 2¥v/4 — 22 também é par, logo,

2 2 2
xk%\/4—x2 der =2 xkzi\/él—iaﬂdx:l/ zF/4 — 22 dx.
2 m 0 T ™ Jo
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Fazendo a substituigao x = 2,/y, obtemos

Podemos usar a férmula da duplicacao da fungao gamma, mostrada no Lema 2.56, dai temos que

E=1p( k k+1
: F(% ) r sty = 21

(
(kL

Para o teorema a seguir, considere que a sequéncia de distribuicoes puy é tal que cada puy estd asso-
ciada a uma matriz de ordem N x N.

Teorema 2.58 (Lei do Semicirculo de Wigner). Dada a sequéncia aleatéria de distribuigoes es-
pectrais empiricas py, de matrizes do ensemble de Wigner, temos que puy converge fracamente, em

probabilidade, para p, onde p é a distribui¢ao do semicirculo.

Prova: Sejam B > 1 e e > 0, entao pela Desigualdade de Chebyshev, temos que

E{un, |$|kI|z|>B>

P<<MN,|x\kI|x\>B> > 5) < .

Note que |z| > B = 22 > Blz| = 2% > B¥|z|F = Z > |z|*. Portanto |z|* IM>B <z B’“’

e como estas duas funcdes sao mensuraveis, podemos concluir que <MN7 |o|* I.>8) < <MN7 ﬁ) Essa é
uma desigualdade de varidveis aleatérias, portanto®

2k

x
E(NJN? |‘T|kI|J,|>B> < E<,“N7 ﬁ>7
logo,
E<,U/Na |m|kI\I|>B> < E<MN7x2k>
€ ~—  Bke
Como |x| > B > 1, sabemos que |z| < |z|> < ... < |z|¥ < ..., e pelo mesmo motivo de antes, temos

que {(un, |x|kl|w‘>3> é crescente em k. Entao podemos concluir que

1imsupP<</JN, |3U|k1\ac|>B> > 5)

N—o0

8Se X,Y sdo duas varidveis aleatérias ndo-negativas tais que X <Y, entdo EX < EY.
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é nao-decrescente em k. Fazendo B = 5 e notando que Cj < (Zkk) < 22k = 4% o Lema 2.11 nos garante
que

. i Bl 2™ (o) G 4
- k ) _ ) _
s P (o, " Wo) > ) < Jim =T = e = 5 < g

onde u é a distribuicao do semicirculo. Como o lado esquerdo desta desigualdade é nao-decrescente em
k, temos que

4k

I P( JzlF1, >)<1' Z 0
im sup {on [ Yz p) > € ) < lim o
portanto,
limsupP((uN, |x|kI|$|>B> > 5) = 0. (%)

N—o0

Agora considere uma funcao f € C,(R) que se anule fora do intervalo [—5, 5]. Seja d > 0, pelo Teorema
da Aproximagao de Weierstrass, existe um polindémio Q(z) tal que

sup1Q(a) — f(@)] < 2

z€[—5,5] g

Dai segue que
uns £) = (s ) = [, ) = (s f) + (un, Q) — (un, Q) + E{un, Q) — E{un, Q) + (1, Q) — (1, Q)] <
ns £) = (un, @) + [, @) — (s ) + [Eun, Q) — (1, Q)| + un, Q) — Eun, Q).

Note que
‘</~LN7f> - <MNaQ>| = |<H’N7 (f - Q)Iz§|5\> + </~LN7 (f - Q)II>|5|>| <

)
(s | f = QLu<is) + [{uns flasys) — (un, Qlas 5| < st [(pn s QLys5))|

e que

| >

|<Ma Q> - <Ma f>| = |<Ma (Q - f)II§|5\> + </J7 (Q - f)I\z|>5>‘ = ‘</J’7 (Q - f)Iz§|5\>‘ < <M7 |Q - f|I:L’§\5|> <

portanto

i 1) = G £ < o G Qs + 1B, Q) — (1, Q)1 + i, @) — B, Q)1

Desta desigualdade, segue que
é é é
P (|, )=, 1)1 > 8) < P(1an, Q= Elun, Q)1 > 3)+P (1B, Q= (1, Q1 > 7)+P (Ip, Qa5 > 7).
Pelo Lema 2.12, temos que limy_,o P(\(uN,Q> — E{un, Q)| > %) =0.
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Pelo Lema 2.11 e Proposicao 2.57, temos que limy_, oo P(\E(,uN, Q) — (p, Q) > %) =0.

Como Q(x) é um polindémio, usamos (x) em @ para concluir que

. N 0
ngnoop<|<MN’QIIz‘>5>| > 1) < 11mSUpP(<,UN7QI|m\>5> > Z) =0.

N—o00

A partir destas observagoes, segue que

Jim P (I, £ = (. )] > 8) =0,

Portanto pn converge fracamente, em probabilidade, para . (Il

2.7 Resultados Extras

Em relagdo a Lei do Semicirculo de Wigner, ha ainda um resultado mais forte: podemos trocar a con-
vergéncia em probabilidade por convergéncia quase certa. Para provar isto, necessitamos de alguns
resultados preliminares. Primeiramente, considere a expressao

3 (E [ x*" - [[ x¥ £ ] X;VZ”>

a,;’j:(wi,wj)EWé,t EEEa,i,]. EEEwi GEEU,].

tomada da prova do Lema 2.12. A partir dela, vamos obter alguns resultados mais especificos.

Proposigao 2.59. Seguindo o mesmo contexto da prova do Lema 2.12, temos que se t = k + 1,
entao
> (e ID - I m IT X <o
ai,j:(wi,wj)ewléwt 66Eai1j eEEwi CEE'wj
Prova: Seja a = (wp,ws), onde cada palavra da sentenca tem comprimento k + 1, e o peso de a

também é k 4+ 1. Temos que G, possui k + 1 vértices e 2k arestas. Por outro lado, sabemos que
2k = l(wy) + L(we) — 2 = ZeeEu,l N¥v 4 ZeeEu,Q N2, O valor minimo que esta expressao assume é
quando N’ = 2 paratodo e € E,,,, parai = 1, 2, neste caso temos que ZeeEwl N —|—Ze€sz NP2 = 2k,
que é justamente o valor que devemos ter, portanto toda aresta deve ocorrer exatamente duas vezes. Como
G, € conexo por definigao, temos que é uma arvore.

Sabemos que a primeira e ultima letra de w; sao iguais, entao o caminho que w; faz em G, comega e
termina no mesmo vértice, de modo que w; visita cada aresta exatamente duas vezes. Entao o conjunto
das arestas de w; é disjunto do conjunto das arestas de ws, 0 que contradiz a defini¢do de W];t, logo,
Wy =0 quando t = k + 1. Daf temos que

3 (E [ x" - [[ x¥ £ [] Xﬁ”) _

a;j=(wi,w; ) EW} e€Ea, ; e€Ey, e€Ey;
=> <E I x¥"-e [ xX .EHXgVe>_0. 0
0 e€ha, ; e€Ey, e€Ey,
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Para o que segue, iremos definir a sequéncia de constantes C(k), dadas por

Ck) = I%%%N2|E(<MN,:CIC>2) — (E(uN,xk»Q}.

Note que
sup N2|E(<HN7$k>2) - (E<#N7Ik>)2| =
NEN
k+1 N2N! N0 NYi NI
~ sup Z(N—t)!Nk+2 S E ] xX" - [[ xM"-E [] X! -
NeN t—1 ai,j:(wiij)ewl;,t €€Eai,j eeEwi GEE'H’]'
" NN eI N N
B e gL XX - [ xX-E [T x5 )
t=1 a; j=(wi,w; )EW] | e€la; ; eck,, e€By,

em que o cancelamento do termo em ¢t = k + 1 se deve a Proposi¢ao 2.59. Além disso, como

{ 1imN%o(NN§% =0, t=1...k1

concluimos que {NQ}E(QLN, zk>2) — (E(,uN, :ck>)2|; N € N} é um conjunto limitado, entdo sempre temos

que C(k) < oo. Por fim, note que ’E((MN, a*)?) = (E(un, wk>)2’ < C]\(,];f), para todo k, N € N, pela prépria
definicao de C'(k).

Lema 2.60. Para todo € > 0, temos que

P( ﬂ U {weQ: |(,uN,xk> —E(uN,ka > E}) =

j=1 N=j

Prova: Dado ¢ > 0, a Desigualdade de Chebyshev nos garante que

2
k k |E((pw, 2%)?) — (BE{un,2*))"| _ C(k)
P(|<,uN,x ) — E{un,z >|>€)§ = §€2N2.
Definindo Ay = {w € Q: |(un,2*) — E(un,z*)| > €}, temos que
> = O(k)  Ok) = 1 C(k) =2
> PlAn) < 252]\72 T2 Zﬁ: 2 g S
N=1 N=1 N=1
Pelo Lema Borel-Cantelli, podemos concluir que P(lim sup AN) = 0, portanto
N—o00
(ﬂ UA ) (ﬂ U{wEQ ,uN,xk>—E<,uN,xk>|>e}>=O. O
j=1N=j j=1N=j
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Teorema 2.61. A Lei do Semicirculo de Wigner continua véalida ao trocarmos a convergéncia fraca, em
probabilidade, pela convergéncia fraca, quase certa.

Prova: A prova é essencialmente a mesma, vamos comecar a partir da desigualdade mostrada abaixo,
que obtivemos da prova anterior da Lei do Semicirculo de Wigner.

[(uns f) = (s ) < % + [{un, Qlesis) | + [E(un, Q) — (1, Q)] + (N, Q) — E{un, Q)]

Sabemos que também que limpy oo (1, |x|kI|I‘>B) = 0 em um conjunto de medida total, além disso,
pelo Lema 2.11, temos que limy o0 |E{un, Q) — (1, Q)| = 0, por fim, o Lema 2.60 nos garante que, dado
€ > 0 qualquer, existe um conjunto de medida total onde limy_ o0 [{tin, @) — E{un, Q)| < €. Com estes
resultados, podemos concluir que

s ) = (s £ < §+ (s Qo 5| + [E(un; Q) — (1, Q) + [{uw, Q) — E{un, @) <

< ) n 1) N 0 n 5 5
4 4 4 4
em um conjunto de medida total. Portanto u tem convergéncia fraca, quase certa, para u. |

Cabe fazer uma ultima observagao, a Lei do Semicirculo de Wigner ainda pode ser generalizada para
outras variancias, estamos nos referindo a variancia das entradas acima da diagonal. Nds a tomamos
como sendo 1, mas se a tomarmos como sendo algum o2 > 0 qualquer, apenas o Lema 2.11 é afetado.
Em particular, no inicio da prova do Lema 2.11 teremos

Jlim By, ) = 3 < 11 EXéVS’) = Y ( 1T Exg> -

wEWk,L%JJrl ecE¢ wEWk’%Jrl ecE¢
2 2\ & k k
= oo = c )2 =" W, k. =0" - Ck
> I > (@) LA )
wEWk%Jr1 e€E¢, wEW,%gJrl

quando k é par. Enquanto que o caso de k impar permanece inalterado.
Neste caso, a distribui¢ao do semicirculo u é tal que ' (x) = 27302 Vido? — x? Ij;|<20, com o seu k-ésimo
momento dado por

sy = {7 o e ke
0, se k é impar.

Deste modo, temos uma familia de curvas descrevendo a distribuigao dos autovalores para cada en-
semble. Apesar do teorema original ser chamado de “semicirculo”, note que, na verdade, estas curvas sao
semielipses, incluindo a curva de quando a variancia é 1. Mostramos abaixo o grafico de algumas destas
curvas, tomando a variancia como parametro.
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Figura 2.11: As semielipses obtidas pela Lei do Semicirculo de Wigner para outras variancias sdo dadas pela funcao
L4652 =22 Ij;|<20- Nesta figura, temos as semielpises para o2 = 0.25, 1, 4, 9.

2702

2.8 Lei do Semicirculo de Wigner Hermitiano

No inicio do capitulo 1, falamos um pouco da histéria por trds da Lei do Semicirculo de Wigner, que
basicamente foi a tentativa de Wigner de modelar estatisticamente o comportamento de nicleos pesados.
O modelo original tratava de matrizes hermitianas, mas em todo o texto tratamos apenas de matrizes
simétricas. Esta limitagao nao foi sem motivo, pois a Lei do Semicirculo de Wigner ainda é vélida para
matrizes hermitianas, e a prova deste fato é essencialmente igual a prova do caso simétrico, com algumas
pequenas alteragbes que comentaremos agora.

Sejam X,Y varidveis aleatorias reais, com valores esperados mx,my e variancias Ug(,a%, respec-
tivamente. Entao definimos a varidvel aleatéria complexa Z dada por Z = X + iY, com valor es-
perado definido por mz = mx + i - my e variancia 03 = E((Z — mz)(Z —mz)) = E(|1Z — mz|?) =
E([(X—mx)+i(Y—my)]?) = E(X—mx)*+ (Y —my)?) = E(X —mx)?)+E((Y —my)?) = 0% +07%..

Nesta secao, iremos tratar apenas do ensemble de Wigner Hermitiano, onde as entradas da diagonal
sao varidveis aleatdrias reais, i.i.d., com valor esperado zero, e as entradas acima da diagonal sao variaveis
aleatérias complexas Z, i.i.d., com valor esperado mz = EZ = 0 e variancia 0% = E|Z|* = 1. Escrevendo
Z = X +iY, temos que X,Y sao independentes, mas nao possuem necessariamente a mesma distribuigao,
além disso, mx = my = 0. Também iremos considerar que 0% = 0%, deste modo, se Z for uma entrada
fora da diagonal, entdo EZ? = E(X +iY)? = 0% —0o? = 0. Afim de manter a coeréncia com os resultados
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anteriores, denotaremos por X as matrizes deste ensemble e por X; ; as suas entradas.

Definigao 2.62. Seja X uma matriz do ensemble de Wigner Hermitiano, de ordem N x N, entao
a matriz normalizada \/LNX é chamada de matriz de Wigner Hermitiana.

Sempre que nos referirmos a uma matriz aleatoria X, considere que ela é uma matriz do ensemble
de Wigner Hermitiano, mas nao necessariamente normalizada, a normalizacao serd tratada de modo
explicito.

Através de experimentos computacionais, geramos aleatoriamente varias matrizes de Wigner Hermi-
tianas, com a mesma ordem, e entdo plotamos os histogramas normalizados dos seus autovalores. Abaixo,
mostramos trés histogramas que obtivemos pelos experimentos feitos.

0.35

03—

02—

Figura 2.12: 10000 matrizes de ordem 10 x 10
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Figura 2.13: 5000 matrizes de ordem 100 x 100
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[

Figura 2.14: 5 matrizes de ordem 5000 x 5000
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CAPITULO 2. LEI DO SEMICIRCULO DE WIGNER

Todos os histogramas foram gerados no MATLAB, através do c¢6digo mostrado abaixo. A varidvel ¢ é
a quantidade de vezes que o experimento foi repetido (de modo equivalente, é a quantidade de matrizes
que foram geradas) e N é a ordem da matriz.

t=10000;

N=100;

E=zeros(0);

for i=1:t
a= triu(random(’Normal’, 0, 1/sqrt(2), N));
b= li*triu(random(’Normal’, 0, 1/sqrt(2), N));
a=atb;
a=(1/sqrt(N))*(ata’);
E=[E, (eig(a))’];

end

[n,x]=hist(E,100);

delta = x(2)-x(1);

bar (x, n/(t*N*delta))

Pelo que podemos ver, o histograma tende para o formato de um semicirculo, obedecendo a Lei do
Semicirculo de Wigner mesmo quando as matrizes sao hermitianas.

Prosseguindo do mesmo modo que no caso simétrico, sejam A; < ... < Ay os autovalores (reais) de
X e seja ux = % Zivzl 0y, a sua distribuicdo espectral empirica. Todas as consideragdes iniciais sdo
andlogas as feitas anteriormente, além disso, ndo é dificil ver que a maioria dos resultados preliminares
continuam valendo no caso hermitiano. Para provar que a Lei do Semicirculo de Wigner ainda vale, us-
aremos a mesma ideia: tomar uma sequéncia crescente de matrizes aleatérias e analisar a convergéncia de
suas distribuicoes espectrais empiricas, e para isso usaremos o método dos momentos. Devemos provar
que os Lemas 2.11 e 2.12 continuam valendo para matrizes hermitianas, para depois provar a Lei do
Semicirculo de Wigner. Nosso objetivo nesta secao nao é obter provas rigorosas, mas sim comentar as
principais alteracdes nas provas e como lidar com elas, pois o restante é essencialmente idéntico ao caso
simétrico.

Lema 2.11°. Usando as mesmas ideias de combinatoéria, podemos ver que a manipulagao dos indices
através de palavras s6 nao funciona exatamente igual por causa dos indices invertidos. No caso anterior
usamos o fato de que X; ; = X ;, desta vez apenas podemos garantir que X; ; = X ;.

Seja a palavra w = 14903 ...15_1ixi1, definimos o caminho induzido por w no multigrafo G,, como
sendo a sequéncia de vértices iy,42,43,...,9k—1,0k, 9. Entdo dada uma aresta e = {u,u'} € E,, com
u < ', definimos N** como sendo a quantidade de vezes que o par u, u’ ocorre no caminho induzido por
w, de modo analogo?, definimos N~ como sendo a quantidade de vezes que o par u’, u ocorre no caminho
induzido por w (de modo equivalente, podemos interpretar N*~ como sendo a quantidade de vezes que
o par u, u’ ocorre quando percorremos o caminho no sentido contrario). Note que ndo hé necessidade de
falar em caminhos quando u = u’, pois neste caso estamos nos referindo & um elemento da diagonal da
matriz, que é real, entao as mesmas conclusoes do caso simétrico permanecem vélidas. Por fim, note que
N¥T 4+ N¥= = N¥.

Exemplo 2.63. Considere novamente o exemplo 2.25, onde w = 212443312. Temos que o caminho

induzido por w é 2,1,2,4,4,3,3,1,2, note também que Nﬁg} =2, N~EU1_2} = N}ﬁ_?)} = NE‘;Z} = NE‘:’,;I} =1
w+ w+ w— w+ w— w— w+
e Nisy = Niiay = Nigy = Nioy = Niggy = Niguy = Nizyy =0, portanto

9No caso de matrizes simétricas, poderfamos ter definido N como sendo a soma da quantidade de vezes que u, v’ e v/, u
ocorrem no caminho induzido por w, as definigoes sdo equivalentes. Note também que nds usamos intuitivamente a ideia
de caminho na prova da Proposi¢ao 2.59. Naquele momento o uso era mais simples e nao foi necessario dar uma definigao
formal, mas veremos que aqui essa definicdo mais formal serd util.
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H Xe = X2,1X1,2X2,4X4,4X4,3X3,3X3,1X1,2 = X4,4X3,3 'X3,4X2,4X1,3X1272X1,2 =

ecky,

Nw N Nw— N'w+ Nw— Nw+ Nw—
_ {4.4} {3.3} 3, {2.4} s {1,2} )
=Xy VX537 - Xaa X, TV X s UUX T X g

Generalizando, podemos usar estas notagoes para escrever

]. k ]. NY¥
(pn,a®) = ——tr(X¥F) = — Z H Xe© =
E1 Ei1
Net Nzt i€{1,..,N}* e€Ey

w (e e

ie{l,....N}k \ecE;, ecE¢

w,

Pelo mesmo motivo do caso real, devemos ter N > 2, para todo e € E,,,. Além disso, dado X,

wi+ wi— -~ . ~ .
com e € Ef , temos que X, Ne' e XNe' ndo sdo independentes, entdo devemos considerar os termos

. wit ——Ni - -
do tipo E(XNe"" - X, ). Sabemos que EX? = 0 quando e € Ef, , entdo se N = 2, no queremos

considerar os casos N¥it =2 e N¥i~ = 2. Segue que se N =2, entao Nt = N¥i~ = 1.

Uma diferenca relevante aqui é que a equivaléncia entre palavras ndo garante valores esperados iguais,
ou seja, a Proposicao 2.30 ndo ¢é necessariamente vélida. Mais especificamente, sejam w; # w; duas

. _ ’ L. UJ1/+ 7Nuri,
palavras tais que w; ~ w;, nao € necessrio que B(XN-' L X.C

disto, temos que

) = E(Xé\[;ﬂj+ ~ZN6] ). Apesar

BN N < BT XN = B(x N,

entao podemos nos valer desta desigualdade em cada classe de equivaléncia Wy, ;. Dai temos que

1 w; wit N
|E<MN,xk>|=‘Ng+1 > ( [] ext- ] B(x X )) <
i€{1,....N}k \ecEs, c€BS,
1 w; wy
S TN 1 R )
ie{l,....N}k \ecE}, eclg,,
A partir disto temos que
1l
. k . . Nw Nw
i |Euat) < Jim o Y e D (H EIXN - ] BIX| )
t=1 weWE + \e€ES ecE¢

Portanto vale um resultado andlogo ao da Proposicao 2.34.

lim E(uN,J:k> =0, se k é impar
N—o0

Jim By, 2 <Y ( IT 24x™) - 11 E(lXelNé“’>)7 se ki ¢ par

w€Wk€+1 ecEs ecEg

w
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Considerando k par e a classe Wk,§+17 pela Proposigdo 2.35, sabemos que E2 = ). Além disso, G,, é
uma arvore, com N = 2 para todo e € E,,, portanto toda aresta ocorre duas vezes. Concluimos entao
que N¥* = N»~ =1 para todo e € ES, mas neste caso, temos que E(X, - X.) = E(|X.|?) para todo
e € E, entao podemos escrever

) ( 11 E(Xe|2)> = > ( 1T E(XeXe)> = lim Eluy, o).

; A N—o00
wEkangl ecE¢ wEWkY%Jrl e€ES

Por outro lado, temos que

S o(Iexp)= X M= X 1=sna, -0y
wEWk’%+1 ecE¢ wEWk,ngl e€E¢ wEWk’%+1

portanto limy oo E{un, z%) = Cg se k for par, e zero se k for impar.

Lema 2.12°. N¢s iremos usar as mesmas ideias do caso simétrico, mas dando atencao aos termos do tipo

E(Xévéui+ -ENe ,, ) que irdo aparecer quando tentarmos calcular imy_, o0 | E({pnv, 2%)?) — (E{(un, xk>)2’
A Proposicao 2.49 ainda vale, mas a 2.52 nao necessariamente, pelo mesmos motivos que comentamos
no Lema 2.11. A equivaléncia entre sentencas nao é suficiente para garantir a igualdade entre os valores
esperados da proposigdo. Ainda assim, temos o seguinte.

B (v, 2%)%) = (Blun, 2*))*| =

N
1
= ‘W Z E(Xil,ifz"'Ximil 'lean"'Xjkvjl)_E(Xi17i2"'Xikail).E(Xj17j2"'Xjkaj1) -
i1 yeeyip=1
Gt
1 a;, w; wj
~ | NFF2 Z (E H Xéve]_EHXéve 'EHXéVEJ)<
i,j€{1,...,N}* ecEaq,; ; e€EE,, ecEy,

1
<y 2

i,5€{1,...,N}F

1 & N
T NE+2 ; (N —t)! 2.

aij=(wi,w; ) EW;

(E [ x*"-e ] x¥ &[] X;V:’j)|:

eeFE e€E,,; eeij

@i,5

(E 1 x> -6 I x¥ e ] Xévfj)|.

eckE eEEwi eEij

@i,3

Fazendo N — oo, temos que a prova é a mesma, e o resultado é o mesmo.
Lei do Semicirculo de Wigner. A prova para o caso hermitiano é exatamente a mesma, tanto a

da convergéncia em probabilidade quanto a convergéncia quase certa. Portanto a Lei do Semicirculo de
Wigner também vale para matrizes de Wigner Hermitianas.
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Capitulo 3

Aplicacoes

3.1 Consequéncias Basicas

Seja \/%X uma matriz de Wigner, com autovalores A; < ... < Ay, e seja E(I) a quantidade esperada de

autovalores X/%X em um intervalo I. O teorema 2.7 nos garante' que é possivel usar a Lei do Semicirculo
de Wigner para concluir que

lim

I < dx.
N —oc0 |=]<2

E(I) :/\/4—x2
N ;27

Agora seja X(w) = A uma matriz hermitiana N x N, com autovalores \; < ... < Ay. Se N for
grande o suficiente, podemos usar a Lei do Semicirculo de Wigner para estimar a quantidade esperada de
autovalores de ﬁA em um intervalo I dado. Estimando pela Lei do Semicirculo de Wigner, obtemos

E(I) %/\/47172
N ;27

Outro modo de interpretar isto é notar que | ;Y 42;12 I|;|<2 dz também ¢ a probabilidade de A possuir
autovalores em I, ou seja,

P()\l el I|m|§2 dx.

=

Usamos a notagdo P(A; € I) no mesmo sentido de P(A € I), onde A : {A1,... An} — R é a varidvel
aleatéria que escolhe um autovalor (ela foi definida na segao 1.2).

Exemplo 3.1. Considere que I = [—1, 1], neste caso temos que

)
YETy _, dr~ 0.6
2 |z|<2
I T

Isto nos indica que é esperado que 60% dos autovalores de A estejam em [—1,1], dai temos que
E([-1,1]) = 0.6 - N. Iremos dar preferéncia & quantidade E em vez da probabilidade, por esta ter uma
interpretacao mais pratica. Vale a pena notar também que as estimativas pela integral possuem erro

1 Pois todo intervalo I C R possui bordo com medida nula.
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bastante pequeno mesmo para matrizes de ordem baixa. A seguir, mostramos alguns experimentos com-
putacionais comprovando este fato.

O parametro ¢ representa a quantidade de amostras tomadas, IV é a ordem da matriz, I é o intervalo

s 7 7 1 . s , A —r2
tomado, o valor empirico é a média dos E(I) de cada matriz, e o valor tedrico é fI 4277fl|z‘<2 dx.

N I t Valor empirico | Valor tedrico
10 [-2, 2] 10000 0.9414 1
10 [-1.5, 1.5] 10000 0.7827 0.8557
10 -1, 1) 10000 0.5552 0.6089
10 [-0.1, 0.1] 10000 0.0576 0.0636
10 | [-0.01, 0.01] | 10000 0.0057 0.0064
100 [-2, 2] 1000 0.9951 1
100 [-1.5, 1.5] 1000 0.8462 0.8557
100 -1, 1] 1000 0.6024 0.6089
100 [-0.1, 0.1] 1000 0.0626 0.0636
100 | [-0.01, 0.01] | 1000 0.0061 0.0064
4000 [-2, 2] 10 0.99995 1
4000 | [-1.5, 1.5 10 0.8554 0.8557
4000 -1, 1] 10 0.6089 0.6089
4000 | [-0.1, 0.1) 10 0.0636 0.0636
4000 | [-0.01, 0.01] 10 0.0062 0.0064

Tabela 3.1: Atrdves de experimentos computacionais, obtemos a quantidade esperada de autovalores E(I) no intervalo
I, para matrizes de Wigner. Os resultados mostram que a teoria, além de consistente, ji dd estimativas muito boas, mesmo
para matrizes de ordem baixa.

Se quisermos considerar A sem estar normalizada, podemos notar que

EWN-I)  [Vi—2a?
N N/I 27

I|1’|S2 dx,

onde E(v/N - I) é a quantidade esperada de autovalores de A em [v/Na,/Nb], sendo I = [a, b].

Estes resultados nos mostram, claramente, como a Lei do Semicirculo de Wigner é uma poderosa
ferramenta para se estimar onde se encontram os autovalores de matrizes hermitianas.

3.2 Estimativas de Erro

Quando procuramos reproduzir certos fenomenos diversas vezes e tomar medidas deles, pequenos erros
nas medidas sdo esperados. E comum termos erros que sao gaussianos. Se tivermos um modelo que se
baseie matrizes, isso pode conduzir a experimentos onde os resultados variam de acordo com certos erros
que sao gaussianos. Sendo estes erros refletidos nas entradas das matrizes, um modelo probabilistico
pode ser de ajuda para se fazer estimativas. No caso de matrizes simétricas ou hermitianas, a Lei do
Semicirculo de Wigner é uma ferramenta ideal.

Suponha uma matriz simétrica A, que sera a solugao exata de algum problema ou fenémeno. Fazendo-
se diversos experimentos, iremos obter matrizes A+ﬁE, onde as matrizes ﬁE sao as perturbagoes.

Podemos supor que estas perturbagoes sdo descritas por matrizes de Wigner simétrica e gaussianas. Além

disso, vamos supor que as variancias sdo o2, com ¢ > 0 bem pequeno. Podemos repetir o experimento
V4oc2—22

5oz L|z|<2s dr. Por exemplo, para 0% = 0.01 temos

anterior, mas desta vez o nosso valor tedrico é f I
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os seguintes resultados.

N I t Valor empirico | Valor tedrico
10 [-0.2, 0.2] 10000 0.9422 1
10 [-0.15, 0.15] 10000 0.7824 0.8557
10 [-0.1, 0.1] 10000 0.5529 0.6089
10 [-0.01, 0.01] 10000 0.0573 0.0636
10 | [-0.001, 0.001] | 10000 0.0057 0.0064
100 [-0.2, 0.2] 1000 0.9949 1
100 [-0.15, 0.15] 1000 0.8473 0.8557
100 [-0.1, 0.1] 1000 0.6015 0.6089
100 [-0.01, 0.01] 1000 0.0634 0.0636
100 | [-0.001, 0.001] | 1000 0.0057 0.0064
4000 [-0.2, 0.2] 10 0.99997 1
4000 | [-0.15, 0.15] 10 0.8555 0.8557
4000 [-0.1, 0.1] 10 0.6087 0.6089
4000 | [-0.01, 0.01] 10 0.0636 0.0636
4000 | [-0.001, 0.001] 10 0.0063 0.0064

Tabela 3.2: Mudando a variancia, podemos repetir o experimento anterior, obtendo a quantidade de autovalores esperados
E(I) no intervalo I. Podemos notar que os resultados sdo tdo bons quanto os obtidos anteriormente. Com estas estimativas,
esperamos poder controlar o erro em perturbacdes gaussianas para matrizes simétricas.

Iremos fazer uso do teorema enunciado abaixo. Nao iremos prova-lo, mas a sua prova pode ser en-
contrada em [3].

Teorema 3.1 (Weyl). Sejam A e E matrizes simétricas de ordem N x N. Sejam A\; < ... < Ay
os autovalores de A e sejam \; < ... < Ay os autovalores de A+E. Entao |Ai = Ai| < ||E]|2, para todo
i=1...N.

1 . . 7
/No‘m’e que, no Caso/ d? t?r@os A—i—ﬁE7 a estimativa dada pelo te~0rema 3.1¢é ‘)\Z— f‘ < H \FEHQ
Além disso, como E é simétrica, com autovalores e; < ... < ey, entdao temos que

1

Aproximando a distribui¢ao dos autovalores de WE através da Lei do Semicirculo de Wigner, temos

B maX{|ez|}

VN

que seu autovalor maximo é aproximadamente 20 e o seu minimo é —20. Como jé observamos, a tendéncia
para os autovalores se distribuirem de acordo com a Lei do Semicirculo de Wigner é rapida, ja valendo
para matrizes de ordem baixa. Dai temos que é razodvel supor que ||ﬁE||2 ~ 20. A figura 3.1 mostra
alguns experimentos computacionais, que reforcam a conclusao destas observagoes.

o1



3.3. DETERMINANTE

25

a 100 200 3a0 400 500 600 Foo &00 [0a 1000

Figura 3.1: Cada circulo representa a média das normas de 20 matrizes de Wigner N x N, tomadas aleatoriamente,
com N = 50,100, 150,...1000.

Do teorema de Weyl temos que |A; — 5\Z| < 20, para todo ¢ = 1...N. Portanto, temos um controle do
erro para perturbacoes gaussianas em matrizes simétricas. Deve-se observar que esta cota aproximada é
probabilistica, o que podemos garantir é que as perturbagoes vao ter norma aproximadamente 20 com
probabilidade 1. Ainda assim, é um resultado forte, que pode ser aplicado em diversas situagdes. Note
também que, a partir destas observacoes, temos ainda um outro resultado relevante: se tomarmos uma
sequéncia ﬁE ~ de matrizes aleatérias de Wigner, de ordem N x N e com varidncia o2, entdo temos que

E
lim | En|l2

=02 _ 9
N VN

Convém observar que estamos cometendo um certo abuso de linguagem ao dizer que uma matriz de
Wigner tem varidncia o2, uma vez que estas matrizes foram definidas como tendo variancia 1. J4 vimos
que a mudanca de variancia nos leva a resultados andlogos, e que o tratamento é basicamente o mesmo,
por isso nao ha motivo para preocupagao com esta alteracao no uso do termo. Note também que nao
provamos este fato, ele é uma consequéncia natural de nossas observagoes e da Lei do Semicirculo de

i % .
Wigner, a sua prova pode ser encontrada em [1] e [11

3.3 Determinante
A Lei do Semicirculo de Wigner nos permite estimar o determinante de uma matriz de Wigner quando a

ordem cresce indefinidamente. Pelo que vimos até aqui, nao é surpresa que a estimativa assintética seja
também uma boa estimativa também para matrizes de ordem baixa. Seja \/LNX uma matriz de Wigner,
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tal que A; < ... < Ay sao os autovalores de X, entao sabemos que

’det (\/%X)‘ :ﬂ

i=1

A
VN|

Mas podemos escrever esta expressao de outra maneira, note que
N N N
H :exp<ln(H ))zexp(Zln
i=1 i=1

i=1
o0 . ~
Temos que (uy,In|z|) = [;7 Inz duy, mas sabemos que se tomarmos N grande o suficiente, entao
os autovalores estarao concentrados em [—2,2]. Fixemos N grande o suficiente, entdo podemos dizer que

g
VN

jiﬁ VAND = exp (. In fa]) ).

(un,Inx) ~ f02 Inz dun. Temos que

2 r
1
1 = xr 1 i)y
/0 nz duy N ;,1 n(A\;)

onde A, é o maior autovalor em [0,2]. Pelo que foi visto na segdo 3.1, a proporc¢ao de autovalores es-
perados em [0, 1] pode ser aproximada por fol VA2

2w
12 v 42;12 dx =~ 0.2. Portanto, esperamos ter mais autovalores entre [0, 1] que em [1, 2], isso significa que

dx =~ 0.3, enquanto que em [1,2] essa propor¢ao é

2 [ . . ., 2 -

fo Inx duy serd negativo, mais ainda, a tendéncia é que fo Inx duy apenas diminua com o aumento

de N, pois a propor¢ao de autovalores ird convergir, quase certamente, para 0,3 em [0, 1] e para 0,2

em [1,2]. Nao apenas isso, mas ao olharmos o semicirculo, podemos perceber que a tendéncia é termos
. .. . N

muitos autovalores bem préximos de zero, de modo que limy o0 Y, In ‘

>z0.

Note que a estimativa apenas melhora com o aumento de N. As figuras 3.2 e 3.3 mostram alguns
experimentos computacionais, que reforcam a conclusao destas observagoes.

= —00, portanto

Ai
VN

Ai
VN

‘det (\;NX)’ — exp (i’;m
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3.3. DETERMINANTE

0.25
‘det (%X)’ oz
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Figura 3.2: Cada circulo

70 80 a0

N

representa a média dos determinantes (em mdédulo) de 100 matrizes de Wigner N x N, tomadas

aleatoriamente, com N = 2,4,6,...100. Podemos ver que o determinante converge bastante rapido para zero.
0
[s2 =]
=]
) o 4
log | | det (—X) @
A/ o 2
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Figura 3.3: Cada circulo representa o logaritmo da média dos determinantes (em
na figura 3.2. Podemos ver que o decrescimento aparenta ser linear em N.
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mdédulo) das mesmas matrizes mostradas
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