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Resumo

Consideramos aplicacoes 2-dimensionais preservando uma fibragao uniformemente contra-
tora e cuja aplicagao 1-dimensional associada é tipo Lorenz. Provamos que estas aplicacoes

tem decaimento exponencial de correlacoes para observéaveis Lipschitz.

Usamos este resultado para deduzir decaimento exponencial de correlacoes para a aplicagao
de Poincaré de um fluxo geométrico de Lorenz. Disto deduzimos uma lei logaritmica para este

fluxo.

Palavras chave: Fluxos singulares, Atrator singular-hiperbédlico, decaimento de correlagoes

exponencial, dimensao exata e lei logaritimica.



Abstract

We consider 2-dimensional maps preserving the uniform contracting fibration and whose
1-dimensional application associated is like Lorenz. We proved that this maps has exponential

decay of correlations with respect to Lipschitz observables.

We use this results to conclud exponential decay of correlations to the Poincaré map apli-

cation from geometric flow like Lorenz. From this we conclud one logaritmic law for the flow.

Keywords: singular flows, singular-hyperbolic attractor, exponential decay of correlations,

exact dimensionality and logarithm law.
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Introducao

O termo propriedades estatisticas de um sistema dinamico F' : X — X, onde X é um espaco
métrico e F' uma fungao mensuravel se refere ao comportamento estatistico de trajetérias
tipicas. E conhecido que isto esta relacionado as propriedades da evolucao de medidas pela
dinamica.

Frequentemente é melhor estudar as propriedades estatisticas do que aquelas pontuais.
De fato, o comportamento futuro de uma orbita pode ser imprevisivel, mas as propriedades
estatisticas sao mais regulares e sua descricao é mais simples. Resultados interessantes podem
ser estabelecidos a partir do conhecimento da evolugao de medidas, como teoremas ergddicos,

grandes desvios, lei logaritmica e etc.

Neste trabalho consideramos aplicacoes 2-dimensionais que preservam uma fibracao que é
uniformemente contratora e tal que a transformacao induzida pela projecao ao longo das fibras
é expansora por partes. Com mais algumas hipdteses adicionais provamos que estes mapas

tem decaimento exponencial de correlacoes.

Este resultado permite deduzir varias consequéncias do ponto de vista estatistico da dinamica,

como a lei logaritmica para tempos de alcance em pequenos alvos introduzida abaixo.

Usamos estes resultados para a aplicacao de Poincaré associada a um fluxo geométrico de

Lorenz.

Lembramos que um fluxo geométrico de Lorenz é um modelo construido simultaneamente
por Guckenheimer e Williams [12], e Afraimovich and Bykov [1] para modelar o fluxo origi-
nado pelas famosas equagoes de Lorenz. Este fluxo possui um atrator contendo um equilibrio
acumulado por orbitas regulares. A propriedade que exploramos destes fluxos para obter de-
caimento de correlagoes para a transformagao de Poincaré associada é a existéncia de uma
fibragao contratora invariante. Podemos desintegrar uma medida ao longo da folheagao, e

estimar convergéncia de seus iterados separadamente, ao longo da direcao estavel e instavel.

Como mencionado anteriormente, do decaimento exponencial de correlagoes deduzimos
uma lei logaritmica para o tempo de primeira batida em alvos pequenos na segao transversal
global para o fluxo geométrico de Lorenz. Depois, explorando o fato que o fluxo pode ser visto

como uma suspensao sobre a transformacao de Poincaré, obtemos uma lei logaritmica para o



tempo de alcance em pequenos alvos para o fluxo. Observamos que a dinamica quantitativa
destes fluxos ainda esta por ser entendida, constituindo um ramo de pesquisa relevante na area

de sistemas dinamicos.

A lei logaritmica é obtida para o tempo que uma orbita tipica leva para bater em uma
sequencia decrescente de alvos, a qual esta estritamente relacionada a versao dinamica do

famoso Lema de Borel-Cantelli [6].

Em termos coloquiais, um sistema tem uma lei logaritmica para atingir uma sequéncia
decrescente de alvos se o tempo necessario para uma orbita tipica atingir o i-ésimo alvo é,
em algum sentido, inversamente proporcional a medida do alvo. Entao, é formulado um
quantitativo indicando quao rapido uma érbita preenche o espaco. Leis logaritmicas deste tipo
foram provadas para outros tipos de fluxos de interesse geométrico, como fluxos geodésicos,

fluxos onipotentes, espacos homogéneos e etc. [11]

A lei logaritmica vale automaticamente para sistemas misturadores rapidos. Mas existem
sistemas misturadores para os quais a lei logaritmica nao é valida [11]. Aqui observamos que
foi provado que os fluxos geométricos de Lorenz sao misturadores, mas a velocidade de mistura

ainda permanece desconhecida.

1. Enunciados dos resultados. O resultado principal desta dissertacao é a prova do
decaimento exponencial de correlacoes para aplicagoes definidas em um quadrado unitario do
plano possuindo uma folheagao invariante uniformemente contratora e satisfazendo algumas

condicoes extras. Para enuncia-lo precisamente, denotamos o quadrado unitéario por ¥ = I x I,

onde I = [—1/2,1/2]. Para uma funcio g : ¥ — ¥ denotamos por L(g) a melhor constante de
Lipschitz de g, i.e., L(g) = sup,, sx % onde | - | é a distancia Euclidiana. Definimos a

norma de Lipschitz colocando [|g[[ii, = [|g]lcc + L(g) onde, como usual, 9|/ = sup,cx [9(p)] e

coloque Lip(X) = {g : ¥ = R : ||glup < 00}

Teorema 1. Conside uma mapa F : X — ¥ do quadrado unitdrio nele mesmo tal que:

(1.a) Eziste um ¢ € I e k > 0 tal que, se x1,x9 sdo tais que ¢ & [x1, 5], entdo ¥y € I :

|G(x1,y) — G(z2,y)| < klzy — xof.

(1.b) F|, é A-Lipschitiz com A\ < 1 (por isso é uniformemente contratora) em cada folha

vertical v : |G(x,y1) — G(z,y2)| < Ay1 — yol-



(1.c) T : I — I € sobrejetiva e mondtona por partes, com dois ramos crescentes e C' nos

1 1
=] e T" > 1 onde for definido. Além disso lim T(x) = 3 T(c) =

intervalos [—=, ¢), (c,
2 2 T—rc—

1
—— ¢ lim T'(z) = oo.
z—ct

1
(1.d)) — possui variagao limitada.

77|

Entao a unica medida fisica pp em X invariante por F tem decaimento exponencial de cor-

relacoes com respeito a observdveis Lipschitz, i.€, existem C,A € RT, A < 1, tais que

'/f-(goF")duF—/g duF/f dyir

A nocao de medida fisica é central em Teoria Ergddica Diferencial. Dizemos que uma

medida de probabilidade F-invariante ug € fisica se a bacia ergéodica de pp
1 n—1
B(ur) = {P €X: lim — Zga(Fj(p)) = /(pdup, for all continuous ¢ : ¥ — ]R}
0

n—+oo 1N <
‘7:

tem area positiva em ..

A seguir estabelecemos uma lei logaritmica para a dinamica do fluxo. Esta é uma relagao
entre o tempo de primeira batida em alvos pequenos e a dimensao local da medida invariante
que estamos considerando. Considere uma familia de alvos B,.(z), onde zg é um ponto dado,
indexado por um parametro real r, e denotamos o tempo necessario para que a orbita de um

ponto x leva para entrar em B, (zo) por
7r(x, By (20)) = min{n € N* : () € B,(x0)}.

Uma lei logaritmica é dada pelo fato que quando r — 0 o tempo de primeira batida tem escala

da ordem 1/u(B,).

Agora consideramos a dimensao local da medida p

_ 1 B
4, (o) — lim sup 28 #(Br(70))

. . log M(BT<:CO))
=0 log(r) and  d, (7o) = lim inf——————"

1
r—0 log(r) @
representando a escala da taxa da medida de bolas pequenas quando o raio vai a 0. Quando os
limites acima existem e coincidem para p-quase todo ponto, dizemos que p é exata dimensional

e escrevemos d, = d,(x) = d,(x). Pelos resultados principais de [8, 9, 20] segue que nos
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sistemas mencionados acima (com algumas condigos extras na segunda coordenada G de F)
i é exata dimensional, e a lei logaritmica para o tempo de primeira batida em alvos pequenos

vale para o sistema discreto I’ como acima. Isto é, vale, para ugp-quase todo ponto xy € 3 :

lim log 77 (2, By x(20))
r—0 —logr

= dﬂF (i‘o)

Em seguida aplicamos estes resultados para o fluxo geométrico de Lorenz. Seja > a secao
transversal para o fluxo geométrico de Lorenz e F' a aplicacao de Poincaré associada. Observe
que por construcgao, F' satisfaz as propriedades listadas no Teorema 1 depois de uma mudanca

conveniente de coordenadas.

Para isso, introduzimos o tempo de primeira batida em alvos pequenos para o fluxo. Seja
r,x0 € Ne

7X(z, 1) = inf{t > 0|X;(z) € B,(z0)} (2)

o tempo necessario para que a X-érbita do ponto entre pela primeira vez na bola B,(xg). O

nimero 73 (z,79) é o hitting time ou tempo de batida associado ao fluxo X; e alvo B, (z).

r

Usamos o fato que o tempo de primeiro retorno a 3 é integravel para construir uma medida
fisica para o fluxo px suportada no atrator de Lorenz. Seja d,,(x) a dimensao local desta

medida. Obtemos que d,,, (v) = d,.(z) + 1.

Usamos o Teorema de Birkhoff para relacionar o tempo de primeira batida em pequenos

alvos contidos em X e em alvos fora de X como

. log 75t (, ) ~ lim log 7 (z, Bng(:co))'

r—0 —logr r—0 —logr

Finalmente, juntando os resultados acima obtemos

Corolario 1. Se X; € o fluxo geométrico de Lorenz entao para cada ponto reqular xq € A tal
que d,, (o) existe, temos
. IOg 7—7:)(75 (‘Ta xO)
lim ————~

r—0  —logr = dux (w0) = 1

para j1x-quase todo x € A.

2. Organizagao do texto. Comegaremos a se¢ao (1) com uma revisao sobre alguns

resultados basicos. E necessario que o leitor ja tenha alguma familiaridade com os resultados
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bésicos abordados num curso de teoria da medida e integracao e também que conheca as

defini¢oes basicas sobre sistemas dinamicos.

No capitulo (2), abordaremos o tempo de batida e a dimensao local de uma medida. Es-
tudaremos a relacao entre eles o caso geral e mais tarde com a hipdtese de decaimento de

correlagoes superpolinomial desse sitema.

No capitulo (3) estudaremos fungoes F' com fibras contratoras definidas num quadrado.
Estudaremos propriedades da funcao T' definida na primeira coordenada do mapa F, a par-
tir da existéncia de uma medida invariante p, para T (ver [15]). Na secao (3.1) usaremos
a existéncia da medida p, para construir uma medida pp invariante para o mapa F. Na
secdo (3.2) mostraremos decaimento de correlagoes exponencial para pp comparando a desin-
tegracao de medidas tipo “push-forward”ao longo das fibras usando a distancia de Wasserstein-

Kantorovich.

No capitulo (4) consideraremos os fluxos que geram aplicagbes de Poincaré numa segao
transversal Y satisfazendo as mesmas propriedades da aplicacao F' definida no capitulo (3).
Usaremos a existéncia da medida invariante upr para essa aplicacao de Poincaré para definir
uma medida invariante para o fluxo de suspensao associado ao mapa F. A partir disso obter-
emos uma medida py para o fluxo original usando o fato de que X* e seu fluxo de suspensao
sdo conjugados [3].

No capitulo (5) vamos considerar uma bola B,(zq) C R? e tomar o tempo de batida de um

ponto z pelo fluxo X*, o qual denotaremos 7.X' (x, z9). Considerando os pontos 7 (x) e 7(zo) que

sao as projecoes de z e 7o pelo fluxo X* na segao transversal, podemos tomar 7>(7 (), m(z)) o

T
tempo que o mapa de Poincaré F' alcanga o disco B,.(m(zo)) NY pela primeira vez e relacionar
esses tempos. Através disso, usaremos os resultados sobre dimensao local obtidos para g no
capitulo (1) para o estudo do tempo de batida de fluxos em R?* deduzindo assim uma férmula

para a dimensao local da medida px.

No capitulo (6) analisaremos a aplicagdo de Poincaré associada ao Fluxo geométrico de
Lorenz e mostraremos que ela satisfaz as condig¢oes necessarias para deduzir decaimento expo-

nencial de correlacoes para observéveis Lipschitz e L.



Capitulo 1

Preliminares

Iniciamos esse capitulo introduzindo conceitos e resultados que serao utilizados na prova
dos teoremas principais. Nesse trabalho, X sempre denotard um conjunto, X uma o-algebra
associada a esse conjunto e y uma medida definida em X'. A medida de Lebesgue sera denotada

por m.

Definig¢ao 1.0.1. Dadas duas medidas p e v definidas num espago mensurdvel (X, X), dizemos
que a medida |1 é absolutamente continua com respeito a medida v, se para todo E € X tal

que v(E) = 0 também tem-se u(E) = 0, nesse caso denotamos p < v.

Definicao 1.0.2. Um funcional linear em L = (X, X, u) é um mapa ® : L, — R satisfazendo:

O(af +bg) = a®(f) + b(®(g))

para todo a,b € R e f,g € LP. O funcional linear ® € limitado, se existe uma constante M tal

que:
() < M|l

para toda f € LP, a norma de ® € definida como ||®|| = sup{|®(f)| : f € L,, ||| < 1}

A seguir, listaremos uma série de resultados bésicos de fungoes em LP, a demonstracao de

todos esses resultados também podem ser encontrados em [4].

1. (Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym) Sejam p e v medidas o-finitas definidas em

(X, X). Entao existem unicas medidas o-finitas vy, v tais que vy L p, v < pev =

12
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vy + 1. Além disso, existe uma fungao p-integravel f tal que

7/2(E):/Efdu, Fex. (1.1)

Mais ainda, qualquer outra fungao que satisfaga (1.1) coincide com f em p-quase todo
ponto.

A fungado f que satisfaz (1.1) é chamada a de derivada de Radon-Nikodym de vy com

respeito a u (ou ainda a densidade de v com respeito a p) e é indicadas por Cﬁl—”/f.
2. (Desigualdade de Holder) Seja f € LP e g € LY onde p > 1 e 113 + % = 1. Entao fg € L!

e [[fglls <IIf1lpllgllo-

3. (Desigualdade de Minkowsky) Se f e g pertencem a LP, p > 1, entdo f + g pertence a
LP e:
Lf =+ gllp < [1f1lp + [|R]].

4. (Teorema da Representagao de Riesz) Seja (X, X, u) um espago de medida o-finito e @
um funcional linear positivo em L;(X, X, 1), entao existe uma fungao g € Lo(X, X, u)

satisfazendo:
¢m=/mm

E mais, ||G|| =|9]| € g = 0 se G é um funcional linear positivo.

Seja (X, X, p) um espaco de medida. Dizemos que uma fun¢do mensuravel f : X — X
preserva a medida (ou que y é invariante por f), se V. E € X tem-se u(f~ (F)) = u(E).

A proposicao abaixo caracteriza as medidas invariantes por uma transformacao f.

Proposicao 1.0.1. Sejam f : X — X wuma transformagao mensurdvel e p uma medida em
X. Entao f preserva a medida | se, e somente se, f¢du = f(b o fdu para toda funcdo u
integrdvel ¢ : X — R.

O omega limite de um ponto p € M, é o conjunto dos pontos x € X tal que existe uma
sequéncia n; de nimeros naturais satisfazendo klim f™(z) — p. Denotaremos esse conjunto
——+00
por w(p). Um ponto p € X é chamado recorrente, se p € w(p).

O teorema da recorréncia de Poincaré que enunciaremos abaixo, afirma que , dada qualquer
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medida invariante finita, quase todo ponto de qualquer conjunto mensuravel F regressa a E

um numero infinito de vezes.

Teorema 1.0.1. Seja f: X — X uma transformagao mensurdvel e seja p uma medida finita
invariante por f. Seja E C X qualquer conjunto mensurdvel com u(E) > 0. Entdo, para

p-quase todo ponto x € E existem infinitos valores de n para os quais f"(x) também estd em

E.

Dado um conjunto mensuravel £ C X com medida p positiva e uma fungao mensuravel
f X — X, tome um ponto x € E. Queremos analisar o conjunto dos iterados de x que
visitam o conjunto E. Ou seja, queremos analisar o conjunto {j € N|f/(z) € E}.

Observe que a razao

H{Jj eNIfi(z) € E}

n

nos da uma média de vezes que a érbita de z € X visita o conjunto E. Queremos saber o que
acontece com esse quociente a medida que n aumenta, ou seja, queremos saber se o seguinte

limite existe:

o) =t HENIPE) € B

n—-+oo n

Os préximos resultados vao na dire¢ao de estudar a fungao 7z(x).

Teorema 1.0.2 (Birkhoff). Seja f : X — X wma transformagdo mensurdvel e p uma medida
de probabilidade invariante por f. Dado qualquer conjunto mensurdvel E C X, o tempo médio

de visita

o) — i HIEN] @) € B)

n—-+oo n

existe em pi-quase todo ponto x € X. Além disso , [ 7p(x)du(x) = p(E).

Teorema 1.0.3. Seja f: X — X uma transformagao mensurdvel e p uma medida de proba-
bilidade invariante por f. Dada qualquer fun¢ao integrdavel ¢ : X — R, o limite
p(z) = lim —Zso f(x (1.2)

n—-4oo N,

existe em p-quase todo ponto x € X, além disso a func¢do ¢ definida dessa forma € integravel

[ stwyin = [ oty

e satisfaz
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Defini¢ao 1.0.3. Seja (X,Q, 1) espago mensurdvel. Uma transformacao f : X — X diz-se

ergodica, se dado qualquer conjunto mensurdvel E C X, temos que:
Te(r) = w(E) p— quase todo ponto x € X.

Proposicao 1.0.2. Seja pu uma medida de probabilidade invariante de uma transformagao

mensurdvel f: X — X. As condigoes sequintes condi¢oes sao equivalentes:

1. Para todo conjunto mensurdvel E C X, tem-se 7g(x) = u(E).

2. Para todo conjunto mensuravel E C X a func¢ao Tg é constante em p—quase todo ponto

r e X.
3. Para toda fungdo integrdvel ¢ : X — R tem-se ¢(x) = [ pdu para p-quase todo ponto.

4. Para todo conjunto menseurdvel B C X a média temporal p — R € constante em p-quase

todo ponto.
5. Para toda funcgao integravel invariante 1) : X — R é constante em p-quase todo ponto.

6. Para todo subconjunto invariante A tem-se u(A) =0 ou pu(A) = 1.

Abaixo damos algumas equivaléncias para que uma medida seja ergddica.

Proposicao 1.0.3. Seja p uma probabilidade invariante para uma transformagao mensurdvel

f: X — X. As sequintes condicoes sao equivalentes:

1. (f,pn) € ergddico.

2. Para qualquer par de conjuntos mensurdveis A e B wvale:

n—

Jim S a(P(A) 1 B) = p(A)u(B) (1.3)

3. Para quaisquer fungoes p € LP(u) e € Li(p), com p,q conjugados, vale:

n—1

dm 5™ [ttyvdn = [ du [ v

Jj=0
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Proposigao 1.0.4. Seja p uma medida de probabilidade invariante para aplicagao f : X — X
e suponha também que a condi¢ao (1.3) da proposi¢iao (1.0.3) seja satisfeita para toda ¢ e )

em subconjuntos densos de LP(u) e LY(u) respectivamente. Entao (f, ) é ergodico.

Definicao 1.0.4. Suponha p uma medida de probabilidade invariante para uma transformacgao

mensurdvel f : X — X, considere o conjunto B C X para o qual vale:

o(z) = lim —ng (1.4)

n—+oo n
para toda ¢ : X — R continua. Se m(B) > 0, dizemos que p é uma medida fisica ou SRB.

Proposicao 1.0.5. Seja (X, X, u) espago mensurdvel. Uma fungio f: X — X é chamada

de misturadora, se para todo subconjunto mensurdvel A, B C X, tem-se

lim p(f"(A) N B) = u(A)u(B).

n—-+o0o
Observagao: Se f for invariante e misturadora entao f é ergddica.

Definigao 1.0.5. Seja, (X, d) um espago métrico, e considere uma familia de difeomorfismos

(X"ier : X = X de classe C™ (r > 1), dizemos que essa familia é um fluzo se:
1) X°=1d: X — X € o mapa identidade.
2) Xt = X' o X* para todo t,s € R.

Dizemos que o fluxo € gerado pelo campo vetorial X se:

d
3) aXt(q) li=to= X (Xt,(q)) para todo q € X ety € R.

Definigao 1.0.6. Um ponto p € X ¢ chamado de singular para o fluzo (X'), se (X")(p) =p

para todo t € R, um ponto que nao € singular é chamado reqular.

Os resutados anteriores podem ser estendidos para fluxos bastando trocar f por X, dessa

forma temos os seguintes resultados:
Um fluxo X! é invariante para medida p se para cada t fixo, X! é uma funcao invariante.

No caso de um fluxo (X*);, definimos o tempo médio de visita como:

o mo<t<T:XteFE
mp(r) = lim = T =
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onde m denota a medida de Lebesgue.

No caso de fluxos invariantes, o teorema de Birkhoff ainda continua valido, bastando para isso
manter as hipéteses do teorema com o fluxo (X*) no lugar de f. Nesse caso a equagio (1.2)

fica reescrita como:

t——+o00

t
3(z) = lim / oo X' (x)dt
0
O limite ¢ é chamado média temporal de ¢.

No caso de fluxos invariantes, a definicao para medidas fisicas fica sendo basicamente a mesma,
bastando para isso manter as hipéteses da definigao (1.0.4) e trocar a fungao f pelo fluxo (X*).
Nesse caso a equacao (1.4) fica reescrita como:

1 [T

m()(w) = Jim o [ (X))t (15)

A seguir, definiremos o conceito de desintegragao de uma medida e enunciaremos alguns

teoremas importantes a respeito desse assunto.

Definigao 1.0.7. Uma cole¢io de subconjuntos mensurdveis P = {Py},c, de X € chamada

de particao, caso tenhamos

1. P\ # 0 para todo \ € A.
2. U)\GAP)\ - X

8. Py, N Py, =0 sempre que \; # A;.

De agora em diante, P denotara uma particao de X. Denotaremos 7 : X — P a projecao
natural que associa a cada ponto x € M o elemento P(z) da particao que o contém. Esta
projecao permite munir P de uma certa estrutura de espaco de probabilidade da seguinte
forma: primeiramente dizemos que um subconjunto Q de P é mensuravel se, e somente se, a

pré-imagem

771(Q) = unido dos elementos P de P que pertencem a Q
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¢ um subconjunto mensuravel de X. A familia B dos subconjuntos mensuraveis é uma o-

algebra de P. Em seguida, definimos a medida quociente i por

1(Q) = u(r~*(Q)) paracada Q€ B.

Definicao 1.0.8. Seja (X, X, 1) um espago de probabilidade, uma desintegracao de p relati-
vamente a uma particio P do conjunto X, € uma familia de probabilidades {up : P € P} em

X tal que, para todo conjunto mensuravel E C X wale:

e up(P) =1 para ji-quase todo P € P.

e a aplicagcao P — R, P — pup € mensurdvel.
o W(E) = [ up(E)A(P).

O proximo teorema é uma das principais ferramentas em teoria ergddica, ele nos fornece

condigoes para desintegrarmos uma medida.

Teorema 1.0.4. Seja X um espago completo separdvel, f : X — X wma transformacao
mensurdvel e p uma probabilidade invariante. Entao existe um conjunto mensurdvel My C
M com p(My) = 1, uma particio P de My em subconjuntos mensurdveis e uma familia de

probabilidades {jup : P € P}e m M, satisfazendo:

1. up(P) =1 para pi-quase todo ponto P € P.

2. P — pp(FE) € mensurdvel, para todo conjunto mensurdvel E C X .
3. up € invariante e ergédica para ji-quase todo ponto P € P.

4. W(E) = [ pp(E)di(P) para todo conjunto mensurdvel E C X.

Definicao 1.0.9. Dizemos que uma particao é mensurdvel, se restrita a algum subconjunto de

X com medida total, ela € o limite de uma sequéncia nao-decrescente de parti¢coes enumerdveis.

Teorema 1.0.5 (Teorema da desintegracao de Rokhlin). Suponha que o espago métrico X é
completo separavel e que P € particao mensuravel. Entao a probabilidade p adimite alguma

desintegracao relativa a P.
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Definicao 1.0.10. Dado um mapa F' : X — X e uma fungaot : X — R que € limitada longe
do zero, existe uma maneira de construirmos um fluxo através do mapa f. Considere o espaco

quociente:

Xi={(z,c) e X xR":0< c<t(x)}/ ~

onde ~ ¢é a relagdo de equivaléncia (z,c(x)) (f(x),0). A suspensio de F' com teto em t € o

semi-fluro @' : X; — X, dado por ®'(t,s) = (F"(x),s'), onde n e s satisfazem:

[y

n—

tfi(x)+s =t+s, 0<8 <c(f*(x)).

I
o

Definicao 1.0.11. Uma secao transversal para um fluzo ou semi-fluzo ¥t 1Y — Y é um
subconjunto A C'Y com a propriedade de que o conjunto T, = {t € RT : U'(y) € A} é um

subconjunto enumerdvel e nao-vazio de R .

Definicao 1.0.12. Sejam X e Y espacos métricos, uma funcio f : X — Y € chamada de

homeomorfismo bi-lipschitz se existe uma constante K > 0, tal que para todo x1,z9 € X vale

1

ng(xlwz) <dy(f(z1), f(72)) < Kdx(1,29).

A funcao f € chamada localmente bi-lipschitz se a propriedade acima vale localmente para

pontos x1,xs € X.



Capitulo 2

Dimensao e tempo de batida em

sistemas rapidamente misturadores

2.1 Tempo de batida e dimensao local

Neste capitulo vamos discutir os problemas de dimensao local de uma medida, estudados

em [9, 6, 19].

Vamos considerar o seguinte sistema ergédico (X, T, i), onde X é um espago metrico. Se-
jam z, o € X, fixe uma vizinhanca B, C X de xg, onde u(B,) > 0, pelo teorema da recorréncia
de Poincaré, para p — m.q.t.p x € X a orbita de z intercepta B, alguma vez. Em diversas
aplicagoes, é 1util quantificar a velocidade de aproximacao com a qual a orbita de x se aprox-
ima de xy. Uma maneira de se abordar esse fato, é considerando uma familia de conjuntos
S, indexados por um parametro real r contendo zy e dar uma estimativa do tempo necessario

para a orbita de um ponto x entrar em .S,:

7(z,S,) = min{n € N* : T"(z) € S, }.

O ntmero acima definido é chamado ”tempo de batida em S,”.
No caso de X ser um espago métrico, a escolha mais natural é tomar S, = B(xg, ), nesse caso

escreverenos:

20
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7. (z,29) = min{n € Nyn > 0,7"(z) € B(xg,r)}.

Observe agora que 7(x,S,) — +00 quando r — 0, logo faz sentido considerar:
log (7, (z, o))
—log(r)
e estudar o comportamento da fracao acima quando r — 0.

Para isto, defina:

) . lOg (TT(xva)) P lOg (Tr([E,l'O»
— 229 T\ 20)) — liminf ——~-2 0
R(z,20) msup = e R(z,zo) = liminf ———= o7

Proposicao 2.1.1. Valem as sequintes propriedades:

(a) R(z,10) = R(T(x),20), R(x,20) = R(T(z),x0).

(b) Se T é a-holder, entio R(x,x¢) > aR(z,T(xo)) , R(x,20) > aR(z,T(x0)).

Demonstragao. Vamos demonstrar (a).
Dado r > 0, existe n, > 0 tal que n, = inf{n € Nyn > 0 | T"(x) € B(x¢,7)}, suponha por
simplicidade que n, > 1 Vr, nesse caso n, —1 = inf{n € Nyn > 0| T"(T(z)) € B(zo,7)} =

Tr(T(‘T)? xO)? 10g01

log (7,.(T'(x), x0)) _ log(n, — 1)

—log(r) —log(r)
log(ne(1 - 1/n,))

— log(r)
log(n,) +log(1 —1/n,)

— log(r)
log(7.-(z,x0)) = log(l —1/n,)
—log(r) —log(r)

lOg(l — 1/’/%)

— log(r)
que o limite superior da soma de duas sequéncias ¢ menor ou igual a soma dos limites superiores

Como r — 0 implica n, — 400 segue que — 0 quando n, — oo, e lembrando

de cada uma das sequéncias, segue que:

_ 1 T 1 log(1—1
R(T(z),x¢) = limsup 08 (7,(T'(z), o)) lim sup log(7,(, 7o)) + lim sup log(1 —1/nr)
r—0 — log(r) 30 —log(r) o — log(r)

= R(z,zo).

IN



Reciprocamente, supondo n, = inf{n € Nyn > 0 | T7"(T(z)) € B(zo, )}, temos

log (7:-(, x0))
— log(r)

log(n, + 1)

— log(r)
log(n.(1+1/n,))
—log(r)
log(n,.) + log(1 + 1/n,)

— log(r)
log(rr(T(x), xO))
—log(r)

log(1— 1/n,)
—log(r)

E da mesma forma, como foi feito anteriormente, vemos que:

R(x,x¢) = limsup
r—0

log (7,-(z, x0))
— log(r)

log(7,(T'(x), o))

< limsup + lim sup
r—0 - IOg(T) r—0
= R(T(x),x0).

O célculo para R(T'(z), ) = R(T(x),x¢) é andlogo, o que conclui (a)

22

log(1 — 1/n,)

log(r)

Para provar (b), observe que sendo 7" aplicacdo a-holder, entdo para todo k vale: ||T"(x) —

1
T(zo)|| < ||T* Y (z) —20||*, assim, dado r, = —, se n, = 7,.(z, 7o) entdo n, — 1 = 1a(x, T(x0)),
n

considere assim a sequéncia r,,, temos:

log (7 (2, T'(20)))

—log(rg)

Logo, podemos escrever:

R(z,T(xg))

_ log(n, — 1)
—log(rs)

_ log(nr(l B 1/nr))

— log(rs)
_ log(nr) + log(l — 1/”7")
—log(rs)

_ logn) log(1—1/n,)
—log(rg) —log(ry)

_ log(nr) log(l — 1/”7")
—alog(ry) —alog(r,)

log(7a (x, T (20))

lim sup
n—-+0o0o

lim sup
n—-+oo

lim sup
n——+0o00

R(z, x)
«

—log(rg)
( log(n,)  log(1+ 1/7%))
—log(ry) = —log(ry)
log(n,) im su log(1 +1/n,)
(—alog(rn)> + ln_,+0£) ( —alog(ry,)

)
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R(z, o)

De maneira exatamente equivalente, mostra-se que R(z,T(z9)) < ———=, 0 que prova o
a

corolario. O

2.1.1 Dimensao local

Introduziremos nesse momento a nocao de dimensao local de uma medida e provaremos

alguns resultados de [19].

Como anteriormente, p denotara uma medida no espago métrico X. Defina os nimeros:

- log (u(B(=,1)) log (u(B(z,1)))

() = hnﬂi‘ép log(r) d(w) = hrggf log(r)

d,(z) é chamado dimensdo local superior enquanto que d,(z) é chamado de dimensdo local

inferior. Quando os limites acima existem e se tem d,(z) = d,(z), chamamos o limite

. log (u(B(x,1)))
heler) = iy log(r)

de dimensao local da medida .

Lema 2.1.1 (borel cantelli). Seja {I,} uma sequéncia de conjuntos mensurdveis em X. Se
Zp([n) < 0o entdo p(NS2, UX_ I,) =0.

n=0

Demonstragao. Consultar [13] pagina 74. O

Lema 2.1.2. Seja (X, T, ) sistema dinamico sobre um espag¢o métrico separdvel, com medida

invariante | e rg € X. Se a > glu(:co)’l entao para quase todo ponto x € X pu — q.t.p vale:

liminf n® d(zo, T"(z)) = oo.
n—oo

Demonstragdo. Escrevendo d = d,(zg), como vale d <

para todo r > 0 e
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suficientemente pequeno, temos que

—log(u(B(xo,7)))

1 —log(r) 1
q < Og(ul(ofzgxo; ;’)) )
d-log(r™") < log(u(B(zo,7))™")
log(r~®) < log(u(B(zo,7))™")
r~ < u(B(xo, )
rt > p(B(w, 7).

Defina I,, = T7"(B(zo,n" %)), pela ultima desigualdade, notando que ad > 1, ficamos com
p(B(zg,n™*)) < n*. Como T preserva medida, u(1,) = p(B(zo,n*) e portanto:

w(T7"(B(zo,n™®))) = w(B(zo,n ") < n* < co. Pelo lema (2.1.1), p(Ny, Ux_, I,,) = 0.
Suponha que x € X seja um elemento tal que: lim inf n® d(xy, 7" (x)) seja limitado, como
limn® = +o0 segue que liminf d(xo, T"(xz)) — 0 e portanto x € I, para uma infinidade de
n € N e consequentemente x € N2, U°_ I,,. Mas o conjunto desses elementos tem medida

nula, e portanto para p — ¢.t.p vale liminf n® d(xq, T"(x)) — 400, provando o lemma.

]

Teorema 2.1.1. Se (X, T, 1) € um sistema dinamico sobre um espa¢o métrico separdvel, com

medida invariante . Para cada o e p-quase todo ponto vale:

R(x,w0) > d,(r0) e R(z,20) > dy(o).
Demonstragdo. Vamos provar primeiramente que R(x, 7o) > d, (o). Lembrando que a funcao
7.(x,x0) é decrescente em r, para cada r tome n € N, satisfazendo: n™* > r > (n+1)7¢

teremos:
log(7y-a(z,20)) _ log(r(z,20)) _ log(Tni1)—o(x,20))
“log(n ")~ —log(r) — —log((nt1)7)

Isto mostra que
liming 080 (@ 20)) _ . 108(Tma (2, 20))
r—0 —lOg(T) n—-+oo _ log(n—a)

Note agora que o lema (2.1.2) nos diz que para n suficientemente grande, 7,,-o(z,x9) > n

sempre que o~ < d, (o), portanto:
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1
log(Ty,-a (2, x0)) > log(n) = log(T,-a(x, x0)) > - log(n®).

log(7y,-a (2, x0))
—log(n=)

log(7,-a (2, x0))
log(n®)

>

1 1
O que nos da: > — e consequentemente: liminf —.
o Q@

1
Como — pode ser tomado tao préximo quanto se queira de d,(z¢), segue que R(x,z9) > d,(zo).
o

Vamos agora provar a desigualdade R (r,7¢) > d ,(xo). Para isso, suponha ¢ < d,(z¢) e

considere o conjunto A(c,zy) = {z € X |R(z,y) < c'}.
log(p(B(xo,7)))

Por hipétese, segue que ¢ < d = d W(0) < limsup . Logo existe uma sequéncia

r—0 log()
{ny} de ntimeros naturais com ny o oo de forma que
—+00
lo B(z
J 9(1(

(20,27™)))
log (2~ ”k)

d-log(27™) > log(u(B(xo,27™)))
log(27%™) > log(u(B(x0,27™)))

T, 2

274 > (B(x0,27™)) V keN.

Por outro lado, tome = € A(c, xg), por defini¢ao, existem infinitos nimeros naturais n satis-
fazendo

To-n(x,20) < 2°™. Para cada m € N, considere o conjunto C'(m) = {z € A(d,x) |V n >
m, Tyn(z,20) < 2°™}. Observe que C(1) € C(2) C ... € C(m) C ..., logo u(UX,C(n)) =
lim p(C(m)).

Agora, considere z € C(ny,), isso significa que para todo m > ny, (e em particular para os
termos da sequéncia {n;} com k > ko), temos nf = 7p-n,(2,20) < 2°™}. Logo T (z) €
B(z,27™) e portanto z € T (B(x, 2" ™)) para qualquer outro w € C(ng,). A tltima
igualdade se verifica com o iterado n* onde 0 < n¥ < 29" como a quantidade desses iterados

é finita (menor do que 2¢™) segue que: C(ng) C Uy, T~ (B(19,27™)), e assim:
WO ) < p(Upsyr T (Bl 27™))) = (Bl 2774))) - 277 < 2-0ms o

e consequentemente lim u(C(ng)) — 0. Concluimos entdo que p(A(c,zg)) = 0V < ¢,

provando o resultado. []
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2.1.2 Funcao correlagao

Dados uma funcao f : X — X e uma medida de probabilidade invariante p invariante
por essa fungao, dizemos que o sistema (X, f, 1) é misturador se para quaisquer conjuntos

mensuraveis A, B:

AN f(B)) — p(A)u(B)

n—oo

ou equivalentemente

/¢-(¢Of")durgo/¢du/wdu

para quaisquer par ¢, : M — R de funcoes continuas. Definimos a funcao correlagao por:

eo.0)=| [0 @wo rmau— [ odn [ van

Y

no caso de sistemas misturadores temos C,(¢,1) — 0, a taxa de convergéncia com a qual a
n—oo
funcao de correlagao se aproxima de zero é chamada taxa de decaimento de correlagoes para

os observaveis ¢ e 1 do sistema (f, i), assim podemos formular a seguinte definigao:

Defini¢ao 2.1.1. Sejam ¢,v : X — R Lipschitz observdveis em X. Um sistema (X, f, 1)

possut decaimento de correlagoes superpolinomial se:

Col) = / ot o f)dju — / odu / wdu‘ < 116 gl 1] 1B ()

com ® possuindo decaimento superpolinomial, isto €, limn*®(n) =0, V a > 0.

Objetivo principal dessa secao é provar o seguinte teorema:

Teorema 2.1.2. Se (X, T, 1) possui decaimento de correlagoes superpolinomial e d,(zo) existe,

entao para p-quase todo ponto tem-se:

R(SC, :CO) = E(ZU, 370) = d,u(x())-
Para provar o teorema acima, faremos uso de mais algumas defini¢oes e provaremos mais alguns

lemas auxiliares.

Definicao 2.1.2. Seja 15 a funcao indicadora do conjunto S C X. Dizemos que a Sequéncia
de conjuntos S, C X € fortemente Borel-Cantelli (SBC), se > 1(S,) = 0o e para p-quase

todo ©x € X temos N
D net Lm0 @)
N —1
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Lema 2.1.3. Seja B(xg, 1) uma sequéncia centradas de bolas centradas em xo com raio decres-
cente, seja Ay, = T %(B(z9,7%)) € escreva Ay = X. Se (X, T, i) é um sistema satisfazendo a
definicao 2.1.1, entdo quando k > j > 0, vale

Ok —7)

(re—1 — 1) (rjo1 —15)

(A N Aj) < p(Ap—1)p(Aj1) =

Demonstragao. Para cada k € N, considere as fungbes Lipschitz ¢y (z) satisfazendo as pro-

priedades abaixo:

[ st(l‘) =1Vax S B(lL‘[),T’k).

o ¢n(z) =0sex ¢ B(xg,rp—1)
1

o [[or]l < :
k-1 — Tk

Como g preserva medida, temos:

AN Ay) = w(T(B(xo, 1)) N T~ (B(wo,75)))
= w(T(T "9 (B(xo, 1)) N (B(o,75))))
(T~*7(B(wo, %)) N (B(o,75)))

I
=

= | X1-++3(Baoiri)N(Blzo.r;) I
B /XTk+j(B(x0,Tk)) 'XB(QUOvTj)dM

< / o(T) - by dp. (2.1)

Como ¢ < 1p(syr,_,) Vs € N, segue que:

/¢kdﬂ/¢jd,u§ /1B(xo,rk1)dﬂ /1B(xo,rj1)d,u~ (22)

E novamente, como g ¢ invariante por 7"

/1B(mo,m1)du /1B(xo,rj_1>d/~4=u(f4k1)M(Aj1)- (2.3)

Juntando (2.2) e (2.3), temos:

/¢kdu/¢jdﬂ < p(Ap—1)p(Ajq). (2.4)
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Como o sistema (X, T, 1) tem decaimento de correlagoes polinomial e as integrais sao positivas,

podemos escrever:
[0y dus [ oudn [ odut lwnllleslioce - ). (2.5)
Substituindo (2.5) e (2.4) em (2.1), obtemos
panay) < [ our) 6 dy

< /¢kdu/¢jdu+ el 465] 1@k — 7)
Dk — j)

(re—1 — 1) (rj1 —15)

< (Ag—1) (A1) +

O que conclui a demonstragao. O]

Antes de prosseguir, vamos fazer algumas definicoes de teoria da probabilidade.

Definic¢ao 2.1.3. Dada uma fun¢ao mensuravel discreta T : X — {xo,z1,...,2,} CR e uma

medida de probabilidade 1 : X — R, definimos a esperanca matemdtica de T por

szu )

Lema 2.1.4. Seja S, uma sequéncia decrescente de conjuntos mensurdveis tal que:

lim inf log ZIS #(Sk))

=z>0.
k—o0 lOg(k)

Seja Ay, = T7*(Sk) e suponha que quando k > j o sistema seja tal que:
1(Ax N Aj) < p(Ap—)p(Aj-r) + k7= 0(k — j), (2.6)

com ® possumdo decaimento superpolinomial e c1,co > 0. Entdao pondo Zy(x) = Zg 14,(),

temos — 1 na norma L? em p-quase todo ponto.

E(Z )

Demonstracao.

= ZlAi(x)+2 Z La,(2)14,(2)
0 7,k<n;j<k

= ZlAi(aj)+2 Z La,na, ().

0 7,k<n;j<k
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Como E(Z,) = ,_, (Ag), segue que:

=D wA)+2 Y p(An4y). (2.7)

k.j<n;k>j
Lembrando que hm inf % = z, tome « satisfazendo 0 < a < %, podemos escrever:
—00 og

> AN Ay < > pANA)+ Y p(ANAy). (2.8)

Jk<n,k>j k.j<nk>j,k<j+ne k,j<n,k2j+n®

O primeiro somatério a direita da desigualade em (2.8) pode portanto ser majorado por

> (A N A;) < n“E(Z,).

k,j<n,k>7,k<j+ne

Para o segundo somatdrio a direita da desigualdade em (2.8), usaremos a igualdade (2.6) d
forma a obter:

Z (AN A;) < Z p(Ag—1) (A1) + n 20 (n®)
k,j<n,k<j+n® k,j<n,k>j+ne

1
< S(E(Z) +n*tredm).

Segue portanto que podemos estimar o primeiro somatério em (2.8) por

> wAnA;) < n“E(Z,)+

1
S (B(Z)* 4 n*Tered(n).
Jk<nk>]

Dessa forma, (2.7) pode ser majorado por:

E((Z.)%)

IN

E(Z,) +2n°E(Z,) + (E(Z,))* + 2n*T1te2d(n®)

< (2n* +1)E(Z,) + (E(Z,))? + 2n*Tat2d(n®).

Lembrando que para a esperanca, vale E ((Z, — E ((Z,)?)) = E ((Z,)?)—(E(Z,))*, a desigual-
dade acima nos permite escrever:

E((Zy,— E((Z,)%)) < (2n* + 1)E((Z,)?) + 20> 2 0(n). (2.9)

Zn Z,— E(Z, .
Defina Y,, = E(Z) —1= Tj))7 pela equagao (2.9), obtemos

E((Yn)2) = E(ZnE_(grf)Zn)) < (271& + 1)E(<Z‘g)<+)2;l +Cl+02q)( )
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n

E(Zy)

As contas acima mostram que existe uma subsequéncia de Y,, que converge a 0, mas quer-

— 1em L2

Como a < g e 2n?terted(n®) — 0, segue que liné E((Y,)?) =0, ou seja,
n—

emos mostrar que toda a sequéncia converge a zero. Para isso, consideramos
ng = inf{n : £(Z,) > k*}

e mostraremos que Y,,, — 0.
Desde que ® possua decaimento superpolinomial

p2teites (I)(na) 50
; E(Z)e =

Considerando ¢ > 0, por defini¢ao de z e pelo fato de que p(A4;) < 1, temos que se k é grande
o suficiente vale (k4 1)* > E(Z,,) > (nx)* . Desde que n;, < (k + 1)2%5 < (Zk)z%s segue:

(g + D(E(Z)) _ Crg+1) _

2(2k)= +1
(E(Zy,))? (E(Zn,)) '

k2

z - .
Como a < o podemos supor € tao pequeno de modo que 2o < z — € e entao, obtemos:
2c0
z—€

—2 < —1.

Isto implica que ZE((YR)Q) < +o00, 0 que por sua vez nos fornece Y,, — 0 e portanto
Zn,,
E(Zy,)

Agora, se ni < n < ngy1, vale:

— 1.

Zn an+1 — an+1 E(an+l> < an+1 (k+2)2.
E(Zn> - E(an) E<an+1) E(an) N E<an+1) k2
E também:
Zn o Zn _ Zn, E(Zy) _  Zn k? |
E(Z.) — E(Zn..) E(Zn) E(Zn,,) ~ E(Zy,) (k+2)?

Portanto, temos lim -

n——+00 E(Zn)

= 1 em p-quase todo ponto, provando o teorema.

]

Lema 2.1.5. Seja S, uma sequéncia decrescente de conjuntos mensurdveis de um espago

métrico X com lim p(S,) = 0. Entdo:

log(7(x,S,))
— log(p(Sy))

lim inf > 1.
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Demonstragao. Escolha uma sequéncia n; € N, onde n; = min{n > 1|u(S,) < 27"}. Se
n; < n < mniy, entao 7(z, S,) > 7(z, S,,) para todo T e também 27 > u(S,,) > u(S,) > 271

Portanto, para todo n satisfazendo n; < n < n;;, e para todo z:

log(r(w, 5,)) _ log(7(x,5n,)) ~—log(u(Sw)) _ log(r(w,Sn)) i
—log(u(Sn)) — —log(u(Sy,)) —log(u(Sn)) =~ —log(u(Sy,)) i+ 1

O que implica que:

V

—log(T(x, Sn)) = liminf —log(T(x, )
—log(1(Sy)) —log(p(Sn,))

Usando a desigualdade acima, podemos assumir u(S,) < 27", dado 6 > 0 defina o conjunto

En:{x :M<1—5}. Temos

lim inf

— log(pu(Sh))
N(En> = p ({x : T(:L‘, Sn) < N(Sn)_1+6})
p(Sn) 10
= i ' {z:7(z,S,) =i}
p(Sn) 10

< Z pw{x: 7(x,S,) =1i}).

Observe que se {z € 7(z,S,) =i} entdo x € T(S,,), assim

(S ) 1448 1446

#(Sn)~
Z p{x:7r(x,8,) =i}) < Z u(T ) < u(Sn) " u(S,) < 27,
i=1

Isso mostra que Y u(E,) < +00o, pelo teorema de Borel-Cantelli obtemos p(lim supFE,,) = 0.
Como ¢ pode ser tomado tao pequeno quando se queira, obtemos para p-quase todo ponto x

log(7(z, Sy))

“log(u(S,) ~

lim inf
O]

Lema 2.1.6. Suponha (X, T, u) sistema dinamico, onde u(C) = 0 para qualquer subconjunto
discreto mensurdvel C, se cada sequéncia decrescente de bolas em X com o mesmo centro é
fortemente Borel-Cantelli, entdo para p-quase todo ponto, temos

log(7(x, Sy)

“log(i(5)

lim inf
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Demonstragao. Seja y € S, o centro das bolas, como p(C) = 0, segue que u(S,) — 0. Para
r—r

cada inteiro positivo ¢, defina m(i) como o menor inteiro positivo satisfazendo:

{r>0:ﬁ§u(&.)<%}.

Essa sequéncia satisfaz m(1) < m(2) < ..., e mais, para cadar par m(i), m(i + 1), podemos
escolher ! satisfazendo:

1 1

1 =M < T

Existe uma sequéncia i), satisfazendo m(i},) = i), e i}, > 2i},_,, para essa sequéncia, temos

= 1
;M(Sr;) > Z W
; m(i}) + 1

00 .
(23

E y = +00.

— U, +1

v

+00 too

Como a sequéncia ¢ fortemente Borel-Cantellie ) i(S,,) = 400, obrigatoriamente ) 1p-1g, —
=1 n=1

+00, ou seja, para p-quase todo z,temos T"(z) € Sy, para uma infinidade de indices 7 temos

Ti(z) € Sy, logo T(z,S) <iei < para uma infinidade de indices 7, o que nos da:

M(Sr’,)

7

Aplicando log e tomando liminf, temos:

log(7(x, S,)
—log(u(S;))

Aplicando o lema (2.1.5) temos a igualdade. O

lim inf < 1.

Finalmente, vamos demonstrar o teorema (2.1.2).

— 1
Demonstragao. Vamos comegar mostrando que R(z,xo) < d,(xg). Escolha — > d,(z¢) e

p
considere a sequéncia r, = k°. Tomando ¢ < 71 — d,(zo), como d,(zo) existe, para k
suficientemente grande obtemos

log(p(B(z0,74)))
log(ry)

0< — d#(l’o) < E.



33
O que nos permite escrever:

p(B(xo,14)) > kP,

Consequentemente:
k k
ZM(B(JUOJ%)) > Z L BeFdu(x0))
0 0
Como
" nl—B(e+du(zo))

L—B(etdu(z0)) _ _ Cnl—ﬂ(a—s—du(:co))’
Z 1 — B(e +d,(x))

segue que:
log (Z k—6(5+du(mo))> > log (Cnl—ﬂ(eeru(aco)))
0
> logC'+ (1 — B(e+ du(xg)))log(n).
Assim:
log (Zg k—6(€+du($o))) log C'
1— d
log(n) — log(n) + Ble + du(xo))

> 1—B(e+d,(x0)).

Como ¢ é arbitréario, segue que

1 " o —B(etdyu (o))
lim inf o8 (X )
k—-+00 log(n)

> 1 — Bd,(x0)) > 0.

Aplicando agora o lema (2.1.3), vemos que

Ok —j)

1(Ax N A;) < p(Ap—1)p(Aj-1) + (rr—1 = i) (rj—1 — ;)

Desde que r; — r;_1 = i ?~!, a desigualdade acima pode ser escrita como
(AL N A)) < p(Ap-n)p(Aja) + KPP D (R — ),
onde ® possui decaimento de correlagoes superpolinomial. Pelo lema (2.1.4), pondo Zy(x) =

k
Z 14,(x), obtemos para p-quase todo ponto
0

Zy,

E(Zk)_”'

Vamos tomar ¢’ > 0 e § como acima, de forma que 37! esteja proximo de d,(zo) e de forma

a ter B(d,(xo) +¢’) > 1. Escolha € > 0 pequeno o suficiente de forma a ter 5(d,(xo) +¢) <1
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/ 1 — B(dyu(z0) — )
¢ Bldu(x0) +€) = 7753 (20) 7 o)

existe uma infinidade de indices n € N satisfazendo

> 0. Considere z tal que R(z, 7o) > d,(70) + &, entdo

IOg(Tn—,B ) (iL‘, mo)
logn="

> du(l‘o) + g’

e consequentemente 7,5 (x, zg) > nf(@ @0+,

Por definigao, 7,-s(x,zo) é o primeiro tempo onde T"(z) entra pela primeira vez na bola
B(xg,n™"), ou equivalentemente, 7,,5(x, o) é o primeiro tempo onde x € T~"(B(z9,n *)).
Portanto para todo 0 < i < 7,-s(z,z0) segue que = ¢ T"(B(zg,n"*)) o que implica = ¢

Ugn—ﬁ (ac’xO)Tii(B(l‘, nfa))‘ COIHO T8 (l’, fo) > nﬁ(du($0)+5/) segue que
w g Uy T B ).

Em particular

nBdu(zo)+e")
n

x ¢ ot )T”'(B(xo,nfﬁ)) o U

n

T~ (B(xo,i7")).

Observe entao que para x e n como acima, temos Z, () = Z s, eq)+e (T).

Relembrando que se n satisfaz: 7,-s(x,z9) > nP@ @) (x) entdo Z,(r) = Z swworren (2),

como existem uma infinidade de indices n para o qual vale (), existem também uma infinidade

de indices n para o qual vale Z,(x) = Z s, o)+ (), seja n; uma sequéncia tal que valha essa

propriedade, entao Z,,(x) = Zn(;(du(wo)ﬁ/)(a:) VvV ieN.
Agora, pela definicao de d,(z¢), dado € > 0 (o mesmo anteriormente), existe 7, € N tal que:
_ log(u(Bro, i)
log (i)

—d,(xg) < € para i > iy. Essa desigualdade pode ser escrita como

j—P(=e+du(x0)) <M(B(x0,fﬁ)) < - B(=etdu(zo))

Para n; suficiente grande existem constantes k; e ks satisfazendo:

fund ) < F(7,) < ko 00,

i

Bldu(zo)+e’)

Da mesma forma, trocando n; por n; temos

1=B(du(z0)—€))(B(dpu(z0)+£"))

7 n; 0T ‘ ,

o que nos da:

1 1 1
g P )N Bz 7)) E(Z pastorsen) S B w0 (Bt )
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Finalmente ficamos com a seguinte desigualdade:

< ~ = —n, :
E(Zn@(dp(zo)+5/)) k2n(1_5(du(xO)_S))(/B(du(xO)-i‘E D ky

i

1-8(d -
E(Z,,) gm0 =) _ ’f2n(lfﬂ(du(wo)fs»fﬁ(du(azo)+e’)(175<du(wo>+e))

1 — B(dyu(x0) —€)
1= B(dy(wo) +¢)

Bdy(xo) + &) (1 = Bdyu(wo) + €)) — (1 = Bdyu(wo) —€)) >0

> 0, ficamos com:

Lembrando que a hipdtese sobre ¢, &', era §(d,(zo) +¢") —

e portanto:
—B(du(wo) + &) (1 = B(du(x0) +€)) + 1 = f(du(x0) — €) < 0.
E(Zn,)
E(Z ptauworeen)
Pelo lema (2.1.4), devemos ter:

Assim, — 0 quando 7 — +o0.

2 B(du(o)te’)
lim = lim % = 1.
ABEZn) i BZ o)

Lembrado que a sequéncia n; foi escolhida de forma a ter Z, (z) = an(du(zﬂ)ﬁf)(x) VieN,

temos

Zni E(an(du(zo)+s’)) E(an(du(onE’))
E(an) Zn@(du(zo)ﬂ’) B E(Zm)
e consequentemente
Zm an(d“<z0)+sl) _ E(an)

1= lim : =
i—>+00 E(Zm) E(Zn@(du(zo)+5’)) E(Znﬁ(du(zo)+g/))

= +OO,

um absurdo. Logo R(z, o) > d,(z) + € apenas num conjunto de medida nula. Como &’ é
arbitrario, temos R(z,z¢) < d,,(z) em p-quase todo ponto. Por outro lado, o lema (2.1.6) nos

da R(x,z0) = d,(z0) e portanto R(z,70) < R(z, 1) = d, () provando o teorema. O



Capitulo 3

Decaimento de correlacoes para mapas

com fibras contratoras

Neste capitulo vamos construir uma medida invariante para mapas que possuem folheacao
invariante contratora e provar que esses mapas possuem decaimento exponencial de correlagoes.

Seja I = [ um intervalo unitario, definindo ¥ = I x I, podemos folhear o quadrado

33
por folhas verticais, denotaremos a folha de coordenada x por 7,, ou seja, % = U,ervs., onde
v = {(z,y)| y € I}. Vamos considerar uma aplicagdo F' : ¥ — 3 da forma F(z,y) =

(T'(z),G(x,y)) satisfazendo as seguinte propriedades:

(1.a) Existe um ¢ € [ e k > 0 tal que, se x1, 25 sao tais que ¢ ¢ [x1,25], entdo Vy € I :

|G(._'L'1’y) - G(aj%y)l S k|$1 - l’2|.

(1.b) F|, é A-Lipschitiz com A < 1 (por isso é uniformemente contratora) em cada folha
vertical v : [G(z,y1) — G(z,12)| < Alyr — vl

(1.c) T : I — I é sobrejetiva e mondtona por partes, com dois ramos crescentes e C' nos

1 1 1 1

intervalos [—5, ¢), (¢, =] e T" > 1 onde for definido. Além disso lim T'(x) = Y T(c)=—=

T—C™

2 2
e lim 7"(z) = oo.

z—ct

1
1.d possui variacao limitada.
77|

Chamaremos o sistema de hip6teses acima de sistema (3), de agora em diante, F', T e G

e X serao sempre os os objetos definidos em (3). No restante desse capitulo nos dedicaremos

36
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a provar que existe uma medida ergédica para a fungao F' tal que (3) possui decaimento de

correlacoes exponencial.

3.1 Medida invariante para o sistema (3)

Nessa secao construiremos uma medida invariante para a aplicacao F' satisfazendo as pro-
priedades do sistema (3). Para isso, vamos comecar com a existéncia de uma medida em [
que ¢ invariante pela aplicacao unidimensional 7. Sua existéncia é garantida pelo seguinte

teoremas:

Teorema 3.1.1. A fungio T : I — I satisfazendo as condigées (1.c) e (1.d) do sistema (3)
admite uma unica probabilidade invariante p, o qual é absolutamente continua com respeito a
medida de lebesque m. Esta medida € ergodica e fisica para T. Além disso, % POSSUL VATIACA0
limitada e em particular é limitada. Seque ainda que T possui decatmento de correlagoes
exponencial para observdveis de variacdo limitada e L'. Além do mais, existem constantes

C >0 e \>0 dependendo do sistema tal que para cada n e observdveis f e g:
[ s @nsean - [ o, [ s@n| < llall il

A demonstragao do teorema (3.1.1) ndo serd feita nesse trabalho pois é extremamente laboriosa

e pode ser encontrada em [21].

A partir da medida p, cuja existéncia é garantida por (3.1.1), vamos construir uma medida
que seja ergddica para a aplicacao F'. Considere 7, : ¥ — R a projecao em x. Considerando a
distancia do supremo no conjunto 3, temos diametro(¥X) = 1. Repare que F preserva as folhas
Yo ou seja, F(Ye,) = Yap-

Definicao 3.1.1. Dada uma funcdo continua v : ¥ — R, defina as funcoes _ : I — R e
Yy o I — R por:

bo(x) = inf d(zy) e Yi(x)=  sup  (z,y).

(zy)ems ' (2) (z,y)ems ' (z)

Lema 3.1.1. Dada qualquer fungao continua 1 : 3 — R, ambos os limites existem e sao iguais:

lim /(w o P")_du, e lim /(zp o P") d,

n—-+o00 n—-+00
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Demonstracao. Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que ||z — xo|| < J implica |[¢(x1) — ¥ (z2)]| < €.
A hipétese (1.a) em (3) nos diz que as folhas v, sdo uniformenente contraidas por F, logo

existe um natural ng tal que para todo n > ng e qualquer folha 7, em X, vale
diam(F" (7)) < 6.

Por outro lado,

(6 0 P"™)_(2) — (1 0 P)_(PH(a)) = inf (] sy} — inf (il )

Notando que F(7;) C 7f(z) para qualquer x € [ isso implica F"(v;) C () para qualquer

x € I, assim obtemos

Portanto,

i (s} — i f (im0} < sUp{0lin )} — IS {Wln )}

e para n > ng segue que

inf (Wl oy} = inf {8l )} < Jsup (bl o)} = inf (@l )} < e

Consequentemente,

o) @ne— [ PP <=

Como p, é invariante por 7', podemos escrever [(¢ o P")_(P*(z))du, = [(¢ o P")_(x)dp,,

ficando com a seguinte desigualdade:
[wor ) -adna~ (o)

sequéncia | (1 o P")_du, é de Cauchy em R e portando convergente.

< € para todo n > ng, o que implica que a

Um célculo andlogo mostra que / (¢ o P™) dp, também converge, e mais, a desigualdade
|sup{v| Fn(,\/fk(gc))} —inf{y| Fn(,yfk(x>)}| < € nos diz que essas duas sequéncias possuem o mesmo

limite, o que conclui a prova. O

Lema 3.1.2. Existe uma unica probabilidade pr invariante por F definida em % tal que

/wdup = ngrfw/(w o F™)ydu, = lim [ (¢ o F™)_dpu,.

n—-+o00
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Demonstragdo. Defina ¥ : C°(Z,R) por: W () = lim, 1o [(¥ 0 F™) dpt,.
Segue das propriedades do supremo e do infimo e usando a definigao 3.2, que se ¥ (x), s (x) €

CY(%,R), entao
(W1)- 4+ (2)- < (W1 +1)- e (V1)s + (¥2)+ = (Y1 + 12)+.
Em particular

(V1o F™)_ 4 (Yoo F")_ < (Y1 +¢2) o F")— e (Y10 F") 1+ (Y20 F")y = (U1 +tha) 0 F7) 4.

Passando o limite, obtemos

U (1) + U(the) > U(1hy 4+ 12) € W(¢y) + V(1ha) < ¥(¢hy + 102) e concluimos que

W (thy) + W(ha) = V(11 + 1a).

Pela linearidade da integral, segue que W(Ay)) = AW(7)). Assim, ¥ é um funcional linear.

Para terminar, note que definindo zz = (W«/Z_u)’ segue que

@oFmsw/@ownsﬁom(n.

Passando ao limite, obtemos

w( v ) _w@) = tim (@ F)edur < (D) = U() < llla(l).

|11 n—roo

Assim, ¥ é limitado e obviamente positivo, logo, pelo teorema da representacao de Riesz, existe
uma dnica medida pp em ¥ satisfazendo: ¥ (¢) = [ Ydur.

Para finalizar, precisamos mostrar que upr é invariante por F. Para isso, basta notar que

n—-+o0o

U(poF)= lim /(w o "N du, = U(v)
e portanto [ o Fdup = ¥(¢po F) = U(¢) = [dup. O

Teorema 3.1.2. ur € uma medida fisica e ergodica para F'.

Demonstragao. Consultar [3] pagina 185 corolario 2.25. O
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3.2 Decaimento de Correlagoes para o sistema (3)

Seja fdu a medida pq tal que duy = fdu, as vezes denotaremos a integral /fd,u por u(f).
Supondo agora que p seja uma medida em Y, podemos desintegrar essa medida da seguinte

maneira: para cada boleriano A, escrevemos

p(A) = / 1o (AN 7), dpis.
vyel

Onde p., é medida de probabilidade nas folhas 7, e u, medida é medida de probabildiade na
direcao do eixo z, o qual serd medida de probabilidade invariante e absolutamente continua
com relacao a medida de Lebesgue. Observe que pelo teorema de Radon-Nikodin, existe uma

funcéo ¢, : I — R tal que p, = [ ¢dm onde m é a medida de Lebesgue.

Considere agora, a proje¢ao 7, : X — R na coordenada x, ou seja, m.(z,y) = (z,0).

Fixada uma folha ~,, defina:
filye = T3 (e (Ve ) 1ry,) -

A definicao acima faz sentido, uma vez que ¢, ¢ uma funcao que sé depende de z, e 1., é uma
medida em ¥ suportada apenas na folha 7,, ou seja j, (7,) = 1.

Observe que:
D) =7 @) (1) = [ ouldn,
m ()
= /sz(%c)dﬂw
= Cba:(%c)/dﬂvz = ¢ (Vz)-

Isso mostra que em geral, p|,, ndo é uma medida de probabilidade, pois seu valor depende de
¢z Se X é um espago métrico, denotaremos por PM(X) o conjunto de todas as medidas de

probabilidade em X. Denotaremos por L(g) a melhor constante de Lipschitz da fungao g, ou

seja, L(g) = sup 9 =90l

e denotaremos também ||g||ip = |9/|cc + L(g)-
z,u€Y |aj - y|

Definicao 3.2.1 (A distancia de Wasserstein-Kantorovich). Vamos considerar um espago

métrico limitado Y e vamos considerar a sequinte nocao de distancia entre medidas: dadas

)

duas medidas de probabilidade 111 e uy em 'Y, defina

/ gdp — / gdpis
Y Y

Wi (:uh Mz) = sup (
[US ]—Lip(Y)
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onde 1-Lip(Y) € o espago das fungoes 1 — Lipschitz em X.

Da maneira definida acima, W, possui as seguintes propriedades:

Proposicao 3.2.1. 1. Wy é uma distancia e se X é separdvel e completo, entdo PM(X)

munido dessa distancia € um espaco métrico separdvel e completo.

2. Um sequéncia é convergente para a métrica Wy, se e somente se, é convergente na topolo-

gia fraca.
Demonstragao. Ver [2] proposigao 7.1.5. ]

Observacao 1: Sea+b=1,a >0, b > 0, entao
Wilaps + bua, aps + bpa) = aW (p, ps) + bW (p2, p1a).
De fato,

Wi(apy + i, aps + bpy) =

sup (/gd(a‘/ll'f‘b',ug)—/gd(a-,ug—{—b-,ml)
g€1—Lip(Y)

)

= sup ( /gdﬂ1+b /guz—a/gdug—b-/gm))
ge1l—Lip(Y

= sup ( /gdm—a /gu3+b/gdu2—b-/gﬂ4))
g€1l—Lip(Y

< sup < /gdul—a /gug ‘ /gdua—b /m))
g€1—Lip(Y

= sup ( gdpy — | guz| +b ‘ / gdps — gd/u )
g€1l—Lip(Y

sup < gdpn — gus) sup (b‘ / gdpg — / gdm)

g€1 Lip(Y g€1—Lip(Y)

=a- Wi (p1, pg) +0- Wy (o, pia) -

Observagao 2: Se g é 1-Lipschitz e 1, ps sao medidas de probabilidade entao

<U-Wp, pa)

gdp — / gdpis
X X

De fato, se uma funcao g é 1-Lipschitz, entao % é 1-Lipshitz, e portanto:

0| [ S~ [ S
X X

< - Wi (g, p2) -

gdpn — / e
X X
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Daremos uma panorama geral sobre a distancia W e decaimento de correlagoes. Seja
(X, F, 1) um sistema dinamico num espago métrico com medidade de probabilidade invariante
. Definimos o operador de transferéncia F* de F por F*(A) = u(F~'(A)) onde A é um

boleriano qualquer.

Proposigao 3.2.2. Seja g € lip(X) e f € LY X, ), f > 0. Seja py a medida de probabilidade

o qual € absolutamente continua com respeito a p e du, = ”’}(” )
ot @ @ [ 5@ [ s < Lo 17l WY .00,

Demonstragao. Suponha g € 1-Lipschitz, como f(X) > 0, segue que || f||z: = /f(x)d,u, logo

f(z) :

“———dpu=1. A
/||f||L1d'u 1. Assim

[t i - /f<> i [ st -
[z
1 " du| =
1l /g(F ) ||f||L1 o [ g [ oo

[t engiian= [ stan
Usando o fato de: [ g(F)du = [ g d(F*(du1)), temos:
Jatren - [ o -
171 | [ st () / | -
<[ f NIz S (‘/gd (£ (d /gduD =

1 e Wi ((F)" (pa), )

A1

| £z

Para o caso geral (onde L(g) # 1), basta aplicar a observagao 2 feita anteriormente, obtendo

sup (\ [ st am) - | gduD < L(g) - W((F*)", ).

g€1l—Lip(Y)

E portanto

\/gw(az wdn— [ swiin [ of du’<L() 1llor - W(E)" ).
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Reciprocamente, temos a seguinte proposicao:

Proposigao 3.2.3. Se para cada f € L'(p), f >0 e g € Lip(X) vale

\/gw”(x D [ 5@ [ o )du\<c L) | £ 1or -(n)

tomando du, = < IJ;‘(IIQ:)1> du entdao
L

Wi (") (1), 1) < C' - B(n).

Demonstragao. Considere g € 1-Lip, dividindo a desigualdade acima por || f ||z1, temos

C-Lg) Il £l -2(n) [ g (F"(@)) f(z)dp — [ f(x)dp [ g(x)dp| _
= =

\ [owacEam) - [ g(fv)du‘ |

Sendo Wy (F*"(u1), ) = L(g)  sup |fg(x) (F*(dp)) — [ g(z)dp|, segue que
gel—Lip(Y)

L(g) - Wi (F"" (1), ) < C - L(g) - ®(n).
E portanto obtemos o resultado. O

Seja fu a medida py tal que duy = fdp. Vamos considerar aplicagoes que possuem uma
folheagao invariante, ou seja, aplicagoes F que enviam uma folha 7,, em um folha ,, (situacao
descrita em 3). A medida invariante serd desintegrada na forma u(A) = f7 o My (ANYy)dp, em
uma familia de medidas p, em cada folha estdvel v e numa medida absolutamente continua
1t na direcao instavel.

Se 1 e pg sao duas medidas desintegradas como acima, suas distancias podem ser estimadas
em funcao de suas direcoes marginais no eixo x e medidas nas folhas, como nos mostra o

proximo teorema.

Proposigao 3.2.4. Sejam 1, po medidas em 3 como acima, tais que para cada boleriano A,

tenhamos

o pH(A) = [ my (ANY)dpug.

o WHA) = [ 13 (ANy)dus.
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com pit, absolutamente continua com respeito a medida de Lebesque. Além disso, vamos supor

que:

1. para quase toda folha vertical v, tenhamos Wi (,u,ly, u%) <e.

2. sup |[hdpl— [hdu?| <6.

[[h]loo<1

Entao Wy (u*, ) < e+94.

Demonstracao.
Wi (g, p2) = sup /ul(g) —/f(g)’ =
gel1—Lip(Y)
sup / / gdudp, — / gdpZdu?| =
gE€l=Lip(Y) |Jyel Jy vel Jy
sup / / g dpdp, — / / gdpdp, +
g€1-Lip(Y) |J~vel J~ vel Jy

+  sup / / gdpidu, — / / gduZdp
g€1—Lip(Y) J~el J~ vel
sup / / gdpdp, — / / gdpZdu,
g€1-Lip(Y) |J~vel Jv vel Jy

+  sup / / gdpZdu, — / gdpZdy
g€1-Lip(Y) |J~vel Jv vel Jry

sup / /gdui—/gdui dpiy | +
g€l—Lip(Y) |J~vel 0% Y
+  sup / gdpZdu, — / / gdpZdu?| .
g€1-Lip(Y) [J~yel Jy vel Jy

Agora, usando o fato de que Wj (u%, ,u%) < g, segue que:

[, (Lowi=[o)
vel \Jy v

/ /gduidui—/ /gduidui :
Vel Jry ~vel J~y

Sendo g uma func¢ao Lipchitiziana, e X um espago métrico limitado, segue que ¢ é limitada.

sup <e. (3.1)

g€1—Lip(Y)

Assim, ficamos com:

Wi (g, ) < e+ sup
g€l1—-Lip(Y)
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Portanto existe ¢ € R tal que ||g||s < ¢, sendo pf e pf, medidas nas folhas, obtemos

/ / gdpZdu, — / / gdpldyd =
vel vyel
/ /gdu dpiy + (—c+1) / /gdu dpz — (—c+1) =
yel ~yel
/ /gduyduﬁ/ /(—C+ 1)du2dui—/ /gduidui—/ /(—0+ V)dp*dps =
~yel J~ ~yel J~ yel J~ yel J
/ /g + (—c+ L)dpldpul, — / /g + (—c+ )dp2dp.
vel Jy vel Jy

Mas [|g + (~c+1)|| <1, logo | [, g + (—e+ Ddu2| <1

Assim a funcao h = [ g+ (—c+ 1)du] satisfaz ||h|[o < 1 e temos

/ /gduidui—/ /gduidui <4
vel Jvy vel Jvy

sup
g€l—Lip(Y)

O que nos da:
Wi (', p?) <e+a.
O

Teorema 3.2.1. Seja F : ¥ — ¥ uma fungao borel-mensurdvel tal que F(x,y) = (T'(x),G(x,y)).
Seja p uma medida invariante para F' com uma medida marginal pi, no eizo x o qual seja in-

variante para T : [ — I. Vamos supor também que as sequintes condigoes sao validas:

1. (T, ps) satisfaca a desigualdade anterior e T~ (x) € finito para cada x € 1.
2. F € contracao em cada folha vertical: G é A — Lipschitz em y com A < 1 para cada x.

3. 1 € reqular o suficiente para que em cada fung¢ao | — Lipschitz f X — R, wk(fu) possua

densidade f de variacio limitada, com var(f) < Kl, onde K ndo depende de f.

Entao (F, p) possui decaimento de correlagoes exponencial (com respeito as observdveis Lips-

chitz).

Demonstragao. Dados f,g onde f,g € L' e de variacao limitada, podemos definir a medida

v = [ fdu, onde f > 0e [ fdu = 1. Observe que [ > 1, pois | = SupM

0 que
|z —yl
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implica | > M
|z =y
De fato, sem perda de generalidade, podemos supor que f se anula em algum ponto a € X,
11
logo: |f< ) Como a,xEZ[——,—}Q, segue que 0 < |z —a| < 1 e entdo >1le
\ —al’ 2'2 |z — al
portanto [ > |‘f( )|| > |f(x)]. Integrando, obtemos /ldu > /]f(x)]du =1[>1.
—a

Agora, considerando a funcao densidade f, sabemos que ela possui variagao limitada e

Flley < kl+1< (k+ 1)L

Observe que v, pode ser escrito como v, = [ fdm onde f = [ f(z,y)dul,, pois:

wmE) = [ s

-/ / Fdpun, dp,
-/ / o) dm = [ Faim.

11
Agora, considere o mapa T e uma funcao g € Ll([ — 3 5])

Como | /gd(T*"(ym))—/gd,ux‘ = |g(T"(2))f(x) dm—/g(x)dpm}, pelo teorema (3.1.1) temos:

9" @) F@)dm ~ [ gla)due| < 1| Fllav gl -

E isso implica portanto que:

Sup ‘/gd(T*n(Vz)) - /gdw < C- 1 fllsv - llgllzr - e < lgllzs - (K + 1)1 - e7". (3.2)

[A]loe <1

Vamos considerar novamente v = F*"v. Como foi dito anteriormente, F' envia folhas ver-

ticais em folhas verticais, entao existe uma familia de probabilidades v} nas folhas verticais

satisfazendo:

(F*) L . / gdvd((T™ (1)) (3.3)

Agora vamos considerar o caso em que 7, possui no maximo n pré-imagens, ou seja, F~1(7,) =
Yoy Y Yoo Ui Uy,

Sendo p uma medida invariante para F' : 3 — 3, o operador de Perron-Frobenius nos permite

escrever a densidade de uma medida em funcao da pré-imagem dessas medidas e do Jacobiano
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dessa aplicagao, pela forma como p e 1™ se desintegram (3.3), podemos escrever:

n(zo)
¢(x
T F* (). (3.4)
=1
n(zo) -1
n n ¢n (‘rl) */ n—1
¢" (o)) = Zl T Fr(o). (3.5)
onde {x1, ..., Ty} s80 as pré-imagens de z, pela aplicacao T', ¢ a densidade de p, e ¢" a
densidade de v". Note também que vale "Z " 1( "Z o(x:)
: T (x;)

i=1
As equagoes (3.4) e (3.5) implicam que gb”(a:o) = O se todos os ¢" !(z;) também sdo nulos.

Queremos estender de alguma maneira v de forma que ela esteja definida Lebesgue quase
todo ponto e também num conjunto onde ¢™ é nulo mas ¢ positiva. Para isso defina uma
estensao 1 por:

~0

v, =m (onde m denota na medida de Lebesgue unidimensional na folha) caso ¢ seja nulo e

U, = vy caso ¢ # 0. Podemos entao definir 7" pondo:

n(zo)

n—1 z; * e n
> JE%%F (1) se ¢"(x0) > 0
7w
Z e F*(V;Z;I) se ¢"(xg) =0
Aqui n'(x) é o nimero de folhas 71, ..., Vu(zy) Onde U;L;l ostd definido.

Considerando a distancia de Wasserstein-Kantorovish Wy, temos:

Wi (v", u) < sup [v"(g) — u(g)| = sup //gdu”dy —//gd,uwdux (3.6)

g€llip g€llip

Adicionando e subtraindo / / gdz/”dl/ a ultima expressao € equivalente a:

sup |//gdv§du§—//gdﬁgdug—i-//gdﬁ:dl/g—//gduﬂ/dﬂz_
g€llip J I Jy IJ~y 1Jy 1Jy

Portanto (3.6) pode ser escrita como

Wi(v"™, pu) < sup |//gduﬁdu§—//gdﬁ$duﬂ +‘//gdﬁ$du§—//gdu7dﬂx‘. (3.7)
gellip JI Jy IJy IJy 1J~
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Como //gduf;d,u;‘ = //gd?)’;dl/;‘, o primeiro somatorio de (3.7) pode ser estimado por:
IJy IJxy

//gduﬁduz—//gdl/’;dl/g //gdﬁﬁduz—//gdﬂﬁdyg
IJy IJy IJy IJy
//gdﬁ?gﬁ”(m)dm—//gdﬁ?qﬁ(x)dm’
IJy IJy

I [ o 1 \ Jorn= [owan|. 6

Como a densidade ¢° tem variagao limitada onde ||¢°||py < (K + 1)I, segue que para toda

11
funcao h € L' (l—é, 5}) vale:

[ e - [ i

Fazendo h = 1 e usando a igualdade acima, (3.8) fica

//gdu?dux—//gdugdu;
IJy IJy

Agora vamos estimar a segunda integral em (3.7) e mostrar que ele converge exponencial-

IN

< (1Bl - 16°]] - Ce™.

< (K + 1)1 |lgllps - Ce™™

mente. Lembrando que (7, u,) é expansora por partes e com um ntmero finito de ramos,
como consequéncia do espectral gap para observaveis de variagao limitada, existem constantes

C, ) > 0, tal que sendo ¢ de variacio limitada, temos ||¢" — @||.c < C -1+ e~ [16]. Segue que

/] ( A gdp, — gdﬂ;”‘) dg| < /I A gdpy, — gdvy| dyi,
- / / gdpy — g | ¢(y)dm.
I'1Jy
Denotando pu[g] = [ gdp e usando (3.4) e (3.5), temos
n(xo) n(zo) _
~n Cb(fz) % (~n—1 ¢n 1(1.2) *(~n—1
[ygdﬂw —gdvy| < ; WF @5 )lgl — ; WF )

n(wo)

M * _ QS(xz) * fﬁn_l
+ D ¢(x0)T,(xi)F (1y)lg] 21: —gb(xo)T’(xi)F (7 )g]| -

Integrando com relagao a p,, obtemos

J

[ g, ~ gz

Y
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onde as constantes acima sao definidas por:

(z0) n(zo) B
— ¢(‘/El) * D’n—l i ¢n 1(33%) " ’ljn—l
Al_/ml.m 2 Ganm@yt = 2 Gy O D) dee

1

n(zo) n(zo) B
= ) gty - o) R
A= /[¢>C-l-e%} Z ¢($0)T'(Ii)F 7l Z qb”(mo)T’(xi)F (5" 9])| dpse

n(zo)
A= | ¢(;:§ )

(
_ P\ . P(z;) *(pn—1
21: )l 21: T | di

Vamos agora, estimar o valor das constantes acima. Para a Constante A;, escrevendo S_ =

p<C-1- e%m], obtemos
n(zo) n(zo)
(/b('rl) * ’Ijn—l . " 1<xl) * ’an—l

n(zo) (b(x) o n(zo) "‘1(x-) .
= / ZWF (7 )lgl — Z WF (2 g | é(x)dm

- 1

n(zo) n(zo) _
(25(371) * ’Ijn—l _ " 1(1'2) * ;n—l 2)dm
</ > e [ 1z Y. pere | a1 ot
n(zo) n(zo) _
¢(xl) * 'ﬁn—l (bn 1(‘1'1) * 'I*]n—l 2)dm
<l [ 3 S /%d“% )+ X e J, |
< lallo | 2060

< 2/|gllNCl - 73",

. —An
Vamos agora, estimar a constante Ay, escrevendo S, = [¢ > -l -e™3 |, temos:

n(zo)
Ay = /
St

n(zo) 1
gb(xz) ~ 1 - ¢n xz ~n—1
P\ (e F* g
> o 5" [g])
Para isso, devemos observar que:

i iy

xo)T"(x ) " (x0)T"(z;)

Y)g] - "N @)  pmnty |
Z ¢ $o T/ yi )[g] qbn(l'o)T/(l'l)F ( ’y )[g]

n(zo)

olz:) ") R
2 <¢(~’U0)T’(xi) qﬁ"(xo)T'(;ci)) Fr (73l

<¢<xf§§j')<xi> - ¢<?x0);x(ij)) ‘ |

n(zo)

< gl D

1




Podemos estimar cada um dos termos do somatério acima por:
‘ M)
o(x0) T/ :cl) (o) T" ()

o(x;) 1 1 oy gl
=T (@) (¢<xo> ¢n<mo>)‘ Ty (P — ¢ (@)
= gb(%) Cbn([)?o) _ qb(xo) ; T:) — n—1 €T

50

Como, ||¢p — ¢"||ee < Cle™*" a desigualdade tridngular aliada ao fato de que ¢ > Cle 3™,

podemos escrever
116" ||oe < —Cle™" + Cle™3".

Essas estimativas nos dao:

olzi))  ¢"(w)
¢(zo)T" (i) @™ (wo)T" ()
o(z;) Cle=*n N Clern=1)

= T)o(e) ~Clen 4 Cle 3™ T(a,) (~Clen 4 Cleit)

Fazendo o somatério e lembrando que 7" > 1, temos

n(zo)
G €
Z (Cb(xo)T’(%‘) Cb"(fo)T'(%))

"(N 4 1),

1
<e”
E finalmente, temos a seguinte estimativa para As:
2
Ay < |lglloce™ 3N +1).

A seguir estimaremos As:

n(@o) n(xo)
¢(93z) N .
A = T\ n
’ /] 21: Cb(l"())T’(il) 21: ¢ V'yi )[g]
o) n(z0)

:/ &) _p

SN
Sle
N8
=
@
5%
O
ﬂ
eé
|
=

n(=o) n(0)
(i) L. (i) o
_ /1 21: Ty F mlsl - 21: Ty o] dm(a)
n(zo) n(zo)
qb(l‘l) QS(QL'Z) ~n—1
= /\/I ; T'(x;) wulgl = ; T’(a:z)% [g]| dm(z0)

dp,

¢(xo)dm (o)

(3.10)

(3.11)

(3.12)



ol

]

Onde (3.10) = (3.11) foi obtida usando o fato de F' ser contragdo nas folhas e (3.11) =

(3.12) foi obtida com as igualdades (3.4) e (3.5). Observando que (3.12) pode ser escrito como

)

dft,

/ gdpy — gdi ™
.

podemos escrever (3.9) como

J

Considere duas sequéncias a,, e b,, satisfazendo as seguintes propriedades:(i) a,, < Aa,_1 + b,

dpt,.

dita < 219l ] NCIe™3™ + [[gllace 5™ (N + 1) + A /

[ o, — gz
I

~

/ gdpy — gdvy

v

e (ii) b, converge exponencialmente. Entao a, converge exponencialmente.

/gdﬂw—gdi’i dits € by = 2||g|[cNCle™5" +

Usando esse fato, podemos tomar a, = /
.

I
HgHooe*%"(N + 1), e pela observacao acima:

J

E por (3.6) finalmente, temos:

dp, < Ke ™5,

/ gdpy — gdvyy
i

Wi, p) < (K +1)-1-Ce™ + [|g|| NCL- e73" + ||g||ace™ 3 (N + 1) + Ke 2.

Aplicando a proposicao (3.2.2), temos os resultado.



Capitulo 4

Medida fisica para fluxos com mapas

de Poincaré que sao fibras contratoras

Vamos considerar um fluxo X* em R® que possui uma secao de Poincaré no quadrado
Y =1x1daforma F(z,y) = (T(z),G(x,y)) e que satisfaz as propriedades do sistema (3), ou

seja, satisfazendo

(1.a) Existe um ¢ € [ e k > 0 tal que, se x1, 25 sdo tais que ¢ ¢ [r1,25], entdo Vy € I :

|G (21, y) — G2, )| < klzy — xa].

(1.b) F|, é A-Lipschitiz com A < 1 (por isso é uniformemente contratora) em cada folha
vertical v : |G(z,y1) — G(x,y2)| < Ay1 — yal.
(1.c) T : I — I é sobrejetiva e mondtona por partes, com dois ramos crescentes e C' nos
1 1 1
intervalos [—5, ¢), (¢, =] eT" > 1 onde for definido. Além disso lim T'(x) = -, T(c) = —=
T—Cc

2 2’ 2
e lim 7T"(z) = oo.

r—ct

1
(1.d)) il possui variagao limitada.

O objetivo desse capitulo é construir uma medida invariante pux para o fluxo X* com as
propriedades acima. Vamos relembrar que o mapa de Poincaré definido por esse fluxo possui
as mesmas propriedades do mapa estudado no capitulo 3, logo pelo lema (3.1.2) existe uma
medida invariante pp para o mapa bidimensional F. Além disso, o teorema (3.1.2) nos permite

concluir que up é fisica e ergddica para F.

52
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4.1 Suspensao para o mapa de Poincaré

Observando a situagao descrita pelo sistema (3), vemos que o fluxo X' é recorrente para
a segao X, logo dado zy € ¥, podemos olhar para o menor tempo ty € (0, +00) para o qual
X' (z9) € 3, supondo que exista um subconjunto mensurdvel I' C ¥ para o qual esse tempo
de retorno em I' é infinito, podemos definir uma fungao 7 : ¥ — (0, 4o0] chamada funcao

tempo de retorno. Vamos supor que inf7 > 0, observe que 7|p = 400

Através da funcao tempo de retorno, podemos definir uma relacao de equivaléncia em

¥ x [0,400) por: (x,s) ~ (Z,5) se, e somente se, existem:

(LE’ S) = (ZL'(), SO)7 (xh Sl)a SRR ('TN—ly SN—l)a (x]\h SN) = (*’fa’g)
em X X (0,400), tal que para todo 1 < i < N apenas uma das condigdes abaixo acontece:

v, =F(x;) e s =si-1—7(xi_1)
ou
Ti—1 = F(IZ) e S;-1=S8;— T(Jfl)
Denotaremos essa classe de equivaléncia por V' = 3 x [0,+00)/ ~ e consideraremos a
projecao canodnica m: X X (0, +00) — V.
Definigao 4.1.1. A suspensio de F' com teto T € o semi-fluxo (XL)i>o definido em V' por:

X (x,s)) =7n(x,s+1t) para todo (z,s) € ¥ x (0,400) et > 0.

Seja pur a medida em ¥ dada pelo lema (3.1.2), e considere a medida de Lebesgue dt em
[0,4+00) O produto pup X dt é uma medida infinita em 3 x (0, 400). Suponha que o tempo de

retorno 7 seja integravel com respeito a medida pp, ou seja

pp(T) = /Td,up < +o00. (4.1)

Vamos introduzir uma medida de probabilidade iy em V por:

[ i = M;(T) / / " e )t dyae () (4.2)

para cada fun¢ao mensuravel e limitada ¢ : V" — R.
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Observe que nao existe outra medida p/ satisfazendo a relacao acima, ou seja, a aplicagao
1r — px € injetora. De fato, vamos mostrar que para toda funcao mensuravel ¥ : ¥ — R,
tem-se pp(V) = pp(¥) o que nos da pup = pp. Dada ¥, podemos definir uma aplicagao

o {{z} x [0,7(x)),z € £}, por o(x,s) = up(r) - ‘f((j)) Como infr > 0, ¢ ¢ limitada e

obviamente mensuravel. E mais:

_ B 1 7(@) U(z)

[ @

- / () dur = (V). (4.4)

Onde (4.3) = (4.4) segue do fato de f((j)) nao depender de t. Repetindo o mesmo argumento

para i, temos: Jiy(p) = pp(V), o que implica pp(¥) = p-(V) e dai o resultado.

Lema 4.1.1. A medida iy € invariante pelo semi-fluzo (Xt)i>o.

Demonstragio. E suficiente mostrar que 7iy ((X2)™1(B)) = fiy(B) para todo conjunto men-
surdvel B C V e 0 < t < int7. Podemos supor também, que B seja da forma B = m(A x J)
para algum A C ¥ e J um intervalo limitado em [0,inf7|4), pois esses conjuntos formam a
base para o-dlgebra de V.

Seja B um conjunto como acima, seja (z,s) € B um ponto em X x [0, +00), com 0 < s < 7(x)
Entao Xi(z,s) € B se, e somente se, w(z,s+t) = 7(Z,5) para algum (Z,5) € A X J, ou seja,

(z,5) € (X')71(B) se, e somente se, existe algum n > 0 satisfazendo
T=F"z) e 5=s+t—7(x)—...—7(F" ! (2)).

Como s < 7(x), t < infT e § > 0, a igualdade acima nos mostra que nao se pode ter n > 2,

logo ha somente duas possibilidades (ambas excludentes)

r es=s+t (que corresponde ao caso n=0).

o

e 7 =F(x)es=s+t—7(x) (que corresponde ao caso n = 1.

No primeiro caso, temos s + t < 7(x) enquanto que no segundo s + ¢ > 7(x). Isso permite

escrever a pré-imagem (X!)7!(B) como a unido disjunta de dois conjuntos mensuraveis B; e
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B5 onde valem as duas propriedades acima, especificamente:
By =n{(z,s):x€Aesec (J—t)Nn[0,7(x))} e

By =m{(z,s): F(x) e Aese (J+71(x)—t)N[0,7(x))}.

Como ¢t > 0 e supJ < 7(x), temos (J —¢) N [0,7(z)) = (J —t) N[0, +00) para todo x € A.

Entao, por definicao
fix(B0) = [ (07 =000 7@)) diur = €T =1 [0.7() - ur(A),

Similarmente, sendo J um intervalo em [0,inf7]4), segue que infJ > 0 e t < 7(z), logo

(J+7(x)—t)N[0,7(x)) = 7(x) + (J —t) N (—00,0), por definicao
) = [ )+ (=)0 (00,0 die = e (F7HA)) - 7(0) + (7 = )1 (-o,0).
Como pp é invariante por F, segue que up(F~1(A)) = pr(A), portanto
ix(X)7(B)) = Fix(Bi) +fix(B>)

= L((J=t)N[0,7(2)))) - ur(A) + pr(F~H(A)) - 7(2) + (J — ) N (=00,0)

= pr(A)(J —1)

= pr(A)-L(J).

O
7(x)

Lema 4.1.2. Seja ¢ : V — R uma fungdo mensurdvel limitada, defina p(x) = / o(m(x,t))dt.

Vamos assumir que x € . € tal que 7(F?(x)) e §(F?(x)) sao finitos para todo j > 0, e também
que as sequintes condigoes sejam validas:

1 n—1
a) lim —ZT(Fj(x)) = /Td/,LF,

n <
j=0

—

n—

b) lin > (P (e)) = [ G

<
Il
o

T—~+o00

1 T
Entao lim ?/ go(ﬁ(a:,s+t))dt:/g0dﬁx vV r(z,s)eV.
0
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Demonstragao. Tome x € 3 satisfzendo as hipdteses (a) e (b) acima. Dado T" > 0 defina

N = N(T) por
Ty <T < Ty onde Tj = 7(x) + ...+ 7(F’(z)) para j > 0.
Temos:

%/0 o(r(z,s+1t))dt =

1 T+s
—/ o(m(x,t))dt =

Tn-1 1 Tn_1+s
/ ))dt + = / o(m(x, t)dt + —/ o(m(z,t))dt =
T Tn-1
Tn_1 1 Tn_1+s
——/ ))dt + — / o(m(z, t)dt + —/ o(m(x,t))dt.  (4.5)
T Tn-1
Tn-1
Considere o termo / o(m(z,t)dt, podemos reescrevé-lo como
0
T @)
T 7(x) 7(z)+7(F(z)) j=0 7 ¢
N—-1
/ o(m(z, t)dt = / o(m(z, t)dt + / o(m(z, t)dt + ... + / o(m(z,t)dt.
" 0 () Nz
= @)

Seja G uma funcao tal que G(w(c,n)) — G(w(c,m)) = [ o(m(c,t))dt, logo a igualdade acima

pode ser escrita como

(Glr(e, 7(2))) - Glr(a,0))] +... +

Usando a relagao de equivaléncia em V', temos:

|
@Q

G(m(z,7(x) + 7(F(2)))) — G(r(z, 7(x)))

I Il
o\qQ

=
)

SN

A

3

8

S~—

=

=

~

Glrn(a, Y. 7(F (@) - Glrla, Y r(F(@)) = Gla(FY(x),0) - Gr(FY (@), 0))
=GN (a), r(FY)) — Gl (FN (@), 0))
T(FN=1(z))
- / P (x(FN (), 1))t
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Isso nos mostra que a igualdade em (3.5) pode ser escrita como:

—/ m(z,s+1))dt =

/0 (1)) dt+2/ e Fi(z )),t)dt+/Tjilﬁsgo(w(x,t))dt].

De maneira exatamente analoga, concluimos que:

/ o SQO(F(x,t))dt: /OS o o(m(F™(x),t))dt.

Tn-1

T

E finalmente, a igualdade (4.5), fica sendo expressa da seguinte forma

s T(FI(z)) ' s+T-Tn_1
/0 o(m(z,t))dt + Z/ w(W(FJ(x)),t)dt—l—/o @(W(F”(:c),t))dt] (4.6)

Usando a defini¢ao de @, podemos reescrever o primeiro termo a direita de (4.6), como

N LN o(mia)),

Jj=0

Fixando ¢, a hipdtese (a) e a defini¢io de N fornecem

N-(/Td,up—e)<TN1<T<TN (N+1)- (/Td,up—i—s) (4.7)

para N suficientemente grande. Observe que N vai ao infinito quando 7" vai ao infinito (desde
que 7(Fi(z)) < 400 V 7).

1
<1+ L, dividindo (4.7) por

Observando que para N suficientemente grande vale 5
HE(T

N, obtemos

T N+1
MF(T)—&?SNS ;,r

pr(T) +e < pp(T) + 2¢.

Isso mostra que N — pp(7) quando T'— +00 e consequentemente a hipétese (b) nos da

& e ) > [

Para terminar a prova do teorema, devemos verificar que os demais termos em (4.5) convergem
a zero quando 1" — 4oc0. Para isso, observe que como ¢ é uma funcao limitada, podemos

escrever

1[I n T+s5—Ty
[ e, ) < D)
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Usando a defini¢do de N e as desigualdades em (4.7), obtemos

T—TN_lgTN—TN_lg(N—l—l) (/Tdﬂp+€) —N</Td,uF—€>

Dividindo por T, ficamos com

T — TN_1 ,LLF(T) (2N + 1) 4e
T = Ne) -2 ~ [rdur—c

Para finalizar, sendo s fixo,

Isso mostra que

/S+ (P (), )it — 0.

0 T—~+o00

N =

7(x, s))dt também é um nimero fixo, e portanto

—/ ))dt — 0,
T—+o0

o que conclui a prova do teorema. O

o\¢

Corolario 4.1.1. Se up € ergodica entao iy € ergddica.

Demonstracao. Seja ¢ : V. — R uma funcao mensuravel limitada e integravel. Considere
plx) = /T(x) o(m(x,t))dt. Como ja foi dito anteriormente, $ é pp-integravel, isso significa que
p(r) < —I[—)oo pr-quase todo ponto e consequentemente P(F7(x)) < +oo para todo j > 0 em
pp-quase todo ponto. Logo o teorema (1.0.3) implica que lim, o + PR é@(FJ( ) = @(x)
existe pp-quase todo ponto. Por sua vez o item (3) da proposigao (1.0.2) nos dd @(x) =
[ @dup, e portanto a hipétese (b) do lema (4.1) vale up-quase todo ponto. Por outro lado,

pelas mesmas razoes 7(F7(z)) < 4oo para todo j > 0 e da mesma forma concluimos que
lim, o0 7 D50 g L T(FU(x)) = [ Tdu, ou seja, a hipétese (a) do lema vale up-quase todo ponto.

Aplicando lema (4.1), obtemos

lim l/0 g&(w(x,s—l—t))dt—/@dﬁx (4.8)

T—~+o00 T
para todo ponto z € B = (A x [0, +00)). Como fiy(B) = 1, o teorema (1.0.2) nos diz que a
igualdade (4.8) vale fiy-quase todo ponto e para o conjunto de fun¢oes mensurdveis limitadas e

integraveis, como esse conjunto é denso em L!(ux) a proposicao (1.0.4) nos d4 o resultado. [

Corolario 4.1.2. A medida iy € fisica.

Demonstragao. Ver [3] pdgina 189, segao 2.6. O
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4.2 Medida fisica para o fluxo (X")

Vamos agora estender as conclusoes anteriores para o fluxo original (X*). Vamos relacionar

o fluxo suspensiao (X%);>o de F' com o tempo de retorno 7 de (X*) em U da seguinte maneira:
P :Y x [0,400) = U por (z,t) — X'(z)

e desde que ®(z,7(x)) = (R(x),0) € ¥ x {0}, este mapa define naturalmente um mapa

quociente
¢:V = U talque po X! =X"0¢, V1>0 (4.9)

através da identificacdo (z,7(x)) ~ (R(x),0).

Podemos considerar entdo a medida ux = ¢.(fix) que é fisica e ergddica para para o fluxo

(X") (ver demonstragao em [3]) pagina 190.



Capitulo 5

Tempo de Batida: Fluxo e secao

Vamos retornar a situagao descrita no inicio da se¢ao (3.2), ou seja, vamos considerar um
fluxo X* contendo uma secao de Poincaré ¥. Dado um elemento x € X, vamos considerar
o menor tempo positivo #(z) € R tal que X*®)(z) € ¥ e vamos considerar a funcio tempo
de retorno 7 : ¥ — (0,400]. Como anteriormente, iremos supor inf 7 > 0 e que existe um

conjunto mensuravel I' C ¥ tal que 7|p = +00.

Considere ¥* = ¥\ T, dados z, 79 € R? defina:

t

X (2, 10) = inf{t >0 : X'(z) € By(z0)}.
Se 2,79 € ¥ e colocando BZ(zy) = B,(xp) N Y, definimos:

(2, 20) = min{n € N* : F"(x) € B*(x).
Este tempo é chamado de hitting time do sistema discreto F'.

Lema 5.0.1. Sobre as hipdteses anteriores, se /t(x)dup < oo entao existe K > 0 e um
2
conjunto A C X contendo medida pp total tal que para cada xo € 3, x € A tem-se

d(x,r) - T]E(T(a:, xg) - /

t(z)dpr < T;Xt(x,:vo) < ¢z, ) - TTE(.I,.%’()) . / t(z)dup
5

by

onde c(z,r),d(x,r) = 1 quando r — 0.

Demonstra¢ao. Assuma que z,x9 € X, © # xg e r < d(x, 7). Observe que para atravessar

60
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¥ N B, (xg) é necessario que o fluxo atravesse a bola B,.(xg) primeiro, logo

T2 (220)—1

X @w) < Y HF(2)).

i=0
Considere 0 < K < 1 de forma que o fluxo atinja o disco XN By, (x) logo depois de atingir
a bola B,.(zg), onde K é uma constante que depende do angulo com o qual o fluxo atinge a

secao transveral, como exemplificado na figura a seguir

X

Figura 5.1: fluxo atingindo B, (o) e B, ()

Considere a fungao e(z, ) que dé o tempo gasto do ponto onde o fluxo atinge a bola B,.(x)
até o ponto onde ele atinge a segao transversal. Note que e(z,7) — 0 quando r — 0, logo vale

a seguinte desigualdade:

T]E{T»(‘I7x0)_1

¥ (@, 70) > t(F'(z)) — e(@,7).
=0
1 T2 (2,20)—1 '
Considere agora P P Z t(Fi(z)).

i=0
A soma acima é uma soma de Birkhoff para o observavel ¢(z) na F-6rbita de . Como up é
uma medida ergddica, existe um subconjunto A C ¥ de medida total tal que para todo x € A,

7—7; (x,],‘())—l

. 1 ; B
}E}gm ; t(F*(x)) _/Zt<x>ﬂF-
quando r — 0 para todo = € A.
Definindo
1 T2 (2,20)—1 - 1
c(x,r) = - t(F"(x ,
O T & Y T
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segue que:

77 (o) —1
U (@) = clar) 2w - [ todur
i=0 x

onde ¢(x,r) — 1 quando r — 0.

E portanto, obtemos
t

X (2, 20) < e, 1) - 772, 30) - /Et(x)d,up.

Para concluir, considere a diferenga

72 (z,20)—1
1 e . e(z,r)
t(F'(z)) — ’ :
T &= FO-men
Observe que
1 TIE(T(x z0)—1 @(1’ 7")
t(Fi(z)) — ————— — /t x)dup.
e & WO mom ey T ) e
Definindo
T2 (x,30)—1
1 o , e(z,r) 1
dz,r) = | =7 t(F'(z)) — : :
T’ (T m0) e (@, w0) | [ f(@)dpr

segue que d(z,r) — 1 e mais, ¢(z,r) — d(z,7) — 0 quando r — 0
Temos portanto que

T?T(x,xo)fl

d(z,7) - T2, (2, x0) - / tx)dpp = Y HF'(2) —e(z,r).

z i=0
Logo:

d(z,r) - 72 (2, 20) /

taldnr < 7" (o, 0) < clayr) - 7Paan) - [ ta)dr,
>

by

provando o resultado. O

Proposigao 5.0.1. Seja x € R3 e w(x) a projecio em X dada por m(x) =y sey € o primeiro
ponto da drbita de x que alravessa a se¢do transversal ¥ (se x € ¥ entdo w(x) = x). Para

todos os pontos requlares x € R3, vale

G () = Ty (1) +1 € d, (&) = d, (w(2)) + 1.
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Demonstragdo. Considere primeiramente iy = pp X dt. Seja z € R3, considerando uma bola

aberta da forma B = A x J contendo x onde J é um intervalo de raio r, segue que
fx(Ax J) = pp(A) -

E portanto

log(fix (A x J)) = log(ur(A) - 1) = log(ur(A)) + log(r)

Dividindo por log r e tomando lim inf segue o resultado. Agora, observe que a medida fisica px
foi definida como px = ¢.Jiy, (consultar segao 3.4), sendo ¢ localmente bi-lipschitz ¢ preserva

a dimensao local da medida, logo

Da mesma forma, obtemos

]

Proposicao 5.0.2. Considerando a medida jux, existe um conjunto B C R® de medida total
tal que se xo € R® € reqular e v € B, as sequintes igualadades ocorrem (desde que os limites

existam):
C logm X (z,z0) . logTE(m(x), w(xp))
lim —2r \" 70 4 r ’ .
rl—r>% —logr rl—r>r(1) —logr

Demonstra¢ao. O Lema (5.0.1) nos diz que, se 29,z € X e xz € A:

Xt >
lim log 7% (z, x0) — lim log 7 (7 (), m(x))

r—0  —logr r—0 —logr

Sendo z € R? um ponto regular, o fluxo (X*) induz um homeomorfismo bi-lipschitz de uma
vizinhanga de 7(zp) € ¥ numa vizinhanga de . Logo existe K > 1 (constante de lipschitz

desse homeomorfismo), tal que
X X X
Tic—1,.(x,m(x0)) + Const < 770 (x,20) < T, (2, 7(x0)) + Const

onde Const representa o tempo necessario para o fluxo vindo do ponto m(x) alcangar . Isto
também é verdade para cada z € m !(A), extraindo log e tomando os limites o resultado

segue. O
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Teorema 5.0.1. Seja (3, F, ur) um sistema satisfazendo as condigoes (3), entdo para jip-

quase todo ponto vale
) = dMX (l’o) — 1. (51)

Demonstragao. Pelo teorema (3.2.1), o sistema (X, F, ur) possui decaimento de correlagoes

exponencial, logo

. log m=(m(x), m(x0))
lim “logr dyue (7 (0)).
A proposigao (5.0.2) implica

b))
lim lOg Ty (7'('(2(3)’ 7'('(;{,’0)) — lim

log 7.X" (2, o)
r—0 —logr r—0 —logr

Pelo teorema (5.0.1) temos

Ay (m(z0)) = dyux (zo) — 1.

Pelas igualdades acima, temos o resultado. O]



Capitulo 6

O modelo Geométrico de Lorenz

Nessa se¢ao vamos introduzir o chamado sistema geométrico de Lorenz. Em 1963 o me-
tereologista Edward Lorenz publicou em Journal of Atmospheric Scienses, um exemplo de um

sistema de equacoes diferenciais
t = a(y—x),a=10,
y = rx—y—xz,r =28, (6.1)
z = xy—bz

como um modelo muito simplificado para convecgao térmica num fluido, motivado pela tenta-

tiva de entender os fundamentos da previsao do tempo.

As simulac¢oes numéricas realizadas por Lorenz para uma vizinhanca aberta dos parametros
escolhidos sugeriam que em quase todos os pontos do espaco de fase tendiam a um ”compor-

tamento cadtico”.

As equacgoes de Lorenz provaram ser extremamente resistentes a uma analise matematica
rigorosa e também a um estudo numérico rigoroso. Com o intuito de construir uma classe de
fluxos contendo propriedades similares ao sistema de Lorenz e uma estrutura mais facil de ser
estudada, Afraimovich [1], Guckenheimer e Williams [12] independentemente construiram o
entao chamado modelo geométrico de Lorenz. Estes modelos sao fluxos em 3 dimensoes para
os quais podemos provar rigorosamente a existéncia de atratores cadticos que contém algum

ponto de equilibrio para o fluxo, o qual é um ponto de acumulagao para as solugoes regulares.

65
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Figura 6.1: Atrator de Lorenz

6.1 Construcao do modelo geométrico perto do ponto

de equilibrio

Para construir um modelo para as equagdes de Lorenz em (6.1), consideramos o campo

F :R3 — R3 definido por:

O ponto p = (0,0,0) é fixo para F', e mais, como

—-10 10 O
dF (z,y,z) = 28 -1 —z |,
y x =3
segue que
—-10 10 O
dF(0,0,0)=| 28 —1 0
o o -8

3
Observando que os autovalores de dF'(0,0,0) sao A\ ~ 11.83, Ay =~ —22.83 ¢ \3 = —g, pelo

teorema de Hartman-Grobman, F' é topologicamente conjugado a dF'(0,0,0) numa vizinhanca
da origem. Logo podemos considerar o sistema (z, 9, 2) = (A2, A2y, A32) e tomar esse campo
de vetores definido em [—1, 1]3.

Para o campo de vetores acima, o fluxo linear é dado por

Yt<x07 Yo, ZO) = (x[)e)\lt7 yoeAQt) ZoeASt) .
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Considere os conjuntos

=A{(wy, 1) s o < 30yl < 3}

Y ={(z,y, 1) e ¥: 2 <0}
Yt={(z,y,1) e X : x>0}

Y*=Y UXt=%\T onde I'={(z,y,1) € ¥ : 2 =0}

Note que X é uma secgao transversal ao fluxo e toda drbita que cruza ¥, segue na diregao
negativa do eixo z. Considere também % = {(z,y,2) : |z] = 1} = S* US™ onde &F =
{(z,y,2) : x = £1}. Para cada (xq,yo,1) € X*, 0 tempo t gasto para que X'(xq,yo, 1) € 3 é
dado por:

1
t(zo) = —A—llog |o| (6.2)

e depende somente de xy € X%,

Dessa forma, usando (6.2) obtemos

)

) _A2 _23
log |wo|~ log|zg| *1 _log|zo| 1
(xo Yo |zol e |zl

T _ 22 _23
= m,yo|$0| N EA IR
0

_22 _23
= (sgn(ao). yolol % ol 1)

Yt(xO)(l’o,Z/o,l) - (xoeh(—;l1og|x0|)7y06A2(—£110g|1‘0|) €A3(—ﬂlog|x°|)>

A ~
Defina o = —/\—3 e = —/\—2 e considere a aplicagao L : ¥* — ¥ definida por
1 1

L(z,y.1) = (sgn(@), yla|, |2|*) . (6.3)

, onde sgn(x) é a funcdo sinal de . L(¥*) tem a forma de um tridngulo sem os vértices
(+£1,0,0) (que possuem o formato de cispide). Observe também que a desigualdade 0 < % <
—A3 < A} < =Xy é equivalente a 0 < o < 1 < . Logo a segunda coordenada da imagem
de L é comprimida por um fator |z|® < 1, portanto L(X*) é uniformemente comprimida na

1 1
diregao de y. Outra observagao importante, é que fixado xg € {—5, O) U (0, 5} o segmento

11
To X [—5, 5} x 1 C ¥* é levado em outro segmento horizontal em L(3*), a situagao é descrita

na figura 5.2.
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Figura 6.2: Comportamento perto da origem

Para imitar as voltas aleatérias de uma érbita regular em torno da origem e obter a forma
de uma borboleta para nosso fluxo, como no caso do fluxo original de Lorenz, procederemos da
seguinte maneira: os conjuntos L(X%) devem retornar a seccio ¥ através de um fluxo descrito

pela composicao de uma rotagao Ry, uma expansao F4y e uma translacao 7%.
O eixo da rotacao de Ry é paralelo ao eixo y, logo a rotagao tem a forma:
cos(f) 0 =+£sin(0)

R0 = 0 1 0
+sin(f) 0 cos(6)

Como o angulo entre L(X%) é de g rad, segue que

0 0 =£1
Ry = 0O 1 0
+1 0 O

A expansao ocorre somente na direcao do eixo x e a matriz dessa transformacao é dada por

6 0 0
E.0)=]1010
00 1
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Queremos que a imagem de L(Ei) pela composicao Ry o Eiy o T4 esteja contida dentro do
quadrado X de forma que essa imagem ocupe mais da metade do quadrado. Como L(XF) é
um triangulo, a imagem desse conjunto por Ry o Fiy o T} continua sendo um triangulo, logo
basta pedir que a distancia do vértice até a base do triangulo seja maior do que % e menor

do que 1. Como a imagem do tridngulo pela rotacio R é da forma (|z|*, y|x|?, sgn(x)), segue

B «
1 1
que a base do triangulo é da forma (1, Y (5) , <§) ) e o vértice oposto a base é (1,0,0).

o
Assim a distancia entre o vértice e a base é (—) e portanto apods a expansao devemos ter:

1\N* 1 1\ “

Por fim, a translacdo Ty é escolhida de forma que as imagens L(31) e L(37) sejam disjuntas

e que a direcao instavel comecando na origem seja mandada na fronteira de o.

A composigao Ty o Ey o Ry descreve um campo vetorial na regiao fora de [—1,1]%. Para
finalizar, definimos o fluxo X* da seguinte maneira: a 6rbita de um ponto (g, 4o, 1) em ¥ pelo
X* é a 6rbita do mesmo ponto pelo fluxo Y7, até t(xg) = —)\il log ||, depois a trajetéria desse
ponto segue pelo fluxo definido pela composicao T o Fy o R4 até chegar em Y e assim por

diante. A construcao do fluxo X* é descrita na ilustracao abaixo

Vamos denotar por B = {X*(z),z € 3,t € R*} o conjunto onde o fluxo X* age. O modelo

geométrico de Lorenz é o par (B, X").
O mapa de primeiro retorno de Poincaré F': ¥* — Y é definido como:

TyoFE.goR,oL(x,y,1) para x >0
F(z,y) = (6.4)
T oF g0oR_oL(x,y,1) para x < 0.
Os efeitos combinados de T o Ry e L implicam que a folheacao F* de X dadas pelas linhas

Y N{z = xp} sdo invariantes pelo mapa de retorno, ou seja, se v é uma folha em F* entao

F(7) é ainda outra folha de F*.

Tome (x,y,1) € X*, e suponha x > 0. Pela equacio (6.3), temos L(z,y,1) = (1, |[y|a?, 2®).
Como R (L(z,y,1)) = (z%,y2°,1) e Eyg(R_(L(z,y,1))) = (fz*,yxP, 1) e aplicando a translaciao

T, , finalmente obtemos:

T (Byo(Ry(L(2,y,1)))) = (=02 + by, ya”, 1),
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Figura 6.3: Comportamento perto da origem

onde by é uma constante escolhida da forma ja especificada anteriormente. Tomando x < 0 e

procedendo de forma exatamente andloga, obtemos:
T_(E-g(R-(L(z,y,1)))) = (0(=2)* + b, y(—2)", 1).
Vemos entao que o mapa F' é da forma
Fa,y) = (T(2),G(x,y)), (6.5)
onde T': I\ {0} - I eG:1\{0} x I — I sao dados por:
—0z*+by ,x>0

T(z) = (6.6)
9(_$)a +b ,z<O.

G(a,y) = v >0 (6.7)
y(—x)? ,z<0.

Com base nas equagoes (6.5), (6.6) e (6.7), a expressao para a diferencial de F' derivadas

quando x < 0 e z > 0 sao dadas por:

—fax®t 0
dF (z,y) = x>0 (6.8)
Bya? o
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—Bax®t 0
dF (z,y) = x < 0. (6.9)

6.1.1 Propriedades do mapa G

Observe que o mapa G é suave por partes, e mais, as equagoes (6.8) e (6.9) nos permitem

deduzir as seguinte propriedades

a) ‘%G(Ly)‘ ) < ‘%‘5 < % Y

9 1\°* . 1
b) |5Gten| < plyllel <6 (3) <40, (pois 51> 0e ol < 3)

O item a) implica que F' é uniformemente contratora nas folhas v, ou seja, exite uma constante
C > 0 tal que se v € F* e x,y € v, entdo dist(F"(z) — F"(y)) < A\".C.dist(z,y).
6.1.2 Propriedades do mapa unidimensional T

Agora, vamos esbocar algumas propriedades da funcao T, lembremos que 6 foi escolhido

de forma a termos 0 - o - 217 > 1.

1
e Da maneira que o fluxo foi construido, lim 7'(z) = —= e lim 7T'(z) = -.
z—0t z—0~ 2
1 1 a—1

o T 6 C? em I\ {0}, e mais T’(§)‘ =0« 3 =0 -a-2""* > 1. Além disso, se

1

5 >z > 0 segue que 2 < — = 271 < - portanto 6 - a - 20-1 < a5y seja,

€T xOL— x
T'(z) > 1.

e Os limites laterais de 7"(x) em = = 0 sdo +o0.
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Figura 6.4: F(X*)

I
-

Figura 6.5: Projecao em I
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Lema 6.1.1. Seja X' um C? fluzo geométrico de Lorenz como o descrito pelo sistema (3) e

T o mapa unidimensional associado a X'. Entao v Possui variagdo limitada.

Demonstracao. Escrevendo I, = [O, %} el = [— %, 0}, segue que T"|;_ e T'|;, sdo mondtonas,

também sao fungoes monétonas. Agora, como |T"(x)| > 1 segue que <l e

1
|T"(2)]

portanto limitada, assim 7"|; e T"|;, sdo mondtonas e limitadas e portanto possuem variacao

limitada e concluimos que %, possui variacao limitada. O

Resumindo tudo o que vimos até agora, o fluxo geométrico de Lorenz (X*) induz um mapa
de Poincaré na secao transversal ¥ com as mesmas propriedades descritas pelo sistema (3)
descrito no inicio do capitulo 3. Dessa forma, pelo teorema (3.1.1) existe uma medida pr
invariante pela aplicacao T' que ¢é fisica e ergddica e que possui decaimento de correlagoes
exponencial com relagdo as observdveis de variaco limitada e em L. Através do lema (3.1.2)
e do teorema (3.1.2) podemos concluir a existéncia de uma medida fisica e ergédica para o
mapa de Poincaré F(z,y) = (T(z), G(x,y) induzido pelo fluxo geométrico de Lorenz. Temos
ainda a existéncia de uma medida py fisica e ergddica para o fluxo geométrico de Lorenz que

é construida na segao (3.4). Por fim temos a seguinte propriedade para o tempo de retorno:

Proposicao 6.1.1. A funcao tempo de retorno T : ¥* — R satisfaz
/ T(x)dpup < 4o0.

Demonstragao. Considere a funcao t(z) (dada pela equagao (6.2)) que da o tempo gasto para
que a 6rbita de um ponto x € Y encontre pela primeira vez a secao L. Obviamente temos
7(x) > t(x). Pela construgao do fluxo X, o tempo gasto para que a drbita de um ponto
X*@)(z) € £+ chegue a ¥ é "razoavelmente uniforme”, ou seja, esse tempo nao varia muito

entre os pontos de X' o que permite concluir que existe uma constante C' > 0 tal que
t(x) — C <7(x) <t(x)+ C.
Integrando as desigualdades acima obtemos

[ @~ [ Caur < | ridue < [ tw)ine~ | Caur

Usando a desintegracao da medida pp, temos

/E * T(x)dpr = /1 - L zT(x)gb(x)duvdm‘
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Como 7 e ¢ s6 dependem da primeira coordenada, podemos escrever

[ rteidne = [ T

Sendo ¢ de variacao limitada, existe uma constante K > 0 satisfazendo
ol < K

E portanto, ficamos com:

1 1

1 1
—K/ ——log(d(I',x))dm — C < / T(x)dpup < K/ ——log(d(T",x))dm + C
1\{0} A * \{o} A

Como / ——log(d(T", x))dm existe e é finita, segue que 7 é integravel concluindo o teorema.
nor M

O

Proposicao 6.1.2. Considere o mapa F : ¥ — Y induzido pelo fluxo geométrico de Lorenz

e a medida fisica pup construida para F satisfazendo as hipoteses da se¢ao 3. A medida g €

reqular o suficiente de forma que para cada fun¢ao l-Lipschitz f : ¥ — R, tenhamos 7% (fu)

possua densidade f com variacdo limitada, com var(f) < KI.
Demonstracao. Ver [8] O

Através do teorema (3.2.1) concluimos que a medida pp possui decaimento de correlagoes
exponencial e consequentemente decaimento de correlagoes superpolinomial, dessa forma pode-
mos aplicar o teorema (2.1.2) para concluir que R(x, ) = d,,,.(x¢) desde que d,,,,(z¢) exista. A
proposigao (6.1.1) nos permite concluir o teorema (5.0.1) obtendo assim, uma expressao para
a dimensao local da medida pux num ponto regular do fluxo descrito pelo modelo gométrico de
Lorenz, obtendo assim

i log 7-(z, xg)

50 —logr = dypix () — 1

sempre que dpuy (xg) existir.

Podemos fazer um comentério importante com relacao a igualdade cima: ela s6 vale quando
dpuy () existe. Sobre algumas hipdteses adicionais podemos garantir a existéncia da dimensao
local. Isso foi feito de maneira bem geral em [20]. Usando esses resultados, Pacifico e Galdtolo

provaram o seguinte resultado
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Proposigao 6.1.3. Se F(x,y) = (T(z),G(x,y)) satisfaz as hipdteses do sistema (3) e mais
o [ ¢ injetiva;
o G ¢éCY em Jx1I, onde J é um intervalo de monotonicidade de T';
e |0G/0y| > 0 sempre que definida, sup |0G /0x| < oo e sup |0G/dy| < 1;

entao a medida fisica pp € exata dimensional e para pp-quase todo x wvale

lim log 7r(x, B.(20))

r—0 —logr = dur (20).

Demonstragao. Ver [11] O

As hipéteses acima sao facilmente verificaveis para o caso do fluxo geométrico de Lorenz
descrito nesse capitulo, portanto para px-quase todo ponto temos

lim log 7 (x, o)

0  —logr dpix (o) = 1.

Uma observacao muito pertinente que pode ser feita é a seguinte, o que acontece quando
consideramos o tempo de batida no caso 7(x, z)? Ou seja, queremos considerar o menor tempo
n para o qual F"(z) retorna a bola B,(x). Em geral temos a situa¢ao contraria a descrita pelo

teorema (2.1.1), ou seja, temos o seguinte resultado

Teorema 6.1.1. Seja T uma aplicagao mensuravel e p medida invariante por T, entao para
[-quase todo ponto vale

7 (x, x) 7 (x, x)

lim inf <d,(r) e limsup <d, ().

—logr —logr

Demonstracao. [19] O

Em [19], Saussol fornece condigoes suficientes para que ocorra a igualdade entre R e d,,,

que serao dadas pelo seguinte teorema:

Teorema 6.1.2. Seja (X, T, ;) um sistema dinamico preservando medida. Se h,T >0 e se T
for Lipschitz (ou Lipschitz por partes com média exponencial de Lipschitz finita) e p possuindo
decaimento de correlagcoes superpolinomial, entao

7 (x, x) 7 (x, x)

—1logr

lim inf =d,(z) e limsup = d, ().

—logr
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Pode-se mostrar ainda se o sistema (F, X, ) é o mapa de Poncaré definido fluxo X* descrito
pelo modelo geométrico de Lorenz, entao (F, X, 1) cumpre as hipdteses do teorema (6.1.2) e

por fim, usando o teorema (6.1.3) temos o seguinte resultado:

Teorema 6.1.3. Para o fluzo gométrico de Lorenz vale jux-quase todo ponto

log 7. (x, x)
T o Yy

1 T\ 3
lim inf (x)—1 e limsup log 72, 7) =d,, (x)—1.

—logr —logr
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