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Resumo

Estudamos a dimensao de Hausdorff de um repulsor de uma aplicagdao conforme f
de classe C'7¢ e, em particular, do conjunto de Julia de um polinémio complexo. In-
vestigamos as principais propriedades destes conjuntos, tais como: caracterizacoes,
propriedades topoldgicas, particao de Markov, propriedade de distor¢ao, dentre
outras. Vimos de que forma a dinamica simbdlica pode ser usada para modelar
o sistema dinamico de um repulsor conforme. Mostramos, seguindo as idéias de
Bowen e Ruelle, usando o Formalismo Termodinamico, que a dimensao de Haus-

dorff, neste caso, é dado pela raiz da equagdo de Bowen-Ruelle P(—tlog|f'|) = 0.

Palavras-Chave: sistemas dinamicos, dimensao de Hausdorff, conjunto de Julia,
repulsores conforme, particao de Markov, pressao topoldgica, Formalismo Ter-

modinamico.



Abstract

We study the Hausdorff dimension of a repeller for a conformal map f of class
C'*¢ and, in particular, of a Julia set of a complex polynomial. We analyzed some
important properties of such sets such as: characterizations, topological proper-
ties, Markov partitions, distortion properties, among others. We investigate how
symbolic dynamics can be used to model the dynamical system for a conformal
repeller. We proved, following ideas of Bowen and Ruelle using Thermodynamical
Formalism, that the Hausdorff dimension in this case is given by Bowen-Ruelle’s

formula P(—tlog|f’|) = 0.

Key words: dynamical systems, Hausdorff dimension, Julia set, conformal repellers,

Markov partition, topological Pressure, Thermodynamical Formalism.
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Introducao

Este trabalho tem como objetivo estudar o Formalismo Termodinamico e sua
relacao com a Teoria da Dimensao. Como principal resultado, iremos determinar
a dimensao de Hausdorff do Conjunto de Julia de um polindbmio complexo, us-
ando técnicas do Formalismo Termodinamico e alguns resultados sobre Dinamica
Simbdlica. Sabendo-se que o Conjunto de Julia pode ser visto tal qual uma classe
particular de objetos matematicos mais gerais, conhecidos como repulsores con-
formes, iremos nos basear no trabalho de Ruelle em [11] para demonstrar o seguinte

teoremas:

Teorema 1. Se (J,V, f) € um repulsor conforme com f :V C C — C de classe
C'*¢ e topologicamente misturadora, J compacto, J C V e V aberto, entdio a

dimensao de Hausdorff de J ¢ dada pela solugcao da equacao de Bowen-Ruelle

P(~tlog|f]) = 0.

Atualmente, a Teoria da Dimensao para repulsores conformes poderia ser con-
siderada completamente entendida. Por exemplo, as monografias [8], [1] ou [10]
apresentam uma colecao dos principais resultados desta area. Neste caso particu-
lar, o termo conforme significa assumir que a derivada da aplicagao é um multiplo
de uma isometria, em cada ponto. Enquanto o termo repulsor significa afirmar que
o médulo da derivada da aplicacdo (ou de um iterado) é maior que um, em cada
ponto. Estas propriedades permitiram a Bowen [2], em 1979, (no caso particular dos
Quase-circulos) e, em seguida, a Ruelle [11] (na questao da generalizacao completa)

desenvolver uma teoria bastante solida para a dimensao de repulsores conformes.



Por outro lado, no que se refere aos repulsores de aplicagoes nao-conformes, o es-
tudo da Teoria da Dimensao tem revelado muitos novos fatos, e por apresentar
um alto nivel de complexidade, ainda falta-lhe uma teoria geral satisfatoria. Nessa
direcao, existem extensoes de resultados do caso conforme para o nao-conforme,
como pode ser visto em trabalhos de Pesin [8], Barreira [1] e Falconer [5].

No entanto, todas as equagoes conhecidas usadas para calcular ou estimar
a dimensao de Hausdorff, tanto na situacao conforme quanto na nao-conforme,
sao variacoes apropriadas de uma equagao introduzida por Bowen em [2], envol-
vendo pressao topolégica, que é o conceito mais fundamental do Formalismo Ter-
modinamico. Isso também ocorre quando temos um conjunto invariante, ao invés
de um repulsor, de uma transformacao nao-expansora, como pode ser verificado
em [10] e [14].

No Capitulo 1, apresentaremos alguns resultados importantes sobre medida
e dimensao de Hausdorff, necessarios para a compreensao deste trabalho. Nele,
também faremos uma estimativa sobre a dimensao de Hausdorff do Conjunto de
Cantor classico.

No Capitulo 2, trataremos do Conjunto de Julia de um polindomio complexo,
bem como veremos as duas formas classicas de caracterizagao de conjuntos de
Julia: usando familias normais e pontos periédicos repulsores. Abordaremos, par-
alelamente, alguns resultados relevantes sobre suas propriedades topoldgicas, assim
como alguns exemplos cldssicos de conjuntos de Julia. Aqui, optamos por trabalhar
apenas com polinomios por razoes puramente técnicas. Entretanto, a mesma teo-

ria pode ser estendida para funcoes racionais complexas, bastando fazer as devidas



modificagoes. Note que o Teorema 1 se aplica para repulsores de transformagoes
conformes gerais. Neste trabalho, em contra partida, enfocaremos o estudo das
funcoes polinomiais complexas, sob o pretexto de discutir, com mais detalhes, as
propriedades dos conjuntos de Julia das mesmas.

No Capitulo 3, introduziremos, de uma maneira bem geral, o conceito de re-
pulsor conforme e de transformacoes que expandem distancias. Apresentaremos os
resultados mais relevantes sobre os mesmos, com o objetivo de provar uma impor-
tante propriedade sobre os repulsores conformes de classe C''*¢, conhecida como
distorcao limitada.

A primeira parte do Capitulo 4 é dedicada a particao de Markov e a dinamica
simbolica para repulsores conformes, com o intuito de preparar as ferramentas
necessarias para a aplicacao de certas técnicas do Formalismo Termodinamico.
Nessa parte, também serao provadas mais duas novas propriedades de distorcao,
que juntamente com as idéias do capitulo anterior, nos permitirao verificar resul-
tados essenciais sobre a geometria dos elementos da particao de Markov. Esses
resultados serao utilizados na segunda parte deste capitulo.

Por fim, na segunda parte do Capitulo 4, usaremos as ferramentas do Formal-
ismo Termodinamico e as técnicas desenvolvidas, nos capitulos precedentes, a fim
de mostrar que a s-medida de Hausdorff de J de um repulsor conforme (J, V, f), sob
certas condicoes, é equivalente a uma medida de Gibbs associada a um determinado

potencial, concluindo assim o objetivo do nosso trabalho.



Capitulo 1

Medida e Dimensao de Hausdorff

Neste capitulo, faremos algumas defini¢oes e enunciaremos alguns resultados rele-
vantes sobre medida e dimensao de Hausdorff que serao tteis posteriormente.

Seguimos as exposi¢oes em [3], [8] e [9)].

1.1 Medida de Hausdorff

Seja U C R" e U # 0. O diametro de U seré representado por |U] e é definido
como |U| = sup{|z —y|;z,y € U}.
Se E C UUZ' e 0 < |U;] < 6 para cada i € N, dizemos que {U;} é uma

iEN
6 — cobertura de E.

Definicao: Sejam F' C R™ e s um numero real positivo. Dado § > 0, definimos

H5(F) = inf {Z \Ui|*,U; é uma 0 — cobertura de F} O limite

i=1

lim FC(F) = H(F) (1.1)

6—0

é chamado de s—medida de Hausdorff de F.



Note que o limite acima existe, pois a definigdo garante que Hj(F') cresce quando
d decresce, logo H3(F') é monoténa em relagdo a 9.

Pode-se mostrar que a s—medida de Hausdorff ¢ uma medida exterior no R™,
ou seja, com s e n fixos e denotando por P(R") o conjunto das partes de R", a

funcao H* : P(R™) — [0, 00| satisfaz as propriedades:

L. 3*(0) = 0;

3. H* (U Ai> < Z%S(Ai), para toda sequéncia de conjuntos {A4;};~, C R".
i=1

[e.e]
Para qualquer sequéncia disjunta de borelianos {4;};~, C R" tem-se H* (U Ai> =
i=1

f: H?(A;), ou seja, H* é uma medida sobre a o—dlgebra de Borel.

ZJPaura provar esta afirmacgao, vamos primeiro mostrar que H® é uma medida
exterior métrica em R"™ ou seja, H¥(F U F) = H(E) + H*(F), sempre que
d(E,F)=inf{d(z,y);x € E,y € F} >0com E,F C R"

De fato, sejam A, B C R™ com d(A, B) > 0. Da propriedade 3. da medida
exterior temos H*(A U B) < H*(A) + H*(B). Agora vamos obter a desigualdade
inversa. Seja {K;};-, uma d—cobertura de AU B com § < d(A, B)/4. Com esse
d,se K;NA#0e K;NB#0 entao K; N K; =0, e com isso podemos definir os
conjuntos A = {i; K;NA # 0} e B = {i; ;N B # 0}. Logo, {K;};c 4 € {K;},cq 580
d—coberturas de A e B respctivamente. Assim, i |K;|° > Z |K;|° + Z | K;|° >
H;(A) + H5(B). Como {K;} foi tomado arbitra;i:;mente sezgeuiz que J—ng(ej UB) >
H;(A) + H3(B), donde obtemos H*(A U B) > H*(A) + H*(B) fazendo § — 0.

Portanto, as duas desigualdades acima nos dao H*(A U B) = H*(A) + H*(B).



Para concluir a prova da afirmacao anterior precisaremos do Teorema abaixo,
cuja demonstracao envolve basicamente o Critério de Caratheodory e pode ser

encontrada em [3].

Teorema 1.1.1. Se p é uma medida exterior métrica sobre um espagco métrico

(X, d) entdo qualquer conjunto de Borel de X é p—mensurdvel.

Assim, a prova de que H® é uma medida sobre os borelianos de R™ é uma
consequéncia direta do Teorema 1.1.1 visto que H® é uma medida exterior métrica
sobre R™.

Vejamos algumas propriedades importantes e tteis da s—medida de Hausdorff.

Proposicao 1.1.2. Sejam FF C R", A\ > 0 e A\F' = {\z;z € F}, ou seja, o

conjunto F é ampliado por um fator . Entdao H*(AF) = NH*(F).

Demonstracao: Seja {U;};-, uma d—cobertura de F. Entao para cada i temos
|IAU;| = sup [Az—Ay| = X sup |z—y| = A\|U;|. Assim, {A\U;}$°, é uma \d—cobertura
z,yeU; z,yeU;

de AF'. Dai,

5s(AF) = inf {Z |K;|°, K; é uma A\d — cobertura de )\F}
i=1

SO =D N =MD (U (1.2)

i=1 =1 =1

IA

Como a desigualdade em (1.2) vale para qualquer d—cobertura de F' segue que

AT*HS5(AF) é uma cota inferior para {Z \U;|?,U; é uma d — cobertura de F} .
i=1

Desse modo temos A\ *H55(AF) < HZ(F), ou seja, H;(AF) < NH(F). Fazendo

6 — 0 obtemos

FENF) < NI (F). (1.3)



Trocando F' por \F' e X por 1/\, e repetindo os mesmos argumentos, teremos

a desigualdade inversa, ou seja,
FEAE) > NHE(F). (1.4)

De (1.3) e (1.4) temos H*(AF) = N*H*(F). [ |
Sejam ' C R" e f : FF — R™. Dizemos que f é Holder continua se existem

constantes ¢ > 0 e a > 0 tal que

|f(z) = fW)| <clz —y|*, Va,yel. (1.5)

Proposicao 1.1.3. Sejam FF C R® e f : I — R™ a—Holder continua. FEntao

HEI(f(F)) < e/3C(F).

Demonstracao: Scja {U;};-, uma d—cobertura de F'. Sendo f Hélder continua,
para cada i, temos |f(FNU;)| < c|FNU|* < c|U;|*. Assim, {f(FNU;)}2, é uma

c6*—cobertura de f(F). Dal,

J—Cs/a(f(F)) = inf {Z |K;|¥*, K; é uma ¢0® — cobertura de f(F)}

o™
i=1

< DUFF AU <D (v
i=1 i=1
= iCS/a|Ui|S — CS/af: |Ui|s~ (1.6)
=1

i=1

Como a desigualdade em (1.6) vale para qualquer d—cobertura de F' segue que

c*S/aﬂ'fiéS(f(F)) ¢ uma cota inferior de {Z |U;|*, U; é uma 6 — cobertura de F} .
i=1

Desse modo temos ¢~ */*FCL%(f(F)) < H3(F), ou seja, IO (F(F)) < ¢/ (F).

Como «a > 0, quando § — 0 tem-se cd® — 0. Logo, H¥/*(f(F)) < c¢*/*3*(F). 1

Corolario 1.1.4. Sejam FF C R" e f : FF — R™ uma aplicagao lipshitziana. Entao

Ho(f(F)) < o HA(F).



Demonstracao: Basta aplicar o Teorema anterior com a = 1. |

Corolario 1.1.5. Sejam F C R* e f : F — R™. Se f é uma isometria entao

FHo(f(F)) = FH(F).
Demonstracgao: Basta aplicar o Teorema anterior com o =1e c=1. |

Proposicao 1.1.6. Seja F' C R™. A aplicagio s — H*(F') é ndo crescente. Além

disso, ser < s <t e H*(F) < oo entao H'(F) =0 e H"(F) = oco.

Demonstracao: Sejam r < s <t e {U;}3°; uma d—cobertura de F. Dai,

i=1

MUl =Y (T vl < 60 (Ul (1.7)
=1 =1 i=1

HL(F) = inf {Z |U;|*, U; é uma 6 — cobertura de F}

IN

H5(F) = inf {Z \Ui|?, U; é uma 6 — cobertura de F}

i=1

SU = U < 6y U (1.8)
1=1 =1 =1

IN

Como as desigualdades em (1.7) e (1.8) valem para toda —cobertura de F' segue

que 0*'H(F) é uma cota inferior de {Z |U;|°, U; é uma 6 — cobertura de F}

i=1

e " *H;(F') é uma cota inferior de {Z |U;|",U; é uma § — cobertura de F} re-
i=1

spectivamente. Desse modo temos 6* *HE(F) < HE(F) e " *H3(F) < H;(F), ou

seja, HE(F) < 0" *H5(F) e HE(F) < 05 "HE(F) respectivamente.

Agora, comot—s>0,s—7r>0ed <1 por hipétese concluimos que 6" ~° < 1

e que 0° " < 1. Com isso, HE(F) < HE(F) e Hi(F) < HE(F), ou seja, HE(F) <

H3(F) < H;(F). Fazendo 6 — 0 obtemos H'(F) < H*(F) < H"(F).



Além disso, se H*(F) < oo entao

HY(F) <limd"*H(F)=0 e H(F)>1limd *H(F) = oo.

§—0 6—0

Portanto, H!(F) =0 e H"(F) = oc. [ |

1.2 Dimensao de Hausdorff

Se fizermos o grafico de s — H*(F), a Proposicao 1.1.6 nos diz que existe um
tinico valor critico s em que H*(F') d4 um salto de oo para 0. Este comportamento

nos permite definir a dimensao de Hausdorff da seguinte maneira:

Definigao: Seja F' C R". A dimensao de Hausdorff de F' é:

dimp(F) = inf {s; H*(F) = 0} = sup {s; H*(F) = oo}. (1.9)

Segue, diretamente da definigao (1.9), que:

00 se 0 < s < dimyg(F)
H(F) = (1.10)
0 se s > dimpy(F).
Note que, se dimg(F) = s, nada podemos afirmar a respeito de H*(F'). Esta
por sua vez pode ser zero ou infinita ou pode satisfazer 0 < H*(F') < oc.
Um conjunto de Borel ' C R™ com dimy(F) = se 0 < H*(F) < oo é chamado
de s — conjunto.

Vejamos algumas propriedades importantes da dimensao de Hausdorff que serao

uteis mais na frente.

Proposigao 1.2.1. Se E C F entao dimg(E) < dimy(F).
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Demonstracao: Se £ C F, pelo Teorema 1.1.6., temos H°(E) < H°(F) para
cada s. Suponha, por absurdo, que dimg(F) < dimy(F). Tome um s tal que
dimy(F) < s < dimg(F). Dai, co = H*(E) < H*(F) = 0, que nos leva a uma

contradigao. Portanto, dimy(E) < dimg(F). [ |

Proposicao 1.2.2. Se F, F5,... é uma sequéncia enumerdvel de conjuntos entao

dimpy (U F) = sup {dimy(F;)}.

i—1 1<i<oo

Demonstracao: Para cada j € N temos F; C UE Pela Proposicao 1.2.1,

=1
00

dimy (F;) < dimpg (U E) para todo 7 € N. Ou seja, dimg <U Fz) é uma cota

i=1 i=1
superior para {dimgy(F};)}. Logo,

dimpy (UF) > sup {dimy(F;)}. (1.11)

1<i<o0
i=1

1<i<o0 S
=1

Se sup {dimg(F;)} = oo, da desigualdade (1.11) temos dimpy (U Fl) =

oo = sup {dimg(F;)}.

1<i<oo

1<i<oo

Se sup {dimy(F;)} =s < oo, dado € > 0, H*"* ) Z HT(F) =0

que implica em FH5T¢ <U Fl) = 0. Assim, dimpg (U Z) < s+ ¢ Como ¢ foi

i=1 i=1
arbitrario, concluimos que

s > dimyg (G E) : (1.12)

i=1

Portanto, de (1.11) e (1.12) obtemos dimy (U F> = sup {dimy(F;)}. N

i—1 1<i<o0o

Proposigao 1.2.3. Se F' é um conjunto enumerdvel entio dimy(F) = 0.

Demonstragao: Como F é enumerével, podemos escrever F' = {1, xa,...,Tp,...}

o
onde z; € F para todo ¢ € N. Assim, para qualquer § < 1, {B(mz, %)} é uma
=1
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= J
d—cobertura de F. Dai, H;(F) < Z|(5’L|S =y para todo s > 0. Fazendo
i=1

d — 0 obtemos H*(F') = 0 para todo s > 0. Portanto, dimg(F’) = 0. [ |
Proposigao 1.2.4. Se FF C R" € aberto entao dimy(F) = n.

Demonstragao: Sabemos que se B é uma bola nao degenerada do R™ entao
0 <H"(B) < 00 e dimy(B) =n.

Seja F' C R™ aberto. Entao existe uma bola B tal que B C F' C R". Pela
Proposigao 1.2.1 segue que n = dimg(B) < dimy(F). Por outro lado, como F' é
um aberto de R™ exsite uma familia enumerdvel de bolas { B; };- | tal que F' C G B;.

i=1
E facil ver que dimy(B;) = n para cada i. Pelo Teorema 1.2.2, dimy(F) < n.

Portanto, dimy(F) = n. [ |

Proposicao 1.2.5. Sejam FF C R" e f : F' = R™ uma aplicacao Holder continua.

Entio dimy(f(F)) < (%) dimg(F).

Demonstragao: Seja s > dimy(F). Como f é Holder continua, pela Proposigao

1.1.3, H/*(f(F)) < e/*H*(F) = 0. Com isso, dimy(f(F)) < £ para todo s >

dimy (F). Portanto, dimy(f(F)) < (1) dimy(F). [ |
Coroldrio 1.2.6. Se f : F' — R™ uma aplicag¢ao Lipschitziana entao dimy(f(F)) <

Demonstracao: Basta aplicar a Proposicao anterior com o = 1. |
Uma fungao f: F C R® — R™ é bi-Lipschitz se existem constantes reais ¢; e ¢y

com 0 < ¢1 < ¢ tais que 1|z —y| < |f(z) — f(y)| < e2|x — y| para todo z,y € F.

Corolério 1.2.7. Se f : F' — R™ uma aplicagdo bi-Lipschitz entdo dimyg(f(F)) =
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Demonstragao: Sejam z,y € F tais que f(z) = f(y). Como f é bi-Lipschitz,
calr —y| <|f(x) — f(y)] =0 e com isso x = y. Logo, f é injetora.

Considere a funcao f~' : f(F) — F. f~! ¢ Lipschitziana. De fato, paraz,y € F
tem-se [ f71(f(2)) — [T (f W) = |z —y| < 1/l f(2) = f(y)].

Pelo Corolario 1.2.6, dimy(F) = dimy(f~(f(F))) < dimg(f(F)). Por outro
lado, como f é Lipschitz, dimy(f(F)) < dimy(F). Dessas duas desigualdades
concluimos que dimg(f(F)) = dimg(F). [ |

O Corolario 1.2.7 acima nos diz que se dois conjuntos possuem dimensao de
Hausdorff diferentes entao nao pode existir uma funcao bi-Lipschitz entre eles.

Em geral, a dimensao de Hausdorff de um conjunto nos da pouco informagao
sobre propriedades topoldgicas desse conjunto. Entretanto, qualquer conjunto com
dimensao de Hausdorff menor que 1 é tao esparso que é totalmente desconexo, isto

é, quaisquer dois de seus pontos nunca pertencem a mesma componente conexa.

Proposicao 1.2.8. Seja F' C R". Se dimg(F) < 1 entdo F ¢é totalmente de-

SConexo.

Demonstragao: Sejam x,y € F com z # y. Considere a funcao f : R" — [0, o0]
definida por f(z) = |z — z|. Claramente f ¢é Lipschitz. Pelo Corolério 1.2.6,
dimy(f(F)) < dimg(F) < 1. Como f(F) C Re H'(f(F)) = 0 segue que f(F)
tem complementar denso em R.

Sejartalquer & f(F)e f(x) <r < f(y). Dal, F={z € F, |z—z| <r}u{z €
F, |z — x| > r}, ou seja, F estd contido em dois conjuntos abertos conexos com
r em um conjunto e y em outro conjunto. Logo, x e y pertencem a diferentes

componentes conexas de F'. Portanto, I’ é totalmente desconexo. |
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1.3 Exemplos

Vejamos algumas técnicas para calcular a dimensao de Hausdorff de alguns con-

juntos no R”. Seguimos as ideias em Capitulo 2 em [9)].
Exemplo 1.3.1. dimg[0,1] = 1.

Seja A = [0, 1] o intervalo unitdrio em R. Vamos mostrar que dimgA < 1 e
dimpgA > 1 para obter o resultado desejado.

Seja € > 0 e escolha um inteiro positivo n tal que 1/n < e. Considere os
intervalos abertos (#, %) para i = 0,...,3n — 1. Esses intervalos cobrem todos
os pontos de A exceto os extremos i/3n. Aumentando o comprimento dos intervalos
de modo a incluir os extremos, obtemos os intervalos U; = (z;—nl, Z;r—nQ), cada U; tem
comprimento 1/n < ¢, e dai U = {U;} é uma e—cobertura de A que possui 3n
elementos. Com isso temos >, |U;] = 3n - = = 3 donde concluimos que H}(A) < 3,
ou seja, que H'(A) < oo. Portanto dimyA < 1.

Seja o < 1. Queremos encontrar ¢ > 0 tal que ) . |U;|* > 1 para toda

e—cobertura U de A = [0, 1]. Entao, para tal U temos

Z Uil = |U||Ui[* " > e Z Ui

Escrevendo a; = inf U; e b; = sup U; temos U; C (a;,b;) com |U;| = b; — a;. Pela

compacidade de [0, 1], podemos encontrar iy,...,4, tal que a;; = 0 e b, = 1 e
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iy, < by parak=1,2,...,n— 1. Assim,

> Ui

)

e com isso, », |U;|* > e* 1.

n

= Z(bl — @i) > Z(bzk - aik)

i k=1
n—1
= Z(blk - aik) + b, — a;,
k=1
n—1
> Z(aik+1 - alk:) _|_ bln a“ln
k=1
- bzn ah = ]-7

Como o < 1 temos €*~! > 1 para e suficientemente

pequeno. Segue dai que, H*(A) > 1 para algum € > 0, ou seja, H*(A) > 0 para

a < 1. Portanto dimyA > . Como « < 1 é arbitrario, segue que dimyA > 1.



Capitulo 2

O Conjunto de Julia de um

Polinémio Complexo

Neste capitulo, faremos algumas defini¢oes e enunciaremos alguns resultados rele-
vantes sobre o Conjunto de Julia de um polinomio complexo e suas propriedades

topologicas.

2.1 Consideracoes Gerais

Seja f : C — C um polinomio de grau n > 2 com coeficientes complexos, ou
seja, f(2) = anz" + ...+ a2z’ + a1z + ag, a; € C, parai =0,...,n.

Como de costume, escreveremos f* para representar a k—ésima composicao de
f, ou seja,

fr=fofo..0f,
—_—

k—vezes

15
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e f*(w) para representar o k—ésimo iterado de w, ou seja,

frw) = fFC(fw))) = fofo...of(w)

k—vezes

Quando f(w) = w, dizemos que w é um ponto fizo de f. Quando existir um
inteiro p > 1 tal que fP(w) = w, dizemos que w é um ponto periddico de f. O
menor nimero inteiro p > 0 tal que fP(w) = w é chamado de periodo de w.

A sequéncia w = fO(w), f(w), f2(w),..., fP~1(w) é chamado de p—drbita de w.
Definigao: Seja w um ponto periddico de f, de periodo p, com (fP) (w) = A.

Dizemos que:
1. w é superatrator se X = 0;
2. w é atrator se |\ < 1;
3. w é repulsor se |A\| > 1;
4. w é indiferente se || = 1,
5. w é parabdlico se w é indiferente e A é uma raiz da unidade.

Para estabelecer as propriedades basicas do conjunto de Julia de um polindémio
complexo, temos que fazer uso da teoria das funcoes analiticas complexas, mais
especificamente, sobre o estudo das familias normais de fungoes analiticas e do
Teorema de Montel [6].

Definicao: Sejam U aberto, U C C e g, : U — C uma familia de funcoes com-
plexas analiticas. Dizemos que {g;} é uma familia normal sobre U se toda sequéncia
de fungoes de {gx} tem uma subsequéncia que converge uniformemente sobre cada

conjunto compacto de U, ou para uma func¢ao analitica limitada ou para oco.
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Note que, pelo padrao da teoria de varidaveis complexas, isso significa que, so-

bre cada componente conexa de U, a subsequéncia converge ou para uma fungao
analitica limitada ou para co. No primeiro caso, a subsequéncia das derivadas deve
convergir para a funcao limite.
Definicao: Sejam U aberto, U C C e g, : U — C uma familia de fungdes com-
plexas analiticas. Dizemos que {gx} é uma familia normal num ponto w de U se
existe algum subconjunto aberto V' de U contendo w tal que {gx} é uma familia
normal em V.

Observe que a definicao acima é equivalente a existir uma vizinhanca V' de w
na qual toda sequéncia de {gx} tem um subsequéncia que converge uniformemente
em cada compacto de V' para uma funcao analitica limitada ou para oo.

O Teorema a seguir é de fundamental importancia na teoria dos conjuntos de

Julia e sua demosntragao pode ser encontrada, por exemplo, em [6] e [4].

Teorema 2.1.1. (Teorema de Montel)
Seja {gr} uma familia de fungoes complexas analiticas sobre um aberto U C C.
Se {gr} nao é uma familia normal, entao para todo w € C, com no mdzimo uma

exce¢do, temos gp(z) = w para algum z € U e algum k.

2.2 O Conjunto de Julia

Vamos comegar, analizando os iterados de uma fungao polinomial complexa,
de grau n > 2, do tipo f(2) = a,2z" + ... + a2 + a1z + ag, a; € C para todo
1=0,...,n.

Definicao: Seja f uma funcao polinomial complexa de grau n > 2. Definimos o
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conjunto:
Jo=Jo(f) ={z € C: afamilia {f*};>0 ndo é normal em z} . (2.1)
O complementar de Jy(f) em C é o conjunto Fy(f) definido por

Fy = Fy(f) = {# € C: existe um aberto V contendo z e {f*} é normal em V} .
(2.2)

Note que Fy(f) é aberto, pois é unido de conjuntos abertos.
Proposicao 2.2.1. Jy(f) € compacto.

Demonstracao: Jy(f) é fechado, pois seu complementar Fy(f) é aberto. Como
f é um polinomio de grau n > 2, podemos achar um r tal que |f(2)] > 2|z|, se

|z| > r. Dali,

fH(z)| > 287, se |z| > r. Assim, f*(z) — oo uniformemente no
aberto V = {z, |z| > r}. Logo, {f*} é normal em V. Com isso, V C Fy(f). Desse

modo, Jo(f) é limitado e portanto, um conjunto compacto. [ |
Proposigao 2.2.2. Jy(f) € nao-vazio.

Demonstragao: Suponha que Jo(f) = 0. Entao, para cada r > 0 a familia { f*} ¢
normal no disco aberto B,.(0) com centro na origem e raio r. Como f é uma fungao
polinomial, podemos tomar r suficientemente grande para garantir que em B,.(0) ha
um ponto z tal que |f*(z)| — co. Além do mais, resolvendo a equacio f(w) = w e
tomando R = |w|, entdo parar > R, existe w € B,(0) tal que f*(w) = w. Portanto
é impossivel que qualquer subsequéncia de {f*} convirja uniformemente para uma
funcao analitica limitada ou para o infinito em qualquer subconjunto compacto de

B,(0) que contenha os pontos z e w, o que contradiz a normalidade de {f*}. W



19

Proposicao 2.2.3. Jy(f) € completamente invariante, isto é, Jo(f) = f(Jo) =
=Y Jo).

Demonstragao: Vamos mostrar equivalentemente que Fy(f) = f(Fy) = f~1(Fp).
Sejam z € Fy(f) e V uma vizinhanca aberta de w com {f*} normal em V. Como
f é continua, f~1(V) é aberto. Seja {f*} uma subsequéncia de {f*}. Daf, {f**1}
tem uma subsequéncia { f%*'} que converge uniformemente sobre os subconjuntos
compactos de V. Logo, se D é um subconjunto compacto de f~1(V) entao f(D) é
um subconjunto compacto de V. Com isso, temos que {f**'} converge uniforme-
mente em f(D) e daf, {f¥} converge uniformemente em D. Assim, {f*} é normal
em f~1(V) e portanto Fy C f~!(Fp). As outras inclusées podem ser obtidas de
maneira analoga, usando o fato de que toda funcao polinomial é uma aplicagao

aberta. ]
Proposicao 2.2.4. Jy(f?) = Jo(f) para qualquer inteiro positivo p.

Demonstragao: Novamente iremos trabalhar com o complementar de Jy(f):
Jo(f?) = Jo(f) se e somente se Fy(f?) = Fy(f). Entado provaremos a segunda
parte.

Observemos que, se toda sequéncia de {f*} tem uma subsequéncia uniforme-
mente convergente num conjunto D, entdo toda subsequéncia de {fP¥}, > 1
também possui uma subsequéncia uniformemente convergente em D. Assim, isso
nos dé que Fo(f) C Fo(f?).

Se D é um compacto e { gy} uma familia de fung¢oes que converge uniformemente
em D para uma funcao analitica ou para infinito, entao o mesmo ¢ verdade para a

familia {ho f¥} onde h é um polindomio qualquer. Assim, se { fP*};>; num conjunto
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aberto V, entdo ¢ normal em V a familia {fP**"},5; = {f" o fP*}1>1 para r €
{0,1,2,...,p — 1}. Por outro lado, qualquer subsequéncia de {f*};>1 deve conter
alguma subsequéncia infinita de {fP*™};>; para algum r € {0,1,2,...,p — 1},
que por sua vez contem uma subsequéncia que converge uniformemente para uma

funcao limitada ou para o infinito em subconjuntos compactos de V. Portanto,

{f*} é normal. Logo, Fy(fP) C Fy(f). [ |

Proposicao 2.2.5. Sejam w € Jo(f) e U uma vizinhanca de w. FEntao W =
Uiz, f*(U) € todo C, exceto possivelmente um inico ponto. Esse ponto excepcional

nao esta em Jo(f) e nao depende de U.

Demonstragao: Seja w € Jy(f). Como a familia {f*} ndo é normal em w, o
Teorema de Montel garante que W = C exceto possivelmente um tnico ponto.

Seja v ¢ W. Se v = f(z), como f(W) C W, segue que z ¢ W. Sabendo C\W
consiste de no maximo um ponto, temos que z = v. Dai, f é um polinomio de grau
n tal que a unica solu¢do de f(z) —v =0 é v. Assim, f(z) — v = ¢(z — v)" para
alguma constante c.

Seja V = {z; |z —v] < (20)71%11}. Para z € V tem-se:

[f5(z) =] = [F(FF71(2)) — v
= |e(f*(z) —v)"|

kb =24 tntl = U|n’“

= C

nkfl 7nk —1 7nk
< c n—1 (2C> n—1 — ¢cn-—1 27171 .

Dessa forma, (f¥(z) —v) — 0 uniformemente em V quando k — oo. Portanto,

{f*¥} é normal em v e com isso, v € Jo(f). Note que v depende somente do
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polinémio f. |

Coroléario 2.2.6. Seja U C C, U aberto. Se UN Jo(f) # 0, entao para todo z € C

com no mdrimo uma excegdo, f~*(2) intersecta U para infinitos valores de k.

Demonstracgao: Se z nao é o ponto excepcional da Proposicao 2.2.5, entao z €
fE(U) e portanto, f~%(z) intersecta U para algum k. Usando esse argumento
repetidas vezes, obtemos uma sequéncia infinita de valores de k tal que f~*(z)

intercepta U. |

Corolario 2.2.7. Se z € Jy(f) entao Jo(f) = Urey f7%(2).

Demonstragao: Seja z € Jy(f). Entao, pela Proposicao 2.2.3. f~*(z) C Jo(f).

Portanto, U, f7*(z) € Jo(f). Dai, U,—, f*(z) C Jo(f) = Jo(f). Por outro
lado, se U é um conjunto aberto contendo w € Jy(f) entao pelo Corolario 2.2.6.
acima, f~*(z) intersecta U para algum k. (Pela Proposicao 2.2.5, z ndo pode ser

o ponto excepcional). |
Corolario 2.2.8. Jy(f) tem interior vazio.

Demonstragao: Suponha que Jy(f) contem um conjunto aberto U. Entao pela
Proposi¢ao 2.2.3, f*(U) C Jo(f) para todo k. Dai, U,—, f*(U) C Jo(f). Agora,
pela Proposigao 2.2.5, Jo(f) é todo C exceto possivelmente um ponto. Assim, Jy(f)

é ilimitado. No entanto, isso contradiz o fato de Jy(f) ser compacto. |
Proposicao 2.2.9. Jy(f) nao tem pontos isolados.

Demonstragao: Seja v € Jy(f) e U uma vizinhanca de v. Devemos mostrar que
U contem pontos de Jy(f) diferentes de v. Vamos considerar trés casos separada-

mente.
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i) v nao é ponto fixo ou periddico de f. Pelo Corolario 2.2.7. e pela Proposigao
2.2.3, temos que U contem um ponto de f~*(v) C Jo(f) para algum k > 1 e

esse ponto ¢é distinto de v j4 que v nao é ponto fixo e nem periddico.

ii) v é ponto fixo de f. Se f(z) = v nao tem outra solugdo exceto v, entdo como
na demostragao da Proposicao 2.2.5, v ¢ Jo(f). Dai, existe w # v tal que
f(w) = v. Agora, pelo Coroldrio 2.2.6, U contem um ponto de f~*(w) para
algum k£ # 1. Com isso, segue da Proposicao 2.2.3. que esse ponto esta em

Jo(f) e é diferente de v ja que v = f*(v).

iii) v é um ponto periédico de f, de periodo p > 1. Pela Proposi¢ao 2.2.4, Jo(f) =
Jo(f?). Portanto podemos repetir o método usado no item ii), trocando f

por fP, para chegar ao resultado que queremos.

Assim, Jy(f) ndo tem pontos isolados. [ |
Observagao: A Proposicao 2.2.9 acima diz que Jy(f) é um conjunto perfeito, ou
seja, um conjunto fechado sem pontos isolados.

Agora estamos prontos para definir e caracterizar o Conjunto de Julia de um
polinomio complexo de grau n.

Definicao: Seja f : C — C uma fungao polinomial de grau n com coeficientes
complexos, isto &, f(2) = a 2" + ...+ axz® + a1z + ag. O Congunto de Julia de fé

o conjunto J(f) definido por

J(f) ={2€C; 2= fr(2) e |(f?)'(2)| > 1 para algum p}. (2.3)

Em outras palavras, J(f) é o fecho do conjunto dos pontos periddicos repulsores

de f.
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O complementar do Conjunto de Julia de f é chamado de Conjunto de Fatou
de f, que sera representado por F(f).

Vamos agora apresentar um primeiro exemplo de conjunto de Julia.

Exemplo 2.2.1. Considere f(z) = 2. Logo, f*(z) = 22" ¢ 0 ¢é um ponto fizo
superatrator, pois f'(0) = 0. Os pontos periodicos de f sdo os pontos z que sat-
isfazem z = fP(z) para algum p € N*, isto é, z = 2%, 2 # 0. Com isso, temos

D_ . , . . .
que 22’71 =1, ou seja, z é uma raiz da unidade. Portanto os pontos periddicos

de f sao {e%; 0<g<2P -2, q¢€ N*}, 0s quais todos sao repulsores, jd que,
|(fP) (2)] = 2°P|2)*" "' = 2P > 1. Assim, o Conjunto de Julia de f, J(f), € o circulo
unitdrio |z| = 1. Neste caso, f*(z) — 0 quando k — oo se |z] < 1 e f*(z) — oo
quando k — oo se |z| > 1. Quando |z| =1, f¥(2) permanece em J(f) para todo k.

O Conjunto de Julia de f é a fronteira entre os conjuntos dos pontos que iteram

para 0 e 0o. Esse é um caso simples e especial em que J(f) ndo € um fractal.

O préximo teorema nos mostra que o conjunto de Julia coincide com o con-
junto definido em (2.1). Sendo assim, todas as propridades mostradas para Jo(f)

permanecerao validas para J(f).
Teorema 2.2.10. J(f) = Jo(f).

Demonstracgao: Seja w um ponto periddico repulsor de f de periodo p. Dai, w é
um ponto fixo repulsor de g := fP. Suponha que {¢g*} é normal em w. Entao, w tem
uma vizinhanga V' na qual a subsequéncia {g*} converge uniformemente para uma
fungao analitica gy ou para o infinito. Como, ¢*(w) = w para todo k, a subsequéncia

{g*1} ndo pode convergir para o infinito. Sabemos, da teoria das funcgdes complexas,
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que a sequéncia das derivadas também converge e (¢%)(2) — g4(z) paratodo z € V

uniformemente. Agora, usando a regra da cadeia, |(g*)'(w)| = |(¢'(w))*| — oo
pois w é um ponto fixo repulsor e |¢’(w)| > 1. Isto é uma contradigdo ja que g;,
é finito. Logo, {¢*} nao é normal em V. Com isso, w € Jo(g) = Jo(f?) = Jo(f).
Como Jy(f) é fechado, segue que J(f) C Jo(f).

Considere o conjunto K = {w € Jo(f); Iz # w, f(z) =w e f'(z) # 0}. Suponha
que w € K. Entao existe uma vizinhanga aberta V' de w na qual podemos encon-
trar um ramo inverso analitica local f~: V — C\V tal que f(f~!(z)) = 2 para
todo z € V. Agora considere a familia de fungdes analiticas {h;} em V definida
por:

k
hulz) = % (2.4

Seja U uma vizinhanga aberta de w com U C V. Como w € Jy(f), a familia
{f*} e portanto {h;} nio é normal em U. Pelo Teorema de Montel, h;(z) € {0, 1}
para algum k e algum z € U. Se hy(z) = 0 entdo f*(z) = 2 para algum z € U. Se
hp(2) = 1 entdao f*(2) = f~1(z) e com isso, f**1(2) = 2 para algum z € U. Dessa
forma, U contem um ponto periédico de periodo k ou k+ 1 de f. Logo, w € J(f).

Com isso, mostramos que K C J(f). Portanto, todo w € Jy(f) pode ser aprox-
imado por pontos periédicos. Como esses pontos periédicos, exceto no maximo um
niimero finito deles, sdo repulsores temos que Jo(f) = K C J(f).

Portanto, Jo(f) = J(f). [

Definigao: Seja w um ponto fixo atrator de f. O conjunto A(w) definido por:
A(w) = {2 €C; ff(2) »w quando k — oo} (2.5)

é chamado a bacia de atracdo de w. Quando w = oo definimos a bacia de atragao
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de co da mesma maneira.

Como w ¢ um ponto fixo atrator, existe um conjunto aberto V' C A(w) tal
que w € V (se w = oo entdo podemos tomar {z; |z| > r} para r suficientemente
grande). Isto garante que A(w) é aberto, pois se f¥(z) € V para algum k entdo
z € f7%(V), o qual é aberto.

A caracterizacao de J(f) como a fronteira da bacia de atracdo de um ponto

atrator é extremamente ttil para determinar o Conjunto de Julia de f.

Teorema 2.2.11. Seja w um ponto fizo atrator de f. Entio 0A(w) = J(f). A

wgualdade continua valida se w = 0.

Demonstragao: Seja z € J(f). Entdao f*(z) € J(f) para todo k. Logo, f*(z)
nao pode convergir para um ponto fixo atrator, e com isso, z ¢ A(w). Porém,
pela Proposicao 2.2.5, se U é uma vizinhanca qualquer de z, o conjunto f*(U)
contem pontos de A(w) para algum k. Dessa forma, existem pontos arbitrariamente
proximos de z os quais sao iterados até A(w). Dai, z € m e portanto z € 0A(w).

Seja z € 0A(w) mas z ¢ J(f). Entdo z tem uma vizinhanca aberta conexa V'
na qual {f*} tem uma subsequéncia que converge ou para uma fungao analitica
ou para co. A subsequéncia converge para w em V N A(w), o qual é aberto e
nao-vazio e, por isso converge em V', ja que uma funcao analitica que é constante
num conjunto conexo ela é também constante em qualquer subconjunto aberto.

Agora, todos os pontos de V' sdo levados em A(w) por iterados de f. Com isso,

V C A(w). Porém, isto nos leva a uma contradigdo com o fato de que z € dA(w).

Assim, 0A(w) C J(f). [ |

Exemplo 2.2.2. Considere f(z) = 2%, d > 2. Temos que 0 € C e oo € C sdo
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pontos fizos atratores de f. Como f*(z) = 2", vemos que lim,_, f"(2) = o0
para |z| > 1 e lim, o f"(2) = 0 para |z] < 1. Com isso temos que A(0) =
{z €C; |z| <1} e A(0) = {z € C; |z| > 1}. Logo, nenhuma subsequéncia de
{f"} pode convergir em algum disco centrado em um ponto de S'. Desse modo,
J(f) = 0A(0) = 0A(0) = S'. Note que |f'(z)] =d > 2 Vz €S, em particular,

as orbitas periddicas em J(f) sdo todas repulsoras.

Exemplo 2.2.3. Considere f(z) = 2> — 6. Os pontos fizos de f sio o0s pontos z
que satisfazem a equagdo f(z) = z, ou seja, 22 — 6 = z. Com isso, temos que
z =3 ez = —2 sdo pontos fixos repulsores de f, pois |f'(3)] =|2-3| =6 > 1 ¢
lf'(=2)]=12-(=2)| =4 > 1. Logo, 3€ J(f) e =2 € J(f) . Considere V = [-3,3]
e sejam fi'(2) = V2 +6 e fy'(2) = =z + 6 0s ramos inversos de f. Se z € V
entdo /3 <z +6 <3 e comisso f{(z) € [v/3,3] C [-3,3]. Repetindo o mesmo
argumento com f;(2) no lugar de z temos fi2(z) € [/ vz +6+6,3] C [V3,3] C
[—3,3]. Logo, para qualquer z € V tem-se f{"(z) € [V/3,3] para todo k € N.
De maneira andloga, para qualquer z € V tem-se f;"(2) € [=3, —V/3] para todo
k€ N. Assim, f7%(2) € [=3, —V/3] U [V/3,3] para qualquer z € V. Como 3 € J(f)

e3 €V, pelo Teorema 2.2.10, pelo Coroldrio 2.2.7 e pela argumentacdo acima,

J(f) = Jo(f) = Ui, fF7+(3) € [-3,—V3] U[V3,3].

Seja z € V. Dai, |z4+6] > 6 —|z]| > 6 —3 = 3, donde concluimos que,
(7Y (2)] = [3(z+6)712| < ﬁg ~ 0,288 < 1. Portanto f;* e f; ' sdo contragies
sobre V.

Vamos mostrar que J(f) € totalmente desconexo. Suponha, por absurdo, que

J(f) nao seja totalmente desconexo. Entao existem x,y € J(f) com I = [x,y] C
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J(f). Como f=t é uma contragdo sobre V, existe 0 < X\ < 1 tal que |(f~%)(2)| <
N <1 para todo z € V e com isso, |(f*) (w)| > A% > 1 para todo w, ..., ff(w) €
[—3, V3] U [V/3,3]. Tomando um niimero natural n tal que \™"|xz — y| > 3, pelo
Teorema do Valor Médio, |f"(x) — f*(y)] > A"z —y| > 3, e isso é uma con-
tradigdo, pois f*(I) C f*(J) = J C [-3,—V3|U[V3,3] . Logo, J(f) ¢ totalmente
desconezo.

J(f) € um conjunto compacto, sem pontos isolados e totalmente desconexo, ou

seja, J(f) € um Conjunto de Cantor.

Exemplo 2.2.4. Considere f.(z) = 2* + ¢ com |c| suficientemente pequeno. Os
pontos fizos de f sdo os pontos z que satisfazem a equacio f.(z) = z, ou seja,
224 c=z. Com iss0, w, = %(1 — /1 —4c) é um ponto firo atrator de f prézimo
de 0, pois | f'(w.)| = [2w,| = |1 — /1 —4c| < 1 quando |c| é pequeno. Assim temos
que, se |z — w.| € pequeno entao f¥(2) — w, quando k — oo. Por outro lado, se
|z — w,| € grande, f*(z) — oo quando k — oco. Com isso, é razodvel esperar por
uma curva simples e fechada separando estes dois tipos de comportamento quando
lc| estd proximo de 0.

Fizemos dois discos D1 = {z € C;|z| < i} e Dy = {2z € C;|z] > 2}. w, ¢
um ponto fizo atrator prézimo de 0 € C. Além disso, f(Dy) C int Dy e f(Ds) C
int Do. Logo, Dy e Dy estao contidos, respectivamente, nas bacias de atragao de w.
e 0o. Como f~1(oc0) = {oo} e f~H(w.) ndo possuem pontos em Dy — Dy, vemos que
essas bacias sao invariantes (diminuindo |c| se necessario). Os pontos criticos de f
sdo 0 € A(w,) e 0o € A(oo) de modo que C = A(w,) U J(f) U A(cc). Como, Dy C

YD) C ... C f8Dy)... e Dy C f7Y(Dy) C ... C f*(Dy)... e todos esses
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conjuntos ainda sio discos fechados, seque que A(we) = Uyso f"(D1) e A(co) =
Ukzo f7%(Dy) sdo simplesmente coneros, portanto analiticamente equivalentes ao
disco D. Quanto ao conjunto J(f), trata-se de uma curva de Jordan, ou seja, uma

curva simples e fechada.
Proposigao 2.2.12. Seja fo(z) = 22+c com |¢| < 1. J(f) é uma curva de Jordan.

Demonstragao: Sejam Cy = {z € C;|z| =1} e Dy = {z € C;|z| < 1}. Sabemos
que z, = 5(1 —+/1—4c) é um ponto fixo atrator de f. e |z| < 3. Logo, ¢ e z

pertencem a Dy. Agora, tome w € f~(Cp). Entdo, f(w) € Cy e com isso,

N =

lw?+c| < |w?|+|c| < |w?|+ 1 = |w| > 1, donde concluimos que f~1(Cp) = {w €
C; f(w) = w?+c € Cy} := C} é uma curva fechada ao redor de Cy. Assim, podemos
mapear conformemente a regiao D1 = f~(Dy) \ Dy entre as curvas Cy e C por
um continuo de curvas, as quais chamaremos de trajetérias, que comegam em Cj e
alcangam C perpendicularmente. Iterando f negativamente, estas trajetorias serao
prolongadas sempre de modo ortogonal a Cy := f=2(Cy),...,Ck := f~*(Cy),. . ..

Para cada 6, sejam 11(f) o ponto sobre C; onde a trajetéria com inicio em
Yo(0) = 1e™ € Gy alcanca C e ¥5(8) o ponto sobre C, onde a trajetéria com inicio
em ¢,(f) € C) alcanga Cy. Procedendo desta maneira, obtemos uma sequéncia
de curvas C},, cada uma envolvendo seu antecessor, e uma familia de trajetorias
unindo os pontos () € Cy e Yr41(0) € Ciya.

Quando k — oo, as curvas ()}, aproximam-se da fronteira da bacia de atragao
de z.. Pelo Teorema 2.2.11, esta fronteira é o conjunto de Julia de f., ou seja,
Cr — J(f.). Como |f\(2)] > 1 para todo z ¢ Dy U Dy, segue que f. ! é uma

contracao préximo de J. Como isso, o comprimento da trajetéria unindo ()
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e Yyy1(0) converge para 0, com taxa geométrica, quando k — oo. Logo, ¥ (0)
converge uniformemente para uma fungao continua ¥ (6) quando k — oco. Assim,
J(fe) é a curva fechada definida por ¢(6), com 0 < 0 < 27.

Vamos mostrar que ¥ nao tem auto-intersecgao. Suponha que ¥ (61) = ¥ (6s).
Seja D a regiao limitada por Cy e por duas trajetérias unindo ¢ (61) e 1o(62) a
este ponto em comum. Como a fronteira de D permanece limitada pelos iterados
de f., D permanece limitado sob os iterados de f.. Agora, pela Proposicao 2.2.5,
D nao contém no seu interior pontos de J(f.) e com isso ndo pode ocorrer ¢y # 0s.
Logo, 01 = 05, donde concluimos que ¥ () ndao tem pontos de auto-interseccao. W

As imagens a seguir mostram exemplos de conjuntos de Julia de um polinonio
fo(2) = 2% + ¢ para diferentes parametros c¢. Os niveis de cores representam os
niveis de itera¢do. Pelo Teorema 2.2.11, o conjunto J(f.) é formado pela fronteira
das regides onde os iterados convergem para o infinito ou para um atrator, respec-
tivamente. Os pontos fora de J(f.) ou “escapam” para o infinito ou “escapam”

para o ponto atrator.



30

Figura 2.1: J(f) para f(z) = 224+0,1—0,2i. O conjunto

J(f) é conexo conforme a Proposigao 2.2.12.

Figura 2.2: J(f) para f(z) = 22 +0,27. O conjunto J(f)

nao ¢ conexo.



Figura 2.3: J(f) para f(z) = 2> — 0.8 — 0.1751
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Capitulo 3

Repulsores Conformes

Neste capitulo, apresentaremos uma classe de objetos matematicos conhecidos
como repulsores conformes. Em seguida, mostraremos que todo repulsor conforme
expande distancias, em um certo sentido, e com isso concluiremos, impondo certas
condicoes a aplicacao, que todo repulsor conforme possui a propriedade de distor¢ao

limitada.

3.1 Definicao e Propriedades Gerais

Sejam V' um subconjunto aberto de C, f : V — C um funcao de classe C* em V
e J um subconjunto compacto de V.

Definigao: A tripla (J,V, f) é um repulsor conforme misturador se:

(R1) Existem constantes reais C' > 0 e a > 1 tais que |(f")' (2)| > Ca™ para todo

zeJen>1,;

(R2) f~'(V) é relativamente compacto em Ve J = (1,5, f7*(V);

32
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(R3) Para quaisquer conjuntos abertos U, W C J, existe um inteiro ng > 0 tal

que f"(U) NW # () para todo n > nq.

Observacao 3.1.1.

1. A propriedade (R1) garante que a restri¢ao de f a J é uma expansao uniforme.
2. A propriedade (R2) nos diz que J é localmante um conjunto mazimal invariante.
3. A propriedade (R3) nos diz que f é topologicamente misturadora em J.

4. O conceito de repulsor (conforme misturador) pode ser considerado em contextos

mais gerais como, por exemplo, transformacoes de classe C'! no R™.

5. Em contextos mais especificos podemos substituir a condi¢ao (R3) por uma

condicao um pouco mais forte:

(R3’) Para qualquer conjunto aberto U com U N J # (), existe um inteiro

n >0 tal que J C f"(UNJ).

Isto significa dizer que f é topologicamente exata sobre J, que implica em f

ser topologicamente mistoradora em J.

Antes de dar exemplos de repulsores conformes, vamos estabelecer algumas

propriedades gerais desse objetos matematicos.
Proposigao 3.1.1. Se (J,V, f) é um repulsor conforme entao f(J) =J = f~1(J).

Demonstragao: Segue da condigao (R1) da definigao e do fato de que os conjuntos

f~(V) sdo encaixados, que f~1(J) = J.



34

Seja y € f(J). Entao existe x € J tal que y = f(z). Logo para n > 0 temos
que f*(f(z)) = f~(z) € V. Agora, pela condi¢io (R2) temos que f(z) =y € J.
Assim, f(J) C J.

Seja x € J. Sendo V aberto, podemos tomar um e > 0 suficientemente pequeno
para que B.(x)NJ C V. Da condicao (R3’), existe n > 0 tal que J C f*(B.(z)NJ).
Logo, existe um y € V com z = f*(y). Como f~(J) C J, segue que y € J. Com
isso, x € f(J). Assim, J C f(J).

Portanto, f(J) = J. [

Um conjunto X C C é perfeito se ele é fechado e sem pontos isolados. A
Proposigao seguinte nos diz que o subconjunto J de V' de um repulsor conforme

(J,V, f) tem esssa propriedade.
Proposicao 3.1.2. Se o conjunto J contém mais de um ponto entao J é perfeito.

Demonstracao: Suponhamos que J nao é perfeito. FEntao, existem x € J e
e > 0 tais que B.(z) N J = {z}. Pela condigao (R3’), existe n > 0 tal que
J C fM(Bc(x)NJ). Dai, para todo y € J tem-se que y = f"(z), e com isso, segue

que J = {z}. [

Exemplo 3.1.1. Considere uma func¢ao polinomial f : C — C de grau no minimo
2 sobre o plano complexo C. O Conjunto de Julia de f, J = J(f) C C, € nao
vazio, compacto e f-invariante, logo satisfaz a condigcdo (R2). A condicdo (R3) é
garantida pela Proposicdo 2.2.5. Se existir > 1 e m > 1 tal que |(f™) (z)| > B
para todo z € J(f) entao (J(f),V,f), com J(f) C V aberto, serd um repulsor
conforme. Para ver isto, basta tomar o = ™ e C' = minj<p<m_1{|(f¥)'(2)]a7*; 2 €

J(f)}. Por exemplo, se f(z) = 2%+ c com |c| < 1/4 entao (J(f),V, f), onde V €
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um aberto contendo J(f), € um repulsor conforme.

3.2 Transformacoes que expandem distancias

Nessa secao, estudaremos uma classe especial de transformacoes definidas, em

um espaco métrico compacto, que tem a propriedade de expandir uniformemente
a distancia de seus iterados. Um estudo mais detalhado sobre essa classe de trans-
formgoes pode ser encontrado em [10, Capitulo 4].
Defini¢ao: Sejam (X, d) um espago métrico compacto e 7' : X — X uma trans-
formagao continua. Dizemos que 7" : X — X expande distancia em X (em relagao a
métrica d) se existem constantes A > 1,7 > 0 e n > 0 tais que, para todo x,y € X
tem-se:

d(T"(x),T"(y)) > Ad(z,y) sempre que d(z,y) < 2.

Dizemos que T' expande distancia em Y C X se para todo z € Y e para cada
z,y € B,(z) tem-se que d(T"(x),T"(y)) > Ad(z,y).
Note que, podemos trabalhar com o iterado g := T™ ao invés de T. Portanto,

sempre podemos assumir n = 1,

d(z,y) < 2n = d(g(x), 9(y)) = Ad(z,y).

Teorema 3.2.1. Seja (V, J, f) um repulsor conforme. Entao f expande distincia

em J.

Demonstragao: Segue da condicao (R1) que f'(x) # 0 para x € J. Trocando f
por algum iterado ", se necessario, podemos supor sem perda de generalidade, que

7 :=min,es |f'(2)] > 1. Em particular f é um difeomorfismo local em cada ponto,
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isto ¢, cada x € J tem um vizinhanca V, tal que fl|y, : V, — f(V,) é invertivel e
tem inversa diferenciavel.
Para cada z € J, existem €, > 0 e V, tais que f : V. — B, (f(2)) é um

difeomeomorfismo. Seja U = {B..(f(z))} uma cobertura de f(J) = J. Como J

k
i=1

¢ compacto, podemos extrair de U uma subcobertura finita U’ = {B.,(f(z:))}
para f(J). Tome ¢y = min {€, €g, ..., €, 0/2}, onde § é o nimero de Lebesgue desta
cobertura. Com isso, f : V., — B, (f(z)) é um difeomorfismo e €y ndo depende de
z (depende apenas de f).

Fixe arbitrariamente z € J. Agora, tome z,y € V. e considere v : [0,1] — J

uma curva que minimiza a distancia entre os pontos f(x) e f(y) em B (f(2)).

Seja g o ramo inverso de f~' em B, (f(z)). Dai, a curva a := g oy liga os pontos

g(f(x)) e g(f(y)) em V,. Com isso,

d(g(f()),9(f () < [ la'(s)lds

< 9" (v(s))I - ()] ds, (3.1)
e como, |g'(w)| = [[f'(g(w))]™" = |/ (g(w))| " < 771 < 1 segue que,
d(z,y) = d(g(f(x)),9(f(y)))
< / 7' (s)| ds
= 71 d(f(2), f())- (3.2)

Portanto, existem constantes 7 > 1 e n = 1 tais que d(f(x), f(y)) > 7d(z,y)
sempre que z,y € V,, onde n > 0 ¢é tal que f(B,(z)) C B (f(2)) para todo z € J.
Como z foi fixado arbitrariamente, tal propriedade vale para todo z € J. Logo, f

expande distancias em J. |
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Corolario 3.2.2. f € expansiva em J, no sentido que existe B > 0 tal que para

qualquer x,y € J,x # y, existe n € N tal que d(f"(z), f"(y)) > 5.

Demonstracao: Pelo Teorema 3.2.1, f expande distancias em J, logo existem
constantes A > 1,7 > 0 e n = 1 tais que, para todo x,y € J tem-se: d(z,y) <
2n = d(f(z), f(y)) = Ad(z,y). Assim, para z,y € J com d(f(z), f(y)) < 2,
podemos repetir o argumento anterior e concluir que d(f*(z), f3(y)) > Nd(z,y).
Entao, para z,y € J com d(f/(x), f'(y)) < 2npe j = 1,...,n — 1, repetindo
indutivamente o argumento anterior tem-se que d(f’(z), f/(y)) > Md(z,y) para
j =1,...,n. Sendo A > 1, tome n € N tal que \"d(z,y) > 2n e com isso
d(f™(x), f™(y)) > 2n para algum m < n. O resultado segue fazendo 5 =2n. N

Resumindo temos: (J,V, f) repulsor conforme — f expande distancias em
J = [ € expansiva em J.

Provaremos a seguir um lema que nos possibilitara obter uma importante pro-
priedade sobre a derivada da aplicagao f de um repulsor conforme (J, V, f) em cada

ponto de J.

Lema 3.2.3. Sejam [ uma transformacao que expande distancias em J e ¢ : J —
R uma fun¢ao e—Holder continua. Entao existem C' > 0 en > 0 tais que para todo

n>1 e para todo x,y € J com
d(f*(x), ffly) <2n Vk=0,1,2,...,n —1 (3.3)

tem-se
1Snd(2) — Snd(y)| < Cd(f"(x), ["(y))", (3.4)

onde S,d(x) = ¢(x)+o(f(x))+...+o(f" 1 (x)) é a soma de Birkhoff de ¢ ao longo

da orbita de z.
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Demonstracao: Sendo ¢ e-Hélder continua, existe C. > 0 tal que

|¢(l’) - ¢(y)| < O€d(l‘,y)e, v T,y € J. (35)

Como f expande distancias em J, existem constantes A > 1 e n > 0 tais que,
se x,y € J com d(z,y) < 2n tem-se d(f(z), f(y)) > Ad(z,y). Pela hipdtese (3.3),

d(f*(x), f*(y)) < 2 para todo k = 0,1,2,...,n — 1. Assim,
d(f*(x), f*(y) < ARA(f (), () VE=0,1,2,om = 1. (3.6)
De (3.5) e (3.6) temos,
6(f*(2)) = o(f* W) < CA™Red(f™ (), " (y))"- (3.7)

De (3.7) obtemos

1Sno(x) = Sud(y)| < Ced(f™(2), f”(y)yix(n—k)s

o0

< C(f (@), () A
k=0
C€ n n €
= @), ) (3.9
O resultado segue de (3.8) tomando C' = 5= > 0. [ |

Em seguida iremos restringir um pouco mais a classe de fungoes, em particular
iremos exigir que f seja conforme e de classe C1¢, isto é, de classe C'' com derivada
e-Holder. Esta restricao é importante, pois ira permitir-nos obter uma propriedade
fundamental para a demonstracao de alguns resultados nos capitulos posteriores.
Esta propriedade é conhecida por distor¢ao limitada. Sendo f uma funcao de classe

C'*¢, a funcao ¢ : C — R definida por

p(x) = —log|f'(z)]
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é e—Holder continua.

Dessa forma temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2.4. Seja (J,V, f) um repulsor conforme com f de classe C**¢. Entao
eziste C > 0 tal que para todon > 1 e para quaisquer x,y € J com d(f*(x), f¥(y)) <

2n para todo k =0,1,2,....n — 1 tem-se

[log [(f")' ()] = log |(f") (y)[ | < Cd(f"(z), f*(y))"- (3.9)

Demonstracao: O Teorema 3.2.4 é uma consequéncia do Teorema 3.2.1, do Lema
3.2.3 e da conformalidade de f. Vejamos, pelo Teorema 3.2.1, f expande distancias
em J. Pelo Lema 3.2.3, para todo n > 1 e para quaisquer z,y € J satisfazendo a
condicao d(f*(z), f*(y)) < 2n para todo k = 0,1,2,....,n — 1, existe C' > 0 tal que
|Snp(z) — Spp(y)] < Cd(f"(x), f*(y))<. Por outro lado, como f é conforme, para

todo z € J temos

log | (/") (@) = log [] 1F (/@) = 3 log |£(F4(@))] = Suepl).

Desse modo, para todo n > 1 e para todo x,y € J com d(f*(z), f*(y)) < 2n para

todo k = 0,1,2,...,n — 1 existe C' > 0 tal que |log|(f™)(z)| —log|(f™)' (v)|] <

Cd(f"(x), f"(y))" |

Notemos que a desigualdade (3.9) pode ser escrita da seguinte forma:

n\/
—cd(m @) < [ n) @) o cagm@.rw) (3.10)

Wl



Capitulo 4

O Formalismo Termodinamico

Neste capitulo, analisaremos a dinamica simbdlica associada a um repulsor con-
forme, através de uma particao de Markov e, desta forma, obteremos mais duas
importantes propriedades de distorcao. Estudaremos também a pressao topoldgica
e a medida de Gibbs (estado de Gibbs), associadas a uma partigao de Markov de um
repulsor conforme. Esses dois 1ltimos conceitos fazem parte de uma ampla teoria
matemadtica, desenvolvida por Bowen [2], Ruelle [12], dentre outros, chamada de
Formalismo Termodinamico, cuja origem se encontra na Mecanica Estatistica e na
Termodinamica. Mais detalhes sobre essa moderna teoria matematica podem ser

encontrados em [10], [1], [14].

4.1 Particoes de Markov

Vamos comecar introduzindo a nocao de particao de Markov de um repulsor
conforme (J,V, f). Uma partigdo de Markov consiste numa divisdo de J em sub-

conjuntos com propriedades especiais.

40
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Definigao: Seja R = { R, ..., R, } uma familia finita de subconjuntos de J. Dize-

mos que R é uma particao de Markov de J se:

1. z'ntRi:Ripamtodoi:1,...,meJ:URi;

i=1

2. int R; Nint R; = () para todo i # j;
3. flintRy)NintR; #0 = R; C f(R;) paratodoi,j=1,...,m.
O diametro de uma particao de Markov R é definido por

A= diamR = max {diam R;}.

1=1,....m
Nesse momento, uma questao que surge naturalmente ¢é, se dado um repulsor
conforme (J,V, f), existe uma partigdo de Markov para o subconjunto compacto
J C C. Para responder essa questao, vejamos primeiro, o seguinte resultado geral

cuja demonstracao pode ser encontrada em [10, Teorema 4.5.2].

Teorema 4.1.1. Seja X um espagco métrico compacto. Qualquer transformagao
aberta T : X — X que expande distancias em X possui particoes de Markov para

X com diametros arbitrariamente pequeno.
Assim, podemos mostrar o seguinte resultado:

Teorema 4.1.2. Seja (J,V, ) um repulsor conforme. Entao existe uma parti¢ao

de Markov para J com diametro abitrariamente pequeno.

Demonstragao: A condicao (R1) e a conformalidade de f implica que f:J — J
é uma aplicacao aberta. Por outro lado, o Teorema 3.2.1 garante que f expande
distancias em J. Com isso, o resultado segue, imediatamente, do Teorema 4.1.1

acima. m
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Este teorema permite obter, para repulsores conformes, particoes de Markov
em que f é invertivel em cada elemento da particao. Esse fato segue do seguinte

corolario:

Coroléario 4.1.3. Seja (J,V, f) um repulsor conforme. Entao existe uma parti¢dao

de Markov R = {Ry,..., Ry} para J tal que f|g, € invertivel parai=1,...,m.

Demonstracao: Pelo Teorema da Funcao Inversa, para cada = € J existe J, tal
que que f|p;_ (s) € inversivel. Assim considere a cobertura aberta C = {B;,(z), » € J}
de J. Seja §y o nimero de Lebesgue associado a cobertura € de J. Entao para
cada = € J existe U € C tal que By, (z) C U.

Agora, pelo Teorema 4.1.2. existe uma partigao de Markov R = {Ry,..., R}
de J cujo didmetro é menor que dy. Como, R; C Baiam r,(7;) para algum z; € R;
segue que, R; C Bgiamr,(1:) € Bs,(z;) € U para algum U € €. Logo, f|r, é

inversivel. [ |

4.2 Dinamica Simbodlica

Nesta secao vamos considerar um caso particular de dinamica simbdlica, que
desempenha um papel importante em muitas aplicagoes de sistemas dinamicos. Em
particular, uma particao de Markov pode modelar repulsores conformes através de
uma dinamica simbdlica associada ao sistema dinamico, que neste caso é dado por
uma cadeia topologica de Markov.

Primeiramente, vamos definir algumas nogoes basicas da dinamica simbdlica,

comecando com o espaco de sequéncias.
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. . N A~ .
Para cada m € N, considere o conjunto ¥t = {1,...,m}  das sequéncias de
ndmeros em {1,...,m}. Dada uma sequéncia w € 3} a escreveremos da seguinte
forma:

’LU:('LlZQZg)

Agora, sejam w = (iyiziz... ), w = (jijajs...) € X} e considere aplicagao

d: X x ¥ — R* definida por:

27" ge (212223) %(]1]2]3)
d((212223 e ) y (j1j2j3 oo )) -
0 se (212223):(j1j2]3)

onde n é o menor inteiro tal que 7,, # j,.

Lema 4.2.1. A funcao d é uma métrica em ¥} .

Demonstracao: Segue diretamente da definigdo de d que d(w,w’) = d(w',w) e
que d(w,w') = 0 se e 86 se w = w'. Além disso, dados w,w’,w” € ¥ temos
dw,w") =27 d(w,w’) = 27" d(w',w") =273, onde ny, ny e ng S40 08 Menores
inteiros positivos tais que iy, (W) # in, (W), lny (W) F iny (W), Ing (W) F# Gy (W").
Note que se ng > ny e ng > nq, entao iy, (W) = iy, (W) = i,, (w"), 0 que contradiz
o que foi visto no paragrafo imediatamente acima. Logo, ny < n; ou ng < ny e
portanto 27™ < 27" ou 27™ < 27", Assim fica estabelecida a desigualdade

triangular. Com isso, provamos que d é uma métrica em %t . [ |

Lema 4.2.2. (X} d) é um espago métrico compacto.

Demonstragao: Para provar que (X d) é um espago métrico compacto, mostraremos
que toda sequéncia em Y admite uma subsequéncia que converge em L. Seja

..) uma sequéncia em X . Vamos construir uma subsequéncia de
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w™ convergindo para um elemento w = (iyiziz...) € X,}b. Como i} assume valores
no conjunto {1,2,...,m}, necessariamente algum desses valores é assumido por

A~ . .nl .77,1 . .
alguma subsequeéncia i,'7,” ... de ¢}, onde denotaremos esse valor constante por i,

. ‘Tll . . . . ~ . .’I’L1 .’I”L1
ou seja, i;" = i1 para todo k. Para definir iy, consideramos a subsequéncia "5 . . .

de % assumindo valores em {1,2,...,m} e com o mesmo argumento usado ante-
. . b A~ . 2 2 d 1 1 1 b A .
riormente, existe uma subsequéncia ny, n3, ... de ny,ns,... tal que a subsequéncia

.’I'L2 .77,2 ’ . . .
15'15° ... é constante igual a um certo valor i5. Dessa forma, para j = 1,2 temos

2 k—1 k—1
.nk

. . . . A~ . -n -n
i;* = i; para todo k. Para definir ix, consideramos a subsequéncia ¢;,' ¢,> ... de

iy assumindo valores em {1,2,...,m} e com o mesmo argumento usado anterior-

mente, existe uma subsequéncia n¥,n%, ... de n’f’l, ng’l, ... tal que a subsequéncia

k k
-ny .n 7 . . .
15" ... € constante igual a um certo valor 7;. Dessa forma, para j = 1,2,...,k

3
.n . . . .
temos i;* = i; para todo k. Repete-se o argumento para definir i, e assim, suces-
sivamente, is, tg, . . .

. ~ . 1 2 3
Considere a subsequéncia w", w2, w"s,... de w"

Esta subsequéncia de w"
l
o e . -n .
converge para para w = (iyigi3...) € X1, De fato, pois para cada [, i;' = i; para

todo1 <j <L [ |

O espago métrico (X}, d) é chamado de espago de sequéncias com nimeros em

{1,...,m}.

Lema 4.2.3. A aplicag¢io o : X7 — Xt definida por o (iyigiz...) = (igigis...) €

uma aplicacao continua. A aplicacdo o € chamada de deslocamento ou shift.

Demonstracao: Sejam w,w’ € X1, Se d(w,w') = 27", entdo d(o(w),o(w’)) <
2-(=1) = 2. d(w,w’). Logo, a aplicacio ¢ é continua em ¥ . [ |

Sejam w = (iyiy...) € X} e r um ntimero real tal que 2~ (") < < 27", Entdo
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a bola aberta de centro em w e raio r, na métrica d, é dada por:
B.(w) ={y e X dw,y) <r} ={y=(jijo...) €XFiiy=ji,l=1,...,n}.

Defini¢ao: Sejam k,l € N e i;,...,i € {1,...,m}. Definimos o cilindro de

comprimento k — [ + 1 por:
Cirip = {Urdads ) €S c =itk = in} -

Ci,..i,, ¢ chamado de k — [ + 1 — cilindro. As bolas abertas de (X, d) sao
k — cilindro.
Qualquer cilindro de (X, d) é um conjunto aberto, pois podemos escrevé-lo

como uniao de bolas abertas:

CZl’Lk = U CC1...CZ,1il...’ik

(e1..ci-1)

A o-algebra gerada por estes conjuntos coincide com a o-algebra de Borel obtida
da métrica d. Além disso, como todo aberto pode ser aproximado por uma uniao
finita de bolas, todo aberto de (X} d) é aproximado por uma uniao finita de
cilindros.

Com estes resultados, iremos descrever como particoes de Markov podem ser
usadas para modelar um repulsor conforme.

Sejam (V, J, f) um repulsor conforme e R = {Ry,..., R, } uma particdo de
Markov de J com diametro suficientemente pequeno. Considere a matriz A =

a;:)". . de ordem m x m com entradas definidas por:
ij)i,5=1

1 se f(int R;) Nint R; # 0,
Q5 = (41)

0 se f(int R;) Nint R; = 0.
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A matriz A é chamada de matriz de transicao. Esse nome vem do fato de que
a;; = 1 apenas se for possivel “transitar”’de int R; para int R; por f, ou seja,
existem elementos de int R; que sao levados por f para int R;.

Considere o subconjunto ¥} = {(iligig ) EXNE ta,,, =1, V1> 1} e seja
w € X}. Dai, ay,,, = 1 para todo [ € N. Com isso, Qi nigenya = 1 para todo
n € N. Assim, 0™ (w) € X7 para todo n € N, donde concluimos que X7 é invariante
por o.

Definicao: A restricao da aplicagao shift o ao o-conjunto invariante
Sh = {(irizis...) € B} gy, =1, V1> 1}

é chamada de cadeia topologica de Markov com matriz de transicao A.
Considere iy,...,i; € {1,...,m}. Dizemos que a sequéncia finita (i ...i)

é uma sequéncia admissivel se f (intR ) NintR;, # 0 paral = 1,...,k — 1,

141
ou seja, a sequéncia (iy...1;) é formada pelos k primeiros elementos de alguma
sequéncia em Y. Equivalentemente, se a;;,, = 1 para | = 1,...,k — 1 ou se
AjyioQigig « - - Agy_ 14, = 1.

Uma transformacao f: X — X, de um espago métrico compacto, diz-se topo-

logicamente misturadora se dados abertos nao vazios U,V C X, existe n € N tal

que f™(U) NV # ) para qualquer m > n.

Proposicao 4.2.4. Sejam (V, J, f) um repulsor conforme misturador e uma parti¢ao
de Markov R = {Ry,..., Ry} de J com diagmetro suficientemente pequeno com ma-
triz de transicio A = (aij);nj:l de ordem mxm. Entao existe ¢ € N tal que a matriz

A7 tem somente entradas inteiras positivas.
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Demonstracao: Como f é topologicamente misturadora sobre J, dados 7,j €

1,...,m} existe V; ; tal que os abertos U; = int R; e U; = int R; satisfazem
J j j
1) N (U;) #0,¥n = Nij.

Logo, (af;) = 1 para todo n > N;;, onde (af;) é o 4,j elemento da matriz

A" = (a{fj)?fj:l. Seja N = max; j=1, . m N;j. Assim, para ¢ € N com ¢ > N tem-se

. o
aj ;=1 para todoi,j € {1,...,m}. [ |

Agora, considere a aplicagdo 7 : X} — J definida por:

m (ivigis..) = [ F 7 (Ri,,)- (4.2)

O préximo teorema, cuja demonstragao pode ser encontrada em [10], nos mostra
como podemos relacionar a dinamica simbdlica com a dinamica um repulsor con-

forme.

Teorema 4.2.5. Seja (J,V, f) um repulsor conforme. Entao para qualquer parti¢io
de Markov R = {Ry,..., R} de J, existe uma cadeia topoldgica de Markov XY e
uma aplicagao 7 : X — J definida como em (4.2) que é bem definida, sobrejetora,

Hélder continua e satisfaz moo = fom.

Na demonstracao do Teorema 4.2.5 vé se que f~/(R;,,) com | = 0,1,2,... ¢
uma sequéncia encaixada de conjuntos e portanto a sua intersecao é nao ¢ vazio e
portanto 7 esta bem definida.

O Teorema 4.2.5 nos diz que podemos relacionar o sistema dinamico (f, .J) com
uma cadeia de Markov topoldgica (o, X%) através de partigoes de Markov.
Observagoes. Seja R = {Ry,...,R,} uma partigdo de Markov de J como

diametro arbitrariamente pequeno.
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1. Seja (i1 ...14) uma sequéncia admissivel. Denotaremos por R;, ;, o seguinte
conjunto:
k
—1 - —k
Rzllk = ﬂ f (Ril+1) = Ril ﬂ f ! <R12) m R ﬂ f (RikJrl) :
1=0

Pela defini¢do da particio de Markov, R;, ;, # 0 para qualquer sequéncia

finita admissivel (i ... ).

2. Pela Proposicao 4.2.4, podemos assumir, sem perda de generalidade, que a
matriz de transicao A associada a particao de Markov R é composta somente

de 1, ou seja, a; ; = 1 para todo 7,5 € {1,...,m}.

3. Pela observagao 2. acima, a sequéncia (iy . . . igi1is . . . igiy - ..) = ((i17g . . . ig)Y)
é uma sequéncia admissivel para qualquer sequéncia (i1is...7) admissivel.
Dessa forma, 7((i1is . ..4;)") = z, onde x é um ponto k—periédico com z =

fk(x) € Ry, -

4. Se x,y € Ry,..;,, pela observagao 2., temos d(f*(x), f*(y)) < diam R;,,, < A

para cada k € N. Assim, podemos escrever a desigualdade em (3.10) como

e CA° < ﬁﬁﬁiig?f < A" Fazendo D = e“2" > () obtemos

|
= <D (4.3)

A constante D é chamada de constante de distor¢do (com respeito a partigao

de Markov R).

Finalmente, usando o Teorema 3.2.4 (distor¢ao limitada), provaremos dois re-
sultados de distorcao, que nos permitirao obter um controle sobre a “forma” dos

elementos da particao de Markov.
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Proposigao 4.2.6. Seja (J,V, f) um repulsor conforme com f de classe C1*e,
Entdo existe uma constante M > 1 tal que para qualquer sequéncia (iyigiz...) € X
tem-se

diam Ry, ;, < M - ‘(f”_l)’(z)rl, Vz€ Ry i, eVn>1.

Demonstragao: Seja R = {Ry,..., R,,} uma partigao de Markov para J tal que

flg, é invertivel. Com isso, f*!

Ri, ., € invertivel.

Agora vamos mostrar a desigualdade do Teorema. Seja h = f~~Y o ramo
inverso de f"! em R, ; . Sendo f é conforme em J e [(f")(2)]™' = N (f"(2)),
temos que |I/(f"(2))| = |(f")(2)|"!. Como R;, C Bs,(w) para qualquer w € R;_,

a Desigualdade do Valor Médio aplicada a h em Bs,(w) nos da

diam Ry, ;, = sup |z — vy
z,y € Riq...ip
< sup | N@) = M) osup RG]
z,Y € Riy .in &1 €Bs (w)
< diamR - sup |W(&)]
516350(’(1))
= diam®R- sup  |(f"7)(61)] (4.4)

01 €h(Bs, (w))

Como R;, i, C h(Bs,(w)) e aplicando a desigualdade (4.3) em (4.4) obtemos

diam R, ;. < AD|(f"Y(2)|' Vz2e Ry .. (4.5)

O resultado segue de (4.5) fazendo M = AD > 1. [ |

Proposigao 4.2.7. Seja (J,V, f) um repulsor conforme com f de classe C'T.
Entdo existe uma constante m > 1 tal que para toda sequéncia (iyigiz...) € X} e
para todo n > 1 existe uma bola aberta de centro em um ponto p € R;, ;. € raio

m - |(f"1) (w)|™! que estd contida em R;, _;, para todo w € Ry, ;. .
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Demonstracao: Sabemos que cada conjunto R; da particao de Markov ¢ igual ao
fecho do seu interior. Com isso, existem p > 0 e pontos w; tais que B; = Bp(wi) C
R; parat=1,...,m.

Sejam (iyigiz...) € X comn > 1e h = f~™Y o ramo inverso de f** que
leva R;, para R; ;. Pela conformalidade de f em J, temos que |W'(f"(z))| =
Y ()

Seja z; € B,(w;,) tal que |W(z)| = inf{|W/(2)];2 € B,(wi,)}, e tome z €
I(h(B,(w;,))) tal que |z—h(w;,)| = inf{|lu—h(w;,)|; v € O(h(B,(w;,)))}. Considere
a curva (3 :[0,1] = h(B,(w;,)) C Ri,.., com B(0) = h(w;,) e f(1) = z. Usando a

conformalidade de f e a Desigualdade da Médio na bola B; temos,
1 1
— h(w; = "(t)|dt = ho f" 1o p)(t)|d
o=tw) = [ 180l = [ oo sy (ol
1
= [ e s 1o By 0l
1
h/ : nflo I d
> W) [ Iy ol
> W (z)] - hwi, — [ (2))]
> |W(z)|-p
= [(f" O p (4.6)
pois [ !(x) € OB, (w;,) e 0 € h(B,(w;,)).

Agora, aplicando a distorc¢ao limitada em (4.6), obtemos

2 = h(w, )| 2 (YO - p 2 () (@) p- DY,

para todo w € R;, -
Com isso, Bp-1p)(fr-1y(w)-1 (R(w;,)) C h(B,(w;,)) C R, Assim, fazendo

m=D"'p>0ep=nh(w;,) € Ry, ,, obtemos o resultado desejado. [ |



o1

Corolario 4.2.8. Seja (J,V, f) um repulsor conforme com f de classe C1¢. Entdo

existe uma constante ¢ > 1 tal que para qualquer sequéncia (iyigiz...) € X tem-se
¢t |(]"”_1)'(z)}71 < diam R;, ; <c- ‘(f"_l)’(z)‘fl , Vz€ Ry 5, eVn>1.

Demonstracao: O resultado segue diretamente das Proposicoes (4.2.6) e (4.2.7)
bastanto tomar ¢ = max{A,1/p} > 1.

A Proposicao 4.2.6 juntamente com a Proposi¢ao 4.2.7 nos diz que: existem
constantes m e M tal que para cada sequéncia admissivel (i ...4,) com n > 1, as

bolas abertas By,|(fn-1y(z)|-1(€) € Bagj(pr-1y(2)|-1 (¢) satisfazem a seguinte relagao

Bo(pr-1y(@y-1 () C Riy i,y C By (2)

para algum x em R; ;. . Isto nos mostra o seguinte: para repulsores conformes,
embora os conjuntos R;, ; nao sejam exatamente bolas, os mesmos se comportam
como se fossem bolas no plano complexo. Note que, tirando os fatores que aparecem
por conta da distor¢ao, o raio dessas bolas é dado por |(f"~!)(z)|™!, onde z é um

ponto qualquer de R;, ;-

4.3 Pressao Topoldégica

Nesta secao definiremos um dos objetos matematicos mais importantes do Formal-
ismo Termodinamico: a Pressao Topologica. Tal conceito desempenha um papel
fundamental nessa area, pois é a partir dela que mostra-se a relagao existente entre
o Formalismo Termodinamico e a Teoria da Dimensao.

Sejam (J,V, f) um repulsor conforme, R uma partigdo de Markov para J e

(¥%,0) a dinamica simbdlica associada ao sistema dinamico (J, f). A pressao
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topoldgica de uma fungao continua ¢ : J — R com relacao a f ¢é definida por:

1 . o
Pf(SO) _ P(g@) — lim —log Z emax{Sntp(x),xERzlu.zn}’ (47)

(i152...0n)

oonde a soma é tomada sobre todas as sequéncias finitas admissiveis.
Proposigao 4.3.1. O limite em (4.7) estd bem definido.

Para demostrar esta Proposicao 4.3.1, precisaremos dos lemas a seguir. Note
que uma sequéncia de nimeros reais (a,)>%; é subaditiva se apyin < a, + a, para

todo m,n € N.

7’ A . ’ - .y ~ . an
Lema 4.3.2. Se (a,)?2, é uma sequéncia de nimeros reais subaditiva entdo lim —
n—+oo 1N

eriste e lim %:inf{a—;; kEN}.

n—+oo N

Demonstracao: Seja k € N. Pelo algoritmo de Euclides, n = gk + r para algum

geNere{0,1,...,k—1}. Assim,

Qp  Qgktr <aqk—i-a,~ <qak+ar ag | ar
n qgk+r— qgk+r — qgk+r — k gk

Como ¢ — oo quando n — 0o, segue que limsup 2= < %k Com isso,

o< Zk. )
hmsupn _1nf{k7 k:EN}

Dessa forma temos lim sup < inf {%’“7 ke N} < lim inf o

Portanto, lim 9 _ inf {a—;; ke N}. |

n—+oo N

Lema 4.3.3. A sequéncia (log M), de nimeros reais definida por

M, = lOg Z emax{Sngo(m); ZERﬁmin}

(i1...in)

€ uma sequéncia subaditiva.



23

Demonstragao: Sabemos que S, () = me Yo(f () = Spe(z)+Sme(f(x)).

Seja r € R;

i1 1in e intm

Entao f*(z) € R;

in...tntm " Dai?
max {SnQO(ﬂU); T e Ril...z‘n,lz’n...z‘n+m} < max {SnSO(ﬂU); ZAS Ril...z‘n,l}

+ max {Sne¥); ¥ € Ri, i } -

Como a fungao exponencial é crescente temos,

emaX{Sntp(I); meRi1-~in—1in-»-in+m} < emaX{Snw(m); xeRilu-in_l} . emaX{Smga(y); YERIn ip } )

Assim,

Mpin = log E 6maX{5n<P($);wGRilA.Ain,lz‘n“.iner}

< log Z <6maX{Sn4P(IE);xGRil.“in,l}'emax{sm@(y);yeRinmin_Fm})
(i1~~~in+m)

= ]Og Z emax{SnSD(w); zeRil...in_l} + IOg Z emaX{Smcp(y); xeRin-..i,H_m}

(41.--fm—1) (fn-eim)

= M, + M,,.

Logo, M, 1, < M,, + M,. [ |

A demostracao do Proposicao 4.3.1 segue diretamente do Lema 4.3.3.

Exemplo 4.3.1. Dados nimeros A\, ..., \x > 0, considere a funcdao continua ¢ :

Y5 = R definida por ¢(iyia...) =log \;,. Entdo,

P(p) = lim E1og 3 Xty
i1...0p

1
= lim —log > (A Aot A
Jim —log ), (An ")

11...0n

- J:%logKD) ]

= log Z Aj.
j=1



o4

No teorema a seguir, daremos uma caracterizagao alternativa da pressao topoldgica.
Esta outra caracterizacao tem a vantangem de nao requerer uma particao de

Markov e uma dinamica simbélica para J.

Proposicao 4.3.4. Sejam (J,V, ) um repulsor conforme misturador e ¢ : J — R

uma funcao e—Holder continua. Entado,

onde Fix (f") ={x € J, f*(x) = x} € o conjunto dos pontos fixos de f™ em J.

Demonstragao: Sejam R = {Ry,..., R, } uma parti¢do de Markov para J com
A =diamR < § e x € JN Fixz (f"). Pelo item (3) da observagao feita na Secao
(4.2), x € R;,.;, para uma sequéncia finita admissivel (¢; .. .1i,).

Seja y € R, . Entao d(f*(x), f*(y)) < diam R < A < § para todo

Th41

Pelo Lema 3.2.3,

Sn¢(y) = Sn(b(y) - Sn(b(x) + Sn(b(x)
< C-d(f"(y), ["(@) + Sad(x)
< C-5+ Spb(x)

= D+ S,0(x).

Logo, max {S,¢(y), y € Ry, i, } < D+ Spo(x) .

Com isso,

Z emaX{SnQS(y)uyGRilmin} S eD . Z esn¢(x)7

(#1..25n) zE€Fix (fr)
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donde concluimos que,

1 D 1
21 max {Snd(y), YER:; ...i, } < | Snd)(ﬂﬂ). 4.8
- og g e < + —log E e (4.8)

(i1..%n) z€Fiz (f™)

Fazendo n — oo em (4.8) obtemos,
1
Ps(¢) < liminf — log Z eSno(@), (4.9)

n—oo 1N
zeFix (f™)

Para obter a desigualdade inversa, basta notar que S, ¢(r) < max{S,¢(y), y €

Ril...in}' Dai,

§ S < § mae (S0 veRy ),

x€Fiz (f™) (41...7n)

donde concluimos que,

D SIS R R
z€Fiz (f™) (i1...0n)

Fazendo n — oo em (4.10) obtemos,

1
li =1 Sné@) < Po(p). 4.11
msup—log Y ™ < Py(g) (4.11)

nreo zeFix (f™)

Portanto, de (4.9) e (4.11),

Pi(¢) = lim — log Z

n—oo N
zeFiz (f™)

Exemplo 4.3.2. Considere um repulsor conforme misturador (J,V, f) com f de
classe C'*¢.  Entdo a funcao ¢ : J — R definida por p(x) = —log|f'(z)| é
e—Hdlder continua. Como f € conforme, Spp(x) = —log|(f™) (x)|, para qualquer

x € J. Com isso,
_ o L ~log (/") (@)]
Pilg) = lim —log » e

— dimtlg Y (MY @)

n—oo M
z€Fiz (fn)
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Uma funcao f : X — R chama-se convera quando para quaisquer x,y € X e

t € [0, 1], tem-se

fltz+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1t)f(y).

Proposicao 4.3.5. Seja (J,V, ) um repulsor conforme. Entdo a fun¢do pressao

topoldgica P : C(V) — R € conveza.

Demonstragao: Sejam ¢, € C(V)e 0 < a < 1.
Dai, max {S,(a¢ + (1 — a)y)(x),x € Ry 4, } < a-max{S,o(z),z € Ry, 4} +
(1 —a) max{S,¥(x),z € R;, i, }.

Com isso,

emax{Sn(aqﬁJr(lfa)w)(x),xERilmin} S ea-max{anﬁ(x),xGRilmin} . e(lfa)-max{Snw(x),xeRilmin}7
donde obtemos,

Z emax{Sn(a¢+(1—a)¢)(x),$€Ril,..in} < Z [(emax{Sn¢(x),zeRi1‘_‘in})a

(emaX{SndJ(aﬁ),xERilmin})l_a]_ (4.12)

Sejam a = 1/aeb=1/(1 —a). Dai, 1/a+1/b=a+1—a = 1. Aplicando a

desigualdade de Holder em (4.12) temos

Z emax{Sn(aqﬁ—i-(l—a)w)(a:),xERilmin} < Z 6maX{Sn¢(I)7l‘€Ri1...in}

(i1..0n) (41...%n)

Z emax {Sn¥(x),2€ERi; i}

(i1...in)
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donde obtemos,

1 «
-1 E max {Sn(ap+(1—a)y)(x),x€R:; . .in} < 2] E max {Sn¢(x),2€ER;; .. i, }
n o ‘ n 8 ‘

(61..in) (@1.-0n)
(1 — 04) log Z 6max{Sn¢(a:),I€Ri1min}'

(i1...in)

(4.13)

Quando n — oo em (4.13) temos P(agp+ (1 —a)y) < a-P(¢)+ (1 —a)- P(y),

ou seja, P é convexa. |

Corolario 4.3.6. Sejam (J,V, f) um repulsor conforme e ¢ : J — R definida por

o(x) = —log|f'(x)] . A funcao t — P(—tlog|f'|) € continua para todo t € R.

Demonstragao: A fungao ¢ é continua em J e com isso ¢ € C(J). Como J
é compacto, segue da proposigao anterior que a fungao P(—tlog|f’|) : R — R é

convexa e portanto, é continua em R. |

Proposigao 4.3.7. Sejam (J,V, f) um repulsor conforme com f de classe C1*€
e v : J = R definida por o(x) = —log|f'(z)| . A fun¢do t — P(—tlog|f'|) é

decrescente em R.

Demonstragao: Sejam t € R e € > 0. Da condigao (R.1) de repulsor conforme,
para n suficientemente grande, existem a > 1 e C' > 0 tais que |(f")'(z)| > Ca™ >
B™ para todo x € J e para algum 1 < § < a.

Como f é de classe C', p(x) = —log |f'(x)| é e—Hoélder continua. Com isso,

Yool @IT Y @ < Y 1 @)

x€ Fix(f™) x€ Fixz(fm™)

donde concluimos que,

Tlog Y U@ < ~Sogpt g 3 (Y@ (414)

z€ Fiz(fm™) z€ Fiz(fm™)
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Sendo € > 0, quando n — oo em (4.14) obtemos,
P(=(t +€)log|f'|) < P(~tlog |f"]).
Portanto, a fungao t — P(—tlog|f’|) é decrescente. [ |
Proposigao 4.3.8. lim P(—tlog |f']) = —o0 e im P(—tlog |f']) = +o0.

Demonstracao: Da condigao (R.1) de repulsor conforme, existem o« > 1 e C > 0
tais que |(f™)(z)| > Ca™ para todo = € J e n € N. Com isso,

1 ny\/ —t _E -
~log S @) < ~logC' — tloga. (4.15)

z€ Fiz(fm)

Quando n — oo em (4.15) obtemos, P(—tlog|f'|) < —tloga. Agora, fazendo
t — o0, concluimos que tliglo P(—tlog|f']) = —oc.

Para o segundo limite, pela Proposigao 4.3.7, P(—slog|f’|) — P(—tlog|f’|) <
—(s —t)loga para t < s, ou seja, P(—tlog|f’|) > P(—slog|f’|) + (s — t)loga.
Quando t — —o0, concluimos que tEI_nOOP(—tlog |f']) = +o0. [ ]

Em resumo, a funcdo t — P(—tlog|f’|) é convexa, continua e estritamente
decrescente em R com lim P(—tlog|f']) = —xe Jim P(—tlog|f'|) = 4+o0. Logo,

existe um unico nimero real ; tal que

P(~tolog |f']) = 0.

4.4 Medida de Gibbs

Nesta secao, faremos uma breve explanacao sobre medida de Gibbs, nos re-

stringindo ao caso particular da dinamica simbélica.
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Seja (J, V, f) um repulsor conforme.
Defini¢ao: Dados uma partigao de Markov R = { Ry, ..., R,,} para J com diametro
suficientemente pequeno e uma funcao continua ¢ : J — R, dizemos que uma me-
dida de probabilidade p em J é uma medida de Gibbs para  se existe uma constante

real M > 1 tal que para todon >1

Mt < pR,.in) <M (4.16)

= e nP@) (@) =
para toda sequéncia finita admissivel (i ...14,) e para todo z € R;, ;. .
Em particular, para a aplicacao deslocamento o de uma cadeia topoldgica de

Markov,

Mt < MCiin) (4.17)

- @_”P@P)‘f’sn‘/’(w) -
para toda (iyiz...) € X{,n e Nyw e C;, ;. e ¢: X — R continua.

Uma pergunta que surge naturalmente é se sempre existe uma medida de Gibbs
associada a uma funcao continua . A resposta, nesse caso, é nao, pois existem
exemplos de fungoes continuas que nao existem medidas de Gibbs associadas a elas.
Porém, se ¢ for uma funcao Hélder continua definida num conjunto compacto a
resposta é sim. Essa resposta é consequéncia de um importante teorema devido a

Ruelle.

Teorema 4.4.1. Sejam (J,V, f) um repulsor conforme misturador e ¢ : J — R

uma fungao Holder continua. Entdao existe uma tinica medida de Gibbs p associada
ap.
A demonstragao do Teorema 4.4.1 pode ser encontrada em Ruelle [12] ou em

Zinsmeister [14] e baseia-se no Teorema de Ruelle no qual é extenso, porém con-

strutivo.
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Exemplo 4.4.1. Dados nimeros A, Ay > 0 com 2?21 et =1, considere a funcdo

continua o : X3 :— R definida por o(iyis...) = N\, Daf,

1 n . .
P(@) = Ji_)lgloﬁlog Z e2i=1 ool (iq...in)
i1...0n

= lim llog Z o (i Fhig+ N, )

n—oo N, o
11...0n
1 2 !
o . - A
= Jim ;los [(Z ) ]
j=1
2
= logZeAj =logl=0.
j=1

Observamos que

M(O“Zn) - 6)\i1+"-+>\in )

ou seja, pu é a medida de Gibbs para ¢ em XF .

4.5 A Equacao de Bowen-Ruelle

Nesta secao, apresentaremos a demonstragao do Teorema 1. Este resultado é devido
a Ruelle e mostra a relacao que existe entre a equagao P(—tlog|f’|) = 0 (também
conhecida como equagao de Bowen ou equagao de Bowen-Ruelle) e a dimensao de
Hausdorff do conjunto J de um repulsor conforme (V, J, f).

Para provar o Teorema 1 seguiremos as idéias expostas por David Ruelle em [11].
Para isso, vamos comecar fazendo algumas consideracoes iniciais e demonstrando
alguns lemas que serao uteis para a compreensao do mesmo.

Seja R = {Ry,..., R,} uma particdo de Markov para J com diametro A sufi-
cientemente pequeno.

Comecaremos entao com o seguinte lema geométrico,
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Lema 4.5.1. Existe um numero real K > 1 tal que para todon > 1 e para qualquer
sequéncia finita admissivel (iy .. .1,), o nimero de conjuntos R;, ;. , com (j1 ... jn)

uma sequéncia finita admissivel, que interceptam R;, . ;, € no mdzimo K.

Demonstracao: Sejam n > 1e (i;...14,) uma sequéncia admissivel. Sejam R;, .
tais que Ry, j, N Ry 4, # 0, (J1-..Jn) sequéncias admissiveis. Para cada R;,. ;,,

seja m; o maior numero tal que a bola By,;, de raio mj, esteja contida em R;, ;.

(J1---dn

Seja M = max){diam Rj .j.}- Dai, U, o Rj.j. C Bygz(§), onde € € R;, 5,

Da mesma forma, seja m = min {diam interior de Rj, ;, }, onde o diametro
(jl---jn)

intertor de R;, ;. € o maior diametro de uma bola que esta completamente contida
c1m le---jn .

Como Rj, . ;, tem interior disjuntos temos

area Byy(§) = An M’

> Z area ij

_ 2
= E T

)
> )

(j1~~-jn)

onde a soma ¢ tomada sobre todos os conjuntos R, ;, que interceptam R;, ;.
Certamente, dado uma sequéncia admissivel (i . . .4,) com n > 1 existe somente

um numero finito K de conjuntos R; que interceptam R;, ; . Vamos mostrar

1-~~jn

que esse nimero finito K nao depende de n e nem da sequéncia admissivel (i; .. .7,).

Se existe um numero K de conjuntos Rj ;. tais que Rj j, N R ., # 0, entdo

)

— 9 ,
A7 M~ > Knm? donde concluimos que

—2

M
K <4— :4(
m

2

3| |
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Por outro lado, pela Proposicao 4.2.7, m = min){mj} >l (Y ()

(J1---dn

onde y;,..;, ¢ um ponto em algum Ry, ; com Ry, ; MRy ;. # 0 e, pela Proposi¢ao

4.2.6, M = max){diam R .} <e(f" 1Y (2,.4.) " onde 2, ; éum ponto em

(J1-+-Jn

algum Ry, ; com Ry ; N Ry ;. # (. Usando a distor¢ao limitada em R;, ;, e

em Ry, 4, temos
m > e pl () ()T = Pl (FH (@)

M <c(f" ) ) <A @I
ondey € Ry,.1, "R, i, eZ€ Ry 1, N Ry i, . Assim,

s () o (SR

com Y,z € R;,. ;. Usando novamente a distor¢ao limitada, agora em R;, ; ,

3 fnfl /(77\]|—1 2 3 B

Logo, concluimos que K é uma constante positiva limitada e nao dependente
de n. |

Para demontramos a relacao citada no inicio da segao, precisaremos construir
uma cobertura especial para J de modo que essa nova cobertura tenha propriedades
similares a de uma particao de Markov para J.

Considere a familia de conjuntos R = {ﬁl, NN ém} onde os elementos de R sao

abertos e satisfazem as seguintes propriedades:
1. Para cadai=1,...,m tem-se diam R; < diam Ez < A;

2. Paracadai=1,...,m tem-se R; C }Aé, e ﬁz contém d—vizinhanca de R; com

0<8<A;
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3. RiNR; = sempre que R; N R; = .

Para cada sequéncia admissivel (ij . ..1), definimos

~ k-1 ~
Ry, i = ﬂ fﬁl (Riz+1) :

=0

Em particular temos

RZIZn N le...jn 7£ @ ~ f_lRiH_l N f_leH_l 7é @ Vi = 0, e, — 1

< R ﬂRjHl#@ Vi=0,....n—1

141

& Ry NRy, #0 Y1=0,...,n—1

G141
& Ry i, NRj . #0.

Assim, os conjuntos R;,. ;. que interseptam R;, ; correspondem precisamente

aos conjuntos I; que intersectam R;, ; , e pelo Lema 4.5.1. existem no maximo

Ledn
K desses conjuntos.
Agora, estamos prontos para demonstrar o Teorema 1.
Demonstracao do Teorema 1: Vimos, no final da secao 4.3, que existe um tnico
nimero real ¢ tal que P(—tglog|f’|) = 0. Vamos mostrar que dimpyJ = 1.
Como f é de classe C'¢ a fungao ¢ : J — R definida por ¢(z) = —log|f’'(z)]
¢ Holder continua, logo pelo Teorema 4.4.1, existe uma tunica medida de Gibbs
i associada a top. Assim, existe C' > 1 tal que para todo n > 1 e para todo
x € Ry, ., tem-se

ot < M) (4.18)

- @tosn@(x) -
Usando a Proposicao 4.2.6 , a conformalidade de f, duas vezes a desigualdade

(4.18) e o fato de que Ry, 4, = U Ri, . ininii1.insy denotando x;, ;. para

(fnt1-intp)
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indicar um ponto em R;, ;. , temos

j_(:to (R11Zn> S plirlgo Z ’Ll ..’in+p‘t0

Int1dntp

< hm sup Z | (frrPY (yil...¢n+p)|_t0
Int1.Tntp
= s ST Y Wi, Y Wi )
7/n+1 7"ﬂ+;0
= . hm SUP Z 3171n+1 Zn+p)‘_t0 0P i)
Ingleingp
< ce.C. (Rn i hm Sup Z xan zn+p)|_t0
Ingl-intp
< clo . 02 : M(Rzlz hIIl SU.p Z Zn+1~~~in+p)
Zn+1 szrp

Observamos que, pela construcao, usamos o fato de que os conjuntos Eil...in .
fornecem uma cobertura para R;, ; e que a propriedade de distorcao limitada
estende-se naturalmente para a familia R (modificando as constantes de distor¢ao
se necessario).

Definindo M; := c' - C? em (4.19), concluimos que para toda sequéncia ad-

missivel (i1 ...7,) com n > 1 tem-se
H(Ryy.q,) < My (R, i) (4.20)

Seja {U;}32, uma cobertura aberta para R;, ;,. Para cada j € N tome um
yj € Ril...in N Uj. COHI iSSO, Ruln C Ujoil B|UJ|(Z/])

Agora, seja n; o menor nimero natural com a seguinte propriedade:

se y; € R, . entao ¢ '5|(f™ ) (y;)| 7! < (U, (4.21)

'g’anrl

onde ¢ é a constante da Proposicao 4.2.6 e ¢ é o da condigao (2) de R. Dai, para

Yj € Re.g,, tem-se ¢ 10|(f™)'(y;)|™" > |Uj|, donde concluimos que, R, i, C
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Uiz Bt (93) © UiZy Besaiigmay i (4)-

Afirmagao: Se y € R, ¢ entao By y)-1(y) C ]ﬁ%&mgl.

Demonstragao: Observamos que y € R, ¢ implica que f*(y) € R, para k =
L,...,l = 1. Seja w € B 1(sry(y)-1(y). Pela Desigualdade da Média e pela

Proposigao 4.2.7 em R¢, temos

U W) ) = Pl <y —wl <o () ()]

donde concluimos que |f*(y) — f¥(w)| < § e com isso, f¥(Be-1s(sry-1(¥) S
Bg(fk(y)) C Eﬁk para k =1,...,l — 1. Portanto, Bc—15|(fl)’(y)\—1(y) C é&-ufz' [ |

Da afirmacgao acima temos

R; ., C U B|Uj|(y] U B e=L8|(f™9) (y5)] ?JJ U Re, . Enj e

j=1 7=1

Assim, de (4.21) temos

DUl = Y et st (Y (g
p =1

= S )|
j=1

e}

_ ot sto Zetosnj+1w(yj)
i=1
o0

= ¢t gto. Z eloSn; 0(W;) | ptoe(F™9 (y;))
j=1

) 5t06_t0L . Z etosnjﬂﬁ(yj)’ (422)

Y

o
L
o

onde L é o maximo da fungao |¢| em J.
Agora, como nao sabemos se a familia de conjuntos {R&...snj }jen cobre Ry, i,
nao podemos usar a desigualdade (4.18). Entao vamos considerar a familia { R

UI

Egl...gnj N Em...nnj # (0} jen. Pela afirmagdo acima, esta familia cobre R;, ;..
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Como a particao de Markov R tem diametro suficientemente pequeno, pelo
Teorema 3.2.4 , existe uma constante D) > 1 tal que para quaisquer x,y € Re¢, ¢,

e k> 1 tem-se

eSkp()

<e”.
- eSkSD(y) =¢

Dai, para x € Re, ¢, €y € Ry, 5, com E&,,,gn N ém...nn # () temos

Snep(z)
—op _ € ¢

e 2D

- <
- 65n7]§0(y) -

Em particular, para um z € Rm_._%j tal que Efl..{nj N ém---nnj # () temos

etosnjﬂo(yj)
e 2P <« Z < 2Dl
- etOSnjgo(z) —
Com isso,
ot0Sn; #(y5) > 2Dt ptoSn;#(2) (4.23)

Como existem no maximo K conjuntos Em---nnj tal que Egl___gnj N Em---nnj (),

de (4.23) temos

K- etOSnj‘P(yj) > E e—QDto . etoSn].go(Z)

771~--77nj

— 6—2Dt0 § : etosnjcp(z)’

'r]l“-T]nj

donde concluimos que

etoSnjw(yj) > K 1e—2Dto Z etOSn]"p(z)‘ (4'24)

ML--Tn

Para todo j € N, indexando em [ todos os indices &; ... &y, e 11 ...17,; tais que

Eglmgnj N f‘im...nnj # () temos que {Rﬁi---ﬁhl} é uma cobertura para R;, ; e assim,
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substituindo (4.24) em (4.22) obtemos

o0 o0
E |(/"7 ‘to Z C*tO 5t0€*t0L . E etosnj ‘P(yj)
j=1 7j=1
Z Cfto 5t0€7t0LK71672Dt0 E etOSnl‘P(Zl)
l

> o togtog—tol fr—1,—2Dlo -1 Z M(Réi--&l)
]

> togtogtol {1 =2Dlo L L (R, L), (4.25)

Definindo My := ¢ o§loe 0l ~1e=2Po 01 em (4.25), conclufmos que para

toda sequéncia admissivel (i ...4,) com n > 1 tem-se

STl > My (R, )

Jj=1

Sendo {U; };”;1 uma cobertura arbitraria para R;, ;, temos que
HO(Riy i) 2> My - (R, i,)- (4.26)

De (4.20) e (4.26) conclui-se que existem constantes reais positivas M; e My

tais que para toda sequéncia admissivel (i ...4,) com n > 1 tem-se

My - p(Riya,) < HO(Ryya,) < My - (R i) (4.27)

Como a familia de conjuntos {R;, ;. ,(i1...1,...) € Zj} gera a topologia de J,

ou seja, gera a o—algebra de Borel de J temos, de (4.27), que
My - p(E) < H(E) < My - u(E), (4.28)

para qualquer conjunto de Borel £ C J. Observamos que u é uma probabilidade
em J e, portanto, 0 < H"(J) < oo. Isto, de fato, mostra que J é um tg-conjunto.
Assim podemos concluir que dimy J = ty. Isto termina a demonstracao do teorema.

]
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Exemplo 4.5.1. Seja J C [0,1] o conjunto de Cantor cldssico. Entao, dimyJ =

log2/log 3.

Considere a funcao f : [0,1/3] U [2/3,1] — R definida por f(z) = 3z, se

z €[0,1/3] ou f(z) =3z — 2, se x € [2/3,1].
e f é uma funcgio de classe C'™¢ em K = [0,1/3] U [2/3,1];
e f'(x)=3paratodox e K,eJ=)_, f"(K).

Isto mostra que (J,V, f) é um repulsor conforme para alguma extensao de f.
Seja ¢ : J — R dada por p(z) = —log|f'(x)] = —log3. Observe que R; =

JN10,1/3] e Ry = JN[2/3,1] formam uma particdo de Markov de J. Dai,

1
Pf(sgp) = lim —log Z e—nslog3

n—oo M,
(i1..4in)

1
= lim — log (2"e "sle3)
n—oo 1

= log (2-37°),

com iy,...,i, € {1,2}. Resolvendo a equagao Ps(s¢) = 0 obtemos s = log2/log3

e com isso dimyJ = log2/log 3.

Exemplo 4.5.2. Sejam I,...,I; C [0,1] intervalos fechados e disjuntos de com-
primento, respectivamente, Ay, ..., A, > 0 e g; : I; — [0, 1] aplicagdes afins tais

que g;(I;) = [0,1] parai=1,..., k. Defina f : U,’f:l I; — [0,1] por f

I, = gi para
i=1,...,k. Seja J ="y (U, L). Entio dimyJ = s tal que S oA =1,

Jj=1""

Observe que:

. .~ - . k
e f é arestricio de uma fungao de classe C'*¢ ao conjunto J;_, I;;
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o |f'(z)| = )\i_l >1lparaz €l e =), F(UEL L)
e R, =JNI,1=1,... kformam uma particao de Markov de J.
Seja p|r, = —log|f'(x)| =log \;, x € R;. Dali,

Py(sp) = Jgrgonlog Z emax{s X720 9o (2); v€Riy . ip }
(21 Zn)

— lim Slog 30 (el )

o (s 3020 log i)
= il D et

(il---in)

- gt I

(i1...0n) J=1
- Jlfgonlog(D>
= logZ/\‘;.
j=1

Neste caso, a equagao Pr(s¢) = 0 reduz-se a férmula Z j=1A; = 1. Esta férmula

foi obtida por Moran em [7].
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