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Resumo

Neste trabalho é dedicado a classificacao de folheacoes orientaveis
unidimensionais transversalmente holomorfas numa 3 variedade fechada
conexa, sendo que o pseudogrupo da holonomia da folheagao é dado
por biholomorfismo entre subconjuntos abertos de C. Assumindo que
a folheacao satisfaz uma certa condicao de racionalidade, o que se
verifica se dim H?*(M;R) < 1 ou se H*(M;0) = 0 (onde O é
o feixe de gérmen de funcgoes as quais sao contantes ao longo das
folhas na direcao transversal), Brunella mostra que a folheagdo é
um dos seguintes: (1) Fibragdo de Seifert; (2) Folheagao linear em
T3; (3) Folheacao fortemente estdvel associado & suspensao de um
difeomorfismo hiperbdlico em T?; (4) Suspensoes de automorfismos
holomorfos na esfera de Riemann; (5) Folheagbes transversalmente C-
afine em S? x S'; (6) Folheacao em S? induzido por uma singularidade
de um campo de vetores em C? no dominio de Poincaré, e quociente
finito de eles.

Palavras chave: Parametrizacao harmonica, atlas harmonico, fluxos
transversalmente holomorfos e folheagoes orientaveis transversalmente
holomorfas racionais.



Abstract

In this work is devoted to the classification of holomorphic one-
dimensional orientable foliations .# on closed connected three-manifolds
M, the holonomy pseudogroup of the foliation being given by
biholomorphisms between open sets of C. Assuming the foliation
satisfies a certain rationality condition, which holds if dim H?(M;R) <
1 or if H*(M;0) = 0 (where O is the sheaf of germs of functions
which are constant along the leaves in the transverse direction), Brunella
proves that the foliation is one of the following: (1) Seifert fibrations;
(2) linear foliations on 7% ; (3) strong stable foliations associated to
suspensions of hyperbolic diffeomorphisms of T2 ; (4) suspension of
holomorphic automorphisms of the Riemann sphere; (5) transversely C-
affine foliations on S? x S* ; (6) foliations on S* induced by a singularity
of a holomorphic vector field in C? in the Poincare domain, and their
finite quotients.

Key Words: Harmonic parametrization, harmonic atlas, transversely
holomorphic flows and rational transversely holomorphic orientable
foliation.
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Introducao

Neste trabalho estudamos a folheacao orientavel unidimensional transversalmente holo-
morfa numa 3-variedade fechada conexa. Transversalmente holomorfa significa que o
pseudo grupo de holonomia da folheagcao é dada por biholomorfismos entre subconjuntos
abertos de C.

Aqui damos uma lista de exemplos, ver [6] para maiores detalhes e comentarios.

1) Fibragao de Seifert;
2) Folheagao linear em T°;

3) Folheagao estavelmente forte associado a suspensao de difeomorfismos hiperbélicos
de T?. Chamamos em forma abreviada folheacao estavelmente forte.

4) Suspensodes de automorfismo holomorfos da esfera de Riemann C;

5) folheacao transversalmente C—afim em S? x S', isto é [17] quociente da folheacao
vertical em (C x R)/{(0,0)} por (z,t) — (Az,2t), para algum A € C, || > 1;

6) folheagoes em S induzidas por uma singularidade de um campo vetorial holomorfo
em C? no dominio de Poincaré [1], [33] e quociente finito de eles. Chamamos de
folheacao de Poincaré.

Lembremos que uma suspensao de difeomorfismos holomorfos da superficie de Riemann
com género positivo pertence a 1) ou 2). A lista previa contem também todas os fluxos
Riemannianos [11], que sdo nada mais que folheagbes transversalmente holomorfas que
preservam volume.

O resultado principal de este trabalho é classificar as folheacOes transversalmente
holomorfas satisfazendo uma certa condicao racional. Esta condicao seré explicada mais
adiante, por enquanto ¢ suficiente dizer que ¢ facilmente satisfeito se uma das seguintes
condigoes é cumprida:

i) dim H2(M,R) <1
i) HX(M,0) =0

onde O é o feixe em M de funcoes localmente constante nas folhas e transversalmente
holomorfas. Além disso, todos os exemplos na lista previa sao racionais.

Teorema A. Seja £ uma folheagao orientavel transversalmente holomorfa racional de
uma S-variedade fechada conexa M. Entao £ é um dos exemplos da lista previa.



Temos como coroldrio: folheacoes transversalmente holomorfas em S? sdao esgotadas

por folheacoes de Poincaré, em S? x S! sao esgotadas por suspensoes e folheacoes
transversalmente C—afine.
Por outro lado , E. Ghys foi capaz de remover a hipdtese de racionalidade, usando
alguns ferramentas desenvolvidas neste trabalho. Mas precisamente, ele “calcula” o grupo
H?(M, 0) e obtém o seguinte resultado, junto com Teorema de Carriere, [11], completa
a classificacao de fluxos transversalmente holomorfos numa 3-variedade.

Teorema B.[18] Seja £ uma folheagao orientdvel transversalmente holomorfa de uma
3-variedade fechada conexa M. Suponha que H*(M,0) # 0. Entao £ é Riemanniana e
s6 € um dos exemplos da lista previa. A prova do nosso teorema é estritamente relatado
por ideias desenvolvidas em [6], onde existe uma classificagdo transversal de folheagoes
holomorfas transversais a folheagoes de codimensao um. De fato, rigorosamente falando,
nos trocamos a folheagao transversal de [6] por uma “folheacao difusa”, ainda transversal

aZ.
No Capitulo 1 dou os preliminares necessarios para entender este trabalho.

No Capitulo 2, estd divido em 4 secoes, na secao 2.1 esboco os exemplos dada pela
classificacao de este trabalho.

Na secao 2.2 nos introduzimos a ferramenta principal do trabalho, isto é, campo de discos
transversais a £ (a folheagao difusa) e um correspondente operador diferencial eliptico
transversal (o Laplaciano folheado difuso). Isto permite construir uma parametrizagao
harmonica de £, gracas a resultados de Hormander, Malliavin e outros acerca de hypo-
elipticidade de E.D.P., e consequéncias de atlas harmoénico adaptado a .Z.

Na secao 2.3 nos mostramos a existéncia de um tal atlas especial que permite dar uma
classificagao as folheagoes transversais C-projetivas. Este resultado nao necessariamente
é a prova de nosso teorema principal, mais simplifica alguns argumentos e além disso
estabelece uma conexao com resultados prévios [6], [19]. O atlas harmonico também é
béasico em [18].

Na secao 2.4, sob a condicao mencionada de racionalidade, nos construimos uma
complexificagao de (M,.%): uma superficie compacta complexa X equipada com uma
C*-acao holomorfa nao singular, gerando uma folheac¢ao holomorfa .%, tal que (M, %) é
quociente de (X,.% )por S'-acdo. O teorema A é entao provada na segao 2.4, baseada em
a Classificagao de superficies compactas complexas de Enriques-Kodaira [2].



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Grupos de Lie e Algebras de Lie

Todos os resultados ndo demonstrados desta sec¢ao podem ser encontrados em [29].

Definigao 1.1.1. Um grupo de Lie é um grupo (G,-) com estrutura de variedade suave
tal que as operagoes

— G
’_>71

m:GXG—>G6i:G
g g

(9,0) = g-1
sao diferencidvers.
Exemplo 1.1.1. O grupo de matrizes invertiveis GL(n,R) é um grupo de Lie.
Observacao 1.1.1. Consideremos para cada g € G a aplicacao

L,: G - (&
h — g-h

chamada translagao a esquerda de g. FEstd aplicacdo € diferencidvel e sua inversa
Ly € também diferencidvel.

Proposicao 1.1.1. Suponha que G € uma variedade com estrutura de grupo tal que a
aplicagio G x G — G dada por (g,h) — gh™' € diferencidvel. Entio G é um grupo de
Lie.

Definicao 1.1.2. Seja G um grupo de Lie. Um subgrupo H de G é chamado subgrupo
de Lie se H ¢ uma subvariedade de G.

Exemplo 1.1.2. O grupo ortogonal O(n), o grupo especial linear SL(n;R) e o
grupo ortogonal especial SO(n)

O(n) = {A € GL(n;R); AA" = A'A =1}
SL(n;R) = {A € GL(n;R); det(A) =1}
SO(n) = O(n) N SL(n; R)

sao subgrupos de Lie de GL(n,R). Hd também o andlogo complezo GL(n;C) sdo as
matrizes n X n.com entradas compleras e invertiveis. O seus principais subgrupos de Lie
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sGo o grupo unitario U(n), o grupo especial linear SL(n;C) e o grupo unitdrio especial
SU(n)
U(n) ={A € GL(n;C); AA" = A"A =1}

SL(n;C) = {M € GL(n;C); det(A) = 1}
SU(n) =U(n) N SL(n;C)

Sendo que neste caso em U(n) o simbolo H significa que estamos considerando o conjugado
hermitiano.

Definicao 1.1.3. Seja G um grupo de Lie e M wma variedade suave. A ag¢do a
esquerda de G em M ¢ uma aplicacao G X M — M, tal que satisfaz:

g1 (92-h) = (g1-92) - I
e-h=h.
A acao a direita de G em M ¢é uma aplicacio M x G — M, tal que satisfaz:
(h-g1)-g2="h" (91" g2);
h-e=h.

Dizemos que uma variedade M € dotado com uma G-ag¢ao se tem acao a esquerda e
direita de G em M. Um variedade M dotado com uma G-ag¢ao é chamada G-espago.

Introduziremos uma terminologia basica de acoes de grupos de Lie. Seja 6 : G X
M — M a acdo do grupo de Lie G em a variedade suave M, isto é, f(e,g) = g e
0(g1 - g2, ) = 0(g1,0(g2, z)) para quaisquer g1, g2 € G e x € M.

1. A agao é chamada suave se a aplicagao 6 : G x M — M é suave. Neste caso, para
cada g € G a aplicacao 0, : M — M ¢é um difeomorfismo, com inversa 0,-1.

2. Para qualquer p € M, a 6rbita de p sob a agao ¢ o conjunto

0,(0) = {0(g,p); g € G},
de todas as imagens de p sob elementos de G.

3. A acao é transitiva se para qualquer par de pontos p, ¢ € M, existe um elemento
do grupo g tal que 0(g,p) = ¢, ou equivalentemente se a érbita de qualquer ponto é
todo M.

4. Dado p € M, o grupo de isotropia, denotado por G,, é o conjunto de elementos
g € G que fixam p:
Gy(0) = {9 € G; 0(g,p) = p}.

E evidente que G,(0) é fechado em G.
5. A agao é chamada livre se o tnico elemento de G que fixa qualquer elemento de M

é a identidade: 6(g,p) = p para algum p € M implica que g = e. Isto é equivalente
a exigéncia que G,(0) = {e} para todo p € M.
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6. A acgao e chamada prépria se a aplicacio G x M — M x M dado por (g,p) —
(0(g,p),p) é uma aplicagdo prépria (isto é, a pre-imagem de qualquer conjunto
compacto é um conjunto compacto).

Definicao 1.1.4. Uma dlgebra de Lie ¢ um espaco vetorial % dotado de uma aplicag¢do
bilinear Bx B — B, denotado por (X,Y) — [X,Y] e chamado colchete ou comutador
de X eY satisfazendo as sequintes duas propriedades para todo X, Y, Z € A:

i) Anti-simétrica: [X,Y] = —[Y, X].
ii) Identidade de Jacobi: [X,[Y, Z]|+[Y,[Z, X]] + [Z,[X,Y]] = 0.

Exemplo 1.1.3. O espago vetorial das matrizes reais n xn dotado do sequinte comutador
[(X,Y] = XY =YX € um dlgebra de Lie. Quando estamos pensando em o espago das
matrizes reais n X n como uma dlgebra de Lie com este comutador, vamos denotar-lo por
gl(n,R).

Exemplo 1.1.4. Seja M uma variedade suave compacta e sejam X, Y dois campos de
vetores suaves em M. Fizadop € M et € R, o vetor

v(t) = DX_4(Xi(p)) - Y(Xu(p))

€ tangente a M em p. Logo t — v(t) € uma curva suave em T,M.
O colchete de Lie entre X eY ¢é o campo de vetores [X,Y] definido por

d
= S,

Observe que a defini¢ao de [X,Y](p) € local, isto é, sé depende dos valores de X eY numa
vizinhanga de p. O espago dos campos suaves definidos em M dotado de este colchete de
Lie € uma dlgebra de Lie.

(X, Y](p)

1.2 Variedades complexas

Seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre R. Uma estrutura complexa em V'
¢ um endomorfismo J : V — V | tal que J? = —Idy. Tal estrutura torna V um espaco
vetorial complexo via a multiplicacao da unidade imaginaria ¢ por um vetor v € V' definida
por v := Juv. Reciprocamente, todo espaco vetorial complexo possui uma estrutura
complexa dada por Jv := iv. De fato,

J2(v) = J(J(v)) = J(iv) = iJ(v) = i*v = —v para todo v € V,
isto é, J? = —Idy .

Exemplo 1.2.1. Seja C™ o espagco Euclidiano complexo. FEscrevemos um vetor de C™
como a m-upla

2= (21, s 2m) = (X1 + Y1, ..., Ty + 1Y)
e identificamos com o vetor (T1,...,Tm,Y1,---,Ym) em R*™.  Observe que o espago
FEuclidiano complezo C™ com as operacoes usuais de adi¢ao e multiplicacao em C, torna-

se um espaco vetorial complexo. Assim podemos definir uma estrutura complexa J em
C™ por J,z =1z, ou seja,

T (1, o Ty Yty ooy Um) = (=YL ooy =Yy T1y - o s Ton)-
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A estrutura complexa J,, definida acima é chamada estrutura complexa canoénica.
Ao longo do texto, usaremos a identificacdo

(:El =+ Z‘yla sy Tm +Z?Jm) = (3317 e Tmy Y1, - 7ym) (11)
de C™ com R®*™ e a estrutura compleza canonica J,, em R?*™ sem fazer referéncia.

Sejam U um aberto de C™ e F' = (fy +ig1,..., fn+igy,) : U C C™ — C™ uma fungao.
Usando a identificagao em (1.1), podemos escrever

F(z, .o myty - Um) =(F1(21, o Ty Yo ooy Um)y oo STy ooy Ty ULy -+ s Ym)s
91(T1, o Ty Y1y e Ym)s e G (T, o Ty Y1y e ey Yim))-

Dizemos que F = (f; +1ig1,..., o +igs) : U C C™ — C" é de classe C!, quando
F : U C R?™ — R?" ¢ diferencidvel e as derivadas parciais
dfi Ofi 0gi 0y

83@-’ 8@/3‘, al'j ¢ 8yj

sao continuas paratodos 1 <i<nel <j<m.

Definicao 1.2.1. Seja U um aberto de C™. Dizemos que uma funcao F : U C C™ — C"
¢ diferencidvel (no sentido complexo) em a € U, se existe uma aplicagio C-linear
L:C™— C", tal que
. o(h)
F(a+h) = F(a)+ L(h) + o(h), com lim —=, (1.2)
lh|—0 | Al
para todo h € C™ ~ R?™ de norma suficientemente pequena. A funcao F: U C C™ — C"
¢ holomorfa em a € U se, e somente se, F' € diferencidvel (no sentido complexo) em
uma vizinhanca de a em U. Além disso, dizemos que F é holomorfa em U, se F €
holomorfa em todo ponto de U.

Proposicao 1.2.1. Sejam U C C™ aberto e F' = (f1 +ig1,..., fo +ign) : U — C" uma
funcdo de classe C'. Entao F € holomorfa em U se, e somente se,

ofi _ 9gi ¢ ofi _ _5% ¢
Ox;  dy;  dy;  Oxy

m U, (1.3)

para todos 1 <1 <nel<j<m.

Demonstracao. Ver [14], pagina 29, Teorema 6.3. [J

As equagoes em (1.3) sdo denominadas de equagdes de Cauchy-Riemann para a funcao
F=(fi+ig,...,fn+ig,) :UCC™—C"

Proposicao 1.2.2. Sejam U C C™ aberto e F = (fi +ig1,..., fo+1ig,) : U CC™ — C"
uma funcao de classe C*. Entao F é holomorfa em U se, e somente se,

dF(z) o Jpy = Jp 0 dF(2), para todo z € U,
onde J,, e J, denotam as estruturas complexas canonicas de C™ e C", respectivamente.

Demonstracgao. Usar Cauchy-Riemann e a Proposigao 1.2.1. [J
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Definicao 1.2.2. Uma variedade complexa M de dimensao complexra m ¢é uma
variedade diferencidavel de dimensao real 2m, munida de um atlas formado por cartas
Vo : Uy C M — C™ = R?™, tais que a mudanca de coordenadas

Ys oy Ya(Ua NUs) = p(Ua N Up)
¢ uma fungao holomorfa, sempre que U, N Ug # 0.

O par (Uy,1,) é denominado carta coordenada holomorfa ou sistema de
coordenadas complexas. A colegao de todas as cartas {(Uy,%a)}taer é chamada
atlas complexo para M. Se o atlas complexo {(Uy, ¥a)}aer ¢ maximal, dizemos que
{(Ua,¥a) }aer é uma estrutura complexa.

Exemplo 1.2.2. Sejam M uma variedade complexa de dimensao complexra m e U C M
um aberto nao-vazio. Observe que U C M, munido com o atlas induzido por M é também
uma variedade complexa de dimensao complexa m.

Definicao 1.2.3. Uma estrutura quase-complexa em uma variedade diferencidvel M é
um campo de endomorfismos diferencidvel J que associa a cada p € M um (1,1)-tensor
J(p)=J, : T,M — T,M tal que J]f = —Idg,n. Uma variedade diferencidvel M, munida
de uma estrutura quase-complexa J, € dita variedade quase-complexa.

Proposicao 1.2.3. Toda variedade quase-complexa (M, J) tem dimensdo real par e, além
disso, M ¢ orientdvel.

Demonstracao. Observe que podemos tornar o espaco tangente 7, em um espaco
vetorial complexo definindo em 7}, M a multiplicacao por um nimero complexo da seguinte

forma
(a+ib)X =aX +bJX.

Suponhamos que a dimensdo complexa de T,M é m e seja {X,...,X,,} a base de T,,M
sobre C. Dai {X1,...,X,,, JX1,...,JX,,} é um conjunto linearmente independente que
gera T,M sobre R, ou seja, {Xi,..., Xy, JXq,...,JX,,} é uma base de T,M sobre
R. Portanto dimgM = 2m. Agora, para concluir a demonstracao dessa proposicao,
resta-nos mostrar que M é orientdvel, ou seja, as bases {Xi,..., X, JXq,...,JX,,} e
{Y1,...,Y,,JY1,..., JY,,} distintas induzem a mesma orientagdo em 7, M. Com efeito,
para cada j € {1,...,m}, podemos escrever

m

Y= (arXi + b JXi) e JY; = Y (b Xi + ar; JXi)

m
k=1 k=1

e considerar as matrizes quadradas de ordem m, A = (ay;) e B = (by;). Note que a matriz
de mudanca de base pode ser representada por

(5 3)

det(C) =(det(A))? + (=1)™(det(B))(det(—B)) = (det(A))* 4+ (—1)*"(det(B))?
—=(det(A))? + (det(B))* > 0,

Como

segue que M ¢ orientavel. [
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Exemplo 1.2.3. As wariedades complexas sao variedades quase-complexas. De fato,
seja M uma variedade complexa de dimensao m. Podemos definir em uma vizinhancga
coordenada complexa (Uy,1,) o operador

J = (dpe) ™ 0 Iy 0 diha,

onde J,(z) = iz. Veja que o operador J € um endomorfismo e estd globalmente definido,
pois se tomarmos outra carta compleza (Ug,g) com Uy NUsz # 0 e sendo a mudanca de
coordenada g o ¥ ' holomorfa, temos

(diop) ™" 0 T 0 dips = (dibs) ™" 0 Jm 0 dihs o (dih) ™" 0 dif
= (dips) ™" o diyg o (diha) ™" © Jm 0 di
= (d%)fl 0 Jp 0 dipg.

Além disso,

J? = ((dihe) ™ 0 Jop 0 dibs) © ((dibe) ™ 0 Jin 0 difs)
— (d¢a)_1 o an o dip,,
= —(dib) " o i,

= —Id.

Logo J € uma estrutura quase-complexa em M. A estrutura quase-complexa J obtida no
exemplo acima € denominada estrutura quase-complexa canénica.

Definigcao 1.2.4. Sejam M e N duas variedades complexas de dimensao complera m e
n, respectivamente. Uma funcio f : M — N de classe C' é holomorfa se, e somente
se, para todas as cartas coordenadas complexas ¥y : Uy C M — C™ e g : Vg C N — C",
com f(Uy) C Ug, a expressio em coordenadas de f,

ppo foy! Ya(Us) CC™ — ps(Up) C C",
¢ uma fung¢ao holomorfa.

Observacgao 1.2.1. Sejam M e N variedades complexas de dimensdo complexa m e n,
respectivamente. Decorre da Definicao 1.2.4 que uma aplicacio f : M — N de classe C*
¢ holomorfa se, e somente se,

pao foty'  va(Us) CC™ — pg(Us) C C,

¢ uma funcao holomorfa. Usando a Proposicao 1.2.2, obtemos que pgo foi,t € holomorfa
se, e somente se,

d(%0ﬂ0f0¢;1) oJm: Jnod(@ﬁofolp;l)
donde
dpg o df o (d%)fl o Jy = Jnodpgodfo (dqba)il
o que tmplica
df © (i)™ © Ty 0 dibe = (dips) "0 J, 0 dips o df
Logo f: M — N de classe C* € holomorfa se, e somente se,

df o J = J odf,

onde J e J' sao as estruturas quase-complexas canonicas de M e N, respectivamente.
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Observacao 1.2.2. Consideremos M uma variedade complexa de dimensao complexa m
e J a estrutura complexa canonica de M. Sejam z, = xp + iy a k-€sima coordenada da
carta coordenada compleza € {e1, ..., eam} a base canonica de R*™. Afirmamos que

0 0 0 0
J(a—xk)—a—yk”(a—m)“a—xk

O () () ¢ e = (d) (eme)

8$(Zk
2 9 9 9
8x1,...,axm,ay1,...,aym

¢ um referencial local em M. Visto que J € a estrutura quase-complexa canonica de M,
entao

De fato, por definigao,

para 1 < k < m onde

/ (ai) = (@)™ 0 S o dy) (a%) = () (o) = (@) emss) = 5~

k
e

7 () = @ o o) () = (@) Unlense)) = ~(a0) " ex) = =5
Sejam (M, J) uma variedade quase-complexa. A aplicagdo Ny : TM x TM — TM,
definida por
Ny (X,Y) = 2{[JX,JY] - [X,Y] — J[X,JY] — JJX,Y]}, (1.4)
¢ um (2, 1)-tensor sobre M, denominado o tensor de Nijenhius (ou torgao).

Defini¢ao 1.2.5. Seja (M, J) uma variedade quase-complexa. Dizemos que J é uma
estrutura integrdvel, se N; = 0.

Proposicao 1.2.4. Sejam M?™ uma variedade compleza e J a estrutura quase-compleza
canonica de M. Entao J é integrdvel.

Demonstracao. Seja z;, = xp + 1y, a k-ésima coordenada da carta coordenada complexa
(U, ). Segue da Observacao 1.2.2 que

0 0 0 0
! (a—) “ o 7 (@) = oy (1.5)

para cada 1 < k < m. Como N; é um tensor, entao para verificar que N;(X,Y) = 0,
para todos X,Y € T'M, basta mostrar que /N; é nulo nos campos coordenados. Para isto,

observe que
g 0 o 0 g 0
{8%"0%} {aﬂﬂj’ayk} {ayj’ayk} . (16)

com 1 < j, k < n. Substituindo as igualdades em (1.6) na expressdao em (1.4) e usando
(1.5), obtemos

0 0 0 19, o 0
NJ(a—%’a—m)—NJ(a—%7a—yk)—NJ(a—yj’a—yk)—O‘D

A reciproca desta proposicao foi provada em 1957, por Newlander e Nirenberg, ver
Complex Analytic Coordinates in Almost Complex Manifolds, pagina 393, Teorema 1.1.
A saber:
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Teorema 1.2.1. (Newlander e Nirenberg). Seja (M,J) uma variedade quase-
complexa. Se a estrutura quase-complexa J € integrdvel, entao M admite uma tunica
estrutura de wvariedade complexa em relacao a qual J é a estrutura quase-compleza
canonica.

Veremos agora uma outra interpretacao para a integrabilidade de J. Para isto,
vamos considerar (M?*™ J) uma variedade quase-complexa de dimensdao complexa m.
A complexificacao do espaco tangente de M em p € M é o produto tensorial

T,M® = T,M &g C,

cujos vetores sio da forma Z = X +4Y, com X, Y € T,M. Assim, T,M® é um espaco
vetorial complexo com dimensao complexa 2m.
A estrutura quase-complexa J, pode ser estendida a T, M € do seguinte modo:

Jp(X +1Y) = J,X +iJ,Y, para todo X, Y € T,M.
Observe que
X +iY) = Jp(L,X +i,Y) = JHX) +iJ2(Y) = —(X +1iY),

isto é, Jg = —Id. Logo a extensdo de J, ao espaco vetorial T, M* é uma estrutura quase-
complexa.
Agora considere

TYM ={Z e T,M; J,Z=iZ} e T9'M ={Z € T,M®; J,Z = —iZ} (1.7)
os auto-espagos associados aos autovalores ¢ e —¢ de J,, respectivamente. O auto-espaco
Tpl’OM ¢ chamado espago tangente complexificado.

Lema 1.2.1. Seja (M*™, J) uma variedade quase-complexa de dimensdo real 2m. Os
auto-espagos T)°M e TO'M de T,MC, definidos em (1.7), tém dimensdio complexa m e
satisfazem

i) TOM = {X —iJX; X € T,M};

i) TO'M = {X +iJX; X € T,M};

iii) T,M® =TXM & Tp' M.
Demonstracao. Inicialmente, considere {ei, ..., €, Jy(e1),..., Jy(en)} uma base real

1

de T,M. Se u = §(ek —iJy(er)), 1 <k < m, entdo u, = §(ek +idy(ex)), L <k<me
{u1,..., Up, Ui,..., Uy} é uma base complexa de T, M. Portanto a dimensdo complexa
de T,M® é 2m. Note que e; = uy, + Uy e Jy(ex) = i(uy, — Ux). Dal

Jp(ur) = %(Jp(ek) —iJ2(er)) = %(Jp(ek) + iey) = %(ek —idp(er)) = iug

0

To(T) = 5 (pex) + T3(e8) = 5 (lex) — iex) = —5 (ex + ipler)) = it

2
Logo uy, € T)°M ey, € T)' M, para 1 < k < m. Por outro lado,

1,0 0,1 —
M N TOM = {0}
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Deste modo {uy, ..., upn} e {U,..., Uy} sdo bases de T OM e T;»' M, respectivamente.
Assim concluimos os itens @) e ii). Além disso, obtemos que

dim(chl’OM = dim@Tg’lM =m.
Finalmente, o item #ii) decorre do fato da dimensao real de T,M ser 2m. [J
Seja
TM® =TM @ C
a complexificacao do fibrado tangente da variedade M, cujos elementos sao da forma
Z =X+iY, com X, Y € TM. Tal elemento Z € TM® é denominado campo de
vetores complexos sobre M. A decomposigao de T,MC, para cada p € M, em soma

direta obtida no Lema (1.2.1), item i), induz uma decomposigao na complexificagao do
fibrado tangente 7TM® na soma de Whitney

TM® =T""M @y T"'M (1.8)
onde
TYM ={ZcTM% JZ=iZ} ={X —iJX; X € TM}
e
T9M ={Z ¢ TM®; JZ = —iZ} ={X +iJX; X € TM}.
Observe que podemos estender o colchete de Lie |-, -] para campos vetoriais complexos,

do seguinte modo:
(X +iY, X' +4Y' = [ X, X' - [V, Y] +4i([X, Y] + [V, X']).

Proposicao 1.2.5. Seja (M,J) uma variedade quase-complera. A estrutura quase-
complexa J é integrdvel se, e somente se, o colchete de Lie deira invariante T*°M (resp.
TOM ), isto é, Zy, Zy € TYOM (resp. Zy, Zy € TO'M ), entio [Zy, Zs) € TYOM (resp.
(Z1,Z5) € T"'M ).

Demonstracao. Seja W = [X,Y] — [JX, JY]. Note que

(X —iJX,Y —iJY] = [X,Y] - [JX,JY] —i([X,JY] + [JX,Y])
= [X,Y] = [JX,JY] —iJ([X,Y] = [JX,JY]) +iJ(|X,Y]
— X, JY]) —i([X, JY] + [JX,Y])
=W —iJW —iJ([JX,JY] - [X,Y] = J[X,JY] — J[JX,Y])

=W —iJW — %J(NJ(X, Y)).

Logo o colchete de Lie deixa T M invariante se, e somente se, N; = 0. [

Exemplo 1.2.4. Qualquer variedade (M?,J) quase-complera de dimensdio real 2 ¢é
integravel, ou seja, toda superficie munida de uma estrutura quase-complexa € integrdvel.
Com efeito, seja {Xo, JXo} um referencial local em M. Usando a anti-simetria do
colchete de Lie, obtemos

Ny (Xo, Xo) = 2{[J X0, J Xo| — [Xo, Xo] — J[J X0, Xo] — J[ X0, JXo]} =0,
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Ny (JXo, JXo) =2{[J* X0, J* Xo| — [J X0, JXo] — J[J* X0, J Xo] — J[J X0, J* X0}
:2{[X0’XU] - [JX(), JXO] + ‘][X07 JXO] + J[JX07 XO]} =0

Ny (Xo, JXo) =2{[J X0, J2Xo] — [Xo, JXo] — J[J X0, JXo] — J[Xo, J2Xo]}
=2{[J X0, Xo] — [Xo, JXo] — J[J X0, JXo] + J[Xo, Xo]}
—=2{[Xo, J Xo] — [Xo, JXo] — J[J X0, JXo] + J[Xo, Xo]} = 0.

Como o tensor Nj € bilinear e nulo no referencial {Xo, JXo}, obtemos
N;(X,Y) =0, para todo X, Y € TM.

Defini¢ao 1.2.6. Seja (M, J) uma variedade quase-complexa. Uma métrica Hermi-
tiana em M é uma métrica Riemanniana g, tal que J é uma isometria, ou seja,

g(JX,JY)=g(X,Y), para todo X, Y € TM.

Uma variedade quase-complexa (M, J), munida de uma métrica Hermitiana g, € chamada
variedade quase-Hermitiana. No caso em que M ¢é uma variedade complexa, dizemos
que (M, g,J) é uma variedade Hermitiana.

Exemplo 1.2.5. Seja g uma métrica Riemanniana em uma variedade quase-compleza
(M, J). Entao sempre podemos obter uma métrica Hermitiana a partir de g. De fato,
definindo g : TM x TM — R por

J(X,)Y) = %(g(X, Y)+g(JX,JY)) para todo X, Y € TM,
temos
GTX,TY) =5 ((TX, V) + (X, Y )
=5 (90X, Y) +g(JX, JY)) = §(X, V).

Teorema 1.2.2. Seja (M, g, J) uma variedade quase-complexa. A métrica Riemanniana
g em M é Hermitiana se, e somente se, g(X, JX) =0 para todo X € TM.

Demonstracao. Suponha que g é Hermitiana. Decorre da Definigao 1.2.6 que
g(Xa JX) = g(JX7 JZX) = _g(‘]XaX) = _g(X7 JX)>

donde ¢g(X,JX) = 0. Agora iremos mostrar a reciproca. Se g(X,JX) = 0 para todo
X € TM, entao

0=g(X +Y,J(X+Y)) = g(X,JX)+ g(X, JY) + g(Y, JX) + g(Y, JY)

0 = g(X,.JY) +g(Y, JX),
ou seja, g(X,JY) = —g(Y, JX). Portanto

g(JX,JY) = —g(Y,J*X) = g(Y, X), para todo X, Y € TM.

Logo g é Hermitiana. [
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1.3 Dominio de Poincaré

Definicao 1.3.1. Seja E um K-espaco vetorial, onde K ¢€ R ou C. A envolvente
convexa de um subconjunto X de E € a intersec¢ao de todos o subconjuntos convexos de
E que contem a X.

Definicao 1.3.2. Dizemos que um matriz complexa A de ordem n X n pertence ao
dominio de Poincaré se a envolvente convexa dos autovalores de A nao contem o
zero.

Notagao: Sejam &1, &, ..., &, os autovalores de uma matriz complexa A de ordem n X n.
Denotaremos por J(A) = J(&1,8&s, .. .,&,), a envolvente convexa dos autovalores da
matriz A. Denotaremos por D, o dominio de Poincaré de A.

Exemplo 1.3.1. A matriz

tem como autovalores a —1+1, 241 e 2 —i. Sua envolvente conveza
H(A)=H(-14+14,2+1,2—1),

¢ um triangulo de vértices —1 +1i, 2+1 e 2 — i, o qual nao contem o zero. Portanto

A€ D,

Definigao 1.3.3. Seja A uma matriz complexa de ordem n x n. Definimos a norma de

uma matriz como
|A|| = max{|Az|; z € C" com |z| =1},

onde |z| =z Z.

Teorema 1.3.1. (Ezisténcia e unicidade) Seja U C C" aberto, Z : U — C™ campo
vetorial holomorfo. Consideremos o problema de valor inicial:

7 = Z(z)
2(0) = 2z

onde zg € U, entao existe uma unica solugdo local definida em uma vizinhanga de 0.

Demonstracao. Ver [23] pagina 281. [J

Segue-se do teorema que as curvas integrais sao curvas complexas localmente parame-
trizadas por T € C. Estas curvas definem uma folheacao . = #(Z) com singularidades
nos zeros de Z.

Teorema 1.3.2. Se A € C"*" e zy € C" entao a solugao do PVI

2 = Az
2(0) = 2z

¢ dado por
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Demonstragao. Ver [23] pagina 356. [J

Definicao 1.3.4. O fluxo complexo ® : C x C* — C" associado ao campo linear A, se
define como

O(T,z) = 0,(T) = ™2

Proposicao 1.3.1. O fluzo complexo é uma fungao holomorfa em C x C" e satisfaz:
0®
aT
2. ®(0,z) = z, para todo z € C".

1. (T, z) = A®(T, 2), para todo (T,z) € C x C".

3. (T + Ty, z) = (11, (T3, 2)); para todo Ty, T; € C e todo z € C".
Demonstracao. Ver [32] pagina 57. OJ

Definicao 1.3.5. Seja z € C*, definimos a orbita de z sob Z, Z(z) = Az, como
Oz(z) ={®(T,2); T € C}

Para o caso particular de uma matriz

A 0 ... 0
0 X ... O
— ‘ ' ‘ ‘ c (Cnxn
0 0 ... A\,
onde \; € C— {0}, j=1,...,n, asolucao do PVI:
2 = A(z)
2(0) = 2z
onde zy = (2¥,...,29), é dada por:
¢,: C - C
T — @,(T)=eT2 = (eMT2), ... eMT20)

Além disso, como A é inversivel, o campo linear Z(z) = Az tem uma tunica singularidade
no ponto 0.

Teorema 1.3.3. Se Z(z) = Az é um campo vetorial linear holomorfo em C" e se A é
uma matriz diagonal com A € D,, entdo as curvas integrais de Z, exceto a nula, sao
transversais a cada una das esferas

S, = {Z e C Z 12| = rg}
j=1
onde r > 0.

Demonstracao. Ver [8] pagina 45. [J
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1.4 Feixes

Seja X um espago topoldgico e seja Top(X) a familia de abertos de X. Podemos considerar
a Top(X) como uma categoria com objetos os abertos U € Top(X) e morfismos as
inclusoes entre eles, isto é, p € Hom(U,V) se p: U < V é a inclusdo.

Definicao 1.4.1. Um prefeixe de grupos abelianos em X é um funtor contravariante F' :
Top(X) — Ab. Aos elementos s € F(U) das imagens dos abertos U de X sdo chamados
de segoes da prefeize F em U. Aos morfismos F(p): F(V) — F(U) correspondentes as
inclusoes p : U — V' chama-se de restrigoes.

Usaremos a notagao F(p)(s) = pyu(s) € F(U), com s € F(V) para denotar a
restricao a U da secao s de V. Esta notacao provem dos exemplos naturais que veremos
a continuacao onde as sec¢oes sao fungoes e as restrigoes o sao de fato.

Podemos também considerar prefeixes de grupos, anéis, campos, espacos vetoriais,
modulos, etc. segundo a natureza do problema que estevemos considerando.

Defini¢ao 1.4.2. Um feixe é um espago topoldgico X é um prefeize F : Top(X) — Ab,
tal que:

(i) Se U € Top(X) € tal que U = U U; com U; € Top(X), entdo para quaisquer segoes
jer
s, s' € F(U) tais que s|ly, = S/Uj para todos i, j € I', tem-se que s = 5.

(ii) Se U = U U; e tem-se se¢oes s; € F(U;) que coincidem em as intersegoes, isto €,
jer
tais que silu,nu; = Sjluinu; para todos os i, j € I', entdo existe uma se¢ao s € F(U)
tal que s|y, = s; para todo i € T.

Observacao 1.4.1.

1. A segao global s € F(U) tal que s|y, = s; para todo i € T' na defini¢ao anterior, é
unica com estd propriedades pela primeira condicao.

2. F(0) =0 (o grupo trivial) jd que () = UUi, e assim para quaisquer s, s € F(()
i€
tem-se s|y, = §'|y, para todos os i, j € (). Consequentemente s = s’ pela Definicdo
1.4.2 (i). Entao, se F(0) tem algum elemento, este € unico. Finalmente, pela
Definigao 1.4.2 (ii) F() tem elementos jd que para quaisquer i, j € () todas as
segoes s; € F(U;) satisfazem si|lu,nu; = 8jluinu; e assim pela Defini¢do 1.4.2 (ii)
eziste s € F(0) tal que s|y, = s;.

Exemplo 1.4.1. O feixe de funcoes continuas: Seja X um espaco topoldgico. Para
cada aberto U C X seja

CWU)=A{f:U—C; f é continua}.

Claramente, com as operagoes de C, C'(U) é um espago vetorial sobre C.
Agora, se p:V — U ¢é a inclusao entre os abertos de X, seja

pvu : C(U) = C(V)

a restrigao usual, isto €, pyu(f) = flv.
Entao, C : Top(X) — C — Mod é um feixe de espagos vetoriais.
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Exemplo 1.4.2. O feixe das fungoes holomorfas: Seja X uma superficie de
Riemann. Para cada aberto U C X (o qual é portanto também superficie de Riemann),
seja

OU)={f:U—C; f é holomorfa}.

Com as operacoes de C, O(U) € um anel comutativo com identidade.
Se V. — U € a inclusdo entre os abertos de X, seja p : O(U) — O(V) a restricio de
fungoes. Entao, O : Top(X) — An é um feize de anéis.

Exemplo 1.4.3. O feixe de funcoes diferencidveis: Seja X wuma variedade
diferencidvel. Para cada aberto U C X o conjunto

C*(U) ={f:U—C; f é diferencidvel}.
¢ um anel, e assim C* € um feixe de anéis.

Exemplo 1.4.4. O feire de funcoes meromorfas: Seja X um superficie de
Riemann. Para cada aberto U C X considerado como superficie de Riemann, seja:

AMU)={f:U— C; f é meromorfa}.
Com as restrigoes usuais, M € um feize de campos.

Exemplo 1.4.5. O feixe de funcoes holomorfas que nunca anulam-se: Se X é
uma superficie de Riemann e U C X é um aberto, defina-se

O0*(U)={f:U— C* f € holomorfa}.

Este conjunto € um grupo multiplicativo com o produto do grupo C*, e 0*

grupos abelianos.

¢ um feixe de
Exemplo 1.4.6. Analogamente defina-se o feixe de fungoes meromorfas que

nunca anulam-se #*.

Exemplo 1.4.7. O prefeixe constante: FEste ¢ um exemplo de prefeixe que em geral
nao € um feize; seja X um espaco topologico e seja G um grupo abeliano. Definamos

Feo:Top(X) — Ab
como:
(i) Se ) #U C X, seja Fo(U) =G.
(i1) Se ) = U, seja Fg(0) =0 (o grupo trivial).
Os morfismos restricoes sao:
(a) Se0 AU CV, p: Fag(V) =G — Fg(U) =G € a identidade p = idg : G — G.
(b)) Se W =UCV,p: Fg(V)— 0= Fg(D) é o morfismo zero.
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Claramente Fg € um prefeize.

Se G =0 € o grupo trivial, entdo Fy € claramente um feixe, o feixe constante zero. O
mesmo acontece se X =) pela Observagao 1.4.2. (2).

Se G # 0 e X tem ao menos dois abertos nao vazios disjuntos, entao Fg nao € um feixe:
De fato, sejam Uy, Uy abertos nao vazios disjuntos de X, e seja U = Uy UUy # (). Sejam
g1, g2 em Fg(U) = G. Entao, como Uy NUy =), tem-se que Fg(Uy NUy) =0 e assim as
restricoes gi|vynv, = 0 = go|vynvs-

Por outro lado, nao existe g € Fo(U) = G tal que glu, = g1 € glu, = g2 pois py,u = idg :
Fa(U) =G = Fo(U;) = G e assim glv, = ida(g) = g, € se g = glu, = gi, entio g = g,
0 qual € absurdo.

Exemplo 1.4.8. O feixe de funcoes localmente constantes: Seja X um espaco
topoldgico e seja G um grupo abeliano. Para cada aberto U C X seja

Fo(U)={f:U — G; f € localmente constante}.

(Note que f é constante em cada componente conexa de U). Se U é conexo e ndo
vazio, entio Fg(U) ~ G, e assim o feive Fg merece de fato de chamar-se localmente
constante. Nao ¢ dificil mostrar que com as restri¢oes usuais, Fg € um feize de grupos
abelianos.

A fibra de um prefeixe: Seja F' : Top(X) — &/ um prefeixe em um espago
topoldgico X. Seja p € X um ponto e consideremos a familia % (p) = {U € Top(X); p €
U} de vizinhangas abertas de p em X. Note sé que dados U,, Us € % (p) a interse¢ao
U, =U,NU;s é tal que U, C U, e U, C Us. Em outras palavras, o conjunto % (p) ¢ um
conjunto dirigido com o ordem parcial: U < V se e s6 se U D V. Assim, avaliando
o funtor contravariante F' aos objetos de % (p) e seus morfismo, isto é, as inclusoes
iga : Uy — [, obtemos morfismos ¢g, = F(ig,) : F(Us) — F(U,), que formam uma
familia direta na categoria &7 a que denotamos (F(% (p)), <).

Definig¢ao 1.4.3. O limite direto da familia (F(% (p)), <) na categoria </ chama-se a
fibra do prefeixe F' no ponto p € X. Se este limite existe, denotaremos

F, =lim F(U,).
—
Relembramos a continuacao os conceitos involucrados na defini¢ao anterior:

Limites diretos. Um conjunto dirigido é um conjunto parcialmente ordenado (I', <)
tal que dados quaisquer elementos o, g € I existe v € I' tal que a <~y e [ <.

Se (I',<)é um conjunto dirigido, uma familia direta ou filtrada em uma categoria
o/, é uma familia de objetos {M,}, indicada por I, e morfismos ¢z, : M, — My para
quaisquer indices o < [ tais que

(i) Paa : My — M, é o morfismo identidade: ¢, = idy, para todos os o € T

(ii) E, sempre que o < < v, tem-se que ¢35 0 Pga = Pya, isto €, 0 seguinte diagrama
comuta:
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Se {M,; o € T'} é uma familia direta em uma categoria o/, um limite direto desta
familia consiste de um objeto M de & e morfismos ¢, : M, — M para cada objeto M,
da familia, tais que

(a) Os morfismos ¢, sdo compativeis com os morfismos ¢g,, isto é, se @ < [ entao o
diagrama seguinte comuta

(b) Mais ainda, (M,, ¢,) tem a propriedade universal seguinte: Se N é outro objeto
de o/ com morfismos v, : M, — N que também sao compativeis com os morfismos
®pa, entao existe um dnico morfismo ¢ : M — N que faz comutar o diagrama

seguinte para toda o € I':

MQLN

N\

M

Como acontece em geral com objetos definidos com propriedades universais, se existe o
limite direto de uma familia existe em a categoria &7, este é inico salvo isomorfismo. Isto
justifica a notacgao

lim M,

—

para o limite direto de uma familia (M,, ¢p,) de &7.

Para mostrar o anterior, suponhamos que (M, @) e (N,1,) sao limites diretos de uma
familia (M,, o). Entdo, existem morfismos tnicos ¢ : M — N e ¢ : N — M tais que os
diagramas seguintes comutam (isto é, ¥, = ¢ 0 ¢, € Py = 1 0 1), para todos os o € T'):

MQ&N

gl

M

agora, pela propriedades universal de (M,, ¢,), existe um tnico morfismo de M em M

tal que o diagrama comuta:

MO,LM

NN

M

e como tanto a composicao ¢ o) : M — M como a identidade id : M — M fazem
comutar o diagrama anterior, entao pela unicidade da propriedade universal tem-se que
¢ o =1idy. Analogamente, ¥ o ¢ = idy.

Em geral, a existéncia do limite direto em uma categoria dada tem que prova-se em
cada caso especifico.
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Nas categorias T'op, Ab, An, Campos, Mod o limite direto lim M, existe, e é construido
—)

tomando o coproduto (unido disjunta em Top, soma direta em Ab, Mod, etc.) dos
objetos M, e logo identificam-se com elementos s € M,, s' € Mg , denotando s ~ ¢,
se e s6 se existe um indice vy € I' tal que v > «a, v > f e s = s em M, isto é,

Orals) = dyp(s) € M,. Assim

th@=<UA@>/~.

ael

Os morfismo canonicos

iy
|

lim F(U,) = F,

onde inc é a inclusao e 7 é a aplicagao quociente. Note-se que as imagens dos morfismos
¢ geram F,.

Algumas vezes, a imagem ¢, (s) € F}, de uma se¢do s € F'(U,) chama-se um germe de s
em p e o denotamos

[s] = (U 8) = (P, [s]p) = Pals).

Dado um ponto p € X, a fibra F}, de ' em p podemos pensa como segui: Os “pontos” de
F, sao os gérmenes (p, [s],) onde s é uma secao de um aberto U, C X que contem a p.
Nos exemplos que vimos F(U,) é quase sempre um conjunto de funcoes definidas em U,,

assim podemos pensar a s como s : U, — C. Entao um germe (p, [s],) pode ser pensado
como uma funcao s definida numa vizinhanca nao especifica de p.

Exemplo 1.4.9. Seja X uma superficie de Riemann e O : Top(X) — An o feize de
fungoes holomorfas em X. Seja p € X um ponto e consideramos a fibra 0, =lim O(U).
—

Um germe [s| = (Uy, s) € O, estd representado localmente por uma se¢io s € O(U,), isto
é, por uma funcgao holomorfa s : U, — C. Entao, escolhendo as cartas (V, z) ao redor de
p € U, e ao redor da sua imagem z(p) € C, a funcao s tem uma expansio em serie de
Taylor

s(2) = Y ealz — ()"

com raio de convergéncia positivo.
Podemos entao definir a fungao

¢:0,— C{z—z(p)}

onde o codominio é o anel de series de Taylor convergentes ao redor de z(p) € C. Nao
dificil mostrar que ¢ é um isomorfismo de anéis.

Exemplo 1.4.10. Analogamente, se A4 : Top(X) — Campos é um feize de fungoes
meromorfas em X e p € X € um ponto, entao existe um isomorfismo de anéis

¢ My — Cllz = 2(p)]]
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de fibra M, no anel de series de Laurent convergentes que tem parte principal finita:

Z cn(2 — 2(p))"

n==k
comkeZec,ecC.

A continuacdo mostraremos algumas propriedades das fibras: Seja [s] € F, um
germe de um prefeixe F' em X. Se definimos [s], = s(p) para qualquer escolha de um
representante s € [s], entdo [s], estd bem definido, isto ¢, nao depende da escolha do
representante s do germe [s]. De fato, se s ~ ¢/, isto é, (U,,s) = (Us, s'), entao existe y
tal que s|y, = §'|y, e p € U,, segue-se que s(p) = s'(p).

Proposicao 1.4.1. Se F': Top(X) — Ab é um feixe de grupos abelianos em um espaco

topolégico X e U C X € qualquer aberto, entao s € F(U) € zero se e sé se (U, s) =0 em
todos os F,, comp € U.

Demonstracao: Se 0 = s € F(U), ussando os morfismos ¢ : F(U) — F,, tem-se que

0 = ¢(0) = ¢(s) = (U,s). Reciprocamente, se 0 = ¢(s) € F, para todo p € U, entdo

por definicao do limite direto existe uma vizinhanca U, de p tal que s|y, = 0, e como

U= U Up e s|y, = 0 para todo p € U, e como F' ¢ feixe, segue-se que s = 0 em U. [
peUp

O espacgo topoldgico e a projecao associados a um prefeixe:

Seja F' : Top(X) — &/ um prefeixe em um espago topoldgico X. A este prefeixe F

associamos um espaco topoldgico |F'| e um fung¢ao continua sobrejetiva p : |F| — X tal

que:

1. O espago |F| = H—J F, é a unido disjunta das fibras de F.
peX

2. A projegao p : |F| — X define-se como p(z) = = se x € X, isto é, p leva cada fibra
F, no ponto x € X.

Ao conjunto |F| dotamos de uma topologia especificando uma base # para este, como
segue: Seja U C X um aberto e seja s € F(U) uma se¢do. Fazemos

[U,s] ={¢.(s) = (U,s) € F;; x € U} C|F|.
A base da topologia é:
#B=A{Usl; UcCX, seF(U)}
Proposicao 1.4.2. Seja F : Top(X) — o/ um prefeize.
1. O conjunto % é uma base para um topologia em |F|.
2. Com estd topologia em |F|, a projecao p : |F| — X € um homeomorfismo local.
Demonstragao:

1. Primeiro, todo ponto (p, [s],) de |F| esta contido em algum aberto bésico [U, ] ja
que (p,[s],) = (U,s) = py(s) com s € F(U) e p € U. Assim, (p,[s],) € [U,s].
Segundo, se (p, [s],) € [U,s] N [U’,s'], entao existe [U”,s"] € £ tal que (p,[s],) €
U, s"] C [U,s]N[U',s']. De fato, comop e UNU', s € F(U) e s € F(U’), existe
um aberto U” C UNU’ tal que p € U”, e fazendo s" = s|y» = §'|y», tem-se que
(v, [sh) € [U",57).
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2. Para ver que p : |F| — X, dada por p : (z,[s],) — 2 é um homeomorfismo local,
seja (z,[s],) € |F| um ponto arbitrario. Como (z,[s],) = pu(s) com s € F(U) e
x € U, entao [U,s] € B e (x,[s],) € [U,s]. Assim [U,s| é um aberto de |F| que
contem a (z, [s],) e U é um aberto de X que contem a x. Agora, |, : [U,s] = U
dada por p((u, [s],) = u é claramente bijetiva. Também p|y,q é continua e aberta e
portanto é um homeomorfismo de [U, s] em U. O

1.5 Comohologia de feixes

Neste secao introduzimos a nogao de cohomologia de um espaco com coeficientes em
um feixe. Isto nos proporcionara importantes invariantes algébricos para o estudo
das superficies de Riemann e de fato muitos invariantes topoldogicos e geométricos das
superficies de Riemann pode ser definido usando grupos de cohomologia.
H&4 varias maneiras de introduzir grupos de cohomologia com coeficientes num feixe
e temos elegido a cohomologia de Cech pelo direto da definicdo, e sob circunstancias
razoaveis (por exemplo o Teorema de Leray) é facil de calcular. Provaremos que quando
X é paracompacto, a cohomologia de Cech de X coincide com a cohomologia do complexo
de cadeias que resulta ao aplicar o functor de segoes globais I'(X, —) a uma resolugao
fina (introduzida por Gunning e Rossi) do feixe em consideragao.
Para comegar a definir a nocao de morfismos entre feixes ¢ : F — G como uma
transformacao natural entre functores. Assim terda sentido falar de sequencias exatas
de feixes

0 —F —G—K—0.

Se agora, como é usual, para um feixe, denotamos por I'(—, F) = F(—) ao functor
correspondente, ao considerar as secoes globais de cada feixe na sequencia exata anterior
teremos um sequencia exata da forma

0—I'(X,F) — I(X,G) — I'(X,K),

onde o ultimo morfismo nao necessariamente é sobrejetivo.

Primeiramente nesta secao estenderemos o estudo de feixes que iniciamos na sec¢ao anterior
com a intencao de poder usar métodos da algebra homologica no estudo das superficies
de Riemann.

Introduziremos os conceitos de morfismo entre (pre)feixes, niicleos, imagens e sequencias
exatas de feixes, de tal maneira que a categoria de feixes resultante seja adequada para
fazer algebra homologica. Neste sentido também introduziremos as ideias de sub feixes,
feixes quocientes, e construiremos o feixe associado (em forma candnica) a um prefeixe. As
ideias anteriores se ilustrarao com exemplos de feixes de inteires no estudo das superficies
de Riemann as ja familiares feixes Ox e .#x.

Morfismos entre prefeixes Seja X um espaco topologico e sejam F, G prefeixes
em X. Definimos um morfismo entre prefeixes como uma transformacao natural
entre functores n : F' — G, em outra palavras, n consiste de uma familia de morfismos
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nu : F(U) — G(U) para cada aberto U C X tais que para cada inclusao de abertos
V C U o seguinte diagrama comuta:

onde pyy e pyy sao as restrigoes correspondentes.
Se F' e G sao feixes, um morfismo de feixes 7 : F' — G ¢ um morfismo entre os prefeixes
correspondentes.

Observagao 1.5.1. Se F' é um (pre)feize em X, entao id : F' — F definido claramente
como idy : F(U) — F(U) o morfismo identidade, é um morfismo de (pre)feizes chamado
também o morfismo identidade.

Sea: F — Gefp:G— K sio morfismos de (pre)feizes, entdo a composi¢ao [ o « :
F — K definida como (Boa)y = fyoay : F(U) — K(U) também é um morfismo de
(pre)feizes.

Assim temos as categorias F(X) e P (X) de feizes e prefeizes sobre X respectivamente,
com objetos os feizes (respectivamente prefeizes) e morfismos os morfimos entre feizes
(respectivamente prefeizes).

Defini¢ao 1.5.1. Um morfismo de (pre)feizes n : F' — G chama-se um isomorfismo
se n tem um inverso bilateral p : G — F, isto é, ¢ € um morfismo de (pre)feizes tal que:

nop=1id:G—-G e pon=id: F — F.

Lema 1.5.1. Um morfismo de (pre)feizes n : F — G é um isomorfismo se e sé se para
todo aberto U C X, o morfismo ny : F(U) — G(U) é um isomorfismo de grupos.

Demonstragao: A primeira implica¢ao é obvia. Reciprocamente, se cada ny : F(U) —
G(U) é um isomorfismo (de grupos), seja ¢y : G(U) — F(U) seu inverso. Entao
v ={pv}: G — F é claramente uma transformacao natural que é inversa de 7. O

Note-se agora que se n : F' — G é um morfismo de prefeixes em X, entao para cada
x € X, ninduze morfismos entre as fibras: 7, : F, — G, ja que para quaisquer vizinhancas
abertas U, V de z em X com V C U, os diagramas comutam:

P(U) =5~ G(U)
pPVU lﬁVU

P(V) == G(V)
e assim passando ao limite direto (sobre as vizinhangas de z € X) tem-se o morfismo

induzido nas fibras:

N, @ lim F(U) — lim G(U).

Usx Usx

A proposigao seguinte (que como olharemos depois é falsa, em geral, para prefeixes) ilustra
a natureza local de um feixe.

Proposicao 1.5.1. Um morfismo n : F' — G entre feixes sobre X €é um isomorfismo
se e so se para todo x € X os morfismos induzidos entra as fibras n, : F, — G, sao
isomorfismos.
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Demonstracao: Se n : FF — G é um isomorfismo entao pelo Lema 1.5.1. cada ny :
F(U) — G(U) é um isomorfismo e assim o limite 7, : F,, — G, também é um isomorfismo
para cada x € X.

Reciprocamente, suponhamos que para todo x € X os morfismos 7, : F, — G, sao
isomorfismos. Mostraremos que para cada aberto U C X as aplicagdes ny : F(U) — G(U)
sao isomorfismos, e assim pelo Lema 1.5.1. 7 serd um isomorfismo de feixes. Seja U C X
um aberto qualquer:

(i) nu : F(U) — G(U) ¢ injetivo: De fato, seja s € F(U) uma secao tal que ny(s) =0
em G(U). Entao, para todo z € U o germe [ny(s)]. de ny(s) = 0 em G, é zero.
Assim, 0 = [ny(s)]z = Nx[$] € como n, : F, = G, é um isomorfismo, entao [s], =0
em F, e isto para todo x € U. Entao, como [s], = 0, por defini¢ao de limite, existe
uma vizinhanca aberta W, de x, com W, C U, tal que s|y, = 0 (isto é, é zero em
algum nivel). Y como as W,, para x € U, formam uma cobertura aberta de U, e a
secao s € F(U) é tal que s|y, = 0 para toda W, nesta cobertura, entdo s = 0 em
U ja que F ¢é feixe.

(ii) nu : F(U) — G(U) é sobrejetivo: De fato, seja t € G(U) uma se¢ao qualquer. Para
cada © € U seja [t], € G, o germe correspondente. Como 7, : F, — G, é um
isomorfismo, existe um tnico germe [s], € F, tal que n,[s], = [t].. Representemos
ao germe [s], em algum nivel por uma secao (s,, V) onde V,, C U é uma vizinhanga
aberta de z e s, € F(V,) é uma se¢ao. Assim 7(s;) € G(V,) e t|y, € G(V,) sao
duas secoes cujos germes em x sao iguais. Entao, em algum nivel W, Cc V, C U
sao iguais, isto é, n(s;)|lw, = tlw,. Sem perda de generalidade podemos supor que
W, = V.. Claramente U é coberto pelas W,, e em cada um dos W, temos secoes
s, € F(W,). Suponhamos agora que z, z € U sao dois pontos e sejam s, € F(W,),
s, € F(W,) as segoes e abertos construidos anteriormente. Entao as restri¢oes
Selw,aw. € S.|lw,aw. sao duas segoes em F(W, NW,) tais que

N(szlwonw.) = tlwo.aw. = n(s:lworw.)

em G(W,NW,), pela definigao de s, e s,. Assim, para cada W, (que cobram U) tem-
se secoes locais s, que coincidem nas intersecoes. Portanto, como F' é feixe, existe
uma unica sec¢ao global s € F(U) tal que s|y, = s, para toda x € U. Mostraremos
finalmente que ny(s) =t € G(U). De fato, ny(s), t € G(U) sao duas segoes tais
que para cada x € U tem-se 1(s)|w, = t|w,, e como G ¢ feixe (e os W, cobrem U),
segue-se que n(s) =t em G(U). O

A continuacao introduziremos os conceitos esperados de sub-prefeixes, prefeixe quociente,
nicleo, imagem e conucle de um morfismo de prefeixes, e depois, com as adaptagoes
necessarias em alguns casos, os correspondentes conceitos para feixes.

Nicleo, imagem e co-nicleo de um morfismo ente prefeixes: Seja ¢ : F' — G um
morfismo de prefeixes.

(i) O prefeixe ntcleo de ¢, denotada, Keryp, estd dada como segue: Se U C X aberto
e o morfismo ¢y : F(U) - G(U) entao (Kerp)(U) = Ker(py).

(ii) O prefeixe imagem de @, denotada, Imy, estd dada como segue: Se U C X aberto
e o morfismo ¢y : F(U) = G(U) entao (Imp)(U) = Im(pp).
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(iii) O prefeixe co-nicleo de ¢, denotada, Cokerp, estd dada como segue: Se U C X
aberto e o morfismo ¢y : F(U) — G(U) entao

(Cokerg)(U) = Coker(¢y) = G(U) /Tm(0):
Em cada caso os morfismos restrigoes define-se na forma obvia, e claramente Kery, Imyp
e Cokerp resultam prefeixes em X.

Definicao 1.5.2. Se F' e G sao prefeizes em X, dizemos que F' é um sub-prefeixe de
G, denotado por F C G, se:

(i) Para cada aberto U C X, F(U) C G(U) é um subgrupo.

(i1) Se U C V sao abertos, entao o morfismo F(V) — F(U) € a restricao do morfismo
G(V)— G(U).

Se F € um sub-prefeize de G, o prefeixe quociente, denotado por G/F, esta dada por:
(a) Para cada aberto U C X, G/F(U)=GU)/F(U).

(b) SeU C V sao abertos, entao os morfismos G(V) — G(U) e F(V) — F(U) induzem,
por passo ao quociente, os morfismos (G/F)(V) — (G/F)(U).

Note-se que se ¢ : ' — G é um morfismo de prefeixes, entao:

1. Kerp C F' é um sub-prefeixe.

2. Imp C G é um sub-prefeixe.

3. Cokeryp = G/Imyp é um prefeixe quociente.
Antes de continuar vejamos alguns exemplos:
Seja X uma superficie de Riemann e consideremos os feixes C, C*®, &, 0* em X e
os (pre)feixes constantes Cy e Zy (com valores em C e Z respectivamente) em X.

1. Como toda fungao holomorfa ¢é diferencidvel entao Ox C CF é um sub-prefeixe.
Analogamente C'§¢ C Cx. Entao temos uma cadeia de sub-prefeixes:

Oy C Ox CCY C Cx.

2. Similarmente, como os prefeixes Zy e Cy podem ser considerados prefeixes de
funcoes constantes portanto holomorfas, entao tem-se inclusoes de sub-prefeixes:

Zx C Cx C Ox.

3. Em geral, se F' C GG é uma inclusao de prefeixes, entao pode-se considerar como um
morfismo de prefeixes.

4. O morfismo exponencial exp: Ox — 0% defina-se como segue: Seja U C X um
aberto, entao exp: O(U) — 0*(U) esta dado por exp(s) = exp(2mis). Este ¢ um
homomorfismo de grupos ja que:

exp(s+ ) = exp(2mi(s+ ') = exp(2mwis + 2mis’)
= exp(2mis) - exp(2mis’) = exp(s) - exp(s’)
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5. O nicleo do morfismo exponencial é:
Ker(exp)(U) = {s € O(U); exp(2mis) = 1},
e como exp(2mis) = 1 se e 86 se s € Z, entao Ker(exp) = Zx C 0.

6. O morfismo dado pelas equagoes de Cauchy-Riemann: Lembremos que Oy
consiste de aquelas funcoes diferenciaveis em X que satisfazem as equagoes de
Cauchy-Riemann, isto é, se f = u +iv € CF, entao

ou Ov ou v

_—= — e — = ——

or Oy oy ox

or 0Oy oy Ox)

9, :
&= g(u—irw) =0,

f=u+ive Ox &

onde define-se o operador diferencial

S0 _1(0 0
0z 2\o0x oy’

Note-se que:

Q_(u—iriv) = %{%(U+ZU)+Z%(U+20)]

_L[(ou o), (ou 0w
2 |\ozx Oy dy Oz
Ressumindo: Dada f =u + i € CF, entao

feﬁxﬁﬁ_(f):().

0z
Note-se que como a diferenciagao é um operador linear (em particular aditivo), entao
/2 a . 00 00

¢ de fato um morfismo de feixes, e pelas observacoes previas, tem-se que seu
nucleo é 9
ﬁX = Ker -
0z

Proposicao 1.5.2. Se ¢ : F' — G € um morfismo de feixes, entao o prefeive Kerp C F
¢ de fato um feixe.

Demonstragao:

(i) Seja U C X um aberto e seja {U,} uma cobertura de U. Suponhamos que tem-se
uma secao s € Ker(p)(U) tal que s|y, = 0 para toda U,. Queremos mostrar que
s =0em U. De fato, como Ker(y)(U) C F(U), entao s € F(U) e como as restrigoes
de Ker(p) sao as de F' entao s|y, = 0 em F(U,) para toda «, e portanto s = 0 em
F(U) ja que F ¢ feixe. Entao s =0 em Ker(p)(U) C F(U).
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(ii) Suponhamos agora que temos segoes s, € Ker(¢)(U,) C F(Uy) tais que 84|y, nu; =
sglu.nu,; para todos os a, (. Entao, como as restri¢oes de Keryp siao as mesmas
que as de F, e como F é feixe, existe uma (tnica) s € F(U) tal que s|y, = Sq
em F'(U,) para toda a. Mostraremos que de fato s € (Kery)(U). De fato, como
s€ F(U) entao ¢(s) € G(U) e p(s) € GIU) e ¢(s|v,) = ¢(sa) =0 € G(U,) ja que
Sq € (Kerp)(U,). Agora, como o diagrama seguinte comuta

F(U)—=G(U)

PUQU \L if)UQU

F(Us) == G(Ua)

entao ¢(s)|v, = ¢(s|lv,) = 0, e como G é feixe segue-se que a se¢ao ¢(s) = 0 em
G(U), isto é, s € (Kerp)(U). O

Para o caso da imagem de um morfismo tem-se, embora:

Se ¢ : FF — G é um morfismo de feixes, entao o prefeixe Imp C G nao é, em geral,
um feixe. Um contraexemplo é o seguinte: Seja X = C* = C\ {0}. Consideremos os
feixes 0 e 0* em X = C* e o morfismo exponencial exp : ¢ — €*. Olharemos que o
prefeixe imagem Im(exp) C 0* ndo é um feixe (de fato olharemos que o axioma (ii) da
defini¢ao de feixe nao é satisfeita neste caso):

De fato, para o aberto U = X = C* consideremos a cobertura dada por U; = C\ R~ e
U, = C*\R™. Claramente cada um de estes U; é simplesmente conexo e Uy NU; = C*\R.
Agora, como U; é simplesmente conexo, as funcoes (segoes) s; € 0*(U;) dadas por

sij(z) = 2z, (S; : U; = C*) podem-se escrever da forma: s;(z) = exp(2mif;)(z) com
f; € O(Uj) ja que como U; é simplesmente conexo entdo existe um ramo do logaritmo
holomorfo em U;. Entao s; € Im(exp), j = 1,2. Note-sé que si|y,nv, = So|vinu,-

Embora, como U = U; U Uy = C* nao é simplesmente conexo, entao nao existe um ramo
do logaritmo em U = C*, e assim a funcao (segao) s € 0*(C*) dada por s(z) = z nao
pode-se escrever da forma s(z) = z = exp(2mif)(z) com f € O(C*), isto é, ndo existe
f € O(U) tal que exp(f)|y, = s;, isto é, nao existe uma segao global ¢ €Im(exp) nao ¢
um feixe.

Para concertar o anterior introduzimos a construcao de feixe associado a um prefeixe:

Teorema 1.5.1. (Feixe associadao a um prefeire) Seja F' um prefeize sobre um
espaco X . Entao existe um feixe F™ e um morfismo de (pre)feizes 0 : F — F7T tal que
para todo feize G e qualquer morfismo ¢ : F — G, existe um unico morfismo ¢ : F* — G
que faz o diagrama comutar

BN,

G

O F* chama-se de feixe associado ao prefeixe F.

Demonstracao: Seja |F| o espago topoldgico associado ao prefeixe F' com projegao
p:|F| = X. Assim |F| = L—I_—J F,. Para cada aberto U C X, definamos
zeX

F*(U)={s:U — F; s é continua e s(z) € F,}.
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Agora, como F é um prefeixe de grupos abelianos, entdao F(U) é um grupo abeliano
definindo (s+ ¢')(z) = s(x) + §'(z) (estamos somando em F), o qual é um grupo abeliano,
ja que s(z), s'(x) € F,). As restrigdes de F*(U) sao as usuais: Se V' C U sao abertos,
entdo p: FH(U) = FH(V) é ps = sly.

1. Claramente F*© é um prefeixe em X, mais ainda F'* é um feixe (o feixe “feixe de
segoes” de p : |F| — X) ja que:

(i) Suponhamos que U = UUi e sejam s, s € FT(U) tais que s|y, = |y, para
i
toda i. Entao,sex € U = U U; tem-se que x € U; para algum indice j e assim
i
s(x) = §'(z), isto é, s = s’ em U.
(ii) Novamente, U = UUi e sejam s; € F*(U;) tais que s;|u,nu, = sjlv,nu, para

todos os pares (i, j).

Defina-se a segao s € FH(U), s : U — |F|, como s(z) = s;(x) se € U;. Pela
condicao de compatibilidade das s;, s esta bem definida, e pela sua mesma defini¢ao
sly, = s;. Claramente s é continua e é uma segao de p, isto é, s € F(U).

2. O morfismo 6 : F — F7T defina-se como segue:

Seja U C X é um aberto, 0y : F(U) — F(U) é o homomorfismo que leva s € F(U)
ast:U — |F|, onde st(z) = [s], € F,. Claramente

Oy(s+ ) (z) = (s + )T (x) = [s + 5. = [s]e + [§]e = Ou(s)(z) + Oy (s') ().

Mais ainda, o diagrama seguinte comuta

F(U) 2= F+(U)

+

p 4

(V) == F(V)
ja que se s € F(U),
o 0bp(s) = p(sT) = 5ty e By o pls) = (o(s))"

Assim para todo z € V' tem-se que (p(s))*(z) = [p(s)]. e (sT]y)(x) = [s],. Mais
[p(s)]z = [s]x no limite direto F,. Segue-se que 6 : F' — F'* ¢é de fato um morfismo
de prefeixes. [

Observagao 1.5.2.

1. Como consequéncia da propriedade universal do par (F't,0) anterior, seque-se que
este par € unico, salvo isomorfismos.

2. Assim se F' € um feize entdo F ~ F'T.

3. Em geral, para cada x € X existe um isomorfismo natural nas fibras 0, : F, — FF.
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Definicao 1.5.3. Seja ¢ : F' — G € um morfismo de feizes.

1. O feixe nicleo de ¢, denotada kerp, é o prefeixe kerp C F' que € de fato um feize
pela Proposicao 1.5.2.

2. O feixe tmagem de p, denotado 1myp, € o feize associado ao prefeize Imp C G,
isto €, imp = (Imyp)™.

3. Seja F' um subfeize do feize G em X. O feixe quociente, denotada F/G € o feize
associado ao prefeize quociente F/G.

4. Se ¢ F — G é um morfismo de feizes, o feixe co-nicleo, denotado Cokerg, € o
feize associado ao prefeize Cokerg.

Observagao 1.5.3. Se ¢ : F — G é um morfismo de feizes e Imp — (Imp)t = imp € o
morfismo canonico, como G € feixe, por a propriedade universal existe um unico morfismo
Y amp — G tal que o sequinte diagrama comuta

RN

1M

Na seguinte proposicao teremos que 1 é injetiva e assim im¢ pode-se identificar como um
subfeixe de G.

Definicao 1.5.4. Seja ¢ : F — G um morfismo de feixes.

1. ¢ € um monomorfismo se kerp = 0.

2. ¢ € um epimorfismo se imyp ~ G (isto é, 1 é um isomorfismo).
Proposicao 1.5.3. Seja ¢ : F' — G um morfismo de feixes. Entdao

1. ¢ é um monomorfismo se e so se v, : F, — G, € injetivo para todo v € X, se
e s6 se oy : F(U) — G(U) para todo aberto U C X. Segue-se que o morfismo
U amp — G de acima é um monomorfismo, jd que o diagrama de acima comuta
nas fibras

(Imp), ner G

T

(imw)x

com 0, um isomorfismo. Por comutatividade seque-se que 1, € injetiva.
2. ¢ € um epimorfismo se e so se p, : F, — G, € sobrejetivo para todo v € X.

Em geral, se ¢ € epimorfismo os homomorfismos ¢y : F(U) — G(U) nao tem por que
ser sobrejetivos.

Demonstragao:

1. Nao é dificil mostrar estas equivaléncias. Fica como exercicio para o leitor.
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2. Se ¢ é um epimorfismo, entao ¢ : imy — G é um isomorfismo e assim no seguinte
diagrama 1, é um isomorfismo pela Proposi¢ao 1.5.1.

F,—>—~G,
Jk
(Imep), —— (imyp),

e 0, é, sempre, um isomorfismo pela Observagao 1.5.3 parte (3), e claramente ¢ :
F, — (Imgp), é sobrejetivo. Segue-se que ¢, : F, — G, é sobrejetivo. O reciproco
segue-se da comutatividade do diagrama anterior, que mostra que ¢, 00,0¢, 1 = ©,
com (, sobrejetivo pela hipdtese. Segue-se que 1, é sobrejetivo, e como sempre é
injetivo pela parte (1), entao cada v, é um isomorfismo. Assim, pela Proposi¢ao
1.5.1. ¢ é um isomorfismo. [

Finalmente damos um contraexemplo para justificar a segunda parte de (2): Seja X = C*
e consideremos o morfismo exp: Oy — 0% é um epimorfismo ja que para cada x € X
fixo, exp, : Ox, — 0%, ¢ um epimorfismo pois localmente cada fungao em C que nao
anula-se tem um logaritmo. Embora, para U = X globalmente nao existe um logaritmo
e assim exp: Ox(U) — 0% (U) nao é sobrejetiva.

Definicao 1.5.5. Uma sequencia exata de feizes e morfismos de feixes:

. i—1 . 7 . 141
e UL PR il (%)
chama-se de exata, no nivel i, se kerp® =imp'!.

Proposicao 1.5.4. A sequencia anterior € exata, no nivel i se e sé se para cada x € X
a sequencia de fibras

i—1 95 i Ph il PE
R RS RS AR (%)
¢ um sequencia exata de grupos e homomorfismos, no nivel i.
Demonstragao: Se (%) é exata, entao kerp’ =imp'™! e assim (kerp’), = (imp'™!),.
Mais, pela Definigao 1.5.3. parte (1) (kery’), =kery!, e pela Observacao 1.5.3. (imyp?), =
(Imp")F ~ (Imy'), = Imy.. Segue-se kery! =Imyp’. Reciprocamente, segue-se das
igualdades anteriores e pela Proposicao 1.5.1. [

Das Proposicoes 1.5.3. 1.5.4. segue-se:

. © . , , ,
1. Uma sequencia 0 — F' — G de feixes é exata se e s6 se ¢ ¢ um monomorfismo.

2. Uma sequencia F %G = 06 exata se e 56 se Y F'— G é um epimorfismo.

3. Mas, note-sé que pela Proposi¢ao 1.5.3. parte (2), a exatitude de uma sequencia
de feixes nao é equivalente a exatitude das sequencias correspondentes de secoes.
Embora, a Proposicao 1.5.4. diz que se é equivalente a exatitude das sequencias
correspondentes das fibras. Isto reflete novamente da natureza local dos feixes.

Definicao 1.5.6. Um sequencia exata corta de feizes é uma sequencia exata da forma;

0-FAGa3% Lo
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Assim nas fibras, tem-se sequencias exatas cortas
® )
0—F,=3G, = L,—0,

embora, pela observagao (3) de acima, nao é certo em geral que tenha-se sequencias exatas
cortas nas sequencias da forma:

0— FU) X GU)S LU) =0

ja que o exemplo dada depois da Proposicao 1.5.3. é um contraexemplo a sobrejetividade
de ¢U~

Lema 1.5.2. Se a sequencia de feizes em um espag¢o X

05 F5G5H L0
¢ exata, entao para todo aberto U C X a sequencia de secoes
0— F(U) XN GU) S L)
¢ exata.

Demonstracao: Pela Proposicao 1.5.3. parte (1) oy é injetiva, e assim 0 — F(U) 2%
G(U) é exata. Para mostrar que Impy Ckerty basta ver que 1oy = 0, mas isto segue-se
do fato que ¥y o py = (Y o )y = (0)y = 0. O outra inclusao ¢ direta. [J

Exemplo 1.5.1. Seja X uma superficie de Riemann. A sequencia exponencial é uma
sequencia exata corta:

Oﬁzx%ﬁxgpﬁ;}—w,

ja que exp € sobrejetiva e seu nicleo € Zx.

Exemplo 1.5.2. Seja X uma superficie de Riemann. Se 0 é o morfismo dada pelas
equacoes de Cauchy- Riemann, a sequinte sequencia € exata:

0= Ox — 02 X o,

mas em geral O ndo sempre € um epimorfismo.

1.6 Cohomologia de Cech

Nesta segdo associamos a um espago topoldgico X e a um feixe (de grupos abelianos)
F em X, grupos de cohomologia H?(X, F) que sao razoavelmente facil de calcular no
caso que nos interessa, (X paracompacto) e coincidem nesse caso e quando F' é o feixe
constante, com os grupos de cohomologia singular usuais.

Estes grupos de cohomologia serao um ferramenta poderosa para o estudo das superficies
de Riemann. Comegamos associando a cada cobertura aberta % = {U,}aca de X e a
cada feixe F' em X, grupos HY(% , F') tais que para ¢ = 0 recuperamos as segoes globais
de F, isto é, H(% ,F) ~ T'(X, F), depois veremos que, a ordem natural das coberturas
abertas de X, os grupos H?(—, F') formam uma familia direta e assim, ao considerar
seu limite direto tendermos os grupos de cohomologia associados a X e a F', os grupos
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de cohomologia de Cech HY(X, F).

Cohomologia de uma cobertura: Seja X um espaco topolégico. Lembremos que
uma cobertura aberta de X é uma familia de abertos = {U,}, U, C X tal que
sua uniao ¢ X. Seja F' um feixe (de grupos abelianos) em X.Para definir os grupos de
cohomologia HY(% , F') associados a % e a F', ¢ > 0 um inteiro, definimos primeiro os
grupos de cocadeias e operadores de cobordo:

Cocadeias: Associado a uma cobertura % = {U,}acr de X e a um feixe F' em X,
temos um complexo simplicial, o nervo N (%) da cobertura %, definido como segue:

e Os vertices de N(% ) sao os abertos U, € % .

e Os ¢g-simplexos de N (%) sao as (¢ + 1)-uplas de abertos: (Us,,,...,U,,) com
(g, ... ) € ATTL

O conjunto dos g-simplexos de N(%') o que denotamos por N4(% ).

Definigao 1.6.1. Seja ¢ > 0 um inteiro. Uma g-cocadeia de % com coeficientes no
feize F' € uma funcao f : NU(U) — {segdoes de F'} que associa a cada q-simplexo o =
(Uags - - -+ Ua,) € N (U ) uma segio f(o) € I(|o|, F), onde |0 = Uy N -+ N U,

O conjunto de g-cocadeias o denotamos por C4(%/, F'). Assim,

CUw F)={f:N%)~ |J Flo) f(o) € Fo)}.

ceENY(U)

E claro entao, que para q > 0,

e como F' é um feixe de grupos abelianos, entao o produto direto C%(% , F') também é um
grupo abeliano para cada ¢ > 0 (a soma das g-cocadeias se faz componente a componente).

Definicao 1.6.2. Os operadores cobordos
§:CUU,F) — C1"Y U, F)

defina-se como seque: Dada uma q-cocadeia f € CUU,F), 6f € C"Y U, F) ¢ a (q+
1)—cocadeia dada por: se 0 = Uy, ..., Us,.,) € NTTHU) € qualquer (q + 1)—simplexo,
ponhamos c; = (U, - . ., Uaj, oy Ua,.,) onde ljaj quer dizer que se omite este aberto, e

Qg+1
entdo define-se
q+1

(6£)(0) =D (=17 f ()]0

J=0

onde f(0;)|s significa que a restrigdo (no feize F') da secio f(o;) de F(|oj|) ao aberto
“mais pequeno” |o|, e assim f(0;)|s] € F(|o|) como desejamos, isto é, 6f € C1tH (U, F).

E claro que:
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1. §:CY%,F)— C™ (7 ,F) é um homomorfismo de grupos, isto é,

0(f+g)=0f+dg.

2. Um calculo direto mostra que § o 6 = 0.

3. Em consequéncia, tem-se um co-complexo de grupos abelianos:
C’O(?/,F) i 01(62/7]7) gCQ(%J;’) S CYUF) = -

4. Como € usual, define-se os grupos de cociclos e cobordos:
(i) g-cociclos: Z9(% ,F) = Ker(CU (%, F) > Co*Y (%, F)).
(ii) g-cobordos: BY(%, F) = Im(C*~Y(%,F) > C4(%, F)).
Da observagao (2) segue-se que BY(% ,F) C Z9% , F') para todo ¢ > 1.

Definicao 1.6.3. Seja ¢ > 0 um inteiro, os q-esimo grupos de cohomologia do feixe
F' com respeito a cobertura % de X sdo:

H(%,F)= 2% ,F)/B %,F)

seq >, e
HY % ,F)=2%%,F).

Lema 1.6.1. Para X, % e F como antes, tem-se H*(% ,F) ~ T'(X, F).
Demonstracao: Pela definicao,
H% ,F) = ker(CO(% , F) > C (%, F)).
Agora, dada f € C%(%,F), f € CY (%, F) é a 1-cocadeia dada por:
(0f)WUag, Uar) = f (Uso)lvagnva, = F(Uar)|vagrva,
e assim, f € ker(d) se e s se para todo par (U,,,U,,) tem-se que
JUa)VagnVay = [ (Uai)|UagnUa; »

isto é, se e s se as segoes f(U,,) pode-se colar para definir uma tnica segao global (ja que F’
¢ um feixe) g € T'(X, F) tal que gly, = f(Us,). Entao define-se ¢ : H*(X, F) — I'(X, F)

7

como ¢(f) = g. Claramente ¢ é um homomorfismo bijetivo. [J

Para calculos em dimensoes baixas convém escrever os operadores co-bordo

§:CY%,F)— CH%,F)

§:CHU,F)— C*%,F)

em forma explicita:
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(i) Dar uma O-cocadeia f € C%(%,F) é dar uma segao f(U,) € T'(Uy,, F) por cada
aberto U, € % . Assim podemos usar a notacao f = (f,) para indicar que f(U,) =
foa € T(Uy, F). Similarmente, dar uma l-cocadeia g € C*(%, F) é dar uma segao
9(Uq,Ug) € T'(Uy N Ug, F) por cada par (U,,Us) de abertos de %. Usaremos a
notagao g = (gag) para indicar que g(Us, 5) = gag € I'(Uy N Up, F'). Analogamente
para as 3-cocadeias, etc.

(ii) Como vimos na demonstragdo do lema anterior, uma O-cocadeia f = (f,) €
C(% , F) é um 0-cociclo se e s6 se as segoes f,, € I'(Uy, F') e f5 € I'(Ug, F) coincidem
nas intersecoes U, N Up, para cada par de abertos U, e Uz de % .

(iii) Agora, dado uma 1-cocadeia g = (gag) € C' (%, F) seu cobordo é a 1-cocadeia dg €
C*(% ,F) dada por: 6g = (hagy) onde hagy = ggy — Gor + gap € LU, NUz N U, F)

(iv) Assim, a l-cocadeia g = (gap) € CH (%, F) é um 1-cociclo se € 86 $e goy = Gas + 9py
em U, NUgNU,.

(v) Uma l-cocadeia g = (gap) ¢ um 1-cobordo se e s6 se existe uma 0-cocadeia f =
(fa) € CY (%, F) tal que para todo z € U, NUp tem-se que gog(2z) = f5(2) — fal2).

Os grupos de cohomologia HY(% , F') dependem, na sua defini¢ao, da cobertura % de X.
Se queremos grupos de cohomologia associados a X, debemos primeiro fazer variar estas
coberturas e ver o que acontece. A variacao que nos interesa é a natural: “refinar” as
coberturas.

Definicao 1.6.4. Uma cobertura ¥ = {Vs}pep de um espaco topoldgico X se diz que
¢ mais fina que outra cobertura % = {Us}aca denotado por ¥V < %, se todo Vs estd
contido em algum U, isto €, existe uma fun¢ao p: B — A (entre os conjuntos de indices)
tal que para todo 3 € B tem-se que Vg C U, ). Um tal fungao chama-se de refinamento.

E claro que a cobertura ¥ pode refinar a outra cobertura % de varias maneiras, isto €,
por diferentes funcgoes p: B — A.

Lema 1.6.2. Se pu: 7V — % é um refinamento de coberturas de X, entdao

1. p induz um homomorfismo de complexos de cadeia

ut i CUU,F)— CUYV,F).

2. E assim, p* induz homomorfismo de grupos de cohomologia

p*: HY (% ,F)— HY(V,F).

Demonstracgao:

1.yt CY U, F) = CUYV,F) define-se como segue: Dado f € CUU,F), u™(f) €
Ci(V, F) esta dado por

:U+<f)(%? SRR Vq) = f(:qu e aﬂ%)’V00-~~ﬁVq7
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note-se que como V; C pV; entao Vo N---NV, C uVyn---nN puV, Claramente
mut(f +g) = pt(f) +pt(g), e temos que os diagramas comutam

CUU , F)—2> Y (Y | F)

|k

CUY | F) —2= (¥ | F)

jé que para f € CU%,F) e para todo (Vp,..., V1) € N(¥) tem-se:

(uT 0 0)(f) Vo, Vo) = (6) (Vo 1Vasa)

q+1

= > (V) f(Vor - 1V 1Varn)

_ Z(_l)jﬂf(Vo,...,‘7j,...,Vq+1)

= (0opu")(N Vo, -, Vas1)
2. Segue-se de (1). O

O seguinte lema nos diz que ainda quando ¥ pode refinar a % de varias maneiras, em
cohomologia os morfismos induzidos sao iguais.

Lema 1.6.3. Se u,v : V' — U sao dois refinamentos quaisquer entre coberturas de X,

entao
w=v'":H %,F)— HI{(V,F).

Demonstragao: Mostraremos que os morfismos de complexos u™, vt : CUU,F) —
CU(¥, F)sao homotépicos, isto é, mostraremos que existem morfismos s : CU(%
Ci=1(¥, F)tais que o diagrama comuta

CTY U, F) 2~ CUU,F)—2~CY (U, F)

I

CTH (Y F) = OV, F) —"=C"! (7, F)
temos que ut — vt =dos+s0d: CUU,F) — CUV,F). As homotopias s define-se
como segue:

(i) Seq =0, como CT ¥, F) =0 (jd que ¢—1 < 0) tem-se que definir s : C%(%, F) —
CtY%,F)=0 como s =0.

(ii) Se ¢ > 0, dada f € CU%,F) e o = (Vo,...,V,m1) € N(¥), define-se sf €
CT (¥, F) como:

—_

q—

(sf)o) =Y (=DFf(uVo, ..., 1Vi, vVi, ..., vV, 1)
0

B
Il
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(note-se que ao repetir k acrescentou-se um vértice mais ao simplexo).
E claro que s é um homomorfismo. Para poder provar que é de fato uma homotopia,
convém considerar a seguinte fungao

o N (V) — N U)

dada por
Qbk(‘/(),---,‘/q):(M%,-..,MVk,VVk,---,V‘/q)

onde 0 < k < ¢ — 1. Note-se que como V; C uV; e V; C vV}, entdo |o| C |ppo]. E
observamos que se 0; = (Vp,...,V;,...,V,) entdo diretamente mostra-se que

¢(U.): (¢k0)j+1 SeO§k<j§q_1
o (Pr410); se0<j<k<qg—2

por exemplo, no primeiro caso 0 < k < 7 < g — 1, tem-se que
on(;) = Vo, Voo Vi) = (Voo oy Vi, WV, o 0V o 0V

= (¢k0)j+1

ja que tinhamos acrescentado um lugar ao repetir o indice k em uVj e vVj. Usando
estd funcao ¢, , a homotopia s esta definida por:

[y

q—

(s/)(0) = D (=1 f($r0)]o-

0

i

Se agora calculamos, para toda f € CU%, F) e para todo o € N(¥):

—_

(s00)(No) = D (=1)"6f)(¢n0)

(=}

B
Il
o

-1

= Z D" f((¢ro);)

j=0

=)

il
[e=)

e por outro lado:

(Fos)(f)o) = D (=1)(s)(oy) ZZ 17 f(oro)

j=0 7=0 k=0
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(pela defini¢ao de ¢;). E somando estas duas equagoes obtém-se:

[y
—_

q—1 g— g—1 g¢-1

(0N + BN@) = 3D (1 Fldna)+ 3 3 (17 S (o),

k=0 j=k+1

iy
o
<
i
ol

(j& que os outros termos das equagoes cancelam-se)

qg—1

= Zf(p“‘/oa'"7“%6—17”‘/;67"'71/‘/11)
k=0
q—1

— Vo, ooy Vi, Vi, ..., V)
k=0

= Vo, Vy) = F(Vo, 0V,

= w flo) —v*f(o).
E assim, sd + ds = u™ — v como querfamos mostrar.

(iii) Finalmente, note-se que se f é um cociclo (isto é, 6 f = 0) entao u*f — v f = dsf
e assim os cociclos put f e v f diferem por um cobordo §(sf), isto é, representam a
mesma classe de cohomologia em HY(¥, F), isto é, u*(f) = v (f). O

Os morfismos p* sao transitivos:

Lema 1.6.4. Se W < V¥V < % sdo coberturas de X com refinamentos o : W — V e
BV = U, entao oo : W — U é um refinamento, e tem-se que

(Boa)"=a"of*: H(%U,F)— HI(W,F).

Demonstracao: Claramente Soa : # — %/ é um refinamento, ja que qualquer W; € #
tem-se que W; C aW; € ¥ e assim aW; C S(aW;) € %, isto é, W; C (5 o a)W;.
Para mostrar a tltima afirmagao, basta mostrar que (foa)™ = at o gt : CY%,F) —
Cl(w ,F). Embora isto é claro, ja que dado f € CU%,F) e qualquer (Wy,...,w,) €
N(#'), tem-se que:

(Boa) (/) Wo,...,W,) = f(BaWi,...,BaW,)
= [H(f)(aWp,...,alV,)

= ot (BHH(W,...,W,).O

Observacao 1.6.1. A colecao de todas as coberturas de X estd parcialmente ordenada
por V < U se e so seV refina a U, isto é, existe um refinamento 2V — U . Mais
ainda, estd colegcao € um conjunto dirigido jd que se % eV sdao coberturas de X, entao
ambas % eV refinam a unido % UV (que € claramente uma cobertura de X ), isto é,
U Y < YU e VYV <V mediante os refinamentos U — U VYV eV — U UV

Corolario 1.6.1. A colecao de grupos de cohomologia {HY(% ,F),u*} obtida variando
as coberturas % de X e com morfismos p* induzida pelos refinamentos p : V. — U, €
um conjunto direto.
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Demonstragao:

(i) Pelo Lema anterior, se o : # — ¥ e 5 : ¥ — % sao refinamentos, entao (foa)* =
a* o B*.

(ii) Claramente, se Id : % — % é o refinamento identidade, entdao Id* : H (% ,F) —
HY% ,F) é o morfismo identidade. [J

Definigao 1.6.5. Seja X um espaco topoldgico e F' um feixe de grupos abelianos em X.
Os grupos de cohomologia de Cech de X com coeficientes no feize F' sao

HY(X,F)= li/qu(%, F).
%
Uma consequéncia imediata da definicao anterior e do Lema 1.6.1. é
HY(X,F)~T(X,F).

Teorema 1.6.1. (Sequencia exata de cohomologia) Seja X um espa¢o Hausdorff
paracompacto e seja

05 FAGCH K S0

uma sequencia exata corta de feizes em X. Entdo existe uma sequencia exata larga de
grupos de cohomologia:

0— HYX,F) 5 0°(X,G) 4% H'(X,K) > AY(X,F) % HY(X,G) = - - .

Demonstragao: Ver [15] pagina 56.

1.7 Folheacoes

Todos os resultados ndo demonstrados desta segdo podem ser encontrados em [31].

Definicao 1.7.1. Seja M uma variedade de dimensao m e classe C*°. Uma folheag¢ao
de classe C", r > 1, e dimensao n é uma decomposicao de M em subvariedades
imersas caracterizadas pelo atlas mdzximo % de classe C" em M com as sequintes
propriedades:

a) Se (U;p) € F, entio p(U) = Uy x Uy, onde Uy e Uy sao discos abertos de R™ e
R™™" respectivamente.

b) Se (U;) e (Vi) pertencem a F e UNV # (), entao a mudanga de coordenadas
Yvopt: pUNV) — (UNV)
(z,y) = (ha(z,y), ha(y))

As cartas (U; ) € F serdo chamadas também cartas trivializadoras de 7.
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Seja .# uma folheacdo de M de dimensdao n e classe C", onde r > 1 e 0 < n < m.
Consideremos uma carta local (U; ) de Z tal que (U) = Uy x Uy C R® x R™". Os
conjuntos da forma o' (U; x {c}), ¢ € U, sao chamados placas de U, ou ainda placas
de .Z. Fixado ¢ € Us, a aplicacdo ¢ 'y, xfe} : Ur X {¢} = U é um mergulho de classe C",
portanto as placas sdao subvariedades conexas de dimensao n de classe C" de M. Além
disso, se a e 3 sao placas de U entao aN B =0 ou a = 5.

Um caminho de placas de .# é uma sequéncia «q,...,q, de placas de ¥ tal que
aj Naji # 0 para todo j € {1,...,k —1}. Como M & recoberta pelas placas de .Z#,
podemos definir em M a seguinte relacao de equivaléncia:

pRq se existe um caminho de placas aq,...,q, com p € a; e ¢ € .

As classes de equivaléncia da relacao R sdo chamadas folhas de 7.
Observagao: Toda folha de .# é um subconjunto de M conexo por caminhos.

Exemplo 1.7.1. Seja f : M™ — N" uma submersao de classe C". Pela forma local das
submersoes dados p € M e q = f(p) € N, existem cartas locais (U, p) em M, (V1) em
N tais quep e U, g € V, ¢(U) = Uy x Uy CR™ ™ xR" e (V) = Vo D Us e tal que
Yo fop U x Uy — Uy coincide com a sequnda projecdo (x,y) — y. Dai é claro que
as cartas locais (U, @) definem uma estrutura de variedade folheada de classe C" onde as
folhas sao as componentes conexas das superficies de nivel f~'(c), c € N.

Exemplo 1.7.2. Um campo X : U C R™ — R™ de classe C* sem singularidades define
uma folheacao de classe Ct em R™, cujas folhas sdo as trajetérias de X. As cartas desta
folheagao sao obtidas a partir do Teorema do Fluzo tubular.

Exemplo 1.7.3. Seja ¢ : G x M — M uma ac¢ao suave de um grupo de Lie G numa
variedade. A aplicacdo v, : G — M dada por ¥,(g) = ¢(g,7) induz a aplicagio 1, :
G/Go(p) = M, ¥,(5) = ¥.(g9) onde g = g- Go(p). Como g;'gs € G.(p) se, e somente
se, (g, z) = ¥u(g1) = Yulge) = ©(g2, ) concluimos que ), estd bem definida e é
injetiva. Pode-se demonstrar ainda que G /G, () possui estrutura diferencidvel e que 1,
¢ uma imersao injetiva cuja imagem € O.(p).

Dizemos que ¢ : G X M — M ¢ uma ag¢ao folheada se para todo x € M o espaco
tangente a orbita de @ passando por x tem dimensdo k fiza. Quando k € a dimensao de
G dizemos que ¢ € localmente livre.

Proposicao 1.7.1. As orbitas de uma agao folheada definem as folhas de uma folheagao.

Toda folha F' de uma folheacao .# de classe C" possui uma estrutura de variedade

diferencidvel C” induzida pelas cartas de .#. Esta estrutura chamada estrutura
intrinseca de F', é construida da maneira seguinte:
Dado p € F seja (U, ¢) uma carta de .Z tal que p € U e p(U) = Uy x Uy C R""* onde U;
e Uy sao discos abertos de R™ e R? respectivamente. Seja a uma placa de U que contém
p. Tomando-se ¢ = (¢1,p2), onde 1 : U — R, @9 : U — R®, definimos ¢ : a — R" por
@ = ¢1]a. B claro que ¢ : @ — U; € R™ é um homeomorfismo pois ¢(a) = Uy x {a} para
algum a € Uy. A seguir mostraremos que

B ={(a,p); a« C F éplacade U com (U,p) € F}

é um atlas de classe C" e dimensé_o n de F. )
Basta verificar que se (o, @), (8,1) estao em B e aN P £ 0, entdao (an ) e Y(anpP)
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sao abertos de R™ e po ¢! : (a N B) — @(an B) é um difeomorfismo de classe C”.
Mostremos primeiro que o N 3 é aberto em « e em 3. Sejam (U, p), (V,¢) em F tais
que ¢ = 1]a € 1 = 11]. Pela defini¢io de folheagio w o™t : (U NV) — p(UNV) se
escreve como

poH(z,y) = (hi(z,y), ha(y)) € R" x R,

Em particular, como o N 3 # () temos

pov (w,b) = (ha(x,b), ha(b)) = (ha(2,b), a). (%)

Como p(fNU)=p(UNVNL)=ypUNV)N(R" x{b}) ep(BNU)=UNVNS) =
o(UNV)N(R™x {b}), de (*) obtemos

p(BNU) =poy  (Y(BNT)) = oy  (YUNV)N(R" x {b}))
CpUNV)NR" x{a}) =¢p(anV)

ouseja FNU C anV. Analogamente aNV C SNU,logoanNpf=anV =gNU. Isto
prova a afirmacao.

Como @ e v sdo homeomorfismos obtemos @(a N B) e (o N B) sdo abertos de R™. A
aplicagio po~t:(anp) — @(anB) é C pois pop~t(x) = hy(z,b) se x € P(an B).
Analogamente 1) o @' é C7, por tanto @ o ¢~! é um difeomorfismo C”. Isto define a
estrutura intrinseca de F.

Teorema 1.7.1. Seja M uma variedade folheada por uma folheagio F de dimensdo n e
classe C". Toda folha F de % possui uma estrutura de variedade C" de dimensao n, tal
que 0s dominios das cartas locais sao placas de F. A aplicagao i : F' — M definida por
i(p) = p € uma imersdao biunivoca de classe C”, quando em F consideremos a estrutura
de variedade intrinseca. Além disto F' € subvariedade C" de M se e somente se i € um
mergulho.

Definicao 1.7.2. Uma folheacdo % de codimensao s e classe C", r > 1 de M estd
definida por uma cole¢ao mdxima de pares (Uy, fi), 1 € I, onde os U; sdo abertos em M e
as f; : Uy — R® sao submersoes satisfazendo

1) | Jui=m.
iel

2) Se U;NU; # 0, existe um difeomorfismo local g;; de classe C” de R® tal que f; = g;jof;
em U,L N Uj.

As f; sao chamadas aplicagoes distinguidas de .7 .
Nesta definicao as placas de .F em U; sdo as componentes conexas dos conjuntos fi_l(c),
c € R%.

Esté definicao de folheagao é equivalente a dada anteriormente, para isto precisamos
do seguinte lema.

Lema 1.7.1. Seja .# uma folheagio de uma variedade M. FExiste uma cobertura C =
{Ui;i € I} de M por dominios de cartas locais de F tal que se U; N U; # O entao U; UU;
estd contido no dominio de uma carta local de F .
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Definigao 1.7.3. Seja N uma variedade. Dizemos que g : N — M € transversal a &
quando g € transversal a todas as folhas de .7, ou seja, se para todo p € N temos

Dg(p)(T,N) + Ty (F) =T,M, q=g(p).

Teorema 1.7.2. Seja .F uma folhea¢ao em M de classe C", (r > 1) eg: N — M uma
aplicacao C". Entdo g € transversal a ¥ se, e somente, se para toda aplica¢do distinguida
(U, f) de F a composicio fog:g Y (U)— R* é uma submersao.

Teorema 1.7.3. Sejam % uma folheacao em M de classe C" e g : N — M, de classe
C", transversal a % . Entao existe uma unica folheagio g*(.F) em N de classe C" e

codimensdo cod(F), cujas folhas sao as componentes conexas dos conjuntos g~ *(F), F
folha de & .

Um campo de k—planos numa variedade M ¢é uma aplicagao P que associa a cada
ponto ¢ € M um subespago vetorial de dimensao & de T, M.
Um campo de 1—planos é também chamado de campo de linhas. Por exemplo, se X
é um campo de vetores sem singularidade em M, podemos definir um campo de linhas p
em M colocando P(q) = R - X(g), subespaco de dimensao 1 de T,M gerado por X(q).
Reciprocamente, se P é um campo de linhas em M, podemos definir um campo de vetores
sem singularidades em M escolhendo em cada ponto ¢ € M um vetor nao nulo em P(q).
Diz-se que tal campo de vetores ¢ tangente a P. Dizemos que um campo de linhas em
M ¢ de classe C" quando para todo ¢ € M existe um campo de vetores X, de classe C",
definido numa vizinhanga V' de ¢, tal que P(z) = R- X (x) para todo = € V. Analogamente
ao caso de campos de linhas, dizemos que um campo de k—planos P em M é de classe
C" se para todo ¢ € M existem k campos de vetores C", X', ..., X* definidos numa
vizinhanga V' de ¢ tais que para todo = € V, {X'(z),..., X*(z)}, é ua base de P(z).

Proposigao 1.7.2. Toda folheacio % de dimensao k e classe C", r > 1, em M, define
um campo de k—planos de classe C™™' em M, o qual serd denotado por T.F .

Em particular, se M nao admite campos continuos de k—planos, entao M nao possui
folheacao de dimensao k. Por exemplo, a esfera S° niao possui campos de 2—planos
continuos logo, no existem folheacoes de dimensdo 2 de S°. Uma pergunta natural entao
¢ a seguinte. Dado um campo de k—planos P em M, sob que condicoes existe uma
folheagdo .# de dimensao k tal que, para todo ¢ € M, T,.% = P(q)?

Esta pergunta ¢ respondida pelo teorema de Frobenius.

Definicao 1.7.4. Diz-se que um campo de planos P € involutivo se, dados dois campos
de vetores X eY tais que, para todo g € M, X(q) e Y (q) € P(q), entao [X,Y](q) € P(q).

Teorema 1.7.4. [Frobenius] Seja P um campo de k—planos de classe C", r > 1, em
M. Se P ¢ involutivo, entdo existe uma folheacdo # de dimensdo k e classe C" em M
tal que T,(F) = P(q) para todo q € M. Reciprocamente, se .# é uma folheagdo de classe
C" (r>2)eP éo campo de planos tangente a F, entao P ¢é involutivo.

Dizemos também que um campo de planos involutivos é completamente integravel.
Em particular, se k = 1, P é sempre integravel. Neste caso o teorema se reduz ao teorema
de existéncia e unicidade das solugoes de uma equacao diferencial ordinaria.

Dado um espaco vetorial £ de dimensao n > 1, dizemos que duas bases ordenadas de
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E, #={uy,...,u,} e B ={vy,...,v,}, definem a mesma orientagao em F se a
n

matriz mudanga de base A = (a;;)1<ij<n, definida por v; = Zaijuj tem determinante
j=1

positivo. Se B o conjunto de todas as bases ordenadas de F, a relacao “% ¢ %' definem
a mesma, orientacao em FE” é uma equivaléncia em B, a qual possui duas classes de
equivaléncia chamadas as orientacoes de E. Seja P um campo de k-planos continuo em
M. Diremos que P é orientavel se para cada x € M for possivel escolher uma orientagao
O(z) em P(z) de tal forma que a aplicacao = — €(x) seja continua no seguinte sentido.
Consideremos uma cobertura de M por abertos (U;);cs tal que, para cada i € I, a restri¢ao
P|U; é definida por k campos de vetores continuos X!,... X*. Para cada x € U;, as
bases B(x) = {X(z),..., X )} e ' = {-X'(2),X*(x),...,X*(x)} definem duas
orientagoes distintas de P(z), O; (x) e O; (x) digamos. Dizemos que a escolha de &
é continua se O|U; = O} para todo i e sempre que U; N U; # @ entdo O; = O na
interseccao. Se k = dimM e P(x) = T, M, entdao M é orientavel. Por exemplo, um campo
de linhas P em M ¢ orientavel se e somente se existe um campo de vetores continuo X
em M tal que, para todo x € M, P(z) é o subespago gerado por X(x).

Seja P um campo de k-planos em M. Dizemos que P é um campo complementar
a P ou transversal a P, se para todo © € M tivermos P(z) + P(z) = T,M e
P(z) N P(z) = {0}. E claro da definicio que P é um campo de planos de codimenséo
k. Se P é de classe C" é possivel definir um campo complementar de classe C”
da maneira seguinte. Fixemos em M uma métrica riemanniana (-,-). Coloquemos
Pt = {v € T,M; (u,v), = 0 para todou € P(z)}. E claro que P+ é um campo de
planos complementar a P.

Definicao 1.7.5. Seja P um campo continuo de k-planos.  Dizemos que P €
transversalmente orientdvel se existe um campo complementar a P continuo e
orientdvel.

Proposicao 1.7.3. Se P ¢ transversalmente orientdvel, qualquer campo de planos
continuo e complementar de P € orientdvel.

Teorema 1.7.5. Seja P um campo de k—planos de classe C" em M. Valem as segquintes
propriedades:

a) Se P ¢ orientdvel e transversalmente orientdvel, entdo M € orientdvel.

b) Se M ¢é orientdvel entdo P € orientdvel se e somente se € transversalmente
orientdvel.

Definicao 1.7.6. Uma folheagio F de classe C" (r > 1) é orientdvel se o campo de
planos tangentes a .F € orientdvel. Similarmente, .F ¢ transversalmente orientdvel
se o campo de planos tangentes a F € transversalmente orientdvel. Denotaremos o campo
de planos tangente a F por T.F .

Um exemplo especifico de folheacao de dimensao um, induzida por um campo de
vetores sem singularidades, é obtido pela suspensao de um difeomorfismo C” (r > 1),
f N — N, definida como se segue.

No produto N xR consideremos a relacao de equivaléncia ~ definida por (x,t) ~ (z', ')
seeséset—t =neZex = fr(x). Assim se g(z,t) = (f1(x),t + 1), entao g é um
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difeomorfismo C” em N xR e (z,t) ~ (2/,t') se e sé se (x,t) = ¢"(2', ') para algum n € Z.
Sejam M = N x R/ ~ o0 espaco quociente, com a topologia quociente, e 7 : N x R — M
a projecao da relacao de equivaléncia. Se segue que 7 : N x R — M é uma aplicacao de
recobrimento, logo ¢é possivel induzir-se em M um estrutura de variedade C" tal que 7 é
um difeomorfismo local C" e dim(M) = dim(N) + 1.

Em N X R consideramos a folheacdo %, cujas folhas sdo as linhas {z} x R, x € N,
a qual é tangente ao campo de vetores X°(x,¢) = (0,1) em N x R. Esta folheagao e
o campo X sdo invariantes pelo difeomorfismo ¢ (isto é, g*(Fy) = Fy e g*(X?) =
(dg)™* - (X%0g) = X°). Nestas condigoes, é facil ver que existem uma folheagao .7 e um
campo X em M, tais que Fy = 7*(F) e X° = 7*(X). As curvas integrais de X sdo as
folhas de .. A folheacao .# é chamada suspensao do difeomorfismo f e o campo X,
campo se suspensao.

Vejamos a relagdo que existe entre f e .#. Seja Ny = w(N x {0}). Entao Ny é uma
subvariedade mergulhada de M, difeomorfa a N por h = m|nxoy : N x {0} — Ny. Dado
y = 7(z,0) € Ny, seja F,, a folha de .# que passa por y. Entao F, pode ser parametrizada
por y(t) = m(x,t), que é a érbita de X com condi¢ao inicial v(0) = y. Esta orbita volta a
cortar Ny para t = 1 no ponto w(x,1) = m(f(z),0) = ho f o h™!(y), logo podemos definir
uma aplicacao de “primeiro retorno”, g : Ny — Ny, por § = ho foh™t. A aplicacao g
é um difeomorfismo C” de Ny conjugado a f. Esta aplicacdo é também conhecida por
transformacao de Poincaré da secao Ny e do campo X. As propriedades topoldgicas
ou algébricas de f se traduzem em propriedades andlogas de .%#. Por exemplo, se x € N
¢ um ponto periédico de f de periodo k entao a folha % contendo h(x) é uma curva
fechada que corta Ny k vezes. Se x nao é ponto periddico de f, entao a folha de .# por
h(x) nao é compacta e corta Ny no conjunto {h(f"(z)); n € Z}. Se a orbita de z por f,
{f™"(x); n € Z}, for densa em N a folha de .# por h(x) serd densa em M.

Como exemplo especifico de esta situacao consideremos o difeomorfismo f, : St — S1
definido por f,(z) = €2z, Este difeomorfismo é uma rotagao de angulo 2ma. A
suspensao de f, ¢ uma folheacdo definida em M = T2, a qual denotaremos por .%,
se « = p/q € Q, onde p e ¢ sao primos entre si, entdo todos os pontos de S! sdo
periédicos para f., o que significa que as folhas de .%, sao todas homeomorfas a S e
cortam Ny = 7(S! x {0}) q vezes. Se a ¢ Q todas as folhas de #, sao densas em T2

Sejam M uma variedade complexa de dimensao m e % uma folheacdo holomorfa de
codimensdo k em M. Fixemos uma folha F' de .#, sejam ~ : [0,1] — F um caminho
continuo e ¥y, X1 pequenas se¢oes transversais a % de dimensao k passando por py = (0)
e p1 = (1) respectivamente. As se¢oes Yy e X1 podem ser obtidas através de cartas
distinguidas Uy e U; em py e p; de tal forma que X; corta cada placa de U; exatamente
uma vez, como mostra a figura abaixo.
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2o plaques )

Segue do Lema 1.13.1 consideremos uma cobertura finita de ([0, 1]) por cartas distingui-
das de .#, digamos (V;)I,, tais que:

1. ‘/E):ervn:Ul
2. VioyNV; # 0 paratodoi =1,...,n.
3. V;_1 UV, esta contido numa carta trivializadora de %, para todoi=1,...,n.

4. Existe uma particao 0 = to < t; < ... < t,y1 = 1 tais que y([t;, t;41]) C V; para
todo 0 <7 < n.

Dizemos entao que existe uma cadeia subordinada a v ou, por simplicidade, que (V;),
¢ uma cadeia subordinada a 7.

Para cada 0 < j < n + 1 fixemos X' uma segao transversal a .# tal que y(t;) € X} C
Vi1 NVj e Xl corta a cada placa de Vj_; e a cada placa de V; no méximo em um ponto.
Coloquemos também ¥ = ¥ e 3, = ;. Utilizando (2) e (3), nao é dificil ver que
se ¢ € X! , entdo a placa de V; que contém ¢, corta Z}H no maximo em um ponto,
sendo que se ¢ estd numa pequena vizinhanga, digamos A;, de v(t;) em ¥, entao esta
placa corta E; .1 num ponto, digamos f;(¢g). Com isso podemos definir uma aplicacao
fi Ay — ¥ tal que fi(y(t;)) = v(tj41). Se as segoes consideradas sdo subvariedades
holomorfas, o que suporemos de agora em diante, entao f; ¢ holomorfa. De fato, f; serd um
biholomorfismo sobre sua imagem, ja que podemos definir sua inversa de maneira analoga.
Em geral nao é possivel compor f;y; com f; , mas podemos compor os seus germes, ja
que f;j(v(t;)) = v(tj+1). Denotamos o germe de f; em ~(¢;) por [f;], e consideramos o
germe composto:

[l = [fal -~ fo]

que serd um germe de biholomorfismo em py, onde, em principio, [f], depende da cobertura
(Vi) e das secoes intermedidrias consideradas.

Teorema 1.7.6. O germe [f], depende apenas de ¥y e de 3.

O germe [f], é chamado de holonomia de 7 com respeito as segoes ¥; e X,.
No caso em que v é uma curva fechada em F, isto é py = p1, ¢ o = X4, [f], é um
elemento do grupo Bih(X, po) e é chamado de holonomia de com respeito a ¥y, ou
simplesmente holonomia com respeito a 7.

Teorema 1.7.7. Sejam M uma variedade complexa de dimensao m e % uma folheagdo
holomorfa de codimensio k em M. Fizemos uma folha F de #. Se v,n : [0,1] — F
sao duas curvas fechadas tais que, v(0) = (1) = n(0) = n(l) = po € F ey en sdio
homotépicas em F, entdo [f], = [f],-
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Convém lembrar aqui que duas curvas fechadas v e n sao homotépicas em F' com
extremo fixo py € F, se existe uma aplicagdo continua H : [0, 1] x [0, 1] — F tal que:
i) H(t,0) =~(t) e H(t,1) = n(t) para todo t € [0, 1].
ii) H(0,s) = H(1,s) = py para todo s € [0, 1].

Denotaremos por v ~ n se v e 1 sao homotdpicas. A classe de homotopia de uma curva
v com extremos em pg é denotada por [y]. O conjunto das classes de equivaléncia de ~,
neste caso, chamado de grupo fundamental ou de holonomia de F' com base em
Po- A notagao geralmente utilizada para esse grupo é m(F, po).

Definigao 1.7.7. Sejam M uma variedade complexa de dimensao m e F uma folheagdo
holomorfa de codimensao k em M, F uma folha de %, p € F e Y uma secdo holomorfa
transversal a F' tal que p € 3. A representacao de holonomia de F' com respeito a p e a
Y €, por defini¢cao, a aplicagio H = H(F,p,X) : m(F,p) — Bih(X,p), definida por:

onde y € um representante de [y] e [f], € um germe de holonomia de ~y com respeito a X.

O teorema anterior garante que H estda bem definida, isto é, nao depende do
representante de [v].
O grupo de holonomia de F' com respeito a p e a X, é a imagem de H(m(F,p)), onde H
é um homomorfismo de grupos, e serd denotado por Hol(F, p, ¥).

Exemplo 1.7.4. Seja Z(z1,22) = (A121, Aa2z2) onde A\, Ay € C* € (21,2) € C2. Dado
20 = (29, 29) € C?, temos que a tinica solugio ¢, : C— C* do P.V.L

2 = Z(z)
2(0) = 2z

¢ dada por
0.0 (T) = (eM72),e2729) para todo T € C.

De esta maneira seu fluro ¢ : C x C* — C? associado ao campo Z es definido por
o(T, 2) = (M2, e 2y),  onde z = (21, 22).
A érbita de um ponto z € C?, 0(z), é dado por
0(2) = {¢(T,2); T € C}
e a folheacao por curvas de C?, .F, é dado por
F =1{0(2); z € C*}.
Dado o € C*, consideremos o* : R x C* — C? definido por
0% (t,2) = p(ta, z) = ("M 2y, €M 2y)

’

chamado fluxo real induzido por ¢ mna direcdo o. Assim 0(1,0) = C* x {0} ¢é
uma folha de F, logo v1(t) = (¢,0) para todo t € [0,27], é uma curva fechada da folha
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1
0(1,0). Segue-se que o cilindro T'y = S' x C € invariante por ©** onde oy = —, isto

A1
¢, se z € I'y entao ™' (t,z) € I'y para todo t € R. Seja ¥y = {1} x C =~ C a secdo
transversal a O(1,0) no ponto (1,0), vamos achar a holonomia de v; com respeito a ¥.
Seja (1,w) € ¥4, entao

it Y
® ()Z\—, (1,w)) = (e, e" M w), para todo t € [0, 27].
1

Para uma volta completa temos que

Ay

2mi i Tio2 T
© (ﬂ, (l,w)) = (¥ N w) = (1, w).

Como consequéncia, podemos definir a aplicagdao holonomia da sequinte forma:

fli(c—) C

A
27 L2
w = e Mw

Y

,"’.:KJ( 1, %) /
// ( (6 0) /(1 0) /
Analogamente, se consideramos a folha €0(0,1) = {0} xC* de F, o cilindro Ty = CxS*

e a curva fechada v(t) = (0,€™), t € R, podemos construir a holonomia de v, com respeito
a se¢do transversal Yo = C x {1} =~ C dado por

— T L, f(yo
/ ><;:;if =
N

fgi(c—) C

A
2l
w = e rw

1.8 Folheacao linear em 1™

Primeiro consideremos G um grupo de Lie e H um subgrupo de Lie e I" subgrupo de
discreto. Definimos a acao

v: T'xG/H — G/H
(v,9H) +— (vgH)

a Orbita de gH ¢é dada por
Oy = {¥(v,gH); v €T},

logo a folheacao de G/H é dada por

Fam ={0u; g € G} ={l'gH; g € G}.
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Temos definida outra acao

¢: GITxH — GJT
(I'g,h) +— (I'gh)

a orbita de I'g é dada por 3
Org ={6('g,h); h € H},

logo a folheacao de G/T" é dada por
Far = {é)f‘g; ge G} ={l'gyH; g e G}.
Assim temos que o seguinte diagrama comuta

G

RN
G/T Z, G/H

Dado g € G temos 3
Y: H — ﬁpg
h +— Tgh

estd aplicacao serd injetiva? em regal nao pois se I'ghy = I'ghy entao ghy = ~vghy para
algum v € T, logo hy = g 'yghs. Assim supondo que g 'ygh € H com ~ € I" temos que

(g 'vg) =Tgg 'vg=Tg=Tg

isto nos diz que (¢ 'T'g)N H é um subgrupo de H dali X((¢g 'T'g)NH) C Or,. Nao é dificil
mostrar que existe um difeomorfismo entre o chamado espago homogéneo H/((g 'T'g)NH)
e Ory. No caso particular, tomamos G = R", I' = Z", H = V um subespaco de R" de
dimensao p entdo temos a folheagao linear em 7™ = R"/7Z" de dimensao p dada por

Fm ={z+V +7Z"; v € R"}

e pelo visto anteriormente .#p« é difeomorfo a V/(VNZ"™). Note que VNZ"™ é um subgrupo
de Z™ entao V NZ™ é um grupo abeliano livre de posto r para algum r < n (pelo Teorema
fundamental de grupos abelianos finitamente gerados).

Afirmo que V/(V N Z") é difeomorfo a RP~™" x T". De fato como a dimensao de V é
p se presentam dois casos: se V N Z" = {0} entao acabou pois V/(V NZ") =V = RP.
Agora se VNZ" # {0} pelo Teorema fundamental de grupos abelianos finitamente gerados

i=1

onde v; € V NZ" para todo i = 1,...,n. Vejamos que {vy,...,v,} é Z-linearmente
independente o que implicaria que é R-linearmente independente. Suponhamos que

{v1,...,v.} é Z-linearmente dependente, logo existe x € Z" \ {0}, © = (z1,...,z,) tal
T

que invi = 0. Seja {ui,...,u,} uma R—base de V entdao para cada i = 1,...,r
i=1
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p r p

existe {az'j}§:1 € R tal que v; = Zaijuj € 7" entao Zazl (Z aijuj> = 0 logo
j=1 i=1 j=1

p T T

Z (Z aijxi> u; = 0 isto no diz que Zaijmi = (0 para todo 7 = 1,...,p. Se

j=1 \i=1 i=1

denotamos A = (a;;)pxr € representamos = (z;),x1 temos que Az = 0 entdo x ¢ Z"

o qual é uma contradi¢ao por tanto {vi,...,v.} é R-linearmente independente e como
'

VnNnzr = @ Zv; C V entao r < dim(V') = p. Assim podemos completar a base de modo
i=1
p—r

que {vy,..., v, us,...,u,_,} de V dali temos que V' = @Rvj & @Ruz entao

7j=1 i=1
r p—r

V =1 i=1 | ~ Rov
V7" = - r :(@Zvj>@@RUz

r R p—r
= @(Z)Uj@@RUigTTXRpT

1.9 Fibrados de Seifert de Dimensao trés

Definicao 1.9.1. Um espacgo fibrado consiste de variedades E, B, F' e de uma aplica¢do
diferencidvel m : E — B. Além disso E possui uma estrutura de produto local definida
por uma cobertura {U;}ic; por abertos de B e por difeomorfismos p; : 7 (U;) — U; X F,
que tornam os diagramas do tipo abaixo comutativos

U, x F

\/

isto €, m = po ;, onde p € a primeira projecao. FEm particular, ™ € uma submersao
sobre B e E € localmente difeomorfo ao produto de um aberto em B por F'. O espaco E
¢ chamado espago total, B a base ¢ F a fibra do fibrado. A aplicacao © € chamada
de projecao. Se x € B, a subvariedade F, = 7' (x) = F ¢ chamada de fibra de E
sobre x. Usualmente os fibrado sio denotados por (E,m, B, F'). Caso ndo exista perigo
de confusdo, denotaremos o fibrado simplesmente por E. Além disso, admitiremos que E
¢ de classe C'™, isto €, todas as variedades e aplicacoes envolvidas na definicao de fibrado
serdao consideradas C.

Dados i, j € J tais que U; N U; # 0, podemos definir g;; - U; N U; — Dif(F) de tal
forma que a aplicacao ®;j, a qual faz o diagrama abaizo comutar

(UinU;)

s
P

(UZHUJ) x F 2 (UZﬂU]) x F
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se escreve ®i;(x,y) = (v, hij(z,y)). Para cada x € U; NUj, a aplicagio b, : F — F ¢
dada por hi;(y) = hy(x,y) € claramente um difeomorfismo. Colocamos entdo g;j(x) = h;.

Quando F e as fibras sao espagos vetoriais e todos 0s hi; sao automorfismos lineares de
F, dizemos que E é um espago fibrado vetorial. Dizemos que o espacgo fibrado E tem
grupo estrutural discreto se, para quaisquer i € j, a aplicagio x — hj; € localmente
constante. Quando E tem grupo estrutural discreto as folheagoes de mw=(U;) dadas pelas
submersoes

N U) 2 U, x F 5 F,

onde q(x,y) = y, definem as aplicagoes distinguidas de uma folheag¢ao cujas folhas sao
transversais as fibras de E. As placas da folheagao em w=(U;) sdo os conjuntos (g o

©i) ' (y), y € F.

Exemplo 1.9.1. (O Espago Fibrado tangente) Seja M uma variedade diferencidvel
de dimensao n e classe C*°. Para cada p € M seja T,M o espago de vetores tangentes a
M em p, e

TM ={(p,v,); pe M, v, € T,M}.

Senw :TM — M ¢ dada por w(p,v,) = p entio (T'M, 7, M,R") é um espago fibrado
vetorial de classe C.

Exemplo 1.9.2. (O Espac¢o Fibrado Normal) Sejam (-,-) um métrica Riemanniana
em M™ e N* C M™ uma subvariedade de M. Dado p € M, seja T,N* C T,M o
subespago de vetores normais a T,N; definimos v(N) = {(p,v,); p € N, v, € T,N*}
enm:v(N) —= N dada por w(p,v,) = p. Entio (v(N), 7, N,R™™) é um espago fibrado
vetorial.

Exemplo 1.9.3. (O Espaco Fibrado dos Vetores Unitdrios Tangentes) Sejam
(-,-) um métrica Riemanniana em M"™ e T*M = {(p,v,); p € M, v, € T,M, |v,| =
1}.Indiquemos por © : T*M — M a aplicagio w(p,v,) = p. Entao (T*M, 7, M,S"1) é
um espago fibrado cuja fibra é a esfera unitdria S C R™ ~ T,M.

Exemplo 1.9.4. Sejam M wuma wvariedade compacta, conexa e % wuma folheagdo
transversalmente orientdvel de codimensao um de M que possui uma folha F compacta
com grupo fundamental finito. Entdo as folhas de % sao as fibras de um espaco fibrado
com base S*, fibra F e grupo estrutural discreto.

Definicao 1.9.2. Seja 7w : E — B a projecao de um espaco fibrado de fibra F'. Dizemos
que uma folheacao ¥ de E € transversal as fibras quando satisfaz as propriedades
sequintes:

1) Para todo p € E a folha L, de F que passa por p € transversal a fibra Frgp e
dim(.F) + dim(F) = dim(E).

2) Para toda folha L de F, w|p : L — B € uma aplicagdo de recobrimento.
Decorre da definicao que para todo p € E tem-se
T,E = Tp(Lp) S Tp(Fﬂ(p))'

Uma observagao importante devida a Ehresman é a seguinte: Suponhamos que a fibra F'
¢ compacta, neste caso (1) implica (2).
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Quando .# é uma folheacao de classe C" (r > 1), transversal as fibras de E, existe
uma representacao

@ :m(B,b) = Dif"(F) = Dif"(z~1(b))

do grupo fundamental (B, b) no grupo de difeomorfismos de classe C" de F', Dif"(F),
denominada holonomia de .%, a qual definimos a seguir.

Sejam « : [0,1] = B, «(0) = (1) = bey € 7 '(b). Como 7|, : L, - B é um
recobrimento, existe um tinico caminho @, : [0,1] — L, tal que a,(0) =y e moa, = a™'.
Se identificamos 771(b) como F, podemos definir uma aplicagio o, : F — F por ¢, (y) =
a,(1).

Como o ponto final da curva &, s6 depende da classe de homotopia de a™!, segue-se
que ¢4 (y) s6 depende da classe de homotopia de o' e podemos escrever g, = . Além
disso, -1 = (¢p)) " e se [B] € T (B), Qlass = Plaj 0 ¢y Verifica-se facilmente que ¢y
¢ de classe C". Como (|, possui uma inversa, <p[’oj que ¢ também de classe C”, @[ ¢ um
difeomorfismo C”. Logo, ¢ : m(B) — Dif"(F) dada por ¢([a]) = ¢jq é 0 homomorfismo
de grupo desejado.

Anteriormente vimos um exemplo simples de folheagao holomorfa transversal as fibras
de um fibrado. Este é o da suspensao de um difeomorfismo f : F — F a uma folheacao de
dimensao um do espago quociente E = F x [0,1]/ ~, onde ~ é a relagao de equivaléncia
que identifica (0,y) com (1, f~'(y)). Esta folheagao ¢ a induzida em FE pela folheagao
trivial de F' x [0,1] com folhas {z} x [0,1], z € F. O espago E é fibrado sobre S com
grupo estrutural discreto ja que podemos tomar como cartas locais de £/ os quocientes
U, VdeU-= (1 —¢)x F, V={(0,2)U (1l —2¢,1]) x F. Entao UNV tem duas
componentes conexas Wia, Way € g1o : Wia — Dif(F), ga1 : Woy — Dif(F) estao dadas
por gia(z) = Id e g (z) = f.

Uma pergunta natural é a seguinte: como se generaliza a construgao de acima ao caso
em que temos uma representacao ¢ : G — Dif"(F) (isto é, um homomorfismo de grupos),
onde G é um grupo? como ja vimos anteriormente, G deve ser o grupo fundamental da
base B. Mais especificamente o problema é o seguinte: dadas duas variedades F', B e
uma representacao ¢ : m(B) — Dif"(F) determinar uma variedade E(y), fibrada sobre
B com fibra F', e uma folheagao .7 (¢) transversal as fibras de E tais que a holonomia de

F () seja p.

Teorema 1.9.1. (Suspensdo de uma representagcdo) Sejam B e F wvariedades
conexas e ¢ : m(B) — Dif"(F) uma representa¢io. Entdo existem um espago fibrado
(E(p),m, B, F) e um folheacio F (p) transversal as fibras de E(p) cuja holonomia € .
O fibrado E(p) tem grupo estrutural discreto.

Definicao 1.9.3. Dizemos que duas representagoes ¢ : m(B,by) — Dif"(F) e ¢ :
m(B,by) — Dif"(F') sao C* conjugadas se existe um difeomorfismo C*° (caso s > 1)
ou homeomorfismo (s = 0), h : F — F’ tal que, para todo [o] € m(B,by), temos
o(la]) = h~" o ¢'([a]) o h.

Teorema 1.9.2. (Unicidade da suspensao) Sejam ¢ e ¢’ C*° conjugadas como acima.
Eziste um difeomorfismo C*, H : E(¢) — E(¢') (homeomorfismo se s =0), tal que

(1) 7o H =7 e consequentemente H leva fibras de E(p) em fibras de E(¢').
(2) H leva folhas de F () sobre folhas de F(¢').
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Definicao 1.9.4. Seja M uma 3-variedade compacta orientada. Um campo planar E
em M ¢ um subfibrado do fibrado tangente T M que associa suavemente a cada ponto
p € M um subespago 2-dimensional de E(p) C T,M.

Agora definiremos Fibrado de Seifert de dimensao trés a qual chamaremos simples-
mente de Fibrado de Seifert. Para definir essa estrutura, consideramos inicialmente o toro
solido e a garrafa de Klein sélida com folheagoes por circulos que descrevemos a partir de
agora. Sejam D = {(z,y) € R* 2*+y?> <1} eI =0,1]. Considere D X I com orientac¢ao
fixa e com folheagao produto {z} x I, x € D, cujas folhas chamaremos de fibras. No que
se segue, faremos identificacoes nos extremos de D x I de forma de obter toros solidos e
garrafas de Klein sélidas com folheagoes por circulos induzidas, que chamaremos toros
fibrados e garrafas de Klein fibradas, cujas folhas também serao chamadas de fibras.
Toro Fibrado:

Seja p : D — D uma rotacao em torno da origem de R? por um angulo 27vy/a, onde
a >0, ey > 0 sao inteiros primos entre si. Se fizermos a identificacao (z,1) ~ (p(z),0)
em D X I, teremos um toro 7, com folheacao induzida por {z} x I, o chamado toro fibrado.
Se v = 0, T, = Ti4, chamado toro fibrado trivial, herda a folheagao produto {z} x S*.
Se v > 0, T, e denotado por Ty, ,. Nesse caso, se x = 0, essa identificagao apenas liga os
extremos da fibra central {0} x I, resultando em um tnico circulo central {0} x ST. Se
x € D — {0}, cada folha {p’(z)} x I, j = 0,...,a — 2, é ligada a folha {p/™!(x)} x I e
a folha {p*~!(x)} x I é ligada a folha {p°(z)} x I = {z} x I, sempre resultando em um
tnico circulo em T, .. Este circulo intercepta D x {0} ~ D x {1} em « pontos diferentes
e d& ~ voltas em torno da fibra central. Na Figura da abaixo, que ilustra isso, o bordo
de Ty, que é um toro bi-dimensional, é representado por uma retangulo, onde os lados
horizontais sao identificados, resultando no meridiano M, assim como os verticais, que
resultam no paralelo P. Neste retangulo, as fibras, se supostas lineares, tém inclinacao

a/y.

Observe que se o divide «, Ty, é um recobrimento por o/’ folhas de T,.,. Além
disso, o espago das fibras de T, ., ou seja, o espaco obtido quando identificamos cada
fibra a um ponto, é uma orbifold, um cone de angulo 27 /a. O que acontece é que T, , é o
quociente do toro fibrado trivial T}, pela acao de Z, na qual seu gerador age por rotacao
por v/« de volta na primeira coordenada e por 1/« de volta na segunda coordenada. Essa
agao desce ao disco D resultando no cone de angulo 27 /«. No caso do toro fibrado trivial,
o espaco de fibras é o proprio disco D.
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Garrafa de Klein Fibrada

Se p: D — D for uma reflexao em um diametro | C D, a identificacao (z,1) ~ (p(z),0)
resulta em uma garrafa de Klein K ,, dita garrafa de Klein fibrada, e a folheacao induzida
por {z} € I é descrita como se segue. Cada fibra {z} x I, com z € D\ [,é ligada a fibra
{p(z)} x I, oposta em relacdo a [, formando um tnico circulo. Estas fibras interceptam
D x {0} =~ D x {1} em dois pontos opostos em relacao a [ x {0}. As fibras que interceptam
o subconjunto [ x {0} interceptam D x {0} num tnico ponto cada uma.

Observe que T;, recobre K, por duas folhas. Na realidade, K, é o quociente de Tj4
pela acao de Zs na qual seu gerador age por reflexao em [ na primeira coordenada e por
rotagdo por 1/2 de volta na segunda coordenada.

Essa acao desce ao disco D resultando um disco com uma linha refletora, que é o
espaco de fibras de K, (Como mostra a figura de abaixo).

| R

™~

REFLEXAD

k:*’_//';";

Daqui para frente, um homeomorfismo que preserva fibras sera dito um isomorfismo.
Observe que todas as garrafas de Klein fibradas sao isomorfas entre si. Além disso, é facil

ver que T, ¢ isomorfo a Ti ./, por um isomorfismo que preserva orientacoes da variedade
e das fibras, se e s6 se

o =«
~v" = ymoda.
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O par (a,7), com 0 < v < « primos entre si, define a classe de toros fibrados isomorfos
a T, e é dito os invariantes de dérbita dessa classe. Definimos os invariantes de drbita
do toro fibrado trivial como (1,0). Frequentemente nos referiremos aos invariantes de
orbita nao normalizados, o que significa que nao estaremos impondo, a a e 7, a condi¢ao
0<y<a.

Definicao 1.9.5. Um fibrado de Seifert (de dimensdio trés) é uma variedade de
dimensao trés com uma decomposi¢ao por circulos, ditos fibras, tal que cada fibra possui
uma vizinhanga tubular isomorfa ou a um toro fibrado ou a uma garrafa de Klein fibrada.

Passamos agora a dar um exemplo de fibrado de Seifert. Considere Cy, A € CU {oo}
intersegao da reta complexa {(z,Az) € C?* 2z € C}, se A € C, ou {(0,2) € C* 2 € C}, se
A = 0o, com S% = {(z,w) € C? [z|>+ |w|* = 1}. Mostremos que C é um circulo. As
equagoes de Cy, A € C, sao:

{ |21 + [w]? =1

w= Az
Resolvendo para z e para w temos:

P =
L+ |AP2

wp = PP
L+ [AP

Logo, €"(z9, \zo) = (e'zq,€2), t € [0,27], onde ¢ uma parametrizacao de

V1FAZ
C\. Se A = oo, essa parametrizagao é €"(1,0) = (e”,0), t € [0,27]. Os circulos Cj,
A € CU {oo}, determinam uma folheagao de S* cujo espago de folhas, ou seja, o espago
obtido quando identificamos cada folha a um ponto, C U {occ} ~ S?. Essa folheagao é um
fibrado de Seifert, dito o fibrado de Hopf, com duas fibras, C; = {(¢%z,0); t € S} C
Cx {0} e Cy = {(0,€z2); t € S'} C {0} x C, com invariantes de 6rbita nao normalizados
(1,1) (e (1,0) quando normalizados). Isso porque cada fibra préxima de Cy; i = 1,2, da
uma volta em torno desta no sentido positivo determinado pelas orientacoes canonicas de
C x {0} e {0} x C. As demais fibras tém invariantes de érbita ndo normalizados (1,0) (e
normalizados também).

1.10 Conceitos geométricos

No que segue, M denotara uma variedade suave conexa. Um dominio em M é um
subconjunto aberto e conexo de M. Um dominio limitado é um dominio D tal que D ¢é
compacto, e um dominio regular é um dominio cujo bordo em M, se é nao vazio, ¢ uma
subvariedade suave de codimensao um. Entao um dominio limitado regular é o interior
de uma variedade compacta com bordo.

A seguinte notacao para espacos de fungoes associados a um dominio D em M é muito
usado. Como é usual, C°(D) = C(D) denota o espago de fungoes continuas em D, e Cy(D)
é o espaco de funcoes continuas que desaparecem no infinito. O espacgo de funcgoes em D
tal que sdo k-vezes diferencidveis com k derivadas continuas em D é denotado por C*(D),
e C*(D) denota o espaco de funcoes em D que estendem funcoes C* numa vizinhanca de
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D em M. Finalmente, C*(D) é o espaco de funcoes que estdo em C*(D) e cujas derivadas
de ordem menor ou igual que k estendem continuamente a D.

Seja g um tensor métrico definido em M e denotemos por vol ao volumem forma. A
expressao de g em coordenadas locais x1,...,x, em M, onde n = dim M, é da forma

Z gij('rh cee 7xn)dxi X dl'j,

ij=1

onde cada g¢;; = gj; ¢ uma fungao suave de coordenadas xy,...,x,, € a matriz g = (g;;)
¢ definida positiva. As entradas da matriz inversa sao denotadas por ¢. O volumem de
forma vol tem a expressao local

vol = +/|gldxy A ... A\ dx,,

onde |g| = det(g). O volumem forma wvol define uma medida em M, tipicamente
denotamos por mero gusto dx as integrais.

O tensor métrico g define um produto interno assinando a dois vetores v e w (tangentes
a M no mesmo ponto) o numero g(v,w), a quantidade obtida é abreviada por (v, w). Se
v e w sao campos de vetores em M, entao (v, w) é uma fungao suave em M.

O gradiente de uma funcao suave f em M é um campo vetorial dual a 1-forma df
com respeito ao tensor métrico g. Isto é,

(grad f,v) = v(f) = df (v),

para qualquer campo vetorial v em M. Em coordenadas locais,

L O0f 0
grad f = Z I axz 3%

A divergéncia de um campo vetorial v em X é a funcao div f em M definida por
div v(z) = tr(w — V,v),

0

onde w € T, M, e V é a conexao Levi-Civita de g. Se a expressao local de v = Z h;— D
:L‘z

\/% Z aii (hm> ‘

Definicao 1.10.1. O Laplaciano de uma funcao de classe C? em M € uma funcao Af
definida por

entao

divv =

Af = div grad f

A expressao local para o Laplaciano de uma funcao f é

I o (50

O Laplaciano é um operador linear diferencial de segundo ordem no espago C'*(M).

Definicao 1.10.2. Uma funcio f € dita harménica se f de classe C* e Af =0
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O raio de injetividade i(z) em um ponto x numa variedade Riemanniana M é o
supremo dos numeros r > 0 para os quais

exp, : B(0,,7) C T,M — B(x,r) C M

é um difeomorfismo. Aqui, claramente, B(£,7) denota a bola métrica de raio r em a
direcao do espaco, centrado em &.

Uma variedade Riemanniana M ¢é dito que tem geometria limitada se é completa
e existem nuameros r > 0 e a, b tais que o raio de injetividade em todo ponto é maior ou
igual a r e toda curvatura seccional pertencem ao intervalo [a, b].

Proposicao 1.10.1. Seja (M, F) um espago compacto folheado com tensor métrico
suave. Toda folha de M € uma variedade Riemanniana de geometria limitada. De fato, o
raio de injetividade e curvatura seccional de todas as folhas sao uniformemente limitados.

Demonstracao: Ver [10] pagina 429.

1.11 Medida harmonica

Todos os resultados desta se¢ao estao demonstrados em [10].

Seja (M,.7) um espago folheado. Sempre é possivel dotar M com um tensor métrico
nas folhas suaves. Uma carta folheada U = D x Z para (M,.%), com coordenadas
(r,2) = (x',...,2" 2) (n = dim Z sendo a dimensao da folha), tal que o tensor métrico
tem expressao local

n
g = Z gij (', 2" 2)da’ @ da?
ij=1
onde a matriz de fungoes suaves (g;;) ¢ simétrica e definida positiva. Se (¢g*) denota a
inversa da matriz e |g| é o determinante, entdao o Laplaciano Af = div o grad f tem

expressao local
I &0 [ of
I e DY VAT )
=3 (vl

i=1

Isto é,

n

0?2

A= Y ———— + termos de primeira ordem,
Z I ooz + P

ij=1
e A é um operador eliptico de segunda ordem que se anula em constantes.

O tensor métrico g em (M,.#) induz um tensor métrico em cada folha L de M, ¢|.,
e isto tem o correspondente Laplaciano Ay, = Alr. Se f é uma fungdo em M tal que é de
classe C? em cada folha, entdao A é agregado ao Laplaciano das folhas Ay f. Isto é, A é
definido nas funcoes continuas f em M que sao de classe C? em cada folha e sdo tais que
A seja uma funcao continua em M.

Definigao 1.11.1. Seja (M,.%) um espago folheado com tensor métrico g e Laplaciano
correspondente A. A medida m em M € dita harménica se

/M Af(@) - miz) =0,

para toda f € C(M) que € de classe C? ao longo de cada folha e tal que Af é continuo.
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Um tensor métrico em M induz uma medida em cada folha, chamada medida
Riemanniana de volume por folhas. Isto é, a colecao de todas as medidas de Borel
Voly, nas folhas L de . as quais sa@o unicamente determinadas por os seguintes, em cada
dominio limitado D C L, volg(D) é o volumem Riemanniano em D, calculado como a
integral sobre D da densidade de volumem de ¢|;.

Lema 1.11.1. Seja M um wvariedade com tensor métrico g, e seja A o Laplaciano
associado. Se f é uma funcao em M que € de classe C? eyy € M é um ponto mdximo local
de f, entao Af(yo) < 0. Analogamente, se yo € um minimo local de f, entao Af(yo) > 0.

Quando M é compacto, C(M), o espago das fungdes continuas em M com valores
reais, é um espago de Banach (real) com a norma uniforme. Denotemos por 1 a fungao
constante 1(z) =1 em M.

Corolario 1.11.1. Seja M espago compacto folheado com tensor métrico e correspondente
Laplaciano. Entdo o fecho do rango de A em C(M) ndao contem a fungao constante 1.

A versao do teorema de Hahn-Banach que se necessita aqui é o seguente.

Teorema 1.11.1. Seja E um subespago linear do espag¢o de Banach C(M), e seja ¢ :
E — R um funcional linear de norma A. FEntao ¢ é estendido a um funcional linear
continuo C(M) — R com a mesma norma como ¢.

Lema 1.11.2. Um funcional linear continuo ¢ : C(M) — R ¢é dado por a integral com
respeito & medida de probabilidade m em M se e sé se ||¢p]| =1 e ¢(1) = 1.

Teorema 1.11.2. Um espago métrico compacto folheado, dotado com um tensor métrico,
sempre admite uma medida de probabilidade harmonica.

Se M é um espaco compacto folheado com tensor métrico g, entao cada folha L com
a métrica g|; é uma variedade Riemanniana compacta com geometria limitada. Isto é,
tem um limite inferior, tanto para o raio de injetividade e a curvatura seccional.

Uma variedade L com geometria limitada e com Laplaciano A, a equacao difusa do
calor é introduzido como segue. Se f é uma funcao continua limitada em L, a equacao do
calor em L com condi¢do inicial f pede uma solugao limitada u € C%**(L x (0,00)) para
a equacao diferencial parabdlica

0
au(:z:,t) = Au(z,t)

tal que, subconjuntos compactos convergem uniformemente em L, PH(]) u(z,t) = f(x) (o
H

qual por abreviagao se escrive u(z,0) = f(z)). Existe um teorema fundamental tal que a
solugdo existe e ¢é unica (ver [10]).

A equagao do calor em (L, g|;) admite uma solu¢ao fundamental, chamada o nicleo
do calor. Esta funcao p(x,y;t) é tal que, para cada y € L, satisfaz

0
a (Ivy7t> - Amp(x7y7t)

e tem a propriedade que, se f é uma funcao limitada em L, entao

Dpif(z) = /Lf(y)p(w, y;t) - dy
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é a solucao limitada da equacao do calor em L com condicao inicial f. Estos operadores
Dy, ; formam o que é chamado semigrupo de operadores de difusao da variedade (L, g).

O total de estes varios semigrupos Dy, ;, com L a folha de M, define um semigrupo D,
de operadores de funcoes em M.

Defini¢ao 1.11.2. O semigrupo D; é chamado semigrupo de difusao de (M,g).

Se f é uma funcao adequada no espaco folheado M, entao D;f é definido como a
funcao que, em o ponto x € M, tem o valor prescrito por a difusao de f na folha L,
através de x, isto é,

Dif(x) = [ f(y)p(z,y;1) - dy,
L
onde p(z,y;t) é o nicleo do calor da variedade Riemanniana (L., g|z,).

Definigao 1.11.3. Seja (M, .F) um espaco folheado compacto, e seja C(M) denotando
ao espaco de Banach de fungoes continuas com a norma do supremo. Um semigrupo
de operadores em C(M) é uma familia T, : C(M) — C(M), r > 0, de operadores
lineares positivos em C(M) (isto é, T,f > 0 se f > 0) com as sequentes propriedades.

(1) Para todo r > 0, ||T,|| <1 e Ty =identidade.
(2) Para todo r,s >0, Tr1s =T, 0T;.

(3) Para qualquer funcao f € C(M), o limite lir% \T.f — fl| =0.
r—

Associado a um semigrupo de operadores {7} },>¢ como na defini¢ao, hd um gerador
infinitesimal, o qual é um operador A definido por

Af =lim S(Tif ~ ),

quando a funcao f é tal que o limite de acima existe uniformemente em M. A colecao de
todas a tais fungoes f formam um subespago linear de C'(M), chamado dominio de A.
A definicao de semigrupo implica que a funcao

rel0,00) = T.f € C(M)

¢ uma norma continua.
Um mapa ¢ : [a,b] — C(M) é diferenciavel em s € (a,b) se o limite

L Gl + ) = 6(s)

t—0 t

existe em C(M). Isto é, existe uma fungao f € C'(M) tal que a familia de fungoes

¢t + 5) — &(s)
t

converge uniformemente para f em M quando t — 0. A fungdo ¢ : (a,b) — C(M) é
diferencidvel em (a, b) se é diferencidvel em cada ponto de (a,b). Esta derivada é denotada

d
prg
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Derivada em a direita de a (respectivamente esquerda de b) sdo também definidos no
modo obvio, dando uma nog¢ao de diferenciabilidade em |[a, b), (a, ] ou [a, b].
Se ¢ : [a,b] — C(M) é fungao continua entao existe um elemento de C(M), denotado

por .
(A¢@-ﬁ

chamada a integral de ¢. Em geral, a integral é definida por aproximacao uniforme de ¢
por funcoes simples.

Teoremas estandares de cédlculo de fungoes real valoradas continuam sendo verdade
para fungoes com valores vetoriais. Dois fatos béasicos sao os seguintes.

Proposigao 1.11.1. Seja ¢ : [a,b] — C(M) uma fungao.

/ a¢<t>-dt” < [Cloto) -

d d
(2) Se ¢ é diferencidvel com derivada continua Egb em la, b, entao ng) ¢ integravel e,

(1) Se ¢ é continua, entdo

para s € |a,bl,

6(s) — pla) = / o) -ar

Proposicao 1.11.2. Seja T, um semigrupo de operadores em C(M) com gerador
infinitesimal A e dominio D 4. Entao D, € invariante sob T, e

AT, =T, A
em Dy.
Proposicao 1.11.3. Se f € D4 entao a funcdo
rel0,00) >T—rfeC(M)
tem derivada continua em [0,00) e

A g —any
dr

Mais ainda,
Trf_f:/ i T fds.
o ds

Teorema 1.11.3. O dominio de um gerador infinitesimal de um semigrupo de operadores
¢ denso em C(M).

Um operador linear A definido no subespago D de E é dito fechado se sempre que a
sequencia f, € D étal que f,, — fe Af, — Ag,entao f € De Af = g. Equivalentemente,
A é fechado se o gréafico de A é fechado.

Proposicao 1.11.4. O gerador infinitesimal de um semigrupo de operadores em C(M)
¢ um operador fechado.
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O seguinte teorema é conhecido como o Teorema de Hille-Yosida.

Teorema 1.11.4. A é um gerador infinitesimal do semigrupo de operadores em C (M) se
e SO se

(1) o dominio D é denso em C(M);
(2) A é um operador fechado; e

(3) para todo X\ > 0, o operador \I — A é um bije¢ao de D4 sobre C(M), e tem norma
A=Al = A

Teorema 1.11.5. (Continuidade de difusio). Seja M wm espago compacto folheado
com tensor métrico g e associado ao Laplaciano /. Entdo os operadores de difusdo nas
folhas {D; 1} se unem a definicao de semigrupo de operadores Dy em C(M) cujo gerador
infinitesimal coincide com A em um subconjunto denso de C(M).

Os operadores de difusao obtidos folha por folha se unem para definir os operadores
D, tomando func¢oes continuas em M para funcoes continuas em M. Por dualidade entre
fungoes continuas e medidas, os operadores D; atuam numa medida m por construcao
adjunta. Isto é, a medida D;m ¢é definida por

| #-Dm= [ Disom

para todo f € C(M). O fato de que D;m é nao negativo decorre da defini¢ao de difusao.

Proposicao 1.11.5. A medida m no espaco compacto folheado M é harmonico se e so
se Dym = m para todo t > 0.

1.12 Condicao Hormander e Hipo-elipticidade

Seja V' uma variedade conexa de classe C'*° de dimensao n. Consideremos o seguinte
sistema X = {Xj,..., X)} de campos de vetores em V de classe C*. Denotaremos por
Ly a algebra de Lie gerada por X na algebra de Lie de campos de vetores de classe C*
em V.

Dado um = € V' denotaremos por Lx (z) ao subespaco vetorial de T,V obtido por avalia¢ao
x de elementos de Ly.

Definicao 1.12.1. Seja um sistema X = {Xy,..., Xy} de campos de vetores de classe
C*>® em V € dito que satisfaz a condicao de Hormander, ou que é um sistema de
campos de vetores Hérmander, se para todo x €V, Lx(x) =T,V .

Definigao 1.12.2. Um operador diferencial D em V' é dito hipo-eliptico se Du € C* (1)
implica que u € C*(Q) para todo distribui¢ao u em V' e todo subconjunto aberto Q de V.

Teorema 1.12.1. Se X = {Xy,..., X1} € sistema de campos de vetores Hormander

k
emV, e seac C®V), o operador diferencial D = Z X2 + Xpy1 + a € hipo-eliptico.

=1

Demonstragao: Ver [22].
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1.13 Teorema do ponto fixo de Markov-Kakutani

Definicao 1.13.1. Seja C' um subconjunto convexo do espago vetorial real X. Uma
aplicacao T : C'— C € chamado afim se

TOz+ (1—=Ny)=\T(z)+ (1 —=NT(y)

para todo X € [0,1] ex, y € C. Claramente qualquer transformagao linear é uma aplica¢ao

afim.

Lema 1.13.1. Seja K um subconjunto compacto do espago vetorial topologico X e seja
V' uma vizinhanga de 0 em X. Entao existe um nimero real o > 0 tal que AK C V' para
todo nimero real A com |\ < a.

Demonstragao. Desde que a aplicacao multiplicacao por um escalar R x X — X é
continua, podemos encontrar, para cada x € X, um ntmero real o, > 0 e uma vizinhanca
aberta ), de x tal que para cada |\| < a, tem-se que A -, C V. Temos assim que

KclJo

rzeK

e como K é compacto existe uma subcobertura finita /' C K tal que

Kc .

zeF

Se nos fazemos a = mig{am} entdo o > 0 e se |\| < a entdo AK C V.
TE

Lema 1.13.2. Seja K um subconjunto compacto do espago vetorial topologico X. Sejam
(Tn)nen uma sequéncia de pontos de K e (\y)nen Sequéncia de nimeros reais convergindo
para 0 em R. Entdo (\,x,)nen converge para 0 em X.

Demonstracao. Seja V' uma vizinhanca de 0 em X. Pelo Lema 1.13.1, podemos
encontrar a > 0 tal que AK' C V para todo A com |A\| < a. Como (\,),en converge
para 0, existe um ny € N tal que n > ng implica que |\,| < a. Logo \,z,, € V para todo
n > ng. Isto prova que (A, z,)nen converge para 0 em X.

O seguinte lema é o teorema de Markov-Kakutani em o caso particular que o conjunto .#
seja unitario.

Lema 1.13.3. Seja K um subconjunto nao vazio compacto convero do espacgo vetorial
topolégico de Hausdorff X e seja f: K — K uma aplicagcao afim continua. Entao f tem
ponto fixo em K.

Demonstragao. Definamos o seguinte conjunto C' = {y — f(y); y € K}. O fato de que
f admita ponto fixo é equivalente ao fato de que 0 € C'. Escolhemos um ponto arbitrario
x € K e consideremos a sequéncia (z,)nen de pontos de K definido por

,_.

. lZ(f’“( )= (),

3
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Nos temos que f*(z) — f*(z) = f*(z) — f(f*(z)) € C para 0 < k < n — 1. Por outro
lado, o conjunto C' é convexo, desde que K é convexo e f é afim. Logo x,, € C para todo

n € N. Como . .
T, =—x— —f"(2)
n n

e f"(z) € K para todo n € N, pelo Lema 1.13.2 segue-se que (x,),en converge para 0
em X. O conjunto C' é compacto desde que é a imagem do compacto K por a aplicacao
continua y — y — f(y) . Como todo subconjunto compacto de um espago topoldgico de
Hausdorff é fechado, nos temos que C' é fechado em X. Logo 0 € C.

Teorema 1.13.1. (Markov-Kakutani) Sejam X um espag¢o vetorial topoldgico de
Hausdorff e K um subconjunto ndo vazio compacto convexro. Seja ¥ o conjunto das
aplicacoes afim continuas T : K — K. Suponha que todos os elementos de % comutam,
isto é, T oS = SoT para todo T, S € F. Entdao existe um ponto em K fizo para todos
os elementos de F .

Demonstragao. Seja T' € .# e consideremos o conjunto
Fix(T) ={z € K; T(z) = x}

de pontos fixos. O conjunto Fix(7T) é nao vazio pelo Lema 1.13.3 e é compacto desde que
¢ um subconjunto fechado do conjunto compacto K. Por outro lado, Fix(T") é convexo
desde que K é convexo e T é afim. Se S € .7 e x € Fix(T), entao o fato de que T' e S
comutem implica que S(x) € Fix(T") desde

Portanto, podemos aplicar o Lema 1.13.3 & restrigdo de S a Fix(T'). Segue-se que S fixa
um ponto em Fix(7T), isto é,
Fix(T) N Fix(S) # 0.

Por indugao sobre n, obtemos
Fix(Ty) NFix(Tz) N -+ - NFix(T;,) # 0

para todo 11,7T5,...,T, € #. Desde que K é compacto e possui a propriedade de
interseccao finita temos que

() Fix(T) # 0.

TeF

Isto mostra que existe um ponto em K que é fixo para todos os elementos de .7 .

A prova apresentada aqui é devido a S. Kakutani [26] (ver [25]). Em a prova de A.
Markov [30], é necessario que X seja localmente convexo.

1.14 Folheacoes transversalmente homogéneas

Nesta segao estudaremos folheacoes holomorfas do ponto de vista de sua estrutura
transversal. A grosso modo, tal estrutura é definida pelo modo como se “colam” as
trivializacoes locais da folheacao, do mesmo modo que para uma variedade diferenciavel
sua classe (médulo difeomorfismos) é definida pelos cociclos de mudangas de coordenadas
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associados a um atlas da variedade. No que se segue, introduzimos de modo mais preciso
estas nogoes, comegando com a nogao de folheacao transversalmente homogénea.

Seja .# uma folheacao holomorfa singular de codimensao ¢, ¢ > 1, em uma variedade
complexa M, com conjunto singular sing.# de codimensdao > 2. Definimos M’ =
M\ sing# e ' = F |y, a folheagdo nao singular associada. Entao M’ pode ser coberta
por abertos U;, i € I; onde estao definidas submersoes holomorfas f; : U; ¢ M — C4
tais que .#'|y, = F|y, é dada pelas componentes conexas das curvas de nivel f;*(z),
z € C?de f;, para todo i € I. Se U; NU; # 0 entdo nés temos f; = fi; o f; para algum
biholomorfismo local

fij : f](Uz N U]) cC?— fz(Uz N U]> c C1.

Se U; NU; N Uy, # B entdo no dominio comum nés temos a condigao de cociclo satisfeita
fij o fit = fik- O pseudogrupo { fi; : f;(U; NU;) = f;(U;NU;)} ier define uma estrutura
transversal para .% em M. Intuitivamente, .# tem estrutura transversal “simples” se
o pseudogrupo acima pode ser escolhido como sendo simples. O significado preciso da
expressao “‘simples” acima é dado pela nogao de folheacao transversalmente homogénea
que passamos a descrever: Primeiro substituimos C? por qualquer variedade complexa
g-dimensional N de modo que as submersoes f; toman valores em N, f; : U; — N. Assim
a estrutura transversal é um pseudogrupo de biholomorfismos de N. Considere agora um
grupo de Lie complexo G agindo em N de modo que N é um espago homogéneo N = G/H
para algum subgrupo fechado e conexo (e logo subgrupo de Lie) H C G. Além de isso
suponha que G é um subgrupo de Bih(N) = {grupo de biholomorfismos de N}. Nesta
situacdo dizemos que % é transversalmente homogénea de modelo G/H em M se
localmente temos f;; € G C Bih(N) para todo i, j.

Definicao 1.14.1. Dizemos que a folheacao . ¢é transversalmente homogénea com
estrutura num grupo de Lie, se existe uma acao ® : G x N — N tal que:

(a) Para todo g € G, a aplicagio ®, : N — N, definida por ®,(p) = ®(g,p), € um
biholomorfismo de N.

(b) A aplicagio g € g — ®, € Bih(N) € um homomorfismo (de grupos) injetor.

(¢) Todo biholomorfismo da estrutura transversal de F € restri¢io a um aberto de N,
de uma aplicagao da forma ®,4, para algum g € G.

Por (b), podemos pensar que G é um subgrupo de Bih(N). Desta forma, denotaremos
o elemento ®, por g simplesmente. Um exemplo tipico, é quando N ¢é um espaco
homogéneo, N = G/H, onde H é um subgrupo fechado (logo subgrupo de Lie) de G.
Nesta situacao diremos que F' é transversalmente homogénea de modelo G/H em M se
fij € G C Bih(N), para todo i, j.
Assim, por exemplo, o grupo afim Af(C?) = GL,(C) x C? em C? age neste espaco afim
de modo natural

Y10 (GL(C)xC) xC1 — (1
((A,B),Z) — A-Z+B°

O subgrupo de isotropia da origem 0 € C? ¢ GL,(C) de modo que C? é o espago homogéneo
Af(C?)/GL,(C). As folheagoes transversalmente homogéneo de modelo Af(C?)/GL,(C)
sao chamadas folheagoes transversal afins e desempenham um papel fundamental neste
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estudo. Na maior parte do tempo estaremos considerando folheacoes de codimensao 1.
Neste caso existe uma outra estrutura transversal homogénea importante que descrevemos
abaixo:

Considere SL(2,C) o grupo unimodular das matrizes complexas 2 x 2 de determinante
1 e denote por PSL(2,C) sua projetivizagdo PSL(2,C) = SL(2,C)/£1. O grupo de Lie
PSL(2,C) age em C = CP(1) pelas transformacoes de Mobius

¥ : PSL(2,C)xC — C
a b . az+b .
cd)” cz+d

O subgrupo de isotropia do infinito oo € C é

(2 2) s

e assim C = PSL(2,C)/Af(C) é o espago homogéneo associado. As folheagdes
transversalmente homogéneas de modelo PSL(2,C)/Af(C) sao chamadas folheagoes
transversalmente projetivas.

1.15 Folheacoes transversalmente afins

Nesta secao .# denota uma folheagdo holomorfa de codimensao 1 em uma variedades
complexa n-dimensional M, com conjunto singular sing.# de codimensao > 2. Tal
folheacao pode ser dada fora do seu conjunto singular por um atlas de submersoes
holomorfas y; : U; — C tais que se U; N U; # 0 entdo y; = ¢;;(y;) para algum
biholomorfismo local g;; entre abertos de C. Formularemos a seguinte definigao:

Definicao 1.15.1. Dizemos que .# ¢é transversalmente afim em M se € possivel de
se escolher um atlas de submersoes como acima {y; : Uy — C}icr, definindo F em
M\ sing#, cujas mudanca de cartas sao afins, isto €, y; = a;;y; + b;; em U; N U;, onde
a;j, bij sao constantes.

O problema de se decidir se existem estruturas afins para uma dada folheagao, em
certos casos, € equivalente a um problema em formas diferenciais, como mostra o resultado
seguinte:

Proposigao 1.15.1. Seja % uma folheagao holomorfa de codimensao um numa variedade
complexa M. Suponha que ¥ pode ser definida por uma forma meromorfa, isto €, que
existe uma 1-forma integrdavel meromorfa, que define F fora de seu divi- sor de pdlos,
(D)oo A folheagio F é transversalmente afim no aberto U = M \ sing¥ se, e somente
se, existe uma 1-forma meromorfa n em M satisfazendo as sequintes propriedades:

(a) n é fechada.

(b) dQ =nAQQ.

(¢) (Moo = (2)co-

(d) A ordem do polo de n ao longo de qualquer componente irredutivel de (1) € um.

(e) Para toda componente irredutivel L de (), temos Resn = —(ordem de (2)oo|L)-
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Além disso, dois pares (2,n) e (V1) definem a mesma estrutura afim para F em U se, e

_ d
somente se, existe uma fun¢ao meromorfa g : M — C satisfazendo ' = gQ en/ =n+ %

em U.
Demonstragao: Ver [28].

Exemplo 1.15.1. (Folheagdes transversalmente afins em variedades simples-
mente conexas). Seja M uma variedade complera simplesmente conexa e ¥ uma
folheacao holomorfa de codimensao maior ou igual a dois. Entao ¥ possui uma estrutura
transversal afim se, e somente se, possui uma integral primeira holomorfa f : M — C a
qual € uma submersao fora de sing(F ).

Proposicao 1.15.2. Nao existe folheagao transversalmente afim em CP(n).
Demonstracao: Ver [28].

Exemplo 1.15.2. Seja ® : N — M uma func¢do holomorfa transversal a folheacao 7 .
Se F ¢ transversalmente afim entao o mesmo vale para a folheacdo induzida ®*.% . Isto
se verifica facilmente tomando-se as submersoes locais que definem a estrutura afim para
F e compondo-as com D, para definir uma estrutura afim para ®*.F .

1.16 Folheacoes transversalmente projetivas

Definicao 1.16.1. Seja .% wuma folheacdo holomorfa de codimensdo 1 na wvariedade
complexa M. Dizemos que % ¢ transversalmente projetiva em M se é possivel
escolher um atlas de submersoes holomorfas y; : U; — C definindo # em M \ sing.# =
aijy; + bij
Cilfy + di
UiNU; — C sao localmente constantes com a;jd;; — bijci; =1 em U; N U;.

U U; e tendo relagoes afins, y; = para cada U;NU; # 0, onde a;j, bij, cij, dij

Assim como no caso transversalmente afim existe uma formulacao da existéncia de
estruturas transversais projetivas em termos de 1-formas diferenciais:

Proposigao 1.16.1. Seja .% folheacdao singular de codimensao 1 em M dada por uma
1-forma holomorfa integravel ) suponha que existe uma I1-forma holormorfa n em M tal
que dQQ = n A A folheagio F € transversalmente projetiva em M se, e somente se,
existe uma 1-forma holomorfa & em M satisfazendo:

(1) dn=QNE;
(ii) d§ =& Nn;

Além disso, dois tais ternos (2,m,€) e (', 1',&") definem a mesma estrutura projetiva
para F se, e somente se, vale:

d 1
O = 05 o =+ T 208 € = (€~ 2dg — 290 - 26°9),
para algumas funcgoes holomorfas f - M — C* e g : M — C. Em particular os ternos
(Q,n, &) e (fQn+ 7, ?5) definem a mesma estrutura transversal projetiva para F .

Agora, se e n sao meromorfas entao temos:

Se F ¢ transversalmente projetiva em M entdo existe uma I-forma meromorfa & em
M satisfazendo dQ2 =nAQ edé =€ Nn.

Demonstragao: Ver [28].
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1.17 Folheacao Umbilica e fluxos transversalmente
holomorfos

Consideremos uma folheacao .# de codimensao 1 numa variedade fechada orientada M
3-dimensional equipada com uma métrica Riemanniana ¢ e denotemos .4 folheacao
ortogonal 1-dimensional. Existe uma relacao interessante entre a geometria local das
folhas de .# e a estrutura transversal de .#". Mais precisamente, suponhamos por
simplicidade que .4 é orientada pelo fluxo ¢' de modulo um, denotemos 7 & projecao
ortogonal do espago tangente T'M em o espago tangente T.% e por I, a segunda forma
fundamental em z de cada folha .#, de .% ao redor do ponto z. Entao, se v é qualquer
campo vetorial tangente a %, em x, temos que

d

I1,(v) = EQ(WW(U)W:O-

Como corolario imediato temos o seguinte:

(1) As folhas de .# sao superficies minimas, isto é, a curvatura média (ou a traga de
IT) zero se, e somente se, a holonomia de .4, aplicagdo que leva folhas de .% em
folhas de .%, preserva drea. Equivalentemente, ¢! preserva volume.

(2) As folhas de # sao totalmente geodésicas, isto é, II é nulo se, e somente se, o
comprimento de los vetores md¢'(v) nao depende de t; nesse caso dizemos que g é
um bundle-like para .4 ou que ¢' é um fluxo Riemanniano.

(3) As folhas de # sdo totalmente umbilicos, isto é, para cada ponto z a forma
quadratica I, é um multiplo da métrica g no espaco tangente para .%.

Suponhamos que .% é tal que a folheacao umbilica, isto é, que a folheacao é umbilica para
alguma métrica Riemanniana. Em qualquer folha L de .# a métrica Riemanniana define
uma estrutura conforme e, logo é uma estrutura holomorfa. Desde que a holonomia de
A é conforme das folhas de .% para folhas de .%, deduzimos que .4 é naturalmente uma
folheagao transversalmente holomorfa, isto significa, que localmente é definido por
submersoes entre subconjuntos abertos de C e duas submersoes diferem (na interse¢ao
dos dominios) por uma aplicagdo holomorfa.



Capitulo 2

Fluxos transversalmente holomorfos

2.1 Exemplos de folheacoes transversalmente holo-

1)

morfa em 3-variedade

Fibracao de Seifert:

Relembramos que um Fibrado de Seifert em uma variedade de dimensao 3 é uma
folheagao de dimensao 1 tal que as folhas sdo fechadas (com holonomia finita).
Cada espaco folha do fibrado de Seifert é uma orbifold de dimensao 2 e pode ser
equipada com estrutura holomorfa. Por isso, os fibrados de Seifert sao exemplos
de folheagoes transversalmente holomorfas de dimensao 1. Muitos de estos sao
folheacoes transversais de codimensao 1 de modo que temos muitos exemplos de
folheacoes umbilicais. Notar que estos fibrados de Seifert sao também folheacoes
riemannianas em no sentido obvio a as folheagdes umbilicais que construimos por
este proceso sao também geodesibles.

Folheacao linear em 7°:

Seja A um elemento de SL(2,7Z) com dois autovalores reais distintos. Seja fi e
fo duas folheagoes lineares irracionais no toro T? = R?/Z? por retas paralelas a
um dos autovetores associados de A. O produto T? x R pode ser equipado com
duas folheagoes transversais de dimensao 1 e 2 respectivamente e cujas folhas sao
respectivamente produto de folhas de f; por pontos e de f; por R. Estas duas
folheacoes sdo invariantes sob difeomorfismo levando (z,t) € T?xR para (Ax,t+1) €
T? x R, e define duas folheagdes .4 e .Z no cociente compacto denotado T'3. Neste
exemplo .4 é Riemanniana, e .%# ¢é portanto geodesivel (e umbilical). E mostrado
em [12] que qualquer folheagao de codimensao 1 em T3 a qual é transversal a A4 ¢
conjugada a 7.

Folheacao estavelmente forte associado a suspensao de difeomorfismos hiperbdlicos
de T?. Chamamos em forma abreviada folheagao estavelmente forte.

Seja M uma variedade Riemanniana suave conexa, compacta e sem bordo. Um
difeomorfismo de classe C', f : M — M, é parcialmente hiperbdlico se existem
nimeros reais positivos

O< M S < <1<y <pu <
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e para cada x € M temos uma decomposicao df —invariante no espaco tangente
T.M = E*(z) ® E°(z) ® E"(x)
de subespacos chamados subespacos estaveis, instaveis e centros tal que

df (x)E*(z) = E*(f(x)) para a=s,u,c
Aol < ldf ()o || < Ag[|osl] - para v* € E*(x)
pa [0 < fldf (2)v"|| < pz [[o”]] - para v" € E*(x)
el < lldf (2ol < vz flofl] - para v® € E*(x)

Seja f um difeomorfismo de classe C" numa variedade fechada M que admite uma
decomposicao TM = E*@® E°@® E" onde D f é uniformemente expansiva ao longo de
E" e uniformemente contrativa ao longo de E?, isto é, f é parcialmente hiperbdlico.

Teorema: Suponha que dim E* > 0 entdo existe uma tnica familia #* de
subvariedades imersas C" injetivas {ZF"“(z); = € M} tal que z € F"(x) e F"
¢ tangente a E! em todo x € M. Esta familia é invariante, no seguinte sentido
f(F“x)) = F“(f(x)) para todo z € K (onde K é um subconjunto invariante em
M admitindo uma decomposigao como acima), e as folhas .#*(z) sdo uniformemente
contrativas por iterados negativos de f. Além disso, .#* é uma laminagao continua
de M, significa que para todo ponto tem carta local continua a qual trivializa as
folhas e é C" uniforme ao longo de cada folha. .#" é chamado folheacao fortemente
instavel e a suas folhas F"%(x) sdo chamadas variedades fortemente instéveis.
Analogamente podemos falar de . a folheacao fortemente estavel supondo que
dim £° > 0.

4) Suspensoes de automorfismo holomorfos da esfera de Riemann C;

Os automorfismos da esfera de Riemann C, denotado por Aut(C), es dado por

az 10, ad — bc = 1}.

Aut(C) cz+d’

{

Temos definida uma representacao ¢ : m (M, py) — Aut(C) a partir da construgao
canonica de Holonomia na qual as se¢oes transversais sao as biholomorfas a esfera
de Riemann C. Logo pelo Teorema 1 do [27,pag 97] existem um espaco fibrado
(E(p),m, B, F) e uma folheagao . () transversal as fibras de F(y) cuja holonomia
¢ . por tanto nossa folheacao . = .7 (p).

5) folheagao transversalmente C—afine em S? x S, isto é [17] quociente da folheagao
vertical em (C x R)/{(0,0)} por (z,t) — (Az,2t), para algum A € C, |\| > 1;

6) folheacoes em S induzidas por uma singularidade de um campo vetorial holomorfo
em C? no dominio de Poincaré [1], [33] e quociente finito de eles. Chamamos de
folheagao de Poincaré.

2.2 Parametrizacao harmonica e atlas harmonico

Seja .Z uma folheacao orientavel transversalmente holomorfa em uma variedade M
fechada conexa de dimensao 3.
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Fixemos um campo planar £ em M transversal a .. Podemos assumir que F é
genérico, em o seguinte sentido: seja o uma 1-forma em M definida em FE. Entao nos
precisamos que ¥y = {p € M; (a Ada)(p) = 0} é uma superficie suave e ¥y = {q €
¥y; B, =1T,3} é um conjunto finito, mais ainda para todo ¢ € 3, a tangencia entre E e
Y1 é ndo degenerada (Quadratica). E facil ver que esta condigao é realmente genérica no
espaco de campos planares em M e dali pode ser comprido [35].

O significado para a nossa suposta generecidade é o seguinte. Seja {v, }jvzl um conjunto
de campo de vetores de M tangente a E e gerando E, e seja Lie({v;}) a algebra de Lie que
eles geram, entao Lie({v;})(p) = T, M para todo p € M. De fato, para gerar T,M, fora
de X; é suficiente tirar o comutador de primeira ordem [v}, v;], em ¥, \ s 0s de segunda
ordem e em 9 0s de terceira ordem.

Entao fixamos um campo de disco Z em M, isto é, para todo p € M fixamos um
(gérmen de) disco &, C M através de p de tal forma que para todo k& € N o k-jato de
9, em p varia continuamente com p. Exigimos que 1,%, = E, para todo p € M, mas
precisamos uma condi¢ao mas sutil.

Seja p € M e seja (t,x,y) uma coordenada local em M centrada em p, tal que E, =
{dt(p) = 0} e z = x + iy é constante ao longo de .Z e holomorfa transversal. O campo
planar F induz em %, uma folheacao &,, singular em p. Se E tem equagao dt = rdx + sdy
(r(0) = s(0) = 0) e &, é dado por t = f(z,y) (f(0) = f.(0) = f,(0) = 0), entdo &, é
dado (usando as coordenadas z, y em %,) por (r — f,)dx + (s — f,)dy = 0. Precisamos
que 9, seja escolhido de tal maneira que (r — f,).(0) + (s — f,),(0) = 0, isto é,

(A [)(0) = (re + 5,)(0).

E facil ver que esta é uma condicao intrinseca, independente da escolha das coordenadas;
significa que a folheacao ortogonal de &), a qual é bem definida pois %, tem estrutura
complexa, é gerado por um campo de vetores cuja parte linear em p tem traco zero. Isto
é, de fato, uma condigao sobre o 2-jato de &, em p.

Se K — M ¢é um fibrado sobre M cuja fibra K, é composto por o 2-jato do disco
tangente a FE, e satisfazendo a condigao previa, entao a fibra é difeomorfo a R? e desde
que K admite uma secao suave. Segue-se que podemos encontrar um disco de campo %
em M com a propriedade requerida.

Note que se a coordenada t é escolhida tal que 2, = {t = 0} entdo esta condigao se
torna de segundo ordem (7, + s,)(0) = 0.

Seja g uma métrica hermitiana em E. Em todo &, nés consideramos a métrica
hermitiana induzida por g exigindo que os mapas lineares E, — 1,%, induzimos por
& sao isometrias, para todo ¢ € Z,. Denotaremos por A% o Laplaciano correspondente.
Seja

A:C®(M)— C™(M)
definido por
(Af)(p) = [A7"(f12,))(p)-

Se v, w sao campos de vetores em um conjunto aberto U C M tal que {v(p), w(p)} é uma
base ortonormal em E, para todo p € U, entao A|y = L2 + L? + L, para algum campo
vetorial u. Usando particao da unidade é facil obter uma representagao global

N
A=) "L + Ly,

Jj=1



1)

onde vq,...,vy sao campos de vetores gerando E. A condi¢ao genérica imposta em E
garante, que A satisfaz a condic@o hipo-eliptica de Hérmander [22], [3], [4].
O operador A gera um 1-parametro de semigrupo de difusao

P :C' (M) — C°(M) t>0

P, f é a tnica solucao de oF

o =AF
com condigao inicial f ([13], [22]). Claramente, P,f > 0 se f > 0 e Pic = ¢ para
toda constante ¢, de modo que por dualidade P, age no espaco .# (M) das medidas
de probabilidade Borel em M, continua respeito a topologia débil estrela em Cy(M). O
teorema do ponto fixo de Markov-Kakutani mostra que existe u € .Z (M) tal que Pu = p

para todo t > 0, isto é, Ay = 0 no sentido distribucional:

/ Af du =0, paratodo f € C(M).
M

A condicao forte de Hérmander implica que u tem densidade suave [3], [22], isto é, u é
um volumem forma 2 em M multiplicada por uma funcao nao negativa m. Em () tem-se
definido um produto escalar dado por

(2 das C(M) x C(M)
(f.9) - /Mf-gcm

Se A* : C®°(M) — C*(M) é o adjunto de A com respeito ao produto escalar definido
por §, isto é, (A*f, 9) = (f, Ag)q, entdo A*m = 0. Temos que

N
_ 2
= E Ly + Ly +V
Jj=1
onde V' é uma funcao suave, atuando por multiplicacao, e usando o Principio do Maximo

[4], [22] (ver, [Bo, Proposicao 5.1] reduz ao caso V' > 0). Neste caso, como V > 0 temos
que

0=A"m ZL2+L,,O+V ZL2+LUO m) = Am,
j=1
logo m ¢ super harmonica e como m, sendo sempre nao negativa e quase sempre positiva,
deve ser sempre positivo. Em conclusao, p é um volumem forma em M. Novamente o
Principio do Méaximo, mostra que u é definido tnico.
Seja w uma 2-forma em M unicamente definido por Kerw = T.Z e w|g = drea forma.

Podemos decompor:
L=AAw

onde A é unicamente definido se nos exigimos que Ker\ = E, pois se existe outro X' tal

que Ker\' = E e p = XN Aw temos que (A—\)Aw = 0. Seja E gerado por {88 88 } logo

A — XN = Adx + Bdy e como A (;) =0=X <8£> temos que A = 0, analogamente
x x

B = 0. Uma escolha coerente da orientacao garante que A é positivo em na diregao
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positiva de .. Observe que, salvo constantes normalizadas, A nao depende da escolha da
métrica hermitiana g (mas, claramente, depende de 2).
Podemos usar, como em [6], A para parametrizar .£: o “tempo” necessario para cobrir

o segmento [p, q] C 1 € £ é denotado por A. Mas formalmente, nos parametrizamos

[p.q]
£ pelo fluxo

¢ M — M

gerado por um campo de vetores ¢ tangente a .Z e tal que A(¢) = 1. Diremos que ¢; é
uma parametrizacao harmonica de .Z.
Se [p,q] C 1 € £, podemos considerar a fungao

T:9,—R

definido como o tempo de &, para %,. A seguinte proposigao justifica a expressao
“parametrizacao harmonica”.

Proposicao 2.2.1. A% T(p) = 0.

Demonstracao: Podemos assumir que os discos Z,, r € [p, q], formam uma folheagao
Z préximo de [p, q] (por exemplo, é suficiente tomar E e Z real analitico). Nos tomamos
coordenadas (¢, x,y) préximo [p, ¢] tal que .Z é dado por dt = 0, £ é dado por dx = dy =
0, z = x + iy é holomorfo em todo Z,, r € [p,q], e t(p) = 0, t(q) = 1 (assumindo [p, q]
orientado por £ de p para ¢). Entao:

o w=F(t,x,y)de Ndy, F >0

o E:dt=rdx+sdy,r=s=r;+s, =0 ao longo [p,q]

A= A(t,z,y)(dt — rdz — sdy), A >0
o = AFdt Ndx A dy.

Vamos a explicitar a condicio Ay = 0. Seja A7 denotando o Laplaciano associado a
folheacao de .7, isto é,
1 /02 o?
A == =—+=—).
F\ox? 0y?

Por definicdo de A, temos que A = A7 + D, onde D é um operador diferencial de segundo
ordem cujos coeficientes se anulam ao longo de [p, q]. Além disso, Af = A7 f se f é uma
funcao independente de t. Segue-se que

0? 0? 0? 0

+c +d—;

D=aga 5.8 " oo o

com a, b, ¢, d fungoes suaves que se anulam ao longo de [p, ¢]. Por outro lado, se

1 [0 n 0 1 [0 N 0
V=—=|m—tr=—=|, w=—|=—+s=
VF |0z 0t]’ VEF |0y Ot
(eles sdo tangentes a F e ortogonais) entao A = L? + L2 + L, para algum campo vetorial
2r 2s r? + §?

U. Segue—sequeb:F,c:F,a: 7
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Para todo f € C°°(M) com suporte compacto em o dominio de (¢,z,y) temos que

/(Af)Ath/\d:z/\dyzO

isto é,

PA PA PP+ sD)A)  P(2rA)  0%(2sA)  O(dAF) -
/f {axz - v R i s i i e L

Consequentemente, a expressao entre |...|] deve ser zero, e usando as identidades r = s =
ry + sy, = d =0 ao longo de [p, g| encontramos

0?A  9*A

@+8_y2:03010ng0[ . ql.

O tempo T é dado por integracao de A:

T(z,y) = /0 Alt, 2, y)dt

portanto
; 1 L7924 9%A
ey P [ =
(A T)(p)——F(p)/O ((%2 + ayz)(t,o,o)dt 0.0

Infelizmente, isto ndo é verdade, em geral, que A% T é identicamente nulo em todo D.
Pero podemos usar o seguinte truque.

Seja D C M qualquer disco (ou qualquer superficie) transversal a . e seja AP
o laplaciano em D induzido por g da maneira usual. Consideremos as seguintes duas
fungoes: (ver a figura)

fo:D—=R fp(q) = (ADTq)(Q)
onde T}, é definido numa vizinhanca de ¢ em D e o tempo medido de D para Z;;
gp: D =R gp(q) = (A7S,)(q)

onde S, : ¥, — R medi o tempo de ¥, para D. Claramente, T, o h = —95,, onde
h: 2, — D é a holonomia de .Z, e a conformalidade de h junto com | D,h|| = 1 implica
que fp = —gp:

(A725,)(q) = (A7 (T, 0 h))(q) = — [IDoh|* - (APT,)(q) = —(APT,)(g).

L
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Lema 2.2.1. Para todo p € M existe um disco D, C M, transversal a £ e passando por
p, tal que fp,(q) = gp,(q) = 0 para todo q € D,,.

Demonstracao: Seja D C M qualquer disco transversal a .Z e contendo p, e seja
t:U — R, U C D, uma fungao definida préximo de p e tal que (APt)(q) = fp(q) para
todo ¢ € U, t(p) = 0. Tal fungao existe por resultados estandares acerca do Laplaciano.
Seja D, C M um disco obtido por uma t-traslacao de U:

D, ={duq(q); ¢ € U}.

Podemos supor que D, é ainda mergulhado em M, restringindo U se for necessario. Agora,
se ¢' = ¢yq)(q) € Dy, o tempo de Z, para D, pode ser decomposto como a suma de trés
partes (ver figura):

T(r)=Ti(r)+ Ta(r') + T5(r")
onde
e T} =tempo de Y, para %,
e T, =tempo de %, para D,
e T3 =tempo de D para Z, (=1t),
o 1/ = hy(r), r" = ha(r).
Usando a conformidade dos mapas de holonomias hy, hy, e a propriedade ||Dghq| = 1:
(A% T)(q) = (A% T)(q) + [ Dbl (A% T) () + || Dy (APTy)(q).

O primeiro termo é zero pela proposicao 2.1.1, o segundo termo é ”Dq/h1”29D<Q) e o
terceiro termo é || Dyha|® gp(q), assim que eles sumam zero. Segue-se, como requeremos,
po = gDp =0. 0

Se D,, Dy C M sao dois discos como no Lema 2.1.1, e se ¢ € D,, ¢ € D,y sao dois
pontos na mesma folha, entao sobre uma vizinhanca U de ¢ em D, podemos considerar a
fungao T': U — R que dé o tempo de D, a D,y .

Proposigao 2.2.2. AP»T(q) = 0.
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Demonstracao: Decomporemos T como a suma de trés partes, como no Lema 2.1.1: o
tempo de D, para %, de 9, para Y, e de I, para D,y. Estes trés termos tem Laplaciano
zero pela Proposigao 2.1.1 e pela escolha de D, e D,. U

Nos agora construimos um atlas harmoénico adaptado a (M,.%). Por compacidade
de M, nos podemos encontrar uma colecao de discos D1, ..., Dy como no Lema 2.1.1 e
e > 0 tal que os conjuntos abertos U; = ¢(_.)(D;), j = 1,..., N, formam uma cobertura
de M com as seguintes dois propriedades:

i) (—e,e) x Dj = M, (t,p) — ¢(p) é um difeomorfismo sobre sua imagem, para todo
j=1,...,N.

ii) a intersegdo U; NU; sdo conexo e simplesmente conexa (isto ¢, .Z |Uz.mU]. é uma “caixa

de fluxo”).

Para todo j = 1,..., N seja h; : U; — R a ¢,—distancia de D; (h;(q) =t se ¢ = ¢u(p),
p € D;), seja ¢; : D; — D um biholomorfismo qualquer com D C C o disco unitério.
Seja m : U; — D; a projecao ao longo de £ e definimos

ir Uy — Vi=9;(U;)) CD xR
¢ = (¢i(r(q)), hi(q))-

Claramente v; é um difeomorfismo sobre sua imagem Vj e a colecao {(Uj,4;)}/L, é um
atlas folheado por (M, .Z). Agora nos estudamos a correspondentes fungdes de transigoes.
Primeiramente, se U; N U; # 0, seja

hiji UlﬂUJ —- R
x = hi(x) — h;(z).

Estd funcdo ¢ constante nas folhas de £ e, gracas a Proposigao 2.1.2, estd ¢ harmonica
transversal. Seja Vi; = ¢;(U;NU;) C V;, Wi; = w(V;;) onde m: D x R — D é a projecao.
O difeomorfismo de transicao 1;; = ¢; o ¢;1 é entao dado por

Yij: Vg =V B
(2,1) = (¢(2), T+ hij(2))

onde ¢;; : W;; — Wj; é um biholomorfismo e ZLU : Wi; — R, o qual é essencialmente h;;
representado na carta v, ¢ uma funcao harmonica.

Diremos que {(U;,%;)}; é um atlas harmoénico subordinado & parametrizagao
harmonica ¢; : M — M. Mas geralmente, chamamos atlas harmonico a um atlas
folheado cujos difeomorfismos de transi¢ao tem a estrutura previa, com ¢;; holomorfismo
e ﬁij harmonico, nao necessariamente derivado a uma parametrizacdo harmonica. A
conclusao de estd secao é a existéncia de uma atlas harmonico para toda folheacao
holomorfa transversal.

2.3 Folheacoes transversalmente C-projetivas

Seja agora . uma folheagao transversalmente C—projetiva numa variedade fechada
conexa de dimensao trés: isto é, o pseudo-grupo de holonomia de . é gerado por
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transformacoes projetivas da esfera de Riemann. E bem conhecido que o levantamento &
de £ no recobrimento universal M de M é dado por uma submersao P : M — C, chamada
mapa de desenvolvimento. O espaco de folhas M /. (possivelmente ndo Hausdorff) é uma
superficie de Riemann simplesmente conexa X, e P fatores através de uma submersao
Py : ¥ — C. Duas folas de . as quais nio sao separadas sdo mapeadas por Py em um
mesmo ponto de C. A prova do seguinte teorema usa sé a existéncia de tal mapa de
desenvolvimento.

Teorema B. £ € um dos exemplos 1),...,5) da lista na introdugao.

Se ¥ ¢ Hausdorff entdo, como em [[6], secao 4], é facil mostrar este teorema: se X é
uma disco entdo £ é hiperbdlico transversal (Exemplo 1) ou 3)), se ¥ é uma linha
complexa entdao £ euclideano transversal (Exemplo 1) ou 2)), e se ¥ é uma esfera de
Riemann entdo £ é ou uma suspensao de um automorfismo projetivo (Exemplo 4) ou
uma fibragao de Seifert sobre um espago 6culo (incluindo S?) (Exemplo 1). Daqui pra
frente nos assumiremos que ¥ nao é Hausdorff, nosso objetivo é mostrar que . é C—afim
transversal em S? x S'. Neste caso .Z é necessariamente uma folheacio por linhas.

Seja p,q € M tal que as correspondentes folhas lp, 1y € Z sao ndo separadas. O campo
de disco Z em M e a correspondente parametrizacao harmonica de £ do levantamento
M: denotemos por D,, D, C M os dois discos através de p, ¢ como no Lema 2.1.1.
Podemos assumir que P ¢ injetivo em D, e D, e que P(D,) = P(D,). Temos um mapa
de holonomia ¢ : U — V para alguns conjuntos abertos U C D, , V C D,, com p € 90U,
q € OV (os discos sao pequenos de forma que cada folha de L interseta no maximo uma
vez cada disco). Temos também uma fun¢ao do tempo 7' : U — R medindo o tempo
necessario de U para V. Esta func¢ao é harmonica e além disso T'(q) — 400 para ¢ € OU
(= bordo de U em D,), de modo que a extensdao T' : D, — R U {+oo} definido por
T|ye = +00 é superharmonica: isto é semicontinua inferior y harmonica fora do conjunto
onde é +o00. Como em [6], segue-se que U® (similarmente V¢) tem capacidade logaritmica
zero e em particular é totalmente desconectado [34]. Segue-se dai que podemos encontrar
uma curva fechada simples v C U com bordo em D, um disco D, contendo p. Estd
imagem 7 por ¢ é uma curva fechada simples em V' delimitando um disco D; contendo gq.
Seja I' € M uma esfera (topoldgica) composta por Dy e D; e as trajetérias de £ entre v
e 7. Escolhendo ~ suficientemente pequeno, a projecao de I' em M ¢ injetiva, denotamos
por I estd imagem, e por D}, Dj as imagens de Dy, Dy.

No seguinte lema ussamos teoria de Homologia, ver[5].
Lema 2.3.1. IV € nao homologo ao zero.

Demonstracao: Suponha por contradi¢do que [['] = 0 e seja N C M uma variedade
com bordo e esquinas limitadas por I" (Figura 3). Queremos mostrar que .Z|y é uma
caixa de fluxo, contradizendo a construcao de I". Isto resulta por um teorema de Ghys
and Gomez-Mont [19], [6], mas podemos dar uma resposta mais direita da prova baseada
na parametrizacao harmonica.

Suponhamos que .Z é orientada a partir de Dj, a D}, como na Figura 3. Suponha
por contradi¢ao que existe r € D] cuja orbita negativa nao atinge Dy, e seja s € N no
conjunto de limite negativo da r. Temos um mapa de holonomia h : D, \ K — D}, onde
Dy é como no Lema 2.1.1 e K é conjunto fechado de capacidade zero, pelo argumento
usual superharménico. Seja f : D] — C uma fungdo nao constante holomorfa limitada.
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Entao foh: Ds\ K — C é também nao constante holomorfa limitada e se estende para
todo Dy [34]. Isto contradiz a escola de r e s: foh é constante numa sequencia de pontos
de acumulagao de s. [J

Cortando M ao longo de IV nos obtemos uma variedade topolégica conexa com bordo
Mj. Desde o ponto de vista da diferenciabilidade, 0My = AU B onde A e B sao ambos
homeomorfos a S? pero as esquinas de A sao agudos considerando que as esquinas de B
sdo obtusos (ver fig. 4).

O mapa de holonomia prévio ¢ : DoNU — D1 NV é definida fora de um conjunto de
capacidade zero e por [34] é estendido a um biholomorfismo qZA> : Dy — D;. Isto nos permite
colar em B uma caixa D? x [0, 1] com a foliagao trivial de tal de est4 maneira resulte uma
folheacao holomorfa transversal numa variedade compacta com bordo e esquinas. Por o
mesmo argumento que no Lema 2.1.2 esta nova folheacao é uma caixa de fluxo. E entao
facil ver que . é uma folheacio C— afine transversal em 5% x S,

Observacao 2.3.1. Usando o mesmo tipo de argumentos isto nao € dificil de classificar
essas folheagoes holomorfas transversais que admitem uma superficie fechada transversal,
ou equivalentemente folheacoes holomorfas transversais em wvariedades compactas com
bordo nao vazio.

2.4 Complexificacao de uma folheacao transversal-

mente holomorfa racional
Continuaremos com as hipdteses e notacoes da segdo 2.2: {(U;,v;)}; denota o atlas
harménico para (M,.Z). Iniciaremos explicando o significado de “racional”.
Seja o7 (respectivamente ¢') um feixe em M de fungoes localmente constantes nas
folhas e transversalmente harmonico (respectivamente holomorfo). Temos uma sequencia

exata de feixes '
0-R%L 0% a0

onde j é a inclusao canonica composta com a multiplicacao por i, e Re é a funcao “parte
real”. Esta sequencia induz uma sequencia de cohomologia exata

o HY (M, 0) 3 H' (M, o) B H2(M,R) S H2(M, 0) — - --

A fungao previamente definida h;; = h; — h; : U; N U; — R (constante nas folhas e
transversalmente harmonico) satisfaz a condi¢do de cociclo

hij = _hji7 hij + hjk + h]ﬂ =0 em UZ N Uj N Uk
e s6 eles determinam a classe de cohomologia
[hij] € HY (M, 7).

Denotaremos por
c({v;}) € H*(M,R)

& imagem de [h;;] sob B : HY(M,«/) — H?*(M,R). Estd classe de cohomologia real
representa a obstrucao a complexificacao do cociclo {h;;}, pois Ker B = Im A.
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Definicao 2.4.1. (M, %) € racional se eziste um atlas harmonico {1;} tal que c({1;})
¢ proporcional a classe de cohomologia integral:

c({v;}) € \- H*(M,Z) para algum X € R.

Claro que, se dim H%(M,R) < 1 entao a condigao de racionalidade é trivialmente
satisfeita, para qualquer atlas harmonico. Na lista de exemplos escrito no introdugao,
exemplos apenas 1) e 2) sdo definidos em variedades com dim H?*(M,R) > 1, mas ¢
facil nestes dois casos a construgdo de um atlas harmonica com c({¢;}) = 0 (podemos
construir um atlas harmonica onde as funcoes h;; sdo constantes). Na préxima se¢ao, serd
claro que, nos exemplos 3) e 5) a classe c¢({¢;}) é sempre diferente de 0, para qualquer
atlas harmonica.

Note também que se H?(M, &) = 0 entdo a condigio de racionalidade esté satisfeita.
Isso ocorre porque o conjunto de classes em H'(M, o) associado ao atlas harmonico ¢
aberto (um atlas harmonico pode ser perturbado pela adigao de qualquer pequeno cociclo
harmonico), e, portanto, se H?(M, &) = 0 o conjunto das classes em H'(M,R) associado
a atlas harmonicos é também aberto, pois B é sobrejetiva. Agora, um conjunto aberto
em H?(M,R) contém pontos racionais.

No restante desta segdo, vamos supor que (M, %) é racional e que um atlas harmonico
{1;} é escolhido de forma que c({¢);}) € H?*(M,Z). Isto é possivel, pois (por um
argumento facil) o espago das classes de cohomologia associado ao atlas harménico é
invariante pela multiplicagao por um numero real positivo.

Para todo 7,5 = 1,..., N nos escolhemos a funcao k;; : U; N U; — R constante
nas folhas, harmonicas transversais, e conjugadas a h;;: H;; = h;; + ik;; serd uma
funcao transversalmente holomorfa. Tais k;; existem e ¢ unicamente definido modulo
uma constante aditiva, pelas propriedades de intersegao de {U;}. Podemos escolher uma
colecao {k;;} satisfazendo k;; = —kj;, mas a fungao k;; + kji + ki : U;NU; N U, — R néo
necessariamente ¢ igual a zero. Porém, k;; + kji + ki; € conjugado a h;; + hj + by = 0,
consequentemente é uma constante real, denotado por c;j,. Estos nimeros reais {c;;x}
formam um cociclo real e dali determina uma classe de cohomologia [c;;;] € H*(M,R) a

qual é nada mais que c({¢;}):
[eie] = c({5}).

Segue-se que nos podemos escolher as funcoes k;; de tal modo ¢;;, € Z para todo ¢, 7, k.
Definimos )
Vij=Vi;xS'CcDxRxS" (S'=RmodZ)
(U7 Vij - ng
(2,1, 8) = (035 (2), t + hij(2), s + kij(2))

onde /;ij : Wi; = R é uma funcao escrita como k;; na carta v;, e portanto conjugado a
ﬁij. Gracas a k;j + kji + ky; € Z, os mapas ¥, sao difeomorfismos que permitem colar as
pegas {V; x S'}, e obter uma 4-variedade X. Esta variedade ¢ um fibrado do circulo
sobre M, cuja classe de Euler é exatamente c({¢,}).

Além disso, em todo V; x S* podemos considerar a estrutura holomorfa “obvio” (com
w = t+is coordenada holomorfa), e entao os mapas V,; sao holomorfas pois ﬁij = ﬁij +il~€ij
sao:
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. 0
Desde que X é uma superficie complexa compacta. O campo de vetores holomorfo s
s

em V; x S' ¢ invariante por ¥;; e por isso produz um campo vetorial holomorfo V' em
X. O fluxo real de V' gera uma S*-agao livre (a fibracao circulo de X), o fluxo complexo
gera uma C*—agao e uma folheagdo holomorfa .# a qual é nada mais que p*(.Z), onde
p é a projecao X — M. Nos resumimos a seguinte proposicao o resultado final de nossa
construgao.

Proposicao 2.4.1. Seja (M, ) um folheagdo orientdvel holomorfa transversal racional.
Entao existe uma superficie complexa compacta X e um campo vetorial holomorfo V' nao

singular em X, gerando uma C*-a¢do e uma folheagdo holomorfa .7, tais que (M, L) é
o cociente de (X, .F) por a S'-agdo (livre) sob a a¢io de C*-agao.

Diremos que (X,.#) (ou (X,V)) é a complexificagao de (M,.%#). Uma versao local
de esta construgao, mas em um contexto mais geral, se pode encontrar em [20]. Ver
também [16] para ter uma ideia relacionada.

2.5 Prova do Teorema A

Nesta secao classificamos a folheacao orientavel transversalmente holomorfa racional,
completando a prova do Teorema A.

Seja (M, .Z) racional e seja (X, V) a complexificagdo. A fim de compreender (M, %)
¢ suficiente classificar a C*-agao holomorfa nao singular sobre uma superficie complexa
compacta. Isto nao é dificil, se um se permite usar a classificacao de Enriques-Kodaira
2].

A existéncia de um campo vetorial sem singularidades implica que a segunda classe
Chern de X, ¢3(X), é igual a zero. Além disso, X deve ser minimal: uma (—1)—esfera
S C X seria invariante pelo fluxo de V', dali V' seria tangente a S, impossivel. Segue-se
que X é um das seguintes classes (nos usamos a notagao de [BPV, segao VI.1]):

i) superficie regrada sobre uma curva eliptica,

ii) toro complexo,

)
)
iii) superficie hiper-eliptica,
)
)
)

iv) superficie Kodaira,

v) superficie propriamente eliptica,

vi) superficie de classe VII.

Lema 2.5.1. No caso i), £ € suspensdo de um automorfismo de C.

Demonstracao: O fluxo de V' preserva a regra de X (a qual é unicamente definida),
portanto V é projetdvel na base E = T? para um campo vetorial holomorfo W. Tal W
nao tem singularidades, porque V nao pode ser tangente a uma fibra de X, dai a folheacao
F gerada por V é transversal as fibras de X e consequentemente . é uma suspensao de
automorfismo de C.O

Lema 2.5.2. No caso ii), £ ¢ um fluzo linear em T3.



84

Demonstragao: O campo vetorial V' levanta o recobrimento universal de C? para um
campo vetorial V' holomorfo e limitado, dai constante. A folheacao .# é linear, o mesmo
para .Z.[1J

Lema 2.5.3. No caso iii), iv) e v); £ € uma fibragio de Seifert.

Demonstracao: Em estos casos X é uma fibracao eliptica [BPV, pagina 149] sobre a
curva holomorfa ». Como no Lema 2.4.1, V' é projetdavel eX para um campo vetorial
W. Se género(c) > 2 entdao W é identicamente zero, V' gera uma fibracao eliptica e £ é
um fibrado de Seifert sobre X. Se género(c) = 1 entao ou W = 0 e £ é novamente um
fibrado de Seifert ou W nao tem singularidades e L é a suspensao por um automorfismo
de uma curva eliptica. De fato. no segundo caso para um detalhe mais analitico (X é
uma fibrado holomorfo [2] na segdo V.5, desde que é uma superficie primaria de Kodaira
ou uma hiper superficie ...) mostra que .Z é a suspensao de um automorfismo periddico,
e por isso ¢ um fibrado de Seifert sobre um orbifold de género zera.

Mantem-se o caso género(¥X) = 0. A fibraggo X — ¥ tem fibras nao singulares
(a singularidade serid singularidade de V) mas tem varias fibras Fy,..., F,, com
multiplicidades my, ..., m,. Pela férmula de Noether (dando x(Ox) = 0, pois ¢?(X) =
c2(X) = 0) e férmula de Kodaira para o fibrado canonico de X ([2] na se¢io V.12.4)
segue-se que, por causa de Kod(X) > 0, a desigualdade

n

1
n—22> —
S
7=1

¢ verdadeira (ver a prueba de [2] na segdo V.12.4). Em particular, para n > 3. Mas as
fibras multiplex sao invariantes por V', de modo que W tem pelo menos 3 singularidades,
isto é, W = 0. Se segue que .Z é uma fibracao de Seifert, sobre uma orbifold de género

zero. U

O 1ltimo caso, onde X ¢ de classe VII, é um pouco elaborado e requere de um resultado
de Inoue [24]. De c3(X) =0 e dim H'(X,R) = 1 obtemos dim H?*(X,R) = 0. Podemos
distinguir dois casos.

Lema 2.5.4. Se X nao conteve qualquer curva holomorfa, entio £ €é uma folheagdo
estavel forte.

Demonstragao: A existéncia de uma folheacao holomorfa .# em X garante a existéncia
de um fibrado linear F sobre X tal que o fibrado Q' ® ' admite secdao nao trivial: apenas
tomar como F' o fibrado normal TX/T.%. Podemos aplicar o Teorema de Inoue [24]
para deduzir que X é uma “superficie de Inoue”. Mais precisamente, e porque X nao tem
campo de vector holomorfo, temos X = S](\E))’ ort PaTa adequado N € SL(2, Z) hiperbdlica,
p, q, m € Z et e C ([24] pagina 273-280). Desde o ponto de vista real, X é um fibrado
linear sobre o circulo cujas fibras é um circulo fibrado sobre o 2-toro. O campo vetorial V'
gera uma C*—acgao tangente a fibras de X (sob multiplicagdo por uma constante existe um
tinico campo vetorial em X), e o quociente de X por S'-acao é um T?—fibrado por S, cuja
monodromia é representado por N. Assim a folheagao .Z ¢é a folheacao estavelmente forte

correspondente ao automorfismo hiperbélico N. Observamos que as superficies SJ(V_Z)) it

~ ;. (+) ..
(que sdo duplamente coberto pelas superficies da classe S N.pqrt T1& aparecer em nosso
contexto, se estamos considerando também folheagoes nao orientéveis.[]
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Observacao 2.5.1. (E. Ghys): o uso do teorema dificil de Inoue pode ser evitado:
Kodaira comentou em [27] que uma folhea¢ao F' como que sob andlise € transversalmente
C-projetiva, portanto, desde que £ também € transversalmente C-projetiva e podemos
aplicar o Teorema B.

Lema 2.5.5. Se X contém curvas holomorfas, entao £ € ou uma folheagao de Poincaré,
ou uma suspensao de um automorfismo de C, ou uma folheagio C—afim transversal em

S? % St

Demonstracao: O teorema de Kodaira ([2], V.18.6-7) afirma que X é uma superficie de
Hopf, isto é, o recobrimento universal X é C?\ {(0,0)}. O recobrimento finito de X ¢
difeomorfo a S? x S1. Consideremos a fibracao circular de X, gerada por o fluxo real de
V.

As fibras de esta fibracao permanecem sendo circulos quando levantamos ao recobrimento
universal, entéo o levantamento do campo vetorial V (definido em todo C? por Hartog)
gera uma C*—acao, singular apenas na origem e sim 6rbitas “multiples”.

Campos vetoriais holomorfos em uma superficie de Hopf sdao bem conhecidos [33], e

encontramos que V é conjugado & (parte real de) 27ri(z§ + &Uﬁi)’ d € {—1,1}. Sob
2 w

S'—agao é tangente a espera {|z|? 4+ |w|? = constante} e induzimos em ele uma fibragao
de Hopf. Nos obtemos facilmente que M ¢é difeomorfo a S? x S! e .Z é ou uma suspensao
(0 = 1) ou uma folheagao transversalmente C—afim (6 = —1).

Se, pelo o contrario, as fibras de X sao levantadas em retas em C?\ {(0,0)}, entao estas
retas “convergem” ao origem, que deve ser uma singularidade de V em o dominio de
Poincaré (ver [1]). Entdo é ficil ver que M admite recobrimento M difeomorfo a S°, tal
que o levantamento de % coincide com a folheacdo induzida por a singularidade de V.
Por defini¢ao, .Z é uma folheacao de Poincaré. [J
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