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Resumo

Nesta dissertacao apresentamos alguns resultados de continuidade automatica para homo-
morfismos entre algebras de Banach. Inicialmente consideramos o caso classico no qual a
algebra de Banach de chegada, isto é, o contradominio do homomorfismo, é semi-simples e
comutativa com unidade. Utilizando um resultado devido a Johnson, cuja prova incluimos
na dissertacao, estendemos o resultado anterior para algebras semi-simples com unidade nao
necessariamente comutativas. Esse mesmo resultado de Johnson também garante que uma
algebra de Banach semi-simples com unidade tem uma tnica norma completa. Na segunda
parte da dissertagao mostramos o Teorema Fundamental de Bade-Curtis e algumas de suas
consequéncias. Finalmente consideramos o caso de homomorfismos que tém como dominio

espagos de fungoes continuas complexas definidas em espagos compactos de Hausdorff.

Palavras-chave: algebra de Banach, teoria de Gelfand, continuidade automaética, teorema

de Johnson, teorema de Bade-Curtis.



Abstract

In this dissertation we present some results of automatic continuity for Banach algebras
homomorphisms. Initially we consider the classic case in which the target Banach algebra,
i.e., the counter-domain of the given homomorphism is a semisimple commutative Banach
algebra with unity. Using a result due to Johnson, whose proof is included here, we extend
the previous result for not necessarily commutative semisimple Banach algebras with the unit.
Further, we show that Johnson’s result also ensures that a semisimple Banach algebra with
unit has a unique complete norm. In the second part of the dissertation we present the
Fundamental Theorem of Bade-Curtis and some of its consequences. Finally, we consider the
case of homomorphisms whose domain is the space of continuous complex functions defined

on a compact Hausdorff endowed with the uniform norm.

Keywords: Banach algebras, Gelfand theory, automatic continuity, Johnson theorem, Bade-
Curtis theorem.
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Introducao

O objetivo central de nosso trabalho é estudar condicoes sobre algebras de Banach que

permitam garantir que um dado homomorfismo entre elas seja continuo.

No primeiro capitulo apresentamos, de forma concisa, os conceitos basicos e resultados
classicos de Teoria de Algebras de Banach, dos quais fazemos uso no capitulo subsequente.
Dessa forma o capitulo 1 é centrado na Teoria de Gelfand, sobre a qual fazemos breve apre-
sentagao. Concluimos o capitulo com um primeiro resultado, também classico, de continuidade

automatica.

No segundo capitulo, que é centrado nos Teoremas de Johnson e Bade-Curtis, apresentamos
diversas extensoes do resultado preliminar do capitulo anterior. A prova desses dois resultados
envolve vérias técnicas das quais destacamos aquela introduzida por Ransford [11], que difere
completamente da prova original [6]. As outras provas aqui apresentadas diferem ligeiramente

das originais contendo algumas simplificagoes.



Capitulo 1

Alguns Resultados Sobre Algebras de

Banach

1.1 Nocoes Preliminares

Com o objetivo de tornar o texto o mais auto-suficiente quanto possivel apresentamos
nesta se¢ao uma coletanea de conceitos e resultados que nos serao tteis posteriormente. As
demonstragoes omitidas podem ser encontradas em [3], [4], [5] e [8]. No que segue K denota

o corpo dos niimeros reais ou o corpo dos nimeros complexos.
Definicao 1.1.1. Uma dlgebra A sobre um corpo K € um espaco vetorial A sobre K, tal
que para cada par ordenado de elementos x,y € A estd definido um produto xy € A com
as propriedades:

() (zy)z = z(yz).

(11) x(y + 2) = xy + z=.

(1i1) (x+y)z =x2+yz.

(iv) a(zy) = (ax)y = x(ay).
para todos x,y, z€ A e a€K.

Se K=R ou C, entao A € dita real ou complexa, respectivamente.

A € dita comutativa (ou abeliana) se o produto é comutativo, isto €, xy = yx para todos
x,y €A

A ¢ chamada uma dlgebra com unidade se A contém um elemento ey, = e chamado

unidade de A, tal que para todo elemento v € A temos que xe =exr = .



Definigao 1.1.2. Seja A uma dlgebra com unidade. Um elemento a € A ¢ invertivel se
existe um elemento b € A com ab=ba =e. O elemento b, chamado inverso de a, € unico

e denotado por a~!.

O congunto dos elementos invertiveis € denotado por Inv A.
Observagao 1.1.3. Se a, b€ Inv A, entao abe InvA e (ab)™' =b"ta™t.

Definigao 1.1.4. Seja uma dlgebra A. Uma norma de dlgebra sobre A é uma aplica¢ao

I|.]|: A—R, tal que (A,||.]|) € um espago normado e para quaisquer a, b € A, wvale
[ladl| < {la]].][b]].
A dlgebra normada (A,||.||) € uma dlgebra de Banach se (A,||.||) € completa.

Vejamos agora alguns exemplos de algebras.

Exemplo 1. Seja S um conjunto ndo vazio. Entdo C° denota o conjunto das fungoes de

S em C. Definimos as operacgoes algébricas pontuais por

(af +Bg)(s) = af(s) + By(s),
(fg)(s) = f(s)g(s),
I(s)=1=e

para todos s € S, f,g € C° e a,B € C. Entdo C° € uma dlgebra comutativa com
unidade.

Escrevemos (>(S) como o subconjunto das fungoes limitadas sobre S, que também é

uma dlgebra. Definimos a norma uniforme sobre S por

|fls = sup{|f(s)| : s € S}, para todo f € £>(S).

E facil verificar que (£2(S),|.|s) € uma dlgebra de Banach com unidade.

Exemplo 2. Seja X wum espago topolégico. Escrevemos C(X) para denotar o espago de
todas as funcoes continuas em X com valores em K. Com as operacoes pontuais definidas
no Ezemplo 1, C(X) se torna uma dlgebra. Seja C°(X) para denotar a dlgebra das fungoes

continuas limitadas em X. Temos que (C°(X),|.|x) € uma dlgebra de Banach com unidade.

Tomando agora um espago compacto ), temos que C®(Q) = C(), e assim (C(Q),].|a)
¢ uma dlgebra de Banach comutativa com unidade.

Exemplo 3. Seja E um espago de Banach. O espaco B(E), representa o espago de Banach
dos operadores lineares continuos T : E — E. Definimos o produto de dois operadores S

e T em B(E) através da composi¢do:

(ST)(x) =(SoT)(x)=S(Tx), para todo x € E.



B(E) se torna uma dlgebra e como ||ST|| < ||S||||T|| para todos S, T € B(E), obtemos
que (B(E),||.||) € uma dlgebra de Banach com unidade e a unidade de B(E) ¢é o operador

indentidade I. Assim B(E) € uma dlgebra de Banach nao comutativa com unidade.

Exemplo 4. Seja U wum conjunto aberto nao vazio de C ou (C"). Representamos por
H(U) o conjunto das fungoes analiticas (ou holomorfas) sobre U. Temos que H(U) é
uma dlgebra com as operacoes pontuais. Agora para cada subconjunto compacto K de U,
definimos

pr(f) =1flk, paratoda f € H(U).

Entao cada pg € uma seminorma em H(U). O espago H(U) € um espago de Fréchet
com respeito a topologia gerada pela familia destas seminormas. Nesta topologia, f, — f
se, e somente se, (f,) converge para f wuniformemente sobre cada subconjunto compacto de
U. Com esta topologia H(U) € uma algebra de Fréchet (ver [3], p. 185), pois, temos que
pr(f9) < px(f)px(g). No entanto, a dlgebra H(U) ndo é uma dlgebra de Banach.

Uma dlgebra relacionada com a anterior é H™(U), a dlgebra das fungoes analiticas limi-
tadas sobre U. E possivel verificar que esta dlgebra é uma dlgebra de Banach com respeito a

norma uniforme |.|y.

Vejamos agora o seguinte lema, o qual utilizaremos para provar um resultado central.

Lema 1.1.5. Seja (w,) uma sequéncia em RT (reais positivos). Suponha que Wy, 1n < Wy,

para m,n € N e seja p= inf{w,ll/"; n € N}. Entio lim w'/™ = p.
n—oo

Demonstracao. Pela definicao de p, temos que dado € > 0 arbitrario, existe m € N, tal

que wil™ < p+e.

Seja M = max{w, wy, ..., wy}. Pelo Algoritmo de Euclides, para n > m existem
g € N e reNU{0}, taisque n = mg+r e 0 <r < m. Entdo, por hipitese, se
n > m, temos que

Wy = Wmg+r < WinqWy < wgnwr~
Como w, <M e w, < (p+¢€)™, obtemos que w,, < M(p+ €)™, donde
Dado que mq + T 1, entao
n o n
limsup (p + €)™ =limsup (p+ €)' """ =p+e e limsupM'/" =1

logo
limsupw’/™ < p+e.



Como p < w}/n para cada n € N, segue que lim w}/n = p.
[
Proposicao 1.1.6. Seja (A,||.||) wma dlgebra normada com unidade. Para cada a € A,
temos que
lim ||a”||"/" = inf{||a"]|"/" : n € N} < ||a]|.
n—oo
Demonstragao. Para cada n € N, considere w, = ||a"||. Como A é uma algebra normada,
temos que para m, n € N
Wi = ||| = [[a™.a"|| < []a™||-[|a"]] = wpwn.
Pelo Lema 1.1.5, obtemos que
lim [|a”||Y" = lim w}/™ = inf{|[a"||*™; n € N} < |a]|.
n—oo n—oo
[
Teorema 1.1.7. Seja (A, ||.]|) uma dlgebra de Banach com unidade. Entao

1/n

(i) Se a€ A e lim ||a"||"" <1, entao e —a € Inv A.
n—oo

(it) C={be A:lle—0b|| <1} C Inv A.
(131) Inv A € um conjunto aberto de A.
(iv) A aplicagdo:

h:InvA— InvA

a — a !

€ continua.

Demonstragdo. (i) Por hipétese lim ||a™]|*™ < 1. Segue entdo do critério da raiz, que a
n—oo

o o
série e+ E a" converge na édlgebra A e é facil ver que e+ g a" = (e—a)"'. Entdo
n=1 n=1

e—aEImTA.

(i7) Seja ¢ € C' arbitrario, entdao ¢ € A e |le —¢|| < 1. Para cada n € N, temos que
(e — o)||"/™ < |le — || < 1, portanto

lim ||(e — ¢)"[|'/" = inf{{|(e — ¢)"[|""; n € N} < [Je — | < L.
n— o0

Por (i), segue que ¢ =e— (e —c) € Inv A e portanto a inclusao ¢é valida. Note ainda
que 0 ¢ C, pois 1< |le.



(ii1) Seja a € Inv A. Tomando b€ A com |b]| < [la™!||™", temos que |la™'b|| < 1.

Assim, analogamente & prova de (ii), se |[[a™'b|| < 1, entdo e —a~'b € Inv A e como

a—b=ale—a'b), usando a Observacao 1.1.3, obtemos que a — b € Inv A.

(iv) Sejam a, b € Inv A com [|b7Y] < 2|la”?||. Dado que b~'—a"!=b"(a—0b)a"!, temos
167 —a I =167 (a = D)a™ || < (b7 "] [la = bl|-la™"|| < 2lIb — al|.[]a™"|]*

entao
o~" — a7 < 2[|b —all.la” |

Vejamos agora a continuidade em a € Inv A. Seja b—a =1z entao

1h(a+2) = h(a)| =l(a+2)"" —a || < 2[|2]|.|la”"]]"

, logo tomando o limite quando x — 0, obtemos a continuidade

[]

1.2 Ideais, Espectros e Radicais

Definicao 1.2.1. Sejam A wuma dlgebra com unidade e a € A. Definimos o conjunto
resolvente de a por
pala) ={z € C:ze—aec InvA}.

A funcao resolvente de a, € a func¢ao

R, :pala) — Inv A
z > (ze—a)"h

O espectro de a, denotado por oa(a), € o complemento de pa(a) em C
oa(a) = C\ pala).

Escrevemos geralmente p(a) ao invés de pa(a) e o(a) aoinvés de oa(a), etc...



Sejam x,y € InvA. Para cada z, w € p(a), considere z = we —a e y = ze — a.

Sabemos que 7! —y™ ' =y Yy —x)z~!, entdo

(we —a)™ — (ze —a)™! = (ze — a) " H((ze — a) — (we — a))(we — a) ™,

donde resulta a identidade

(we —a)™ — (ze —a)™' = (z —w)(ze — a) H(we — a)™*

que pode ser expressa na forma

R,(w) — Ry(2) = (2 — w)Ry(2) Ry (w). (1.1)

Para T € B(C") = M, onde M, denota o espago das matrizes quadradas de ordem n

com entradas em C, o espectro da matriz T é o conjunto finito de autovalores de T

Definicao 1.2.2. Sejam A uma dlgebra com unidade e a € A. O raio espectral de a é

definido como

va(a) =v(a) =sup{|z| : z € o(a)}.

O elemento a € chamado quasi-nilpotente se v(a) =0 (isto é, o(a) ={0}). O conjunto

dos elementos quasi-nilpotentes é denotado por D(A).

Proposigcao 1.2.3. Sejam A wma dlgebra de Banach com unidade e a € A. Entao o raio
espectral satisfaz
v(a) < |lall.

Assim obtemos a limitagdo de o(a).

Demonstragdo. Dado z € C qualquer, suponha que ||a|| < |z|. Entao [||z7'a|]] <1 e pelo
Teorema 1.1.7 (iz), obtemos que e —z 'a € Inv A. Donde a—ze =—z(e —z"'a) € Inv A.

Logo z € p(a).
Portanto, para todo z € o(a), temos que |z| < ||a||, donde segue que v(a) < ||a||.

]

Para f € C(Q), o conjunto o(f) éigual a imagem de f (isto é o(f) = f(Q)) e o raio

espectral é v(f) =|f|lao de modo que nesse caso o unico elemento quasi-nilpotente é 0.

Teorema 1.2.4 (Teorema do Liouville). Sejam X wm espago normado complexo e uma
fungao f: C — X analitica em todo C (isto é, inteira). Se existe um M > 0, tal que
f(2)|| <M para todo z € C, entio f(z) € constante.



Demonstragao. Ver [1], p. 309.
]

Teorema 1.2.5 (Hahn-Banach). Seja X wum espago normado. Dado xy € X diferente de

zero, existe f € X' (f funcional linear e limitado), tal que

Al=1 e f(zo) = |lzol|.

Observacao 1.2.6. O Teorema acima é na verdade um coroldrio do teorema de extensao
de Hahn-Banach. A prova desse teorema, assim como a do coroldrio mencionado, pode ser
encontrada em [5], que contém muitas outras consequéncias e interpretagoes desse resultado
fundamental.

Teorema 1.2.7 (Teorema de Cauchy). Sejam X wum espa¢o de Banach e U C C um

dominio (aberto e conexo), com f : U — X wuma fungdo analitica e T' um caminho

/F F(2)dz = 0.

fechado simples em U, entao

Demonstragao. Ver [10], p. 268.

Proposicao 1.2.8. Seja A uma dlgebra de Banach com unidade e a € A.

(i) O resolvente p(a) € um conjunto aberto em C.

(17) Para cada N € A’, onde A’ denota o espago dual de A, temos que a fungio Ao R, €

analitica sobre p(a).
(i13) O espectro o(a) ¢ um conjunto compacto nao vazio.

(iv) Para cada n € N e r>wv(a), temos que

a" = L ¢"(Ce —a)~tdC.

2 Jigl=r

— T n||l/n
(v) v(a) = lim [la"]".

Demonstragao. (i) A fungao
0:C— A
Z —ze—a
¢ continua. Pelo Teorema 1.1.7 (#i7), temos que Inv A éabertoem A e, consequentemente,

o conjunto p(A) =607 (Inv A) é aberto em C.



(1) Fixando z € p(A), escolha w € p(A) \ {z} arbitrario. Seja f a fungao
f=AXoR,:pla) —C

entao

flw) = f(z) _ (Ao Rao)(w) — (Ao Ra)(2)

w—z w—z

Pela linearidade de A e a equagao (1.1), temos que

fw) ~ ) _ (Ra<’w> - Ra(2)> = A(Ra(w)Ra(2)).

w—z w—z

Tomando o limite, quando w — 2z e usando o Teorema 1.1.7 (iv), obtemos que

fw) = f(2)

w—z

— —A(Ru(2)%).

Portanto f ¢é analitica sobre p(a).

(27i) Por (i), o espectro é fechado. Pela Proposigao 1.2.3, temos que o espectro é limitado e

portanto é compacto.
Vejamos agora que o(a) # ), vamos assumir por contradigdo que o(a) = (), entdo

p(a) = C. Tomando X € A’, por (ii), obtemos que a fungdo f=AoR,:C — C ¢

inteira. Mas
Ry2)=(ze —a) ' =[z(e—za)] ' =2 e—2""a)" L.

Logo quando z — oo, obtemos que R,(z) — 0 e pela continuidade de A temos
que f(z) = (Ao R,)(z) — 0.
Assim, dado R > 0, existe C' > 0, tal que se |z|] > C, entao |f(z)] < R. Como

o conjunto D = {z € C: |z| < C} é compacto, pela continuidade de f, temos que
f(D) é compacto, donde para |z| < C, vale |[f(z)| < N.

Assim, existe M > 0 tal que |[f(z)] < M, para todo z € C e pelo Teorema de

Liouville 1.2.4, temos que f é constante. Portanto, para todo 2z € C, resulta que
0= f(2) = (Ao R,)(z), e isto vale para todo A € A’

Como R,(0) = (—a)~' # 0, pelo Teorema de Hahn-Banach 1.2.5 existe ¢ € A, tal que
&(R4(0)) = ||R.(0)]| # 0. Em particular, tomando X = ¢, temos que (¢ o R,)(z) =0
para todo z € C.

Logo 0= (¢0 R,)(0)=1|Ra(0)]|, que é uma contradicdo. Assim o(a) nao é vazio.
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(iv) Usando prova andloga a (i), obtemos que R, ¢ analitica sobre p(a). Se a € A e

fixando n € N, definimos

g:pla) — A

z > 2"(ze —a)".

Como a funcao z" é analitica, entao o produto z"R, ¢é também uma funcao analitica.

Fixemos r > v(a) e consideremos r; > max{r, ||a||} e I' = {z € C: |z2| = r},
portanto a série
-1
> o = (¢ —0) (1.2)
k=0

converge uniformemente sobre I', pois

k

lim
k—o00

Y lal|* lall  lall el
s o <|z|k+1) e

Zk+1

Por (1.2), temos

Agora, como a série converge uniformemente

/g(z)dZZ/Zn(Ze—a 1dz—/zakz” i 1dz—z /z"‘k‘l dz
r r r .

k=0 k=0

/Fg(z)dz:kiak/rfk(z) i (1.3)

onde, para n # k a funcao f; estd definida por

entao

fr :C\ {0} — C

P s Zn—k—l

Como r; > ||a||, restringindo f a p(a), pelo Teorema de Cauchy 1.2.7, obtemos que
fr(2)dz =0 quando 0 < k <n—1. Pela formula integral de Cauchy / fr(2)dz=0
r r
para k > n.

Agora, se n =k, para |z| =7, temos que z = rie’, para t € [0,27], entao

27 - it

_ riie .

2 Ydz = - dt = 271.
r o "€
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Portanto, da equagao (1.3), resulta

/g(z)dz = /Z"(ze —a) 'dz = a"2mi
r r

logo
1 n( )71d 1 n( )fld
=— [ 2"(ze—a z2=— Z"(ze —a z.
2m Jp 2mi

n

|zl=r1
Como ¢ ¢ analitica em {z:r <|z| <r}, pelo Teorema de Cauchy temos que

1 1
— 2"(ze —a)tdr = — 2"(ze —a) 'dz = a™.

211 |z|=r 211 |z|=r1

Seja z € o(a) e n € N. Suponha que 2" ¢ o(a™), entdo z"e —a™ € Inv A e existe
be A, tal que

b(z"e —a") =e=(2"e—a")b.
Como
Z"e—a" = (ze —a)(z" e+ 2" Pa+ .. 4+ za" " 4 a" )
= (" te+ 2" a4 ...+ za" P+ a" ) (ze — a),

temos que x = (2" te+ 2" 2a+ ...+ za"? +a" )b € A é uma inversa a direita de
ze —a. Analogamente y = b(z" e+ 2" 2a+..+za" 2+ a""!) € A é uma inversa a

esquerda de ze —a, entao x =1y e este elemento é invertivel.

Obtemos que ze —a € Inv A, o que contradiz a hipdtese que z € o(a). Donde temos

que 2" € o(a").
Pela Proposicao 1.2.3, vale |z|" < ||a”|| e assim v(a) < inf |[a"||"/™ = lim ||a"||*/".

Tomando r >0 com 7 > v(a), e definindo M, = sup{||R.(2)|| : |z| = r}. Entao por

(iv), temos

n _i n o -1 i n - -1
Il = gl [ ¢rtce—aytacl< o [ ilice —a) g
_ 1 n ﬂ _ ..n+l1
=5 |q:rT [|R.(Q)]]d¢ < 27T(27T7"MT) = "M,

logo
|a"]| < r"**M, (n €N).

Isto mostra que a desigualdade limsup ||a”||*/™ < r, e é valida para qualquer r > v(a).
Entdo se tomamos o limite quando r — v(a), obtemos que limsup ||a”||"/" < v(a),
donde

v(a) < inf [|a™]]"™ = lim [|a"||*/™ < limsup ||a"]]"/™ < v(a)



12

o que mostra o resultado.

O

A parte (7ii) do resultado acima é um dos teoremas fundamentais das algebras de Banach,
e a parte (v) é a férmula do raio espectral. Observe que o raio espectral é o raio do menor

disco fechado em C com centro em 0 que contém o(a).

Em consequéncia da parte (v), obtemos que a € D(A) se, e somente se, ||a™||'/" — 0;
a" — 0 quando n — oo se, e somente se, v(a) < 1.

Exemplo 5. Sejam S um conjunto discreto nao vazio e w: S — R (0s reais positivos e

o zero) uma funcao de S em C, definimos

(1S, w) = {f =Y f(s)5. €C 1 Y |f(9)w(s) < oo}

ses seS

onde, para s € S, temos que 6; = X5 denota a funcio caracteristica do subconjunto {s}

de S.

Consideremos ((S, w) munido da soma pontual e da multiplicagdo por escalar usual.
Definindo

1f1lw =Y [f(s)w(s), para toda f € ('(S, w).

ses

Verifica-se que ((*(S, w), || ||lw) € um espago de Banach. O espago (*(S, w) € separdvel

se, e somente se, S € enumerdvel.

Vamos considerar em (*(S, w) duas estruturas de dlgebra. No primeiro caso consideramos

o produto pontual - sobre C°. Se a fungio w € limitada, entao (£*(S, w), -, || ||lw) €
uma dlgebra de Banach comutativa. FEsta dlgebra tem unidade se, e somente se, S ¢€ finito.
Para considerar o sequndo caso, suponhamos que S seja um semigrupo, nao necessaria-

mente abeliano. Um peso sobre S € uma aplicagio w : S — R, tal que

w(st) < w(s)w(t), para todos s, t€S.

No caso em que S tem unidade, w(e) = 1.

Dado s € S, considere x, = w(s") para todo n € N. Temos que Tyin < TmT, para

todos m, n € Ny. Se pp = inf{w(s")/" = 2/" : n € No}, pelo Lema 1.1.5, temos que

: n\1l/n
55, 1e")
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Um peso sobre S =Ny € chamado uma sequéncia de peso.

Definimos o produto *, chamado convolugio em (*(S, w) por

(f*g)t) = Zf(r)g(s), para todos f, g € (*(S, w), t € S.

rs=t

Note que, se f, g € (1(S, w), temos que

> {Z If(r)|‘|g(8)|} w(t) < Y1) Y lg(s)lw(s) = 1 f1lullgll-

teS \rs=t resS ses

Observe que 04 %0y = 05 para todos s, t € S.
e assim (1(S, w) ¢ uma dlgebra de Banach com respeito ao produto definido.

Se nao hd elementos r,s € S tais que rs =t, consideramos (fxg)(t) =0. A dlgebra
(XS, w), *, || .||lw) € uma dlgebra de semigrupo ponderado pelo peso w sobre S. No caso
que S tem unidade, entio 6. € a unidade da dlgebra. ('(S, w) € comutativa se e somente
se S € abeliano. Em particular, a funcao constante 1 é um peso sobre S, a correspondente
dlgebra é denotada por (1(S) = (C1(S), *, || . |]1)-

Sejam agora, S = Ny e w = (w,)%, uma sequéncia em RT. FEntao (*(S,w) € o

conjunto das sequéncias a = (a,)2>, com valores compleros e peso w, tais que

oo
Z |an|wy, < oo.
n=0

(N, w) € um espago de Banach com a norma ||.|lw, definida por
llallw = Z |ap|w, ,  para todo a € (*(w).
n=0

Denotaremos w, por w(n). A sequéncia w € dita radical se p,, = 0.

O produto convolugdo *, agora feito sobre Ny como foi definido acima, torna (*(Ny, w)

uma dlgebra de Banach com unidade. Neste caso, escrevemos (' (Ng, w) = (1 (w).

Vamos denotar por C[[X]] o conjunto das séries de poténcias formais

C[[X]] = {a = (@), €C, a= )Y a,X" } .

n=0

Para a,be C[[X]] e a€C, seja a+b=(a,+b,);>,, aa=(qa,);>, e

ab = (i arbn_r>

r=0 n=0
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Com respeito a essas operagoes, C[[X]] € uma dlgebra sobre C. Identificamos C com
{(a,0,0,...) : a € C}, de modo que 1 ¢ a unidade de C[[X]] e escrevemos X como
(0,1,0,0,...), X € aindeterminada de C[[X]].

Identificando (*(w) com a subdlgebra
{ Z la,| X" : Z |an|w, < oo }
n=0 n=0

de C[[X]], obtemos que (*(w) ¢é uma dlgebra de Banach de séries de poténcias gerada

polinomialmente por X.

Como X € identificado com (0,1,0,0,...) e X™ com a sequéncia que tem na n-ésima

coordenada 1 e as outras zero, entao

X"l = > |X]"|wi = w,, para todo n € N.
=1

Pela Proposi¢ao 1.2.8 (v), temos que

n .

v(X) = lim ||X"H}U/” = lim w'/"
n—o0 n—o0

1/

Assim X € quasi-nilpotente se, e somente se, wy ' — 0 quando n — oo; este € o

2
caso, por exemplo, quando w, =e .

Teorema 1.2.9 (Gelfand-Mazur). Se A ¢ uma dlgebra de Banach comutativa com unidade,
onde todo elemento nao nulo € invertivel, entdo A € isometricamente isomorfo a C (A =

Ce).

Demonstracao. Considere a aplicacao

p:C— A
A — de.

Temos que ¢ estd bem definida e é linear. Se @(A) = 0, éntdo e = 0 e portanto

Al = |Al.|le]| = [|Ae]| = 0, donde segue que A =0 e obtemos que ¢ ¢ injetiva.

Agora dado a € A, pela Proposicao 1.2.8 (iii), temos que o(a) # 0, e daf existe \ € C,
tal que (Ae—a) ¢ Inv A. Por hipétese e —a = 0. Assim a = e = p(\) e ¢ ésobrejetiva.

Finalmente ||@(N)|| = [|Xe|| = |A|.||e]| = |A\| para todo A € C.
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Definicao 1.2.10. Seja A wuma dlgebra. Dizemos que Z € um ideal de A se T € um

subconjunto de A que satisfaz as sequintes propriedades:
(1) Se a,beT e a€C, entdo a+abeZ;
(it) Se a€Z e be A, entao abeZ;
(1ii) Se a €T e be A, entdo ba € I;

Se T satisfaz apenas (i) e (ii) (respectivamente (i) e (iit)) dizemos que I € um ideal

a direita (respectivamente a esquerda) de A.
Os conjuntos {0} e A sao ideais de A, ditos ideais triviais.
Um ideal T ¢€ dito ideal maximal se T # A, e se nao existe um ideal J com T C J C A.

Um ideal a esquerda I € dito ideal maximal a esquerda se T # A, e se ndao eziste um

ideal a esquerda J com I C J C A. Analogamente se define um ideal mazimal a direita.

Para um ideal T em A, AJI € uma dlgebra quociente, quando € munida do produto

(a+Z)b+Z)=ab+TI para, a,be A

Além disso, se A € uma dlgebra normada (Banach) e I € um ideal fechado em A,

entao AJZ ¢é uma dalgebra normada (Banach) com a norma quociente, definida por
lla +Z|| = dist (a, I)zin%Ha—cH. (1.4)
ce

Teorema 1.2.11. Seja A wma dlgebra comutativa com unidade. FEntao todo ideal prdprio
de A estd contido em um ideal maximal de A. Um ideal J € maximal se, e somente se,
AJT € um corpo.
Demonstragao. Ver [12], p. 264.

m

Teorema 1.2.12. Sejam A wuma dlgebra comutativa com unidade e a € A. Entio a ¢€

invertivel se, e somente se, nao pertence a nenhum ideal maximal de A.

Demonstra¢ao. Ver [12], p. 264.
]

Definigao 1.2.13. Um subconjunto B de uma dlgebra A € dita uma subdlgebra de A se

€ um subespaco vetorial fechado com seu produto definido em A.
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Proposicao 1.2.14. Seja A wuma dlgebra de Banach com unidade.

(i) Se T € um ideal (ideal & esquerda) em A, entdo I ¢é também um ideal (ideal a

esquerda) em A.

(17) Se J € um ideal mazimal (ideal mazimal a esquerda) em A, entdo J € fechado.
Demonstragio. (i) Sejam a, b € T, entdo existem sequéncias (a,) e (b,) em Z, tais que

a, —>a e b, —b.

Pela continuidade da adig¢ao e do produto por escalar, temos que a, + ab, — a + ab
edal a+abeZ paratodo a e C.

Analogamente, usando a continuidade do produto, mostramos que se a € Z e ¢ € A,

entao ca € Z e assim Z ¢é um ideal a esquerda em A.

(77) Como J ¢ um ideal maximal, temos J # A. Vamos assumir inicialmente que J = A.
Assim J é denso em A e pelo Teorema 1.1.7 (7ii), temos que J NInv A # (. Logo
existe c € JNInv A etambém d € A, taisque dc=e ecomo J éum ideal, resulta
que e € J. Portanto J = A implica uma contradicao com o fato que J # A. Deste
modo J #+ A.

Além disso, por (i) temos que J é um ideal tal que J C J C A Como J ¢é

maximal, obtemos que J = J e portanto fechado.

]

Exemplo 6. Seja Q um espago compacto e C(2) como no Ezemplo 2. Seja F um
subconjunto fechado de ). Defina:

I(F) = {f € C(@) : fIF = 0};
J(F)={fe€C(Q):f=0, em uma vizinhan¢a de F}.

Temos que I(F) e J(F) sao ideais em C(R2), sendo I(F) fechado e J(F) denso em
I(F).

Defini¢ao 1.2.15. O radical de uma dlgebra A (ou radical de Jacobson) € definido como a
intersecao dos ideais mazimais de A e denotado por rad A. Uma dlgebra A (nao neces-

sariamente com unidade) € dita radical se rad A = A. A € dita uma dlgebra semi-simples

se rad A = {0}.
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Exemplo 7. (i) Como C € um corpo, o tunico ideal mazimal de C é {0}. Entao C ¢é

uma dlgebra semi-simples. Analogamente para R.

(i) Se A € uma dlgebra comutativa com unidade, entio A/rad A ¢é uma dlgebra semi-

simples.

(1ii) Para ver outros exemplos de algumas dlgebras comutativas especificas que sao semi-

simples, consulte o capitulo 4 de [7], p. 85-128.

(iv) Seja A uma C*- dlgebra comutativa, ver o Coroldrio 10.2.1 de [7], p. 278 e obtemos

que A € uma dlgebra de Banach semi-simples comutativa reqular autoadjunta.
Proposigao 1.2.16. Seja A uma dlgebra com unidade, entao

rad A={a€ A:e—ba€InvA, para cada be A}.

Demonstragao. (C) Seja a € rad A. Como rad A éum ideal, temos que para todo b € A,
vale ba € rad A. Suponha que existe b € A, tal que e —ba ¢ Inv A. Pelo Teorema 1.2.12

existe um ideal maximal J com e —ba € J.

Como rad A ¢é um ideal, entdao ba € rad A C J. Além disso, e = (e — ba) + ba € T,

pois, J ¢é um ideal. Portanto J = A, o que leva a uma contradi¢cao. Logo e —ba € Inv A.

(D) Seja a € A, tal que e —ba € Inv A paracada b€ A. Se a ¢ rad A, entao existe
J ideal maximal de A, tal que a ¢ J. Definimos

J+Aa={m+ba:meJ,be A}
J + Aa é um ideal a esquerda que contém e é diferente de J. Assim, J + Aa nao pode
ser proprio, pois J ¢é maximal, donde J + Aa = A. Portanto, como e € A, existe c € A,

tal que m +ca =e e assim m ¢ invertivel. Isto é uma contradicao com m € J, onde J

é um ideal proprio. Logo a € rad A.
O]
Proposicao 1.2.17. Seja A uma dlgebra de Banach com unidade.
(i) rad AC D(A), onde D(A) € o conjunto dos elementos quasi-nilpotentes de A.
(i7) Se Z ¢é um ideal (a esquerda) de A com I C D(A), entio T C rad A.
(1ii) Se A € comutativa, entdo rad A= D(A).
Demonstragao. (i) Seja a € rad A. Para todo z € C, 2z # 0 seja b= z"'e € A. Pela

Proposigao 1.2.16, temos que e —2"'a € InvA e dal z ¢ o(a). Como isto vale para
todo z € C, z # 0, obtemos que, o(a) = {0}. Assim a € D(A).
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(i7) Seja a € Z. Para cada b € A, ba € Z, pois, Z é um ideal a esquerda. Assim
ba € ©(A), donde o(ba) = {0}. Como 1 ¢ o(ba), temos que le —ba € Inv A e dai,
pela Proposicao 1.2.16, segue que a € rad A.

(737) Por (i), basta mostrarmos a inclusdo ®(A) C rad A. Tome a € D(A) e b € A.

Como v(a) = 0, pois pela Proposiciao 1.2.8 (v), temos que v(a) = lim ||a"||'/".
n—o0

M

Dado que A é comutativa, temos que (ba)™ = b"a" para todo n € N e dai

||(ba)"H1/” = Hb"a"Hl/” < Hb|].||a”|]1/" — 0 quando n — cc.

Segue da desigualdade anterior, que v(ba) =0 e ba € D(A). E simples verificar que
v(a+b) <v(a)+v(b) eassim D(A) éum ideal. Agora, por (ii), vale D(A) C rad A.

]

1.3 Teoria de Gelfand

Definicao 1.3.1. Um homomorfismo entre dlgebras A e B € uma aplicacio ¢ : A — B,
tal que para a, b€ A e a €K, temos:

(1) plaa +b) = ap(a) + p(b).

(i1) p(ab) = p(a)p(b).

Quando B =K dizemos que ¢ ¢é um homomorfismo escalar.

Os homomorfismos bijetivos sao chamados isomorfismos. Usaremos A = B para denotar

que existe um isomorfismo entre as algebras A e B.

Denotaremos por ®4 o conjunto de todos os homomorfismos escalares nao nulos definidos

na algebra A. Se A tem uma unidade e, entdo @(e) =1 para todo ¢ € Dy.

Observacao 1.3.2. Uma propriedade elementar dos ideais é que se ¢ : A — B ¢é um

homomorfismo e J um ideal de B, entio o Y(J) ¢ um ideal de A.

Exemplo 8. Seja A = C(Q), definimos e,,(f) = f(x0), onde f € A e xo€ Q. Temos
que €4, € P 4.
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Observagao 1.3.3. Em um trabalho cldssico, ver 9], John Tate mostra que os homomorfis-
mos de uma dlgebra comutativa com unidade sobre R podem ser identificados com os pontos

extremos de certos conjuntos convexos.

Proposicao 1.3.4. Um homomorfismo escalar o € sobrejetivo se, e somente, se p # 0.

Demonstra¢ao. (=) Suponha que ¢ = 0. Entdao ¢(a) =0 para todo a € A, e portanto
¢ mnao é sobrejetivo. Logo ¢ # 0.

(<) Como ¢ # 0, entao existe b € A, tal que ¢(b) = z1, onde z; € C, z; # 0. Seja
A € C. Temos que
P(Ab) = Ap(b) = Az

Como A € C é arbitrédrio, entdo ¢(Ab) percorre também todos os nimeros complexos.
Logo, dado w € C existe A\ =w/z; € C tal que p(Ab) =w, e dai ¢ é sobrejetivo.
O

A partir de agora salvo quando dito explicitamente em contrario, K = C.

Dados, uma algebra A e ¢ € &4, escrevemos
M, =kerp ={a € A:p(a) =0}

Proposicao 1.3.5. Seja A wma dlgebra de Banach comutativa com unidade. FEntao a
aplicagao ¢ —— M, ¢ uma bijecio de ®4 sobre o conjunto dos ideais maximais de A

que denotaremos por Q(A). Além disso, os ideais mazimais de A tem codimensao 1

(dim (A/ ker p) = 1),

Demonstracao. Considere a aplicagao
T (I)A — Q(A)
© —> kerp.
Vejamos inicialmente que ker ¢ € Q(A) para todo ¢ € ®4. Com efeito:

Dados z,y € ker ¢ e a € C, temos que ¢(z + ay) = ¢(z) + ap(y) = 0 e para todo
be A, vale p(bx) = ¢(b).o(x) = 0. Portanto z + ay, bx € ker ¢ e ker ¢ é um ideal.

Para cada ¢ € &4, definimos
p:A/kerp — C
a + ker ¢ — ¢(a).

Temos que P estda bem definida. De fato, sejam a, b € A, entao a + keryp = b+ ker g
se, e somente se, a —b € kerp se, e somente se, ¢(a) = p(b).
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Pelas definicoes das operacoes no espaco quociente, temos também que @ ¢é linear e
multiplicativa. Sejam agora a,b € A, a+keryp # b+ kerp. Logo a—b ¢ kery e assim
o(a) # ¢(b). Portanto ® é injetiva.

Dado ¢ € ®4, como ¢ # 0, para todo A € C\ {0}, temos que Ap(e) ¢ ker p. Como
w(Xe) = Ap(e) = A, temos p(Ae + kerp) = p(Ae) = A e P(kerp) = 0, donde obtemos que
© ¢é sobrejetiva.

Como A/kery éum corpo, pelo Teorema 1.2.11, temos que ker¢ é um ideal maximal
de A. Assim para todo ¢ € 4, temos que keryp € (A) e comprovamos a boa defini¢ao
de T.

Por outro lado, sejam 1, po € &4 com kerp; = kerps. Temos que ¢ = A\po para
algum A € C, donde 1 = pi(e) = Apa(e) = A e, portanto, 1 = . isto é, T é injetiva.
Seja J € Q(A). Entdo A/J é uma algebra de Banach comutativa com unidade e+ J.

Pelo Teorema 1.2.11, temos que A/J é um corpo.

Considere a projecao canonica

WJIAHA/j
ar—a+ J.

Seja F' o isomorfismo entre A/J e C dado pelo Teorema de Gelfand-Mazur 1.2.9,
definido por F(a+J) =X onde A € C étal que a+J = A(e+ J). Observe que F é
multiplicativo e

Forgs: A—C

¢ um homomorfismo nao nulo. Entdo Foms; € ®4. Temos que a € ker(Fomy) se, e somente
se, Foms(a) =0 se, e somente se, ms(a) =0, se e somente se a € J. Portanto, dado
J € Q(A), existe Fomy € ®y, tal que

T(Fomg)=ker(Fomy)=J
e assim T ¢ sobrejetiva. Finalmente, como kery ¢é de codimensao 1, (dim (A/ker ) = 1),

segue o resultado.

]

Mostramos que existe uma bijecao entre ®,4 e o conjunto de ideais maximais de A. Por
esta razao ®,4 ¢é chamado muitas vezes de espectro da dlgebra A ou de espaco dos ideais
maximais de A.

O resultado a seguir desempenha um papel fundamental na teoria das algebras de Banach

comutativas com unidade.
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Teorema 1.3.6. Seja A wma dlgebra de Banach com unidade. Se ¢ € ®y4, entio ¢ ¢€

continua e ||o|| = 1.

Demonstracao. Como
p:A—C
a— p(a)

¢ um homomorfismo nao nulo e para cada a € A

p(pla)e —a) = p(a)p(e) — p(a) = p(a) —p(a) =0

entdo ¢(a)e—a € M,. Portanto ¢(a)e—a ¢ Inv A. De fato, se p(a)e—a € Inv A, existiria
be A, tal que b(p(a)e —a) =e e dal teriamos

L= g(e) = p(b(p(a)e —a)) = ¢(b)p(p(a)e — a) = »(b).0 = 0.

O que é uma contradi¢ao. Portanto ¢(a)e —a ¢ Inv A e assim @(a) € o(a). Agora,
pela Proposigao 1.2.3, temos que |p(a)| < ||a|| para qualquer a € A, o que garante que ¢

¢ continuo e limitado por 1, isto é, ||p|| < 1.

Por outro lado,
1= lp(e)| < [loll-llel] = el <1

assim ||p|| = 1.

Notemos também que ®, esta contido no conjunto

Ned Me)=1=|]N}

A topologia fraca * sobre A’ serd denotada aqui por o. Assim A\, — A em (A4’ 0),
se e somente se A,(a) — A(a) para cada a € A. Lembremos que, pelo Teorema de
Alaoglu-Bourbaki, ver [10], a bola unitdria de A’ a qual denotamos por A’m é fracamente
x compacta. A topologia induzida em ®, pela topologia fraca x de A’, é dita a topologia

de Gelfand em ®, e é denotado por Tg.
A cada a € A, podemos associar a funcao

a: @A,——+(C
p — p(a).
a ¢é a transformada de Gelfand de a e satisfaz |a|le, = sup |a(p)| < ||a|| para todo

IS )
a€A.
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O conjunto A = {@:a € A} 6 uma subdlgebra de C(®,), que é denominada Repre-
sentagao de Gelfand de A.

A aplicacao
T A — C((I)A)
a—a
¢ a transformacao de Gelfand.

A definigao da topologia fraca * mostra que a ¢é continua sobre (P4, 7g).

Teorema 1.3.7. O espaco P4 ¢é Hausdorff compacto (na topologia T¢ ).

Demonstragao. Ver [12], p. 268.

]

A partir de agora ®,4 denotard sempre o espaco de Hausdorff compacto (P4, Tg) que
sera muitas vezes chamado espaco de estados de A.

Observacgao 1.3.8. Notemos que pela Proposicao 1.3.5 temos que
rad A = ﬂ{kergp tp € Dyt

Observamos que, como $,4 é um espaco de Hausdiorff compacto, C'(®,4) é uma &lgebra

de Banach comutativa com unidade com a norma uniforme sobre @ 4.

Teorema 1.3.9 (Teorema de Representagao de Gelfand). Seja A wma dlgebra de Banach

comutativa com unidade. Entao

(i) A aplicagao:
g ="":A— C((I)A)
ar—a
€ um homomorfismo.
(i) o(a) =a(®a) ={a(p) : p € Pa}.
(13i) va(a) = |alo,-

(1v) a € Inv A se, e somente se, a € InvC(Dy).

(v) rad A=D(A) =kerG.

Demonstrac¢ao. Ver [3], p. 203.
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Corolario 1.3.10. Seja A wuma dlgebra de Banach comutativa com unidade. As sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
(i) A € semi-simples.
(i) G € um homomorfismo injetivo.

(1i1) v € uma norma de dlgebra em A.

Demonstragao. Ver [3], p. 203.
[

Note que, se A ¢éuma algebra de Banach semi-simples comutativa com unidade, a aplicacao:
G=":A— G4
a+—a

¢ um isomorfismo.
Observagao 1.3.11. Como rad A =ker G, podemos identificar uma dlgebra A de Banach
semi-simples comutativa com unidade com a subdlgebra G(A) = A = {a:a € A} de C(Q)
para o espaco compacto = ®4. Ou seja, G € uma bijecdo entre A e AcC C(Pa). Se
C(Q2) com Q espago de Hausdorff compacto separa os pontos de ), dizemos que C(§2) é

uma dlgebra de fungoes. Efcicil verificar que C(®4) € uma dlgebra de fungoes.

Teorema 1.3.12. Seja X um espaco topologico de Hausdorff compacto. Entao a aplicacdo
r— M, ={f € C(X): f(z) =0}, para x € X, é um homeomorfismo sobrejetivo de X
em (IDC(X)~
Demonstragao. Ver [7], p. 86.

]

Corolario 1.3.13. Seja X wum espago topoldgico de Hausdorff compacto. FEntao a trans-
formacdo de Gelfand ~ :C(X) — C(®P¢e(x)) € a identidade de C(X) sobre si mesmo.

Demonstragao. Ver [7], p. 87.
]

Observagao 1.3.14. Se X ¢ um espacgo topoldgico de Hausdorff compacto, entdo, temos

que:

L —

(i) Pelo Coroldrio 1.3.13, obtemos que C(X) = C(X) = C(P¢(x)).
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(i1) Pelos Coroldrios 1.3.13 e 1.3.10, obtemos que a dlgebra C(X) ¢é semi-simples. Além

disso, C(X) € uma dlgebra de Banach comutativa com unidade.

(1ii) Pela demonstragio do Coroldrio 1.3.13 (ver [7], p. 87), podemos identificar X com

1.4 Continuidade Automatica de Homomorfismos

Teorema 1.4.1 (Gréfico Fechado). Sejam X,Y espacos de Banach e T : X — Y um

operador linear. Entao T ¢é continuo se, e somente se, T tem grdfico é fechado.

Demonstragao. Ver [10], p. 213.

Temos inicialmente o seguinte resultado:

Teorema 1.4.2. Sejam A wuma dlgebra de Banach com unidade e B uma dlgebra de Banach
semi-simples comutativa com unidade. FEntao todo homomorfismo 6 : A — B € automati-

camente continuo.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que 6 ¢é continuo. Para isto usaremos o Teorema de Grafico
Fechado 1.4.1. Para provar que o grafico de 6 ¢é fechado tomamos uma sequéncia (u,) em

A, tal que u, — u e 6u, — v e devemos mostrar que Ou = v.

Como 6 ¢é um homomorfismo, consideramos a, = u, —u ¢ b = v — fu. Com esta
mudanca de variaveis, temos que a, — 0 em A e f#a, — b em B quando n — oo.

Assim basta provarmos que b = 0.

Seja ¢ € &g arbitrario. Por definicao ¢ : B — C ¢é um homomorfismo sobrejetivo.
Logo pof: A — C ¢ também um homomorfismo. Dois casos sao possiveis: ¢ of =0
ou wof##0. Se pof #0, pela Proposicao 1.3.4, obtemos que o6 ¢é um homomorfismo
sobrejetivo. Assim pof € &, U {0}. Além disso pof e ¢ sao continuas, pelo Teorema

1.3.6. Como a, — 0 quando n — oo, obtemos que

(po8)(an) — (po6)(0)=0

(w0 0)(an) = @(0(an)) — ¢(b)
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donde ¢(b) =0. Assim b e [{kery: ¢ € Pp}.
Como B ¢ uma algebra comutativa com unidade, segue da Observacao 1.3.8 e do fato
que B ¢é semi-simples, que

rad B = ﬂ{kergp tp € g} ={0}.

Logo b = 0. Como b = v — fu, temos que v = Ou. Mostramos assim que 6 ¢é

automaticamente continuo.
O

Definicao 1.4.3. Seja (A,||.||) wma dlgebra de Banach. Dizemos que A tem uma inica
norma completa se cada norma de dlgebra em relagao a qual A € uma dlgebra de Banach é

equivalente a norma || .||

Corolario 1.4.4. Seja (A,||.||) wma dlgebra de Banach semi-simples comutativa com uni-

dade. Entdo A tem uma unica norma completa.

Demonstragao. Seja |||.||| outra norma de dlgebra completa sobre a algebra A. Assim os
espagos (A,||.]]), e (A,]]|.]||]) s@o dlgebras de Banach. Consideremos o homomorfismo
identidade I : (A,|||.|l|) — (A,||.||). Pelo Teorema 1.4.2, temos que [ é continua e
portanto existe C' >0, tal que ||a|| = ||I(a)|| < C|l|alll.

Trocando os papéis das normas |||.||| e ||.|| e repetindo o mesmo argumento, obtemos
que existe K >0, tal que |[[all| = [[[(a)[|| < Kl|a]|

Consequentemente as normas de dlgebra |||.]|| e ||.|| em A s@o equivalentes e, portanto,

A tem uma tnica norma completa.
]

Observacgao 1.4.5. Como veremos agora o Coroldrio 1.4.4 pode ser estendido para o caso em
que a dlgebra de Banach ndo é comutativa (wver Coroldrio 2.2.6), mas ndo para o caso em que
a algebra de Banach nao é semi-simples, isto €, que o rad B tenha dimensao maior ou igual
a 1. Em outras palavras, para uma dlgebra nao semi-simples, podemos encontrar normas de

algebra completas nao equivalentes.

Exemplo 9. Lembremos que para 1 <p o conjunto

P = {x = (x1, T2, ..., Tp, ...) :xy € C, para todo n € N e Z |z, P < oo}

n=1

forma um espaco vetorial com as operagoes usuais e munido com a norma definida por

00 1/p
||l = (Z |$n|p> , para x € ¥
n=1
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€ um espaco de Banach.

Notemos que (' C (2, pois dado = € (', para cada n € N fizo, vale que

n n 2
S < (zw)
k=1 k=1

e tomando o limite quando n —> oo, seque que ||z|l2 < ||z||1, donde z € (2.

Definindo agora o produto coordenada a coordenada, (> € uma dlgebra, pois, dados
z,y € (%, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos que ||zy|l1 < ||z||2.||y|l2, donde
xy € (Y e portanto xzy € (2. A dlgebra (*> € de Banach semi-simples comutativa que ndo

tem unidade.

Dado que e= (1,1, 1,.....) ¢ (?, definimos
U=0roCe

como um espaco vetorial com a soma e produto com um escalar usuais e a multiplicacao dada
por (a,z)(b,w) = (ab,0). Portanto L ¢é uma dlgebra, tal que rad U = {0} ©® C.e, e tem

dimensao 1. Além disso, usando as normas ||.|l2 e |.|, definimos sobre i, a aplicagdo

[I(a, 2)I] = llalla + [2[, (@, 2) € 4L

Notemos que a aplicagio ||.|| € submultiplicativa. De fato, dados (a,z), (b, w) € 4,
temos que

[I(a, 2)-(b, w)[| = [|(ab, 0)|| = [|abl|5
< llallz-[[bll2 < ([lall2 + |2[)-(||bl|2 + [w])
donde ||(a, z).(b, w)

| <|[(a, 2)||.|[(b, w)||. Assim ||.|| € uwma norma de dlgebra sobre Al.

Nao é dificil verificar que $4 munida com ||.|| € uma dlgebra de Banach sem unidade.

11 1 1
Considere agora a sequéncia — r = (1 vy =, ), entao
n

) 57 57 seeey n+ 1,
e o
2 1 1 )
]z = 2_2 converge, mas ||z|[1 = E - diverge.
t 1
=1 =1

Portanto (* C (2.

Seja agora, N\ um funcional linear sobre (*. Definimos A\ = X |p, isto é, para a = (ay,)
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Seja (x,) uma sequéncia de elementos em (', tal que x, — = quando n — .

Considere vy, = x, —x para todo n € N. Portanto y, — 0 em (' e para todo n € N,

temos que
A(zn — 2)| = [Ai(y,)| = Zyi,n Z |yz nl = Yalli — 0.
i=1 =1

Logo M (x,) — Ai(z) em C quando n — oo, e disto seque que A\, € continua em
ot

Defininimos

[lI(a, 2)[[| = max{{lal[2, |A(a) = 2]}, (a, z) €
Seque que, |||.||| € uma norma sobre Al

Dados (a, z), (b, w) € &, como a, b € (?, entio ab € (* e temos que

(A(ab)] = > (anbn)| < D lanbal < llablly < [lalla-|Bll2 < [[[(a, 216, w)l]l.
n=1 n=1
Como |lablly < |lalls.|[bll. entdo [[abllz < [[[(a, 2)II[[|[(b, w)[l], portanto
[1l(a, 2).(b; w)l[[ = [[|(ab, 0)[|| = max{||ablla, [Mab)|} < [[[(a; 2)[[-[|(b; w)]]].
Assim, ||| .]|| € wma norma de dlgebra sobre Al

Seja uma sequéncia de Cauchy (@, z,) em .  Entio (a,) e (Ma,) — z,) sdo
sequéncias de Cauchy em (*> e C respectivamente, donde existem a e «, tais que

lla, —alla —0 e |XNa,)— 2z, —a] — 0.

Considere w = ANa) —a. Entao (a,, z,) — (a, w) em U, pois

(@, z) = (a, w)[[| = max{|[a, = alls, [Man —a) = (2, —w)][}

e tomando o limite quando n — oo, temos que |||(@,, z,) — (a, w)||| — 0. Portanto

LI € uma dlgebra de Banach.

Por outro lado, seja a sequéncia definida por

11 1
z,=(1, =, = ..., — 0,0,... ], para todo n € N.
2" 3 n
~ 1
Entio x, € (* C (*. Agora ||z,|? = Z,—2 e fazendo n —» oo, temos que (x,)
i
i=1

converge em (2.
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Por outro lado,

1
IANxn)| = Ma,) = Z 7 bara todo n € N,

=1

1
donde lim \A(wn)]:zz diverge. Portanto (A(x,)) diverge.

e i=1
Assim A nao € continuo sobre (*.
Podemos verificar que |||.]|| ndo € equivalente a || .||
Caso contrdrio, existe K > 0, tal que |||(a, 2)||| < Kl||(a, 2)|| para todos (a, z) € 4L

Considerando © € (* e z =0, temos que

IA(@)| < l[(z, 0)|[| < K]|(z, 0)|| = K[[z]]2.
Isto nos mostra que, todo funcional linear X\ em (* € continuo, o que é um absurdo.

O exemplo acima exibe uma algebra de Banach {l que nao é semi-simples e nao tem uma

unica norma completa.

Observagao 1.4.6. No proximo capitulo faremos un estudo mais aprofundado da continuidade

automdtica de homomorfismos entre dlgebras de Banach.



Capitulo 2
Sobre a Continuidade Automatica

Como veremos neste capitulo existe uma forte ligacao entre as propriedades algébricas e
topoldgicas de uma &lgebra de Banach. Como vimos no capitulo anterior (Teorema 1.3.6),
todo homomorfismo escalar sobrejetivo sobre uma algebra de Banach com unidade A (isto
¢ todo epimorfismo de A em C) é automaticamente continuo. Na verdade, muitos outros
homomorfismos entre dlgebras de Banach A e B sdo automaticamente continuos. Entretanto,
de uma maneira geral, nao podemos garantir a continuidade de um homomorfismo entre duas

algebras de Banach.

Vamos explorar algumas dessas idéias no presente capitulo, através dos teoremas de Johnson

e de Bade-Curtis entre outros, que constituem o cerne da dissertagao.

2.1 O Espacgo Separante de um Operador Linear

Definicao 2.1.1. Sejam FE, F' espacos de Banach e T : E — F um operador linear.

Entao o espaco separante de T ¢é

S(T)={y € F: existe (z,) € E, tal que x, — 0 em E com Tx, — y em F}.

Vamos ver que o conceito acima permite medir o "quanto um operador linear deixa de ser

um operador continuo”.

Proposicao 2.1.2. §(T') € um subespaco linear fechado de F.

Demonstragao. Dados z, y € S(T) e a escalar, temos que existem sequéncias (z,) € (yn)
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em F, tais que
T, — 0 com Tx, — x em F
Yp —> 0 com Ty, — y em F.

Logo
(xn+ay,) — 0 em E e T(v,+ ay,) — (z+ay) em F

donde (z+ ay) € S(T'), portanto S(T') é um subespaco linear.

Por outro lado, consideremos para cada b € F

0(b) = inf {[[al| + [|b = T(a)][}.
é facil verificar que:

(l) (5(()1 + bg) S 5(b1) + 5(b2), para todos bl, b2 e F.
(17) 6(ab) = |c|6(b), para todos b€ F e « escalar.

(23i) 6(b) < ||b||, paratodo b€ F ese b=T(a), entdo 6(7T(a)) <||a|| paratodo a € E.

Notemos que das defini¢des de §(b) e S(T'), temos que

d(b) = 0 se, e somente se, b € S(T).

Agora se (b,) éuma sequéncia contida em S(T) com b, — b, entao segue das propri-
edades (i) e (iii) que

3(b) <0(b—"0by) 4+ 6(b,) <6(b—0by,) <||b— byl

tomando limite quando n — oo, obtemos que b € S(T) e portanto S(T') é fechado.

Teorema 2.1.3. T ¢ continuo se, e somente se, S(T') = {0}.

Demonstracao. (=) Seja y € S(T) arbitrario, isto é, que existe uma sequéncia (z,) em
E, tal que
tp — 0 em E, com Tz, — y em F.

Como z, — 0 e T ¢é operador linear continuo, entdo Tz, — T(0) = 0, donde por
unicidade de limite, obtemos que y =0. Assim S(T') = {0} .
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(«<=) Para mostrar que T ¢é continuo vamos provar que o grafico de T é fechado e assim,
pelo Teorema do Gréfico Fechado 1.4.1, obteremos a continuidade se 7. Analogamente, a

demonstracao do Teorema 1.4.2, basta tomarmos uma sequéncia (x,) em F, tal que
r, — 0 em FE, com Tx, — x em F.
Por definigao, isto quer dizer que = € S(T'). Agora, por hipdtese, temos que S(T') = {0},
entao x = 0, portanto 7" é continua.

O

Vamos analizar agora o subespaco S(#), onde 6 : A — B é um homomorfismo entre

algebras de Banach.

Teorema 2.1.4. Sejam A e B dlgebras de Banach e 6 : A — B um homomorfismo com
0(A) = B. Entio S(0) € um ideal em B.

Demonstragao. Sejam a, b € §(0), pela Proposicao 2.1.2, temos que a+b € S(6).

Se a € S8(0) e be B. Temos que existe uma sequéncia (z,) em A, tal que

r, — 0 em FE, com 0r, — a em B.

Como b € B = 0(A) existe uma sequéncia (y,) em A, tal que 6(y,) — b em B.

Logo, a sequéncia (y,z,) estd contidaem A e como 6 é um homomorfismo, vale
YnTn —> b.0=0em A e 0(y,x,) = 0(y,)0(z,,) — ba em B.
Assim ba € S(6). Portanto S(f) é um ideal a esquerda de B. Analogamente mostramos
que S(#) ¢ um ideal a direita de B.
[l

Proposicao 2.1.5. Sejam A wuma dlgebra de Banach com unidade e B wuma dlgebra de

Banach comutativa com unidade. Se 6 : A — B € um homomorfismo, temos que
S(0) C rad B.
Demonstracao. Seja y € S(A). Entao existe uma sequéncia (z,) em A, tal que
r, — 0 em FE, com 0x, — y em B.
Tal como argumentamos na prova do Teorema 1.4.2, temos que dado ¢ € &5 qualquer,

podemos mostrar que ¢(y) = 0. Portanto y € ({kery : ¢ € &g}, donde concluimos que
y € rad B, e temos a inclusao.

]
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Nas versoes do Teorema de Johnson, consideremos algebras de Banach com unidade nao

necessariamente comutativas.

2.2 0O Teorema de Johnson

Lema 2.2.1. Sejam B uma dlgebra de Banach com unidade e b € B. Se v(bt') =0 para
todo b € B, entio b€ rad B.

Demonstra¢ao. Suponha que b ¢ rad B. Logo b estd fora de algum Z ideal maximal de

B.

Afirmagao. J = Bb+Z ¢ um ideal de B que contém T.

De fato, sejam u,v € J e a € C. Entao existem r,s € B e a,c € Z, tais que
u=rb+a e v=sb+c Logo, como r+as € B e a+ ac € Z, pois, Z é um ideal,
obtemos que u + av = (r + as)b+ (a + ac) € J. Seja agora p € B. Como pr € B e
pa € I, entao pu = (pr)b+ pa € J, portanto J ¢ um ideal de B.

Seja a € T qualquer, dado que a =0.b+a € J, temos entao que Z C J donde segue

a afirmativa.

Se T=7J=Bb+7Z entao 7 = Bb, o que nao é possivel, pois, como e € B, temos que
beZ. Logo TG J.

Dado que Z ¢ um ideal maximal e Z & J, obtemos que Bb+7Z = J = B. Como
e € B, existe b € B tal que e —b'b € Z. Este elemento nao ¢ invertivel, pois se o fosse,
terfamos (e — b))~ € B com e = (e —¥b)"'(e —b'b) € Z, o que implica Z = B, o que nao
é possivel. Obtemos que e — Vb ¢ Inv B, donde 1 € o(bl), logo 1 < v(bb'), e segue dai
v(bt') # 0. Isto é, uma contradicao.

]

Teorema 2.2.2 (Teorema de Dini). Sejam X  um espaco métrico compacto e
fn: X — R uma sequéncia mondtona de funcgoes continuas. Se f, — [ pontualmente

em X e f € continua, entao a convergéncia € uniforme.

Demonstragao. Ver [3], p. 789.
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No que segue, B[X] denota o espago dos polinémios com coeficientes em B e varidveis

em C.

Lema 2.2.3. Sejam B wuma dlgebra de Banach com unidade, p € B[X]| e R > 0. Entdo

(v(p(1)))* < Egzy(p(z) ). \ZTEBRV@(Z) ).

Demonstra¢ao. Como p € B[X] um polinémio definido por p: C — B, seja p(1) # 0.

Pelo Teorema 1.2.5, temos que existe um funcional linear continuo ¢ sobre B, com
o]l =1 e ¢(p(1)) = |[p(V)]].

Como p:C— B e ¢: B—C, entao q =¢op: C — C, ¢ um polinomio tal
d

que ¢(z) = ¢(p(z)) para cada z € C. Vamos escrever ¢ na forma ¢(z) = Zﬁkzk, onde
k=0

Br € C e d éo grau do polinomio ¢g. Temos que

d
Ip(I]” = l¢(p(W)P = [g(W)P = |>_ B (2.1)
k=0
d 2 d
Afirmagdo. Para d €N, vale > B < d. > |8/
k=1 k=1

De fato, vamos verificar por principio da inducao.

Quando d =1, temos que |B1]| < |5

d
Hipotese indutiva: Suponha que Z Bk
k=1

2 d
<d. Y|
k=1

Entao

2 2

d+1

d
DB =12 5
k=1 k=1

e usando a hipdtese indutiva, obtemos

d d
+ Bt - ZE + Bt - Zﬂk + \ﬂd+1\2
k=1 k=1

2

d+1 d d
> B <d D B+ (BariBr + Bara i) + |Basal’
| k=1 |

Como para quaisquer nimeros complexos z e w, vale 2w + zw < |z|*> + |w|?, usando

este fato na desigualdade de acima, obtemos que

2

d+1 d d d+1
Y B <A DB+ D (B H 1) + 1B P = (d+ 1) Y (B[
k=1 k=1 k=1 k=1
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donde

d+1 |2

Zﬁk

d+1

(d+1) ZWHQ

Provando assim a afirmativa.

d
Usando a afirmacao, para Z b vale
k=0

2

d
> B
k=0

<@+1). Y15 (2:2)

Agora, voltando na equagao (2.1), dado R > 0 arbitrario e usando a equagao (2.2), temos

que
2

Ip(D)[]* =

d
Db
k=0

Pela desigualdade de Holder, temos

d 1/2 d 1/2
Ip(V)|* < (d+1) (Z rﬁkPR%) . (Z \ﬂkPR%) . (2.3)

d d
+1) ) 1B = (d+1) ) |BRFB R,
k=0 k=0

d 2
1 ‘
Afirmacao. Z |Bk|?R* = —/ |g(Re™)|?dt.
0

2w
k=0
d
De fato, como ¢(z) = Zﬁkzk para z, B € C, considerando |z| = R, isto é, z(t) = Re®
k=0

para t € [0,27], temos ¢(Re") ZB RFeitk o

1 2

; 1 2 =yl
1 mmm%:—/q@mwwm
2m Jo

2m Jo

o d d
— (Z BkRkeitk> . (Z B_jRje_itj) dt
0 k=0 §=0
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Lembrando que
/ZW cit(h=3) gt — 2w, se j =k,
0 0, se j # k.

Segue na igualdade acima

1 2w

oo | la(Be")dt = Zm 2R (2n) Zlﬁ [* R

O que prova a afirmacao.

Agora, voltando na equagao (2.3) e usando a afirmacao acima, temos que

< @y (5 [Mameopa) (L [ aeena)

Dado que, para todo z € C, vale [q(2)] = [¢(p(2))| < [|¢]].|[p(2)[| = [[p(2)[|, segue entdo
da desigualdade anterior que

2 1 o ity |12 2 1 o —1 _it\||2
P < @+ 1) (5o [ inreira) (o [T e
1 o 1/2 1 o 1/2
<(d+1). —/ su 2)||2dt . —/ su w)||2dt
(d+1) (QW i IZ‘ZI;HP( )|l ) (27T i ‘w‘:BRllp( )|l

<@+ 1) pGI) Y sup o))"

|z|= lwl=1/

1/2

1/2

e pelas propriedades do supremo, temos que

< (d+1). sup [[p(z)[|. sup [|p(2)]]-

Entao, resulta
P < (d+1). Sllipllp(Z)H- sup ||p(2)]]-

Trocando p(z)™ por p(z) (m > 1), o novo grau do polinémio é md e tomando a raiz

m-ésima, obtemos

[p(1)™ ™ < (md + 1)V sup, [lp(2)™ [ | S}BR||P(2)m||1/m~ (2.4)

Lembrando a férmula de raio espectral dada na Proposigao 1.2.8 (v), temos que para

a€ B

— T n||l/n
W(@) = Tim [l
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Considerando @ = p(z), entao

v(p(2)) = lim_[[p(=)"]|"/", (2.5)
m—o0
mas, esta convergéncia é pontual, pois depende de cada z.

Dado que a sequéncia (||p(z)™]|*/™) é monétona decrescente e a funcio

h:C—DR
z — |[p(z)™]|Y™

é continua em C, pois é uma composicao de um polindomio, da norma e das poténcias que
sao continuas em C, segue entdo do Teorema de Dini 2.2.2, que dado R € R™, temos que a

convergéncia em (2.5) é uniforme. Portanto, quando m — oo obtemos que

sup [[p" (2)[['"™ — sup v(p(2)) (2.6)
|z|=R |z|=R
e
sup _||p™ (2)[|™ — sup v(p(2)). (2.7)
|2|=1/R |2]=1/R
Finalmente, tomando o limite em (2.4), quando m — oo e usando (2.5), (2.6) e (2.7)
obtemos

(v(p(1)))* < Egzy(p(z) ). \ZTEBRV@(Z) ).

]

Proposicao 2.2.4. Sejam A e B dlgebras de Banach com unidade e 60 : A — B um

homomorfismo sobrejetivo. Dado a € A, temos que vg(6(a)) < va(a).

Demonstra¢ao. Como 6 é um homomorfismo sobrejetivo, garantizamos que 6(e) é a unidade
de B. Seja z € pa(a), temos que ze —a € InvA eexiste ¢ € A, tal que (ze —a)c=

e = c(ze — a), logo

(z0(e) — 0(a))0(c) = 0(ze — a).0(c) = O(e) = e.

Portanto z6(e) — 6(a) € Inv B, donde z € pp(f(a)) e dal pa(a) C pp(f(a)) para todo
a€ A Assim op(f(a)) C oa(a) paratodo a € A. Entao

{lz]: z € 05(0(a))} € {l2]: z € 0a(a)}

e pela defini¢do de raio espectral, temos que vgp(f(a)) < va(a) paratodo a € A.
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Teorema 2.2.5 (Teorema de Johnson). Sejam A e B dlgebras de Banach com unidade.
Suponha que rad B = {0}, entao cada homomorfismo sobrejetivo 0 : A — B € automati-

camente continuo.

Demonstrac¢ao. Para mostrar a continuidade de 6 trabalharemos como na demonstracao do
Teorema 1.4.2 usando o Teorema de Grafico Fechado, isto é, vamos considerar uma sequéncia
(a,) em A talque a, — 0 em A e 6(a,) — b em B. Basta provar que b= 0.

Como 6 é sobrejetivo, dado b € B existe a € A, tal que 6(a) =b e para cada n > 1,
defina

pn(z) = 20(ay) + 6(a) — 0(ay).
Dado que v(z) < ||z|| paratodo x € B, se z € C, temos

v(pn(2)) < llpn(2)I] < [2]-110(an)l] + [16(a) = 0(an)]].

Tomando supremo quando |z| = 1/R, obtemos

sup v(pa(2)) < R71||0(an)|| + ||0(a) — 0(a,)||, para cada n € N. (2.8)
|2|=1/R

Agora, para cada z € C, como # é um homomorfismo, pela Proposicao 2.2.4, obtemos
que
v(pn(2)) = v(0(za, + a — a,)) < v(za, +a—ay)

< lzan +a — an|| < |z]|[an][ + |la — an||
e isto vale para todo n € N.

Tomando supremo quando |z| = R, obtemos

sup v(pn(2)) < R.|an|| + ||a — an||, para cada n € N. (2.9)
|z|=R

Pelo Lema 2.2.3 e pelas equagoes (2.8) e (2.9), temos
(v(0(a)))® = (V(pa(1)))* < (RJlanl| + [la = anl])-(R7".[|0(an)]] +]|6(a) — O(an)|])

donde
((0))* < (R|lanl| + [la = anl]).(R™"]|0(an)]| + [16(a) — 8(an)|]).

Como a desigualdade acima ¢ véalida para todo n € N, tomando o limite quando n — oo,

vemos que

(v(b))* < [lal|.(R7V[[BI])-

Mas isso acontece para cada R > 0 e assim tomando R — oo, obtemos que v(b) = 0.
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Agora, seja b € B. Por hipétese existe o € A, tal que 6(a’) = ¥. Como a, — 0
em A e f0(a,) — b em B, entdao d'a, — 0 e 0(d'a,) — b'b. Repetindo o argumento
acima, obtemos que v(b'b) = 0. Asssim, pela arbitrariedade de ¥, usando o Lema 2.2.1,

temos que b € rad B = {0}, portanto b =0 o que prova o resultado.

]

No Corolario 1.4.4, mostramos que se A ¢é uma algebra de Banach semi-simples comutativa
com unidade, entao tem uma tnica norma completa. O proximo resultado mostra que a

afirmagcao continua verdadeira sem a hipétese de A ser comutativa.

Corolario 2.2.6. Seja (A,||.||) uma dlgebra de Banach semi-simples com unidade. Entao

A tem uma unica norma completa.

Demonstracao. Considere A = B e o homomorfismo identidade I no Teorema de Johnson
2.2.5.  Procedendo como na demonstragao do Corolario 1.4.4, obtemos que a algebra A tem

uma unica norma completa.

]

2.3 Reformulacao do Teorema de Johnson

Lema 2.3.1 (Adaptacao de uma Prova de Ransford). Sejam (A, ||.||a) e (B,]||.||s) dlgebras

de Banach com unidade e T : A — B um operador linear. Suponha que:

(i) Dado € >0, existe uma norma de dlgebra ||.|| sobre A equivalente a ||.||a, tal que
para cada a € A, wvale |la|| < v(a) + €, (respectivamente para B, isto é, que eziste

uma norma de dlgebra sobre B satisfazendo a correspondente condi¢ao).

(it) vg(T(a)) < vala) para todo a € A.
Entao
(1) Dado b e S(T'), para todo a € A temos que
(v5(Ta))? < va(a).vg(Ta — b).

(2) T(A) N S(T) € D(B).
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Demonstracao. (1) Como b € S(T), podemos escolher uma sequéncia (a,) em A com
a, — 0 em A e Ta, — b em B, quando n — oo.

Por (i), para cada e > 0, podemos escolher normas de dlgebra sobre A e B que sao

equivalentes as normas dadas e que sao de tal forma que, dados a € A e b€ B, vale

la|| <wvala)+e, ||[Ta—0b|| <vp(Ta—>)+e. (2.10)

Por outro lado, no caso onde p(X) = Ta — Ta, + (Ta,)X, temos que p pertence a
B[X], pois paracada n € N, (Ta—Ta,) e Ta, sao elementos de B. Temos também

que p(l) =Ta e assim para cada R > 0, aplicando o Lemma 2.2.3, obtemos que

(vg(Ta))® < sup vp(p(2)). sup vp(p(z)). (2.11)
|z|=R |z|=1/R

Agora, pelas Proposigoes 1.2.8 (v) e 1.1.6, temos que dado y € B, vale vg(y) <||yll.
Por outro lado, dado que p(z) =Ta — Ta, + (Ta,)z para cada z € C, entao

vp(p(2)) < [[(Ta—Ta,) + (Tan)2|]
donde, pela desigualdade triangular, obtemos

vp(p(2)) < [[Ta = Tay|| + [2].|[Tan]|.

Tomando supremo quando |z| = 1/R, resulta

| fuI;RVB(p(Z)) < |[Ta—Tay|[ + |[Tan||/R.
z|l=1

Além disso, pela linearidade de T, temos que p(z) = T'(a — a, + za,) e assim pela
hipétese (ii), vale
ve(p(2)) =ve(T(a—an + 2an))

<vala—an+2a,) < lla—a|| + |2 |[an]]-
Agora, tomando o supremo sobre |z| = R, resulta

S ve(p(2)) < lla — anl| + R.[[an]]-
z|=R

Assim, a desigualdade (2.11) se torna
(vp(Ta))® < (lla = anl| + Rof|anl]).(/|Ta = Tan|| + ||Tax||/R),
para cada n € N. Tomando n — 0o, obtemos

(vs(Ta))* < |lal|(||Ta — bl +[[b]|/R)-
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Mas a desigualdade ¢ valida para cada R > 0 e, tomando o limite, quando R — oo

e usando a desigualdade (2.10), obtemos

(vs(Ta))* < llall||Ta —bl] < (va(a) +€)(vs(Ta —b) +¢).

Finalmente, isso vale para cada e > 0 arbitrario, portanto para a € A, vale

(vs(Ta))* < llall||Ta —bl| < va(a).vs(Ta —b).

(2) Seja y € T(A)NS(T). Logo existem z e (x,) em A, tais que y =Tz, x, — 0
em A e Tx, —y=Tx em B quando n — co. Neste caso, consideramos b=y

e a=x eusando (1), obtemos
(vs(y))* = (vp(T2))* < va(z)vp(Tz —y) =0

donde vp(y) =0. Assim y é quasi-nilpotente e portanto y € ©(B), o que mostra a

inclusao.

]

Observagao 2.3.2. Pela Proposicao 2.2.4, todo homomorfismo sobrejetivo entre dlgebras de

Banach com unidade satisfaz a condi¢ao (ii) do Lema 2.3.1.

Teorema 2.3.3. Sejam A e B dlgebras de Banach com unidade, tais que satisfazem a
condi¢io (i) do Lema 2.8.1. Se 0 : A — B ¢é um homomofismo sobrejetivo, entdo

S(0) C rad B. Além disso, se B € semi-simples, entio 6 € automaticamente continuo.

Demonstra¢ao. Dado que S(0) C B e 0(A) = B. Pela hipétese e a Observacao 2.3.5,

usamos o Lema 2.3.1 parte (2), considerando 6 ao invés de T e obtemos que

S(6) = 6(A) N S(0) € D(B).

Logo S(0) € ®(B). Temos que 0#(A) = B= B e usando o Teorema 2.1.4, obtemos que
S(0) é um ideal em B, pela Proposicao 1.2.17 (i) vale S(f) C rad B. Assim , concluimos

a primeira parte da demonstracao.

Por outro lado, se B ¢é uma algebra semi-simples, entdao rad B = {0} e como mostramos
acima S(f) C rad B, obtemos que S(0) = {0}. Pelo Teorema 2.1.3, temos que 6 §é

automaticamente continuo.

]
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O Lema que apresentamos a seguir mostra que se (A,||.]|4a) e (B,||.||s) s@o dlgebras
de Banach com unidade, entao existem normas de élgebra |[||.]|/[a em A e |||.||/|[z em B
equivalentes a ||.[|a e ||.||p que satisfazem a condi¢do (i) do Lema 2.3.1. Usando isto

apresentaremos uma reformulagao do Teorema de Johnson.

Lema 2.3.4. Sejam (A,||.||) wma dlgebra de Banach com unidade, x € A e € > 0. Entdo
existe uma norma de dlgebra ||| .||| sobre A, tal que |||.||| € equivalente a || .|| satisfazendo
Hellf =1 e [llz]]| < v(z) +e.

Demonstragao. Dado € > 0, vale que v(x)+e € R". Seja y=2a/(v(z)+¢€) € A.

Definimos o conjunto S = {y" :n € N} C A. Dado que A ¢é uma &lgebra com unidade,

em particular, A é um grupo, com a operacao de produto.

Afirmagao. O conjunto S € um semigrupo no grupo (A, .) e é limitado.

De fato, vejamos primeiro que S com produto é um semigrupo. E claro que S éfechado
em relagao com o produto Dados r, s, t € S, existem m, n, p € N, taisque r=y™, s=y"

e t=yP, entao

(rs)t — (ym.yn)yp — mern.yp — ym+n+p — ym(yner) — ym(yn.yp) — T(St)
logo a propriedade associativa é satisfeita, portanto S é semigrupo.

Agora, pela Proposigao (1.2.8) (v), existe ng = ng(e) € N, tal que para todo n > no,
temos que
1|17 < w(z) + e

Logo

1 n
y"|| = (m) J|z"|| <1, para todo n > ng.

x)

Seja m € N, como ||z™|| < ||z||™ para z € A, definimos
M = max{L, [[yl[™, [ly[[™~", ... Iyl 1lyll}-

Entao ||s|| < M paratodo s €S, o que prova a afirmacao.

Por outro lado, para s € S e a € A arbitrdrios, temos que ||sal| < |[|s||.||a|| < M||a|.

Logo p(a) = sup{||al|, ||sa|]| : s € S} para todo a € A, esta bem definida.
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Afirmagao. p(.) € uma norma de dlgebra sobre A e |la|| < p(a) < Ml|a||, para todo
ac A

De fato, vejamos cada condicao:

(i) Seja a € A tal que p(a) =0. Como ||a|| < p(a), entdo ||a|]| =0 e portanto a =0,
pois, ||.|| é norma de algebra. Além disso, p(0) = sup{||0||, ||s.0|| : s € S} = 0.

(#7) Como ||.|| é norma de dlgebra, pela propriedade de supremo, para todos a € A e
a € C, temos que

plaa) = sup{||aall, ||s(aa)]| : s € S} = |afsup{|lal], [|sal| : s € S} = |alp(a)

e assim, p(aa) = |a|p(a).

(731) Sejam a, b € A. Pelas propriedades de norma de dlgebra e supremo, vale
pla+0b) = sup{[la+0l, |[s(a+b)[| : s € S} <sup{|lal| + [[b]], [|sal| + [|sb]] - s € S}
< sup{|lall, ||sal| : s € S} + sup{|[b]], [|sb]| - s € S} = p(a) + p(b).

Portanto p(a +b) < p(a) + p(b).

(iv) Como a norma ||.|| é de dlgebra, satisfaz ||ab|| < ||al|.||b|| para todos a,b € A, e
entao

plab) = sup{|[abl], [[sab]| : s € S} < sup{||al|.[[b]], [[sall-[[b]] : s € S}

< [[bl[sup{llall, [|sal| - s € S} = [[b]p(a)
e dado que ||b|| < p(b), obtemos que p(ab) < p(a)p(b).

Assim p(.) é norma de algebra sobre A.

Dado que M >1, se a€ A temos que |la|| < M||a||]. Como ||sa|| < M]|a|| para todo
s € S, entao p(a) < Mlla|]|. Logo |la|]| < p(a) < M]la|| e portanto as normas de algebra
||.]] e p(.) sdo equivalentes, o que mostra a afirmagao.

Agora, para a € A e r, s € S, temos que ||sal| < p(a) e como S é semigrupo rs € S.
Além disso, pela definicao de p(.) temos que ||(rs)a|| < p(a), donde

p(sa) = sup{||sall, ||rsal| : r € S} < p(a). (2.12)
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Para todo s € S, vale que ||s|| < M e

p(s) = sup{||sll, ||rs|| : r € S} < M. (2.13)

Sejam a,b € A e a € C. Usando as propriedades mostradas acima e lembrando que
M > 1, temos que

plaa+ ab) < p(aa) + p(ab) < |alp(a) + p(a)p(b)
< p(a)(laf +p(b)) < p(a)(M]a| + p(b)).
Se a e b satisfazem M|a|+ p(b) <1, entdo p(aa+ ab) < p(a) e
sup{p(aa +ab) : a € C, b€ A, M|a| + p(b) < 1} < p(a). (2.14)
Portanto, esta garantida a boa definicao de

l||al|| = sup{p(ava + ab) : a« € C, b€ A, M|a|+ p(b) < 1}, para todo a € A.

E também temos que |[||al|| < p(a) para todo a € A.

Afirmagao. |||.||| € uma norma de dlgebra sobre A e p(a)/M < |||al||| < p(a), para todo
ac A

De fato, vejamos cada condicao:

(i) Seja a € A tal que ||lal]|| =0. Logo p(aa+ ab) < |||al||, para a € C e be A que

satisfazem M|a|+p(b) < 1. Dado que p(.) énorma de algebra, vale que p(aa+ab) =
0 e portanto aa + ab = 0.

Consideremos «, tal que |a| =1/M e b=0. Entao 1= M|a|+ p(b) <1, e assim
obtemos que aa = aa + ab =0, donde |a|.||a|| = ||aa|| =0, logo a = 0.

Temos também |||0]|| = sup{p(a0+0b) :a € C, be A, M|a|+ p(b) <1} =0.

(17) Seja A € C para todo a € A, temos que
[l|Aa]|| = sup{pla(Aa) + (Aa)b] : . € C, b€ A, M|a|+ p(b) < 1}.
Como p(.) ¢é norma de algebra, entao

l[Aal[l = [Alsup{p(aa +ab) : v € C, b € A, M|+ p(b) <1} = [A[|[[a]]

e assim, |[[Aal[| = [A[|[[all].
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(17i) Sejam a, ¢ € A. Pelas propriedades da norma de dlgebra p(.), temos que
l||la + ¢||| = sup{pla(a+c)+ (a+c)b] : € C,be A, M|a|+ p(b) <1}
< sup{p(aa+ ab) + p(ac+cb) :a € C, b€ A, M|a| + p(b) < 1}
<sup{p(aa+ab):acC,be A, Mla|+p(b) <1}
+sup{p(lac+cb):a € C,be A, M|a|+p(b) <1}
< [llalfl + [lell]

portanto |[la + ¢[|| < |[lal[| + [[l]l]

(iv) Sejam a, b, c€ A e a € C quesatisfazem M|a|+p(b) < 1. Dai segue que p(ac+cb) <
[llell]. Logo

{(a, b)) e Cx A: Mla|+p((b) <1} C{(a, b) € C x A: plac+ cb) < |||¢|||}
Entao
{p(avac+ ach) - € C, b€ A, M|a| + p(b) < 1}

C{p(aac+ach) :a € C, b e A, p(ac+ cb) <|||c]||}
Tomando o supremo, temos que
|||ac]|| = sup{p(cac+ acb) : a € C, b€ A, M|a| + p(b) <1}
< sup{p(aac + acb) : a € C, b € A, p(ac+ cb) <|||¢|||}

b
< sup{pla(ac+cb)]:a € C,be A, p (%) <1}

ac+ cb

el

Seja d =

, entao

[lacll| < sup{pla(|llc|l|d)] : € C, b€ A, p(d) <1}

= |||¢||| sup{p(ad) : « € C, b € A, p(d) <1}
= |||c||| sup{p(0.a + ad) : a € C, b e A, M.0+p(d) <1}

< llefll-Halll = Hlalll-[[lefl]-

Assim, |||acl|| < ||]al]|-]||c]||- Portanto |[||.]|| é norma de dlgebra sobre A.
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Seja agora « € C, tal que |a|=1/M. Entao, se a € A

p(a
A% _ \alp(a) = p(oa) = plaa + a.0) < ]|,
pois 1 = M|a| = M|a|+ p(0) < 1. Logo p(a)/M <||lal|| e pela equacdo (2.14), temos que
lllal]| < p(a). Assim, as normas de algebra p(.) e |||.]|| s@o equivalentes e a afirmacao é
valida.
Portanto, pelas afirmagoes acima temos que as normas de algebra |[|.|| e [||.||| sdo
equivalentes. A munida com |[||.||| é uma dlgebra de Banach.

Por outro lado, sejam s € S, a€C e be A com M|a|+p(b) < 1. Usando propriedades

de norma de dlgebra e as equagoes (2.12) e (2.13), temos que
plas + sb) < p(as) + p(sb) = |alp(s) + p(sb) < Mla| + p(b) < 1

e assim |[|s]]| < 1.

Afirmacgao. ||le]||=1 e |||z||| < v(z) +e.

De fato, como |[[e[[| = [[e.e[|| < [[lel[[-l[le]|| e dado que [[[e]|| # 0, entao 1 <{llel[].

Agora, como p(e) = sup{|le||, ||se|]| : s € S} < M, temos quese be A e a € C, entdo
plae + eb) < alp(e) + p(b) < Mo+ p(b)

entao
|le]|| = sup{p(ae +eb):a € C,be A, M|a|+p(b) <1} <1.

Portanto |||e]|| = 1.

Seja agora s € S arbitrdrio. Temos que |||s||| < 1, pela definigdo dos elementos de S.
T

Consideremos o caso particular que s =y = ———, portanto
v(z)+e
1
————llllll <1
v(z)+e

donde segue que |||z]|| < v(z)+ €, o que conclui a prova do Lema.

]

Observacao 2.3.5. Pela Proposicao 2.2.4, todo homomorfismo sobrejetivo entre dlgebras de

Banach com unidade satisfaz a condi¢io (ii) do Lema 2.5.1.
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Teorema 2.3.6 (Reformulagao do Teorema de Johnson). Sejam A e B dlgebras de Banach
com unidade e suponha que 0 : A — B € um homomorfismo sobrejetivo. Entao S(0) C

rad B. Se B ¢ semi-simples, entao 0 ¢é automaticamente continuo.

Demonstracao. Primeiro, usamos o Lema 2.3.4 e assim garantimos a hipdtese do Teorema

2.3.3. Portanto obtemos o resultado.

O

2.4 O Teorema de Bade - Curtis

Teorema 2.4.1 (Fundamental de Bade-Curtis). Sejam A wuma dlgebra de Banach comutativa
e 6 um homomorfismo de A sobre uma dlgebra de Banach B. Se (g,) e (h,) sdo
sequéncias em A, tais que g, # 0 para todo n € N, satisfazendo

(l) gnhn =Gn, N E N;

(17) hpmh, =0, n, m € N tais que m # n,

entao

[16(gn)

sup —————— < 00.
neN ||gnl]- |||

Demonstracao. Suponha que

[16(gn)l
sup ——— 7 = +00. (2.15)
nelt | |gnl]- |||

Suponhamos que ||g,|| =1 para todo n € N. Por (i), temos que g,h, =g, ¢
L= {lgnll = llgnfinll < llgnll-[1hall = [|hall.

Dai ||h,|| > 1 paratodo n € N.

Afirmacgao. Dados i, j € N, existem elementos distintos q;; e pi; das sequéncias (gy)

e (hy), tais que p; j = hy,, onde m € o indice tal que ¢; j = g, com

10(gi. )11 = 477 |pi 511 (2.16)
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De fato, Sabemos que existe uma bijegao

0:N— NxN
m— (i, J).

Seja (i1, j1) = ¢(1). Por (2.15), temos que
{n € N:[|0(ga)ll > 4[|}

¢ infinito. Escolha um elemento m; deste conjunto. Tomando ¢;, j, = Gm, € Pir,j; = Nmys

temos que
||9(qi17j1)|| > 4ZI+]1||pi1,j1H'

Seja (i2, ja) = ©(2). Novamente por (2.15), temos que
{neN:n>my e [|0(g,)|] =422 b, |}

é infinito. Escolhendo um elemento my deste conjunto, é claro que my # m;. Tomando

Qiz,jo = Gma € Dig,jo = h’m27 temos que

10(giz. )] = 4747 [pis, s -

Usando a inducao e o fato de ¢ ser uma bije¢ao, obtemos nossa afirmagao.

Observe que ||g; j||=1 e ||p; ;|| > 1 paratodos (i, j) € NxN.

Para cada i € N, defina
o - di,;j
=%

j=1

A série f; converge em A e ||fi|| <1, pois para cada ¢ € N temos
n

lim Lij

n—o00 2
Jj=1

il =

e como a norma de algebra ¢é continua, segue que

i 35 = |5
7j=1 7j=1

n

< Jlim

Jj=1

di,

= lim
n—oo

e
“lmd 5=t
j:

Agora, A é comutativa, assim de (i) para n # m, vale que
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Portanto, usando (2.17) e lembrando que p; ;¢ =0 se j#l e p; ¢ ; = G j, temos

o G qi,1 - Pij 41 4
pij fi = i o = ol oj
I=1 I=1

%ii o ysando (2.16), temos

Dai Di,j fi= Y

A <A Iy gl < 110(gi )1 = 110(2pi s £i)l
= 2[0(pi,; Il < 22110(ps, ) |-NOCF)II-

Donde, obtemos que |[|0(fi)|| #0 e portanto 6(f;) # 0.

Para cada i € N, escolha j(i) € N, tal que [|0(f,)]| < 2/®). Defina

o0

. Pk, j(k)
Y= Z I

= 2P, j(x)

Pk, j(k)

como acima com f;, temos que esta ultima série converge em A, pois a norma de T T

é 1. Agora, como as convergéncias sao absolutas, temos

= Pk, j(k) Pk, jk) i1
yfi =
(z e H) ( ) PpIRCITLES

k=1 I=1
Usando (2.17) e (i), segue que

ZZ Pk, j(k)) Ininty hngi,?‘(f)) Gn(i, j(i))
et = 25 |pg | 20410 | pi |

T () I %[O N
2550|[p ol — 2750 [pi o]

e por (2.16), temos

0(yf; IO S = g,
PG = 550 el ~ 770

Por outro lado

10Cuf)ll < OO < 27Ollow)l].

Logo 27770 < |10(yfi)|| < 27@||10(y)|| e concluimos que 2 < ||8(y)|| para cada i € N.
Obtemos assim uma contradi¢do, pois, 6(y) ¢é um valor fixo em B e portanto o resultado é

valido nesse caso.
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De uma maneira geral, quando a norma da sequéncia ¢, nao necessariamente ¢ 1,
consideramos entao a sequéncia ¢/, = ¢,/||gn|| para n € N. Notemos que (¢,) e h,

satisfazem as condigbes (i) e (ii).

Pelo o que foi mostrado acima, podemos garantir que

[16(g0)ll

T < OQ.
S TPATRIEAT
0(qg. 0(gn
Como IO _ 1B
gt -1Aall ~ Tigall- [l
0(gn
AT

ne |gnll-llAnll

o que conclui a prova.

[]

O Lema que acabamos de provar afirma que dado qualquer homomorfismo 6 : A — B,
sobre dlgebras nas condigoes acima, as normas dos elementos 6(g,) em B nao podem crescer
mais rapido do que as normas das correspondentes h, em A. Em casos especificos é possivel

exibir sequéncias (g,) e (h,) com as propriedades descritas no Lema anterior.

A partir do Teorema 2.4.1, obteremos abaixo uma propriedade importante de 6 sobre o

conjunto B dos idempotentes de A.

Definigao 2.4.2. Seja A wuma dlgebra. Um elemento p € A ¢é chamado idempotente se
2
p =D

O conjunto de idempotentes de A é denotado por 2. Observe que se A é uma algebra,

entao 0 € B e consequentemente B # ().

Definicao 2.4.3. Seja A wuma dlgebra. Os elementos a, b € A sao chamados ortogonais

em A, e denotado por a L b, se ab=ba = 0.

Um subconjunto S de A é ortogonal, se a L b sempre que a,b € S sao tais que

a # b. Uma sequéncia (a,) em S é ortogonal se a,, L a, quando m # n.

Observacao 2.4.4. (i) Se A ¢é uma dlgebra com unidade e p € B, entdo p e e—p sao

idempotentes ortogonais.

(17) Um conjunto ortogonal de idempotentes nao vazio € linearmente independente.
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Definigao 2.4.5. Seja A wuma dlgebra. No conjunto B dos idempotentes definimos uma

relagao de ordem parcial da sequinte forma: dados p, q € B seja p 2 q, se pq=qp = p.

Observacao 2.4.6. (i) Se p =gq, entdo —p = q, pois se p = q, lemos que pq = qp = p,
isto implica que (—p)q = q(—p) = —p, logo —p = q.

1) Se A € uma dlgebra comutativa, dados p, ¢ € B tais que p = q, temos =p.
g P, q que p>q pPq=p

Corolario 2.4.7. Seja 0 um homomorfismo arbitrdrio de uma dlgebra de Banach comutativa
com unidade A sobre uma dlgebra de Banach B. Se (p,) € uma sequéncia de idempotentes
ortogonais em A, isto €, se para m,n € N, temos que pnp, = 0 quando m # n, entdo

eriste uma constante K > 0, tal que para todo n € N, temos
10(pa)l] < Kl[pall*.

Demonstragao. Para cada n € N, considere ¢, = h, = p,. Por hipdtese, a condigao (ii) do
Teorema 2.4.1 estd satisfeita. Agora, como gn,h, = pPp = P2 = Pn = gn, a condigao (i)

também estd satisfeita. Segue entao do Teorema 2.4.1, que existe M > 0, tal que

[16(pn)I]

< M < 0.
neN ||Pnl|-|[Pn]]

Obtemos entao que para todo n € N, vale a desigualdade [|0(p,)|| < K||p.||*.

O

O Teorema seguinte mostra que a constante K do Corolario 2.4.7 nao depende da

sequéncia (py).

Teorema 2.4.8. Seja 6 um homomorfismo de uma dlgebra de Banach comutativa com uni-
dade A sobre uma dlgebra de Banach B. Entao eziste uma constante K >0, tal que para
todo p € B, wale

16(p)I| < K]lpll*

Além disso, se B € um conjunto limitado em A, entdo a imagem de B por qualquer

homomorfismo € limitada.

Demonstracao. Consideremos apenas elementos nao nulos de ‘B, pois, caso contrario a desi-
gualdade ¢ satisfeita trivialmente. Suponha que o Teorema seja falso, isto é, para qualquer
M > 0, existe py € B, tal que |[|0(par)|| > M||pal)*>. A idéia da demonstracio por absurdo

¢é construir uma sequéncia de idempotentes ortogonais que contradiz o Corolario 2.4.7.

Seja By o conjunto que denota os elementos p € B, tais que p#0 e

10Dl _

= +00
q=p HQ||2
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Para todo p € B, temos que p = e. Agora, pela hipotese acima, para cada M > 0
suficientemente grande, existe py; € B, tal que ||0(par)|| > M||pa|]?, entao

oeall _ _116(a)]

M < <
parll? ™~ g<e lgl?

e consequentemente, fazendo M — oo, obtemos que e € B;. Isto mostra que B, # (.

Afirmacgao. Se pe By e q=p, entao q € By ou p—q € B.

De fato, suponha por contradicao, que a afirmacao seja falsa. Nesse caso existe uma

constante K > 0, tal que

1160(r)|| < K||r||*, paratodo 7 <¢q e r <p—q. (2.18)

Seja agora s € B arbitrario, tal que s < p. Entao sp = ps = s e podemos escrever
s=sq+ s(p—q). Assim,
HO(s)I] = 110(sq + s(p — )|l = [10(sq) + 0(s(p — )]
donde
O] < [10(s)]| + [10(s(p — a))]]- (2.19)

Dado que, a algebra A ¢é comutativae p, g €B (p>=p e ¢* =q), temos que

2

(sq)q = sq” = sq = q(sq)

e assim sq = ¢q. Agora,
(stp—q)(p—q) = (sp—sq)(p — q) = sp” — sqp — (sp)q + s¢*

= sp— (sp)g — sq + sq = sp — sq = s(p — q)
entdo (s(p—q))(p —q) = s(p —q), donde s(p—¢q) 2p—gq.
Como sq=<q e s(p—q) 2 p—gq, usando (2.18) em (2.19), resulta

10(s)I| < 110(sq)l| + 110(s(p — @)l < Kllsqll* + Kl|s(p — )II*

< K|ls||*llql* + K1[s|[*.[lp — all* = K|Is||* ([lal]* + |lp — all*)
logo
16(s)I] < KIs|* (1lalI* + [Ip — alI*)
e obtemos ||6(s)|| < C||s||* para s < p arbitrdrio, contradizendo a hipStese que p € Bj.
Portanto ¢ € B; ou (p —q) € By, o que mostra a afirmagao.
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Usando o processo de indugao vamos construir uma sequéncia (r) de idempotentes em

B, tal que para todo k € N, temos que 7y X7 €

||9(m)||> _ 0Grks)ll

[I7l? [Irssall®

4||7“k||2(k+1+

Se r € By, entdo dado M = 16||r||* (Q—I—QHH( H)H>, existe ¢ € ‘B, tal que
1

[10(q1) — 16/, [10(r1)]]
Tul? > M = 16]||r|* (2+2 AIE ) (2.20)

Como ¢1 <1 entdo ¢ir1 = q1, donde [|¢1]| < [|qi]|-||71]] e como ¢ # 0, vale que
1< |r]]-

g1 e

Segue de (2.20), que

ol (22l ) 1)

e ) < TP
logo
el 6@l
4||7’1H2(2+2 <
R EE
donde 166 ool 116
™ aq1
MM"H2(2 )-+4Hr|P <
1 Tl LT e T TETPATE
logo
el 6@l 66l
AP (2-+ < T -
CE R ENE Gk

Como 1 < ||r1||, entao —4|r1|]> < —1, obtemos assim, que

e (2 100 00l e 21

[ 1? Al Plladll®

Dado que, ¢ € B, entdao q; = ¢3, donde ||q1|| < ||q1||-||¢1]| e como ¢ # 0, vale que
1< lgl]-

Temos que 1 < [|rf| < [|ri]]l[qa]l, entdao 2 < [lry][-lgu]| + [lra][ < 2[lra][-llau]l, logo

(lral-laall 4 a1 < 4llrf* g |2
E também 1 < [[ry|| < [Jr1[|-llqal] + l|r1]], donde {[r1[[* < ([r1]l-llqal| + [|r[[)?, portanto
-1 -1
; < .
[Iml[2 = (] =+ [T

Usando agora estas ultimas desigualdades temos que

116(q1)]] _||9(7‘1)||< 116(q1)| - 116(r1)]
Aflrd Pl el 7 lralllaadt = D2 Clrall-Haall + {lrd 1)
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portanto
16G)ll 119Gl o _ll6Ca)]] = [19(r)] (2.22)

AllralPllaall? Al = lrall-laal e

Como ¢, = r1, por propriedades da norma de dlgebra, temos que

[y = | < lrall =+ el < Tlralf = (7] g

donde [|r1 — a1|]* < ([|r1]l-[laa]]l + l|r1]])? e também temos
[10(q)[] = 110Cr)I] < [10(q1) = 0(r)[] = [10(qr — ro)|[ = [[0(rs — q)ll.

Usando estas tltimas desigualdades, temos que

16l = [18CrDIT _ [16(r1 = gl

< . (2.23)
U laall + 1) = e — a2
Agora, de (2.21), (2.22) e (2.23), resulta que
0(r1)l| 10(r1 — q1)l]
4|r1||? (2+ ! < : 2.24
U R T A TP .

Por hipétese temos que ¢; < 71, e como (r1—q;)r = r%—rlql =ri—q, entao r1—q; 3 11.

Usando a afirmagao anterior, obtemos que ¢; € B, ou r; — q; € B;.

Dado que 1 < ||rq]| e por (2.20), temos que

[ 12 [l [? [lqal[?

Se ¢ € By, tomamos 1o =¢q; ese ¢ ¢ By, tomamos 1, =711 — ¢ € By. Em qualquer
dos dois casos 1y € B7 e ry < ry. Além disso, de esta ultima desigualdade se r, = ¢q; e de

(2.24) se ry =r; — ¢, temos que em cada caso

e (2 1LY L6t

[l |2 I |2

[16(ra)l|

I 2

Seja agora 15 € By, considerando M = 16]|ry|[* (3 +2 ), existe qo € B, tal

que @y =219 e temos que

[10(g2)l|
llga|I?

0
> M = 16]|ro|[* (3+2M) :
[[72]|

Repetindo o feito acima, obtemos que 73 € By (r3 éiguala ¢ ou ro—qe) com rz =< 7o,

satisfazendo
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e (34 102 10

[l |2 [I7s] |2

Pelo mesmo argumento, obtemos indutivamente uma sequéncia (r;) de idempotentes em
B,. Assim:

0
Se 7 € By, considerando M = 16||r|[* (k+2w), existe ¢qr € B, tal que

[Ire[?
qr =2 1 e temos que

0 0
|| (Qk)QH >M:16||T’k||4<k+2|| (Tk)QH)
A |7kl

Repetindo o feito acima, obtemos que 7,11 € B7; com 7. <1 para k= 3,4,5,...

satisfazendo

i (114 10 100 .

[l 2 [Iresal®

Como temos que = ¢é uma relacao de ordem parcial, em particular é transitiva, se r <'s

e s <t, entao r X t.
E claro que, dados m, n € N com n <m, entao r,, X r,, ouseja 7,7, = I'n.

Por outro lado, para k € N defina pr = rp — rpr1. Sejam k, [ € N, tais que k # [,
entao

prpr = (T = o) (10— Tig1) = TRV ThaTs — TRV 1T
Considere k < [. Usando a afirmagao acima, obtemos que
PPl = T1 — Tk171 — Ti41 + Tig1.
Pode ocorrer que k+1 =1 ou k+ 1 <, nos dois casos temos que 7,17 = 17, entao
pkpr="ri—r =141+ 14 =0.
Portanto, para k, [ € N, tais que k # [, temos que p, L p;.

Além disso, é facil ver que p;, ¢é idempotente para todo k € N.

De (2.25), obtemos que

4Wﬂf(k+1+”“”m)<<m&kim

|72 regal[?
Como, para k € N, vale rpy1 = g, entdo ||7er1|| < ||7%l|-||76+1]], portanto 1 < ||ry||,

donde
110(r%)]| - 10(r%41)]]
rel? Aflrel2lresal]?

E+1+
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Logo
10 (rer1)l] [16(rs) ]
E+1< — . (2.26)
AflrelPllrecal® - lrell?

Agora, considerando (2.22) e (2.23) e mudando as varidveis ¢ e r; por rry; e Ty,

obtemos que
16Ces Il OGOl [100rses = )l
Al Pllreal® el ™ e — 7l

Donde, usando (2.26) e a defini¢ao de py, resulta que para cada k € N, vale

e lowal

||pe][?

Portanto, obtemos uma sequéncia (p;) de idempotentes ortogonais em A, para a qual

nao existe K > 0 satisfazendo ||0(py)|| < K||pk||?, 0 que contradiz o Coroldrio 2.4.7.

Entao existe uma constante K > 0, tal que para todo p € B, temos
101 < K|lpll*.

Se B ¢é um conjunto limitado em A, existe C' > 0, tal que para todo p € 2B, temos que
llp|]| < C e portanto para todo p € B, vale [|0(p)|| < KC? O que mostra que a imagem de
B por qualquer homomorfismo é limitada. Observe o Exemplo 5.4.6 em [3] p. 665.

]

Estaremos interessados agora em resultados de continuidade automéatica onde a algebra de
partida do homomorfismo dado é uma algebra de fungoes continuas e a algebra de chegada é
arbitraria.

Definigao 2.4.9. Seja A wuma dlgebra. FEntao a € A € nilpotente, se a™ =0 para algum
n € N. Um conjunto S C A € dito nilpotente, se cada a € S € nilpotente.

Denotamos por R o conjunto dos elementos nilpotentes de A. Assim a algebra A ¢ dita
nilpotente se A =R.

Observagao 2.4.10. Seja A uma dlgebra de Banach semi-simples comutativa com unidade.
Identificamos A com a subdlgebra A = {a:a € A} de C(®4), onde C(®4) ¢ o espago
das funcgoes continuas com valores complexos definidas no espaco ®4 que € um espaco de
Hausdorff compacto. A dlgebra A = A ¢ chamada reqular (no sentido de Silov) se satisfaz a

sequinte condicao:

Dados quaisquer dois conjuntos fechados disjuntos Fy e Fy em @4, existe uma fungdo

em A que € zeroem Fy e 1 em Fs.
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Definigao 2.4.11. Sejam A wma dlgebra de Banach semi-simples comutativa regular com

unidade, B uma dlgebra de Banach e 6 : A — B wum homomorfismo. Denotamos

0
Qﬁz{EC@A:E aberto e sup%:]\/@<oo}

para todos g, h € A = A tais que supp(g) = {x € D4 :g(x) A0} C E, supp(h) C E e
gh=g.

Observagao 2.4.12. Se F € ® e C CE ¢€ aberto entao C € &.

Lema 2.4.13 (Urysohn). Seja X wum espacgo topoldgico normal. Se F e G sdo fechados
em X com FNG =1, entio existe uma fung¢io f € C(X, [0, 1]) satisfazendo f(F) = {0}
e f(G)={1}.

Vamos mostrar que existe um elemento maximal em & cujo complementar é finito.
Lema 2.4.14. Se (E,) ¢ uma sequéncia de conjuntos abertos dois a dois disjuntos em 4,

entao E, € & para todo n suficientemente grande.

Demonstra¢ao. Suponhamos que o Lema é falso. Entao existe uma sequéncia infinita (F,,)
de conjuntos abertos dois a dois disjuntos em ®4 e fungées g, by € A com supp(g,) C E
e supp(hm) C E para todo m € N, satisfazendo:

(1) gmhm = gm, para todo m € N. Vamos escolher g¢,,, tal que |[|gn| = 1, para todo
m € N;

(@) [10(gm)|| = ml|gm||, para todo m € N.

Sejam m, n € N, tais que m #n. Como E,, e E, sao abertos disjuntos, entao

supp(him) N supp(hy,) = 0

portanto h,,h, =0. Assim (g,) e (h,) satisfazem as condigdes do Teorema Fundamental
de Bade-Curtis 2.4.1 e (ii) contradiz este teorema.

]

Lema 2.4.15. Sejam FEi, E, € &. Se G € um conjunto aberto tal que G C E,, entdo
EiUG e 6.

Demonstracao. E claro que GNES=(, onde E§ denota o complementar de E,. Como ®4
¢ um espago de Hausdorff compacto e A ¢é regular, pelo Lema de Urysohn 2.4.13, podemos
escolher um aberto V; e uma funcio u; € A tais que E§C Vi C V) C G, u(ES) = {1} e

supp(uy) C V3. Observe que temos u;(G) = {0}.
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Consideremos uy = 1 —uy. B claro que supp(uy) NG =0 e supp(ug) N ES = 0. Pela
regularidade de A, usando um argumento andlogo ao anterior, podemos encontrar v; e vs

em A, tais que

wvy = uy, supp(v)) NG =0 e uyvy =uy, supp(vy) N E5 = 0.

Seja H = E1 UG e suponha supp(g) € H, supp(h) C H e gh=g. Entao

supp(gu;) C E;, supp(hv;) C E;, para i =1, 2,

gu; = ghuv; = (gu;)(hv;), para i =1, 2.
Como FEi, Ey € &, temos que

16()I] < [10(gua) + [10(guz)|l

< M, [|gua||-[hvr[] + M, lguz||.[|hva|

< (Mg, [Jua [ |os|] + M, ||us||-[[o2|DIlgl]-[R]]-

Assim H € &.

Corolario 2.4.16. Se E;, B, € ® e G € um aberto com G C Ey U E,, entio G € ®.

Demonstracio. Consideremos F = E¢N G, que é fechado. E facil ver que F C E;5. Seja U
um conjunto aberto com F C U C U C E,. Pelo Lema 2.4.15, obtemos que F; UU € &.

Dado que F C U, implica que G C E; UU e pela Observacao 2.4.12, vale que G € &.
]

Lema 2.4.17. Se FE, Ey € &, entao EF1UFE, € &,

Demonstra¢ao. Suponha E;U E, ¢ &. Note que, se F' é um fechado tal que F C F; U Ej,
entdo G = (Ey U Ey) N F¢ é aberto.
Afirmagao. G = (E{UE)NF°¢ &

De fato, suponha que G' = (E3UE;)NF°e€ &. Como P4 éum compacto de Hausdorff,

podemos escolher conjuntos abertos U e V, tais que

FcVcVcUcUCcCE;UBE,.
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Pelo Corolério 2.4.16, temos que U € . Como G € & e temos que V C U, pelo Lema
2.4.15, vale que GUV € &. Como F; U FE; = GUYV, isto contradiz a suposi¢ao inicial.
Portanto G ¢ &.

Agora, temos suposto que FE; U FE; ¢ &. Entao, existem g, hy tais que gi1hy = g1,
supp(hy) C By U Ey e
10Cg0)l] > Hgal].|[Ra]].

Escolhemos um conjunto aberto U, tal que supp(hy) C Uy C U, C E; U FE,. Tomando
F = U, pela afirmacao mostrada, temos que G, = (Ey U Ey) NU; ¢ . Entdo, existem
g2, ho tais que goho = go, supp(hy) C Gy e

[16(g2)Il > 2[lgall.[ | Aol |

Como supp(hy) C Uy e supp(hs) C Ga, é claro que supp(hy) N supp(hy) = 0.

Continuando indutivamente obtemos sequéncias (g,) e (h,) tais que

(42) [10(gn)ll > nllgnll-||Pnll,

(73) Os conjuntos supp(h,) sao disjuntos dois a dois, e daf temos a ortogonalidade de h,,.

Isto contradiz o Teorema Fundamental de Bade-Curtis 2.4.1 e completa a prova.

Corolario 2.4.18. & ¢ fechado sob unioes arbitrdrias.

Demonstragao. Seja Ey = UE,, onde E, € . Suponha Ey ¢ &. Se FF C Ey C &, ¢é

fechado, temos que F ¢é compacto. Entao

F C UEam onde F,, € 6, para =1, 2, 3,..., n.
i=1

Seja G = UEa Pelo Lema 2.4.17, temos que G € &. Se EyN F° € &, obtemos

1
Ey=(EgNF°)UG € & e isto contraria a hipétese Ey ¢ &. Portanto FEoN F° ¢ &.

Como Fy ¢ &, existem g¢p, hy tais que gihy = g1, supp(hi) C Ey e

16Cg)Il > [lgall- [Pl
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Escolhemos um conjunto aberto U;, tal que supp(h;) € Uy C U, C E,. Tomando
F = U,, pelo que mostramos acima, temos que Gy = Ey N F° ¢ &. Entdo, existem gy, ho

tais que goho = g2, supp(hy) C Gy e
116(g2)[| > 2] ||| R2|].

Como supp(hy) C Uy e supp(hy) C Ga, é claro que supp(hi) N supp(hy) = 0.

Continuando indutivamente obtemos sequéncias (g,) e (h,) tais que

(l) gnhn = Gn,
(22) [10(g)l] > nllgall-[|nl],

(#7i) Os conjuntos supp(h,) sao disjuntos dois a dois, e dai temos a ortogonalidade de h,,.

Isto contradiz o Teorema Fundamental de Bade-Curtis 2.4.1 e completa a prova.

[]

Teorema 2.4.19. Sejam A wma dlgebra de Banach semi-simples comutativa reqular com
unidade e B uma dlgebra de Banach. Dado um homomorfismo 6 : A — B, existem um
congunto finito F C ®4, que € chamado o conjunto de singularidades de 6, e uma constante
M >0, tais que

16(g)I| < M|gl].||A]]

para todas as fungoes g, h € A que tém suportes contidos em ® o N F¢ e tais que gh = g.

Demonstracao. Pelo Corolario 2.4.18 a classe & contém um conjunto aberto maximal G.
Seja F'= G§ e suponha F' infinito, podemos separar uma sequéncia de estes elementos por
conjuntos abertos F, disjuntos dois a dois. Pelo Lema 2.4.14, obtemos que FE, € & para
todo n suficientemente grande. Assim (G, deve conter pontos de seu complemento, isto é,
uma contradicao. Portanto F' ¢é finito.

]

Pela Observacao 1.3.14, temos que a algebra C(®,4) é regular. Portanto C(®,4) é uma
algebra de Banach semi-simples comutativa regular com unidade e considere B uma algebra

de Banach. Pela Observagao 1.3.14 (7i), podemos identificar a ®4 com Pc(a,).

Seja F' = {wy, wy, ..., w,} o conjunto finito de singularidades para 6 : C(®,) — B, cuja
existéncia é garantido pelo Teorema 2.4.19. E conveniente introduzir os seguintes conjuntos e

classes de fungoes:
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(i) O conjunto §(F') ¢é o ideal das fungdes f € C(P4) que se anulam em uma vizinhanca

V¢ de F, a vizinhanca depende da funcao, isto ¢

S(F)={f €C(®,):existe Vy, tal que f(V})=0}.

(i7) €(F) é a subélgebra densa de C(®,), definida por
C(F)={f € C(P,) : existe V,, paracada w;, tal que f(w)= f(w;), w € Vy,}.

Teorema 2.4.20. Sejam B wuma dlgebra de Banach e 0 : C(®4) — B um homomorfismo.

Se F denota o conjunto de singularidades de 6, entao 0 é continuo sobre €(F) .

Demonstragao. Seja F = {wy, wy, ..., w,}. Dada f € €(F) C C(P,), temos que para cada
i € {1, 2..., n}, existe uma vizinhanga V,,, de w; € F tal que f(w) = f(w;) para todo
w € Vy,. E claro que podemos escolher estas V,, disjuntas. Usando o Lema de Urysohn
2.4.13 para cada i € {1, 2..., n}, escolhemos fungoes f; € C(P4) com 0 < f; <1, tais que
fifi=0, i#j e fi(w)=1 em cada vizinhanca V,,.

Definimos p = f — Zf(wk)fk, logo, tomando o produto com f;, para um i fixo, e
k=1
usando a ortogonalidade dos f;, vale

pli=1rfi— Zf(wk)fkfz‘ = [fi = F(wi)fifi.
k=1

Seja w € V,,,, entdo fi(w) =1 e como
p(w) fi(w) = f(w)fi(w) = f(w;) fi(w) fi(w)
obtemos p(w) = f(w) — f(w;). Como f(w)= f(w;) para w € V,, etodo i€ {1, 2., n},
temos que p(w) = 0. Mostramos que p(w) = 0 para todo w €V, = Uwa onde V, é

i=1
uma vizinhangas de F. Portanto supp(p) C 4 N F°¢. Tomando qualquer h € C(P,4) tal

que ||kl =1 e supp(h) C &4 N F° pelo Teorema 2.4.19, temos que

10(p)[] < M|pl| (2.27)

Como
f= (f -> f(wk>fk> + > f(wi) fi

e dado que f(wg) € C, temos que

0(f) =10 (f—



Logo

1O <

’ (f - if(wwfk)

por (2.27), obtemos que

n

NI < MHf— > Few) fil| + Y L) IO

k=1 k=1

Como f € C(®y), f é continua e dado que wy € 4 para todo k € {1, 2..., n}, temos
wil| =1, e |f(wy)] < sup |f ()] = |If]|, donde
ey

16(HIl < M Hf =) flwe) fi

DI

logo
OCHIT < MAN+ D 1) - + LA 116
k=1 k=1

Por outro lado, dado que f; € C(®4) e para todo x € &, vale 0 < fip(x) <1, entdo
| fe]| = sup |fu(x)] < 1. Portanto para f € €(F), temos que

z€ED 4

16Nl < M (Hf|| +Zl|f|l~1> + LAY 18]

entao

1O <

(n+ 1)M+Z|!9(fk)||] A1

Como o conjunto F' é finito, temos que existe C' > 0, tal que ||6(f)|| < C||f||- Portanto,

6 ¢é continuo sobre a subélgebra densa €(F).

[]

Observacao 2.4.21. Como 6 ¢€ continuo sobre a subdlgebra densa €(F), 6 admite uma

extensdo continua unica a todo C(P4).
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