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RESUMO

KOMATSUDANI QUISPE, Midory. Acgoes de cohomogeneidade um e quédricas em
espacos projetivos complexos. Rio de Janeiro, 2013. Dissertagao (Mestrado em
Matematica)- Instituto de Matemética, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de
Janeiro, 2013

Este trabalho é baseado no artigo Quédricas, acoes ortogonais e involucdes no
espaco projetivo complexo, de Lé Du Trang, José Seade e Alberto Verjovsky. Nele
mostraremos que o espaco projetivo é um cilindro de aplicacao dupla, da qual obtemos
duas folheacoes sobre o espago projetivo: uma sobre o complementar do espaco projetivo
real, cujas folhas sao imagens de mergulhos de discos de dimensao dois, e outra folheacao
no complementar da quédrica, com folhas que sdo mergulhos de discos da mesma
dimensao do espaco projetivo real. Tem-se uma agao do grupo ortogonal especial real

sobre o espaco projetivo complexo, de cohomogeneidade um.

Palavras—chave: Espaco projetivo complexo, quadrica, cilindro de aplicacao

dupla, cohomogeneidade um, variedade bandeira parcial.



ABSTRACT

KOMATSUDANI QUISPE, Midory. Cohomogeneity one-actions and quadrics in complex
projective spaces. Rio de Janeiro, 2013. Dissertacao (Mestrado em Matemética)- Instituto
de Matematica, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2013

This work is based on the article Quadrics, orthogonal actions and involutions
in complex projective spaces, by Lé Du Trang, José Seade and Alberto Verjovsky. We
are going to show that the complex projective space is a double mapping cilinder,
from which we obtain two foliations over the complex projective space: one over the
complement of the real projective space, whose leaves are the images of embeddings of
disk of dimension two, and another foliation over the complement of the quadric, whose
leaves are embeddings of disk of the same dimension that the real projective space. We
have and action of the ortogonal special group over the complex projective space, of

cohomogeneity one.

Key words: Complex projective space, quadric, double mapping cilinder, cohomogeneity

one, partial flag manifold.
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Introducao

O objetivo principal do trabalho é estudar a acao do grupo ortogonal especial real sobre o
espaco projetivo complexo, para obter um melhor entendimento da geometria e topologia
de este ultimo.

Para isto, comecamos no primeiro capitulo dando alguns conceitos e resultados
necessarios para facilitar a compreensao do trabalho. Comecamos com o conceito de
variedade topologica, como exemplo temos o espago projetivo complexa que é uma
variedade complexa. Apresentamos as variedade de Stiefel e variedade bandeira como
exemplos de variedades homogéneas. Damos o conceito de orbita principal ligado a uma
acao de um grupo de Lie sobre uma variedade, e a de cohomogeneidade de uma acao
que é a codimensao de uma orbita principal. Quando temos uma variedade Riemanniana
conexa e completa e um subgrupo fechado e conexo do grupo de isometrias da variedade
atuando sobre a variedade com cohomogeneidade um, obtemos que o espago de orbitas é
homeomorfo ou a reta, ou o intervalo fechado, ou o intervalo semiaberto ou o circulo.

Também damos alguns resultados ligados a geometria algébrica, ligados a variedades
algébricas. Logo fazemos o estudo de um ponto ponto nao singular ou singular isolado de
uma variedade algébrica, vemos a topologia do conjunto algebraico.

Na secao dois, vemos a métrica de Fubini-Study, que define uma métrica hermitiana
sobre o espaco projetivo complexo que atua transitivamente por isometrias. Ela coincide
num sentido com a métrica na esfera.

O capitulo dois esta baseado no artigo de Lé Du Trang, José Seade e Alberto Verjovsky,
[3], comegamos com o estudo da topologia das quadricas no espago projetivo, obtemos que
o complementar da hiperquidrica no espaco projetivo é o espaco total do espaco projetivo
real.

Também obtemos uma dupla fibracao da variedade bandeira parcial & quadrica e ao
espaco projetivo real. Assim o espaco projetivo complexo é o cilindro de aplicacdao dupla
da dupla fibragao descrita acima.

Se retiramos o espaco projetivo real do espaco projetivo complexo, obtemos uma
folheacao por discos abertos de dimensao dois, estas folhas sao transversais a quadrica,
as folhas também podem ser vistas como imagens dos discos normais pela funcao normal

de quadrica e o fecho de cada folha é um circulo.



Analogamente, se retiramos a quéadrica do espago projetivo complexo obtemos uma
folheacao cujas folhas sao as imagens da funcao normal do espaco projetivo real das fibras
do fibrado disco normal do espago projetivo real, o fecho de cada folha é disco fechado
da mesma dimensao do espago projetivo real e encontra ortogonalmente a quédrica numa
esfera de dimensao uma menos que do espaco projetivo real.

Por ultimo estudamos a agao do grupo ortogonal especial real sobre o espago projetivo
complexo. Temos que a quadrica e o espago projetivo real sao orbitas de esta acao,
as outras o6rbitas sao variedades bandeira, que correspondem as orbitas principais de esta
acao. O espacgo de orbitas é o intervalo com bordo, e os extremos correspondem a quédrica

e o espaco projetivo. Esta acao é de cohomogeneidade um.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Preliminares

Neste primeiro capitulo faremos revisao de alguns fatos relacionados a topologia
diferencial, geometria algébrica, geometria Riemanniana e grupos de Lie.
Vejamos alguns conceitos e resultados de topologia diferencial. Estas defini¢oes e

teoremas relacionados podem se encontrar em [7] e [16].

Definicao 1.1.1. Seja M um espaco topoldgico. Dizemos que M é uma variedade

topologica de dimensdo n se tem as sequintes propriedades:

e M é um espaco de Hausdorff: para cada par de pontos p, q de M existem
subconjuntos abertos disjuntos U, V de M tais que p pertence a U e q pertence
aV.

o M satisfaz o sequndo axioma de enumerabilidade: existe uma base enumerdvel para
os abertos de M.

o M ¢ localmente Euclidiano de dimensao n: cada ponto p de M tem um subconjunto

aberto U de M contendo p, um subconjunto aberto U de R" ¢ um homeomorfismo

gp:U—>l7.

Um atlas em M é uma colecio ® = {p;,U;};c; onde ¢; : U; — [71 ¢ homeomorfismo,
U; é subconjunto aberto de M, [71 é subconjunto aberto de R", para todo ¢ que pertence
a I e tal que M:UUi.

il
Os homeomorfismos {y;}icr sdo chamados de cartas locais de M. Os

homeomorfismos {¢; o %fl}me ; sao chamados de mudancgas de coordenadas.
Ver figura 1.1.
Um atlas é de classe C", 0 < r < oo se todas as mudancas de coordenadas do atlas

sao de classe C". Neste caso existe um tnico atlas maximal C”, ¥, que contém ®. Um
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atlas maximal sobre M é chamado de estrutura diferenciavel. M e sua estrutura

diferenciavel é chamado de variedade de classe C".

S
N

Figura 1.1: Cartas locais e mudancas de coordenadas de uma variedade M.

Vejamos alguns exemplos de variedades diferenciaveis.

Definicao 1.1.2. O n-espaco projetivo CP" ¢ o conjunto de retas de C"*' que passam

pelo ponto (0,...,0) de C"™'. Dizemos que dois pontos ndo nulos v e y de C"™! estao
relacionados se existe X em C nao nulo tal que x = \y. Isto define uma relagao de
equivaléncia em C"T\{(0,...,0)}. Assim CP" identifica-se com o conjunto de classes de

equivaléncia de pontos de C"*\{(0,...,0)}.

Consideramos a aplicacdo quociente

q: C™\{(0,...,0)} — CP"
z = 2]

Dotemos a CP" da topologia quociente.

Para cada i entre zero e n, definamos

Ui = {[z] € CP"; z; # 0}
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20 Zi—1 Ri+1 Zn ,
2] — (—,..., , — .
Zi Zi Zi %

Temos que U; e subconjunto aberto de CP" e que a funcdao ¢; é um homeomorfismo,

onde z = (20, .., 2n)-

para cada i entre zero e n.
Assim as fungoes {¢ifo<i<n fornecem as cartas locais de CP".

Os cambios de coordenadas sdo dados por

z 1z z
. -1 o 1 i+1 n
se j<i bj o ¢; (zl,...,zn)—( ey , e ),
Zj+1 Zi+1 Zj+1 Zj+1
z zi 1 z
L -1 1 7 n
se j>1i pjod; (21, 2n) = —1i,— —, ., — | .
Zj cj %) Zj

Assim CP" € uma variedade diferencidvel compleza de dimensdo complexa n.

Definicao 1.1.3. O grupo ortogonal de grau n, denotado por O(n,R), é dado por
O(n,R) ={A € GL(n,R)/ AA' = A'A = T}.

Seja
f: LR") — LR
T — TT*

com dominio o espaco de transformacoes lineares de R"™, ao espaco de transformacoes

lineares simétricas em R™. Temos que I € um valor reqular de f, pois se TT* = 1 e

A € Ly(R"), entao Df(T)(%AT‘l) = A. Logo O(n,R™) é uma variedade diferencidvel.
Como o determinante de uma matriz no grupo ortogonal é 1 ou —1, O(n,R) tem duas

componentes conezas. O grupo ortogonal especial, denotado por SO(n,R), é dado por
SO(n,R) ={A € O(n,R)/ detA = 1}.

Definicao 1.1.4. A wvariedade de Grassmann ou o Grassmanianna G, € o
conjunto de subespacos lineares k—dimensionais de R™. Vejamos que podemos dotar a
ela de uma estrutura diferencidvel. Seja E C R™ um k-subespaco linear ¢ E+ seu
complementar ortogonal. Identifiquemos R™ com E x E+. Todo k-subespaco perto de
E € o grdifico de uma tnica funcdo linear E — E*. De esta forma, uma vizinhanca
de £ € G, € homeomorfa a um conjunto aberto do espago vetorial de transformagoes

lineares que van de E o E*. Assim G € uma variedade diferencidvel de dimensao

k(n —k).
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Definicao 1.1.5. Sejam dois subespacos topologicos A, B de X. A € isotdpico
ambiental o B em X se existe uma funcao diferenciavel F' @ M x I — M tal que
F, : M — M ¢ difeomorfismo, F(x,0) = z, para todo x em M e F(A,1) = B. F ¢

chamado de isotopia ambiental.

Definicao 1.1.6. Seja f : E — M wuma submersao. Dizemos que f € uma fibragao
localmente trivial com fibra ' se para cada p em M existe uma vizinhanca aberta U e

um difeomorfismo h: f~1(U) — U x F tal que o sequinte diagrama comute:

FHU) i UxF.

m pru
U

Exemplo 1.1.1. Temos que a sequinte funcio S* — CP' definida por (0,0,1) — [(1,0)]
e (x,y,z) — [(x+iy,1 — 2)], se z # 1, é€ um difeomorfismo. A aplica¢io quociente dada
na definicao 1.1.2 pode se restringir a S*"*1, e obtemos uma nova funcao S — S?%, que
¢ uma fibracdao localmente trivial de S* sobre S? com fibra S', chamada de fibracdo de
Hopf.

Teorema 1.1.1 (Teorema de fibracdo de Ehresman:). Sejam E e M duas variedades
diferencidveis conexas sem bordo. Se m : E — M ¢é uma submersao propria e de classe

C", r > 2, entao € uma fibracao localmente trivial.

Demostragao. Seja y um ponto de M e F' a fibra de 7 sobre este ponto, e seja
(1,...,2,) uma carta local de classe C" definida numa vizinhanga V' de y tal que
(x1(y), ..., za(y)) = (0,...,0). Como F' é compacta, podemos encontrar uma vizinhanca

aberta W de y em V, uma vizinhanga aberta U de F relativamente compacta em 7 1(V)

tal que w(U) contem W, campos de vetores X,...,X,, de classe C" em E com suporte
em U tal que D(m)X; = 9/0z; em U N7~ (W).
Para um ponto x = (x1,...,2,) de W, denotemos por h, o difeomorfismo no tempo

um do grupo um parametro de difeomorfismos de E gerados pelos campos de vetores
Y, X;.

A aplicagiao @ : (z,2) — hy(z) de W x F sobre E é de classe C"! e tem-se
7(P(x,z)) = x. Ela é um difeomorfismo de W x F' sobre uma vizinhanca aberta de F’
em 7 (W) induzindo para cada = de W um difeomorfismo de F' sobre uma subvariedade
compacta da fibra 7! (z).

Resta verificar que a imagem de ® coincide com 7= (W). Se nao fosse o caso, pode-se
encontrar uma sequéncia de pontos (y,) de W tendendo a y e, para cada inteiro n, um
ponto z, de 7 (y,) fora da imagem de ®. Mas isto é incompativel com a hipotese de 7

ser propria, porque teriamos que (z,) possui um valor de aderéncia em F. m
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Definicao 1.1.7. Um grupo de Lie G é uma variedade diferencidvel a qual estd dotada
de uma estrutura de grupo tal que as sequintes funcoes G x G — G, definida por

1

(0,7)— o1, e G = G, definida por T — 771, sao diferencidveis.

Denotaremos por e o elemento identidade do grupo G.

(H,p) é um subgrupo de Lie do grupo de Lie G se
(a) H é um grupo de Lie.
(b) (H,p) é uma subvariedade de G.

(¢c) ¢: H— G é um homomorfismo de grupos.

Definicao 1.1.8. Seja M uma variedade diferencidvel e G um grupo de Lie. Uma func¢ao
diferencidvel pu: G x M — M tal que

plor,m) = p(o, u(m,m)),  ple,m) =m

para todo o, T que pertencem a G e m € M € chamada de a¢ao a esquerda de G sobre
M.

Sepu:Gx M — M é uma acao a esquerda de G sobre M, entao para cada o fixo em
G, a fun¢ao m— p(o,m) é um difeomorfismo de M o qual denotaremos de .

Similarmente, a funcao diferencidvel p: M x G — M tal que

M(m’ UT) = M(M(m’ 0)7 T)v M(mv 6) =m

para todo o, T que pertencem a G e m que pertence a M € chamado de uma a¢do a
direita de G em M.

Teorema 1.1.2. Seja H um subconjunto fechado de um grupo de Lie G, e seja
G/H ={ocH/ o € G}

o conjunto de classes & esquerda mddulo H. Seja m a projecio natural m : G — G/H
dada por m(o) = oH. Entdo G/H tem uma unica estrutura diferencidvel que verifica as

sequintes condicoes:
(a) me C™.

(b) Ezistem localmente secoes C* de G/H em G, mais especificamente, dado cH €
G/H existe uma vizinhanca W de cH e uma fungio C* 7 : W — G tal que

ToT =1id.

Variedades diferenciaveis da forma G/H onde G é um grupo de Lie, H é um subgrupo
fechado de G, e a estrutura diferenciavel é a tnica que satisfaz os itens (a) e (b) do teorema

anterior sao chamados de variedades homogéneas.
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Definicao 1.1.9. Seja
n:GxM-—M

uma acao de G sobre M a esquerda; e seja
ne(m) = n(o,m).

A acao € chamada de efetiva se e € o unico elemento de G pelo qual n. € a funcao
identidade em M. A acao é chamada de transitiva se sempre que m e n pertencem a M

eriste o em G tal que ny,(m) =m. Seja mg em M e seja
H = {O' € G/ 770<m0) = mo}.

H ¢ um subgrupo fechado de G chamado de o grupo de isotropia em my.

Teorema 1.1.3. Sejan: G x M — M uma acao a esquerda e transitiva do grupo de Lie
G sobre uma variedade M. Seja mg € M, e seja H o grupo de isotropia em mgy. Entdo a
funcao
g: G/IH — M
cH +— pB(ocH)=n,(mo)

¢ um difeomorfismo.

Definicao 1.1.10. A vartedade de Stiefel S;, € o conjunto de todos os pontos dados
da sequinte forma: cada ponto de esta variedade € um conjunto ortonormal ordenado de

k vetores (vy,...,vx), v; € R", v; - v; = ;5 e |vi| =1, onde 0;; € a delta de Kronecker, e

- € o produto interno em R™. Definimos
n: O(TL,R) X Sk:,n — Sk,n

(o, (wy,...,wg)) = n(o,(wy,...,w)) = (o(wy),...,o(w)).

Vemos que se v e w pertencem a Sk, entdo existe o em O(n,R) tal que n(o,v) = w.
Seja vy, ..., v, base ordenada de R™ e s = (vq,...,v;). Seja H o subconjunto de O(n,R)

deizando fixo s. Logo

|

onde I é a matriz identidade p X p, assim H € um subgrupo fechado de O(n,R). Segue que

I 0
0 B

€ O(n,R)} =O0(n—k,R),

a fungao o H — n(0,35) € bijetiva, da variedade homogénea O(n,R)/O(n — k,R) sobre o
conjunto Si. Dotamos a S, a estrutura de uma variedade diferencidvel de dimensao nk
requerendo que esta funcao seja um difeomorfismo. A estrutura de variedade diferencidvel

independe da base escolhida em R"™.
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Definicao 1.1.11. A wvariedade Bandeira Parcial. Definimos a variedade bandeira

parcial F™(ny,...,n,) como o conjunto de todas as sequencias
ic...cV,
de subespacos vetoriais de R" onde a dimensao de V; én; e
O<ni <...<n, <n.

Consideremos o grupo linear especial SL(n,R) formado pelas matrizes n X n com
determinante um. Temos uma agao de SL(n,R™) a F™(ny,...,n;) dada pela
multiplica¢io. Vemos que o grupo de isotropia é o subgrupo de SL(n,R™) correspondente
as matrizes triangulares superiores por blocos, onde a dimensao dos blocos é n; — n;_q,

para 1 < i <k, colocando ng = 0. Logo F"(ny,...,ny) € uma variedade homogénea.

Definicao 1.1.12. Seja M uma variedade de dimensao m e classe C*°. Uma folheagao
de classe C" e dimensiao n de M, é um atlas mdximo F de classe C" em M com as

sequintes propriedades:

a) Se (U,p) € F entao p(U) =U; x Uy CR* X R™ ™™, onde Uy e Uy sao discos abertos

de R™ e de R™™" respectivamente.

b) Se (U,), (V) € F sao tais que UNV # 0 entao a mudanca de coordenadas
Yo tip(UNV)—=p(UNV) édaformaotp=x,y) = (hi(z,y), ha(y))

Consideremos uma carta (U, ¢) como na defini¢ao, os conjuntos da forma ¢~ (U; x{c}),
¢ € U, sao chamados de placas de U, ou as placas de ¥. Um caminho por placas
de F é uma sequéncia aq,...,ax de placas de F tais que o; N ay41 # 0, para todo
j € {l,...,k — 1}. Isto define uma relacdo de equivaléncia em M, dado por p esta
relacionado com ¢ se existe uma sequéncia de placas aq,...,q, com p € oy e ¢ € . As
classes de equivaléncia sao chamadas de folhas de F. Cada folha é conexa por caminhos
e tem estrutura de variedade diferenciavel C" de dimensao n.

Como exemplo temos as folheacoes induzidas pelas preimagens de submersoes, em
particular uma fibracao localmente trivial induz uma folheacdo no espaco total. As
curvas integrais de um campo vetorial nao singular numa variedade definem as folhas
da variedade. Ver [2].

Vejamos agora alguns preliminares relacionados a geometria Riemanniana. Para mais

informacao, pode-se consultar [14].

Definicao 1.1.13. Seja M wuma variedade diferencidvel de dimensao m. Para cada
p € M, seja T,M o espago tangente de M em p. Seja T'M o fibrado tangente de M.
Suponha que cada espaco tangente T,M estd equipado com um produto interno

< o0 >, Se a funcao p —< X, Y, >, € diferencidvel para quaisquer dois campos
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M
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Uy — — |V
_— _—
R" RY
Uy \al

Figura 1.2: Folheagao numa variedade M.

vetoriats X, Y € M, entao esta familia de produtos internos é chamado de métrica
Riemanniana, ou estrutura Riemanniana sobre M.  Denotaremos a métrica
Riemanniana, e cada um dos produtos internos nos espacos tangentes que a definem,
por < -,- >. Uma variedade diferencidvel equipada com métrica Riemanniana é chamada

de variedade Riemanniana.

Seja M uma variedade Riemanniana conexa. Se ¢ : [a,b] — M é uma curva

diferenciavel, o comprimento L(c) de ¢ ¢ definido por

[ de(t) de(t)
L(c) ._/b \/< o ar >dt,

dc
onde — denota o vetor tangente ou vetor velocidade. O comprimento L(c) de uma

curva diferenciével por partes ¢ : [a,b] — M é definida na forma usual, fazendo uma
particao no intervalo [a,b] em intervalos onde a curva restringida em esse subintervalo
seja diferenciavel, e logo fazer a soma.

A distancia d(p, q) entre dois pontos p,q de M é definida como o infimo sobre L(c),
onde ¢ : [a,b] — M & uma curva diferenciavel por partes em M com c(a) = pec(b) =¢q. A
funcao distancia d : M x M — R dota a M de uma métrica. A topologia em M induzida
pela métrica coincide com a topologia original da variedade.

Uma variedade Riemanniana é completa se é uma variedade Riemanniana M, a qual

é completa quando é considerada como espago métrico.
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Dizemos que uma funcao F' : (M,g) — (N, g) é uma isometria Riemanniana se

para cada p € M o diferencial DF), : T,M — Tr(p)N é uma isometria linear.

Definicao 1.1.14. Uma conexao numa variedade diferencidvel M é um operador ¥V tal
que a 1magem de dois campo de vetores X, Y em M € outro campo de vetores VxY e

que satisfaz os sequintes axiomas:
(i) V é R-bilinear;

(i) VixY = fVxY;

(iii) Vx(fY) = fVxY + (Xf)Y,

onde X eY sao campo de vetores em M, f € funcao diferencidvel em M e X f = df(X)
¢ a deriwada de f na direcao X. Se M € uma variedade Riemanniana, e uma conexdo V

que satisfaz
(iv) Z < X,)Y >=<VzX,)Y >+ < X, VY >.
¢ chamado de métrica. Uma conexao V é chamado de libre de torsao se satisfaz
v VxY —VyX =[X)Y].

Se temos uma conexao V sobre uma variedade diferencidvel, existe uma tnica
correspondéncia que associa a um campo vetorial V' ao longo de uma curva diferencidvel
¢ : I — M um outro campo vetorial T ao longo de ¢, chamado de derivada covariante

V' ao longo de c tal que

D DV DW
a) a(v—i-W) _W—i__dt .
D d D
b) a(fV) = d—J;V + fd_jf/’ onde f é uma funcao diferenciavel em [

DV
¢) Se V(t) =Y(c(t)), onde Y é um campo vetorial em M, entao = VY.

O item (iv), numa variedade Riemanniana equivale a

Z e VW>s=({=—"—_ W V.= i
dt =Y - < dt ’ > < Todt >’ te

onde V' e W sao campos de vetores ao longo de uma curva diferenciavel ¢ : I — M.

Teorema 1.1.4. A funcio X — VX em (M,g) uma variedade Riemanniana é

unicamente determinada pelas propriedades (i)-(v) dadas acima.

Definicao 1.1.15. Uma curva parametrizada v : [ — M ¢é uma geodésica em ty, € [

D dvy
Se E(a
geodésica.

) = 0 no ponto ty; se v é geodésica em t, para todo t € I, dizemos que ~y €
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Temos que dado um ponto p numa variedade M e um vetor X no plano tangente 7, M,
existe uma tnica geodésica passando pelo ponto p com vetor tangente nesse ponto igual a
X. Mais ainda, dado um ponto p € M, existe uma vizinhanca V' de p em M, existe € > 0
e uma aplicagado v : (—2,2) x U — M, onde U = {(q,w) € TM; q € V,w € T, M, |w| < €}
tal que t — v(t,q,w), t € (—2,2), é a Gnica geodésica de M que no instante ¢t = 0 passa
por ¢ com velocidade w, para cada ¢ € V' e cada w € T, M, com |w| < e. Temos assim a

seguinte funcao

exp: U —= M
v
(g,v) +— exp(q,v) 27(1,q,v)=7(|vl,q,m)

chamada de aplicacao exponencial em U. Ela é diferenciavel. Também temos que para
cada p € M, existe € > 0 tal que exp, : B.(0) C T,M — M ¢é um difeomorfismo de sobre
um aberto de M, onde exp,(v) = exp(q,v). Por exemplo, no caso da esfera S?, temos que
e = 7, para todo ponto da esfera. Ver figura 1.1. Geometricamente, equ(v) é o ponto de
M obtido de percorrer uma distancia |v|, a partir de ¢, sobre a geodésica que passa por
q com velocidade igual a %

Toda geodésica, localmente, minimiza distancias. Também temos que se uma curva,

diferenciavel por partes, ¢ minimizante, entao a curva ¢ uma geodésica.

eXpg

T

Figura 1.3: A funcao exp,, para p = (0,0, 1) da esfera S*.

Proposicao 1.1.5. Seja F(M,g) — (N, g) uma isometria Riemanniana local, entio tem-

Se
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a) F leva geodésicas em geodésicas.

b) Foerp,(v) = exppy o DF,(v), se exp,(v) estd definida.
¢) F decresce distancias.

d) Se F ¢ bijecio, entdo preserva distdncias.

As isometrias numa variedade Riemanniana (M, g) formam um grupo, o qual
denotaremos por Iso(M, g), é chamado de o grupo de isometrias de M. Dotamos a ele
de uma topologia da seguinte forma: Seja K C M subconjunto compacto de M, U C M
subconjunto aberto de M, e seja I(K,U) o conjunto de todas as func¢oes F' : M — M de
Iso(M, g) tais que F(K) C U. A colegdo de todos os (K, U) formam uma subbase para
uma topologia sobre Iso(M, g). Temos assim que Iso(M,g) é um grupo de Lie, e temos
uma acao sobre M.

Se S C Iso(M, g) é subconjunto do grupo de isometrias, entao o conjunto de pontos
fixos de S é definido como o conjunto de todos os pontos de M que sao pontos fixos por

todas as isometrias de S.
Fiz(S)={x € M : F(z) =z paratodo F € S}.

Uma subvariedade N C (M, g) é chamada de totalmente geodésica se para cada
p € N, uma vizinhanga de 0 € T, N ¢é levado em N via a fun¢ao exponencial exp,,. Isto &,
as geodésicas em NN sao também geodésicas em M, e reciprocamente, qualquer geodésica

em M a qual é tangente a N em algum ponto debe estar em N para algum tempo pequeno.

Proposicao 1.1.6. Seja S C Iso(M,g) um conjunto de isometrias, entdo cada

componente conexa do conjunto de pontos fizos € uma subvariedade totalmente geodésica.

Teorema 1.1.7. Se (M,g) e (N,g) sio variedades Riemannianas ¢ F' : M — N ¢é

uma bijecao, entao F € uma isometria Riemanniana se F preserva distdncia, isto €,
ds(F(p), F(q)) = dy4(p,q) para todo p,q € M.

Definigao 1.1.16. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana, e suponha que G x M — M
¢ uma agao diferencidvel. Seja g € G, e @, : M — M definida por p — g - p cumpre que
para todo p

dpg, - T,M — Ty, M

¢ uma isometria, para qualquer g € G, dizemos que G atia atua por isometrias sobre
M.

Definicao 1.1.17. Seja M uma variedade Riemanniana e G um grupo de Lie atuando
diferenciavelmente sobre M por isometrias. Entao temos um homomorfismo entre grupos
de Lie

p:G— Iso(M,g)
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e uma funcao diferencidvel

GxG —- M
(9,p) = plg)p) = gp

satisfazendo
(99")p = g(g/p)

para todo g,g! € G ep € M. Uma acao isomélrica de um grupo de Lie G' sobre uma
variedade Riemanniana M1 € chamada de tsomorfa a acao de G sobre M se existe um
isomorfismo entre grupos de Lie ¢ : G — G' e uma isometria f : M — M’ tal que
flgp) = ¢(g)f(p) para todop € M e g € G. Para cada ponto p € M a orbita da acdo de
G porp €

G-p:={gp/ g€ G},

e o grupo de isotropia em p é

G, =1{9€ G/ gp=np}

Se G.p = M para algum p € M, e por tanto para qualquer p € M, entao a acao de G
¢ chamada de transitiva e M é um espagco G—homogéneo.

Cada orbita G.p é uma subvariedade de M.

Denotamos por M /G o conjunto de orbitas da acdo de G de M e dotamos a M /G da
topologia quociente dada pela proje¢ao canoénica M — M /G, p— G - p.

Uma acao de G sobre M é chamada de prépria se para quaisquer dois pontos p,q € M,
existem vizinhangas U, e U, de p e g em M, respectivamente, tal que {g € G/ gU,NU, # 0}

é relativamente compacto em (. Isto é equivalente a dizer que a funcao

GxM — MxM
(9,p) = (p,g9p)

é uma funcao proépria, isto é, a imagem inversa de cada conjunto compacto em M x M
é também compacto em G x M. Toda acao de um grupo de Lie compacto é propria,
e a acao de qualquer subgrupo fechado de um grupo de isometria de M ¢é propria. Si
GG atua propriamente sobre M entao M/G é um espaco de Hausdorff, cada orbita G.p é
fechado em M e por tanto é uma subvariedade mergulhada, e cada grupo de isotropia G,

é compacto.
Definicao 1.1.18. Uma subvariedade Y de M ¢ chamada de fatia em p € M se
a) p €,

b) G.X:={gq/ g € G, q € £} € um conjunto aberto de M.
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¢) G- =13,

d) a agio de G, sobre ¥ é isomorfa a uma agdo linear ortogonal de G, sobre um bola

aberta num espaco Fuclidiano,

e) a fungao
(Gx%))G, — M
Gp-(9,p) +— gp

é um difeomorfismo sobre G - X, onde (G x X)/G,, é o espago de drbitas da agio de
G, sobre G x X dada por

k(g,q) := (gk™", kq)

para todo k € Gp, g € G e q € X.

Temos que (G x X)/G)y € um fibrado associado ao fibrado principal G — G/G,, e fibra

Y e temos que € uma variedade diferencidvel.

A existéncia de fatias em cada ponto permite nos definir um ordem parcial no conjunto
de orbitas. Dizemos que duas orbitas G - p e G - ¢ tém a mesmo tipo de orbita se G, e
G4 sao conjugadas em G. Isto define uma relagao de equivaléncia entre as orbitas de G.
Denotamos por [G-p| a correspondente classe de equivaléncia, a qual é chamada de o tipo
de orbita de G - p. Denotamos D o conjunto de todos os tipos de orbitas da acao de G
sobre M. Dizemos que [G - p] < [G - ¢ se, e somente se, G, ¢ conjugado em G a algum
subgrupo de G, isto define um ordem parcial. Se ¥ é uma fatia em p, as propriedades
(d) e (e) implicam que [G - p] < [G - ¢] para qualquer ¢ € G - ¥. Se assumimos que M /G
é conexo, temos que existe um tipo de orbita maximal em D. Cada representante de
este tipo de orbita maximal é chamado de orbita principal. Entao uma orbita G - p é
principal se, e somente se, para cada ¢ € M o grupo de isotropia G, em p é conjugado
em G a algum subgrupo de G,. A unidao de todos os tipos de oOrbitas principais sao
densas e é um subconjunto aberto de M. Cada orbita principal é uma orbita de dimensao
maximal. Uma orbita nao principal com a mesma dimensao de uma orbita principal é
chamada de orbita excepcional. Uma orbita cuja dimensao é menor que a dimensao
de uma orbita principal é chamada de orbita singular. A cohomogeneidade de uma
acao é a codimensao de uma orbita principal, e esta cohomogeneidade é denotada por
cohom(G, M).

Suponha que temos uma agao propria de G sobre M e que M /G é conexa. Temos que
para cada g € G a funcao

g M — M
p = gp
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¢ uma isometria de M. Se p € M e g € (), entao p, fixa p. Entao, para cada ponto

p € M, o grupo de isotropia G, atua em 7,M da seguinte forma:

G, xT,M — T,M
(9, X) = g-X = (pg)pX.

Como temos que g € G, deixa invariante G -p, também deixa invariante o espago tangente

T,(G - p) e o espaco normal v,(G - p) de G - p em p. A restrigao

Xp: Gp X Tp(G'p) — Tp(G'p)
g , X) =g X

¢ chamado de a representacao da isotropia da acao em p, e a restricao

pp: Gp X Vp(G'p) — VP(G'p)

0 ¢ a componente conexa

¢ chamado da representagao da fatia da acao em p. Se (G))
da identidade em G, a restricdo de uma representagio de fatia a (G,)" serd chamada de
representacao conexa da fatia

Sejap € M er € RT suficientemente pequeno tal que a restricao da funcao exponencial
exp, de M em p a U,(0) C v,(G-p) ¢ um mergulho de U,.(0) em M. Entao ¥ = exp,(U,(0))
¢ uma fatia em p, é chamada de fatia geodésica. A fatia geodésica o obtida indo ao
longo de uma geodésica que sai ortogonalmente de G - p em p até uma distancia r. Como

funcoes isométricas levam geodésicas em geodésicas temos que

g% = exp,,(g - Ux(0))

para todo g € G. Seja g € X e g € G, entao gp € ¥ e logo gX = X. Desde que
YNNG -p = {p} segue que gp = p e assim g € G,,. Por tanto, se ¥ é uma fatia de geodésica
em p, entao Gy C G, para todo ¢ € X.

Seja Y uma fatia de geodésica em p. Entao G - X é um subconjunto aberto de M.
Como as orbitas principais formam um subconjunto aberto e denso de M, temos G - p é
uma orbita principal se, e somente se, G, = G, para todo ¢ € ¥. Por outro lado, cada
g € G, fixa g e p, entao assumindo que a fatia de geodésica é suficientemente pequena,
a geodésica inteira em X liga p e ¢. Assim G, fixa ponto a ponto o subespaco linear de
dimensao um de v,(G - p) correspondente a sua geodésica. Isto implica que uma orbita
G - p é principal se, e somente se, sua representagao de fatia ¥, é trivial.

Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja G um subgrupo fechado de
Iso(M). Uma subvariedade fechada completa mergulhada ¥ de M é chamada de segao
da acdo se ¥ interseca cada orbita de G em M tal que T,¥ C v,(G - p) para todo p € X.
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A acao é chamada de polar se admite uma secao. Tem-se que cada secao de uma acao
polar é totalmente geodésica. Uma acao polar é chamada de hiperpolar se admite uma
secao plana.

Seja M uma variedade Riemanniana conexa e completa e G um subgrupo fechado e
conexo do grupo de isometria Iso(M) de M atuando sobre M com cohomogeneidade um.
Denotamos por M /G o espago de orbitas de esta agao e por m : M — M/G a projegao
canbnica p — G - p. Dotamos a M /G da topologia quociente relativa a . O espago de
orbitas M /G é homeomorfo a R, S*, [0,1], ou [0, 00[. A demonstra¢ao pode-se encontrar
em [13] (ele demonstrou para o caso compacto, note que existem duas variedades com
bordo fechadas e conexas de dimensdo um: o circulo e o intervalo fechado) e [1] no caso

geral.

Teorema 1.1.8. Seja M uma variedade conexa, e G um grupo agindo diferenciavelmente
em M. Entao existe um unico tipo de orbita H tal que [H| = [K] para todo tipo de drbita

K da acao. E ainda, a uniao de todas as orbitas do tipo H, a saber
M ={x e M; G, € [H]},

€ uma variedade aberta, densa e conexa de M.

A demonstracao pode ser encontrada em [8].

No caso de acao de cohomogeneidade um tem-se no maximo duas orbitas singulares
ou excecionais, correspondentes aos pontos da fronteira de M/G. Se tem-se uma orbita
singular, cada orbita principal é um tubo ao redor da orbita singular. Se M/G é
homeomorfo a R ou S!, entdo cada orbita ¢ principal e as orbitas da acdo de G sobre
M formam uma folheacao Riemanniana sobre M. Mais ainda, como as orbitas sao
homeomorfas umas a outras, a projecdo m : M — M/G é uma fibracao. Se, além
disso, M ¢ simplesmente conexa, entdao M/G nao pode ser homeomorfo a S'. Toda
acao de cohomogeneidade um ¢ hiperpolar e uma geodésica que interseca uma orbita

perpendicularmente é uma sec¢ao.

Proposicao 1.1.9. Sejam M uma variedade riemanniana compacta, sem bordo, e
G C ISO(M) compacto, conezo, agindo com cohomogeneidade 1 em M. Se X : [0,1]] — M,

€ uma curva ortogonal as orbitas de G, entdo A € uma geodésica.

Proposicao 1.1.10. Sejam M uma variedade riemanniana compacta orientada de
dimensao maior ou igual a 2, e G C 1SO(M), um subgrupo de Lie conexo e compacto
agindo em cohomogeneidade 1. Se G deixa um ponto fixo, po, entao as orbitas de G sao

esferas geodésicas centradas em py.

Exemplo 1.1.2. Seja G o grupo de traslacoes gerada por uma reta em R?, entdo
R?/G =R
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Exemplo 1.1.3. Seja C o cilindro em R? e seja G o grupo de traslacoes sobre Z ao longo
do seu eizo. Entio C/G = S!

Exemplo 1.1.4. Seja C um cilindro em R3 e seja G o grupo de traslagoes sobre C' ao

longo de seu eizo, entio C/G = S*.

Exemplo 1.1.5. Seja G = SO(2) o grupo de rotagéoes ao redor da origem em R%. Entao
R?/G = [0, 00).

Exemplo 1.1.6. Seja G = SO(2) o grupo de isotropia da ag¢io de SO(3) na esfera S*.
Entao S?/G = [0,1].

Também vao precisar de alguns preliminares da geometria algébrica. As seguintes
defini¢oes e teoremas podem-se encontrar em [4], [10], [5],

Seja k um corpo fixo algebricamente fechado. Definimos o espago afim de dimensao
n sobre k, denotado por A", pelo conjunto de todas as n—uplas de elementos de k.

Um subconjunto X de A™ é conjunto algébrico em A" se, e somente se, é 0 conjunto

dos zeros comuns de uma familia { f;};c; de polinémios f; € k[z1,. .., x,]

X ={(xy1,...,x,) € A"/ filxy1,...,2x,) =0,Vi € [}.

Se tomamos como os abertos o complementar dos conjuntos algébricos em A", dotamos
ao espaco afim de uma topologia, chamada a topologia de Zariski.

Um subconjunto Y de um espago topologico X é irredutivel se nao pode ser expressado
como a uniao Y =Y; UY; de dois subconjuntos proprios sendo cada um de eles fechado

em Y. O conjunto vazio nao é considerado como irredutivel.
Proposigao 1.1.11. Se X # () € espago topoldgico, sio equivalentes:
a) X € irredutivel.
b) X nao € unido de dois fechados.
¢) Cada intersegao de dois abertos de X nao vazios, € nao vazio.
d) Cada aberto de X nao vazio é denso em X.

Vemos que se X ¢ espaco topologico nao vazio irredutivel, entao X é conexo, se Y C X

é aberto e denso, entao Y é irredutivel se, se somente se, X é irredutivel.

Definicao 1.1.19. Uma variedade algébrica afim ou variedade afim é um
subconjunto fechado irredutivel de A™. Um subconjunto aberto de uma variedade afim

¢ uma variedade quase afim.
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Seja X C A", definimos o ideal de X em k[zy,...,xz,] por
I(X)={f €k[x,...,x,]/ f(p) =0 para todo p € X}.

Proposicao 1.1.12. Euxiste uma correspondéncia um a um entre os conjuntos algébricos
em A" e ideais radicais em klxq,...,x,], dada por X — I(X) e [ — Z(I). Além disso,

um conjunto algébrico € irredutivel se, e somente se, seu ideal € um ideal primo.
Exemplo 1.1.7. A™ € irredutivel.

Definicao 1.1.20. Se X C A™ é um conjunto algébrico afim, definimos o anel de
coordenadas afim A(X) de X, como k[xy,... z,|/1(X).

Observacao 1.1.1. Se X ¢é uma variedade afim, entao A(X) é um dominio.

Definicao 1.1.21. Um espacgo topoldgico X e chamado de noetheriano se satisfaz
a condi¢cao de cadeia descendente para subconjuntos fechados: para qualquer sequéncia

X1 D Xy D ... de subconjuntos fechados, existe um inteiro r tal que X, = X, 41 = ...

Num espago topolégico noetheriano X, cada subconjunto fechado nao vazio Y pode ser
expressado como uma uniao finita Y = Y; U ...Y, de subconjuntos fechados irredutiveis
Y;. Se pedimos que Y; 2 Y; para i # j, entdo os Y; sdo unicamente determinados. Sao
chamados de componentes irredutiveis de Y. Entao cada conjunto algébrico de A™ pode
ser expressado unicamente como uma uniao de variedades, nenhuma de elas contendo

outra.

Definicao 1.1.22. Se X ¢ um espaco topoldgico, definimos a dimensao de X, denotada
por dimX como o supremo de todos os inteiros n tais que existe uma cadeia Zy C Zy C
... C Z, de subconjuntos fechados irredutiveis distintos de X. Definimos a dimensao de

uma variedade quase afim como a dimensao como espago topologico.
Proposicio 1.1.13. Se Y ¢ uma variedade quase afim, entdo dimY = dimY .

Proposicao 1.1.14. Uma variedade X em A™ tem dimensao n — 1 se, e somente se, € 0

conjunto de zeros de um polindmio irredutivel nao constante em klxy, ..., z,)].

Consideremos o anel de polinémios S = Clzy, . . ., z,| como um anel graduado tomando
sua decomposicao S = @4>054 onde Sy é o conjunto de todas as combinagoes lineares
de monoémios de grau d em zg,...,z,. Um ideal I C S é um ideal homogéneo se
I = @4>0(I N Sy). Um ideal ¢ homogéneo se e s6 se pode ser gerado por elementos
homogéneos. A soma, produto, intersecao, e radicais de ideais homogéneos é homogéneo.

Se I é qualquer conjunto de elementos homogéneos de S, definimos o conjunto de zeros

de I por

Z(I)=A{p =[(zo,...,x,)] € CP"/ f(x0,...,2,) =0, para todo f € I}
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Definicao 1.1.23. Um subconjunto X de CP" ¢ um conjunto algébrico se eriste um

conjunto T de elementos homogéneos de S tal que X = Z(T).

Definimos a topologia de Zariski em CP" tomando como abertos os complementares

dos conjuntos algébricos.

Definicao 1.1.24. Uma variedade projetiva algébrica ou variedade projetiva é um
congunto algébrico irredutivel em CP", com a topologia induzida. Um subconjunto aberto
de uma variedade projetiva é uma variedade quase projetiva. A dimensdo de uma

variedade quase projetiva ou projetiva € sua dimensao como espago topologico.

Defini¢ao 1.1.25. Seja X um subconjunto algébrico de A™ nao vazio. Se I(X) € gerado
‘ ., 0f; .
por fi,..., frx, para cada x € X, consideremos a matriz (8_f> avaluada em x. Seja p o
I‘ .
maior valor que atinge o rango de esta matriz em qualquer ponto de X.

. L 0f;
Um ponto x € X € chamado de ponto ndo singular se o posto da matriz (=—) em

al'j
dfi(x)
8@-

Observacao 1.1.2. A definicao nao depende da escolha de {f1,..., fn}

x € p, um ponto x € ponto singular se o posto de ( ) € menor que p.

Lema 1.1.1. O conjunto ¥(X) de todos os pontos singulares de X formam um conjunto

algébrico proprio de X.

dfi :
Demostragao. Se z € ¥(X), entdo (M) < p, logo determinante menor de p X p de
J
afi(x), . , : 3
(8—) é zero, logo 3(X) é determina pelos zeros de essas equagoes. m
L

Teorema 1.1.15. Se X C A", onde k € o conjunto dos numeros reais ou complexos,

entao X — X(X) € uma variedade diferencidvel nao vazia e tem dimensao m — p sobre k.

Definicao 1.1.26. Seja X C A"™. O espaco tangente T, X de X no ponto v =

(x1,...,2,) € definido como

TLX=7 ({Z PO g, 2. s e f(X)}))

=1

Observacao 1.1.3. Vemos que T,X € um subespaco linear de A"™ cuja dimensao é

85‘;(% ), onde 1(X) é gerado por fi, ..., fi.
L

Teorema 1.1.16. Seja X wvariedade algébrica de dimensdo n. Entdo eriste um aberto
denso U em X tal que dim(T,X) = dim(X), para todo x € U, e dim(T,X) > dim(X),
para todo x € X\U. Em particular dim(X) = maz,ex{dim(T,X)}.

n—posto de (

Temos que z € X é ponto singular se dim(7,X) > dim(X) e ndo singular se
dim(7,X) = dim(X).
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Teorema 1.1.17. Seja X C A" conjunto fechado e irredutivel de dimensao n, x € X.

Se f1,..., fn € base de [(X), entdo x é ponto singular se, e somente se, o posto da matriz
ofi(x ‘ .
(J;Z—()) ¢ menor que a codimensao de X.

L

Definigao 1.1.27. Sejam X C CP" e x = (x1,...,2,) € X. O espa¢o tangente

projetivo de X no ponto x € definido por

_ " OF
T.X ={(yo:...:yn) € CP"| Z 5 (0, ..., Tpn).y;i = 0, para todo F € I(X) homogéneo.}
€T
=0

Corolario 1. Se X C CP" for subconjunto fechado irredutivel, entao um ponto x € X
F;

¢ singular se, e somente se, o posto da matriz (8—(x0,...,xn)) < p for menor que
L

n — dim(X).

Definigao 1.1.28. Seja F' um polindmio homogéneo de n + 1 varidveis, entao
V(F) = {lag,...,a,) € CP"/ F(ag,...,a,) =0}

é chamado de hipersuperficie de grau m, se grau(F) = m.

Proposicao 1.1.18. Seja Q) dado pela equagio h(xg,...,z,) = 0. Temos que

(g, ...,xn) € CP" € nao singular se e sd se (x) # 0, para algum i € {0,...,n}.

3@-

Para ver as demonstragdes dos seguintes resultados ver [12], [15].
Seja V' um conjunto algébrico sobre os complexos. Seja xy um ponto nao singular de

V' ou um ponto isolado do conjunto singular (V).

Corolario 2. Seja S, a esfera de raio € > 0 com centro em xy, entao, para todo € > 0

suficientemente pequeno, V N S. € uma variedade diferencidvel.

Seja D, o disco fechado de raio € > 0 centrado em x(. Seja o um ponto nao singular ou
ponto singular isolado de V. Seja K = VNS, e C(K) = {te+(1—t)xy/ 0<t <1z € K}

o cone sobre K.

Teorema 1.1.19. Para todo € > 0 suficientemente pequeno, V N D, € homeomorfo ao
cono C(K).

Seja f um polinomio em C[z,...,z,] tal que f(0) = 0. Seja V = f~1(0) Cc C" e

K=V NS, onde S, é a esfera de raio ¢ > 0 com centro em 0 € C". Definamos

qbi Ses— K — 5
z = P(z) =
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Proposicao 1.1.20. Eziste ¢ > 0 tal que para todo 0 < € < €y, a fun¢ao ¢ nao tem

pontos criticos, isto é, que a derivada da funcao € sobrejetiva em todos os pontos.

Observacao 1.1.4. Temos que para cada ¢ € S', Fy = ¢~1(e”) C S. — K € uma

variedade diferencidvel de dimensao 2m — 2.

Teorema 1.1.21. Existe ¢g > 0 tal que para todo 0 < € < €y, ¢ : Se — K — 51 € um

fibrado localmente trivial.
Teorema 1.1.22. Cada fibra Fy € paralelizdvel.

Teorema 1.1.23. Se ¢ # 0 € wum numero complero suficientemente pequeno,
hipersuperficie complera f~'(c), B. a bola de centro zero e raio €, entao f~1(c) N B,

¢ uma variedade diferencidvel difeomorfa d fibra Fy.

Interpretacao do teorema 1.1.23.

Seja f polinomio em n + 1 varidveis, com n > 1, que nao possui ponto critico em
alguma vizinhanca da origem, excepto, tal vez a origem mesmo. Assim a origem é um

ponto critico isolado, ou ponto nao singular, da hipersuperficie V = f~1(0).

Lema 1.1.2. Para todo € > 0 suficientemente pequeno, o fecho de cada fibra Fy em S, €

uma variedade diferencidvel com bordo, de dimensao 2n. O interior de esta variedade é
Fy e o bordo da variedade ¢ K.
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Definicao 1.1.29. Dada qualquer fibrado localmente trivial ¢ : E — S', existe uma

familia 1-parametro continua de homeomorfismos
ht : FO — Ft

para 0 < t < 2w, onde hy é a identidade e h = hy,, h é chamado de homeomorfismo

caracteristico da fibra Fy = ¢~*(1).

Sejam ag, ..., a, > 2 e o polindomio em n + 1 varidveis
_ ao a
f(zoy-woy2zn) = 20"+ ...+ 20",

Temos que a origem ¢ o tnico ponto critico de f, assim se V = f71(0) e K = S. NV,
obtemos que K é uma variedade diferenciavel de dimensao 2n — 3. Também as fibras de
¢: 8. — K — S Fy, tétm dimensao 2(n-1).

Definicao 1.1.30. Sejam aq, ..., a,, nimeros racionais positivos. Seja f um polindémio

em m wvaridveis. O polinomio f € chamado de homogéneo com peso ou quase

homogéneo do tipo (ay,...,a,) se pode ser expressado como combinag¢do linear de
monomios zy* ... zm tais que . .

11 im

— 4+ ...+ —=1.

a1 Qm

Lema 1.1.3. Se f ¢ um polindmio homogéneo com peso, entdio a fibra associada a

¢:S.— K — S € difeomorfo a hipersuperficie nao singular
F'={zeC"| f(2) =1}

O homomorfismo caracteristico de F' (ou F) a ele mesmo pode ser escolhido como a

transformacao unitdria periodica

27/ a1 278/ am

h(zi,...,2m) = (exp 21y .., €XP Zm)

Definicao 1.1.31. Uma decomposicao de livro aberto de uma variedade diferencidvel
M de dimensdo n consiste de uma subvariedade N de codimensdo 2, chamado de binding,

merqulhado em M com fibrado normal trivial, junto com um fibrado no seu complemento
7:M—N =S,

satisfazendo que em uma vizinhanca tubular de N, difeomorfa a N x D?, onde D? é um

disco aberto, a restrigio de m a N x (D? —{0}) € a funcdo

Yy
(l’, y) = .
Y|



31

As fibras de m sao chamadas de pdginas do libro aberto.

Observacao 1.1.5. As pdginas sdo todas difeomorfas e cada pdgina F pode ser
compactificada colando o binding N como seu bordo, obtendo assim wuma wvariedade
compacto com bordo ndao vazio. Também como a base da fibracao € o circulo S*, um
pode induzir um campo vetorial integravel em M — N, de um campo vetorial que nao se
anula em nenhum ponto de S', o campo resultante em M — N é transversal as fibras.
Usando o fluro do campo vetorial, um pode definir uma fun¢ao de primeiro retorno nas
fibras, o qual estd bem definido, salvo isotopias. FEste difeomorfismo h é chamado de a
monodromia da fibracao. Desde que todas as pdginas tem o mesmo binding N como

bordo, seque que h se estende a identidade em N.

Definicao 1.1.32. Seja M uma variedade diferencidvel, fechada e conexa. Um nudo em
M ¢ uma subvariedade diferencidvel N, fechada, conezxa, de codimensao 2 de M. Se N

tem vdrias componentes conexas, entao € chamado de um link em M.

Definicao 1.1.33. Um nudo ou link N C M ¢é fibrado se é o binding de uma

decomposicao de livro aberto de M.

Com estos conceitos, o teorema 1.1.21, que se generaliza para funcoes complexas

analiticas, fica da seguinte forma:

Teorema 1.1.24. Seja f : (B, € C"* 0) — (C,0) uma fun¢io complexa analitica com
ponto ponto critico em 0 € C"™! seja € > 0 suficientemente pequeno e V = f~1(0) e
K =V NSc. Entao a fun¢ao

¢: Sc— K — St

: o el2) f(z)

e

€ a funcao projecao de um fibrado localmente trivial. Mais ainda, se V tem uma

singularidade isolada em zero, entao K C S, € um link fibrado, definindo uma

decomposicio de livro aberto na esfera S, = S?"+1,

Definigao 1.1.34. A variedade F = ¢~'(¢), para algum € € S' C C, ¢ chamada de
fibra de Milnor de f em zero.

1.2 A métrica de Fubini-Study

Seja M uma variedade complexa de dimensao n. Sejam p € M e z = (z1,..., z,) sistema
de coordenadas ao redor de p, T;(M ) é chamado de espago tangente holomorfo

0
8ZZ'

de M em p, temos que {-—} é uma C-base. O espago T,/(M) gerado pela C-base
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0
{==1} ¢é chamado de o espacgo tangente antiholomorfo de M em p. Uma métrica
ZA

hermitiana sobre M ¢ dada por um produto interno hermitiano definido positivo

(, ). : TUM)® T/ (M) — C, sobre o espago tangente holomorfo em z, para cada

z € M, que depende diferenciavelmente de z, isto €, em coordenadas locais de z em M,

o 0
hij(z) = (57 E)_z>
1 1/ z

sao diferenciaveis. Em termos da base (dz; ® dz;) de (TL(M) @ T/(M))* = T (M) ®
T;"(M), a forma hermitiana tem a forma ds* = 3, . h; jdz; ® dz;.

Seja

as funcoes

p: Ct-{0} — CP"

(20y---y2n) > [20:...: 20

Se (E = —4i00log(z0Zo + . .. + 2,2,) entdo p*(¢) = 5, onde ¢ & a forma de Kaehler sobre
CP", isto é

¢p(z)(dpz<X>7 dpz(Y)) = (b(Xv Y)? X7 Y € Tz(CnJrl - {O})

Entao

A métrica de Fubini-Study é definida por g(X,Y) = ¢(JX,Y), onde

0 0 0 0

X = 2 3.7 e X = Y 5 2

J Zaj a0, B; Dr;’ se Zoz] oz, + B o0,
0 0 0 0

Suponha que X =) ai— +8;i— e Y = —— + 0, —— entao
p d Z jal'j BJ ayj 2'7j axj J@yj

0 0
TX=2 0, gy

logo 5
JX = (=B + tg) o+ (=) — ia) 5=

Zj 8zj

0 .0
Y => (y+ ej)a_zj + (= i05) 5
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Assim

gp(z)(de(X)7 dpz<Y)) = gz(JX Y)
44 |z|2 —B; +ia; 7y + 0
N |Z|4 Z‘ —B; —iay v —ib;
> E(— B +iow) Y Zu(ye +i6) ‘
o zi(=B —iag) 3o zi(y — ibk)

§
= —ﬁuzmi < XY >z ~i2Re((X. Z2)e(2,Y )c)

|—(|Z|2 < X,Y >r —Re((X, Z)c(Z,Y)c))

2!

Por lo tanto

9p()(dp=(X), dp-(Y)) = — Re(X, [2"Y = (Y. 2)Z)c,

4
ER
onde X,Y € T,(C"™ — {0}).

Seja f(z0,..y2n) = 28+ ...+ 22 = (2,2)c = | X* = [Y)? + 2 < X,Y >g, onde
2=(20,...,2n) =X +iY e XY € R*"!
Se Q = 1740), logo para z € Q, z # 0 temos que

T.Q = Nuc(df,) = {w € C"'/ (jw, z)c = 0}

Temos que p : C"*1\{0} — CP", restringimos o dominio, entao p : S***! — CP", logo
dp, : T.S**1 — Tp,;CP", onde

T8 = {w e C""/ < w,z >g= 0}.

Vemos que iz € T,S?" 1,

Definamos

T.={weC"/ <w,z>=<w,iz >=0}
= {we C""/ (w, 2)c = 0}

entao dp, : T, — T;jCP" ¢ um isomorfismo.
Seja p(z) € @ e definamos

T ={w e C""/ (w,2)c = (w,z)c = 0}

={weC"/ <w, z>=<w,iz >=<w,z >=< w,iz >= 0}
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Vemos que 17 =< Z > @ < iZ >r @17 . Logo
dp.(T.) = T )CP" = dp.(< Z >r & < iZ >r) & T1,1Q.
Os elementos de < z > @ < 1Z > sao da forma az + biz, a,b € R, logo

Gp(z) (dIL(X), dI.(aZ + biZ)) = 4Re(X, (a + ib)Z — ((a +1b)Z, 2)c2)c
= 4Re((a+ib)(X,2)c) =0, X € T.Q.

Se w € T1,;Q, suponhamos que dp, : T — T},;Q é isomorfismo, entdo existe v € T tal
que dI1,(v) = w, como (v,2)c =0, v € T.Q assim dIL,(T.Q) = T.4Q.

Se | = {az + biz/a,b € R} = {XzF + 2!, X\,8 € C}, onde z = 2 +izl e
L = {p(A\" + Bz"), X B € C} entdo dp,l = T}y L e temos que gy (U, V) = 0, para
todo U € T},)Q e para todo V € T,1L, e assim T1,)£ C (1},Q)*, como dimg(T},)Q)*" = 2
temos que (1},)Q)*" = Tjy L, onde z € QN S* e L = {[(XzF + 82|/ A\, 8 € C}.

Vejamos que dmr, : T — T},jQ) é um isomorfismo.

a e B
Se z = \/—(l —{—27%, entdo |ag| = || =1, < ap, a1 >g= 0.

Seja {ap, a1, ..., a,} base ortonormal de C"!.

Seja A uma matriz tal que Aeo = «Qp, Ae; = Qaf,... ,Zen = «,, entao A =

g, a1, ..., a) € O(n+ 1, R).
Se detA = —1, escolhemos A = [, a1, . . ., QU Q1.
Se detA = 1, escolhemos A = (g, gy ey 1, Q).
Assim A € SO(n+ 1,R).

€0 . €1 . i€0—€1 _ 60—i61 L
Temos z = A|(—+i— ], iz = A , 2 = A , 12 =
A(el+ieg>
V2 )

<w,Aep >=< w,iAe, >=0, w=2z2,12,2,iz, 2<k <n.

Logo T,S*"*! ¢ gerado por iz, Z,i%, Aey, iAey, 2 < k < n.
T! & gerado por Z, iz, Aeg, iAep, 2 < k < n.
T é gerado por Aeg,iAey, 2 < k < n.
Defino ay(t) = cost Aeg + sent Aey, + iAey, a(0) = V22, ol (0) = Aey,
By (t) = icost Aey + isenAey, + Aeg, Br(0) = V22, Bi.(0) = idey, 2 < k < n.
(a(t), ax(t))c = (Bi(t), Be(t))c = 0, entéo

y0), (o

)(0), (50 e T

Mo %(t),ﬂo %(t) €Q,
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assim 4 4
dIL(SY), dILG) € TQ

dll(TY) C T}, Q.

Por lo tanto dIl, : T — T},;@ ¢ um isomorfismo, z € Q.

Agora vejamos alguns lemas.

Sejam a,b € C"™ e L = {[Aa+ Bb]/ X\, € C, |A]*+ |B]* # 0} uma linha projetiva
complexa, entao a, b sao C-linearmente independentes.

Se 2z € £, entao temos que £ = {[\zo + b/ A\, B8 € C, |A]*+ |B|*> # 0}.

Lema 1.2.1. Se [z] € LN Q. Entao j[z] € LNQ se, e somente se,
L ={\a+pBb/ a,be R}

Demostragao. Temos que [Z] = [Aoz + Bob], entdo z = A\ Aoz + A1 5ob, A1 € C*. Como z

e b sao C-linearmente independentes e
C"M =< 2 >c ®B(< 2 >¢)"

entao (A16ob, 2)c = M Bo(b, 2)c = 0, logo Bo(b, z)c = 0.

Se By =0, 2= Moz e (Z,2) = \Ao|z]? = 0 entdo z = 0, ¢ uma contradigao. Logo
(b,2)c = 0.

Como 0 = (2,2) = (A Xoz + M fob, 2) = A Xo|z]?, temos que \g = 0 e Z = A\ Byb, e se

2=zt 402t 2B 21 € R entdo
B ( p ) R < i3 ) I
Z=(A+—) 2"+ |\ — z.
A1 Bo A1 Bo A1

L= {4 B2/ AP+ 817 #0, A, B € C}

Az 4+ Bb= Az +

Assim

Lema 1.2.2. Seja [2] € LN Q. Entao jlz) € LN Q se, e somente se, L intersecta

ortogonalmente a () em zy.

Demostragao. Suponha que j[z] € £ N Q, pelo lema anterior
L={z+Bz), A, BeC, N +|B° #0}

Seja z € C*! — {0} tal que (Z,2z)c = 0, se z = 2P +iz!, onde 2%, 2/ € R*"™! entdo
dm.y(2) € Tr.n Q-
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Temos que
Al 4 Bzl = A (ZO : ZO) — Bi (ZO _ ZO)
2 2
entao
A—1 A+if A—1 A+if
Re(z, |z|? [ 5 Bzo 5 520] — ({ 5 ﬁzo—l— 5 Bzo] ,20)20)C
A—1 A+1i _ A—1
= Re(z, ( 5 B) | 20|20 + ( 5 6) |20|? 20 — ( 5 ﬁ) |20]%20)
A—1
— Re(( 5 B) 120%(2, Z)c) = 0.

Entdo gp.o)(dps(2), dpsy (A28t + Bz{)) = 0, entdo £ intersecta ortogonalmente a @ em
20-

Suponha agora que £ intersecta ortogonalmente a () em [z]. Podemos supor que
|z0] = 1. Se £ = {[A20 + 8b]/ N\, B € C,|A\*+|8]* # 0}, como (20,%)c = 0 entdo
b= Az + B2 + w, onde (w, z0)c = (w, Zp)c = 0, assim b = (b, z9)20 + (b, 20) 20 + w.

Temos que Re(X,Y — (Y, z0)z0)c = 0, para todo X € T,,Q, Y € T, ,l = L.

Escolhemos Y = b, X =b— (b, 20) 20, entao Y € T, 1, X € T,,Q entao

Re(b — (b, 20)20,b — (b, 20)20) =

= Re(b— (b, %)%, b) — (b, 20) (b — (b, %)%, 20)

= [ = [(b, 20)]* = |(b, 20) |

= [(b, 20)]* + |(b, 2)* + [w]* = (b, %)|* — |(b, 20)]” = [w]* = 0

assim b = (b, 29)z0 + (b, 20) 20 €

)\Zo + 5() = ()\ + ﬂ(b, Zo))Zo + ﬁ(b, Z_o)Z_o
= (/\ + B(bv ZO) =+ B(bv Z_O))Zé% + Z()\ + B(bv ZO) - ﬁ(ba Z_0>>Z(I)

Por lo tanto £ = {[A\z{' + B2{]/ N\, B € C, |\>+|B]? # 0} entdo jlzo] €L NQ. m
Lema 1.2.3. Seja [z0) € LN Q e jlz0) € LNQ. Entao LNII é uma linha projetiva real.

Demostragao. Temos que £ = {[\28'+3z{]/ X\, 8 € C, |\*+|B|* # 0}, onde 2z = z{'+iz{
e 28, 2l € RV Seja [2] € L NTL

[2] = Xzg' + Bzl dle] = [2] = [Mag' + Bz

entdo Azt + Bzl = v(A\zE + B2L).
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Podemos supor que |z]? = 2282 = 2 e |28 + B2l = 1 entao [N\ + B2L| =
AP + (BRI = AR 4 8 = 1, logo |1l = 1 e 7 = o, assim se A = [Aje™,

B =18 e e = e ¢ifs = ¥~ temos que
26)\ + 2]{371' = 295
entao Oy + km = 05 e €% = +ei% reemplazando temos que

Azl 4 Bzg = Azl + /1 — | A2(£e)2)

A V1—|A]?
=M+ |)\]2( W) I—A<z§i¢25>

Al

Obtendo L NI = {[\zf' + B2l]/ \,B €R}. =

Proposicao 1.2.1. Seja [z] € Lo, [z1] € L1, onde Lo, L1 sdo linhas projetivas complexas

tais que (2], [z1] € Q e
Li - {[)\Z,ﬁz_,]/ A?ﬁ € (Cv |>“2 + |B|2 7£ 0}

para i =0,1.
Se Lo # L1 e LoN Ly # 0 entdo a intersecdo € um ponto sé e pertence a Il.

Demostragao. Como £y # £, entdo [zo] # [z1]. Se
U, = {)\Zz —FBZ_Z/ PP RS (C}, 1=0,1.

Temos que £; = 7(U;). Existe [p] € Lo N Ly, entdo Azy + B2y = v(Nz1 + f'21), isto quer

dizer que {zo, 2o, 21, 21} sdo C-linearmente dependentes.
3 Z dim(c<Uo + U1> = dim(cUo + dim@Ul - dim(c<Uo N Ul)

2 Z dimcUO Z dimcUo n U1 Z 1

Se dimc(Up NUy) = 2, teriamos que Uy = Uy NU; = Uy e Ly = L4, é absurdo. Logo
dimcUy N Uy = 1, entao Lo N Ly = [p].
Podemos ver que £; = {Azff+ 82/ / \,B € C, |A\P+|B8]* #0},i=0,1, z; = 2" + iz,
22l e R p= Aot + Bzf = azff + bz, se a = a +ia’, b =07 +ib!, A = N+ iX e
B = B +ip!, entao
+ B2l = af2f bRl = pft
—l—ﬁlzo =al2f + bl =p!

Vemos que {28, 2L, 21 21} sdo R-linearmente dependentes.
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Suponha bf # 0 entdo 2! =t 28 + ty28 + t32. Logo

Ml 48R0 = a2l + bR 2 4 0Ptz + bt

= bt 28+ bt 2l 4 (aff + bts) 2 E

Se af* + bf't3 # 0, tendremos zf € Lo e também z{ € Ly, resultando £y = L1, é absurdo.
Entao af + bty = 0, assim p® = b2 (¢ 28 + t228). Também

Mol 4 B2l = a2 4 b1t 28 + bt f

= bty 2l 4+ bty + (o + ' tg) 2l
se al 4+ b't; # 0, tendremos zfz € Ly e logo z{ € Ly, é absurdo. Entao
)\IZ(}]% + 612(})% = 1717512(1;z + bItQZé = bl(tlzé% + tQZé) = pI7

depois
[p] = [p" +ip'] = [0 +ib") (t125" + taz)] = [(tr2g° + t22g)]

onde t1,ty € R, entdo [p] € II. =

A métrica de Fubini Study define uma métrica hermitiana sobre CP", e tem a
propriedade que o grupo unitario U(n + 1) = {A € GL(n,C), AA' = I} atua
transitivamente por isometrias holomorfas sobre CP". A distancia na métrica de Fubini—
Study em CP" entre dois pontos P,Q € CP" ¢ igual a distancia na geometria esférica de
S+ entre os grandes circulos correspondentes. Para ver uma demonstracao deste fato,

pode-se consultar [9)].



Capitulo 2

Sobre a Geometria e Topologia das

Quadricas em CP"

2.1 A topologia das quadricas em CP"

Seja h um polind6mio homogéneo de grau dois em n+ 1 variaveis complexas com um ponto
critico isolado em 0 € C"*L; sejam Q = h™1(0), K = Q NS> seu link, e seja Q C CP"

sua projetivizagao, Q = (@ — 0)/C*, o qual e nao singular por hipotese. Nesta se¢ao
demonstraremos que CP" — Q é difeomorfo ao espaco total do espaco projetivo real RP".

Comegaremos com uns lemas.

Lema 2.1.1. A hipersuperficie CNQ ¢ isotopica o hipersuperficie dada pela equacao do
polinomio de Fermat 22 + ...+ 22 = 0. A afirmacio andloga tem-se para a quddrica

projetivizada.

Demostracao. Seja d > 1. Podemos identificar cada polin6mio homogéneo de grau d,

n+d
com um elemento de P = CPY, onde N = ( Zi_ ) -1

{p(x)/ p(x) é polindmio homogéneo de grau d} — P

p(z) = Z ajx’ = Z Uagoan @’ - Tp" = (ar)|1j=d

‘I‘:d 04()+---+O¢n:d

Entao P é o espaco projetivo de coeficientes de polinomios homogéneos de grau d em

n + 1 variaveis.
Se ¢ : P x CP" — {0,1} & dada por:

<p((a1), Z) = paz(z) = Z G’IZI = Z CLOZo-noénZ(o)éO s Zgna

\I|=d ao+..+an=d
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Logo X = ¢ 1(0) é hipersuperficie em P x CP".

Temos que a familia de hipersuperficies projetivas de grau d em CP" é dada pela func¢ao:

E: X - P

((ar),2) = (ar)

Sabemos que se f é polinomio homogéneo de grau d, entao

o g_zfi(z(]?"wzn)zi =d % f(ZOa--'7n>
Se 5
Y ={(a;) € P/ &(2) =0, Vi, para algum z € CP"},

entdo X estd formada pelos polinomios que definem hipersuperficies singulares. Além
disso, ¥ é um hiperplano fechado.

Sabemos que P é irredutivel, logo P — > = Q é aberto e denso, entao €2 é irredutivel, logo
é conexo.

Seja X* = {(aq,2) € X; (aa) ¢ X}. Este conjunto esta formado pelas hipersuperficies
nao singulares em CP".

Assim temos que

Elxs : X = Q

é diferenciavel, sobrejetivo, o diferencial tem posto constante igual a dimensao de ).

Pelo lema de Ehresmann, E|y+ é a projecao de um fibrado localmente trivial sobre (2.

Todas as fibras sao difeomorfas, mais ainda, se X C CP" é hipersuperficie ndo singular

de grau d entao ¢é isotopico & hipersuperficie X, definida pelo polinémio de Fermat
=234+ 28

Isto é, a menos de isotopia, podemos supor que X é a projetivizacao da variedade afim

Vi={z8+...+ 2% =0}, logo de remover a singularidade 0 € V. =

Lema 2.1.2. O complemento CP" — Q) € difeomorfo ao espaco quociente F /7y da fibra

de Milnor F pela monodromia da fibracao de Milnor, a qual é ciclica de ordem 2.

Demostragao. Temos que

G: C"I\{0} xC* — C"™\{0}
(20, 2n,t) = G(20,...,2n,t) = (tz0,...,t2,).

define uma agao, e C"™\{0}/C* = CP" ¢ o espago de orbitas de G.
Temos que Gy(z) € V, para todo z € V. Assim V é invariante pela C*—ac¢ao. Entao



tem-se

CP" — X = (C"*' —V)/C*
como C* = R* x S!, entao

CP"* — X = (S2n+1 —-Vn S2n+1)/81,

assim as orbitas de CP" — X sao O, = {G(z,e"); t € R} e z € ST — vV N §¥ L
Neste caso, K =V N S¥+L,

A funcao:

o : SQ”‘H\K — St

1(2)
S AT

é a decomposicao de um livro aberto (ver figura 2.1). Entao ¢ é localmente da forma

¢: K xD\{0} — S
(2y) = o

|y

Assim

onde Ly = {re?; 0 <r < 1}.

Figura 2.1: A decomposicao de livro aberto

Se F' = Fj, a monodromia (ver figura 2.2) esta dada por

41
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Figura 2.2: A aplicacao de monodromia para d = 2.

As St-6rbitas de CP™ — X sao transversais as fibras de Milnor. Também a monodromia
é ciclica de periodo d. Temos que |J, Fy = S* " —K, e F/yp =, Fp/S' = ("' - K) /S,

entdo I’ é um recobrimento ciclico de d— folhas de CP" — X. m

Lema 2.1.3. Se F' € a fibra de Milnor de h entao seu link K é difeomorfo a variedade

de Stiefel V119 das 2—estruturas ortonormais em R+,

Demostragao. A fibra de Milnor ¢ difeomorfa a variedade afim 22 + ... 22 = 1, pois na
decomposicao de livro aberto as fibras sao difeomorfas.

Se z = (z0,.--,20) = (To + Wo, -, Ty +1y,) = U + iV, onde U = (xg,...,x,), V =
(Yo, - -, Yn) € R"™ logo a fibra de Milnor é

F={UV)eR"" xR /|U? - |V|*=1, ULV},

pois 1 = (zg +1y0)> + ... + (xn + 1y,)* = |U]? — |[V|* + 20UV

Vemos que

TSn - {(p7 Up)/p € Sn? UP € TPSn} = {(pv Up)/p € Sna p : Up = 0}

Definindo ¥ — TS" por (U,V) — (U/|U|,V), tem inversa T'S" — F dada por
(p,v) = (/14 |v]*p,v), temos que a fibra de Milnor F' é difeomorfa a TS™.

Podemos pensar em F' como sendo o fibrado tangente disco unitario da esfera pois

s" = {(pv)/Ipl=1, |v| <1, p-v=0}

®0) = By
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Entao o link K é o fibrado tangente esfera unitaria da esfera S™, pois K pode ser visto

como o bordo de F.

K={(pv)eS"xR"™/p.v=0, |v]| =1}
={(pv) eR™™ xR/ p-v=0, [p| =1 |v| = 1} = Vs

Logo K é difeomorfo a variedade de Stiefel V,,115. =

Lema 2.1.4. A quddrica Q C CP" € difeomorfa & Grassmanniana G112 dos 2—planos

orientados em R 1.

Demostracio. Temos que Q = h™1(0), K = Q N S*! C* = R* x S1. Assim
Q=(Q—-0)/C =(QNS")/S" = K/S" = V,11,/S".

Sabemos que SO(2) = {A € O(2)/ detA = 1} ¢ difeomorfo a S*, logo Q = V,,112/S0(2),
isto faz identificar todos os 2—referenciais que estdo no mesmo 2—plano em R"F!,

Obtemos que @ = G412, 2 Grassmanniana. m

Teorema 2.1.1. Temos que CP" — Q) € difeomorfo ao espaco total do espaco projetivo
real RP".

Demostragao. Temos que CP" — @) é difeomorfo ao quociente de F', a fibra de Milnor,
pela monodromia, a qual é ciclica de ordem 2.
Também sabemos que F' é o espago total do fibrado tangente T'S™.
A monodromia é dada pela multiplicagao por —1: (U, V) — (=U,—=V), onde (U,V) € F,
elU, V eR!
Entao o quociente de F' pela involugao é o fibrado tangente do n—espago projetivo real,
assim CP" — Q = F/Zy = TS"/ ~= TRP" (ver [6]). =

Seja X, a projetivizacao da hipersuperficie afim definida pelo polinémio de Fermat
F =28+ ... + 2% e denotemos por C7 := CP" — X;. Também temos demonstrado o

seguinte corolario.
Corolario 3. Seja X uma hipersuperficie nao singular de CP" de grau d. Entao:
(i) O par (CP", X) € isotdpico ao par (CP", Xy), e

(17) A fibra de Milnor F' de J7} € uma recobrimento ciclico de d-folhas de C}}.

2.2 O espaco CP" como um cilindro de aplicacao dupla

Seja ) C CP" a hiperquadrica, isto é, uma hipersuperficie dada por um polinémio

homogéneo de grau 2, nao singular em CP" com equagao
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em coordenadas projetivas homogéneas. Seja a involucao dada pela conjugacao complexa:

Jj: CP™ — CP"

[20:...:2,] = [Zo:...: 70,

e seja I o conjunto fixo de 7, isto &, II = RP". Com efeito

(20, ..., 20) €I & o € C*/ | 2] = |ale®|z|e ™, VE=0,...,n
& Ja ="/ |5 = |2|e? < ko) 20, = 0 + 2noT

20, _ 29k072n0ﬂ')

< J0k,/ |2kle \zk\ei(
< 30,/ \zk|eie’“ = |zk](—1)m"ei€’“0

& 0,/ 2= (ty,... L), (to,... t,) € R /{0}

Seja T\ (IT) = {(p,v)/ (p,v) € T(II), |v] = 1} o fibrado tangente esfera unitaria de II.

Temos que
T —1I — Ty(II) x (0,1)

v, |yl
(p,v) = ((P,m)am

)

¢ um difeomorfismo.
Pelo teorema anterior CP" — () é difeomorfo ao fibrado tangente 7'(II) e II é a se¢ao nula
do fibrado. Por isso CP" — (Q U II) pode ser visto como o conjunto de vetores nao nulos
de II, assim CP" — (Q U II) é difeomorfo ao cilindro 77 (II) x (0, 1).

Em outras palavras temos que CP" é obtido tomando o producto 77(II) x (0,1) e
anexando a ele, de algum jeito a quadrica () em uma extremidade e o espaco projetivo

IT = RP" no outro extremo. Na seguente proposi¢ao explica-se o anexamento.

Proposicao 2.2.1. O fibrado tangente esfera unitdaria Ti(I1) é difeomorfo ao espago
homogéneo SO(n + 1,R)/(SO(n — 1,R) x Zy), e € portanto difeomorfo a F*'(2,1),
a variedade bandeira (parcial) do 2-planos orientados em R™ e linhas nao orientadas

em estes planos.

Demostragio. Note que o grupo SO(n + 1,R) atua linearmente sobre C"™! e esta agao

desce a uma acao em CP" que preserva (). Pois
2] € Q< |UP —|V]*+2iU.V =0, onde U +iV =z, U,V € R*""! (2.2.1)
Se A € SO(n+ 1,R) temos que
|AU? — |AV > + 2iAU.AV = |U]> = |[V]* + 2iU.V = 0 = [Az] € Q.

Esta acao também deixa invariante o espacgo projetivo real II, onde esta atua via a acao
induzida do SO(n + 1, R) sobre R"*!.
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Temos que F': SO(n + 1,R) x IT — II, dada por F(A, [z]) = [Az], ¢ uma agao sobre

IT.
Entao Fy : I — II é dada por [z] — [Az], e DF4([x]) : Tiyll — Tiayll é dada por
[v] = [Av]. e |Av| = |v| = 1. Entao temos a seguinte acao sobre T3 (II):

F: SO(n+1,R) x Ti(I) — Ty(I0)
(A, [z,v]) — [Az, DFs([x])v] = [Az, Av]

Temos que Fp-Fy=Fgye fl[x,v] = [z, v].

Afirmacgao: SO(n+1,R) opera transitivamente em 7} (II), isto é, T (IT) é SO(n+1,R)-
espaco homogéneo.

Com efeito. Sejam [z,v], [y,w] € Ti(Il), como II = S"/ ~, entao T(II) =
{lU,V]/ (U, V) € TS"}, [U, V] = {(U,V),(=U,=V)}, entdo - v = 0, y - w = 0, logo
{’i—‘, v}e {l—;, w} sdo linearmente independentes, complementamos cada um a uma n-+1-
base, logo existe A € O(n + 1,R) tal que A(;—|) = Ey|,
o ultimo da primera base por sua antipoda, logo a nova matriz A tem determinante um.

Assim existe A € SO(n + 1,R) tal que F(A, [z,v]) = [y, w]. Portanto Ty(II) é um espaco
SO(n + 1,R)-homogéneo. A afirmacdo estd demonstrada.

Seja [z, v] € Ty (I1), logo Hjz . = {A € SO(n+1,R)/ F(A, [x,v]) = [z,v]} é 0 subgrupo
de isotropia correspondente a [z,v]. Vejamos como é H, escolhemos zq = e, vo = €11,
entdo [(en, ent1)] = {(€nsent1), (—€n, —€ni1)} € Ti(ID), existe A € SO(n + 1,R) tal que

Ae, = e, e Ae,y1 = e,y1 ou Ae, = —e,, Ae,r1 = —eni1. Suponha que Ae, = e,,

Av =w. Se detA = —1, trocamos

Ae,i1 = epy1, logo como AA! = I, temos que

A1 O

2

A= , e A, 1AL =1 com detA, | =1.

no outro caso temos

A1 0

A= , onde A4,_; € SO(n — 1,R).

SO(n+1,R)
SO(n — 1,R) X Z2

Assim temos que H = SO(n — 1,R) x Z,. Por lo tanto T (II) =
[11:436]).

Por outro lado FIT'(2,1) = {[V4,V5]/;V; C R™! ¢ subespaco vetorial , dimV; =
i, Vo é orientado e V; C V,}. Defino

(ver

G: SO(n+1,R) x F!2,1) — F!(2,1)
(4, WMW) = [A, AV
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Vejamos que F7(2,1) é homogéneo.

Sejam [Vi, Vo], Wi, Wo] € F71(2,1). Seja {v;} base ortonormal de Vi e {vi,v,} base
ortonormal de V3, andlogamente {w;,ws} base ortonormal correspondente a [y, W].
Completamos cada uma das bases a bases ortonormais. Logo existe A € O(n + 1,R)
que leva a primeira base na segunda base. Se detA = —1, trocamos o ultimo elemento
da primeira base por sua antipoda e temos assim que detA = 1, temos que existe
A€ SO(n+1,R) tal que G(A, [V1, V3]) = [Wy, Wa]. Por lo tanto F!(2,1) é homogéneo.

Seja Vi = (en), Vo = (e, €,441), entao

H={A€ SOn+1,R)/ (Ae,) = (e,), (Aen, Aepi1) = (€n,eni1)}

e seu grupo de isotropia. Como |Av| = |v|, temos que Ae, = e, ou Ae, = —e,. Se
Ae,, = e,, como Ae, - Ae, = e 1€, =0, entdo Ae, 1 = *e,.1. Pela orientagao de V5,
A,_1 0
debemos de tener que Ae, 1 = e,,1, logo A = B ! It com A, ; € SO(n —1,R).
. An—l O
Se Ae,, = —e,, debemos tener Ae, 1 = —e, 1, assim A = 0 Ik com A, €

LR
SO(n—1,R). Por tanto H = SO(n—1,R) x Zy. Entao F(2,1) = SO(n +1,R)

- SO(n—1,R) x Zy
SO(n+1,R)
Portanto T7(II) =
ortanto Ti(ll) = o5 T Ry < 7,
Na variedade bandeira F}"'(2,1), cada ponto é um plano orientado em R"*! e uma

~ [P(2,1). =

linha neste plano. Se nos esquecermos do 2—plano e nos ficamos com a linha, obtemos uma
fungdo de F"'(2,1) no RP". Similarmente se esquecemos a linha e nos ficamos com o
2-plano, obtemos uma projecao a Grassmanniana G412, 0 qual é difeomorfo a quadrica
@, pelo teorema 3.1.1.

Assim um obtém uma dupla fibracao

Fi(2,1)
(P,1)

Q/ \RIP’”

P [

(2.2.2)

onde P é o plano orientado e [ é a reta contida em P nao orientada.

Formamos a correspondente fungio cilindro dupla (F7'(2,1) x [0,1])/ ~, onde ~
identifica um ponto ((Py,1y),0) € F1(2,1) x {0} com 71(Py, 1) = Py em G109 = Q,
(P, 1), 1) € FPPY(2,1) x {1} com mo(Py,1y) = 1; € RP™.

Temos que QNIT =0 e CP" = (CP" — (Q UII)) UQUIIL Também CP" — (QUII) é
difeomorfo a Ty (1) x (0, 1), e éste é difeomorfo a F7(2,1) x (0, 1).
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Como
[P] = {(PJ’O)/ (P’l) S F—Tt-l+1(27 1)} = [(P7l70)]a
1] ={(P,1,1)/ (P,1) € F{™(2,1)} = [(P,],1)]
FY2,1) x [0,1]/ ~ — CP"
(P,1,t) “e” CP" — (QUII) t+#0,1
[(P,1,t)] — P“e’ Q t=0
lell t=1

Temos que CP" é homeomorfo a F7(2,1) x [0,1]/ ~. O cilindro de aplicagao aberta de
mo FPN(2,1) - Qé F(2,1) x (0,1) Uy, Q & CP" — (QUIT) Uy, Q = CP" —TII enquanto
o cilindro de aplicagdo aberta de mo : F771(2,1) — I ¢ F(2,1) % (0,1) U, 1T =2 CP" Q.
Lema 2.2.1. SO(n+1)/(SO(2) x SO(n — 1)) € difeomorfo a G(2,n + 1).
Demostragao. Sabemos que [Z] € @ C CP" se |U| = |[V] e < U,V >g= 0, onde
Z=U+1iVeUV e R". A [Z] podemos associar o 2-plano orientado em R™"!, P4,
gerado por {U, V'}.

Se P|z ¢ um 2-plano orientado em R™*!, tem uma base ortonormal ordenada, digamos

{U,V}. Se {A, B} ¢ outra base ortonormal de Pz com a mesma orientagdo, existem

constantes a, b, c,d € R tais que
U=adA+bB, V =cA+dB

Temos |U> =a®> +b0* =1, |V]? =%+ d* =1, entao a = cosl, b = senb, ¢ = cosf3, d =

senf. Também < U,V >r= ac + bd = 0, logo
cosfcos3 + senfsenf = cos(0 — B) =0,
assim 0 — 8 = (2k — 1)7/2, onde k € Z. Também
ad — bc = cosfsens — senfcosf = sen(6 — [3) > 0,

por tanto 6 — § = (4k — 1) /2, logo ¢ = —sen(0) e d = cos(0).
Substituindo temos U + iV = aA + bB + i(—bA + aB) = (a — ib)A + (b+ ia)B =
(a —ib)(A+iB). Assim [U + V] = [A + iB].

Entao a func¢ao

QCCP" = G2n+1)=50(m+1)/(50(2) x SOn — 1))
[U + ZV] — T[U+iV}a

onde G(2,n + 1) é o conjunto de 2-planos orientados em R™, ¢ um difeomorfismo, onde

G(2,n + 1) tem estrutura diferenciavel da derivada como espago homogéneo.
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Se
SOn+1)xG2,n+1) — G(2,n+1)

A, Putivy = Plavtiav]

entao Pegtie;] = Placotide;] S€ € SO se

cos) —senf 0
A= senf cosd 0
0 0 B

onde B € SO(n — 1), entdo A € SO(2) x SO(n — 1), logo

SO(n +1)/(S0(2) x SO —1)) — G(2,n+1)

A — {‘P[Ae(rl»iAeﬂ
¢ um difeomorfismo. m
Temos as projecoes
Fth(2,1) (2.2.3)
/ K
Q RP"

e obtemos o double mapping cilinder
(Q+ FHH(2,1) x [0,1] +1T)/ ~

onde (P,1,0) ~ P e (P,l,1) ~ I, | é reta nao orientada contida no 2-plano orientado
P c R,

Definimos _
I : FP2, ) x (0,1)+Q — @
(P,1,t) — P
P — P
Entao

ﬁfl(Po) =P+ {(P,,t) hicpyoct<t, (FPo,1,0) ~ By
= {(Fo, [, t) hicpyo<t<t = {(Fo, 1) bicr, X [0,1)
=Py xRP!' x [0,1) = Py x S' x [0,1) = Py x R?

Assim CP"\IT = Jp oo Po X R? = Q x R?, ver figura 2.3.
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Figura 2.3: P, plano orientado gerado pela base orientada U,V .

Agora, se _
I : FPY2,1) x (0,1)+11 — 11
(P,1,t) =
l =

Temos 115" (o) = lo + {(P, 1o, t) higeps (P, lo, 1) ~ lo.

Suponha ly = {Azp}aer. |20] = 1, entao

lo C Purizg) »  Ploriv]
U|=1 U|=1
<U,zo>r=0 <U,zo>r=0

logo I (Io) = {(P,10) Yo X (0, 1] = {Piwyizg)} =1 X (0, JU{ Py} =1 x(0,1]

<U,zp>=0 <U,zo>=0
Pero se |[U| =1 e < z,U >= 0 entdo U € z5 NS" = S~ (ver figura 2.4). Como

—i(U + 1z9) = 29 — iU temos

I (l) ={Ploriv)fvesn-1 X (0,1] = {[20 + iU]}yesn-1 x (0,1]
= [20] x S x (0,1] = [20] x D"

onde D" ¢é disco de dimensdo n e [z] € RP" = II.
Assim CP"\@ = U, jenl20] x D" =11 x D"

Teorema 2.2.2. O espaco projetivo CP" € o cilindro de aplicagcio dupla da dupla fibracao
(5.2.2). Se removermos @ de CP" obtemos uma variedade difeomorfa ao espago total do
fibrado normal de 11 =2 RP" em CP". Reciprocamente, se removemos II de CP", o que
obtemos € difeomorfo ao espaco total do fibrado normal de Q em CP". Se removermos
Q UTI de CP" o que obtemos é difeomorfo a F7'(2,1) x (0,1).
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Figura 2.4: I, (lp)

Demostragao. Sabemos pelo teorema 2.1.1 que CP" — @) é difeomorfo ao espaco total
do fibrado tangente do n-espaco projetivo e que logo CP" — Q) UII é o fibrado tangente

de Il sem a secao nula.

TINI = | {(p,0)} = [J{p} x 9B,(r)

pell pell
veTPII r>0
v#0

onde 0B,(r) = {v € T,I1/|v| = r}, para alguma métrica sobre CP". Temos que
T,CP" = T,]1 @ (T,I1)*, dimgCP" = 2n, dimgT,Il = n.

Seja  ui(p), ..., un(p),v1(p),...,vn(p) base ortonormal de T,CP" tal que
uy(p), . .., un(p) é base de T,II, vi(p), ..., va(p) & base de (T,II)*

Se u =" ayu(p) € THI1, fazemos ut = 3 a,v;(p), entdo |uf = |u

Se dB,(r)* = {v € (T,I1)*/|v| = r}, temos que ¢ difeomorfo a OB,(r) e

al

U{p} x 9B, ()" = | o(m1)*" = (TI)\1I
>0 >0
Entao CP"\Q é difeomorfo ao fibrado normal de II = RP" em CP".
Vejamos que CP"\II é difeomorfo ao fibrado normal de ¢ em CP".
Seja
No: v — CP"
(pv) = expy(v)
a funcao normal, onde v@) é o fibrado normal de ) em CP", e exp, : T,CP" — CP" ¢é a
funcao exponencial.
Se Ng : VA@ — CP"\II, onde VNQ é o fibrado normal de () e os vetores tem norma

menor que 7, é bijetiva, entao é difeomorfismo.
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Assim obtemos que CP"\II é difeomorfo a qualquer vizinhanga tubular de ) em CP",
de raio menor que 7.

Seja £ uma linha projetiva complexa em CP" ortogonal a (), pela métrica de Fubini-
Study. Por um lema anterior, £ é definida por equagoes com coeficientes reais, é invariante
sob conjugacao, a qual é isométrica, entao ¢ totalmente geodésico em CP" pois é uma linha
projetiva complexa. Também temos que £ intersecta Il em uma linha projetiva real. A
distancia de um ponto p € CP" — (ITU Q) a @ é exatamente o comprimento do tnico
segmento de geodésica que une p e o tinico ponto ¢ € () tal que este segmento é ortogonal a
Q. Por isso toda vizinhanga tubular de @ em CP", de diametro menor que 7, é difeomorfo
aCP"—1I. m

Observacgao 2.2.1. A fibra de Milnor F% pode ser visto como o cilindro de aplica¢dao

aberta da fibracao
V12 = 50(n+1,R)/SO(n — 1,R) — SO(n+ 1,R)/SO(n,R) = S".

Pois se G1 : SO(n + 1,R) x Vii12 — Vigia dado por Gi(A,[vr,v2]) = [Avy, Av,)
entio He, ., = SO(n — 1,R) entdo V110 = SO(n + 1,R)/SO(n — 1,R) e se Gy :
SO(n + 1,R) x S* — S™ dado por Go(A,v) = Av, entio H.,, = SO(n,R), logo
SO(n+1,R)/SO(n,R) = S, entdo se Vpy12x (0,1)1,S" =TS"—S"L,S" =TS" = F5.

2.3 Folheacoes sobre CP"

Agora vamos olhar com mais cuidado a decomposi¢ao de CP" resultante da dupla fibragao
2.2.3.

Seja a folheacao F; definida sobre CP" — II, derivada da fibragao definida em 2.2.3

Temos que CP"\II = CP™\(QUIT)UQ = T, (1) x (0, )UQ = FI*(2,1) x (0, 1) UQ =
Upeo 7 (p) = Upeolr} x R? = U0 ;/6210. As folhas da primeira folheagdo J; sobre
CP" — II sao as fibras de 7, as quais sdo discos de dimensao 2 transversais a (). Por
construgdo, cada folha de F; é transversal a todas as variedades F}7'(2,1) x t C CP"
para t € (0,1), a interse¢do da folha com a variedade é uma copia de RP! ¢ se aproxima a
IT quando t — 1. Vejamos outra construcao para a folheagdo. Temos em CP" a métrica
de Fubini-Study. Do teorema 3.2.1 sabemos que a funcao normal Ny de ) induz um
difeomorfismo entre o fibrado disco aberto de raio w/2 e CP" — II. As folhas de F;
sao as imagens dos discos normais. Desde que a conjugagao j : CP" — CP" é uma
isometria, temos que a linha projetiva £ em CP" intersecta () em dois pontos conjugados
se, e somente se, é ortogonal a (), e isto acontece se, e somente se, £ pode ser definido
por equacoes com coeficientes reais. Chamemos estas de CR-linhas. Se dois CR-linhas
distintas se intersectam, a intersecao é apenas um ponto em II = RP". Além de isso, cada

CR-linha £ atinge II numa linha projetiva real, a qual é um equador de £. Como todas
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as linhas complexas em CP" sao totalmente geodésicas, a linha projetiva real L N1l é
uma geodésica em CP", e encontra-se a igual distancia 7/2 de ambos pontos de intersegao
em £ N Q. Isto divide £ em dois discos de didmetro maximo, ortogonal a (). Pode-se
demostrar que através de cada ponto em CP" — II passa uma tnica CR-linha, dai estas
linhas folheiam este espaco. Portanto os discos abertos os quais as CR-linhas se dividem
enchem todo CPP" — II, sao totalmente geodésicos em CP" e ortogonais a (), assim proveé
uma decomposicao do fibrado vetorial de CP" — II, equivalente ao fibrado disco aberto
do fibrado normal v(Q) de @ em CP". Por construgao, a clausura de cada folha em
CP" & obtido anexando 4 folha a linha projetiva real RP' C II, o qual é sua fronteira (o
conjunto limite). Este circulo (a linha projetiva real em II) é invariante por conjugacao e
¢ um equador da tnica CR-linha, portanto é também uma geodésica fechada pela metrica
Fubini-Study de CP" (ver figura 2.5).

Figura 2.5: Folheacao F em CP"\II.

Seja a folheacao 5 definida sobre CP" — (). No caso da folheacao Fs, suas folhas sao
fibras de m, salvo isotopia. Elas sao transversais a Ff+1(2, 1) x t, para cada t € (0, 1),
e estas folhas também sao transversais a II. Podemos definir esta folheagao como segue.
Dado z € I, seja P, o pencil de linhas projetivas reais em II passando por z. Os vetores
tangentes em z as linhas de este pencil sao o espaco tangente de Il em z. Seja [, uma
de estas linhas do pencil P,. Sua complexificacdo é uma linha projetiva L, em CP"
definido por uma equacao com coeficientes reais, invariante sob conjugacao. Isto implica
que L, intersecta () em dois pontos w; e wy, 0s quais sao conjugados; a intersecao L, N() é

necessariamente ortogonal e [, é um equador em L. Assim, existe um segmento [,, metade
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de uma linha projetiva real (um circulo) em L, juntando os pontos wy, z € wy. Esta linha
é ortogonal a Il e a @), é geodésica em CP" e tem comprimento 7, pela minimalidade de
L.. Fazendo isto para todas as linhas no pencil P,, obtemos um n—disco aberto de raio
w/2 em CP", ortogonal a II em z, enchido de geodésicas em CP" de comprimento 7/2
e intersectando () ortogonalmente. Assim a funcao normal Ny é regular para vetores de
norma < 7/2. As folhas de Fy sdo a imagem sob Ny das fibras do fibrado disco aberto
normal de II C CP" de raio 7/2 (ver 2.6).

Figura 2.6: Folheacao F em CP"\Q.

Pelo corolério 3.1.2 temos que CP" — @ ¢ a fibra de Milnor F := {22 + ... + 22 = 1}
dividido pela monodromia que é dada pela multiplicacao por —1. A fibra F' é o fibrado
vetorial da n—esfera, assim ele tem uma folheacao natural por folhas difeomorfas aos
n—planos. Descrevamos estes planos. Se Z = U + iV € C""! entao F = {(U,V) €
R x R"™ /U2 = [V]*=1e ULV}. Se |U| =1 entdo estamos na n—esfera e |V| = 0.
Dado Uy € S* € R™™! seu “espaco tangente” é o plano definido como segue: para cada
A€ Rcom A > 1, seja Sy(Up) = S"N < AUy > a (n — 1)-esfera no n-plano afim
perpendicular a AUy, se z = AUy + iV € S"' N Ty, Sy, entdo r = VA2 —1. E se
z=U+4+1V € F, entao v € TUS’i/W—_l, U+V e SvllUlT—l N TUSIHUI‘ O raio da esfera
Sa(Up) cresce com A, mais se A = 1 a correspondente esfera é um ponto s6. Ver figura 2.7.

Seja Uy € S™, denotemos por L(Up) = Uys; Sa(Up) = R™, a unido de todas estas
(n—1)-esferas S, (Uy), para todo A > 1. Por tanto AUp+V € L(Up) se e s6 se A\Up+iV € F.
Entao £(Up) é uma copia de R" mergulhado em F' como uma componente do hiperboloide
de duas folhas consistente de L£(Uy) U L(—Up). A fungdo monodromia intercambia estas
duas folhas do hiperboloide, pois F/Zy = {A\Uy + iV, =AUy + iV € L(Uy)} N L(=Up),

assim suas imagens em CP" é uma variedade difeomorfa a um plano, que denotamos por
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Figura 2.7: Descrip¢ao do conjunto £(Uy).

F(Uy) = L(Up) N L(=Up)/Zy = R™. Temos que F/Zy = S"/ ~ xR" =1II x R" = vIL
Pela unicidade da vizinhanca tubular, estas sao as folhas de F5, salvo isotopia.

Temos assim que as folhas de Fy aproximam se a (). De fato, denotemos por S (Up)
a imagem da esfera S\(Uy) C F(Uy) em CP". Seja v,(Up) a intersegao da esfera
unitaria S C C"™' com metade do cone real sobre Sy(Up) com vértice em 0. A

imagem de v,(Up) em CP" & também S (Up). A esfera v,(Up) é o conjunto de vetores
V) com (AUp, V') em Sy (Up). Como |V| =2 —1

A 1
(\/2)\271U0’ Noyvas

(o) = {(cAUs, cV); [e(MUo + V)| = 1}
{(c)\UO,cV c=1// N+ )2 =1/vV2)\2 -1}

{(

ﬁ)(AUO,V); (AUp, V') € Sa(Uo) }
Portanto o limite de v, (Up) é o conjunto de vetores (LUD, ~v) onde v & V/|V|, com V
como acima. Desde que os vetores Uo e — 5V tem igual Comprlmento a imagem A(U))
em CP" de este conjunto limite esta em Q, e ¢ uma (n — 1)—esfera. Por continuidade, o
conjunto limite de S\ (Up) em CP" é também A(Uj). Desde que o conjugado do vetor (U, V)
¢ (U, —=V), os conjuntos v,(Up) e seus conjuntos limites, sdo invariantes sob conjugacao.
Por isso A(Up) é também invariante por conjugagao. Temos assim demonstrado a seguinte

Proposicao.

Proposicao 2.3.1. A dupla fibragao (3.2.2) induz dois folheagoes Fy e Fy tais que:
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(1) A primeira folheagao Fy € definida sobre CP"—I1, suas folhas sao copias mergulhadas
de R? ortogonais a Q, as quais sdo as imagens da funcao normal de Q das fibras
do fibrado disco normal de Q de raio menor que 5. O fecho de cada tal folha
€ um 2-disco fechado que encontra 11 ortogonalmente em uma linha projetiva a
qual é uma geodésica fechada em CP". Para cada par de pontos conjugados em
Q, as correspondentes folhas sao juntadas colando elas naturalmente ao longo de
seu conjunto limite em II, formando uma linha projetiva complexa definida por

coeficientes reais.

(1i) A segunda folheacao Fy e definida sobre CP" — @Q; suas folhas sao n-discos
merqulhados, ortogonais a 11, as quais sao as tmagens da funcao normal de 11 das
fibras do fibrado disco normal de 11 de raio menor que 5. O fecho de cada tal
folha € um n—disco fechado que encontra Q) ortogonalmente em uma (n — 1)—esfera,

mwvariante sob conjugacao complexa.

Aqui, por conjunto limite de uma folha £ queremos dizer a diferenca £ — £, onde £

é seu fecho topologico.

Proposicao 2.3.2. O espaco projetivo real I1 =2 RP", consistente de pontos em CP" com
coordenadas reais homogéneas, ¢ o conjunto de pontos focais da quddrica Q) definido por
o polinémio de Fermat 23 + ... + 22 = 0. Reciprocamente, a quddrica Q € o conjunto de

pontos focais de I1.

2.4 A agao de SO(n+ 1,R) sobre CP"

Consideremos a a¢ao de SO(n+1,R) sobre CP". Esta acdo deixa invariante () e também
por isometrias com respeito & metrica de Fubini—-Study. Uma isometria de CP" que deixa
() invariante necessariamente carrega o conjunto de pontos focais de () nele mesmo. Por
isso IT é também um conjunto invariante pela acao de SO(n + 1,R). J& sabemos que @
¢ a Grassmanniana G,112 = SO(n+ 1,R)/(SO(n — 1,R) x SO(2,R)), assim a agdo de
SO(n + 1,R) é transitivo sobre Q). Assim () é uma orbita s6, e também é II. Vejamos
a orbita de um ponto w € CP" — (Q U II). Afirmamos que sua orbita é a variedade

(F71(2,1) x t) passando por w. Para isto usemos a fungao normal
No : v(Q) — CP™.

Esta funcao ¢ um difeomorfismo do fibrado disco aberto em v(Q)) de raio § em CP" — II
e a imagem das fibras sdo as folhas de F;. Por isso cada ponto w € CP" — (Q U TI) esta
na imagem da fun¢do normal N, isto é, existe um dnico vetor v, € v(Q) normal a @,
tal que w = Ng(vy); a norma de v, ¢ igual a distancia d,, = d(w, Q) de w a @), a qual

¢ positiva e menor que 7/2. Isto é, w corresponde, via Ng, a um ponto no fibrado da
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esfera Sy, (¥(Q)) de raio d, em v(Q). As SO(n + 1,R)-6rbitas O, de w é a imagem do
fibrado na esfera, isto é, O,, = Ng(54,(Q)) . Vemos que o grupo SO(n + 1,R) também
atua sobre o fibrado tangente T'(CP") via o diferencial, esta agio preserva a separagao
C>® T(CP") | =TQ®r(Q). Isto induz uma agao de SO(n+1,R) sobre o fibrado normal
v(Q) de @, e esta agdo é isométrica e comuta com Ng. Logo as SO(n + 1, R)-6rbitas sdo
todas as variedades (F'*!(2,1) x t), para algum ¢ € (0, 1), com duas 6rbitas excepcionais
as quais sao @ e II, correspondentes a t = 0 e t = 1. Por [8:1.1], isto implica que @
e II sao subvariedades minimas de CP", ) é uma subvariedade complexa. As oOrbitas
de dimensao maxima, que neste caso sao difeomorfas a F_’ﬁ“(Z, 1), chamadas de drbitas
PTINCIpais.

Entao temos que cada SO(n + 1, R)—-orbita em CP" estd a uma distancia constante
de @ e também de II, e estas distancias variam de 0 a 7/2. Isto demonstra que o
espago de SO(n + 1, R)-o6rbitas em CP" é o intervalo [0, 7], com as duas orbitas especiais
correspondentes aos pontos extremos do intervalo. Consideremos a geodésica l: descrita
anteriormente na construcao da folheacao JF5. Na verdade, estamos interessados na
metade do segmento geodésico. Para a construcao desta “metade do segmento geodésico”,
denotemos por [, podemos empezar com qualquer CR-linha projetiva complexa £. Esta
linha intersecta Il numa linha projetiva real, e esta encontra () ortogonalmente em dois

pontos conjugados, digamos w e . Agora escolhemos z, € IIN L. Entdo [ é a geodésica

™
5 ~

é totalmente geodésica. Esta geodésica [ comeca em zy e termina em w € (). Por isso

de comprimento = em £ unindo os pontos zy e w, e é uma geodésica em CP" porque £
ela encontra cada SO(n + 1, R)-6rbita ortogonalmente em exatamente um ponto, desde
que as orbitas sdo os conjuntos de nivel da funcdo distancia a II. Por isso [ parametriza
as oOrbitas de SO(n + 1,R). Isto mostra que a SO(n 4+ 1,R)-agao sobre CP" é uma
acao isométrica hiperpolar de cohomogeneidade 1. Cohomogeneidade 1 significa que as
orbitas principais tém codimensao 1. Uma agao isométrica é chamada de polar se existe
uma subvariedade conexa e fechada ¥ que intersecta todas as Orbitas ortogonalmente,
em nosso caso a geodésica completa em £ determinado por [. Tal variedade ¢ chamado
de se¢cao. Se podemos escolher tal secao que seja também plana, dizemos que a acao é
hiperpolar, nosso caso a se¢ao é uma geodésica.

Assim temos demonstrado o seguinte:

Teorema 2.4.1. (i) A acdo natural SO(n + 1,R) sobre CP" ¢ isométrico, hiperpolar
de cohomogeneidade 1, com espago de drbitas o intervalo [0,7/2]. Uma se¢ao para
esta agao (isto €, uma subvariedade que intersecta transversalmente cada drbita em
exatamente um ponto) pode ser construida considerando algum (qualquer) CR-linha
L, escolhendo um ponto z € LNII e tomando a geodésica (o circulo) em L que passa

através de z e 0os dois pontos onde L encontra ().
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(1i) Existem trés tipos de orbitas: dois orbitas especiais, Q e I, as quais correspondem
a os pontos finais {0,7/2}, e as drbitas principais, as quais sao copias da variedade

bandeira parcial,
F—ln-+1(27 1) = SO(” + 1,R)/(SO(’I’L - 17R) X ZQ)a

de 2-planos orientados em R™™ e linhas em este espaco.

A wvariedade F7(2,1) é difeomorfa ao fibrado normal esfera unitdria de Q em CP",
e também difeomorfa ao fibrado tangente esfera unitdria de RP". Cada uma das duas
orbitas especiais € o conjunto de pontos focais do outro, e eles sao subvariedades

minimas de CP".
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