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Resumo

Estudamos as algebras do produto cruzado e do produto semi-cruzado e demonstramos
que dois sistemas dinamicos sao conjugados se, e somente se, seus produtos semi-cruzados

sao algebricamente isomorfos.
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Abstract

We study the crossed product algebra and the semi-crossed algebra and prove that two

dynamical systems are conjugated if and only if their semi-crossed products are algebraically
isomorphic.

Key-words: Semi-Crossed Product, Crossed Product, Topological Dynamics
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Introducao

O presente trabalho tem como objetivo apresentar uma relagao entre o produto semi-
cruzado e a dinamica topoldgica. Mais precisamente, dizemos que um sistema dinamico
é um par (X, ), onde X é um espaco localmente compacto e ¢ é uma aplicacao em X
continua e propria. Se ¢ for homeomorfismo, contruimos uma C*-algebra associada ao
sistema dinamico chamada de produto cruzado e denotada por Cy(X) %, Z. No caso em
que ¢ nao ¢ bijetiva construimos uma algebra de Banach associada ao sistema dinamico,
denotada por Cy(X) x, N e chamada de produto semi-cruzado. Demonstramos que dois
sistemas dinamicos sao conjugados se, e somente se, seus produtos semi-cruzados forem
algebricamente isomorfos.

A nocao de produto cruzado tem sua origem histérica nos trabalhos de Murray e
Von Neumann, e apesar de ja ser um tema classico, continua sendo um tépico ativo
de pesquisa. Como grande parte da teoria de C*-algebras, C*-sistemas dinamicos e o
produto cruzado aparecem naturalmente no estudo de mecanica quantica como mostrado
em [11], e esta é uma das motivagoes da introdugao destes objetos no mundo de algebra
de operadores. Outra motivagao para o estudo de tais dlgebras é apresentada em [12],
onde é demonstrado que o Produto Cruzado nos devolve as C*-algebras de grupo, que
aparecem em analise harmonica, quando a C*-algebra em questao é o espaco C dos
nimeros complexos. Neste trabalho a motivagao mais importante consiste em olhar para
C*-dinamicos como generalizagoes de sistemas dinamicos classicos e definir o Produto
Cruzado como uma realizacao algébrica destes sistemas como sera devidamente explicado
no Capitulo 1.

O produto cruzado apesar de ser uma ferramenta poderosa, nao abrange o caso em
que o sistema dinamico é nao conservativo. Com o intuito de sanar esta deficiéncia,
recorremos ao produto semi-cruzado. O produto semi-cruzado tem origem nos trabalhos
de Arveson e Josephson, mas foi apresentado em sua forma atual por Peters em [10]. Neste
trabalho além de definir o produto semi-cruzado Peters mostrou que dados dois sistemas
dindmicos (X, ¢) e (Y,4) com X e Y compactos e ¢ e 9 livres de pontos fixos, entao (X, ¢)
é conjugado a (Y,1)) se, e somente se, Cy(X) x, N e Cy(Y) Xy N sdo isometricamente
isomorfas. Posteriormente em [5], Hadwin e Hoover conseguiram retirar a hipdtese sobre
os pontos fixos das aplicacoes e a necessidade do isomorfismo ser isométrico. Finalmente,

Davidson e Katsoulis publicaram no artigo [2] uma demonstragao no caso geral e que é o



principal teorema demonstrado neste texto.

A seguir indicaremos como o trabalho se organiza.

No Capitulo 1 partindo da nocao de sistemas dinamicos construimos o Produto
Cruzado em sua forma mais geral. Definimos na Secao 1.2 C*-sistemas dinamicos, e os
caracterizamos quando a C*-dlgebra em questao é comutativa. Na Secao 1.3 introduzimos
as representacoes covariantes. Na Secao 1.4 definimos o produto cruzado. Na Secao 1.5
apresentamos alguns exemplos de produtos cruzados.

No Capitulo 2 introduzimos a nogao de produto semi-cruzado e mostramos o teorema
principal. Na Secao 2.2 discutimos a ideia de algebras opostas que tera que ser usada
na sequéncia. Na Secao 2.3 apresentamos as representacoes covariantes isométricas e a
definicao do produto semi-cruzado, além de obtermos uma relagao entre o produto semi-
cruzado e o produto cruzado. Na Secao 2.4 demonstramos que se dois sistemas dinamicos
sao conjugados, entao seus produtos semi-cruzados sao isomericamente isomorfos. Na Segao
2.5 introduzimos a classe de dlgebras de conjugacao topoldgica, mostramos que o produto
semi-cruzado faz parte desta classe e definimos ainda o que sao discos analiticos. Na Secao
2.6 introduzimos os lapis de representagoes. Finalmente, na Secao 2.7 demonstramos que
se os produtos semi-cruzados sao isomorfos, entao os respectivos sistemas dinamicos sao

conjugados.



Capitulo 1

Produto Cruzado

1.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos a acao de grupos topoldgicos localmente compactos em
C*-algebras via automorfismos. O conjunto de dados formado pela C*-dlgebra, pelo grupo
topolégico e por sua agao serd chamado de um C*-sistema dinamico. Estudaremos as
chamadas representagoes covariantes do C*-sistema dinamico e a partir delas construiremos
uma C*-algebra denominada de Produto Cruzado, algebra esta que codifica a acao do
grupo na (C*-algebra original. Os conceitos e resultados béasicos nao encontrados aqui

podem ser encontradas em [6], [3], [1], [8] e [12].

1.2 Sistemas Dinamicos e (*sistemas Dinamicos

Salvo mencao do contrério, todas as algebras sao por definicdo complexas.

Comecaremos definindo o objeto basico do nosso estudo neste trabalho.

Definicao 1.2.1. Sejam X wum espacgo localmente compacto de Hausdorff e p : X — X

uma fungao continua e prépria. Chamamos o par (X, ¢) de um sistema dindmico.

Queremos entender agora como esse conceito se traduz no nivel algébrico. Para isto,
consideremos a algebra de fungoes complexas continuas em X que se anulam no infinito

munida com a norma do supremo, que denotaremos por Cy(X).

Observacao 1.2.2. Convencionamos que x-endomorfismos, acoes de grupos topoldgicos e

suas representacoes sao continuos por defini¢ao.
Proposicao 1.2.3. A funcao ¢ : X — X induz um x-endomorfismo em Cy(X) via a
aplicagao

(072 Co(X> — C(](X)

o foyp



Se ¢ for sobrejetiva, entao a € injetiva. Se @ € homeomorfismo, entao o é um

x-automorfismo.

Demonstracao. Primeiramente, note que a aplicacao « esta bem definida. De fato, como
@ é prépria, temos que f o € Cy(X), Vf € Co(X). Mostraremos entdo que o é um
x-endomorfismo. Para tal, considere f, g € Cy(X), A € C e z € X. Temos

alf +Ag)(x) = (f + Ag)(w(x)) = f(p(2)) + Ag(w(z)) = a(f)(z) + Aa(g)(x)

A continuidade do endomorfismo segue, pois ¢(X) C X, e portanto,

o)l = sup Fpa)] = sup 1)] < sup|£(5)] = 7).

yEP(X)

Suponha que ¢ é sobrejetiva. A desigualdade acima se torna uma igualdade e, assim,
«a é uma isometria, e portanto injetiva.

Suponha agora que ¢ é um homeomorfismo. Definindo o *-endomorfismo
B Co(X) — Co(X),
onde

B(f)(x) = fl¢'(x), VfECH(X) e z€X,

e notando que a(B(f)) = Bla(f)) = f, Vf € Co(X), segue que « é x-automorfismo.
[

Observagao 1.2.4. No caso em que X é compacto, Cy(X) = C(X), onde C(X) € o

espaco das fungoes continuas em X.

Seja agora N = {n € Z : n > 0}. Em Sistemas Dinamicos, estamos interessados em
estudar a agao do semi-grupo N em X, dada por n.z = ¢"(x), paran € Ne xz € X. Pela
proposigao anterior esta acao induz uma agao de N em Cy(X) via x-endomorfismos, dada

por

(n.f)(z) = a™(f)(z) = f(¢"(x)), VfeECy(X) e VreX.
A Proposicao 1.2.3 implica ainda que se a funcao ¢ é um homeomorfismo, podemos

4



também estudar a acdo de Z em X dada por n.z = ¢"(x) que induz a agao de Z em Cp(X)

via x-automorfismos dada por

(n.f)(x) = " (f)(x) = f(¢"(x)), VfeCo(X) e VreX

ou a agao dada por

(n-f)(x) = " (f)(x) = f(e"(x), Vfelo(X) e VreX

Grande parte deste trabalho se dedicara ao estudo dos casos citados acima. Contudo a
construcao que faremos no presente capitulo pode ser feita em um contexto com grupos
mais gerais. Para isto, precisamos de alguns resultados preliminares que serao apresentados

agora.

Definicao 1.2.5. Seja A uma C*-dlgebra. Denotamos o conjunto dos x-automorfismos de
A por Aut(A) e o munimos com a topologia da convergéncia pontual, ou seja, a topologia

gerada pela base

U, a,e) ={B € A:|[B(a) — ala)]| < e},
para cada o € Aut(A), cada a € A e cada € > 0.

O seguinte critério de convergéncia de redes é 1util.

Lema 1.2.6. Seja A uma C*-dlgebra. Uma rede («;)ier em Aut(A) converge para o €

Aut(A) se, e somente se, a;(a) — a(a) Va € A.

Demonstra¢ao. Suponha que a rede (a;);er em Aut(A) convirja para o € Aut(A) e fixe

a € A. See >0, tome ig € I tal que se i > ig entao «; € U(a, a,e), onde
Ula,a,e) ={B € A:|B(a) — ala)]| < e}

Logo se i > iy entao ||a;(a) — a(a)|| < e. Portanto, o;(a) — a(a).
Suponha que «;(a) = a(a) Va € A. Tome agora um elemento bésico da topologia de
Aut(A), digamos U(B, b, €), que contenha «. Definindo

0 =e—[B(b) — a(d)]|

segue que U(a,b,8) C U(B,b,e). Considere ig € I tal que i > iy implique que
[la;(b) — a(b)|| < 6. Obtemos que se i > i entdao a; € U(a,b,d), e consequentemente,

a; €U(B,b,e). Assim, a; — a como querfamos demonstrar. n

Proposicao 1.2.7. Seja A uma C*-dlgebra. Entao o espago Aut(A) € um grupo topoldgico.



Demonstra¢ao. Que Aut(A) é um grupo e que pontos sao fechados em Aut(A) é imediato.
Mostraremos que a multiplicagao e a inversao sao operacoes continuas.
Suponha que as redes (o );er e (5;)ier em Aut(A) convirjam para « e 3, respectivamente.

Fixado a € A, usando que *-automorfismos preservam normas, temos que

1Bi(i(a)) = Ble(a)ll < |IBieila)) = Bi(e(a))] + ||Bi(a(a)) = Be(a))]]
= |lei(a) = ala)|| +[|Bi(afa)) = Hla(a))| = 0.

Dai segue que a multiplicagdo em Aut(A) é continua pelo Lema 1.2.6 e pelo fato de que
redes convergem no espaco produto se, e somente se, cada uma de suas coordenadas
converge.

Sob as mesmas consideragoes de antes temos que

|oi (@) — a7 a)|| = [[ei(a; (a)) — ci(a™(a))|] = [|a — as(a™ (a))[| = 0.

Mostrando que a inversao é uma operagao continua em Aut(A). O

Sejam agora G um grupo topolégico localmente compacto e X um espago de Hausdorft
localmente compacto. Suponha que G aja continuamente em X pela esquerda. Para cada

s € G obtemos um homeomorfismo de X dado por z — s.x. Temos um homomorfismo
induzido de G em Aut(Cy(X))

a: G — Aut(Ch(X))

definido por

as(f)(z) = f(s7 x). (1.1)

Note que

as(f)(@) = f((sr) L) = f(r7rs™ha) = o (f)(s72) = as(an(f)) (@); (1.2)

e se e é a identidade de G, temos «a, = id, onde id é a identidade em Aut(Cy(X)).

Observagao 1.2.8. A acdo acima foi definida a esquerda por convenc¢ao, o que nos forca

a usar a definicao 1.1 para garantir a validade da formula 1.2.

Observagao 1.2.9. Nos restringimos a grupos localmente compactos devido a existéncia

de medidas de Haar que serdo essenciais mais a frente.

Lema 1.2.10. Suponha que o grupo topoldgico localmente compacto G aja pela esquerda
em X, um espaco localmente compacto de Hausdorff. O homomorfismo « induzido, de G
em Aut(Cy(X)) € continuo.



Demonstragio. E suficiente mostrar que |Jo(f) — f|] = 0 quando s — e. Se isto nio se

verificasse, entao existiriam £ > 0, uma rede em G, s; — ¢ e uma rede x; em X tais que
|f(sitm) = fa)| > e Vi (1.3)

Considere o conjunto compacto K = {z € X;|f(z)| > 5}. Para que 1.3 seja satisfeita,
devemos ter que z; € K ou s; ".7; € K. Como, a partir de um certo indice, s; € V uma
vizinhanca compacta de e, usando a continuidade da agao, concluimos que a partir de
um certo indice, x; pertence, em ambos os casos, ao conjunto compacto V.K = {s.z :
s € Vex € K}. Podemos assumir, tomando sub-redes se necessério, que z; — xy com

xo € V.K. Desta forma, s;'.z; — 20, 0 que contradiz 1.3. O

Definigao 1.2.11. Um C*-sistema dindamico é uma tripla (A,G,«a), onde A é uma
C*-algebra, G € um grupo localmente compacto e o é um homomorfismo continuo de G

em Aut(A). Denotaremos a(g) como o, para g € G.

Exemplo 1. Sejam X um espago localmente compacto de Hausdorff e p : X — X um
homeomorfismo. Considere a tripla (Co(X),Z, ), onde o : Z — Aut(Co(X)) € tal que

an(f)(z) = fle7"(x)) VfeCo(X), VreX, Vnelk

Estamos considerando, como é usual, Z com a topologia discreta. Como, para n,m € 7

temos que

anrm(f)(2) = flo™™ (@) = flp (¢ "(2)))
= an(f)(@"(2)) = am(on(f))(2),

concluimos que a tripla (Co(X),Z, ) é um C*-sistema dindamico.

Exemplo 2. Mais geralmente, como vimos acima, se um grupo localmente compacto G

age continuamente em um espaco X, temos o C*-sistema dinamico (Cy(X), G, a), onde

Finalizaremos esta secao, caracterizando os C*-sistemas dinamicos advindos de C*-

algebras comutativas.

Definicao 1.2.12. Seja X um espaco localmente compacto de Hausdorff. Chamaremos de

Homeo(X ), o espago dos homeomorfismo de X em X com a topologia gerada pela subbase
UK, K V, V') ={p € Homeo(X );p(K) CV e ¢ YK')cCV'}

onde K e K’ sao subconjuntos compactos de X e onde V' e V' sao subconjuntos abertos de

X.



Lema 1.2.13. Seja X um espacgo localmente compacto de Hausdorff. Uma rede (¢;)icr
em Homeo(X) converge para ¢ se, e somente se, para todo ponto x € X e toda rede (;)icr

em X, convergindo para x, tenhamos que p;(z;) — @(x) e @; ' (z;) — ¢~ ().

Demonstra¢ao. Suponha que ¢; — ¢ e x; — x. Sejam V e V' vizinhangas abertas de ()
e p~!(z), respectivamente. Existe, pela continuidade de ¢ e ! e pela compacidade local

de X, vizinhanca compactas de K de x tal que
o(K)CcV e ¢ Y(K)cV.

Segue que ¢ € U(K, K,V,V'). Por hipétese, existe iy € I para o qual i > iy implica que
v, € Kegp, e U(K,K,V,V’"). Concluimos, assim, que se i > iy temos que p;(x;) € V e
o; H(wy) e V.

Assuma, agora, que x; — x implique que o;(z;) — () e ;' (2;) — ¢~ (x), mas
suponha, por contradi¢ao, que ¢; 4 ¢. Entao passando a uma subrede, se necessdrio, po-
demos assumir que existem K, K’ compactos e V, V' abertos, tais que ¢ € U(K, K",V V'),
mas ¢; € U(K, K',V, V') para todo ¢ € I. Isto implica na existéncia de uma rede z; em
K N K', satisfazendo que ¢;(x;) € V e ;' (2;) € V'. Tomando subredes uma vez mais,
assumimos que z; — . Por hipétese, ;(x;) — o(z) € V e ;' (z;) = ¢ Y (z) e V. O

Uma aplicacao imediata do lema anterior mostra o seguinte resultado:

Lema 1.2.14. Seja X um espaco localmente compacto de Hausdorff. Com a topologia
introduzida, Homeo(X) € um grupo topoldgico com respeito a operagio de composicao de
funcoes.

O seguinte resultado mostra que todos os automorfismos de uma C*-algebra comutativa

sao da forma da Proposicao 1.2.3.

Lema 1.2.15. Se a € Aut(Cy(X)) entao existe p € Homeo(X) tal que a(f)(x) = f(o(x))
para todo f € Co(X). Mais ainda a aplicacio o — @ é um isomorfismo de grupos

topolégicos.

Demonstragao. Seja Q o espago dos homomorfismos de Cy(X) em C munido da topologia

fraca-* herdada de Cy(X)*. Considere o homeomorfismo z — ev,, onde

ev(f) = f(x), Vf € Cy(X).

Denote por a* o mapa adjunto de «, que é um homeomorfismo quando restrito a A. Se h

¢ dado por evy(,) = o™ o ev,, temos o seguinte diagrama comutativo

a*

— Q
X

N
8

— 2

S



Tomando f € Cy(X), temos que

a(f)(x) = evy 0 a(f) = " 0 evy(f) = evew) () = f(p(2)).

O diagrama mostra ainda que a aplicacao ¢é injetiva e a Proposicao 1.2.3 mostra que a
aplicagao é sobrejetiva. E imediato checar que o — ¢ é homomorfismo.

Precisamos agora mostrar que a aplicacao o — ¢ é um homeomorfismo. Tome uma
rede a;; em Aut(Co(X)) de forma que «;(f) = f o p;, com ¢; € Homeo(X). Suponha que
a; — a. Queremos mostrar que ¢; — @, onde a(f) = f o p. Assuma por absurdo que
exista x; — = em X, tal que p;(z;) 4 ¢(z). Pela compacidade local de X, usando o Lema
de Urysohn, existe uma fungao f € Cy(X) satisfazendo que f(¢;(x;)) 4 f(p(z)). Isto
por outro lado, implica que a;(f) 4 a(f), uma contradigao. Usando, agora o fato de
que o ' — a~! e trocando ; e ¢ por ©; 'e ¢!, respectivamente, obtemos um resultado
andlogo. Logo, ¢; — ¢ em Homeo(X).

Assuma que ¢; — ¢ em Homeo(X). Devemos mostrar que f o p; — f o em Cy(X).
Se isto nao se verificar, pelo Lema 1.2.6, podemos tomar uma sub-rede de maneira que

exista x; € X satisfazendo que

[f(pi(xi)) = flo(xi))| =2 >0 Viel (1.4)

Passando novamente a uma sub-rede, se preciso, podemos assumir que {p;(z;)} ou {¢(x;)}
esteja contido no conjunto compacto K = {x € X;|f(x)| > §}. Suponha, primeiramente,
que {(p;(z;))} C K. Entao passando, ainda mais uma vez, a uma sub-rede, assumimos

que @;(z;) — y € K. Teremos desta forma que

zi = @5 (pi(x) = ¢ ().

Pela continuidade de ¢ e f, chegamos a conclusao de que

p(r:) =y e fleoiz)) — fy),

o que contradiz 1.4. Se assumirmos em contrapartida que {¢(x;)} C K, tomando sub-rede
podemos supor que ¢(r;) — y € K, e que portanto z; — ¢~ '(y). Como consequéncia

@i(x;) — vy, e raciocinando como antes, obtemos novamente uma contradi¢ao com 1.4. [

Por outro lado, *-endomorfismos que nao sao automorfismos podem nao possuir esta
caracterizagdo. Considere, por exemplo, o espago X = {0, 1} com a sua topologia discreta.

Considere o *-endomorfismo « caracterizado por

0, se =0

a(f)(:v)z{ ) e ey T EGX),



Tomando f = 1, é ficil ver que nao existe fungao ¢ : X — X satisfazendo que a(f) = fop.
Concluimos esta se¢ao com o teorema abaixo, que caracteriza todos os C*-sistemas

dinamicos com C*-dlgebras comutativas.

Teorema 1.2.16. Seja X um espaco localmente compacto de Hausdorff. Suponha que

(Co(X), G, a) seja um C*-sistema dinamico. Entao existe uma a¢ao de G em X tal que

Demonstragao. Pelo Lema 1.2.15 existe ¢, € Homeo(X) tal que

as(f)(x) = f(es(2)),

e tal que o mapa s — a, — @, sendo a composicao de homomorfismos continuos, é um

homomorfismo continuo. Defina a acao de G em X por

s.x = ¢ (2) = ps-1().

A aplicagao (s, z) — s.x é continua devido a topologia que introduzimos em Homeo(X). [

1.3 Representacoes Covariantes

Dado um espago de Banach D denotaremos por B(D) o espaco de operadores em D
limitados e por K(D) o espaco dos operadores compactos em D com sua topologia usual.
Dado agora um espago de Hilbert #H, denotamos por U(H) o conjunto de seus operadores
unitarios, munido da topologia forte herdada de B(H).

Antes de iniciarmos devemos demonstrar uma propriedade do espago dos operadores

unitarios em um espago de Hilbert.
Proposicao 1.3.1. Dado um espago de Hilbert H, U(H) € um grupo topoldgico.

Demonstragio. Como B(#) é Hausdorff na topologia forte, U(#) também serd. E imediato
checar, também, que U(#H) é um grupo. Mostraresmos que as operagoes de grupo sao
continuas.

Considere as redes (U;)ier, (Vi)ier em U(H) que convergem respectivamente para U e

V. Temos que para qualquer h € ‘H

[ViUih = VUR|| < [|[ViUsh = VUh|| + |[V;Uh = VU]
= ||Uih = Uh|| +||[ViUh = VUR] .

Como o lado direito converge para zero segue que V;U; — VU. Agora usando que U; é
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isometria para todo ¢ € I, segue que
U7 = U h]| = || = G:U™ ]|

que converge para zero, donde concluimos que U; ' — U~ O]

Como é comumente feito nas teorias de grupos e de C*-algebras, usaremos as repre-
sentacoes destes objetos para definirmos o produto-cruzado. Certamente, se quisermos que
o produto-cruzado carregue informacao da dinamica em questao devemos impor condigoes
nas representagoes que iremos considerar. De fato, consideraremos somente as chamadas

representacoes covariantes.

Defini¢ao 1.3.2. Seja (A, G, ) um C*-sistema dinamico. Uma representacdo cova-
riante do (A,G,«a) é um par (w,U) onde m : A — B(H) € uma representacio de A em
um espago de Hilbert H e U : G — U(H) € uma representac¢ao unitdria de G no mesmo

espaco de Hilbert H, as quais satisfazem
m(as(a)) = Usm(a)U; VYae A e Vsed. (1.5)
Aqui usamos a notag¢ao Us = U(s).
Observagao 1.3.3. Ainda na notagao da defini¢ao, temos
U =U; ' = U,

Exemplo 3. Considere G, um grupo localmente compacto, agindo a esquerda em Si
mesmo, e seja l : G — Co(G) a acao induzida em Co(G). Seja L*(G) o espago das
fungoes quadrado integrdaveis com relacao a alguma medida de Haar em G. Considere a
representacio M : Co(G) — B(L*(G)) dada por

para toda | € Co(G), h € L*(G) e todo s € G. E seja ) : G — U(L*(GQ)) a representagdo

unitdria dada por
A(r)h(s) = h(r's)
para h € L*(G) er,s € G. O par (M, )\) é uma representagio covariante do C*-sistema

dinamico (Co(G), G, 1).
De fato, note que para f € Co(G), h € L*(G) er,s € G temos que

ML (f)h(s) = 1(f)(s)h(s) = f(r~"s)h(s)



e também que
AM(fINR(s) = M(f)NR(rT s) = f(ris)Ah(r™'s) = f(r™'s)h(s).

Exemplo 4. Sejam T o circulo unitdrio complexo, ou seja, T = {z € C;|z| =1} e h €
Homeo(T) definida por

h(z) = 20

chamada de rotagao pelo angulo 0. Seja (C(T),Z, ) o C*-sistema dinamico correspondente,

ou seja,

an(f)(2) = f(e7*™"2).

(i) Seja M : C(T) —s B(L*(T)) a representacao dada por

e U :7Z — U(L*(T)) a representagao unitdria dada por
Unh(z) = h(e™2™m02),
Entao, como

M (n(f))(2) = an(f)(2) = f(e7*™"2)h(z)

UM (f)Ush(z) = M(f)Uh(e™*™"z)
— f(ef27rin92>U;:h(€f27rin92> _ f(efZﬂinGZ)h(Z)

seque que o par (M,U) € uma representacao covariante para (C(T),Z, ).

(i1) Fize agora w € T e seja X a representagio unitdria de 7 em L*(Z) dada por
A (€(m)) = &(m —n). Defina a representagio m, : C(T) — B(L*(Z)) por

Tu()E(n) = f(e*™ ™ w)é(n).

O par (T, A) € uma representacdao covariante de (C(T),Z,«). De fato,

(@ (£))E(m) = an(f)(E ™ w)é(m) = f(e " w)e(m).

12



AT (F)ARE(m) = f(eX™m=M0)E (m).

Nao esta claro que dado um C*-sistema dinamico sempre existird uma representagao
covariante do mesmo. Usando a construcao de Gelfand-Naimark-Segal (veja [6]), e os
proximos dois lemas, vemos que sempre existem representacoes covariantes nao degeneradas.

Antes porém precisamos da seguinte definicao.

Definicao 1.3.4. Dado um espaco vetorial topologico D e X um espaco localmente

compacto de Hausdorff, definimos o espago vetorial C.(X, D), onde
Co(X,D)={f: X — D; f continua e supp(f) compacto}.
Se X € compacto, C.(X,D) = C(X,D), onde
C(X,D)={f: X — D, f continua}.

Se D é um espago de Banach e X possuit uma medida p, definimos para 0 < p < oo, 0s

espagos LP(X, D) como os completamentos de C.(X, D) com respeito as normas

||f||p=(/x||f<x>||pdu)’1 s p<oo

1l = sup [[f(s)]]
seX

Como de costume, quando D = C escrevemos C.(X) e LP(X). Quando precisarmos

explicitar que a medida em questio € u, escreveremos, LP(X, D),,.

Observacgao 1.3.5. Se H € um espago de Hilbert, em C.(X,H) temos o produto interno

(fg) = /X (F(5), 9(5) )dpu(s).

Portanto, L*(X,H) ¢ um espago de Hilbert.

Em geral, estaremos interessados nos espagos LF(G, D), onde G é um grupo localmente

compacto e 4 é uma medida de Haar em G.

Lema 1.3.6. Suponha que D seja um espaco de Banach e que G seja um grupo localmente

compacto. Se f € C.(G, D), para todo € > 0 existe uma vizinhanga V de e em G tal que

13



sesr™t eV ous'r eV entio

1F(r) = Fs)ll <e. (1.6)

Demonstra¢ao. Seja W uma vizinhanga compacta e simétrica de e, e seja K = supp(f).

Suponha que ||f(s) — f(r)|]| > 0 e que sr~! € W. Claramente, devemos ter que r € K ou

sc K.Serc K,entdao s € W.K. Agora,se s € K,entaor € s~'W c K~'W = W.K.
Por contradicao, assuma que o resultado seja falso. Logo existe um ¢ > 0 tal que para

toda vizinhanca de e, U C W, existem sempre sy e ry satisfazendo que

1f(sv) = flro)l] > &. (1.7)

Ordenando as vizinhancas de e contidas em W de forma que
U>U" se, esomentese, UcCU’

vemos que (sy7) e (ry) sdo redes satisfazendo que syr;;t — e. Usando que W.K é compacto e
tomando subredes, se necessario, podemos assumir que sy, ry — 7. Mas pela continuidade
de f isto contradiz 1.7. E possivel obter, assim uma vizinhanca V' de e, tal que se
sr~t € V' temos 1.6.

De maneira analoga, existe V" tal que se s~'r € V" entao vale 1.6. Tome V = V' N V"

para concluir. O

Lema 1.3.7. Dado um C*-sistema dinamico (A, G,«) e uma representa¢ao de A em um
espaco de Hilbert H, m : A — B(H), existe uma representacao covariante (7,U) de
(A, G, ) em L*(G,H), induzida por 7.

Demonstragdo. Defina as representacoes 7 : A — B(L*(G,H)) e U : G — U(L*(G,H))
dadas por

#(a)f(r) = m(a,  (a))(f(r)) e Usf(r)=f(s"r)

para f € C.(G,H) e estendidas por densidade.
Note que o homomorfismo U : G — U(L*(G,H)) é continuo. De fato, se f € C.(G,H)

e € > 0 existe uma vizinhanca V' de e que satisfaga o Lema 1.3.6 para

3

1u(supp(f))
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Tomando s € V' temos que

0. =11 = [ 117 = )] d

Que a representacao acima ¢é unitaria segue da invariancia de p por translagoes, pois

dados f,g € C.(G,H) e s € G temos que
| (g0t = [ (570,900t
G ¢
= [ () glsr)) ()
¢
E claramente o operador linear W : G — U(L*(G,H)) dado por
W f(r) = f(sr).

satisfaz W = UL

Observe que

Us(a)U;f(r) = #(a)U;f(s™'7)

Usando que C.(G,H) é denso em L?(G,H) o teorema estd demonstrado. O

1.4 O Produto Cruzado

Nesta segao fixaremos um C*-sistema dinamico (A, G, «) e uma medida de Haar em G
com funcao modular A.

Denotaremos por C.(G, A, «) o espaco C.(G, A) munido com as operagoes:

fgls) = /G F(r) o (g(r18))dpa(r)

fr(s) = A(s™Has(f(s71)).
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E dotado da norma

11l = /G 17l ().

Proposicao 1.4.1. O espaco C.(G, A, ) € uma x-dlgebra normada com multiplica¢ao e

involugdo definidas como f * g e f*, respectivamente, e norma ||.||,.

Demonstracao. Sejam f,g,h € C.(G,A,«). Primeiro, devemos mostrar que f *x g €

C.(G, A, ). Observe que se s,r € GG, entao

f(rar(g(rts) #0 = resupp(f) e r'se supp(g)
< resupp(f) e sersupp(g).

Logo
supp(f * g) C supp(f)supp(g),

o que mostra que supp(f * g) é compacto.
Devemos mostrar entao que f * g é aplicacao continua. Com efeito, tome sy € G e
e > 0. Pelo Lema 1.3.6 para qualquer k > 0 existe uma vizinhanca V de e em G que

satisfaz que

lg(s) =gl < &,

sempre que s 1r € V ou sr~! € V. Tome s € sqV. Temos

/G F(F)an(g(rts) — glr~s0))dp(r)
< /G £ e (g(rs) — g(rs0)||dpar)
- /G 1) [9(r"s) — grs0)|[dia(r)

< w1

1 #g(s) = F e glso)l| = \

£

1711y

Escolhendo k = T concluimos que f % g é continua.
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Usando o Teorema de Fubini e a invariancia por translacao de u, temos que

(f *g) * h(s)

Segue também que

[ *g"(s)

= f t)Oét

_ /G (f * 9)(M)an (h(r~"s))du(r)

_ / ( / F(Oanlo(t=1r))dp t)>ar(h(7“15))du(r)

_ / / FOar(g(t™ ), (h(rs))du(t)dpu(r)

REE
(

17l = /G||f*(8)||du(8)

N /G [AGs™)an (f(s7)7)|| dpus)
- /GNs—l) 177 da(s)

_ / AGYA) [|£(5) || dpu(s)
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e mais ainda que

1 sally = [ 17 gl dute)
= [ || roactatrpautr ]du<s>

< [ (1ot dutr) )t
- /a”f(?“)H (/GHQ(T_IS)Hdu(s)>dM(T)

=\Mhéwvmwm
= 1A lgll, -

As outras condigoes sao de facil verificacao. O

Definicao 1.4.2. Seja ‘H um espago de Hilbert. Um x-homomorfismo
7:C.(G,A,a) — B(H)

¢ chamado de uma representacao de C.(G, A, a) em H.

Observacao 1.4.3. Dada uma C*-dlgebra A denotaremos por M(A)s a dlgebra de multi-
plicadores de A munida da chamada topologia estrita, ou seja, a topologia induzida pela

familia de seminormas {||.||,;a € A}, onde
[1bll, = llball + [lab][,  Yb € M(A)s.

Proposicao 1.4.4. Suponha que (m,U) seja uma representagao covariante de (A, G, )

em H. Entao temos uma representacdao induzida m x U definida por

ﬂmmﬁzéﬂﬂwum®-

Tal representacdo satisfaz ainda que ||m < U(f)|| < [|f]],-

Demonstragao. Denotaremos como B(H)s o espago B(H) visto como a édlgebra de multi-
plicadores sobre K (H) com a topologia estrita. A aplicagao s — m(f(s))Us pertence ao
espago C.(G, B(H)s). Logo a integral acima estd bem definida.
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Mostraremos que 7 x U é x-homomorfismo. A linearidade segue trivialmente. Note que

ety = ([ nenvans)
=t/wU<WUdM)
:/Unr
| AR Yt
= [ UG s
[ AAG )t

:thU%@ﬂumw>
= 7w xU(f").

Temos também, usando o teorema de Fubini e a invariancia por translacao de p que

xU(eg) = [ [ (s D)Usdp(r)du(s)

:LLZj'v'rﬂgrSDMAJMﬂW@)
= [t [ nloe)tau ) )

= 7xU(f)omxU(g).

Tome agora h,k € H unitarios. Usando o teorema de Fubini e a desigualdade de

Cauchy-Schwarz temos

n vt = ([ trepvans )

:’/@r ))Ush, kdp(s)
< /|7T s Uh,k>|dus
< /Hw DI US| ]| dis(s)

- /Hsz@s)
G

= /1l

Como h, k foram tomados arbitrariamente, segue que |7 x U(f)|| <||fl;- O
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Fixado r € G vamos definir a aplica¢ao i¢(r) : C.(G, A, a) — C.(G, A, ) dada por

ig(r)f(s) = a,(f(r~'s)). Note que se (m,U) é representagao covariante de (A, G, ) entdo

7 Ulio(r)f) = /G i (r) f(3))Usdu(s)
- /G (o (£ (r18))) Usdp(s)

= UT/ 7(f(r ') U,—14du(s)
G
= U,omxU(f). (1.8)

Lema 1.4.5. Fizada f € C.(G,A, ), a aplicacio (s,r) € G x G — a,.(f(s)) € A é

continua.

Demonstragao. Tome redes (s;)ier, (r:)ier tais que r; — r e s; — s. Note que,

[l (f(s:)) = ar(FDI] < e (f(8:)) = e, (F ()] + llar; (f(5)) = ar(f ()]
= |f(si) = F) + [, (f(5)) = r(F ()] -

Como a expressao acima converge para zero, o resultado segue. O]

Lema 1.4.6. Sejam m uma representacao injetiva de A em H e (7,U) a representagao

covariante induzida por w. Entao m x U € representacao injetiva de C.(G, A, a) em H.

Demonstragao. Considere f # 0 em C.(G, A, «) e tome r € G tal que f(r) # 0. Por (1.4),
|7 x U(f)|| = ||7 x Ulig(r)(f))]|- Logo podemos assumir, trocando f por ig(r—')f, que

r = e. Como 7 é injetiva, podemos encontrar vetores h, k € H tais que

<7r(f(e))h, k;> #0.

Pelo Lema 1.4.5 temos que existe uma vizinhanga simétrica V' de e em G tal que se r,s € V

temos

(m(f Db, k)]

(o (F($))hs k) = ((f(e))h, )| < 5

Tome ¢ fungdo nao negativa em C.(G) cujo suporte esteja contido em uma vizinhanga

simétrica W de e satisfazendo que W.W C V. Suponha ainda que

/G/GSO(S_lr)so(r)du(r)du(s) = 1.

Observe que se s ¢ V ou r ¢ V temos que ¢(s~'r)¢(r) = 0. Defina, £ e n em C.(G,H) C
L*(G,H) como

£(s) =p(s)h e n(s) = p(s)k.
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Assim,

(7)€, m) — (x(f(e)h, k)|
_ /G<ﬁ>4U(f)§( P () du(r) — (x(F(e))h k>‘

— /G/G<7~T(f(8))Us€(7“),n(r)>du(s)du(r) — (x(f(e))h, k>’

- // s~y (m(a, ()b, k)du(s) —(m(f(

(S ,>.

Portanto, 7 x U(f) # 0. O

Teorema 1.4.7. Dado o C*-sistema dinamico (A, G, «) entao
| fI| = sup{||m x U(f)|| : (w,U) € representacao covariante de (A, G,)}. (1.9)

define uma norma C* em C.(G, A, ).

Demonstracao. Tome, f € C.(G, A, «), e (m,U). Da Proposigao 1.4.4 segue que ||f|| <
| f]l,;- Mais ainda, pelo Lema 1.4.6, temos que se f # 0 entao existe representacao covariante
(m,U) tal que m x U(f) # 0 e portanto, ||f|| # 0. Para cada representagao covariante
(m,U) temos que ||t x U(f)m x U(f)|| = ||m x U(s)|| ||7 x U(f*)||, donde concluimos
que [[££4 = IIfII1l/*]]- Dai obtemos que ||.|| é uma norma C* em C.(G, A, a). O

Definigao 1.4.8. O completamento da dlgebra C.(G, A, «) com respeito a norma 1.9,
como no teorema acima, é a C*-dlgebra A x, G chamada de Produto Cruzado de A

por G.

Note que podemos estender a norma 1.9 aos elementos de L'(G, A, a) e pensar no
produto cruzado como o completamento de L'(G, A, ) com respeito a essa norma. A
escolha de trabalhar com C.(G, A, «) deve-se ao fato de que para termos uma visao
concreta de elementos de L'(G, A, ) (como fungoes integraveis de G em A) é preciso

alguns resultados técnicos de teoria da medida.

Observacgao 1.4.9. O caso em que G = Z nao apresenta tal dificuldade e € particularmente
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importante aqui. Temos que L'(Z, A, ) € o espago das fungoes f : Z — A que satisfazem

[ sl =S w0l < ox.

nel

Um elemento f € LY (Z, A, «), que satisfaz que f(n) = a,, pode ser escrito como
f = Z ap & 5n7
nez

onde

Gn, SE M =n,

an @ 6, (m) = {

0, se m#n.

Como dada uma acdo de Z em A, ela € implementada por um unico automorfismo o €

Aut(A), ou seja, o, = ™, o produto induzido em LY(Z, A, «) € dado por

frgn) =" fm)am(g(n —m)) =Y f(m)a™(g(n — m)) (1.10)
meZ meZ
0U Se eSCrevermos
g=> b®6,
nez
reescrevemos 1.10 como

9= ama™bn)) ® . (1.11)

neZ mez

A involucao € dada por

ou seja,

= Z a"(a’,) ® 0y.
nez
Em geral quando estivermos falando de produtos cruzados por Z usaremos livremente
qualquer uma das duas defini¢oes de produto cruzado.
Naturalmente espera-se que um grupo com uma estrutura simples dé origem a produtos
cruzados cuja estrutura também serd simples. No caso de Z isso é verdade. De fato,

usando os resultados em [12] 7.13 e [8] 7.7.5 obtém-se o seguinte teorema:
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Teorema 1.4.10. Seja A uma C*-dlgebra e ™ uma representacao injetiva de A em um
espago de Hilbert H. Entao para f € A X, Z temos que ||f|| = ||7 x U(f)||, onde (7,U) €

a representacao induzida do Lema 1.3.7, ou seja,

(a)(hn)nez = (m(a"(a)) hn)nez

U(hn)nEZ = (hn+1)n€Z>

onde identificamos L*(Z,H) com o espago das sequéncia em H munido da sua norma ls.

Terminaremos esta discussao sobre produtos cruzados por Z provando o seguinte

resultado:
Proposicao 1.4.11. Existe uma *x-imersao isométrica da C*-dlgebra A em A %, 7.
Demonstracao. Considere o *-homomorfismo injetivo
j:A — AX,Z
a — a® dp.
Como j ¢é injetivo, serd automaticamente isométrico e o resultado estd demonstrado. [J

Observacgao 1.4.12. Para grupos localmente compactos gerais nao existe uma imersao

como na Proposi¢ao 1.4.11.

1.5 Exemplos

Nesta secao trataremos de alguns exemplos de produtos cruzados.

Exemplo 5. Seja G um grupo finito de ordem n, digamos G = {s;;i =1, ...,n}, agindo
sobre si mesmo pela esquerda, como no FExemplo 3. Adotamos a topologia discreta em
G, como de costume. Note também que neste caso a medida de Haar é simplesmente a
medida de contagem. Tomamos a representagio L = M x X\ de C(G,1,C(Q)) em L*(G)
onde (M, \) € a representagdo covariante dada no Exemplo 3. Consideramos C(G, 1, C(G))
com sua estrutura herdada de C(G) x; G. Observe primeiramente que podemos identificar
isometricamente L*(G) com C" via o mapa que leva &; — e;, onde {e1,...,e,} € a base

canonica de C" e

5:(5;) 1, se 1=y,
i\Sj) =
’ 0, se i#j.
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Se f € C(G,l,C(Q)) temos que

3

~
—~
)
=
S~—
—
)
&
S~—
=
o
)
=
-
)
&
S~—

L(F)h(s) = 3 M(F(s1)Ash(s:)
= " Flsisi ) s)h(s)

Em particular, se considerarmos h = ¢; teremos que

L(f)o;(si) = f(Sz‘Sj_l)(Sz‘)-

Usando o resultado acima, obtemos um *-homomorfismo de C(G,l, C(G)) no espago das
matrizes n xn, M,(C) dado por f — M/ = (m{j), onde mfj = f(sisj_l)(si). Denotaremos
tal identifica¢ao por L. Note que L é um x-isomorfismo de C(G,l,C(G)) em M,(C) no
sentido algébrico.

Se f € C(G,1,C(G)) entdo

|| = el <1

pois L € representacao covariante de C(G,l,C(G)). Agora dada uma representagao m
qualquer de C(G) x;G, usando que mapas entre C*-dlgebras sao sempre contragoes, obtemos

que

(I = || (L) | <

donde concluimos que || f|| = H[:(f)H Temos assim que C(G) x; G € x-isomorfo a M, (C).

Exemplo 6. Voltemos agora ao exemplo j e consideremos o produto cruzado Ay =
C(T) Xo Z chamado de dlgebra de rotagdo. FEste exemplo é recorrente no campo de
Geometria Nao Comutativa e foi extensamente estudado. Tais dlgebras, possuem estruturas
bastante interessantes, principalmente quando 6 € um nimero irracional. Abairo iremos
dar uma construcao mais concreta de tais dlgebras neste caso. Antes contudo precisamos

de trés lemas.
Lema 1.5.1. Todo subgrupo préprio e fechado do grupo T € finito.

Demonstracao. Suponha que H seja um subgrupo préprio e fechado de T que seja infinito.
Seja U um aberto de T tal que U N H = (). Como H ¢ infinito e compacto existe sequéncia
{hn}nen em H tal que h, — h e h, # h ¥n € N. Considerando o grupo isomorfo a H,
h~'.H podemos considerar que h, — 1 e que h,, # 1 ¥n € N. Escreva h,, = > onde
0,, € (0,1). Como também temos que h,! — 1 sempre que 6,, > % podemos substituir

h, por h;! e, tomando uma subsequéncia se necessario, assumir que 6, — 0. Escolha
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agora algum z = €™ € U, com 6 € (0,1). Como U é aberto existo um certo ¢ > 0 para o
qual e*™ € U sempre que ¢ € (0,0 + ¢). Mas se 0, < ¢, existe um m € Z para o qual
mb, € (0,0 + ¢). Isto por outro lado implica que A" € U contradizendo a nossa escolha
de U. O]

Lema 1.5.2. Seja 0 um nimero irracional, p = 2™

{p"z;n € Z} € denso em T.

ez € T. Entao o conjunto

Demonstragao. Seja H o fecho do conjunto {p"z;n € Z}. Claramente H é um subgrupo

fechado de T. Basta mostrar pelo Lema 1.5.1 que H ¢ infinito. De fato se n # m entao
(an> (me)—l _ pn—m _ 627r(n—m)i0'

Mas e27(=m)i0 — 1 se, e somente se, (n —m)f € Z. Como estamos assumindo que 6 é

irracional, segue que p"z # p™z, donde se conclui que H ¢ infinito. O

Dado um subconjunto S em uma C*-algebra A denotamos como C*(.S) a C*-algebra

gerada por S.

Proposicao 1.5.3. Se 6 ¢ irracional entao a dlgebra de rotacdo irracional Ay € gerada por
dois elementos unitdrios u e v que satisfazem uv = pvu. Mais ainda, se H € um espago de
Hilbert e se U e V' sdo operadores unitdrios em B(H) tais que UV = pV'U, entdo existe

uma representacao

A representagao L € um x-isomorfismo de Ag em C*(U, V)

Demonstragao. Temos que Ag = C(T) x4 Z é o completamento da *-algebra C(Z x T) =
C(Z,C(T)) com o produto de convolugao

frgnz) =3 fm.2)g(n —m.p )

meZ

e com involugao

fH(n, 2) = f(=n, p="2),

completamento este com respeito a norma do produto cruzado.
Se p € C(T) e h € Cu(Z), entao p @ h € C(Z x T) é a fungao ¢ ® h(n, z) = @(n)h(z).
Defina

1, se m=n,

5n(m):{07 se m#n.
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Temos que Ay tem unidade em C(Z x T) dada por e = 17 ® &y, onde 1p(z) = 1Vz € T.
De fato, se f € C(Z x T) entao

ex f(n,z) = 260 fn—m,p™™z) = f(n,z)

meZ

e também

fxeln,z)= mez%n— m) = f(n,z)

meZ

Temos, portanto os unitarios,
u=1r®0d; e v =i ® .
onde ir(z) = z Vz € T. Observe que

uxu*(n,z) = 251 *(n—m,p "z)

meZ
= u'(n—1,p2) =6i(1 —n)
= 1T®50(n)

utxu(n,z) = Z u*(m, z)01(n —m)

MEZ
= u'(n—1,p2) =d0i(1 —n)
= 111‘ ® 50(’@)

e também que

vkv'(n,z) = Z 200(m)v*(n —m, p~™z)
meZ
= zv*(n,z) = 2Z0p(—n)

= 1’1[‘ X (50(71,)

v*xo(n,z) = Z v (m, z)p~ " z60(n — m)
meZ
= v"(n,2)z = Zzd0p(n)
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Observe ainda que,

uxv(n,z) = Z Sim)v(n —m,p ™z) =v(n—1,p'2) = p t26(n — 1)
meZ

= p lz01(n).
e que,

vxu(n,z) = Z z20p(m)u(n —m, p~™z) = zu(n, z) = z6:(n).

MEZ

Logo, uxv = pv *x u.

Mostraremos que Ay = C*(u,v).

Comecamos observando que u" =1 ® 6,,.

Se ¢ € C(T). Seja icm(p) = ¢ ® d, que é um *homomorfismo de C(T) em
C(Z x T) C Ay. Note que

icm) (@) xu"(m,z) = @& dy*u"(m,z)
= Y et (m L)

= @(z)u"(m,z2).
= ¢(2)0n(m)
= PR dy(m,2).

De [12] Lema 1.87 segue que o conjunto
{icry(p) xu™; 0 € C(T)en € Z}

gera uma subdlgebra densa de C(Z x T) e portanto de Ay.

O Teorema de Stone-Weierstrass implica que o conjunto {v™;n € Z} gera uma
subdlgebra densa de i¢(r)(C(T)). Logo, u e v geram Ay como C*-élgebra.

Suponha agora que U,V € B(H) satisfagam que UV = pVU. Como V é unitério,
segue que o(V) € T, onde o(V) é o espectro do operador V' € B(H). Para tal operador
temos que (V) = T. Com efeito,

Aeao(V) V' — Al nao é inversivel
U™(V — M) nao ¢ inversivel
(p"V — AI)U™ nao ¢é inversivel
(p"V — AI) nao é inversivel

p"Aea(V).

rrrue
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Segue do Lema 1.5.2 que o conjunto o(V') é denso em T. Como o(V) é fechado temos que
o(V)=T.

Usando o célculo funcional para operadores unitarios, existe um *-isomorfismo 7 :
C(T) — C*(V) c C*(U,V) tal que 7w(it) = V. Seja W : Z — U(H) dado por
W, = (U*)". Obtemos assim que

War (ip) Wy, = (UT)"VU"™ = p™"V = w(p~"i) = m(om(it)).

Note que

n-

plin(z) = p "z = in(p7"2) = an(ir)(2).

Ja que it gera C(T), o par (m, W) é uma representacao covariante de (C(T),Z, o). Mais

ainda,

T W(u) = w(ulm, )Wy =Y _ 701 (m)1n) W, = 7(1p)W; = U

meEZ meZ

e também

TN W)=Y w(wm, )Wy =Y w(8(m)in)W,, = (ir) = V.

meZL meZ
Como U* e V geram C*(U,V') e u e v geram Ay, segue o resultado. O

Exemplo 7. Considere o espago de Hilbert H = L*(T), defina os operadores unitdrios em

H

Note que

UV(f)(2) = 2V(f)(z) = zf(pz) = pU(f)(pz) = pVU(f)(2).

Pela Proposi¢ao 1.5.3, C*(U,V') = A,.
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Capitulo 2

Produtos Semi-Cruzados e Sistemas

Dinamicos

2.1 Introducao

Neste capitulo, introduziremos o conceito de Produto Semi-Cruzado assim como feito
em [10]. O produto semi-cruzado é uma algebra de Banach obtida quando deixamos o semi-
grupo N agir sobre uma C*-algebra A através de um x-endomorfismo o e tomamos uma
norma sobre L'(N, A) relacionada com uma certa classe de representagoes chamadas de
representagoes covariantes isométricas para (A, ). No final do capitulo demonstramos um
resultado de Davidson e Katsoulis, que afirma que dois sistemas dinamicos sao conjugados

se, e somente se, seus respectivos produtos semi-cruzados sao isomorfos.

2.2 Algebras Opostas

Antes de prosseguirmos introduziremos nesta secao uma nocao essencial para conectar

o Capitulo 1 com este capitulo.

Definigao 2.2.1. Seja A uma dlgebra. Definimos um novo produto @ em A tal que para
a,be A

a®b=ba.

Chamamos a nova dlgebra obtida de dlgebra oposta de A e a denotamos como A,y.

Esta claro, com esta definicdo, que se A é algebra normada, x-algebra, algebra de
Banach ou C*-algebra, A,, também serd. Basta, para isto, definirmos a mesma norma e
mesma involugao de A em A,,.

Em geral nao sabemos se uma algebra ¢ isomorfa a sua algebra oposta. De fato, existem

exemplos de algebras que nao satisfazem essa propriedade. No caso de uma x-dlgebra A,
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a involugao fornece um anti-isomorfismo entre A e A,,, mas mesmo assim podemos ter
A nao *-isomorfa a A,,. De fato, [9] apresenta um exemplo de um produto cruzado que
nao é x-isomorfo a sua algebra oposta. Apesar disso, é facil ver que duas algebras sao
isomorfas se, e somente se, suas algebras opostas também o sao. Podemos enunciar este

resultado numa proposi¢ao para usarmos posteriormente.

Proposicao 2.2.2. Sejam A e B duas dlgebras. Entao A e B sdo *-isomorfas, isometrica-

*

mente isomorfas, ou simplesmente isomorfas se, e somente se, A,, e B,, sao *isomorfas,

isometricamente isomorfas, ou isomorfas, respectivamente.

Ainda discutindo relacoes opostas, observemos que no Capitulo 1 uma representagao
covariante (m,U) de (A, G, «) deveria satisfazer a equagao Usm(a)US = m(as(a)), ou
equivalentemente, Uy (a) = m(as(a))Us. Contudo, é natural especular quais consequéncias

existiriam em definir esta relacao como 7(a)Us = Usm(as(a)).

Definigao 2.2.3. Dado um C*-sistema dinamico (A,G,«) chamaremos de repre-
sentag¢do covariante oposta um par (w,U), onde m é uma representa¢ao de A em
um espacgo de Hilbert H e U € uma representacao unitdria de G no mesmo espag¢o H

satisfazendo que m(a)Us = Usm(as(a)).

Existe uma relacao imediata entre representacoes covariantes e representacao covariante
opostas, (m,U) é uma representacao covariante se, e somente se, (w, U*) é representagoes
covariantes oposta. Logo, o Lema 1.3.7 garante a existéncia de representacoes covariantes
opostas.

Introduza um produto em C.(G, A) da seguinte forma:

fgls) = /G o (f (57~ 1))g (r)du(r).

Denotaremos a algebra formada desta forma por C.(G, A, a)#. Com a mesma norma e
mesma involugao definidas em C,(G, A, o) obtemos que C.(G, A, a)# é uma *-algebra.
Agora, dada uma representagao covariante oposta (m,U) de (A, G, «), temos portanto

uma representagao de C.(G, A, a)* dada por

X U(f) = /G U (£(5))du(s).

A representagao satisfaz que ||7 x U(f)|| < ||f]|;- Mais ainda, é possivel obter uma
representacao deste tipo injetiva.

As demonstragoes destes fatos sao similares as demonstragoes da Proposicao 1.4.4 e do
Lema 1.4.6 e serao omitidas.

Podemos entao estabelecer a seguinte defini¢ao:
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Definigao 2.2.4. A dlgebra A x, G é definida como o completamento de C.(G, A, a)*

com relacao a norma

£l = sup{||m x U(f)|| : (w,U) é representagiao covariante oposta de (A, G, «a)}.

Observagao 2.2.5. Chamaremos de L'(G, A, ) o completamento de C.(G, A, a)# com

relagcdo a norma ||.||,.

Teorema 2.2.6. Se GG é comutativo, as dlgebras A X, G e A X, G sao *-isomorfas.

Demonstragdo. Seja A a funcao modular de G. Defina a aplicacao ¥ : C.(G, A, a)* —

C.(G, A, a) tal que

E imediato que V¥ ¢é linear e sobrejetiva.

Temos que

U(f)s) = A

Mais ainda, temos

UH V) = [ TaB)e

e também,

U(fg)s) = Als) ol / o (F(s~ 1)) g(r)du(r))



Precisamos mostrar finalmente que ¥ é isometria. Com efeito, se (7, U) é representacao

covariante de (A, G, ) obtemos que

wmmwﬁ>=_/A@ﬂﬂ%UWﬂ»mmw

_ GA(sfl)Usw(f(s“))du(S)

_ /fﬁﬂﬂ@MM@-
G

Como (m, U*) é representagao covariante oposta de (A, G, «) e, como todas as repre-

sentacoes covariantes opostas sao desta forma, segue o resultado. O]

Usando a demonstragao do teorema acima e o Teorema 1.4.10 obtemos:

Corolario 2.2.7. Seja m uma representacao injetiva de uma C*-dlgebra A em um espago
de Hilbert H. Entao se f € A x4 Z entao ||f|| = ||7 x Uy]|, onde

7(a)(hp)nez = (@"(a)hn)nez.

U+(hn>n€Z = (hnfl)nEZ-

Demonstracao. Pelo Teorema 1.4.10 e pela proposicao acima, sabemos que se f € A X, Z

entao

A= 1O = [l7 > UL (U]

Note, porém, que |[7 x U (¥(/)| = |7 » UL (¥(f))]]
Logo,

11l = [[7 0 UL(R()]] = 17 = U (]

2.3 Representacoes Covariantes Isométricas e O Pro-

duto Semi Cruzado

Suponha que (X, ¢) seja um sistema dinamico. Vimos no Capitulo 1 que se ¢ fosse um
homeomorfismo existiria uma C*-algebra associada a este sistema dinamico, Cy(X) %, Z,
onde « era o automorfismo induzido por ¢, como na Proposigao 1.2.3. Ocorre frequente-

mente que estamos interessados neste sistema dinamico mesmo quando ¢ nao seja inversivel.
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Neste caso, chamamos a dinamica de nao-conservativa, em oposicao ao caso onde ¢ é um
homeomorfismo, onde chamamos a dinamica de conservativa. Claramente, nao podemos
aplicar os resultados do ltimo capitulo neste caso, mas mesmo assim queremos encontrar
alguma algebra de operadores andloga a algebra do Produto Cruzado.

Suponha que tenhamos uma C*-dlgebra A e um *-endomorfismo o em A. Fixaremos o
par (A, «) para o restante da se¢do. Analogamente as representagoes covariantes, temos a

seguinte defini¢ao:

Definicao 2.3.1. Sejam m uma representacao de A em um espaco de Hilbert H e V' uma
isometria no mesmo espagco H. Se Vr(a(a)) = n(a)V Ya € A dizemos que (7w, V') é uma

representacdo covariante isométrica do par (A, «).

Novamente nao existe garantia, a priori, que representacoes covariantes isométricas

existam. A proxima proposicao garante que de fato elas existem.

Observacgao 2.3.2. Dada uma sequéncia (x,)nen, quando escrevermos um elemento da

forma xi, =0 com k € Z e k <0 assumiremos sempre que xj = 0.

Proposicao 2.3.3. Todo par (A,«) admite wma representacio covariante isométrica

(ﬁ-v U—i—)

Demonstragao. Seja L*(N,H) visto como o espaco de Hilbert das sequéncias (A, )nen em
H que satisfazem que ) ||hn]|” < 00. Seja 7 uma representacio de A em um espaco
de Hilbert H. Considere a representagao 7 de A em L?(N,H) dada por

onde a € A e h = (hy)nen-

Considere agora a isometria U, em L*(N,H) dada por

U+h = (hn—l)neN-

Observe que

Usi(a(@)h = Ur(r(a""(a))hn) = (m(a"(a)hn1)
= 7(a)(hn-1) = 7(a)Us (hn-1)-

]

Aplicagoes isométricas como U, acima aparecerao constantemente na teoria de produtos

semi-cruzados e portanto vale a pena isolar esta classe de tais aplicacoes lineares.
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Definigao 2.3.4. Seja H um espago de Hilbert. Um operador linear U, em L*(N,H)

satisfazendo
Uy(hy) = (hn_1) V(hy) € L*(N,H)

¢ chamado de um operador de translacao.

Colocaremos agora sobre L'(N, A) uma estrutura de dlgebra. Sejam f,g € L*(N, A),

seguindo a Observacao 1.4.9, podemos definir o produto como

frgly= Y f(n)a"(g(m)) VIeN.

n+m=lI

Por razoes técnicas, seguiremos [10] e definiremos seu produto de maneira invertida como

frgl) =Y a™(f(n)g(m) VIieN.

n+m=lI

O produto introduzido d4 ao espaco L'(N, A) uma estrutura de dlgebra de Banach.
Para ver isto, suponha que f,g € C.(N, A). Entao existe N € N para o qual, se n > N,

temos que a, = b, = 0. Observe que

f =gl = Z Z )b,

< XX leallltnll =il sl
=0 n+m=l

Usando que C.(N, A) é denso em L'(N, A), segue o resultado.
Definigao 2.3.5. A dlgebra de Banach acima serd denotada por L}(N, A, a).

Note que L'(N, A, &) pode ser imersa isometricamente na dlgebra L(Z, A, a)#.
No que segue, usaremos a algebra de Banach L'(N, A, ) para construir o Produto
Semi-Cruzado. Como foi feito na Observagao 1.4.9 escrevemos os elementos de L'(N, A, o)

Ccomo

f:Zan®5n7

neN

onde
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Definigao 2.3.6. Uma representacdo de L'(N, A, «) em um espaco de Hilbert H é um
homomosfismo continuo ¢ : L*(N, A, ) — B(H) entre dlgebras de Banach.

No novo contexto podemos, também, considerar a forma integrada de uma representacao

isométrica covariante. A proposicao a seguir resume esta ideia.

Proposicao 2.3.7. Dada (7,V') uma representacao isométrica covariante de (A, a) em

um espago de Hilbert H, temos uma representacio © X V induzida, de L*(N, A, ) em H.

Demonstragdo. Seja f = _a,®0, € L'(N, A, ). Defina m x V' como

neN
Tx V(f) = ZV"W(an).
n=0

A linearidade de m x V' é imediata da definigdo. A continuidade também ¢é verificada,

pois se h € H com ||h]| <1,

lm x V(HAl =

> Vra(an)h

<Y |IVra(an)hll
n=0

n

< D Mlaall = 11111,

0

oo
n=
Como se a,b € A temos

(mx V(@) (mxV(b®,)) = V'r(a)V"nr(b)
= V"r(a™(a))m(b)
= V™"x(a™(a)b)
= 7 x V(a™(a)b® 0pim)
= 7xV((a®6,)(b®n))

am
am

segue que m X V' é um homomorfismo. O

Lema 2.3.8. Suponha que m seja uma representacao injetiva de A em um espaco de

Hilbert H. Entao a representacao m x U, € representacao covariante isométrica injetiva

de (A, ).

Demonstragdo. Suponha que f € L'Y(N, A,a) e f # 0. Para h = (h,)nen € *(N, H) temos

que

TXUL(f)(h) = D Uti(an)h

neN

= Z (m(@™ ™ (@n) hn—n) ) men.

neN
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Suponha que j € N seja o menor nimero natural tal que a; # 0. Como 7 ¢ injetiva existe
k € H tal que w(a;)k # 0. Tome h € [*(N,H) tal que h; = k. Segue

T x UL(f)(h) = D (w(@” ™ (an)hum-n))men

n>j

= (0,...,0,7(a;)k,...) #0.

Vamos dotar a dlgebra L'(N, A, a) com a seguinte norma
| f]| = sup{||m x V(f)|| : (7, V) é representagao covariante isométrica de (A4, «)}.(2.1)

Com as proposicoes acima e no espirito do Capitulo 1 vemos que a expressao 2.1 nos da

de fato uma norma.

Definicao 2.3.9. Chamaremos de produto semi-cruzado o completamento da dlgebra

LN, A, ) munida da norma 2.1. Denotaremos esta dlgebra por A X, N.

O produto semi-cruzado em geral é apenas uma algebra de Banach sem involucao, a

préxima proposicao mostra, porém, que podemos enxergar A como uma C*-subalgebra de

A x, N.
Proposicao 2.3.10. FExiste uma imersao isométrica de A em A x,N dada por a — a® dg.

Demonstracao. Considere a aplicagao

ji A= Ax,N

ar— a® dy

A tnica condicao que ndo é imediata é que j preserve a norma. Mas dada uma representacao

covariante isométrica (m, V') de (A, «), temos

I x VGl = [lmx V(e )l
= |l=(a)ll

< lall-
Agora, se m acima for injetiva, teremos que

[lm x V(G(a))l| = [lall.

Portanto segue que |la @ d|| = ||all. O
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Demonstraremos agora dois resultados sobre isometrias em espacos de Hilbert que sao
essencialmente o resultado classico conhecido com Teorema de Decomposicao de Wold.

Eles auxiliarao na busca de uma caracterizagao da norma 2.1.

Definicao 2.3.11. Uma isometria V. em um espaco de Hilbert H é chamada de uma

isometria pura se (), V"H =10

Proposicao 2.3.12. Dada uma representagao covariante (w, V') do par (A,«) em um
espaco de Hilbert H, temos uma decomposicao H = Hi & Hso onde Hi e Ha sao invariantes
por'V e onde, se Hy # 0 temos que Vi = V|y, € unitdrio e se Ha # () temos que Vo = V|,
¢ uma isometria pura. Mais ainda, Hi e Ha sao invariantes por w(A) e, se m; = |y, para
i = 1,2, podemos escrever m = m @ mo. Além disso, as relagoes Vimi(a(a)) = m;(a)V; para

todo a € A sao satisfeitas para i =1,2.

Demonstragdo. Defina Hy = (), ey V" H € Hao = Hi.
Claramente, VH; C H;. Note que se h € Hy, entao V*h € H;. De fato, para todo
n € N existe h,, € H satisfazendo que h = V"h,,. Temos desta forma que, se n € N

k=V*h=V*V"h, =V" h,.

Agora, é simples ver que V; é unitério, pois se h € H;, podemos escrever h = V' hy, como

acima e veremos que
VWih=VV*Vh =Vhy = h.

Para mostrarmos que H, ¢ invariante por V', tomemos h € H; e k € Hy e observemos

que
(Vk,h) = (k,V*h) =0,

pois V*h € H;. Da definicao de H, é facil ver que V5 é isometria pura.
Considere agora a € A. Segue que se h € H; temos h = V"h,, para todon € N e

portanto
m(a)h = m(a)V"h, = V"r(a"(a))hy,.
Se agora k € Ho, temos
(m(a)k, h) = (k,m(a*)h) = 0.

O que mostra que H; e Ho s@o invariantes por m(A).

As outras afirmacoes sao imediatas. n
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Proposicao 2.3.13. Dada uma representacao covariante isométrica (w,V') em um espaco
de Hilbert H com V uma isometria pura. Entao existe um subespaco fechado IC de H e

uma aplicagao unitaria W : L*(N, K) — H satisfazendo que

VW = WU,

Wi(a) = m(a)W

onde Uy € o operador de translagio em L*(N,K) e & € a representacao induzida por

como na Proposicao 2.3.35.

Demonstragio. Comegamos definindo K = (VH)*. Mostraremos que H = @, K,,, onde
K, =V"K. Assumiremos este resultado momentaneamente. Definimos W de forma que
W (kp)nen = > oy V"k,. Claramente, W é uma isometria sobrejetiva e, portanto, W é
unitario.

Note que

WU, (ko k1, ks, ...) = W0, ko, ki, ko, ...)
== Vk’() + VQkﬁl —|— VSI{?Q —|—

o0

V(> Vky)

n=1

VW (ko, ky, ko, ...)

e também que

W#(a)(ko, k1, k2, ...) = W(m(a)ko, m(a(a))ky, m(a?(a))ky,...)

= Zw(a)‘/”kn
= W(Q)W(k’o, k’l, k’g, )

Exibiremos agora a decomposicao de H, como afirmado no inicio da prova. Fazemos

primeiramente a observacao que V"I L V™K se n > m. Com efeito, se k,h € K
<V"k:,th> = <(Vm)*V”k, h> = <V”_ml€, h> =0.

Pela prépria definicao de K e Ky temos que H = VH @ Ko, e portanto, H = V?*H &
K1 & Ky. Por inducao, obtemos ainda que H =V"H & K,_1 & ... & Ky. Fixe, assim, um
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elemento h € H e seja (k;);jen a sequéncia em K que satisfaz que dado um n € N, podemos
escrever h = h, 1 + V%, + V" 1k, + ... + ko com h,1 € V*"'H. Como

2

< [|h|*

S VK| =
j=1

Zn: Vik;
j=1

para qualquer n € N podemos, desta forma, definir o elemento h = 23011 Vik;. Basta

assim mostrar que h = h. Isto decorre facilmente, uma vez que

h=h=hyy— Y VikeV"H VneN
j=n+1

o que por hipétese implica que h — h = 0. O

Corolario 2.3.14. Seja (w, V') uma representagao covariante isométrica de (A, o) com V

uma isometria pura. Entao m x V' € equivalente a ™ x Uy, definida como na Proposi¢ao

2.3.13 no sentido que ||m x V(f)|| = ||7 x UL(f)|| Vf € A x, N.

Lema 2.3.15. Dada uma C*-dlgebra A e um x-endomorfismo injetivo o em A, existe
uma C*-dlgebra B contendo A como uma C*-subdlgebra e 5 um *-automorfismo em B

estendendo o.

Demonstragao. Considere a sequéncia direta de C*-algebras (A,,7,), onde A, = A e
Yo = a. Seja B o limite direto desta sequéncia (veja [6]). Como 7y = « é injetivo a
aplicagao natural v de A,, = A em B é uma *-imersao isométrica. Denotaremos a imagem
v"(A,) como A, e a aplica¢ao induzida por « denotaremos por 3,. Escreveremos ainda

como j, a inclusao de A, em A, ;. Temos o seguinte diagrama comutativo

Jn Jn

ﬂn—‘—l
Apyr — A

Como f,41 estende 5,, podemos definir uma aplicagao § em (J Ay,

estendendo cada f3,,, em particular Sy. Agora, segue que B(A,) = 5,(A,) =
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A,_1, o que mostra que 3 é sobrejetivo. Mais ainda, 8 é isometria, pois
cada f3,, é injetivo e portanto isometria. Usando que |J,~; 4, é denso em

B obtemos o x-automorfismo desejado, estendendo 5 a B. []

Teorema 2.3.16. Nas condicoes acima A X, N € isometricamente isomorfa a uma

subdlgebra de B g Z.

Demonstragdo. Como A C B e 3 estende o, L}(N, A, ) pode ser imersa em L*(Z, B, a)#,

e temos também a imersdo de L*(Z, B, a)# em Ax 7, obtemos a cadeia de homomorfismos
LYN, A, a) — LYZ,B,a)* — Ax,Z.

Chamemos o homomorfismo resultante de ¢. Pelo Teorema 2.2.6 e pelo fato de L'(N, A, o)
ser densa em A x N é suficiente mostrar que ¢ é uma isometria.

J& que toda representagao covariante oposta de (B,Z, ) se restringe a uma repre-
sentagao covariante isométrica de (A, «) segue que ||f|| > [|¢(f)|| para f € L'(N, 4, a).
Devemos provar a desigualdade inversa.

Considere uma representagao covariante isométrica (m,V’). Pela Proposigao 2.3.12,
podemos isolar os casos em que V' é unitario ou isometria pura. Suponha que V seja
unitario. Pela demonstracdao do lema anterior, podemos ver que a algebra B gerada
pelos conjuntos da forma 37 "(A), com n € N é densa em B. Estenda m a B fazendo
7(a) = Vr(B(a)) (V)" se f"(a) € A. Observe que se 8"(a), " (a) € A e n > m temos

Vi (p"(a) (V)" = V(T (A" (a

o que garante que 7 estd bem definida. Dado, a € B, tal que 8"(a) € A, temos que

7(Bla)) = V'ia(B T (B(a)) (V)"
= V'V (8"(a))(V)"V
= V'7(a)V

Ja que ||7(a)|| = ||7(8™(a))|| < ||8™(a)]] = ||a||, podemos estender 7 a B. E simples ver
que (7,V) é representacdo covariante oposta de (B, Z, ().

Suponha agora que V seja uma isometria pura. Pela Proposicao 2.3.14 podemos
substituir (7, V') pela representagao covariante (7, Uy ) no espago de Hilbert L?(N, K). Por
[6] 5.5.1 existe um espago de Hilbert H contendo K como subespago e uma representagao

p de B em H estendendo m. Defina a representacao covariante (p,U) de (B,Z,3) em
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L*(Z,H) satisfazendo que

p(a)(hn)nez = (p(B" (@) hn)nez

U(hn)neZ - (hn—l)nEZ-

Ja sabemos que (p, U) é representagao covariante oposta de (B, Z, ). E imediato checar
que 7 e U, sao as restrigoes de p e U, respectivamente, a L?(N, K) visto como subespaco
de L*(Z,H).

Desta forma, obtemos também que || f|| < ||¢(f)|| para f € A x N. O

Este ultimo resultado é importante por si s6, mas para nds sera importante principal-
mente porque fornece uma imersao isométrica do produto semi-cruzado A x, N, com «
injetivo, em um produto cruzado B X g Z, que como sabemos pelo Teorema 1.4.10 possui
uma estrutura razoavelmente simples. Claro que temos a restricao de que este resultado
s6 vale quando o *-endomorfismo a em questao é injetivo. Queremos corrigir aqui esta

deficiéncia. Para isto precisamos de um objeto novo.

Definigao 2.3.17. Dado um *-endomorfismo o de uma C*-dlgebra A definimos a-radical

de A como

R, = [_jo ker(a™).

Podemos fazer alguma observacoes sobre o a-radical. Primeiro, podemos notar que
(ker(a™))nen forma uma sequéncia crescente de ideais auto-adjuntos, isto é, se a € R,
entao a* € R,. Logo, R, é ideal auto-adjunto de A. Segundo, existe um *-endomorfismo

injetivo o em A/R,, definido como o'(a + R,) = a(a) + R,. E por fim temos o lema:

Lema 2.3.18. Seja (7, V') uma representagdo covariante isométrica de (A, «) entdo eziste
uma representacdo covariante isométrica induzida (7',U) de (A/R,, ) satisfazendo que
para todo f € L'(N, A, )

lm x UHI = lI=" x U(f + Ra)ll,

onde (f 4+ Ry) € o elemento de L*(N, A/R,, ') satisfazendo que (f + R,)(n) = f(n)+ R,.

Demonstra¢ao. Afirmamos que R, C ker(m). De fato, se a € ker(a™) para algum n € N

temos que
m(a) = V'r(a(a))(V*)" = 0.
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Como ker(m) é fechado, a afirmagao esta provada.

Defina 7'(a + R,) = m(a). O resto da demonstragao ¢ imediato. O
Podemos agora obter uma nova caracterizagao da norma do produto semi-cruzado.

Proposicao  2.3.19. Para todo f € A %X, N wale que ||f]| =
sup{||m x V(f)||; V € isometria pura}.

Demonstragao. Comegamos supondo que o resultado vale para todo f € L*(N, A, a).
Para f € A x, N defina

[|f]], = sup{||m x V(f)|| : V é isometria pura}.

Temos imediatamente que || f||, < ||f]|- Mostraremos a desigualdade oposta.
Sejam (m, V') representacao covariante isométrica de (A, «) com V isometria pura
e (fn)nen sequéncia em L'(N, A a) convergindo para f e € > 0. Tomando n grande o

suficiente temos que ||f,, — f|| < § e assim,

[ < VI = llm x VOIIT < [lm x VI(fa = f]
< lfa =1l
< £
=2

Portanto,
€
[l x V{fa)ll < llm > V() + 5.

Tomando supremo sobre as representacoes covariantes isométricas com V' isometria pura,

obtemos

9
A< Nfall + 5 < NIfIL +e.

Agora usando Proposicao 2.3.12 e o resultado acima, é suficiente mostrar que fixado
e>0e fe LYN,A, a), e dada uma representacao covariante isométrica (m, V) com V
unitario, existe uma representagao covariante isométrica (w,U,) com U, isometria pura

satisfazendo que
[l x V(NI < [lw x U (I + €.

Consideremos, para este fim, o par (A/R,,, @’) como no Lema 2.3.18. Pela demonstracao
do Teorema 2.3.16, A/R, X, N pode ser imersa isometricamente no produto cruzado

B x g Z via uma aplicacao ¢. Se p é representacao injetiva de B em um espago de Hilbert
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H, entao

A= 1lp > UCHII

pelo Corolario 2.2.7.

Temos, novamente fazendo uso do Lema 2.3.18 que

lmx VNI = lx" x V(f + Ra)ll
< JIf + Rall
= a3 Uf + Ra))ll-

Tome a sequéncia crescente de subespacos de L*(Z,H), (H),, onde
Hn = {(hk)kGZ : hk =0 se k< —TL}.

Como |, oy Hn é denso em L*(Z,H) e cada H, é invariante por p X (¢(A/Ry X N))

podemos encontrar n grande o suficiente para que

neN

1p > UQ(f + Ra)) |l > [If + Rall — .

Basta definir para a € A, w(a) = p(a + Ry)|n, ¢ Uy = Uly,, . O

2.4 Um Teorema Sobre Isomorfismos de Produtos

Semi Cruzados

Nas secoes anteriores mencionamos varias vezes como a teoria de sistemas dinamicos
topolégicos motivam a definicao e o estudo da élgebra do produto semi-cruzado, contudo nao
apresentamos nenhum resultado rigoroso que justificasse o que foi dito. Na verdade existem
diversos resultados que relacionam os dois campos. Nas se¢oes que seguem mostraremos
um resultado importante que diz que o produto semi-cruzado é um invariante completo
de um sistema dinamico em um sentido que faremos preciso mais adiante. Mostraremos
nesta secao a parte facil do teorema: se dois sistemas dinamicos sao conjugados entao
os respectivos produtos semi-cruzados sao isomorfos. Depois comegaremos a construir o
aparato, seguindo [2], para demonstrar a reciproca deste teorema.

Consideramos agora uma C*-algebra comutativa A = Cy(X), onde X é um espago
localmente compacto, e ¢ : X — X uma aplicagdo continua e prépria. Se a(f) = f o

para f € Cy(X) substituiremos, por simplicidade, o por ¢. Utilizaremos, portanto, a
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seguinte notacao
Co(X) xu N = Cy(X) xq N.
Da mesma forma, escrevemos
LY(Z,Co(X), p) = LN(Z, Co(X), ).

Nesta segdo mostraremos que se os sistemas dinamicos (X, ¢) e (Y, ) sdo conjugados,
entdo Cy(X) %, N e Cy(Y) x4 N sdo isomorfos.

Definicao 2.4.1. Sejam (X, ¢) e (Y, ) dois sistemas dinamicos. Dizemos que (X, p) e

(Y, 1) sdao conjugados se existe um homeomorfismo v de X em 'Y fazendo o diagrama

¥

comutativo. Chamamos a aplicagcdo vy de uma conjugagao entre (X, o) e (Y, ).

Teorema 2.4.2. Sejam (X, ) e (Y,v) dois sistemas dinamicos e v uma conjugagio de
(X, ) em (Y,4). Entao existe um isomorfismo isométrico I : Cy(Y) x4 N — Cp(X) x,N.

Demonstragdo. Defina a aplicagao I' em LY(N,Cy(Y'),%) como

F(Z fn ®0n) = Z(fn 07) ® dn
n=0 n=0

e a aplicagao auxiliar 4 de Cy(Y) em Cy(X) dada por 4(f) = f o. Como v é prépria e
continua, a aplicacao I' estd bem definida. Claramente, I' é linear.
Note que se (7, V) é representagiao covariante isométrica de L'(N, Cy(X),1)) entao

(m 04, V) é representaciao covariante isométrica de L'(N, Co(Y), ¢). De fato,

Va(i(fov)) = Va(foyon)
= Vr(foyoy)
= 7(foy)V
= 7(3(NH))V.
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Mais ainda,

X VI fo®64)) ‘ = |7 x V(D _(faor) ©d,)
= ||V m(fuo)
= |2V (T oA (fa)

E simples ver que toda representacdo covariante isométrica de LY (N, Cy(Y), ) é da forma
(mo4,V), o que garante que I' é isometria.

Além disso, I' é homomorfismo, pois

F([f®on]lg®@dm]) = T((foy™)g ® dnim)
= (foy™oy)(g07) ® bntm
= (foyoe™)(go) ® dnim
= [(fo7) ®6ba]l(g o) ® dn]
= I(f®3,)(g® ).

Por fim, note que I'(L*(N, Co(Y), ¢)) = L' (N, Cy(X),v). Estendendo I" a Cp(Y) x4 N,
usando que sua imagem ¢é densa em Cy(X) X, N e que I' é uma isometria, o resultado do

teorema se verifica. O

O resultado acima, na verdade fornece mais que prometemos, ja que a conjugacao dos
sistemas dinamicos garante na verdade um isomorfismo isométrico entre os respectivos

produtos semi-cruzados.

2.5 Algebras de conjugacao topolégica

Nesta secao introduziremos uma classe de algebras de operadores chamadas algebras

de conjugacao topoldgica.

Definicao 2.5.1. Sejam X um espagco compacto de Hausdorff e ¢ : X — X uma
aplica¢ao continua. Definimos a dlgebra P(X, ) como a dlgebra dos polinémios
Zfzv:o f2U™, onde f, € C(X), com a multiplicagao definida por

Uf=(foplU (2.2)

para todo f € C(X).

Seja A uma algebra de Banach satisfazendo que:
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1. P(X, ) é uma subélgebra densa de A.

2. C(X) C P(X,p) C A ésubdlgebra fechada, e existe um homomorfismo Ej, de A em
C(X) tal que, Eo(f) = f para todo f € C(X) e ker(FEy) = AU.

3. U nao é divisor de 0.

Lema 2.5.2. Todo homomorfismo w de uma dlgebra de Banach A em uma C*-dlgebra

comutativa € continuo.

Demonstragao. Tome a € A e seja r(a) seu raio espectral. Assim,

lw(a)]| = r(w(a)) < r(a) <|laf].

]

O Lema acima mostra que Ej é homomorfismo continuo, e em particular, AU é fechado.

Considere, portanto, a aplicacao

S:A — AU

a —— al.

Claramente, S é sobrejetiva e continua. Pela condi¢ao 3 acima, temos que S é também
injetiva. Usando o Teorema da Aplicacao Inversa, obtemos uma aplicacao inversa T’

continua. Definimos as aplicacoes lineares continuas em A como

Com a definicao acima, vemos imediatamente que se a = ij:o U™ € P(X,p), entao

E() fj7 S€ ]SN
! 0, se j>N

Possuimos, assim, as nocoes necessarias para introduzir a classe de algebras de opera-

dores que estudaremos neste capitulo.

Definicao 2.5.3. Sejam X € um espago compacto de Hausdorff, ¢ € aplicagao continua
de X em X e A € uma dlgebra de Banach satisfazendo as condigoes 1, 2 e 3. Dizemos

que A € uma dlgebra de conjugacao topoldgica de (X, ) se

) <1,

lim sup(|[ &, || [[U"]
neN
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Definicao 2.5.4. Chamamos de dlgebra de séries de poténcias, a dlgebra composta

pelos elementos Y, f,U™, onde f € C(X), com o produto definido por 2.2. Denotaremos
esta dlgebra por P>(X, ).

Pelo que foi visto acima, se A é algebra de conjugacao topolégica para o par (X, @),

temos o homomorfismo

F:A — P2X, )

a +—> i E,(a)U".
n=0

A definicao acima é deficiente pois nao compreende os casos em que o espaco X,
em questao, ¢ localmente compacto, mas nao é compacto. Neste caso, consideramos a
compactificagao de um ponto de X, que denotaremos por X=XU {w}. Identificaremos
C(X) com a unitalizacio de Cy(X) estendendo cada f € Cy(X) a uma funcio continua f
em C(X), fazendo f(w) = 0 e f(z) = f(x) para = € X. Com esta identificacio, temos
ainda, que toda aplicacao continua ¢ de X em X se estende a uma aplicacao ¢ de X em

X, fazendo ¢(w) = w e p(x) = p(z) para z € X.

Definicao 2.5.5. Sejam X um espaco localmente compacto de Hausdorff nao compacto
e o : X — X uma aplicagao continua e propria. Seja A uma algebra de conjugagao
topologica de (X, $). Entao a dlgebra de Banach A dada pelo completamento dos polindmios
em P(X,$) com coeficientes em Co(X) serd chamada de uma dlgebra de conjugacgdo

topolégica de (X, p). Chamaremos A de unitalizacdo candnica de A.

Sejam E, as aplicagoes da algebra de conjugacao topoldgica A como definido acima.
Com a defini¢io acima, temos que E,(a) € Cy(X) se a € A. Podemos entdo definir os

mapas continuos E, = E,|a.

Exemplo 8. Embora esperemos que o exemplo a ser apresentado seja o produto semi-
cruzado, devemos ressaltar que U f = (f o @)U € a relagio oposta que usamos para definir
o produto semi-cruzado. Contudo, seja X um espaco localmente compacto de Hausdorff e
¢ : X — X uma aplicagdo continua e propria, mostraremos que (Co(X) X, N),, € uma
dlgebra de conjugagao topoldgica de (X, ).

Tome T uma representagao injetiva de Co(X) em um espago de Hilbert H e h € H tal
que ||h|| < 1. Seja F' =300 fo ® 6, € LY(N,Co(X), ). Temos que

(7 % Up)(F)(h,0,0,...) = (x(fo)h, m(f1)h, 7(fo)r, ...).
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Logo,

IF| = (| x Uy )(F)(h, 0,0, ...)]]
||(7T(f0)h,7T(f1)h,7T(f2)h,)||

= O _llm(fa)nll*)?
n=0
= ||w(fa)hl]
para todo n € N. Tomando o supremo sobre todos os h € H com ||h|| = 1, obtemos que

|F|| > ||fal| para todo n € N.
Suponha agora que X seja um espac¢o compacto de Hausdorff. Identificamos P(X, )
com C.(N,C(X), p)op fazendo

N 0
D SUM =Y fa @6
n=0 n=0

Claramente, as condi¢oes 1, 2 e 3 sao satisfeitas por (C(X) x, N),p, ainda mais, temos
pelo que foi mostrado acima que ||Ey,|| < 1. Que ||[U"]| < 1 também € imediato, pois toda
representacao covariante isométrica leva U™ em um operador V'™, onde V' € uma isometria.

Como (Co(X) x, N),, pode ser vista como uma subdlgebra de (C(X) x5 N),, gerada
pelas fungées de suporte compacto de N tomando valores em Co(X) C C(X), seque que

(Co(X) x4, N)yp € uma dlgebra de conjugagao topologica para (X, ¢).

Desenvolveremos, agora, algumas ferramentas para obtermos a prova do resultado
principal deste capitulo. Daqui para frente, fixamos um sistema dinamico (X, ¢).
Precisamos do chamado Teorema de Fatoragao de Cohen. A demonstracao pode ser

encontrada em [7] 5.2.2.

Teorema 2.5.6. Seja A uma dlgebra de Banach com uma unidade aproximada a direita
com norma limitada por uma constante M. Seja m uma anti-representacao de A em um
espago de Banach D. Entdo para cada d € span(m(A)D) e cada € > 0, existem elementos
a € A ed € D satisfazendo que:

1. d =m(a)d;
2. lall < M;
3. |ld=d|| <e;

4. d € m(a)d.

Logo, m(A)D = w(A)D.
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Proposicao 2.5.7. Sejam A uma dlgebra de conjugagao topoldgica para (X, ¢), B uma
dlgebra e p : A — B um homomorfismo. Se Co(X)U C ker(p), temos que p(a) = p(Ey(a))
para todo a € A.

Demonstracao. Se a € A, entao
a = Ey(a) + Ey(a)U + bU>.

para algum b € A.

Seja (e;)ier a unidade aproximada de Cy(X) formada por todas as fungoes positivas
com norma menor ou igual a 1, com suporte compacto com a ordenacao ponto-a-ponto,
isto é, e; > e; se, e somente se, e;(z) > e;(z) para todo x € X. Note que (e; © ¢)er

também é identidade aproximada, portanto se a = Zfzo fnU™ € A, entao
N
all’e; = (Z U 2)e;
n=0

N
= D Jfuleiop)U??
n=0

e claro, teremos que lim; aU?¢; = aUU?. Obtemos que
span(AU?Cy(X)) = AU

Isto implica que a multiplicacao a direita em AU? por elementos de Cy(X) é uma anti-

representacao, e podemos aplicar o Teorema 2.5.6. Chegamos ao resultado que

span(AU*Cy(X)) = span(AU*Cy(X)) = AU?.

Assim, existem a,, € A e g, € Cy(X) tais que bU? = ZQIZO a,U?g,. Desta forma,

p(bU%) = p(anl)p(Ugn) = > planll)p((gn 0 9)U) = 0.

O

Dada uma algebra de conjugacao topoldégica A de (X, ), denotaremos o espago
de homomorfismos em C por Q(A), e muniremos este espa¢o com a topologia fraca-x.

Particionaremos (A) em conjuntos Q(A),, para z € X, onde

QA)z = {p € UA) : p(f) = f(x) V[ € Co(X)}.

Proposicao 2.5.8. Seja A uma dlgebra de conjugacao topoldgica de (X, p). Sex € X
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ndo € ponto fizo de @, entio Q(A), é um conjunto unitdrio.

Demonstragao. Para qualquer f, g € Cy(X), temos que

fUg=(gop)fU

Logo, se 8 € Q(A),

0(fU)g(x) =0(fUg) =0((g0¢)fU) = g(e(x))0(fU).

E, portanto, Cy(X) C ker(f). Pela Proposigao 2.5.7, 6(a) = 6(Fy(a)), para todo a € A.
Pela hipétese do teorema, 6(a) = Ey(a)(x) para todo a € A. O

Definicao 2.5.9. Nas condi¢oes do teorema acima, denotaremos o unico homomorfismo
em Q(A), por b,,.

Na sequéncia denotaremos por D, o disco fechado complexo de raio r centrado na

origem.

Proposigao 2.5.10. Seja A uma dlgebra topologica de (X, @), com X compacto e x um
ponto fizo de p. Entdo o espectro de U satisfaz a igualdade o(U) = D,., onde r € o raio

1 o :
espectral de U, ou seja, r = lim,, . ||U"||". Mais ainda, existe um homeomorfismo de

Q(A), em o(U).

Demonstragao. Seja T' a aplicag@o linear inversa da aplicacao S(a) = aU de A em AU,
como acima. Se 1 é a funcao satisfazendo 1(x) = 1 para todo x € X, temos que T"U™ = 1,
donde [|[U™|[||T||" = ||1]|, ou seja, [|[U™|| = ||T||"" ||1]|- Obtemos, portanto, que existe

r= lim [[U"][* > [|T]|" > 0.
n—oo

Dado a € A considere a série de poténcias >~ E,(a)(x)z". Pela Defini¢ao 2.5.3, o
raio de convergéncia desta série de poténcias é maior que r. Para cada z € C com |z| < r

defina para cada a € A

On2(a) =Y En(a)(x)z".

Afirmamos que 6, , ¢ um homomorfismo de A em C. Para mostrarmos isto, comegamos
definindo a aplicagdo 7, , de F(A) C P>*(X,¢) em C dada por

nw,z<z fnUn> = Z fn<x>zn7

n=0
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onde F ¢é como na Definigao 2.5.4. Segue que 7, . ¢ um homomorfismo. Com efeito,

o0

e (D FUMID 90D = 10O 1D filgmo IUT

n=0 [+m=n
00

= D 1D fil@)gmle(2))]2"

n=0 l4+m=n
)

= > (D f@)gm(x))z"

n=0 [4+m=n

= O @2 gnlw)2")
= (D FaU"2 (D 9uU™).

Agora, observe que
ez,z = MNz,z 0 F.

Como 6, ,(U) = z, para |z| <, temos o(U) = D.

Defina a aplicacao de Q(A), em o(U) dado por 6 — 6(U). Pela defini¢ao da topologia
de Q(A),, segue que esta aplicagao é continua. Pelo que foi visto acima, a imagem desta
aplicagao é densa em o(U). Além disso, esta aplicacao é injetiva. De fato, suponha que
0,meQA),edU)=n), entao

00 ") = > ful2)0(U)"
= Y falem@©)"
= W(anUn)

Usando a densidade de P(X, ¢) em A, obtemos que 6 = .
Finalmente, ja que (A) e o(U) sdo compactos, concluimos que a aplicagao é um

homeomorfismo. [

No que segue denotaremos a aplicagao de o(U) em Q2(A) (a aplicagdo inversa da

construida acima) como O,.

Definicao 2.5.11. Seja D C C um conjunto aberto e conexo. Dizemos que uma aplica¢do
©: D — Q(A) € pontualmente analitico, se para qualquer a € A, a func¢io z € D +—
O(z)(a) € C ¢é analitica.
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Proposicao 2.5.12. Sejam X um espacgo localmente compacto de Hausdorff, ¢ uma
aplicacao em X continua e propria e x um ponto fixro de ¢. Se A € uma dlgebra topoldgica
de (X, ), entao existe um homeomorfismo O, : o(U) — Q(A), que € pontualmente
analitico em o(U)° e satisfaz que O,(2)(fU) = f(z)z para todo f € Co(X).

Demonstracao. A Proposicao 2.5.10 prova o caso compacto. No caso nao-compacto usare-

mos a unitalizacio A de A e a aplicacdo O, : o(U) — Q(A)x A demonstracao termina

se mostrarmos que cada homomorfismo de ©(A), é uma extensdao de um homomorfismo
de Q(A),.
Tome 0 € Q(A), e seja (e;);er a unidade aproximada formada pelas fungoes de suporte

compacto com norma menor ou igual a 1. Defina
A = lim6(e;U).

Este limite de fato existe pois e;(y) = 1 em uma vizinhanca de x em X para i > iy para
algum 4y € I. Logo, se i,j > i tome g € Cy(X) satisfazendo que g(e; —e;) =e; —ej e

g(x) = 0. A existéncia de g estd garantida pelo Lema de Urysohn. Sob estas condigoes,

Note que A satisfaz que

A" = i [B((eU)")
n—1

~ lim O[] ei0e™U™)

m=0

< MU,
onde M ¢ a norma da imersao de C' (X ) em A. Dai obtemos que
. il oyt
A< lim (M||U7))* = T [[U7]7

e portanto, A € o(U).
Para f € Cy(X) temos que

O(fU") = Uim(fU"""e;U) = 0(fU"")A
para n € N. Por indugao, 6(fU"™) = f(z)\" para todo n € N. Conclui-se que § =0, , =

0.(\).

Que O, é pontualmente analitica segue do que foi demonstrado. n

Utilizaremos a notacao Q(A)S = ©,(c(U)°).
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Definigao 2.5.13. Chamamos um subconjunto de Q(A) de um disco analitico se for a

imagem de uma aplica¢do pontualmente analitica e injetiva ® : D2 — Q(A).

Proposicao 2.5.14. Todo disco analitico de Q(A) estd contido em Q(A), para algum

x € X ponto fixo de p. Além disso, Q(A)S é um disco analitico maximal, isto é, nao estd

contido propriamente em nenhum disco analitico.

Demonstracao. Seja @ : DI — Q(A) uma aplicagdo pontualmente analitica e injetiva.
Para qualquer f € Cy(X) temos que ®(z)(f) = ®(2)(f). Como uma funcio e sua
conjugada sao analiticas se, e somente se, esta funcao é constante, obtemos que existe
z € X tal que ®(z) € Q(A), para todo z € C. Pela Proposicao 2.5.8 e injetividade de ®
obtemos que x é ponto fixo de .

Aplicando Teorema da Aplicacao Aberta para funcoes analiticas a aplicagao z —
®(2)(U), obtemos que ®(D2) C Q(A)S. Além disso, pela Proposigao 2.5.12, Q(A)S é disco

analitico. O

Observacao 2.5.15. Na realidade, for demonstrado que todo disco analitico maximal é

da forma QU(A)S para algum x € X.

2.6 Representacoes de Algebras de Conjugacao To-
pologicas

Fixaremos um sistema dinamico (X, ¢) e A uma algebra de conjugacao topolégica de

(X, ).

Definigao 2.6.1. Chamaremos um homomorfismo © de A em B(H), onde H é um
espago de Hilbert, de uma representagao de A. Denotaremos por repz, A o conjunto das

representacoes sobrejetivas de A nas matrizes triangulares superiores em C2.

Dada uma representagao m € repg, A associamos dois homomorfismos de A em C, 0, ;

e 0.2 dados por

Ori(a) = (m(a)e;, ), a€A, =12
onde {¢;, €} é a base candnica de C?.
Definicao 2.6.2. Para x1,x5 € X definimos

€Dy, oA =T € repg, A 0r; € QA),,, i =1,2}.

Observacao 2.6.3. Claramente, todo m € repz, A satisfaz que ™ € 1epy, 4, A para algum

par r1,Te € X.
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Lema 2.6.4. Se x1,x2 € X ndo sao pontos fixos de ¢ e m™ € repy, 4, A, entio xo = p(x7).

Demonstragao. Pela Proposigao 2.5.8 temos que 0., = 0,, o e portanto
Qﬂ’z(fU) = 0

para toda fungao f € Cy(X). Desta forma, para cada f € Cy(X) existe zy € C tal que

T(fU) = <8 Zof>

Certamente existe f € Cp(X) tal que zy # 0. Isto é verdade, pois caso contrério, pela
Proposic¢ao 2.5.7, a imagem de 7 satisfaria a igualdade 7m(A) = 7(Ey(A)) e assim seria

comutativa, contrariando a sobrejetividade de 7. Fixe uma funcao f € Cy(X) tal que

zf 7& 0.
Para qualquer g € Cy(X) temos

m(fUg) =7((gop)fU).

(o zf> <9(w1) 2 >: <g<¢<x1>> )(0 )
0 0 0 g(m) 0 g(p(x2)) ) \O 0

Por conseguinte, zyg(z2) = zrg(p(x1)), ou seja, g(z2) = g(p(x1)). Como dados

Logo,

dois pontos distintos z,y € X existe g € Cy(X) tal que g(z) # g(y), concluimos que
g(x2) = gp(x1)). =

Mostraremos que se z € X nao ¢ ponto fixo de ¢, entao o conjunto rep, ,(»)A ¢é nao

vazio.

Exemplo 9. Se f € Cy(X) defina

p(fU) = (8 fif))

e p(fU") = 0 se n > 2. Agora estenda p a P>®(X,p). Mostraremos que p é um
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homomorfismo. Observe que

P UM 9:U") = p(Q [ filgmo UM

_ (fo<x>go<:c> Jo(@)g1(x) + f1(2)g0 (s@(x)))
2))g0(p ()

)
0 fo(p(w)
_ <fo(:v) fi(x) ><o<x> gl<>>
0 fole(@)) \ 0 gole(x)
= p(anUn>p(ZgnUn>

Finalmente definimos a representa¢io m = po F : A — Ty. Como p(x) # x temos que

¢ sobrejetiva.

Para demonstrarmos o Lema 2.6.4 precisamos o usar que x5 nao era ponto fixo de ¢.

Para contornarmos esta limitacao introduziremos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 2.6.5. Suponha que x1, x5 € X satisfacam que o(x1) # x1 e p(x9) = x9. Um

ldpis de representacoes de A é um conjunto Py, o, C 1Py, », A satisfazendo que

{97&2 V(IS mwl,zz} = Q(A);g
Podemos demonstrar o lema:

Lema 2.6.6. Se¢ ‘B, ., € um ldpis de representacoes de A entao xo = p(z1).

Demonstracao. Pela definicao de lapis de representagoes existe m € PB,, ., satisfazendo

que 0,; = 0,,01=1,2. O restante da prova ¢ idéntica a do Lema 2.6.4. ]

Exemplo 10. Suponha que x € X satisfaca que () # = e ¢*(x) = p(x). Tomando a
compactificacao de X, se necessdrio, podemos assumir que X seja compacto. Para z € C

com |z| < r definimos a representagdo T, como

v (a) = (Eom)(x) SrZo Eula)(x)2" )
Z 0 X Bala)(p(x)2"

Note que

e}

(U7 = (0 j)



e que também,

(0 =z f(z) 0
m(U)m(f) = |, z)( 0 f(so(l’)))

donde conclui-se que m, é um homomorfismo. Construimos o ldpis de representacoes

B = {m 2 €0(U)}.

2.7 Um Teorema Sobre Conjugacao de Sistemas
Dinamicos
Temos as ferramentas para demonstrar a reciproca do Teorema 2.4.2.

Teorema 2.7.1. Seja A uma dlgebra de conjugagao topoldgica de (X, ) e B uma dlgebra
de conjugagao topolégica de (Y,v). Se I' é um isomorfismo entre A e B temos que os

sistemas dinamicos (X, @) e (Y,1) sdo conjugados.

Demonstra¢ao. Comecamos definindo as aplicagoes

Ty QA) — Q(B)

0 —s Hol !

[, :repg,A — 1epg,B

7 — mol !

Note que I'y,(0:) = Or, (x)-
A aplicacao I', é um homeomorfismo que preserva discos analiticos, como podemos
verificar. Isto implica que T';, é uma bijegdo entre os conjuntos, {Q2(A), : = € X} e

{Q(B), : y € Y}. Consequentemente, para cada = € X existe y(z) € Y tal que

La(2(A)2) = QB (a) (2.3)

26



Mostraremos que 7 é conjugacao entre (X, ) e (Y,1), ou seja, que

Y(p(x) = Y(v(x)). (2.4)

Observe que se f € Cy(Y)

F((@)) = 0yw)0(f) = T(0z0) (f) = Oz0(T7H(f))

Primeiro, devemos checar que 7 é aplicagao continua. Para este fim, tome uma rede (z;);cr

de X convergindo para um ponto x € X. Assim

lim f(y(z:)) = limba,o(T(f))
- 9:1:,0<F71(f))
= [(v(2)).

O que mostra que v é continua. Aplicando o mesmo raciocinio para y~!, obtemos que 7 é
um homeomorfismo.

Pela Proposicao 2.5.14 e como I}, preserva discos analiticos, v mapeia pontos fixos de
v, bijetivamente, nos pontos fixos de ). Para tais pontos, a equagao 2.4 é imediatamente
verificada.

Suponha, portanto, que p(z) # x € X. Afirmamos, neste caso que

L (rePs pa)A) C 1€Ds(0) (o)) B- (2.5)

Tome 7 € repg o). Entdo O, (r1 = Ln(0r1) = Tn(bz0). Por 2.3, T'h(0:0) € QUB)yw)
e dai obtemos que Or, (x)1 € Q(B)y(y). Por um argumento andlogo, concluimos que
Or, (x),2 € QUDB)y(p(z))- Assim mostramos ser verdadeira a afirmacao.

Se ©*(x) # p(z), tome uma representagao T em rep, 4 ;). Usando o que foi mostrado
acima obtemos que T () € 1epye) (e, com $(1(2)) £ 1(z) e (r(()) # 1(0(z).
Pelo Lema 2.6.4, segue que v(p(z)) = ¥ (y(x)).

Por fim, suponha que ¢*(z) = ¢(z) e seja Py, ser um ldpis de representacoes de A.

Por 2.5, podemos escrever

L (Bapo(@) C €Dy () (o)) B-

Ja que I'j, preserva discos analiticos, vale necessariamente que F,,(‘BL@(@) = By (@) ()
Pelo Lema 2.6.6, vale que vy(p(z)) = ¥(v(x)). O

Como um corolario do teorema acima obtemos o resultado que queriamos mostrar.

Corolario 2.7.2. Os sistemas dinamicos (X, ) e (Y,1) sao conjugados se, e somente se,

seus produtos semi-cruzados Co(X) X, N e Co(Y') x4 N sdo isomorfos.
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Demonstragao. Pelo Teorema 2.4.2, se os sistemas dinamicos (X, ¢) e (Y, 1) sdo conjugados,
temos que os produtos semi-cruzados Cy(X) x, N e Cy(Y) x, N sao isomorfos. Suponha
agora que os respectivos produtos semi-cruzados sejam isomorfos. Pela Proposicao 2.2.2
e o Exemplo 8, obtemos algebras de conjugacao topoldgicas dos sistemas dinamicos, as

algebras Cy(X) x, Ny, e Cp(Y) x4 Ny, isomorfas. O coroldrio estd completo usando o

Teorema 2.7.1, acima. O
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