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Resumo

Uma introdugdo as singularidades em Relatividade Geral

Hugo Tremonte de Carvalho

Resumo da dissertacdo de Mestrado submetida ao Programa de Pés-graduagdo em Matematica Aplicada,
Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFR]), como parte dos requisitos
necessarios a obtengdo do titulo de Mestre em Matematica Aplicada.

Resumo: Essa dissertagdo tem como objetivo expor uma introducado ao estudo de singulari-
dades em Relatividade Geral. Para tal fim é apresentada brevemente a teoria da Relatividade
Restrita, dando atengédo a aspectos histéricos. Apdsisso, sdo expostos resultados basicos sobre
a teoria de Causalidade em Relatividade Geral, e por fim prova-se um Teorema de Stephen
Hawking sobre a existéncia de singularidades em espagos-tempo satisfazendo condigoes
fisicamente razoaveis.

Palavras—chave. Relatividade Geral, Relatividade Restrita, Teoremas de Singularidade, Stephen Haw-
king.

Rio de Janeiro
Fevereiro de 2013
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Abstract

An Introduction to Singularities in General Relativity

Hugo Tremonte de Carvalho

Abstract da dissertagdo de Mestrado submetida ao Programa de Pés-graduagdo em Matemdtica Aplicada,
Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFR]), como parte dos requisitos
necessdrios a obtencdo do titulo de Mestre em Matemdtica Aplicada.

Abstract: The present work intents to expose an introduction to the study of singularities in
General Relativity. For this, is briefly presented the Special Relativity theory, with an empha-
sis in historical aspects. After that, basic results in Causality theory in General Relativity are
exposed, and finally a Theorem of Stephen Hawking about the existence of singularities in
physically reasonably space-times is proved.

Keywords. General Relativity, Special Relativity, Singularity Theorems, Stephen Hawking.
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Preficio

Antes de tudo, vale ressaltar que esse trabalho quase deixou de existir em Setembro de 2011, quando cien-
tistas do CERN anunciaram a descoberta de neutrinos que viajam mais rapido que a luz [Art:CERN11].
Por sorte, isso ndo passou de um mal-entendido (veja http://www.nature.com/news/2011/110922/
full/news.2011.554.html) e vocé pode continuar lendo esse texto sem medo das teorias terem perdido
o seu significado fisico!

A Teoria da Relatividade Restrita nasceu em 1905 com Albert Einstein, no artigo “Zur Elektrodynamik
bewegter Korper”[Art:Ein05]. Apesar de tal Teoria ser hoje em dia conhecida como a generalizagdo
da Mecanica Cléssica para velocidades préximas a da luz, ela ndo nasceu de considera¢ées mecanicas,
mas sim de certas inconsisténcias entre o Principio da Relatividade de Galileu e o Eletromagnetismo.
Apesar de seus paradoxos aparentes e aspectos pouco intuitivos, é uma das Teorias fisicas mais testadas
experimentalmente hoje em dia em aceleradores de particulas. Além disso os modernos aparelhos de
GPS usam Relatividade para realizar certas corre¢des nos calculos, tornando a localiza¢do ainda mais
precisa. Seu formalismo matematico é bem simples e elegante, porém ndo é possivel a introdugdo de
campos gravitacionais sem gerar inconsisténcias.

Somente dez anos depois, Einstein conseguiu modificar sua Teoria de modo a considerar efeitos gra-
vitacionais [Art:Ein15]. A nova Teoria, agora chamada de Relatividade Geral, é bem mais complexa
matematicamente, tendo que apelar para a recém-nascida Geometria Riemanniana para sua formulacéo.
Agora corpos com massa influenciam na geometria do espaco-tempo de maneira ndo-trivial, através
das equagoes de Einstein. Uma solucdo para tais equagdes é uma variedade munida de uma métrica
Lorentziana, na qual estdo embutidos conceitos cronolégicos e geométricos sobre o espaco-tempo. Dessa
forma, é natural a busca por solugdes, e essa empreitada se iniciou logo ap6s a publicacdo do artigo de
1915 [Art:Ein15]. Salvo raras excegoes de significado fisico duvidoso (porém nao menos interessante
do ponto de vista matemaético), todas as solugdes modelavam espagos-tempo nos quais havia buracos-
negros [Art:Sch16] [Art:Reil6] [Art:Norl8] [Art:Ker63] [Art:New65].

A pergunta natural é se toda solucgdo das equagdes de Einstein que modelam espagos tempo fisicamente
razodveis apresentam algum tipo de comportamento anémalo como os exemplos acima. A primeira
resposta veio em 1955, com Raychaudhuri [Art:Ray55]. Ele demonstrou que um espago-tempo que
tenha somente uma “nuvem”de particulas que ndo estdo em rotacdo em algum momento colapsard em
um buraco-negro. Porém, esse ndo é um caso fisicamente razodvel. Respostas mais gerais para essa
pergunta foram dadas por Stephen Hawking em 1966 e 1967 [Art:Haw66A] [Art:Haw66B] [Art:Haw67].

O objetivo desse trabalho é demonstrar um desses Teoremas, que afirma que espagos-tempo em expansao
em que a gravidade exerce um efeito atrativo, hipé6teses fisicamente comprovadas, além de satisfazer
certas condi¢des cronolégicas também razodveis, nasceram de uma singularidade, conceito a ser definido
precisamento no Capitulo 5. Isso é interpretado como a existéncia do Big-Bang. Sua demonstragdo foi
baseada em diversas referéncias, entre elas [Liv:Haw?75] [Liv:Onl83] [Liv:Pen05] [Liv:Pen87] [Liv:Wal84]
[Liv:Wal92] [Liv:Woo07] [Liv:Nab88], sendo o tiltimo o mais importante.
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No Capitulo 1 é apresentada uma perspectiva histérica da nogdo de espago, comecando na Grécia An-
tiga. No Capitulo 2 discute-se brevemente a Teoria da Relatividade Restrita. Apesar de tal Capitulo
ndo ser necessdrio do ponto de vista rigoroso para o entendimento do resto do trabalho, nele sdo apre-
sentadas idéias que fazem da Relatividade uma Teoria muito mais natural. O Capitulo 3 tem algumas
redundéancias com o anterior, mas seu objetivo é tornar rigoroso, porém sem perder a intui¢do, varios
conceitos basicos da Relatividade Restrita para sua posterior generalizagdo. No Capitulo 4 introduz-se a
Relatividade Geral e discutem-se aspectos cronolégicos dos espacos-tempo, preparando o terreno para
os Teoremas de Singularidade. Finalmente, no Capitulo 5 é discutido o conceito de singularidade e
prova-se um dos Teoremas de Hawking. Sua prova é razoavelmente simples, porém langa méo de um
Lema, cuja prova é bastante técnica e é apresentada na Secao 5.5.3.

As referéncias bibliograficas sdo citadas de um jeito ndo usual. Vejamos um exemplo. A referéncia
[Liv:Nab88] deve ser interpretada da seguinte forma: “Liv”indica que é citado um livro. As outras pos-
sibilidades sdo “Art”(artigo), “Cls”(obra cldssica) ou “Int”(pdgina da Internet). “Nab”é uma abreviacdo
do nome do autor, Gregory Naber nesse caso. Por fim, “88”indica o ano de publicacdo do trabalho.
Quando o autor publicou dois ou mais trabalhos no mesmo ano, distinguimos como “xxA”e “xxB”. No
caso da publicacio ser anterior a 1900, a data é escrita por extenso para ndo haver ambiguidade.
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Parte I

RELATIVIDADE RESTRITA






Capitulo 1

Introducao Histoérica - Da Antiguidade
até a Teoria da Relatividade Restrita

Desde a Antiguidade o conceito de espago é uma questdo recorrente nas discussdes filoséficas e cientificas.
E natural de se esperar essa recorréncia, ja que estamos falando de nossa “casa”, o lugar em que todas
nossas agdes acontecem. Ao longo do tempo vérias hipéteses sobre tal conceito foram propostas. Por
exemplo, durante muito tempo acreditou-se que a Terra era plana, até que notou-se que quando um
barco veleja até o horizonte ele “some”aos poucos: primeiro o casco e em seguida as velas. Caso a Terra
fosse de fato plana, ndo veriamos o barco desaparecer dessa forma'. J4 na Grécia antiga estimou-se
o raio da Terra com precisdo admirdvel. Ndo é meu objetivo aqui fazer uma descri¢do extensiva das
diversas teorias sobre espago que existiram na histéria. Para isso, veja o excelente texto de Max Jammer?
[Liv:Jam10a]. Esse trabalho tem como foco a teoria da Relatividade Geral, proposta por Einstein® em
1915 [Art:Ein15]. Para que a introducdo das idéias de tal teoria sejam mais naturais é necessario uma
perspectiva histérica. Esse capitulo tem como objetivo expor alguns fatos histéricos importantes e exibir
aevolugdo de certas idéias fisicas que tém influéncia direta no conceito de espaco até chegarmos na Teoria
da Relatividade Restrita. Faremos entdo uma pausa na exposigdo histdria para ver alguns conceitos de
tal teoria, essenciais para a sua posterior generalizagdo. Ndo seguirei exatamente a ordem cronolégica
e ndo apresentarei os conceitos na linguagem que era usada na época, mas sim os traduzirei em termos
matematicos modernos. Também ndo é meu objetivo nesse primeiro capitulo ser extremamente preciso
nas defini¢des rigorosas dos conceitos. Tal rigor tornaria a discussdo obscura e ndo deixaria transparecer
a esséncia filoséfica da evolugdo do conceito de espaco-tempo. Esse capitulo é amplamente baseado nos
excelentes textos [Liv:Pen05] e [Liv:Fey08].

1.1 A primeira idéia de espaco-tempo - Da Antiguidade até Galileu

A primeira idéia que surge ao pensarmos em espago é que vivemos em um espago euclidiano tridimen-
sional e que o tempo flui continuamente de acordo com um parametro. Essa idéia pode ser traduzida
matematicamente da seguinte forma: vivemos em IR? e o tempo estd em R. Dessa forma, o espago-tempo
¢ dado pelo produto cartesiano R X R®. Com esse modelo, espaco e tempo sdo entidades totalmente
distintas e uma néo influencia na outra. Isso tem consequéncias extremamente importantes. Vejamos
algumas delas.

1Como o alcance da nossa viséo é finito, verfamos o barco ficando cada vez menor, até que de tao pequeno néo o verfamos mais.
Ou verfamos o barco sumindo todo de uma s6 vez, e os navegadores teriam o tradgico destino de serem engolidos pelo monstro
que supostamente habitava o Universo depois das fronteiras da Terra. Como em muitas vezes os navegadores iam e voltaram,
essa segunda hip6tese ndo é nada razoavel.

2Max Jammer, Berlin 13/04/1915 - Jerusalem 18/12/2010

3 Albert Einstein, Ulm 14/03/1879 - Princeton 18/04/1955
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1.2. O PRINCIPIO DA RELATIVIDADE DE GALILEU E SUA INFLUENCIA NA ESTRUTURA DO
ESPACO-TEMPO

Primeiramente, facamos a seguinte analogia: o espago R® é a tela de um cinema e 0 movimento dos obje-

tos, as acdes que acontecem, é o filme sendo projetado na tela. E isso que essa estrutura de espago-tempo

quer dizer. O espago é um ente absoluto, sem nenhuma interagdo néo-trivial com o tempo. Repare que

se fixarmos um ponto na tela, a medida que o filme passa faz sentido dizer que tal ponto se manteve

no mesmo lugar. Analogamente, nessa estrutura de espaco-tempo faz sentido dizer que um certo ponto
g

em R? é 0 mesmo ap6s um certo instante de tempo. Em outras palavras, a nogdo de “estar parado”é um
conceito absoluto, ndo depende do observador.

E importante introduzir o conceito de evento pois ele serd usado durante todo o trabalho. Nesse caso,
dizemos que um evento ¢ um ponto de R x R®. A principio isso pode parecer uma definicdo sem graga,
pois estamos somente dando um nome diferente para um objeto bem conhecido, porém o nome “ponto
no espago-tempo”é somente um termo geométrico sem significado fisico. Essa defini¢do idealiza o con-
ceito de algo que acontece em algum ponto do espago com uma duragéo de tempo muito pequena, como
uma explosdo ou uma colisdo entre particulas.

Note que existe também uma nogao de simultaneidade absoluta. Dizemos que dois eventos (ty, x1, X2, x3)
e (ty, y1,Y2,y3) sdo simultineos se t, = t,. Temos também a nogao de intervalo de tempo e distincia entre
eventos simultdneos bem definidos: o primeiro é dado por |, —t,| e 0 segundo por |(x1, X2, x3) — (Y1, Y2, ¥3)|,
onde usamos 0 mesmo simbolo | - | para denotar a distdncia em R e R®. Todos os habitantes desse
espago-tempo concordam em relagdo a essas quantidades.

Vale ressaltar que a primeira teoria axiomatica de espago surge na Grécia Antiga com Aristételes* em
seu livro Physica[Cls:Ari], uma série de tratados onde se discutem os conceitos filoséficos das ciéncias
naturais.

1.2 O Principio da Relatividade de Galileu e sua influéncia na estru-
tura do espacgo-tempo

Em 1632, Galileu® introduz o chamado Principio da Relatividade [Cls:Gal1632], cujo contetido é o seguinte:
“As leis do movimento sio as mesmas em qualquer referencial que se move com velocidade constante.”Galileu
introduz esse principio fazendo uma analogia com o movimento de um barco. Facamos algo semelhante:
imagine que vocé estd em um avido que se move em velocidade uniforme e em linha reta, em relacdo a
Terra, por exemplo. Se vocé ndo olhar pela janela, vocé ndo sentird velocidade alguma. E como se vocé
estivesse parado. Isso quer dizer que ndo existe um observador universal privilegiado, em relagdo ao
qual podem ser medidas todas as velocidades absolutas. Se estamos dentro de um objeto movendo-se
com velocidade constante, ndo podemos realizar nenhum experimento que nos permita dizer qual é a
nossa velocidade.

Com essa observacdo de Galileu, a nogdo anterior de espago-tempo nido é mais adequada, pois nela
existe um observador privilegiado, por exemplo, alguém parado no ponto 0 € R? e em relagdo a ele
podemos medir velocidades absolutas. Todos os observadores concordardo com essas medicdes, jd que
as distancias temporais e espaciais sdo conceitos absolutos. Como consequéncia, existe a nogdo universal
de “estar parado”. Precisamos entdo de um novo conceito de espago, um no qual ndo exista uma nogao
universal de “estar parado”nem um observador universal privilegiado. Se analisarmos certos fatos do
cotidiano mais atenciosamente, veremos que essa nocao realmente nao existe. Para ver isso, fixe um
ponto na superficie da Terra e espere por 1 minuto. Podemos dizer onde esta esse ponto agora? Podemos
pensar em considerar a rotacdo da Terra em torno de seu préprio eixo e calcular onde tal ponto estaria.
Mas isso ndo resolve, pois ndo estamos considerando o movimento de translacdo da Terra. Mesmo se
levarmos tal movimento em conta nos nossos calculos estariamos esquecendo do movimento de rotagao

4 Aristételes, Stageira 384 a.C. - Euboea 322 a.C.
5Galileu Galilei - Pisa 15/02/1564 - Florenca 08/01/1642
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da Via Lactea em torno do seu centro, seu movimento de translagdo em relagdo ao cluster no qual ela se
localiza, e assim por diante. Porém, se considerarmos um certo observador particular, podemos dizer
que um ponto se manteve parado em relagdo aquele observador durante um certo intervalo de tempo. Por
exemplo, agora enquanto estou digitando esse trabalho posso dizer que meu computador se manteve
parado em relagao a mim durante um pequeno intervalo de tempo, digamos, uma hora®. E por isso
que esse principio leva tal nome: nédo faz mais sentido em falar de no¢des universais, mas sim somente
relativas a observadores. Agora ndo temos mais um observador universal privilegiado como anterior-
manete, mas sim uma classe deles, os chamados observadores inerciais: aqueles em relagdo aos quais as
leis do movimento sempre sdo as mesmas, observadores que se movem em linha reta e com velocidade
constante uns em relacdo aos outros.

Assim, nossa nogdo de espago-tempo toma outra forma. Como ndo temos mais uma nogdo global de
“estar parado”, podemos dizer que para cada instante de tempo f temos um R? distinto, que ndo se
relaciona de maneira natural com R?, se t # s. Em termos mateméticos modernos, nosso espago-tempo
torna-se um fibrado vetorial cuja base é R e fibra é R®. Note que R X R® também é um fibrado com essas
caracteristicas, porém ele é trivial, ou seja, podemos escrevé-lo como o produto do espago-base R pela
fibra R®. Agora estamos admitindo fibrados mais gerais, que podem eventualmente nio serem triviais.
Por enquanto ndo sabemos quase nada sobre a estrutura desse fibrado. Na préxima se¢do vamos inferir
algumas conclusdes a partir das Leis de Newton.

1.3 As Leis de Newton e suas influéncias na estrutura do espaco-
tempo

Newton’ é considerado um dos cientistas mais influentes de todos os tempos. Sua obra principal,
Philosophiae Naturalis Principia Mathematica [Cls:New1687], é também considerada uma das obras mais
influentes da ciéncia®, pois nela sdo apresentadas as 3 Leis de Newton e a Lei da Gravitagao Universal, as
bases da mecénica cldssica. A Lei da Gravitagdo Universal serd nosso assunto em breve. Por enquanto,
vamos olhar somente para as Leis de Newton, publicadas originalmente em Latim na seguinte forma:

o Lex I: Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus
a viribus impressis cogitur statum illum mutare.

o Lex II: Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae, et fieri secundum lineam rectam qua
vis illa imprimitur.

o Lex III: Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem: sive corporum duorum actiones in se mutuo
semper esse aequales et in partes contrarias dirigi.

Em Portugués e em termos modernos, temos:

e la. Lei: “O movimento de um corpo que ndo estd sob a agdo de nenhuma forca é em linha reta e
com velocidade uniforme (chamado de movimento inercial)”;

7

®Eu poderia comegar aqui uma longa discussio sobre o que podem significar os termos “pequena porgio do espaco”e “pequeno
intervalo de tempo”. Conceitos como pequeno, grande, longe, perto, ripido sdo ambiguos e variam de caso para caso. No nosso
exemplo, quando eu olho para meu quarto durante uma hora isso pode ser considerado mintisculo em relagéo a escala do Universo.
Mas pode ser também uma imensidao e uma eternidade quando olhamos na escala sub-atémica.

7Sir Isaac Newton, Woolsthorpe-by-Colsterworth 04/01/1643 - Londres 31/03/1727

8 A obra considerada como mais influente de toda a histéria da ciéncia sio os Elementos, de Euclides (Euclides de Alexandria,
+300 a.C - desconhecido). Composto de 13 livros e escrito por volta de 300 a.C., é o primeiro tratamento axiomatico de uma teoria
e foi usado como referéncia no estudo de geometria durante mais de 20 séculos! O préprio Newton e outros grandes cientistas
estudaram geometria pelo tratado de Euclides. Uma curiosidade é que essa obra s6 tem menos edi¢es publicadas do que a Biblia,
que chega ao ntimero impressionante de 1000 edigdes. Existe, inclusive, uma versdo em portugués dos Elementos [Liv:Euc09].
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o 2a. Lei: “A forga exercida em um corpo é diretamente proporcional a sua aceleragdo, essa constante
de proporcionalidade sendo a massa do corpo. Mais precisamente, F = ma”;

e 3a. Lei: “A forga que um corpo A faz em um corpo B é igual em magnitude e contrdria em direcao
a forca que Bfazem A”.

Comecemos nossa andlise com a la. Lei. No seu enunciado, estd escrito o termo “linha reta”. Isso
quer dizer que devemos saber dizer o que é uma linha reta no espago-tempo. Temos diversas maneiras
equivalentes de fazer isso. Duas possibilidades sdo considerar o espago-tempo como um fibrado vetorial
como acima e munido de uma conexdo livre de torgao e curvatura® ou considera-lo como um espago afim
de dimenséo 4. E melhor pensarmos com conexdo, pois serd mais facil na hora que precisarmos gene-
ralizar. Tendo entdo uma conexdo, podemos considerar as geodésicas dela. Se considerarmos somente
as geodésicas que sdo sec¢des (pelo menos locais) do fibrado, teremos, rigorosamente, os movimentos
inerciais enunciados na 1a. Lei.

A 2a. Lei versa sobre forca e aceleragdo. Podemos dizer que as se¢des do fibrado que representa o
espago-tempo que ndo sdo geodésias sdo os movimentos acelerados. Mas que sorte! Podemos calcular a
aceleracdo de uma curva usando a conexdo. Juntanto essa informacdo com a 2a. Lei, podemos dizer que
a conexdo nos d4, de certa forma, a forga agindo sobre o corpo em um movimento nao-inercial'’.

A 3a. Lei supde, implicitamente, uma hip6tese extremamente profunda sobre o comportamento das
forcas. Repare que para que seu enunciado faga sentido a forca que A faz em B deve ser sentida
imediatamente por B. Caso contrério, ndo poderiamos falar que a forca que B faz em A é contrdria em
diregdo, pois em um instante seguinte ndo terfamos como dizer qual era a posi¢do de A no momento que
aforga foi aplicada. Dessa forma, o enunciado da 3a. Lei supde que as forgas sdo sentidas imediatamente.

1.4 A Lei da Gravitagao Universal

A Astronomia é uma das ciéncias mais antigas. Desde tempos remotos, as civiliza¢des estudavam os
movimentos dos planetas e outros objetos que conseguiam observar no céu. Tamanha era a importancia
dos objetos celestes para os antigos que seus monumentos eram construidos de acordo com as posi¢des
de estrelas, como as Pirdmides do Egito e o Stonehenge, na Inglaterra. Existem registros astronémicos
Babilonicos de aproximadamente 1200 a.C. Os antigos ja sabiam que os planetas giravam em torno do
Sol, fato redescoberto por Copérnico!! muito mais tarde. Porém, ndo se sabia como era esse movimento.
No inicio do século XV existiam grandes debates sobre se eles realmente giravam em torno do Sol ou
ndo. Tycho Brahe!? teve uma idéia diferente: no lugar de prosseguir com argumentos filoséficos ele
resolveu fazer diversas medicdes precisas da posi¢ao dos planetas no céu em seu observatério na ilha de
Hven, perto de Copenhagen. Com isso ele esperava obter novas informagdes e a partir delas estabelecer
outro ponto de vista sobre o movimento dos planetas. Brahe fez intimeras medic¢oes da posi¢do de Marte
ao longo de vérios anos. Certo tempo depois, Kepler!® estudou esses dados e a partir deles deduziu trés
leis, hoje conhecidas como Leis de Kepler, sobre o movimendo planetario.

A primeira conclusdo de Kepler foi que os planetas giravam em torno do Sol ndo em uma érbita circular,
mas sim eliptica, onde o Sol estd em um dos focos. A segunda conclusdo foi que a velocidade dos
planetas ndo é constante, mas que varia de acordo com a sua distancia ao Sol: se o planeta estiver mais
perto, maior é sua velocidade e se estiver mais longe, menor é a velocidade. Além disso, essa variagdo de

9Por motivos técnicos que ndo vem ao caso no momento.

1074 temos aqui algum protétipo da relagdo entre a geometria de um espago e 0s movimentos nao acelerados, analogia deveras
importante na formulagdo de Teoria da Relatividade Geral. Veja o Capitulo 4 para mais detalhes, ou tenha paciéncia para chegar
até 1a. O segundo caminho certamente é mais emocionante.

1 Njicolaus Copernicus, Torun 19/02/1473 - Frombork 24/05/1543.

2Tyge Ottesen Brahe, Scania 14/12/1546 - Praga 24/10/1601

1BJohannes Kepler, Weil der Stadt 27/12/1571 - Regensburg 15/11/1630.
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At A4

Figura 1.1: Sequnda Lei de Kepler.

velocidade satisfaz uma propriedade bem interessante: suponha que sejam feitas diversas observagdes
da posicdo de um planeta com um certo intervalo de tempo, digamos, At. Entdo o vetor que vai do Sol
até o planeta varrerd a mesma drea, em cada intervalo de tempo Af, como na Figura abaixo:

As duas obervagdes acima foram publicadas em 1609 [Cls:Kep1609] e sdo as duas primeiras Leis de
Kepler. Elas podem ser enunciadas como:

e la. Lei: “Cada planeta se move ao redor do Sol em uma elipse, com o Sol em um dos focos”.
e 2a. Lei: “O vetor que vai do Sol ao planeta varre dreas iguais em intervalos de tempos iguais”.
10 anos depois, Kepler descobriu e publicou a terceira lei [Cls:Kep1619]. Ela diz que:

e 3a. Lei: “O quadrado do periodo de um planeta é proporcional ao cubo do semi-eixo maior da
elipse que é sua 6rbita”,

onde o periodo de um planeta é o tempo que ele leva para dar uma volta completa ao redor do Sol.

Com essas leis, sabemos como os planetas orbitam o Sol, porém ainda ndo sabemos o que causa esse
movimento. Antigamente se acreditava que havia anjos batendo as asas e empurrando a Terra! Como
temos em maos as Leis de Newton, podemos chegar em uma conclusdo mais razoédvel. Elas nos dizem
que um objeto que ndo estd sob agdo de nenhuma forca se move em linha reta e com velocidade
constante'* e que a tinica forma de mudar a dire¢do do movimento de um objeto é aplicando nele uma
forca. Em outras palavras, se um objeto acelera, entdo uma forga foi aplicada na direcdo da aceleracao;
por outro lado, se a diregdo do movimento muda, entdo uma forga deve ter sido aplicada lateralmente
no objeto. Essas considera¢des nos levam a acreditar que ndo é uma forca tangencial que mantém os
planetas em movimento, mas sim uma forga radial, pois s6 ha mudanca de dire¢do, ndo de velocidade.
A partir dessas idéias, Newton supos que o proprio Sol deveria ser a fonte dessa forca. Apés uma analise
cuidadosa das Leis de Kepler, Newton observou que quanto mais afastado do Sol estd o planeta menor
é a forca que age sobre ele e que essa taxa de decaimento é dada pelo quadrado da distdncia do planeta
ao Sol. Porém, essas observagdes sdo feitas somente para planetas orbitando em torno do Sol. Apesar
disso, Newton prop6s que quaisquer dois corpos que tém massa se atraem e enunciou a famosa lei:

nymy
2’

F=G

onde m; e mjy sdo as massas dos corpos em questdo e G é uma constante hoje conhecida como a constante
gravitacional. Essa generalizagdo ndo é tdo gratuita assim, tendo em vista que ja se conhecia que outros

4Novamente, note que essa Lei ndo diz porque tal movimento acontece. Ela apenas nos diz como que ele acontece. Vale ressaltar
que isso acontece com mais frequéncia do que se imagina: intimeras vezes na Fisica sabemos dizer como um certo fen6meno se
comporta, mas ndo sabemos dizer sua natureza, ou porqué ele se comporta dessa forma. Apenas deduzimos as equagdes por
argumentos fisicos ou matemadticos e verificamos que elas séo validas, realizando experimentos.
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planetas tinham suas préprias luas. Nada mais justo que os planetas sejam a fonte da forga que as
mantém girando ao seu redor!

A relagdo entre a Lei da Gravitagdo Universal e as Leis de Kepler é incrivel. Em qualquer livro de
Mecanica Classica é possivel encontrar uma dedugdo das Leis de Kepler a partir da Lei da Gravitacao
Universal. Veja por exemplo o execelente livro de Mecanica do Spivak [Liv:Spil0]. E possivel deduzir
também a Lei da Gravitacdo Universal a partir das Leis de Kepler. Isso é mais complicado e pode ser
encontrado em [Liv:Tun07].

Agora temos uma nova Lei em méos. Para sabermos se ela é itil, devemos conseguir extrair dela mais
informacao do que ja temos. Ela também nédo pode “falhar”em nenhum teste: se encontrarmos um caso
no qual ela seja falsa, toda essa teoria estd errada e precisa ser corrigida. Isso quase aconteceu quando
Romer!® estudava as luas de Jupiter. Apesar dos seus estudos serem anteriores a Lei da Gravitacdo
Universal, eles poderiam ser usados para contesta-la. Observando os eclipses de tais luas, em particular
de Io, por ser de mais ficil visualizacdo estando na Terra, ele notou que o intervalo de tempo entre dois
eclipsis simultaneos de Io variavam de acordo com a posi¢do da Terra em relacdo a Japiter. Se a Terra
estivesse mais perto, o tempo era menor, e se estivesse mais longe, era maior. Isso poderia ndo estar
de acordo com a Lei da Graviagdo Universal, pois a forca gravitacional exercida por Japiter sobre lo é
muito maior do que a da Terra, implicando que na férmula da forga sobre Io o tinico termo relevante
vém da influéncia de Japiter. De onde viria entdo esse fendmeno observado? Remer notou entdo que a
razdo para esse desvio era muito simples: a luz leva mais tempo para chegar em nés quando Japiter estd
longe da Terra do que quando estd perto, e com isso obteve uma primeira estimativa da velocidade da luz.

Como foi dito acima, a Lei da Gravitagdo Universal diz que quaisquer dois corpos que tém massa se
atraem. Portanto, ao estudar o movimento dos planetas ao redor do Sol ndo devemos levar em conta
apenas a atragdo do Sol sobre os planetas, mas tambéma forga entre os planetas. Isso faz com que a 6rbita
de um planeta ndo seja uma elipse perfeita. Porém, como o Sol é muito mais massivo que qualquer
planeta do Sistema Solar, podemos, em certos casos, aproximar a 6rbita por uma elipse. Tentativas
foram feitas para analisar os movimentos de Japiter, Saturno e Urano com base na Lei da Gravitagdo
Universal. Levou-se em consideracgdo os efeitos gravitacionais de cada um no outro para verificar-se
se as irregularidades nas suas Orbitas podiam ser respondidas somente com tal Lei. Para Jupiter e
Saturno, tudo funcionou. Porém, os dados de Urano ainda ndo batiam com as predi¢ées. Isso podia
ser o fim da nossa Lei. Mas, felizmente, Adams'® e Le Verrier'’, na Inglaterra e na Franca respectiva-
mente, supuseram de forma independente que deveria existir outro planeta, que estaria causando tais
desvios na 6rbita de Urano. Eles calcularam onde tal planeta deveria estar para causar esses desvios
e enviaram cartas aos seus observatorios, indicando a posi¢do do céu no qual esse planeta deveria ser
encontrado. Felizmente de novo, a mensagem deles ndo foi ignorada e foi encontrado Netuno. Vale
ressaltar outra participagdo de Galileu na nossa histéria: seus desenhos datados de 28 de Dezembro de
1612 e 27 de Janeiro de 1613 mostram que ele “descobriu”Netuno, porém, o classificou como uma estrela.

Temos entdo evidéncias de que a Lei da Gravitacdo Universal é valida para o Sistema Solar. Temos
também evidéncias da existéncia da gravidade em escalas maiores de distdncia, como os sistemas
bindrios (sistemas com duas estrelas, uma orbitando a outra), as galdxias, os aglomerados de galadxias
e outras estruturas muito grandes encontradas no Universo [Liv:Ast08]. Note que ainda ndo falamos
o porqué da gravidade, mas somente como ela se comporta em pequenas distancias. Isso ainda é um
problema em aberto na Fisica.

150le Christensen Romer, Arhus 25/09/1644 - Copenhagen 19/09/1710
16John Couch Adams, Laneast 05/06/1819 - Cambridgeshire 21/01/1892
17Urbain Le Verrier, Saint-L6 11/03/1811 - Paris 23/09/1877
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1.5 O Principio da Equivaléncia

O Principio da Equivaléncia é uma observagado profunda sobre a natureza da gravidade. Provavelmente
esse foi o primeiro passo no caminho de uma compreensdo mais clara sobre seus mecanismos, a idéia
essencial sendo de Galileu, apesar de existirem precursores, como Stevin'® em 1586 e outros mais
cedo, como Ioannes Philoponus'® nos séculos V e VI. E um fato bem conhecido no folclore cientifico o
experimento que Galileu supostamente realizou na Torre de Pisa: ele deixou cair dois objetos de massas
diferentes e notou que eles cafam da mesma forma?®. Nao se sabe ao certo se ele de fato realizou esse
experimento, mas a idéia de que, se ndo levarmos em consideracdo os efeitos de atrito do ar, a gravidade
age de forma igual em corpos de massa distinta é extremamente profunda. Como temos a 2a. Lei de
Newton e a Lei da Gravitagdo Universal em mdos, podemos estudar essa observacdo de Galileu de uma
forma mais precisa. Suponha que um corpo de massa m é atraido por um de massa M. A 2a. Lei nos
diz que F = ma, enquanto que a Lei da Gravitagdo Universal nos diz que F = GmM/r>. Podemos entdo
igualar as duas equagdes e obter que

GmM GM
=ma=a=—-—.
) 2

Em palavras, um corpo de massa M gera um certo campo gravitacional que faz uma forga sobre um
corpo de massa m. Essa forca causa uma aceleracdo em m que é independente de m. Isso é exatamente a
“demonstagdo”do resultado obtido por Galileu em seu suposto experimento. Repare que isso é quase
uma conspirac¢do da natureza: as duas Leis usadas dependem da mesma forma da massa m.

E uma pena que esse raciocinio elegante tenha uma pequena falha. Nés deixamos passar um pequeno
detalhe. Na 2a. Lei de Newton, a massa m que aparece é a chamada massa inercial, que, essencialmente,
mede a dificuldade de se colocar um corpo em movimento. A massa que aparece na Lei da Gravitacdao
tem dois papéis. Quando consideramos a massa 1 sob agdo do campo gravitacional gerado pela massa M,
o ntmero m representa agora a capacidade do objeto sentir tal campo e é chamada de massa gravitacional
passiva. Quando olhamos para a massa M no campo gerado por m, o ntimero m representa agora a
capacidade do objeto de produzir campo gravitacional e é chamada, naturalmente, de massa gravitacional
ativa®'. A 3a. Lei de Newton nos diz que as massas gravitacionais ativas e passivas sdo iguais e ambas sio
entdo chamadas de massa gravitacional. Porém, a principio, nada nos garante que as massas gravitacional
e inercial sdo iguais. Caso ndo o fossem, ndo poderiamos deduzir a igualdade acima. Vamos entédo fazer
0 processo inverso: como podemos verificar experimentalmente que o movimento de um corpo em um
campo gravitacional ndo depende da natureza do campo, mas sim somente de sua posicdo e velocidade
inicial, tomamos isso como um principio:

e Principio da Equivaléncia: “O movimento de uma massa puntiforme em um campo gravitacional
depende somente de sua posi¢do e velocidade inicial e é independente da natureza da massa”.

Com isso, podemos provar que as massas inercial e gravitacional sdo proporcionais. De fato, sejam m’1 e
i, as massas inerciais de dois objetos, mf e m§ suas respectivas massas gravitacionais. Se um corpo de

massa mg produz um campo gravitacional, temos que

g
Mmom
for¢a na massa 1 devido ao campo gerado pelamassa0 = F; = G 5 L ,
7
X m0m§
forca na massa 2 devido ao campo gerado pelamassa 0 = F, = G >
r

18Simon Stevin, 1548/1549 - 1620. Pouco se conhece sobre sua vida.

BYpannes Philoponus, 490 - 570. Também se conhece pouco sobre sua vida, mas bastante se conhece sobre sua obra.
20 Aristételes tinha uma viséo diferente. Ele acreditava que corpos mais massivos cafam mais rapido.

21Para uma discussao sobre a evolugdo histérica do conceito de massa veja [Liv:Jam10b].
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1.5. O PRINCIPIO DA EQUIVALENCIA

Da 2a. Lei de Newton, temos que F; = mjaj, j=1,2. Se ambas as massas 1 e 2 estdo & mesma distancia r
da massa 0, pelo Principio da Equivaléncia, a; = a, e, portanto,

g g g g
Fi F Gmom1 Moy - my oy

i i i i,2 i i
my mir myr my oy

Se a boa légica de Philoponus o levou a realizar algum experimento como o suposto experimento de
Galileu na Torre de Pisa, tal experimento ndo tinha uma grande precisdo. Ao longo da histéria varios
experimentos tém sido realizados para verificar o Principio da Equivaléncia. Em 1999, usando balanga
de torcéo, tal principio verificou-se com uma precisdo de 5x 107!3! Veja [Art:Bae99]. Experimentos ainda
mais precisos sdo planejados para o futuro.

Podemos entdo reescrever a igualdade ingénua acima como
a=K—-
2’

onde K é uma constante universal de proporcionalidade entre as massas gravitacionais e inerciais. Es-
colhendo unidades adequadas, podemos tomar K = 1, mas ndo vamos nos preocupar com esse detalhe
aqui. Para todos os efeitos, vamos simplesmente tomar K = 1. O significado dessa igualdade é muito
profundo. Imagine que vocé estd em queda livre em um planeta de massa M. Entdo vocé sentird uma
aceleragdo dada pela férmula acima. Imagine agora que vocé estd em uma nave espacial que estd acele-
rando com a mesma aceleracdo dada por essa férmula. Se vocé estiver de olhos fechados, ndo podera
distinguir qual é a natureza dessa aceleragdo. Ela pode ser proveniente tanto da atragdo gravitacional
de um planeta de massa M quanto do movimento da nave espacial.

Como a aceleragdo estd relacionada com a conexdo e, portanto, com a geometria, isso nos sugere que
efeitos gravitacionais, por serem da mesma natureza que aceleracdo, também estao relacionados com
a geometria. Poderfamos continuar essa discussdo envolvendo o Principio da Equivaléncia e estudar
como ele modifica a estrutura do espago-tempo. Seria uma discussdo muito elegante, porém, nos levaria
quase diretamente a Teoria de Relatividade Geral de Einstein. Vamos um pouco mais devagar e falar
um pouco sobre a Teoria da Relatividade Restrita.
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Capitulo 2

A Teoria da Relatividade Restrita

Nesse capitulo vamos discutir alguns conceitos bésicos da Teoria da Relatividade Restrita, apresentando
também os fatos histéricos que levaram ao seu surgimento. N&o seguiremos o caminho puramente
histérico pois ele sempre é o mais duro, porém, minha abordagem serd mais ou menos construtiva, in-
troduzindo os axiomas da teoria apds entender o porqué deles. Este capitulo foi baseado em [Liv:Fey08],
[Liv:Nab88], [Liv:Whe92], [Liv:Woo07] e [LiviWal92]. Algumas partes desse capitulo e do préximo
podem parecer semelhantes, porém sdo feitas de pontos de vista distintos. Nesse capitulo tornamos
rigoroso alguns aspectos da Relatividade Restrita, ao passo que no capitulo seguinte veremos isso de
um ponto de vista geométrico. Porém, as idéias fisicas discutidas aqui sdo essenciais para um bom
entendimento futuro.

2.1 As Equacdes de Maxwell

Apesar de toda essa discussdo sobre teorias da gravitagdo, Leis de Newton, Kepler, Principio de Equi-
valéncia, e outras coisas fortemente ligadas ao conceito de espaco, a Teoria da Relatividade Restrita ndo
nasceu de nenhum argumento desse tipo, mas sim de consideragdes sobre fendmenos eletromagnéticos.
Em 1861 e 1862 Maxwell! publicou uma série de quatro artigos na qual ele enunciou as famosas Leis de
Maxwell do eletromagnetismo [Cls:Max1862]. Em termos modernos, elas sdo enunciadas como

vE=L
€0
VB=0
OB
VxE=-2
x o

JoE
VXB =] + Hogo =

onde E é o campo elétrico, B é o campo magnético, p é a densidade de carga, | é a densidade de corrente,
Uo é a constante magnética ou constante de permeabilidade do espaco e ¢ é a constante elétrica ou a
permissividade do espago. Antes do advento do Célculo Vetorial ndo existiam os simbolos V. nem V.
Dessa forma, as equag¢des como postuladas por Maxwell eram em niimero muito maior e muito mais feias!

No vécuo, ou seja, na auséncia de cargas e correntes elétricas, elas tomam a seguinte forma:

James Clerk Maxwell, Edinburgh 13/06/1831 - Cambridge 05/11/1879
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2.1. AS EQUACOES DE MAXWELL

V.E=0

V.B=0
B
VxE=-2
x o

JE
VXB= HOEOE-

No capitulo anterior, foram enunciados o Principio de Relatividade de Galileu e as Leis de Newton.
Como as Leis de Newton sdo equagdes que descrevem completamente a dindmica dos corpos, devemos
ser capazes de enunciarmos o Principio da Relatividade em termos das Leis de Newton. Para fazer isso,
considere dois sistemas de coordenadas, um se movendo em relacdo ao outro com uma certa velocidade
u na dire¢do x, como mostrado na figura abaixo:

{

3 3

A
; /

Y

AN

Figura 2.1: Referenciais em movimento relativo.

Se x, y, z sdo as coordenadas do sistema “parado”e x’, ', z’ as coordenadas do sistema “em movimento”?,

podemos relacioné-las pelas transformagoes

X =x—ut
y=y
7 =z
t' =t

Portanto, ao fazermos essa transformagdo na 2a. Lei de Newton, obtemos a mesma equagao. E dessa
forma que o fato das leis de movimentos serem as mesmas em qualquer referencial inercial se expressa
matematicamente. Deveriamos esperar que o mesmo acontece com as Equagdes de Maxwell. Porém, ao
fazermos tal transformacao nessas equagdes notamos que elas ndo tomam a mesma forma. A principio
pensou-se que as Equag¢des de Maxwell estavam erradas, pois elas eram muito recentes, enquanto que as
Leis de Newton tinham mais de 200 anos e ja tinham sido verificadas experimentalmente diversas vezes.
Tentou-se entdo modificar as Equagdes de Maxwell de modo que ela fosse invariante pela transformacao
acima®, porém, os fendmenos eletromagnéticos previstos pelas novas equagdes eram incompativeis com
os experimentos. Portanto se as leis do Eletromagnetismo sdo diferentes quando analisadas em um
objeto em movimento e em um objeto parado poderiamos usar essa divergéncia para determinar a ve-
locidade absoluta de um objeto em movimento.

2Note que usei as palavras parado e em movimento em um sentido intuitivo. O Principio da Relatividade ndo nos permite dizer
se existe um estado de repouso absoluto, em relacdo ao qual os outros referenciais inerciais estio em movimento. Para ser mais
preciso, eu deveria dizer parado e em movimento em relacdo ao sistema de coordenadas x, y, z.

3Um exemplo notével foi a Teoria da Emissao, proposta por W. Ritz (Walther Ritz, Sion 22/02/1878 - Géttingen 07/07/1909) em
1908.
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CAPITULO 2. A TEORIA DA RELATIVIDADE RESTRITA

Tal fato contraria o Principio da Relatividade de Galileu. Porém, modificar o Eletromagnetismo para
que ele se “ajuste”a Mecanica Classica ndo foi bem sucedido. O que teve que ser feito entdo é abandonar
certas nogdes classicas que ja estavam bem enraizadas na ciéncia. Uma delas foi aceitar o fato de que a
velocidade daluz é constante e independe do observador inercial. Claro que isso é bastante ndo-intuitivo,
mas Einstein certamente tinha bons motivos para acreditar que isso deveria ser verdade. Mas, a lei de
adigdo de velocidades de observadores inerciais v = v + v’ é incompativel com essa nova Teoria. Isso
nos dé indicios de que essa pequena alteracdo trard diferencgas profundas na nova Teoria, pois mesmo a
mais simples das férmulas devera ser alterada. Uma maneira de nos convencermos de que a velocidade
da luz é constante é o experimento de Michaelson-Morley, descrito abaixo. Nao se sabe se Einstein tinha
conhecimento desse resultado quando ele prop6s a Teoria da Relatividade Restrita.

2.2 O experimento de Michelson-Morley

Michelson? e Morleys, dois cientistas americanos, Michelson sendo o primeiro americano a ganhar o
Prémio Nobel de Fisica, em 1907, realizaram em 1887 o experimento mais famoso para se determinar
a velocidade da Terra em relagdo ao éter luminifero, uma substancia que acreditava-se na época que
preenchia todo o universo e era responsével pela propagac¢do de ondas eletromagnéticas. Acreditava-se
também que poderia-se considerar o éter como um referencial inercial absoluto, em relagdo ao qual
podem-se medir velocidades absolutas. Vou antecipar o final da histéria falando que o resultado foi
negativo, fato que esperou 18 anos até o surgimento da Teoria da Relatividade Restrita para poder ser
explicado. O experimento foi realizado diversas vezes por eles com grau de precisdo cada vez maior.
Vamos descrevé-lo brevemente aqui.

O aparalho é essencialmente o esquema mostrado na Figura 2.2. Ele consiste de uma fonte de luz A,
uma lamina de vidro parcialmente coberta de prata B e dois espelhos C e E, tudo montado sobre uma
base rigida. Os espelhos sdo colocados a distancias iguais L em relacdo a B. A ldmina de vidro B divide
em dois um feixe de luz que parte de A, que partem em diregdes perpendiculares aos espelhos, onde sédo
refletidos de volta a B. Ao chegarem em B, os dois feixes sdo recombinados como dois feixes superpostos,
D e F. Se o tempo decorrido para a luz ir de B a E e voltar for o mesmo que o tempo deirde BaCe
voltar, os feixes D e F estardo em fase e reforgardo um ao outro. Caso o tempo seja diferente, eles estardao
ligeiramente fora de fase, resultando em uma interferéncia. Se o aparelho estiver “em repouso”no éter
os tempos deveriam ser exatamente iguais, mas caso ele esteja se movendo para a direita com uma
velocidade u deveria haver uma diferenga nos tempos. Vejamos por qué.

Primeiro calculamos o tempo necessério para luz ir de B a E e voltar. Digamos que o tempo de ida seja
t; e o tempo de retorno seja t,. Agora, enquanto a luz estd a caminho de B até E, o aparelho se desloca
de uma distancia ut;, entdo a luz precisa percorrer uma distancia L + ut;, a velocidade c. Essa distancia
é dada também por ct;. Temos entdo que

ch=L+ut; =t = .
c—u

De forma andloga, o tempo ¢, pode ser calculado. Durante esse tempo, a lamina B avanca uma distancia
ut,, de forma que a distancia de retorno da luz é L — ut,. Portanto,

cth =L —uthy => t, = .
2 2 2 ct+u

Dessa forma, o tempo total é
2Lc

tHH+th) = ——.
2 — 2

4 Albert Abraham Michelson, Strzelno 19/12/1852 - Pasadena 09/05/1931
5Edward Williams Morley, Newark 29/01/1838 - West Hartford 24/02/1923
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2.2. O EXPERIMENTO DE MICHELSON-MORLEY
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Figura 2.2: Experimento de Michelson-Morley.

Vamos escrever essa igualdade como
2L/c

T2/ (2.1)

t1+1t =
pois isso vai ser ttil mais a frente.

Calculamos agora o tempo f3 que a luz leva para ir de B até o espelho C. Como antes, o espelho C
move-se para a direita de uma distancia ut3, até a posigdo C’. Ao mesmo tempo, a luz percorre uma
distancia ct3 ao longo da hipotenusa de um tridngulo retangulo, que é BC’. Temos entdo que

L
V2 -2

Para a viagem de volta de C’ até B’ a distdncia é a mesma, portanto, o tempo é também o mesmo. Dessa
forma, o tempo total é dado por

(ct3)? = L? + (ut3)* = [* = cztg - uzté =(* - uz)té =t =

2L 2L/c

Ve2—u2 \1-u2/c?
Podemos agora comparar os tempos gastos pelos dois feixes de luz. Nas férmulas 2.1 e 2.2 0s nume-
radores sdo idénticos e representam o tempo que decorreria se o aparelho estivesse em repouso. Nos
denominadores, o termo u?/c* serd pequeno, a ndo ser que u seja comparavel a c. Os denominado-
res representam as modifica¢des nos tempos causadas pelo movimento do aparelho. Note que essas
modifica¢des ndo sdo iguais: o tempo para ir até C e voltar é um pouco menor que o tempo para ir até E
e voltar, devido ao movimento do aparelho em relagdo ao éter. Tudo que temos que fazer é medir essa
diferenga com precisao.

2ty =

2.2)

Ao realizarem o experimento, Michelson e Morley orientaram o aparelho de modo que a linha BE esti-
vesse quase paralela ao movimento da Terra em sua 6rbita. A velocidade orbital da Terra em relagdo ao
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CAPITULO 2. A TEORIA DA RELATIVIDADE RESTRITA

Sol é de aproximadamente 29.000m/s, e qualquer “corrente do éter”deveria ser pelo menos desse tanto
em algum instante do dia ou da noite em algum periodo do ano. Apesar da diferenga de fase entre
os feixes D e F ser de dificil detec¢do, o aparelho que foi usado tinha grande precisdo e, como foi dito
acima, o experimento foi realizado diversas vezes com grau de precisdo cada vez maior. Ainda assim, o
resultado foi nulo. A velocidade da Terra através do éter ndo pode ser detectada.

Analisando a estrutura do experimento, ele nos permitiria medir varia¢des na velocidade da luz, a me-
dida que a Terra se desloca em relagdo ao éter. O resultado negativo do experimento nos da indicios de
que a velocidade da luz é constante e ndo depende do observador. Claro que isso é muito pouco para
fazer essa afirmacao, mas existem outros experimentos para comprovar esse fato [Art:Bre77].

O que estd errado com nosso experimento? A primeira idéia para explicar esse resultado foi de FitzGe-
rald® e H. Lorentz” em 1889 e 1892, respectivamente. Eles sugeriram que os corpos materiais se contraem
quando se movem e que essa contragdo é apenas na dire¢do do movimento. Mais ainda: se Ly é o com-
primento em repouso, entdo quando ele se mover a uma velocidade u paralela ao seu comprimento, o

novo comprimento serd dado por
L// = L() \/1 - u2/62.

Quando levamos em conta essa contracdo no experimento de Michelson-Morley, temos que a distancia
BC permanete inalterada e, portanto, a Equagédo 2.2 ndo se altera. Por outro lado, a distdncia de B até E

torna-se L /1 — u?/c2. A equagdo 2.1 torna-se entdo

@QL/c)y1—u?/c2 2L/c
@ Jicwe

Temos entdo que t; + t, = 2t3, 0 que justifica o resultado negativo do experimento.

t+t, =

E dificil aceitar a sugestao de FitzGerald-Lorentz, devido ao seu caréter artificial e a ela ter sido inventada
com o propésito de explicar a dificuldade. Mas se olharmos com cuidado, ela ndo é tdo absurda assim:
as forcas que agem na escala microscépica de um corpo rigido sdo majoritariamente eletromagnéticas,
forgas essas que parecem ser afetadas por movimentos retilineos em velocidade uniforme, ja que as
Equagdes de Maxwell nédo sdo invariantes por transformagdes de Galileu. Entdo ndo seria tdo absurdo
dizer que tais forcas seriam afetadas pelo movimento através do éter. Por outro lado, a natureza parecia
estar conspirando contra os cientistas introduzindo algum fenémeno novo que impega a medicdo de u,
pois foram realizados muitos outros experimentos e todos davam um resultado nulo. Por fim, Poincaré®
observou que uma conspiragio total é por si prépria uma lei da natureza e prop0ds que nao é possivel descobrir
o movimento no éter por meio de nenhum experimento.

2.3 A dilatacao temporal

Do mesmo jeito que vimos que a medi¢do de comprimentos muda de acordo com a velocidade, podemos
deduzir que os intervalos de tempo também mudam. Esse é um fendmeno muito estranho e devemos
discuti-lo com cuidado. Imagine que realizamos o experimento de Michelson-Morley de outra forma.
Suponha que o aparelho estd em repouso em um foguete movendo-se a uma velocidade u e temos dois
observadores: um em repouso e outro dentro do foguete. Para o observador que esta viajando, o tempo

que a luz leva para ir de B até C e voltar é 2L/c. Porém, para o outro observador é (2L/c)/ 41 — u?/c?,
como na Equacdo 2.2. Repare que usamos aqui o fato de que ambos obsevadores veém a luz com a
mesma velocidade c. Caso tivéssemos trocado a luz por outra coisa sem essa propriedade verfamos o

6George Francis FitzGerald, Dublin 03/08/1851 - Dublin 22/02/1901
7Hendrik Antoon Lorentz, Arnhem 18/07/1853 - Haarlem 04/02/1928
8Jules Henri Poincaré, Nancy 29/04/1854 - Paris 17/071912.
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2.3. A DILATACAO TEMPORAL
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Figura 2.3: Reldgios no foguete.

mesmo tempo. Essa discrepancia entre os tempos quer dizer que o observador externo vé o que se passa
no foguete de uma forma mais devagar. Todas as agdes do homem do foguete parecem mais lentas do
que o normal para o homem fora do foguete. Porém, o observador viajante ndo nota isso. Para ele o
tempo decorre normalmente.

Para entender melhor esse fendmeno, vamos criar um relégio e ver como é seu mecanismo em movi-
mento. Vamos considerar o rel6gio mais simples que podemos. Ele é composto por uma régua graduada
com um espelho em cada uma das extermidades. Quando iniciamos um sinal luminoso entre os espelhos,
a luz vai indo e voltando, e cada vez que a luz é refletida consideramos isso como o “tique-taque”de um
relégio comum. Construimos dois relégios idénticos e os sincronizamos’ para iniciarem juntos. Dessa
forma, eles sempre concordarao, pois eles tém o mesmo comprimento e a luz sempre viaja na mesma
velocidade. Um desses reldgios fica em um foguete com um observador e ele o posiciona na direcao
perpendicular ao movimento, de modo que a contragdo de FitzGerald-Lorentz nao altere o tamanho da
régua. O outro relégio fica com um observador fora do foguete (veja a Figura 2.3). Note que o obser-
vador do foguete ndo pode ver nenhum fenémeno estranho no relégio, caso contrario, ele notaria que
estd viajando, contradizendo o Principio da Relatividade. Agora, quando o observador externo olha o
relégio do foguete ele vé a luz fazendo um caminho em ziguezague, ja que a barra estd se movimentando
lateralmente o tempo todo. Portanto, a luz de fato leva mais tempo para ir de uma extremidade a outra
do relégio em movimento do que no relégio parado, em relacdo ao observador fora do foguete. Note
também que quanto maior for # mais devagar parece que o tempo passa.

Tudo bem. Fizemos essa dedugdo para esse tipo de relégio em especial. Alguém poderia afirmar que
esse fendmeno ¢é exclusivo desse relégio e que ele ndo mede o tempo direito, certo? Ndo! Considere
agora dois relégios quaisquer idénticos. Eles podem ser feitos de rodas e engrenagens, baseados na
desintegragdo atomica, ou de qualquer outro jeito a sua escolha. Sincronize-os de modo que marquem
0 mesmo tempo e funcionem em sincronia com nosso primeiro relégio. Um desses relégios é levado
no foguete, junto com o primeiro. Caso nesse novo relégio ndo se verifique a dilatagdo temporal, o
observador dentro do foguete sabera que ele estd se movendo e poderd, através da discrepancia entre os
relégios, calcular sua velocidade, contradizendo o Principio da Relatividade.

Portanto, independente do mecanismo do relégio, nele se verificara a dilatagdo temporal. Mas se todos os
relégios em movimento funcionam mais lentamente podemos dizer que o préprio tempo parece passar
mais devagar. Todos os fendmenos dentro do foguete, a pulsacdo do observador, seus processos de
pensamento, o tempo que ele leva para se mover, crescer e envelhecer parecem mais lentos para o outro
observador.

Uma evidéncia experimental da dilatacdo temporal é fornecida pelos mésons p [Art:Eas91], também co-
nhecidos como mtions. Elas sdo particulas que se desintegram espontaneamente apds uma vida média
de 2,2 x 107 segundos. Elas atingem a Terra em raios césmicos e também podem ser produzidos arti-
ficialmente em laboratério. Alguns deles se desintegram na atmosfera, mas o restante s6 se desintegra

9Como fazemos isso? Discutiremos isso em breve.
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CAPITULO 2. A TEORIA DA RELATIVIDADE RESTRITA

ap6s encontrar um pedago de matéria e parar. Os muions viajam em velocidades distintas, alguns deles
quase na velocidade da luz. Apesar disso, seu pouco tempo de vida ndo os permitiria percorrer os 10
km da atmosfera terrestre. Porém eles sdo encontrados naturalmente em laboratério. Isso é possivel por
causa da dilatacdo temporal. Do ponto de vista deles, eles vivem apenas aproximadamente 2us, mas do
nosso ponto de vista eles vivem consideravelmente mais: o suficiente para que eles possam atingir a Terra.

Portanto, podemos verificar experimentalmente o fendmeno da dilatagdo temporal. E quanto a contracdo
espacial? Que experimento podemos realizar para mostrar que de fato os corpos se contraem quando
se movem em relagdo ao éter? Nao podemos usar métodos como o usado por Michelson e Morley, pois
a contracdo é o fendmeno que explica o resultado negativo de tais tipos de experimento; ndo podemos
medir o comprimento do corpo com uma régua pois a régua também estara contraida ao se mover. Entdo
a idéia de FitzGerald-Lorentz depende de uma “distancia absoluta”, uma distdncia medida em relacdo
ao éter. Somente distdncias medidas em relagdo ao éter estdo corretas. Porém nenhum experimento
pode detectar o éter! Entdo como vamos medir distdncias absolutas?

Einstein foi o primeiro a entender essa dificuldade e notar que a solugdo ndo estd em modificar as
Equacoes de Maxwell, mas sim em re-examinar a nogdo de distancia e, por consequéncia, de simul-
taneidade. E necessério darmos definicdes operacionais para os conceitos: defini¢des que nos permitam
medir tais conceitos na prética. Isso significa que, por exemplo, se nédo é possivel descrever um experi-
mento para detectar o éter, entdo ele ndo tem lugar na teoria. O mesmo vale para medi¢des de tempo e
distancia. Em particular, ndo é possivel falar de distdncia enquanto ndo se decida o que é simultaneidade.

2.4 Principios Basicos

Primeiramente é bom saber porque do nome Relatividade Restrita. Como o nome indica, ela s6 vale em
uma familia restrita de situagdes: aquelas nas quais as medig¢des sdo feitas em relagdo a observadores sdao
inerciais e ndo existe campo gravitacional. O caso geral é, logicamente, tratado na Teoria da Relativade
Geral. Como falei no comego do capitulo, ndo vou seguir o caminho histérico e vou tentar ser rigoroso
matematicamente, porém, sem perder a intui¢do fisica. Para uma discussdo de um ponto de vista mais
fisico, veja [Liv:Syn72]. Veja também o artigo original do Einstein [Art:Ein05]. Existe uma tradugédo para
o Inglés bem acessivel em [Liv:Lor63].

A Teoria da Relatividade Restrita é construida com base em essencialmente dois principios basicos:

o Principio da Relatividade de Galileu: Nenhum experimento pode medir a velocidade absoluta de um
observador inercial. De maneira equivalente, as leis do movimento sdo as mesmas em qualquer
referencial que se move com velocidade constante;

o Universalidade da velocidade da luz: A velocidade daluzrelativa a qualquer observador ndo-acelerado
éc = 3x10%m/s, independente do movimento da fonte da luz relativo ao observador. Mais
precisamente, se dois observadores nao-acelerados medem a velocidade do mesmo raio de luz
cada um encontrard o mesmo valor ¢, independente do movimento de um relativo ao outro.

Considere um observador inercial O como na Mecanica Classica, ou seja, se movendo sem aceleragao.
Suponha que O carregue consigo um relégio. Ao se mover O descreve uma curva no espago-tempo,
chamada de sua trajetdria ou histéria. Sobre sua trajetéria O sabe assinalar coordenadas: as coordenadas
espaciais sdo (0,0, 0) e o tempo é a marcagdo do relégio que O carrega. E para os pontos que estdo fora
de sua trajetéria? Como O dé coordenadas a esses pontos? Em particular, como O julga se dois eventos

0Note que ndo é absurda essa imagem de um observador inercial carregar um relégio, pois um simples 4tomo pode agir como
um relégio. Essa é a base tedrica dos reldgios atomicos. Tais relégios, idealizados por Lord Kelvin (William Thomson, lo. Bardo
Kelvin, Belfast 26/06/1824 - Largs 17/12/1907) em 1879 [Liv:Kel79] sdo os instrumentos de medicdo de tempo mais precisos que
conhecemos hoje em dia.
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Tent?

ESPRCO
Figura 2.4: Simultaneidade na Mecinica Cldssica.

sdo simultaneos? Na Mecanica Cléssica, procediamos da seguinte forma: como ndo existe, por hipétese,
nenhum limite de quéo rdpido um observador pode se mover, podemos dizer que dois eventos A e D
sdo simultaneos se ndo é possivel que nenhum observador inercial esteja presente nos dois eventos, ou
seja, que sua trajetéria contenha os dois eventos. Veja a Figura 2.4.

Note que em nenhum momento usamos observagdes feitas pelo observador O. Isso quer dizer que a
nogdo de simultaneidade na Mecénica Classica é absoluta, ou seja, ndo depende do observador. Dessa
forma, conseguimos medir velocidades com facilidade, como esta ilustrado na Figura 2.5. Se O e o)
sdo observadores inerciais, O consegue medir e velocidade de O medindo a posicdo de O em instantes
distintos. No tempo t;, O faz uso da geometria Euclidiana da superficie de simultaneidade para calcular
a distancia x; até O. Em um outro tempo t;, O faz o mesmo procedimento e calcula a distancia x; de
O e calcula v = (xo — x1)/(t> — t1). Esse procedimento envolve a nogdo de simultaneidade acima, pois
estd implicito que O estd medindo a posicdo de O na superficie de simultaneidade definida por O (que
é absoluta e ndo depende de O) nos instantes de tempo t; e t,.

Porém, essa nogdo de simultaneidade ndo pode ser transportada para a Relatividade Restrita. A univer-
salidade da velocidade da luz nos garante que ndo podemos nos mover tao rapidos quanto quisermos!.
De fato, caso fosse possivel nos movermos mais rdpido que a luz ndo veriamos a luz com velocidade
c. O que devemos fazer é utilizar esse principio para definir novamente a nogdo de simultaneidade.
Para isso, como na Figura 2.6, considere dois eventos A e B e seja O um observador inercial. Suponha,
por simplicidade, que O passa por A. O quer julgar se A e B sdo simultdneos. Suponha que um sinal
luminoso é emitido de B em todas as dire¢des. Entdo existe um evento D sobre a trajetéria de O no qual
tal sinal luminoso encontra sua trajetéria. Analogamente, existe um evento C sobre a trajetéria de O
de modo que se um sinal luminoso é emitido em todas as dire¢oes em C, entdo tal sinal chega ao evento B.

Seja t; o tempo medido por O em D subtraido do tempo medido por O em A. Analogamente, seja t; o
tempo medido por O em A subtraido do tempo medido por O em C. Note que t; ou f,, mas ndo ambos,
pode ser negativo. Definimos At := (t; — t,)/2 como o intervalo de tempo entre A e B e Ax := c(t; + t2)/2
como a distdncia espacial entre A e B. Portanto, podemos dizer que A e B sdo simultaneos se At = 0. Se O
é outro observador inercial, podemos agora calcular a velocidade relativa de O em relacdo a O usando
o0 mesmo procedimento acima: nas superficies de simultaneidades definidas por O nos instantes de
tempo t; e t; calculamos as distancias x; e x, de @) para O e calculamos v = (x; — x1)/(t2 — t1). Note que

110s tdchions sdo particulas hipotéticas que viajariam mais rapido do que a luz. Para uma discusséo sobre as consequéncias
disso e sua possivel existéncia veja [Int:Wik] e [Int:Bae].
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Figura 2.5: Cdlculo de velocidades na Mecanica Cldssica.

Figura 2.6: Simultaneidade na Relatividade Restrita.
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agora a nogdo de simultaneidade ndo é mais absoluta mas ainda estamos supondo que as superficies de
simultaneidade sdo munidas de uma geometria Euclidiana. Se O é um outro observador inercial que
também passa por A e sua velocidade relativa em relagdo a O é diferente de zero, entdo O julga que A e
E sdo simultaneos, ao passo que O julga que A e F sdo simultaneos, como na Figura 2.7.

Figura 2.7: Em Relatividade Restrita, a simultaneidade niio é um conceito que independe do observador.

Com esse método O consegue assinalar coordenadas a todos os eventos do espago-tempo. Dado um
evento B, existe um evento A sobre a trajetéria de O simultdneo com B. Associamos a B o tempo marcado
pelo rel6gio de O em A e a coordenada espacial dada pela diregdo e distancia de A para B.

Se vocé ndo gostou desse método, podemos introduzir coordenadas de outra forma. Considere O um
observador inercial. Seja O um observador inercial em repouso em relagao a O. Dessa forma, O é também
um observador inercial. Suponha que ambos carreguem relégios idénticos. Queremos sincroniza-los.
Para isso, considere outro observador inercial em repouso em relagdo a O e O mas situado no ponto
médio entre eles. De um evento A sobre a trajetéria desse observador parte um sinal luminoso em todas
as direcdes. Quando esse sinal alcancar as trajetérias de O e O dizemos que ambos relégios marcam o
tempo 0. Com isso O associa a cada evento na trajetéria de O o tempo marcado por seu relégio nesse
evento e como coordenada espacial a direcdo e distancia entre tal evento e o evento sobre a trajetéria
de O no instante que seu relégio marcar o mesmo tempo. Dado entdo um evento arbitrario no espago-
tempo, considere um observador inercial em repouso em relagdo a O que passe por tal evento e associe
coordenadas a ele da mesma forma como fizemos acima.
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Figura 2.8: Colocando coordenadas no espago-tempo.

Note que as coordenadas introduzidas por esses dois métodos tem algumas propriedades em comum.
Primeiro, para todo observador inercial, a geometria do espago obtido fixando-se o tempo é Euclidiana,
por hipétese. Segundo, fixado um observador inercial, a distdncia entre dois pontos x e i é independente
do tempo. Mais precisamente, se O é um observador inercial e (¢, x) e (t1, ¥) sdo dois pontos na superficie
de simultaneidade definida por O em um instante de tempo #; entdo a distancia entre (£, x) e (2, y) é
igual a distancia entre (1, x) e (t1, y)

—E/P’A—_—/
e

y(t&/gy

Figura 2.9: A distdncia entre dois pontos é independente do tempo.

Como sabemos associar coordenadas para qualquer evento do espago-tempo pelos métodos acima, po-
demos, para simplificar o raciocinio, imaginar que em cada ponto do espago existe um relégio, todos
ideénticos entre si e que estdo sincronizados. Essa sincronizagdo é dada pelo seguinte método: o obser-
vador inercial O, situado na origem de seu sistema de coordenadas, envia um sinal luminoso em todas
as diregdes. Nesse instante seu relégio comeca a contar o tempo a partir do zero. Dado um ponto x,
tal sinal alcancara x ap6s um tempo dist(x, 0)/c. Nesse instante, o relégio situado em x comega a contar
o tempo a partir de tal valor. Note que como estamos pedindo que os relégios sejam idénticos, estd
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implicito que eles medem o tempo com a mesma taxa, ou seja, nenhum marca o tempo “mais rapido”do
que outro. Note também que isso s6 diz respeiro aos relégios relativos ao observador O. E possivel que
observadores distintos vejam os relégios um do outro medido o tempo com taxas distintas.

Resumindo, fixado um observador, introduzimos um sistema de coordenadas no espago-tempo com as
seguintes propriedades:

e A geometria do espaco obtido fixando-se f é Euclidiana;
o A distancia entre dois pontos x e y é independente do tempo ¢;

e Os relégios que estdo em cada ponto marcando o tempo estdo sincronizados e marcam o tempo
com a mesma taxa.

Um sistema de coordenadas satisfazendo essas propriedades é dito um sistema de coordenadas inerciais'?.

Nos convencemos por argumentos puramente fisicos que existe um (e portanto, infinitos) sistemas de
coordenadas inerciais, a saber, os sistemas dados por observadores inerciais usando qualquer um dos
métodos acima. Para concluir, fagamos um breve comentdrio sobre o que é um observador O fazer uma
observagido. O observar um certo evento NAO é o evento que acontece quando ele toma consciéncia do
acontecimento do primeiro evento. Por exemplo, O observar uma explosdo nédo é o evento que acontece
quando ele vé a explosdo acontecendo. Fazer uma observacao é o ato de associar coordenadas espaciais
e temporais a um certo evento. Usando o exemplo acima, O observa a explosdo quando ele diz que,
relativo ao seu sistema de coordenadas, ela aconteceu no ponto x no tempo ¢.

Agora podemos compreender melhor as defini¢des rigorosas dos objetos em questdo. Em primeiro lugar,
definimos o espago-tempo como sendo uma variedade diferencidvel de dimensdo!® 4. Pela discussao
acima, pedimos que o espaco-tempo admita um sistema global de coordenadas inerciais. Ndo tomamos
o préprio R* como espago-tempo pois, como vimos no Capitulo 1, a presenga da origem contradiz o
Principio de Relatividade de Galileu. Porém, ap6s a introdugdo de coordenadas inerciais, faremos todas
as contas como se estivéssemos em R*. Nao podemos também separar as palavras espago e tempo
pois ndo sabemos como essas entidades se relacionam. Um evento é um ponto do espago-tempo. A
defini¢do de particula também é importada da Mecéanica Cléssica e consideramos também a luz como
uma particula, chamada de féton. Note que aqui os termos particula e féton nada tém a ver com os concei-
tos da Mecanica Quantica, sendo somente uma idealizagdo de objetos com tamanho tdo pequeno quanto
se queira. Dependendo do contexto, podemos considerar certos objetos como uma particula, como por
exemplo, um navio atravessando o oceano Atlantico em relagdo ao oceano. Porém no momento que o
navio chega no porto, ndo podemos mais considerad-lo como uma particula em relagdo ao porto. Vamos
supor que cada particula carregue consigo um relégio que mede o tempo 7 dos eventos em sua historia.
T é dito o tempo proprio da particula. Um observador é um sistema de coordenadas no espago-tempo. Um
observador é dito inercial se tal sistema de coordenadas é inercial. Apesar dessa defini¢do, ndo ha nada
de errado em pensar que um observador é algo que se move como uma particula livre, conceito a ser
definito abaixo, que carrega um relégio consigo, onde ele marca seu tempo préprio 7. Denotamos as
coordenadas fixadas por um observador inercial como (x°, x!, %2, x%). E conveniente fazermos x° = ct, de
modo que todas as coordenadas terdo a mesma unidade de medida.

Queremos definir o que é uma particula livre. Como na Mecanica Classica, queremos que seja uma
particula fora da influéncia de outros corpos, de modo que se mova em linha reta e com velocidade
uniforme relativamente a observadores inerciais. Dizemos entdo que uma particula é livre se, em um
sistema de coordenadas inerciais sua trajetéria é dada pela equacdo

epare que isso ndo é uma defini¢do circular. Usamos o que queriamos definir para extrair propriedades e usamos tais
2R def 1 U def t dad t
propriedades para definir o conceito desejado.

13Veja s6 que ironia! Se n # 4, existe apenas uma estrutura diferencial em IR", a menos de difeomorfismos. Em R%, justamente
0 espago que serve de modelo para nosso espago-tempo, existem ndo-enumerdveis estruturas diferenciais ndo equivalentes
[Art:Tau87]. Ou seja, existe uma quantidade nao enumeravel de variedades homeomorfas porém nao difeomorfas a R*. Sera que
isso é importante para a Relatividade? H4 quem diga que sim. Veja [Liv:Mal07].
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x=Vi+T, (2.3)
onde T é o tempo préprio da particula, x = (x°,x!,x2,x%),e V = (VO, V1, V2, V3 e T = (T°, T%, T?, T°) séo
constantes satisfazendo

(VI + (V22 + (V)2 < (VO)%. (2.4)

Para tornar precisa a idéia de que a velocidade da luz independe do observador, dizemos que dois

eventos A e B estdo na trajetéria de um féton se e somente se suas coordenadas x = (x%,x%,x%,x%) e
v = (° v, v, y°) sdo relacionadas por

(1 =02 — (= 12— (2 = PR = (P — P = 0. (2.5)

Reescrevendo a equagdo 2.5 temos que (x? — %)% = (x! — y1)? + (x* = 1?)? + (x® — ¥®)?, ou seja, a distancia

espacial de A até B é c vezes o intervalo de tempo entre A e B. Para x fixo, 2.5 define o cone de luz do

evento A, representando a unido de todas as trajetérias de fétons que passam por A. Finalmente, a

desigualdade 2.4 é uma forma precisa de dizer que ndo podemos nos mover mais rapido do que a luz,
pois esse é justamente o critério para que tenhamos o vetor V “dentro”do cone de luz.

2.5 Transformagdes de Lorentz

Nosso objetivo agora é encontrar uma relacdo entre coordenadas inerciais de diferentes observadores.
Vamos fixar algumas notagdes.

Notagao (Coeficientes métricos'?). As quantidades g;; e g/ sdo definidas como

Qoo So1 802 o3 gOO 801 802 803 10 0 0
g0 811 812 {13 _ g gt g? gP _{0 -1 0 0
g0 821 82 S| gZO g21 822 323 100 -1 0
830 31 832 433 830 831 832 833 0 0 0 -1

Os indices i e j sempre percorrerdo o conjunto {0, 1,2, 3}.

Observagdo. Agora vocé pode se perguntar: “Porqué esse cara deu dois nomes para a mesma coisa?!”O
que acontece é o seguinte: como foi observado na nota de rodapé acima, g serd o tensor da métrica no
espago de Minkowski. Sabemos da Geometria Diferencial que um tensor métrico é representado, em
cada ponto, por uma matriz. No caso particular da Relatividade Restrita, onde o espago-tempo é um
espago vetorial, podemos definir a métrica a partir de uma tnica matriz. No nosso caso, escolhemos a
matriz ¢ para tal fim. Em Geometria, é comum a notagdo ¢/ para denotar as coordenadas da inversa
de gi;. Nesse caso particular a matriz e sua inversa coincidem. Por isso esses simbolos foram definidos
da mesma forma. Nada dessa discussédo feita sobre métricas serd usada nesse capitulo, sé precisaremos
dessas quantidades g;j e g'/.

14Esse nome néo é por acaso. Veremos mais a frente que tal expressdo serd o tensor da métrica no espaco de Minkowski
(Hermann Minkowski, Alekostas 22/06/1864 - Gottingen 12/01/1909.).
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Notacdo (Notagdo de Einstein). Se um indice aparece como um indice superior e inferior, entdo estd
implicito que h4 uma soma nesse indice'®. Ou seja,

3
Llibi = Z aibi.
i=0
Com essa notagdo, a Equacgdo 2.5 escreve-se como
i — ) —y/) = 0.

Sejam O e O dois observadores inerciais com coordenadas inerciais x' e ¥, respectivamente. Suponha
que cada observador ocupe a origem das suas coordenadas espaciais. Queremos encontrar a relagdo
entre as coordenadas x’ e ¥'. Para isso, escrevemos x'(f) = x(Z°(t), #!(t), #2(t), ©(t)). Seja P uma particula
livre. Pela equacdo 2.3,

xt A%

2 de2 7

onde 7 é o tempo préprio da particula. Por outro lado,

Pyt Px d¥dRt  ox P Px dxvdit

d? " 9voxi d dv | om dv | %o dt di
Como isso vale para qualquer particula livre temos que

P
oxkIxI

Dessa forma, a dependéncia de x em ¥ é linear e podemos escrever que
X = K;'.fcf +T, (2.6)
onde K; e T' sdo constantes.

Suponha agora que A e B sdo eventos que estdo na trajetéria de um féton. Escrevendo suas coordenadas
em relagdo a O e O, respectivamente, como x' e i, pela equagdo 2.5,

$ifx' = )0 = y) =0 = gii(&' = §)(& - ). 27)

Substituindo 2.6 na primeira igualdade de 2.7

i = ) — y)) = gKIKI (& - F)YE ~ 7) = gu@ - )E - 7) =0

Pelas duas tltimas igualdades, temos que g,-]-K;;Klj é proporcional a gi. Podemos entdo escrever K; = EL;,
onde a constante & é escolhida de modo que valha

g,‘]‘L;{L{ = k- (28)

Note que essa equagio nos diz que L'gL = g, onde ¢ = (gij) e L = (L;.).

I5Existe no folclore cientifico uma histéria curiosa sobre essa notacdo. Uma secretaria de Einstein, na hora de redigir um artigo,
esqueceu de colocar o simbolo de somatério e desde entdo isto se chama notagdo de Einstein. Infelizmente essa histéria ndo é
verdade. Em [Art:Ein16], quando essa notagdo aparece pela primeira vez, Einstein avisa que a estd introduzindo.
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Sejam 7 e 7 os tempos proprios dos observadores O e O, respectivamente. Suas trajetdrias se escrevem
em seus referenciais como

O) =cr, 2l =2%=x

3
©O) P=ct,¥@==%=

0;
0.
Nas coordenadas de O, usando a equagéo 2.6, o segundo conjunto de equagdes torna-se

M =KE +T = ELE + T = L2 + T' = ELyet + T'. (2.9)

Portanto, a velocidade de O em relagdo a O é dada por

c
=5
LO

2 (dx1 dx? dx3)d%

(= == 2\ 1712713
dr’ dz’ dt ) dt (Lo Lo/ o)

e portanto, v = \/(L(l))z +(L3)? + (LY)f5- Tomandok = j = 0 em 2.8 temos que (L)* +(L3)* + (L) = (L)* —1.
0
Dessa forma, v = ¢ /1 - (L))"2 e L = 1/ /1 — v?/c2. Vamos chamar essa tltima constante de y(v).

Reciprocamente, podemos escrever as coordenadas de O em funcao de x' como ¥ = é‘lM;(xf —T/), onde
M é a matriz inversa de L. Mais explicitamente, M = gL'g ou

M = g¥g;L;. (2.10)

Duas identidades importantes que seguem de 2.8 sdo

" guly, Ly = 8 (2.11)

SILIL] = g, (2.12)

A primeira diz nada além de M = L~!. A segunda diz que LgL' = g. Usando a férmula para M temos
que Mj) = LY, o que mostra que a velocidade de O em relagdo a O, em médulo, também ¢ dada por .
Para determinarmos &, note que a relagao entre x° e 7 ao longo da trajetéria de O é dada por

céT
= ———=— + constante

V1-1v2/c?
i laca 70 1 da trajetoria de O é
e, reciprocamente, a relagao entre X* e 7 ao longo da trajetoria de O é

1 cT
< J1-02/c

Mas o principio da relatividade diz que somente movimento relativo pode ser detectado, ou seja, nada
deve se alterar se trocarmos O e O. Devemos ter entdo que & = +1. O sinal de & é fixado pedindo-se
que todos os observadores inerciais concordem na dire¢do do tempo. Para isso, tomamos também raizes
positivas nas duas equagdes acima.

-0

X' = + constante.
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Resumindo, dois sistemas inerciais de coordenadas estdo relacionados por uma transformagdo da forma
X =LY +T,

onde gijL,iL{ = Qu eLg > 0. Consideraremos somente o caso T = 0, que é quando ndo h4d um deslocamento
da origem do espago-tempo. O conjunto de todas as matrizes L’ satisfazendo 2.8 forma um grupo,

chamado de grupo de Lorentz, e seus elementos sdo chamados naturalmente de transformagdes de Lorentz.
Note que ndo necessariamente as transformagdes desse grupo devem satisfazer L) > 0. Vamos pedir
isso mais adiante para que observadores distintos concordem na orientacdo do tempo. Note também
que detL = +1. As transformagdes de Lorentz satisfazendo detL = 1 e L) > 0 terdo uma importancia
fundamental no préximo capitulo.

2.6 A dilatacao temporal - II
Uma consequéncia direta das transfomagdes de Lorentz é podermos deduzir rigorosamente o efeito da

dilatagdo temporal. Isso segue diretamente da equagdo

0 T

V1-12/c?

Como x? = ¢, onde 7é 0 tempo préprio do observador O, temos que
T

V1 -0v2/c?

Essa equagao diz que, para o observador O, o relégio de O marca o tempo mais devagar por um fator de

V1 —0v2/c2.

T =

2.7 A transformacao de Lorentz padrao

Para entender melhor o significado das Transformacées de Lorentz, vamos considerar um caso particular.
Suponha que O e O sdo dois observadores inerciais cujas origem coincidem em um certo evento A.
Suponha que a velocidade relativa de O em relagido a O seja dada por (v,0,0) e, portanto, a velocidade
relativa de O em relagdo a O é dada por (—v,0,0). Isso fixa a diregdo do eixo x!, porém deixa livre os
eixos x? e x>. Vimos acima que os dois sistemas de coordenadas estdo relacionados por

X=Li#F e =M
Vamos descobrir qual é a cara da matriz L. Para isso, note que

» 7=(0,0,0) = (Ly, L, L3) = y(v)(v/c,0,0)

Equacdo 2.10 = (M, M2, M3) = —(L9, L), LY)

o —7=—(0,0,0) = (Mj, M3, M3) = y(v)(-v/c,0,0) = —(L), LY, L)) = y(v)(—v/c,0,0)

k=0el=1em28= L] =y(v)
ek=Il=1em28=L7=LJ=0

ek=l=1em212=L;=L1=0
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o k=l=2em28= (122 +(L3)? =1
o k=1=3em28= (122 +(L})? =1
ei=2ej=3em211= 22+ 133=0

Isso nos permite escrever L como

Ly LY LY L3 ( y@ y@p/e 0 0
I Lé Li Lé L% _|y@p/c  y() 0 0
Ly L Ly Ly 0 0 cos(6) sin(0) |’
L% L‘Jf Ly L§ 0 0 —sin(0) cos(0)

para algum angulo 6. Fazendo uma rotacdo adequada nos eixos x?e x°, podemos tomar 6 = 0. Dessa
forma, com (x°, x!,x2,x%) = (ct, x, y,2) e (%, &1, #2, ) = (cf, %, 7, Z) temos que

y:
z=

D ey

F+o%/c?
Vi@

Essa é dita a transformagio de Lorentz padrdo. A principio poderiamos pensar que essa classe de
transformacoes é menos geral que as transformacées de Lorentz arbitrdrias, de modo que existam
fendmenos que s6 podem ser deduzidos usando a forma geral da transformacao. Felizmente temos o
seguinte resultado:

t = y@)(F +v¥/?) =

Teorema 2.1. Se L ¢é uma transformagio de Lorentz satisfazendo detL = 1 e L) > 0, entiio existem matrizes
ortogonais 3 X 3 H e H de modo que

b

0 H/I"\0 H

A prova pode ser encontrada em [Liv:Nai64]. Ndo a reproduziremos aqui pois isso foge do escopo desse
texto.

é uma transformagdo de Lorentz padrdio.

Note que, pelo Principio da Relatividade, ndo ha nenhum referencial privilegiado. Dessa forma, a
inversa de L, que chamamos de M e que escreve as coordenadas de O em fungdo das coordenadas de O,
é obtida tomando-se o negativo de v:

y(-v) -y(=v)v/c 0 0
L _|repe v 0 o
- 0 0 cos(6) sin(O) |
0 0 —sin(0) cos(0)
Fazendo 6 = 0, temos
x—ut

X =y@)(x-ot) =

N
1l
N ey

t—vx/c?

y(@©)(t —vx/?) =

1
Il
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Tomando os limites ¢ — oo na transformagdo de Lorentz padrdo acima temos que

ou seja, no caso em que ndo hé limite maximo de velocidade para os objetos (em particular, na Mecanica
Classica), a transformagao de Lorentz se reduz a uma transformacgéo de Galileu. Esse também é o caso
se v < ¢, de modo que v?/c? < 1, ou seja, em baixas velocidades as transformacdes de Lorentz sdao
aproximadas por transformacdes de Galileu.

2.8 A contracao de FitzGerald-Lorentz

Agora podemos tornar rigorosa a dedugdo do efeito da contragdo espacial. Para isso considere uma
barra rigida sobre o eixo x! em repouso em relagio ao observador O. Suponha, por simplicidade, que
um dos extremos da barra estd na origem das coordenadas espaciais de O. Entdo as trajetérias Wi e W,
das duas pontas da barra sao dadas nas coordenadas de O como

W) 2=ct, s =2=%=0;
(Wy) #=ct, =D, #=58=0,
onde % é o tempo préprio ao longo de W e W, e D é o comprimento da barra, como medido por O. Se

supusermos que as coordenadas de um outro observador O se relacione com as coordenadas de O por
meio de uma transformacao de Lorentz padrao, entdo nas coordenadas de O temos que

Wy) %= cy(0)%, ¥l = y(©)t, ¥=x=0;

(W2) 2% = cy(v)( + vD/c?), x' = y(0)(D + v%), x> = x° = 0.
Queremos saber qual é o comprimento da barra para O, ou seja, queremos calcular a distancia espacial
em relacdo a O entre dois eventos simultdneos ocorrendo em Wy e W,. Para isso, devemos eliminar a
varidvel 7, escrevendo-a em fungéo do tempo préprio de O, denotado por t. Como ct = x° = ¢y(v)% no
ponto Wi, temos que T = t/y(v). Dessa forma, temos que

(Wh) P=ct, xt=0t, ¥*=23=0.

Analogamente, em W, temos que ct = x° = ¢y(v)(% + vD/c?) = T = t/y(v) — vD/c*. Substituindo na

equacdo para W, temos que

Wa) ¥ =ct, ' =vt+ D1 -202/c2, ¥* =x> =0.
Com isso, o comprimento da barra para O é dado por D /1 — v2/c2, que é menor que D.
Podemos mostrar também que a contracdo acontece somente na dire¢io do movimento, fazendo o
mesmo raciocinio acima com a barra posicionada em algum eixo ortogonal ao eixo x!. Com isso, o

resultado negativo no experimento de Michelson-Morley estd explicado, sem precisar recorrer a métodos
heuristicos para introduzir a contragéo.
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2.9 Adicao de velocidades

Vimos que adigdo de velocidades para observadores distintos ndo pode mais ser dada por v = v + v/,
pois essa férmula nédo respeita o limite de ¢ para a velocidade dos objetos. Para deduzirmos uma nova
férmula, sejam O, O e O observadores inerciais com coordenadas x/, ¥ e ¥, respectivamente. Suas
coordenadas sdo relacionadas por

¥=L¥ e ¥=L%,

onde L e L’ sdo transformacgodes de Lorentz padrdo dadas por

y(v) y@)v/c 0 0 y(@’) y@)yj/c 0 0
L= y@w/c  yw) 0 0 o I/ = y@Yyj/c  y@) 0 0

0 0 1 0 0 0 1 oy

0 0 01 0 0 01

onde v é a velocidade de O em relacdo a O e v’ é a velocidade de O em relagio a O. Para saber a
velocidade de O em relagdo a O, combinamos as transformacdes de coordenadas acima para obtermos

que x' = L;L;{j x*. Mas a matriz LL’ é dada por

y@)y@)(1+ov0'/c®)  y@)y@)v+0)/c 0 0

12| Y@Y@)e+v)je  yEyE)l+ vv'/c?) 0 0
0 0 1 0o

0 0 01

Se chamarmos de v” a velocidade de O em relagdo a O e igualarmos o termo (LL’)g a y(v”), concluimos
que

(v +7')
- fwerd) 2.13
2 +ov (2.13)

1’

de modo que a matriz LL’ torna-se

,)/(vfl) V(v,,)v,//c 0 0

, 7/(Z)//),z)///c 7/(,0//) 0 O
LL =177 0 1 ol

0 0 0 1

E conveniente buscarmos por um paradmetro 6 que esteja relacionado com a velocidade de modo que
se 0 é a velocidade de O em relacdo a O e 6’ representa a velocidade de O em relacdo a O, entdo
0” := 0 + 0’ representa a velocidade de O em relacdo a O. Ja que O esté relacionado com velocidades
relativas, é razodvel pedirmos que v seja uma fungédo bijetiva de 0. Como vimos acima, temos que
v = (v +7)/(c* +vv’). Se escrevermos v = f(0), v’ = f(0') ev” = f(6 +6’), temos que f deve satisfazer
a seguinte equacao funcional

cA(f(0) + £(6)

fO+9 = Fore)

(2.14)

Isso nos sugere que devemos ter v = f(0) = ctanh(6), ou 0 = tanh™!(v/c). Note que tanh™!(-/¢) : (—c,¢) —
R é um difeomorfismo suave com a propriedade que v — +c implica tanh™ (v/c) — 00, de modo que o
0 correspondente a velocidade da luz é +oo, 0 que é razodvel com a adicdo de velocidades que estamos
procurando.
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Para determinar unicamente f, note que se v e v’ sdo suficientemente pequenos a Férmula 2.13 pode ser
aproximada por v’ = v+v’. Portanto, para baixas velocidades v e 8 devem ser aproximadamente iguais,
ou seja,

_fO)/c
lim —— =1 2.15
650 0 (215)
Temos entdo o seguinte resultado:
Proposigdo 2.2. Existe uma tinica fungio diferencidvel f(0) em R satisfazendo 2.14 e 2.15.

Demonstracdo. A existéncia é imediata, ja que vimos acima que f(6) = tanh(0) satisfaz 2.14. Verifica-se
facilmente também que tal f satisfaz 2.15. Para provar a unicidade, usamos as duas férmulas para
calcular f/(6) = limgo(f(6 + 0') — £(6))/(0’), mostrando que f satisfaz a EDO f’ = 1 - f? com a
condicdo inicial f(0) = 0. Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade (veja [Liv:Cod84]), temos o resultado
desejado. O

Dessa forma, podemos escrever uma transformacdo de Lorentz padrdo da seguinte forma

cosh(0) sinh(6) 0 0

L= sinh(0) cosh(@) 0 0
B 0 0 1 0|
0 0 01

0 que nos permite interpretd-la como uma “rotagdo”na coordenada temporal e na primeira coordenada
espacial.

2.10 Simultaneidade

Lembremos de como a coordenada temporal é transformada segundo uma transformagdo de Lorentz
padréao:
F+o%/c?

Olhando cuidadosamente para essa equagdo, podemos concluir que eventos que ocorrem em dois lugares
diferentes a0 mesmo tempo como vistos por um observador ndo ocorrem ao mesmo tempo em relagdo a
outro observador. De fato, se um evento ocorre no ponto (1,0, 0) no tempo fy e outro no ponto (%2,0,0)
no mesmo tempo fy em relagdo a O, seus tempos correspondentes em relagdo a O sdo

Eo + "(JJ'fl/C2 e ¢ Eo + "()QZZ/C2
= — 2 = ——
V1 —10v2/c? V1 —102/c?

de modo que a diferenga entre esses tempos é dada por

t

b b = (% — 1)/
P Vi—o/2

Para tornar a idéia um pouco mais clara, considere o seguinte experimento.

Suponha que um homem que estd se movendo em um foguete colocou um relégio em cada uma das
duas extremidades do foguete e quer ter certeza se os relégios estao sincronizados. Uma maneira facil de
se fazer isso é localizar o ponto médio entre os dois relégios e entdo enviar um sinal luminoso nas duas
direcdes. Esses sinais terdo a mesma velocidade e chegardo nos dois rel6gios ao mesmo tempo, segundo
esse observador. Usando esse procedimento, ele tera certeza que os relégios estdo sincronizados. Caso
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contrério, ele saberia que esta viajando, contradizendo o Principio de Relatividade de Galileu. Considere
agora um observador parado na Terra. Serd que para ele os dois relégios estdo sincronizados? Para ele,
uma vez que o foguete estd indo para a frente, o relégio na extremidade dianteira esta se afastando do
sinal luminoso, de modo que a luz tem que percorrer mais para alcanga-lo. Analogamente, o relégio na
extremidade traseira estd se aproximando, fazendo com que a luz o alcance primeiro. Portanto, para o
observador no foguete a chegada dos sinais luminosos em ambos os relégios sdo eventos simultaneos e
os relégios estdo sincronizados, enquanto que para o observador na Terra nao.

211 O paradoxo dos gémeos

Na Teoria da Relatividade Restrita temos vérios fendmenos inesperados e estranhos, como a dilatacao
temporal e a contragdo espacial. Nossa primeira reagdo é pensar que nossa teoria estd errada e procurar
por uma corre¢do. Porém, a Relatividade Restrita é uma das teorias fisicas mais testadas experimental-
mente e suas previsdes sdo confirmadas diariamente com altissimo grau de precisao. O fato de algumas
de suas conclusdes serem estranhas ndo quer dizer que a teoria estd errada. O problema é que es-
ses fendmenos sdo perceptiveis somente em velocidades préximas a velocidade da luz, e ndo estamos
acostumados a presenciar essas velocidades no nosso dia-a-dia. Justamente pelo fato dessas conclusces
serem contrdrias a nossas experiéncias é muito comum interpretd-las erroneamente, levando a certos
paradoxos. Note que a Teoria ndo é inconsistente nem errada do ponto de vista fisico (pelo menos por
enquanto!). O que chamamos aqui de paradoxos sdo somente interpretagdes erradas de alguns conceitos
basicos, e eles podem ser resolvidos olhando mais atentamente para o que estéd acontecendo.

Certamente o paradoxo dos gémeos é o mais famoso da Relatividade Restrita. Sua resolugdo é bem fécil,
mas é um bom comego para vermos como que as coisas podem dar errado quando as interpretamos sem
tomar os devidos cuidados.

Paradoxo 2.3 (dos gémeos). Pedro tem um irmdo gémeo, o Bob. Apesar deles serem gémeos idénticos, Bob é
muito mais aventureiro que Pedro e um dia resolve ir viajar. Ele convidou Pedro, porém ele preferiu ficar em casa.
Bob pegou entdo seu foguete e partiu da Terra em linha reta com velocidade constante, bem proxima a da luz,
durante um certo tempo. Quando ele cansou de viajar, deu meia volta e voltou para a Terra na mesma velocidade.
No seu referencial, Pedro ficou parado enquanto Bob viajou. Entio pelo fenémeno da dilatacio temporal Bob deve
estar mais novo quando eles se reencontram. Porém no refernecial de Bob, quem viajou foi Pedro! Isso quer dizer
que no reencontro quem estard mais novo é o Pedro.

O problema aqui é a escolha dos referenciais. O referencial de Pedro é inercial, ao passo que o de Bob
nao é, pois ele ndo se move com velocidade constante em relacdo a um referencial inercial. No momento
que Bob resolveu retornar a Terra, ele teve que desacelerar, mudar de dire¢do e acelerar novamente para
retomar a velocidade de cruzeiro. O fendémeno da dilatacdo temporal s6 vale quando consideramos
corpos em movimento com velocidade constante em relagdo a referenciais inerciais. Ou seja, a conclusao
que Bob estard mais novo quando eles se reencontrarem é verdadeira, porém a outra ndo é. Existe uma
variacdo desse paradoxo no caso em que uma das dimensdes do espaco é compactificada, possibilitando
que Bob chegue de volta a Terra ainda sendo um referencial inercial [Art:Fal07]. Concluimos entdo que a
resolugdo desse paraxodo é somente uma interpretacdo correta de quando vale o fenémeno da dilatacdo
temporal, notando que a simetria aparente entre os dois observadores ndo é de fato uma simetria boa
para aplicar os conceitos relativisticos.
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Capitulo 3

A Geometria do Espac¢o de Minkowski

3.1 Motivagao

Vamos retomar a discussdo feita no inicio da Se¢do 2.4. Lembremos que na Mecanica Cléssica temos
uma nocado de simultaneidade universal. Se quisermos estudar a geometria do espago-tempo, devemos
buscar por propriedades que sejam independentes do observador. Quais sdo essas propriedades no
caso classico? Da discussao feita na Segdo 2.4, segue que o intervalo de tempo entre dois eventos e a
distancia espacial entre eventos simultaneos independem do observador. Além disso, as trajetérias dos
observadores inerciais nos dd4 uma nocao natural de “linha reta”no espago-tempo, conectando quaisquer
dois eventos ndo-simultdneos. Quais sdo as quantidades intrinsecas, independentes do observador,
que temos em maos na Relatividade Restrita? Vimos que o intervalo de tempo entre dois eventos
depende fortemente do observador, e ndo podemos sequer pensar em falar que a distancia entre eventos
simultaneos é absoluta, pois nem a nocdo de simultaneidade é absoluta. Porém, ndo estamos perdidos.
Lembremos que dados dois eventos A e B no espago-tempo e um observador inercial O que passa por
A, tomamos eventos C e D sobre a trajetéria de O de modo que um sinal luminoso enviado de B alcanga
D e um sinal luminoso enviado de C alcanca B (veja a Figura 2.6). Definimos ¢; como o tempo medido
por O em D subtraido do tempo medido por O em A e ¢, como o tempo medido por O em A subtraido
do tempo medido por O em C. Definimos também At := (t; — t;)/2 como o intervalo de tempo entre A e B
e Ax := c(x1 + x2)/2 como a distdncia espacial entre A e B. Mostra-se que a quantidade —t;f, ndo depende
do observador. Para uma demonstracdo muito bonita desse fato usando argumentos fisicos, veja o
Apéndice de [Liv:Wal92]'. Mais adiante, tornaremos essa idéia rigorosa e provaremos essa invariancia
matematicamente. Légico que esse sinal negativo ndo tem nada de especial e a quantidade t;¢, também
é conservada. Veremos em breve porque esse sinal serd conveniente. Para deixar mais claro o significado
de tal quantidade, notemos que

= (g (2 2.

Vamos chamar essa quantidade de intervalo no espago-tempo ou simplesmente intervalo entre dois eventos.
Vejamos algumas informacoes que esse nimero pode nos dar. Lembre que observamos que t; ou tp, mas
ndo ambos, pode ser negativo e que prometi dar um significado a esses sinais.

I Apesar de demonstragdes usando argumentos fisicos ndo serem rigorosas do ponto de vista matematico, sou obrigado a
confessar que sua beleza e elegancia é sem igual. Existe, inclusive, um livro [Liv:Mar09] que usa argumentos fisicos para provar
vérios teoremas, entre eles o teorema de Gauf3-Bonnet!
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Figura 3.1: Intervalo no espago-tempo.

Se —t1t, é negativo, entdo ambos t; e t, sdo positivos. Isso quer dizer ndo é possivel que um observador
esteja presente em A e B, mas existe um observador que vé esses eventos como simultdneos. Dizemos
nesse caso que A e B sdo espacialmente relacionados. Para um observador que veja A e B como simultaneos,
o intervalo entre eles é dado por —(Ax/c)®. Se —tit, é positivo, entdo ou t; ou t,, mas ndo ambos, é
negativo. Nesse caso é possivel que um observador esteja presente em ambos eventos e dizemos que
eles sdo temporalmente relacionados. Para tal observador, o intervalo entre os eventos é dado por (Af)2.
Finalmente, se —t1t, é zero, entdo ou t; ou t, é zero. Nesse caso, é possivel enviar um sinal luminoso de
A para B ou de B para A, dependendo de qual termo é zero. E claro que isso ndo esté rigoroso, mas deve
servir como motivagdo para as defini¢des principais desse capitulo.

A razdo para colocarmos aquele sinal negativo na defini¢do do intervalo é puramente estética. Como
vimos acima, se é possivel chegar de um evento A em um evento B, entdo o intervalo entre eles é positivo.
Caso isso ndo seja possivel, o intervalo é negativo. Além disso, enunciaremos vdrios teoremas da forma
“se g(x,y) > 0 entdo alguma quantidade é positiva”. Com outras convengdes, esses teoremas podem
tomar a forma “se g(x, y) > 0 entdo alguma quantidade é negativa”. Os teoremas enunciados dessa forma
ficam dificeis de lembrar posteriormente. Isso é uma mera convengéo e os resultados independem dessa
escolha. Cada livro tem uma convencéo propria.

Sendo bem entendidas essas idéias fisicas, podemos partir para as defini¢des rigorosas. Tudo que afir-
mamos acima serd entdo provado como propriedades geométricas do espago-tempo.

3.2 A Métrica

A discussdo acima nos motiva entdo a definir o espaco de Minkowski como sendo um espaco vetorial de
dimensao 4 (trés para o espago e uma para o tempo) munido de uma certa estrutura geométrica. Para
isso, precisaremos de alguns resultados bésicos de Algebra Linear.

Definicdo 3.1. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita. Um produto interno em V é uma aplicacdo
g : VxV — Rbilinear (ou seja, linear em cada varidvel), simétrica (g(x, y) = g(y, x), para todos x, y € V)

e ndo-degenerada (se g(x, y) = 0 para todo y € V entdo x = 0).

Teorema 3.2. Seja g : V XV — Rum produto interno sobre um espago vetorial de dimensdo finita. Entdo existe
uma base {eq, ..., e,}, onde n é a dimensdo de V, tal que se x = X'e; e y = y'e;, entdo
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[ e | n—r, n—r n—r+1, n—r+1 n,n
g, y)y=xy +---+x"Y" —x Yy - =x"y"
A principio o ndmero r pode depender da base {ey, ..., e}, mas prova-se que para qualquer base que
tenha a propriedade de g se escrever como acima, o nimero r é sempre o mesmo. Damos a ele entdo o

nome de indice do produto interno g.

Dessa forma, definimos o espaco de Minkowski, denotado por M, como um espaco vetorial real de
dimensdo 4 munido de um produto interno g de indice 3, ou seja, existe uma base {ey, €1, €2, €3} de M com
a propriedade que se x = x'¢; e y = y'e; entdo

g, y) = xOyO _ xlyl _ x2y2 _ x3y3.

Chamaremos g da métrica em M, apesar de tal espago ndo ser um espago métrico, pois g ndo é positiva
definida (ou seja, g(x,x) > 0, se x # 0). Note que na notagéo introduzida no capitulo anterior, podemos
escrever g(x,y) = gijx'y’.

3.3 Bases ortonormais e o grupo de isometrias de M

A definigdo de g prioriza uma classe de bases. Note que uma base dessa classe satisfaz g(e;, ¢;) = gij.
Dizemos que qualquer base para M satisfazendo essa propriedade é dita uma base ortonormal. Existe
uma relagdo estreita entre observadores inerciais e bases ortonormais de M. A saber, suponha que um
observador inercial introduz coordenadas x' usando qualquer um dos métodos descritos na segdo 2.4.
Definindo os vetores ey = (1,0,0,0), e; = (0,1,0,0), e = (0,0,1,0), e3 = (0,0,0,1) escritos nas coordena-
das x, {¢;} é uma base ortonormal para M. Recriprocamente, dada uma base ortonormal {e;} para M
considere um observador inercial que no tempo 7, segundo seu relégio, esta situado no ponto (7,0, 0, 0).
Entdo com essas coordenadas ele é um observador inercial. Portanto, se vocé ndo gostou da discussdo
fisica desenvolvida no capitulo anterior, vocé pode ignora-la completamente e considerar somente bases
ortonormais em M.

A principio, terfamos problemas com unidades, pois ¢ mistura quantidades medidas em unidades de
espago e tempo. Porém, sanamos esse problema no capitulo anterior, quando definimos a coordenada
x? como sendo ct, onde 7 é 0 tempo marcado pelo relégio de um observador que introduz essas coorde-
nadas (tempo préprio). Dessa forma, todas as quantidades envolvidas na defini¢do de g tém a mesma
unidade, a saber, unidade de espago. Parece uma idéia estranha medir espaco e tempo com as mesmas
unidades, mas esse é um artificio ao qual recorremos diariamente. Sempre falamos “eu moro perto do
trabalho, s6 10 minutos caminhando”ou “é muito rapido chegar 14, sdo s6 100 metros de distdncia”. Na
Relatividade Restrita é semelhante. No nosso caso, estamos medindo o tempo em metros. 1 metro de
tempo quer dizer o tempo que a luz leva para percorrer 1 metro. Poderfamos ter escolhido medir tempo
e espago em anos. 1 ano de espago seria o espago que a luz percorre em 1 ano, ou seja, 1 ano-luz, unidade
de medida muito usada para representar distdncias astrondmicas.

Sejam agora {e;} e {¢;} duas bases ortonormais de M. Sabemos que existe uma tinica transformagao linear
L : M — M satisfazendo L(e;) = &. Queremos estudar qual é a transformagdo L. Dizemos que uma
transformacao L preserva produto interno ou é ortogonal se g(Lx, Ly) = g(x, y), para todos x, y € M. Temos
o seguinte resultado:

Lema 3.3. Seja L : M — M uma transformagdo linear. Sio equivalentes:
1. L é ortogonal;

2. g(Lx, Lx) = g(x, x), para todo x € M;
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3. L leva bases ortonormais em bases ortonormais.

Demonstragdo. 3 = 1: Sejam {e;} e {Le;} bases ortonormais de M. Escrevendo x = x'e; e y = yfej temos
que
8, y) = x'yglei e)) = gix'y.

Por outro lado, temos que

g(Lx, Ly) = g(x'Le;, y'Lej) = x'y/g(Le;, Lej) = x'y/gij = g(x, ).
2 = 1: Dados x,y € M, olhemos para a quantidade g(L(x + y), L(x + v)) — g(L(x — y), L(x — y)) de duas
formas distintas. Por um lado, temos que
g(L(x +y), L(x + y)) — §(L(x — y), L(x = y)) = 48(Lx, Ly).

Por outro lado, usando a hipétese, temos que

g(Lx+y), Lix+y) —glix—y),Lix—y) = glx +y,x +y) — glx — y,x — y) = 4g(x, ).
Portanto, g(Lx, Ly) = g(x, y).

1 = 3: Seja {e;} uma base ortonormal de M. Queremos provar que {Le;} também é uma base ortonormal
de M. Note que a hip6tese implica que

g(Lei, Lej) = g(ei €)= gij-
Dessa forma, {Le;} ¢ uma base ortonormal de M. m|

Consideremos, entdo, uma transformacao ortogonal L e {¢;} uma base para M. Pelo Lema acima, temos
que {Le; = &} também é uma base ortonormal de M. Podemos escrever entdo cada e¢; como combinagéo
linear dos éj:

e =LY% + Lle) + L& + L& = L3

Usando que {e;} é base ortonormal de M, temos que

gij = 8lei e)) = g(Lje, L)) = LiLig(8, &) = LiLigu.
Definimos a matriz associada a transformacgdo L como

Ly 0 L9 LY
oo
L=113 3 2 3|
L% L% L§ 3

Dessa forma, as entradas da matriz L satisfazem a mesma condicdo 2.8 satisfeita pela mudanga de
coordenadas entre observadores inerciais. Isso é condizente (e esperado) da nossa associacdo entre
observadores inerciais e bases ortonormais. Note que as colunas da matriz L sdo as coordenadas dos
vetores {¢;} na nova base {¢;}, ou seja, essa é a matriz de mudanca de base de {¢;} para {¢;}. Portanto, se
x = x'e; = ¥'¢;, entdo suas coordenadas nas duas bases se relacionam da seguinte forma:
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oy (L0 L0 19 L9y
it L? L} Ll L% x!
2= 5 73 3 :
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Ja vimos que a condigdo 2.8 é equivalente a L'¢L = ¢ e também a LgL' = ¢. Dessa forma, o grupo de
isometrias de M estéd contido no grupo de todas as matrizes satisfazendo tais condi¢ées, que chamamos
no capitulo anterior de grupo de Lorentz. Reciprocamente, dada uma transformagdo L satisfazendo
L'gL = g, temos que ela preserva a quantidade g:

(v, y) = g’y = gyLi# LY = gy LIl = qu¥ = g(%, ).

Com isso, concluimos que o grupo de Lorentz coincide com o grupo de isometrias de M. Lembrando
da analogia que fizemos entre bases ortonormais e observadores inerciais, acabamos de provar que a
quantidade g independe do observador inercial.

A discussdo feita acima sobre as quantidades t; e t, nos motiva a fazer as seguintes defini¢des.

Defini¢do 3.4. Um vetor x € M é dito tipo tempo, tipo espaco ou tipo luz se g(x,x) > 0, g(x,x) < 0 ou
g(x, x) = 0, respectivamente. Dizemos também que x, y € M sado ortogonais se g(x, y) = 0.
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Figura 3.2: Vetores tipo tempo, luz e espago.

Vimos no capitulo anterior que se L é uma transformacédo de Lorentz, entdo det(L) = +1. Dizemos que
L é prépria se det(L) = 1 e imprdpria caso contrario. Lembremos que ndo podemos ter L) = 0. De fato,
fazendo k = I = 0 em 2.8 temos que (L))* = 1+ (L})* + (L3)* + (L3)*. Dizemos que L ¢ ortocronica® se L) > 0
e ndo-ortocronica se Lg < 0. Para vermos o porqué desse nome, provemos um resultado auxiliar.

Teorema 3.5. Sejam x tipo tempo, y tipo tempo ou luz, {e;} base ortonormal de M com x = x'e; e y = y'e;. Entio
x%y° > 0 (e nesse caso, g(x, y) > 0) ou x°y° < 0 (e nesse caso, g(x, y) < 0).

2Dos prefixos gregos orthos (correto) e chronos (tempo).
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Demonstragao. Por hipétese, temos que

3
g%, x) = 2020 — xlat — %% — 323 = 200 - Z xx' >0
i=1

3
8wy =y -y - - Py =y - ) vy 20,

i=1

onde a soma é sobre os indices 1,2 e 3.3

S s
Dessa forma, temos x%x° > Y7 x'x’ e y°y° > Y7, y'y' e, portanto, xx

raiz quadrada dos dois lados, obtemos que

0040 > Z?:l x'x'ylyl. Tomando a

12
|x0y0|>( xlxiyfyf] : (3.2)

3
=1

1

Note agora que, para todo t € R vale que

3 3 3
0 < (ty' + a2 + (b2 + 222 + (P + X°) = [Z yjyf] + 2t (Z xiyi] + [Z xixi].

i=1 i=1 i=1

Portanto, a equagio do segundo grau ndo tem raizes reais distintas, ou seja, 4(Y. ., X'y —4(Y2, y/yixix’) <
0 e, portanto,

3

3 1/2
Z X'y < (Z xixiyjyj] . (3.3)
i=1

i=1

Juntando o resultado das equagdes 3.2 e 3.3, temos que

3
|x0y0| > leyl ,
i=1

e, portanto, x°y° # 0 e g(x,y) # 0. Caso x°%° > 0 temos que x°y° > | Y7, x'y/| > Y7, 'y e, portanto,
g(x,y) > 0. Caso tenhamos x’y° < 0 trocamos y por —y que a primeira condigdo sera satisfeita. Dessa
forma teremos que g(x, —y) > 0, ou seja, g(x, y) <O0. m]

Corolario 3.6. Se um vetor nio nulo em M é ortogonal a um vetor tipo tempo entdo ele deve ser tipo espago.

Demonstragdo. Seja y # 0 ortogonal a x tipo tempo. Suponha que y ndo seja do tipo espago. Entdo
ele é tipo luz ou tempo. Estando nas condi¢des do Teorema 3.5, temos que g(x,y) > 0 ou g(x,y) < 0,
contradicéo. O

Esse Teorema diz que para vetores x e y como na hip6tese, o produto x°y° tem o mesmo sinal em
qualquer base ortonormal. Isso quer dizer que se os ntimeros tém o mesmo sinal (ou seja, ambos os
vetores apontam “para cima”ou “para baixo”) entdo isso acontecerd em qualquer base ortonormal e

3 Alguns livros usam a convengéo de letras latinas para indices tomando os valores 0, 1,2 e 3 e letras gregas para 1, 2 e 3 ou vice-
versa. Ndo seguirei aqui essa convencdo, pois acho ela confusa quando é necessédrio comparar textos. J4 basta nos preocuparmos
com a diferenca no sinal da métrica. Nesse texto, a notacdo de Einstein indica a soma nos indices de 0 até 4. Quando somarmos
em outros indices, usaremos o simbolo de somatdrio.
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se 0s sinais sdo opostos (ou seja, um vetor aponta “para cima”e outro aponta “para baixo”) entdo isso
acontecera em qualquer base ortonormal. Repare que isso ndo quer dizer que separadamente eles terdo
o mesmo sinal (seria o caso de que se um vetor aponta para cima ou para baixo em uma certa base
ortonormal entdo ele o faz em qualquer base ortonormal. Isso claramente estd errado). E possivel que
em uma base ortonormal um vetor do tipo tempo ou luz aponte para o futuro (ou seja, xX° > 0) e em
outra aponte para o passado* (isto é, x° < 0). As bases nas quais o vetor sempre aponta para a mesma
direcdo temporal sdo justamente aquelas obtidas através de mudancas de coordenadas dadas pelas
transformacoes de Lorentz ortocrdnicas, como veremos no préoximo Teorema.

Teorema 3.7. Seja L uma transformacio de Lorentz e {e;} uma base ortonormal para M. Entdo sio equivalentes:
1. L é ortocronica;

2. Lpreserva orientacdo no tempo de todos os vetores do tipo luz diferentes de zero, ou seja, para todo 0 # x = x'e;
do tipo luz os nitmeros x° e X° = L)x' tém o mesmo sinal;

3. L preserva orientagio no tempo de todos os vetores do tipo tempo diferentes de zero.

Demonstragdo. Seja 0 # x = x'e; um vetor tipo tempo ou luz. Pela desigualdade de Cauchy®-Schwarz®-

Bunyakovskii’ em R? temos que

(LIx" + LIx* + LIx°)* < ((L9)* + (L)* + (LYH((xh)? + () + (2)?). (3.4)

Agora, fazendo i = j = 0 em 2.12 temos que

1= g% = (L9 - (L9 — (197 — (L2 = (LY > (L3 + (LD + (L) (35)
Como x ¢é tipo tempo ou luz, g(x,x) > 0 e, portanto, (x)? > (x!)? + (x?)? + (x*)%. Juntanto a equacdo 3.4
com as duas desigualdades obtidas e com a hipétese de x # 0, concluimos que
(L?x1 + L% + Lgx3)2 < (Lgxo)z,

que podemos escrever como

(L% + LIx? + L3x®)? — (Lox%)? < 0 = (L9x" + LIx? + LIx® — LIx°)(L9x! + L9x* + L9x® + LOx") < 0. (3.6)

Defina y € M como y = Liey + Lle; + L)e, + Lies. Pela desigualdade 3.5, y é tipo tempo. Com isso,
podemos escrever 3.6 como

(—g(x, )X’ < 0= glx, yx° > 0.

Dessa forma, os niimeros ¢(x, y) e ¥ t¢ém o mesmo sinal. Mostremos que Lg > 0 se e somente se x¥ e 0
tém o mesmo sinal. De fato, se L) > 0 e x” > 0, entdo x%y° = x°L) > 0 e, pelo Teorema acima, g(x, y) > 0,
implicando em %° > 0. Analogamente, se x” < 0, entdo #° < 0. Para provar que se x” e # t¢tm o mesmo
sinal entdo LY > 0, suponha que L) < 0. Entdo por um argumento similar ao feito acima concluimos que
x" e 0 tém sinais opostos. m

* Apontar para o passado e para o futuro é um jeito mais simpatico de dizer aponta para cima ou para baixo.
5Augustin-Louis Cauchy, Paris 21/08/1789 - Sceaux 23/05/1857.

6Karl Hermann Amandus Schwarz, Hermsdorf 25/01/1843 - Berlin 30/11/1921.

7Viktor Yakovlevich Bunyakovskii, Bar 16/12/1804 - Sdo Petersburgo 12/12/1889.
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Esse teorema da uma explicagdo do nome que demos para essa classe de transformacoes, pois elas
preservam orientagdo temporal de vetores do tipo luz ou tipo tempo. Note que agora temos um con-
junto de bases ortonormais mais conveniente. Fixada uma base ortonormal arbitraria, dizemos que uma
outra base é admissfvel se a transformagdo que leva uma base na outra é uma transformacdo de Lorentz
ortocronica. Fisicamente, isso quer dizer que, fixada uma orientacdo temporal no espago-tempo, todos
0s observadores inerciais devem estar de acordo com essa orientagao.

Outra classe importante de transformacdes de Lorentz sdo as rotagcdes. Tais transformacdes sdo da
seguinte forma:

0 0 0

[l |

S O O

onde [Lj.], i,j = 1,2,3 é uma matriz ortogonal com determinante 1. Essas transformacoes representam

rotagdes dos eixos coordenados espaciais em um dado referencial. A seguinte proposi¢do caracteriza as
rotagoes.

Lema 3.8. Seja L uma transformagio de Lorentz prépria e ortocronica. Entdo sdo equivalentes:

1. L é uma rotagdo;

Demonstragdo. Fazendo k = = 0 em 2.8 temos

(Lo)? = (Lo)* = (L)) = (L)* = 1.

Analogamente, i = j = 0 em 2.12 impilica que

(LY? — (L9 ~ (L9P - (L9P = 1.

A equivaléncia entre 2, 3 e 4 segue imediatamente das igualdades acima e da hip6tese que L é ortocronica.
Como uma rotagdo claramente satisfaz 2, 3 e 4, resta mostrar que se L satisfaz qualquer uma dessas
condigdes, entdo L é uma rotagdo. De fato, se L satisfaz essas condi¢des, entdo det(L) = 1. A Férmula
2.10 para a inversa de L nos diz que

LO _Ll _L2 _L3
0 1O 2O

-1 L3
-1 _
L= —L% UL Lé ,
_Ls L3 L3 L3
que no nosso caso se reduz a
1 0 0 O
1 72 713
e
0 L, L3 L%
0 L; Lg L;
provando que [L;.], i,j =1,2,3 é uma matriz ortogonal a
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Figura 3.3: Nio-transitividade da relagdo <.

Apesar de ndo utilizarmos esse resultado no trabalho, as transformag¢des de Lorentz, transformacoes
de Lorentz préprias, transformacgdes de Lorentz ortocrénicas, transformagdes de Poincaré (que sdo
transformagoes de Lorentz transladadas) tém estrutura de grupo. O estudo desses grupos e suas
representagdes é de extrema importancia em Teoria Quéantica de Campos. Veja [Liv:Zeel0].

3.4 Vetores especiais tém propriedades especiais

Nessa se¢do estudaremos propriedades especificas das trés classes de vetores que definimos. Comecemos
pelos vetores tipo luz.

3.4.1 Vetores do tipo luz

Dados dois eventos distintos x e x, considere o vetor deslocamento x — xy de xo para x. Se tal vetor é do
tipo luz, entao, relativo a qualquer base ortonormal, temos que

(- xg)2 — (' - x(l))2 — x?))2 - (3 - xg)2 =0.

Nao podemos ter x° — x) = 0 e tal ntimero, relativo a qualquer sistema de coordenadas admissivel,
sempre terd o mesmo sinal. Lembrando a defini¢do feita mais acima, dizemos que o vetor x — xj estd
direcionado para o futuro se x° — x > 0 e direcionado para o passado se x° — x) < 0. Definimos entdo uma

relagdo bindria em M da seguinte forma:

X < X se e somente se x — xg é tipo luz e direcionado para o futuro.

A interpretagdo fisica dessa ordem é que fendmenos eletromagnéticos iniciados em xp podem influenciar
x. Em particular, um raio de luz pode ser enviado de xy para x. Note que essa relagdo ndo é transitiva.
De fato, tomando {e;} uma base admissivel para Me x = (0,0,0,0), y = (1,1,0,0) e z = (2,0, 0, 0) escritos
nessa base, verifica-se que x < y, ¥ < z porém x « z. Veja a Figura 3.3. Veremos mais adiante em quais
circunstancias vale a transitividade.

Dados x e xj eventos tais que g(x — xo, x — x9) = 0, definimos o raio de luz através de x e x como

Ryx = {x0 + t(x — xp),t € R}.

Definimos também o cone de luz com vértice em xg como
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Figura 3.4: Cone de luz.

Cr(xo) = {x € M| g(x — x0,x — x9) = 0}.

Uma propriedade importante que vetores tipo luz possuem é provada no seguinte lema.
Lema 3.9. Dois vetores nio-nulos do tipo luz x, y € M sdo ortogonais se e somente se sio paralelos.
Demonstracdo. Claramente se x e y sdo paralelos entdo sdo ortogonais. Provemos a volta. Fixe {e;} base
ortonormal de M. Por hipétese, x = x'¢; e y = y/e; sdo ortogonais. Suponha, primeiramente, que x° e °
tém o mesmo sinal. Portanto:

0= g(x’ ]/) — xOyO _ xlyl _ x2y2 _ x3y3 = |x0”y0| — xOyO — (xlyl + x2y2 + x3y3). (37)
Como x e y sdo tipo luz, temos que:

0=g(x,x) = (") = () = () = () = () = (') + () + ().

0=gy =0 -V -~ =)=+ + )
Juntando com a Equacgéo 3.7, temos:

@yt + 77 +°9) = () + (@ + D) + @D+ PN
Portanto, existe A € Rtal que (x}, x%, %) = A(y}, 2, y°), pela desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovskii
em RR3. Basta provarmos que x° = Ay°. Novamente pela Equagédo 3.7 e por y ser tipo luz e ndo-nulo

temos:
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Py = @yt + ) = M)+ 0+ () = AW = 20 = A0).

Caso x¥ e ° tenham sinais opostos, troque y por —y. Dessa forma x° e —1° tém o mesmo sinal, ainda
valem as hip6teses do lema e concluimos que x e —y sdo paralelos. m]

3.4.2 Vetores do tipo tempo

Sejam agora dois eventos x e xy tais que g(x — xo, x — xp) > 0, ou seja, o vetor deslocamento é tipo tempo.
Nosso objetivo é mostrar que existe um observador inercial que vé esses dois eventos acontecendo no

mesmo lugar. Primeiramente fixe {¢;} uma base ortonormal para M. Escreva x = xejexy = xée]-. Mate-

maticamente, queremos mostrar que existe uma base admissivel {;} na qual i - xé =0,1=1,2,3, onde

]

x=xeexy= foéj.

Isso é razodvel, pois como g(x — xg, x — xg) > 0, entdo

\/(xl —x0)2 + (2 = x2)2 + (23 — x7)?

(0 —x0)

<1.

Se lembrarmos da escolha de unidade que fizemos na defini¢do da métrica, temos que a velocidade da luz
VT —x) 2+ (1222 2+ (2313 2
=)
paralelo a reta que liga (x}, x3,x3) a (x!, x2, %) na superficie de simultaneidade definida pela observador

inercial referente a base {e;} vera os eventos acontecendo no mesmo lugar.

é 1. Dessa forma, é de se esperar que um observador que se move com velocidade

V! —x) 2+ (1222 2+ (3132

E=)

De fato, seja v = e sejam d!,d? e d° os co-senos diretores da reta orientada que

liga (x}, x3,x3) a (x!,x%,x%). Cada d' é dado por d' = (x' — x})/ \/(xl —x)? + (2 = x3)? + (x® = x3)?). Seja L

a transformacdo de Lorentz cuja primeira linha é dada por Lg =y =1/Vl-92 e L? = —ovy(v)d,

para i = 1,2,3% Calculemos a quantidade ¥ — ). Note que podemos escrever y(v) como (x° —

x9)/ /g(x — xo, x — x0).

S0 _ 20 _700.0 _ .0y 70l _ Ay 7002 .2\ 70,3 _ .3
X' =Xy =Lo(x" — xp) + Ly (x" — xp) + Ly(x" — x3) + Ly(x” — x) =

=)/(v)(xO - xg) - z}y(v)(d1 (x1 - x(l)) + clz(x2 - x%) + 513(x3 - xg)) =

=y @)~ x) ~ 0p(©) a1 = 3?2 + (02~ 22 + (3~ B =

_ (x0 - xg)2 ~ (! = x0)? + (2 = x5) + (° - xg)2 _

8(x — x9,x — x9) \/g(x—xo,x—xo)

=4/8(x = x0, x — x0).

2 1

Dessa forma, temos que g(x — xo, X — xo) = (¥° — )?. Por outro lado, g(x — xo, x — xo) = (X* — x)? - (&' -

S1V2 _ (52 _ 522 _ (53 _ 53)2 ; / Sl _ ol _ 52 _ 22 _ 53 53 _
X,)" — (%% — X5)” — (¥° — x;)°. Com isso, concluimos que ¥ — ¥, = ¥~ — %5 = ¥ — X; = 0.

Isso nos motiva a seguinte definicdo: Para dois eventos x e xy tais que o vetor deslocamento x — xo é do
tipo tempo, definimos a duragido t(x — x¢) de x — xop como

T(x — x0) = /g(x — x0, X — xp).

84 veremos que tal transformacéo sempre existe.
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Acabamos de ver que essa quantidade deve ser interpretada como o intervalo de tempo entre x e xo em
relagdo a um observador que vé ambos eventos ocorrendo no mesmo ponto do espaco.

Note que uma possibilidade para a transformagdo de Lorentz utilizada acima é dada por

() ~vy(v)d' ~vy(0)d* —0y(v)d®
—oy()d'  (yo)-Dd'd' +1  (y(v) - 1)d'd> ((0) - )d'd®
—oy(@)d*>  (y(0)-Ddd (o) -Dd*d+1  (y(v) - 1)d*d®
—oy()d®  (y(v) - Dd’d’ (@) - D@ (y(v) - )dd® +1

Com esse argumento, podemos provar que para qualquer reta da forma {x; + #(x — xp), t € R}, onde x —x
é tipo tempo, existe uma base admissivel na qual todos os eventos dessa reta ocorrem no mesmo ponto
espacial. Essa reta pode ser interpretada como um assistente de um observador inercial, que estd em re-
pouso em relacdo a este. Uma reta como essa acima é chamada de reta tipo tempo. Se uma reta tipo tempo
passa pela origem, podemos provar ainda mais: ela pode ser identificada com o conjunto de eventos
na histéria de algum observador admissivel, ou seja, com o eixo xy de alguma base admissivel para M.
Para provarmos isso, tome um vetor &, sobre a reta, que chamaremos de T, tal que g(&, &) = 1 e seja [&]
0 espaco gerado por tal vetor. Como conjunto, temos que T = [¢]. Seja [éy]* 0 complemento ortogonal
de [¢)]. Afirmamos que M = [é)] @ [é]*. De fato, tome x € M e considere o vetor v = x — g(x, é)éy. Tal
vetor estd em [é]*, pois (v, &) = g(x, &) — g(x, &) = 0. Como podemos escrever x = v + g(x, &)é, temos
que M =[] + [é]*. A soma é direta pois [éy] N [é]* = {0}. Como todo vetor de [&] ¢ tipo tempo, todo
vetor de [éy]* é tipo espago, pelo Coroldrio 3.6. Dessa forma, a restrigdo de g a [é]* é negativo definido,
implicando assim na existéncia de uma base {é1, &, &3} satisfazendo g(é;, ;) = —65 . Com isso, {éy, &1, é,, 85}
é uma base ortonormal de M, ndo necessariamente admissivel. Para resolver isso, note que as colunas
da matriz de mudanca de base consiste nas coordendas dos vetores {&;} escritos na base {¢;}. Mudando
alguns &; por —¢;, se necessario, podemos converter tal base em uma base admissivel.

A quantidade 7(x — xp) é a menor cota inferior para o intervalo de tempo entre os eventos x e x:

Proposicdo 3.10. Se x — x é tipo tempo e s é um niimero real arbitrdrio ndo-negativo, entdo existe um referencial
admisstvel no qual a separagio espacial entre xo e x é s. Além disso, a separagdo temporal entre xg e x pode assumir
qualquer valor maior ou igual que T(x — xo).

Demonstracdo. Como vimos acima, seja {¢;} um referencial admissivel no qual x = xe;, xg = xéej,
5=x>—x) =0e1(x—x) = x"—x). Considere a seguinte transformacéo de Lorentz

x—xy = 2% -
especial, como no capitulo anterior:

cosh(0) sinh(6) 0 0
L= sinh(6) cosh(6) 0 0
B 0 0 1 0f
0 0 01
Temos entdo que
cosh() sinh(0) 0 0)(x®—=xJ) (cosh(6)(x’ - x§
sinh(0) cosh(@) 0 0 0 sinh(0)(x — x;)
Loo=x=\"9 o 10| o |7 0
0 0 01 0 0

Dessa forma, a separagao temporal e espacial nesse novo referencial sdo, respectivamente, cosh(6)(x’—xJ)
e sinh(0)(x° — x). Como min cosh é 1 quando 6 = 0, 0 menor valor possivel para a separagdo temporal
é 1(x — xo) = x° — xJ. Por outro lado, sinh assume todos os valores reais, implicando que sinh(6)(x" — xJ)
também o faz. o
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Se x — xq ¢ tipo tempo, entdo (x! — x})? + (x* — x3)* + (x* — x3)? < (x% — x0)?, ou seja, x — xg esta “dentro”do
cone de luz em xq. Definimos o cone de tempo em xo como Cr(xp) = {x € M| g(x — x¢) > 0}. Para um vetor
x € Cr(xo) temos x* — xg # 0, e o sinal de tal nimero independe do observador admissivel, como vimos
no Teorema 3.7. Como fizemos para vetores do tipo luz, dizemos que x — xy é direcionado para o futuro se
x — xj > 0 e é direcionado para o passado se x° — x) < 0. Definimos agora outra relagdo binaria em M da

0
seguinte forma:

Xo < X se e somente se x — xg € tipo tempo e direcionado para o futuro.

Com isso, podemos dividir o cone de tempo em xp em duas partes: o cone de tempo futuro C1(xo) = {x €
M| xo < x} e o cone de tempo passado C(xo) = {x € M| x < xo}.

Nosso objetivo agora é provar andlogos da desigualdade triangular e da desigualdade de Cauchy-
Schwarz-Bunyakovskii para o espaco de Minkowski. Para isso, precisamos provar dois resultados
auxiliares.

Lema 3.11. A soma de finitos vetores do tipo tempo ou luz direcionados para o futuro é tipo tempo e direcionada
para o futuro, exceto quanto todos os vetores sio tipo luz e paralelos; nesse caso a soma é tipo luz e direcionada para
o futuro.

Demonstragdo. Claramente a soma de vetores direcionados para o futuro é direcionada para o futuro.
Usando indugdo, basta provarmos o lema para soma de dois vetores. O caso geral segue de combinacées
dos casos especiais abaixo.

® x1,xp tipo tempo e direcionados para o futuro: g(x; + xp, x1 + x2) = g(x1, x1) + 29(x1, x2) + g(x2, X2).

Cada g(xi, x;) é positivo. Como ambos apontam para o futuro, temos que cada x? é positivo,
portanto x)x) também ¢é positivo. Pelo Teorema 3.5 temos que g(x1, X2), e portanto g(x; + X2, X1 +x2),
sdo positivos.

e x; tipo luz, x, tipo tempo e ambos direcionados para o futuro: g(xi+xz, x14+x2) = g(x1, x1)+2g(x1, X2)+

g(x2, x2). O termo g(x1,x1) é zero pois x; é tipo luz e g(xz, x2) é positivo pois x; é tipo tempo. Para
mostrar que o termo g(x1,x) é positivo usamos o mesmo argumento acima, pois ainda estamos
nas hipéteses do Teorema 3.5.

® x1,x; tipo luz e direcionados para o futuro: Note que g(x1 + xp, X1 + x2) = 2g(x1, X2), que é zero se

e somente se x1 e X, sdo paralelos, pelo Lema 3.9. Dessa forma, x; + x, € tipo luz se e somente
se x1 e X, sdo paralelos. Suponha agora que Se x; e x, ndo sdo paralelos. Defina y, € M da
seguinte forma: Seja {e;} uma base admissivel para M, na qual x; = xge,- ex, = xée]-. Seja y, =
(x9+1/n)eg+xje1 +x2e; +x7e3, paran € N. Note que cada y, é direcionado para o futuro e tipo tempo,
pois §(Yn, Yu) = (X +1/n)* + (x1)? + (x3)? + (x3)2 = 2x9/n + 1/n* > 0. Como xy5 = x5(x9 + 1/n) > 0,
pelo Teorema 3.5 temos que g(x2, y,) > 0. Mas g(x2, yn) = g(x2, X1 +ep/n) = g(xz,x1)+xg /n. Portanto,
g(xp, x1) > -1 /nxg. para todo n € IN. Dessa forma, temos que g(x2, x1) > 0. Mas g(x, x1) # 0, pois
os vetores ndo sdo paralelos. Portanto, concluimos que g(x», x1) > 0, logo, x1 + x, é tipo tempo.

O

Considerando —x; no Lema acima, podemos trocar “direcionado para o futuro”para “direcionado para
o passado”para obtermos o resultado anélogo.

O Lema acima nos permite mostrar que a relagdo < é transitiva, ao passo que < ndo o é. De fato, se x < y
ey < z,entdo y—x e z—y sdo tipo tempo e direcionados para o futuro. Dessa forma, z—x = (z—y)+(y—x)
é tipo tempo e direcionado para o futuro. Porém, sex < y ey < zentdo y — x e z — y sdo tipo luz e
direcionados para o futuro, e z — x é tipo luz se e somente se z — iy e y — x sdo paralelos. A partir desse
Lema podemos provar também o analogo ao Teorema 3.5 para vetores tipo luz ndo nulos e ndo paralelos.
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Teorema 3.12. Sejam x e y vetores tipo luz nio nulos e ndo paralelos. Entdo x e y tém a mesma orientagio no
tempo se e somente se g(x,y) > 0.

Demonstragdo. Se x e y tém a mesma orientagdo no tempo, entdo x + y é tipo tempo e g(x + y,x + y) =
2g(x, y) > 0. Para provar o outro lado, provemos a contrapositiva. Se x e y tém orienta¢do oposta no
tempo, entdo x e —y tém a mesma orientagdo e, portanto, g(x, —y) > 0. Dessa forma, g(x, y) < 0. ]

A interpretacdo fisica da relacio < é que, se x < y entdo um fend6meno material iniciado em x pode
influenciar y. As duas relagdes < e < sdo chamadas de relagdes causais no espago-tempo. Pode-se provar o
seguinte resultado (demonstragdo disponivel em [Liv:Nab92]):

Teorema. Para x e y distintos em M vale que:
o x <yseesomentese: x K ye(y < zimplicax < z);
o x K yseesomentese: x £ ye(x <z<y, paraalgumz e M).

Uma bije¢do F : M — M é dita um automorfismo causal se preserva a relagdo <, ou seja, x < y se e
somente se F(x) < F(y), para todos x, y € M. Como podemos escrever uma relagdo em fung¢do da outra,
F preserva < se e somente se preserva <, bastando assim considerar somente uma relagdo. TranslagGes,
multiplicagdes por escalares ndo nulos e transformagdes de Lorentz ortocronicas e préprias sdo exemplos
de automorfismos causais. Deverfamos imaginar que existem muitos outros, pois a defini¢do de tal classe
de fungdes ndo nos dd nenhuma pista de que F deve ser linar, sequer continua! Porém, Zeeman® provou
em [Art:Zee64] que todo automorfismo causal é uma composicdo desses trés exemplos. Para uma prova
desse fato, veja [Liv:Nab92]. Provemos entdo os dois resultados desejados.

Teorema 3.13 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovskii invertida). Se x e y sdo vetores tipo tempo
em Mentio ¢(x,y)* > ¢(x, x)g(y, y), com igualdade se e somente se x e y sdo linearmente dependentes.

Demonstracdo. Considere o vetor u = ax — by, onde a = g(x,y) e b = g(x,x). Note que g(u,x) =
glax — by, x) = ag(x, x) — bg(x, y) = 0. Como x é tipo tempo, entdo u é tipo espago ou nulo, pelo Corolédrio
3.6. Dessa forma, temos que 0 > g(u,u) = g(ax — by,ax — by) = a*g(x,x) — 2abg(x, y) + b*¢(y, y), com
igualdade se e somente se u = 0. Com isso, 2abg(x, y) > a*g(x, x) + b*¢(y, y), ou seja,

2g(x, )*8(x, x) > g(x, y)*g(x, x) + g(x, x)’8(y, y)
& 28(x,y)* = g(x, y)* + g(x, 0)8(y, v)
& g,y = g, 08, v),

com igualdade se e somente se # = 0. Mas u = 0 implica que ax = by. Comoa = g(x, y) # 0 pelo Corolério
3.6 eb = g(x,x) # 0 pois x é tipo tempo, temos que x e y sdo linearmente dependentes. m]

Teorema 3.14 (Desigualdade Triangular invertida). Se x e y sdo vetores do tipo tempo com a mesma orientagio
no tempo, entdo t(x + y) > ©(x) + ©(y), com igualdade se e somente se x e y sdo linearmente dependentes.

Demonstragdo. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovskii invertida temos que g(x, y)* >

8(x,x)g(y, y), ou seja, |g(x, y)l = +/g(x,x)/g(y, y), pois ambos g(x,x) e g(y, y) sdo positivos. Como x e y
tém a mesma orienta¢do no tempo, g(x, y) > 0, pelo Teorema 3.5. Dessa forma, g(x, y) = /g(x, x) /Sy, v).

Note agora que

gx+y,x+y) =g(x,x)+2¢x,y) + gy, y) =

28(x,x) + 2/8(x, ) Vg(v, ) + 8y, y) =
=(Vg(x,x) + \3(v, ),

9Sir Erik Christopher Zeeman, Japao 04/02/1925
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o que implica que /g(x + ¥, x +y) > /g(x, x) + /8(v, y), ou seja, T(x + y) > T(x) + 7(y).

Se vale igualdade, podemos fazer o velho truque de ler a sequéncia légica acima ao contrario e concluir

que g(x, y) = /8(x,x)/3(y, v) e, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovskii invertida temos

que x e y sdo linearmente dependentes. m]

O paradoxo dos gémeos, discutido no final do Capitulo 2, pode ser visto como uma consequéncia direta
da desigualdade triangular invertida. De fato, suponha que os gémeos Pedro e Bob viajam de acordo
com o diagrama abaixo, isto é, Pedro chega até a ponta do vetor x ficando parado e Bob chega ao mesmo
ponto primeiro “percorrendo”o vetor y; e logo em seguida o vetor y,. Note que x = y; + y,. Mas pela
desigualdade triangular invertida, temos que 7(x) > 7(y1) + ©(y2). Lembrando a interpretacdo que demos
para 7, concluimos que, em relacdo ao irmao que representa um observador inercial (Pedro), o tempo
proprio de Bob foi maior do que o seu.

Figura 3.5: Gémeos viajando.

Note que tanto a desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovskii quanto a desigualdade triangular se
extendem para uma soma finita de vetores do tipo tempo, pelo Lema 3.11.

Vamos generalizar alguns desses conceitos e resultados para curvas no espaco-tempo que representem
movimento de particulas ndo necessariamente livres. Comecemos com algumas defini¢des.

Seja I € R um intervalo. Uma funcdo o : I — M é dita uma curva em M. Dado um sistema de
coordenadas admissivel {e;}, podemos escrever a(t) = (x°(t), x(t), ¥*(t), x*(t)). Quando as fungdes x'(t)
sdo suaves, dizemos que a curva é suave. Note que essa defini¢do independe da escolha de coordenadas
admissiveis. a é dita tipo tempo se o’ (t) é um vetor tipo tempo, para todo ¢ € I, e direcionada para o futuro
se a’(t) 0 é, para todo t € . Uma curva suave tipo tempo e direcionada para o futuro em M é chamada
de histdria ou trajetdria de uma particula material. Note que essa defini¢do quer dizer que a particula ndo
viaja mais rdpido que a velocidade da luz e, além disso, sempre vai para o futuro, o que é razoavel de se
esperar. Se o tem a forma a(t) = xo + t(x — x¢), onde xo < x, entdo a é a histéria de uma particula livre.
Isso representa uma versao relativistica da Primeira Lei de Newton: particulas livres se movimentam
em linha reta. Se tivermos que x( < x, teremos a histéria de um f6ton. Se o é a trajetéria de uma particula
material, definimos o comprimento ou tempo proprio de a como

, b dxi dxi
o) = | VRO = | s gt

em um sistema de coordenadas admissivel. Mostra-se facilmente que L(«) ndo depende da parametrizacado
nem do sistema de coordenadas escolhido. Note que s6 podemos definir essa quantidade para curvas
tipo tempo. Essa quantidade deve ser interpretada como o intervalo de tempo entre a(a) e a(b) como medido
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pelo relégio que a particula carrega consigo. Para entender isso, vamos precisar do seguinte resultado auxi-
liar, que provaremos logo em seguida mas que segue como coroldrio de um resultado muito mais geral,
a ser provado no Capitulo 5:

Teorema 3.15. Sejam p,q € M. Entdo p < g se e somente se existe uma curva suave « : [a,b] — M direcionada
para o futuro e tipo tempo tal que a(a) = p, a(b) = q.

E facil provar que se p < g, entdo tal curva existe. Basta tomar o segmento de reta ligando p a g. Vamos
particionar o intervalo [4,b] em subintervalos da formaa =ty < #; < --- < t,_1 < t, = b. Pelo Teorema
acima, a(a) = a(ty) < a(h) < --- < a(t,—1) < a(t,) = a(b). Dessa forma, cada vetor v; = a(t;) — a(ti—q) é
tipo tempo e direcionado para o futuro. 7(v;) é interpretado como o tempo entre a(t;—1) e a(t;), medido
por um observador admissivel que estd presente em ambos eventos. Se a particula material que a curva
a representa tem velocidade constante entre os eventos a(ti—1) e a(t;), entdo 7(v;) mede o intervalo de
tempo entre esses eventos como medido pelo relégio carregado pela particula. Em qualquer referencial
admissivel podemos escrever que

Ax;‘ Axﬁ

1) = V() — altion), alt) — altin)) = JguAXAxL = 8Ky ap Ab

onde Axk = of = x*(t;) — x"(ti.1) e At = t; — ;1. Pela continuidade de a, podemos escolher os At
suficientemente pequenos de modo que a velocidade da particula seja aproximadamente constante nos
intervalos [fi_1, t;]. Dessa forma, 7(v;) serd uma boa aproximagdo para o intervalo de tempo entre a(t;_1)

e a(t;) como medido pela particula. Dessa forma, a soma

IR -
1

é uma boa aproximacdo para o intervalo de tempo entre a(a) e a(b) como medido pela particula. No
limite max At — 0, a soma converge para a integral na defini¢do de L(«). Provemos, entdo, o Teorema.
Para isso, precisaremos do seguinte Lema:

Lema 3.16. Seja o : (a,b) — Muma curva suave, tipo tempo e direcionada para o futuro. Entdo, dado to € (a,b),
existe € > 0 tal que:

i. (to—¢,tg+¢€)C(ab);
ii. a(t) € Co(a(to)), set € (to — ¢, to);
iii. a(t) € Ci(a(to)), set € (o, to + €).

Demonstragdo. Seja {¢;} uma base admissivel para M e escreva a(t) = x'(t)e;. Claramente para ¢
suficientemente pequeno a condicao (i) é satisfeita. Provemos que vale (ii), pois o argumento para (iii) é
similar. Suponha que ndo existe ¢ > 0 de modo que valha (ii), ou seja, para todo ¢ > 0 existe t € (fo, to + €)
tal que a(t) ¢ Ci(a(tp)). Podemos entdo construir uma sequéncia decrescente {t,}, convergindo para tq
tal que a(t,) ¢ C(a(to)), para todo n € IN. Pela definigdo de CJ.(p), temos duas possibilidades:

a. a(t,) — a(tp) ndo é tipo tempo, para todos n € IN;
b. a(t,) — a(to) é tipo tempo mas ndo é direcionado para o futuro, para todos n € IN.

Provemos que essas duas possibilidades sdo impossiveis. De fato, se vale (a), entdo a(t,) — a(ty) é tipo
luz ou espaco, ou seja, g(a(t,) — a(ty), a(t,) — a(ty)) < 0, para todos n € IN. Como ¢, — ty é sempre positivo,

altn)—alho)  altn)—alty)
ti—to 4 ty—to

podemos escrever que g( ) < 0. Passando o limite n — oo, temos que g(a’(tp), @’ (ty)) <0,
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contradicdo, pois &’'(to) é, por hipédtese, tipo tempo.

Para ver que (b) é impossivel, note que a(t,) — a(tp) é direcionado para o passado e tipo tempo, enquanto
que &’ (t) é direcionado para o futuro e tipo tempo. Pelo Teorema 3.5, temos que g(a(t,)—a(ty), a’(to)) <0,

para todos n € IN. Novamente como t, — fy é sempre positivo, podemos escrever g (W, o/(to)) <0,

para todos 1 € IN. Passando ao limite, concluimos que g(a’(fo), &’ (to)) < 0, contradic&o. O
Agora podemos provar o Teorema.

Demonstracido (do Teorema 3.15). Como jé foi observado, se p < g, claramente a curva existe. Basta
tomarmos uma reta que liga esses dois pontos. Provemos entdo a outra parte. Tome a : [a,b] — M
suave, direcionada para o futuro e tipo tempo tal que a(a) = p, a(b) = gq. Considere uma extensdo de
a a um intervalo (A, B) contendo [4, b] de modo que a extensdo ainda seja direcionada para o futuro e
tipo tempo. Tal extensdo sempre existe pois « é suave e Cr(p) é aberto em M. Pelo Lema anterior, existe
€1 > 0 tal que

e (a,a+¢&1) C (A, B);
o a(t) estd em Ci(p), para t € (a,a + &1).

Seja tg = sup(a + ¢1). Provemos que ty = B. Suponha que A < fy < B. Novamente pelo Lema, existe ¢ > 0
tal que

o (ty—¢,to+¢) C(AB);
e a(t) € Cy(a(ty)) parat € (to — ¢, to);
e a(t) € Ci(a(ty)) para t € (to, to + €).
Temos 3 possibilidades para a(fo):
i. a(to) € C1(p);
ii. a(to) € Cr(p);
iii. a(ty) € (C5(p) U Cr(p)“.

Analisemos cada caso separadamente. Se vale (i.), temos que, para todo t € (ty, to + €) vale que a(f) — a(to)
e a(tp) — p sédo tipo tempo e direcionado para o futuro, pois a(t) € Cr(a(t)) e a(ty) € Ci(p). Portanto,
at) —p = (a(t) — a(ty)) + (a(to) — p) é tipo tempo e direcionado para o futuro, para todo ¢ € (t, to + €).
Assim, a(t) € Cy.(p), para todo t € (to, tp + €), contradigdo com a definigdo de t.

Se vale (ii.), entdo C(a(to)) N C;(p) = 0. Por outro lado, para todo t € (ty— ¢, to) temos que a(t) € Cr(a(to)),
pelo lema, e a(t) € C5(p), por definicao de t.

Finalmente, se vale (iii.), como (C3(p) U Cr(p))C é aberto e « é continua, temos que a(t) € (Cxpu Cr(p))S,
para alguns t € (ty — ¢, to). Porém, para tais t deveriamos ter que a(t) € C1.(p), pela definigdo de t,.
o

Podemos também definir um andlogo a parametrizacdo por comprimento de arco para curvas tipo
tempo. Vejamos porque isso € interessante. Suponha que o dominio de a contenha o 0. Defina a fungio
comprimento ou fungio tempo proprio de o como

¢
T=1(t) = fo \Vg(a’(s), a'(s))ds.
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Dessa forma, T é suave e positiva, pois a é tipo tempo. Sua inversa t = h(7) estd entdo bem definida e
satisfaz dh/dt = (dt/dt)™ = [g(a’(t), @’ (t))"! > 0. Podemos entdo considerar uma reparametrizagao de
a, dada por a(t) = a(h(1)) = (x°(7), x}(1), ¥*(1),x*(7)), em um sistema de coordenadas admissivel. Essa
reparametrizagdo é dita a parametrizagio por tempo proprio. Essa parametrizacdo goza da propriedade que
g(a’(7), a’(7)) = 1, como pode ser facilmente verificado.

Facamos um tultimo comentdrio sobre particulas materiais. Considere uma curva « : [4,b] — M tipo
tempo e direcionada para o futuro. Sejam p = a(a) e ¢ = a(b). Vimos que a quantidade L(«) pode ser
arbitrariamente aproximada pelas somas 3.8, que podemos escrever como

n n

Y1) = Y w(alt) = altin)) = wa(t) — alt) + w(altz) — a(t) + -+ + T(alts) = alta-1)).

i=1 i=1

Mas a desigualdade triangular invertida nos diz que essa soma é no maximo

t(a(t) — alty) + at) — a(t) + -+ + a(ty) — a(ty-1)) = t(a(t,) — ato) = (g - p).

Portanto, no limite max At — 0, deveriamos imaginar que 7(g — p) > L(«), ou seja, o tempo entre p e g
é maior para o observador que estd parado (em relagdo a um sistema de coordenadas admissivel) que
passa pelos dois eventos do que para qualquer outro observador que também passa pelos dois eventos.
Isso quer dizer que “rel6gios que se movimentam contam o tempo mais devagar”. Vimos no capitulo
anterior uma explicagdo razoavel para esse efeito. Provemos entdo esse fato.

Teorema 3.17. Seja a : [a,b] — Muma curva tipo tempo e direcionada para o futuro. Sejam p = a(a) e g = a(b).
Entdo L(a) < ©(q — p), com igualdade se e somente se o é a trajetoria de uma particula material livre.

Demonstragio. Pelo Teorema 3.15 temos que p < g. Considere {e;} uma base admissivel para M na qual
p = xpeo +x'er +x%ex + X3, p = xgeo + x'e +x%ex +x%e3 e at) = (x0(t), X' (1), ¥*(), ¥°(t)). Dessa forma, temos

que (g — p) = T((x) — x))eo) = \/g((xg — xp)eo, (x) — xp)eo) = |x) — xp| = x] — x7, pois g — p é direcionado

para o futuro.

Considere a fungdo suave t - x%(t). Como a ¢ tipo direcionada para o futuro, (x°)'(f) > 0, para todo
t. Dessa forma, podemos escrever t = +(x") e usar x como pardmetro para a. Nessa parametrizacio, a
curva se escreve como a(x’) = (x°, x1(x?), x2(x?), x*(x)). Temos entdo que:

I R v axl \' a2\ (]
e [ e [ ) ) -

Sf[;quozxg—xng(q—p).

A igualdade vale se e somente se dx'/dx’ = 0, para i = 1,2,3. Mas isso quer dizer que x' é constante, para
i=1,2,3. Comisso, a(x’) = (x°,x!,x2,x%), que é a equagdo de uma reta. O

Note que essa é uma versdo mais geral do Paradoxo dos Gémeos no espago de Minkowski. Tal Teorema
nos diz que se quisermos sair do evento a(a) e chegarmos até o evento a(b) (supondo que isso seja
possivel), entdo o caminho que leva “mais tempo”é a linha reta que conecta os dois eventos. Dessa
forma, Bob, o irmdo que viajou no foguete, percorreu uma trajetéria que leva “menos tempo”. Note que
essas relagdes de “mais tempo”e “menos tempo”sdo em relacdo a algum observador inercial, que por
conveniéncia é escolhido como sendo Pedro, o irméo que ficou na Terra. A licdo que tiramos disso é:
relaxe se quiser viver mais!
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3.4.3 Vetores do tipo espaco

Para concluir o estudo das classes especiais de vetores em M, estudemos brevemente os vetores tipo
espago. Considere dois eventos xj e x de modo que x( — x seja tipo espago. Relativo a qualquer referencial
admissivel, (x* —x0)* < (x! —x0)* + (x* = x7)* + (x> —x])?, ou seja, x — X esté fora do cone de luz em xy. Dessa
forma, ndo existe nenhum observador que passe por ambos eventos (para isso, ele precisaria viajar mais
répido que a velocidade da luz). Por outro lado, podemos provar que existe um observador que vé tais
eventos como simultaneos.

De fato, seja {¢;} uma base admissivel para M e escreva x = xlej e xg = xée]-. Sejam v = (x0 -
0 1 2 3 i (i i 1 2 3

x)/ \/(xl =X+ (2 =x)P+ (P -x)r<led = (x'-xp)/ \/(xl = xp)* + (x* = x5)* + (¥ — x;)? (co-senos

diretores da reta orientada ligando x( a x, como fizemos no comego da se¢do sobre vetores do tipo tempo).

Considere L uma transformagao de Lorentz tal que L) = y(v) e L? = —vy(v)d’, para i = 1,2,3. Lembre

que jd exibimos uma transformacdo de Lorentz com essas propriedades. Como {¢; = Le;} também é uma
’ 0

base ortonormal de M, escreva x = ¥'¢; e xo = Xéé]-. Provemos que x° — 328 = 0. De fato, usando que y(v)

pode ser escrito como \/ (! = x))? + (22 = x)? + (3 = x5)?/ 4/—8(x — X0, X — xp), temos que:

- 9?8 :Lg(xO - xg) + L(l)(x1 - x(l)) + Lg(x2 - xg) + Lg(x3 - xg) =
=y(©)(x° — x9) — vy()@d (x' — xp) + d*(* — x3) + A (X* - x7)) =
=@ = x§) = 0y(0) (5! — X)) + (2 = 32 + (@ — )2 =

= algumas contas... =
=0.

Escrevendo g(x — xg, x — x¢) nessa base, temos que

g(x — xp,x — x9) = —(&' — J"c(l))2 — (- fg)z - (- fﬁ)z-

Dessa forma, \/— g(x — xo, x — xp) é a distancia espacial entre x e xop medida por um observador que vé
esses eventos como simultaneos. Denotamos essa quantidade por S(x — x¢) e a chamamos de separagio
espacial entre x e Xy.

Podemos provar também um anélogo a proposicdo 3.10 para vetores tipo espago.

Proposig¢do 3.18. Se x e x sio eventos tais que x — Xo é tipo espago e s é um niimero real arbitririo, entdo existe
um refencial admisstvel no qual a separagdo temporal entre xo e x é s. Em particular, observadores admisstveis nio
concordam sequer na ordem temporal de xg e x. Além disso, S(x — xo) é uma cota inferior para a distincia espacial
entre x e xo para observadores que véem tais eventos como simultineos.

Demonstracdo. Comece com um referencial admissivel {¢;} no qual x = xle;, xo = xéej ex?
Considere a transformacao de Lorentz padrdo dada por

0
xO—O.

cosh(f) sinh(6) 0 0

L= sinh(6) cosh(@) 0 0
h 0 0 10

0 0 0 1

Temos entdo que
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cosh(6) sinh(@) 0 0 0 sinh(0)(x! — x{)
sinh(8) cosh(®) 0 Of|x! —x! cosh(6)(x! — x!
Lixo = x) = 0() o( : 1 o||e2-2|= 9(c2)£x2 )
0 0 0 1)\ - xg X3 - xg

Como sinh toma qualquer valor real, a separacdo temporal também o faz. Como min cosh = 1 é atingido
quando 0 = 0, temos que a distancia entre x e xp nesse referencial, que vé tais eventos como simultaneos,
é dada exatamente por S(x — xo). O

3.5 Um pouco de Mecanica Relativistica

Vimos na sec¢do anterior, onde discutimos os vetores do tipo tempo, que a histéria de uma particula
material é dada por uma curva a : I — M suave, tipo tempo e direcionada para o futuro. Porém,
uma particula tem uma informagdo a mais, que é crucial para seu estudo do ponto de vista fisico. Tal
informagdo é a massa. Mas como fazemos para medir massa na Relatividade Restrita? Lembremos
que no caso newtoniano podemos colidir a particula em questdo com uma particula teste, de massa
previamente conhecida ou fixada como uma unidade de massa, aplicar as leis de conservacdo de massa,
momento e, em certos casos, de energia, e obteremos a massa de nossa particula. Porém, ndo sabemos se
tais leis valem no caso relativistico. Para resolver esse problema, lembremos que, em baixas velocidades
uma transformagdo de Lorentz é bem aproximada por uma transformagdo de Galileu. Isso nos diz que
em baixas veocidades a mecédnica newtoniana é uma boa aproximagdo para a mecanica relativistica. O
procedimento a ser adotado agora entdo é colidir vérias vezes a particula em questdo com uma particula
teste, s6 que com velocidades de colisdo cada vez menores. Quanto menor a velocidade, melhor é a
aproximacdo newtoniada a Relatividade. Dessa forma, tomando o limite dessa sequencia obtida, obte-
mos um ndmero que podemos chamar de massa da particula. Do ponto de vista matematico, a massa
pode ser definida somente como um niimero real maior ou igual a zero. E claro que muito da esséncia
fisica é perdida com essa defini¢do simplificada e a discussdo fisica é necessdria para que se entenda esse
conceito de maneira adequada.

3.5.1 Particulas Materiais

Uma particula material entdo é dada por um par (a,m), onde a é a histéria da particula e m é sua
massa. E conveniente parametrizarmos a por seu comprimento de arco 7, de modo que tenhamos
g(a’(1),a’(1)) = 1. O vetor U(1) = a'(t) é dito a 4-velocidade da particula e P(7) = mU(1) é dito seu
4-momento. Outro vetor importante é a 4-aceleragio, definida por A(t) = @” (). Note que

§(a'(0),a'(1) =1=0= %g(a'(T), (1)) = g(a” (1), o' (1)) = g(U(1), A(1)).

Assim, pelo Coroldrio 3.6, temos que A ou é do tipo espago ou é zero.

Uma outra parametrizagdo adequada (e mais razoavel de ser feita por um observador) é através do
parametro x°. Vimos que isso é possivel na segdo anterior, aonde discutimos os vetores do tipo tempo.
Dessa forma, se a(x%) = (x%, x}(x0), x*(x%), x°(x")) em algum sistema de coordenadas admissivel, entao
1 442 4y
200 = (1 dx' dx* dx (1)
" dx0” dx0” dx? ’

e portanto,

dx0) \dx0) \ax®

2 2 2
@@, ' (%) =1 - (dxl) B (dxz) i (dx3) _ 1 -2
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Dessa forma, o tempo préprio de a nesse sistema é dado por

X0
=1 = f V1 —v3(s)ds.
0
Mais ainda, a 4-velocidade da particula é dada por

y (8 e g2 g
“\dt’ de’ de’ de

(1 dx dx? dx3)dx0 1 (1 dxt dx? dx3)

" dx0” dx0” dx0 " dx0” dx0” dx0

dt - -2

e seu 4-momento é dado por

po_m ( dx' dx? dx3).

=V aa
Simplificamos essas expressdes definindo y = 1/ V1 — 2, ' = dx'/dx" e 7 = (0!, v?,v%), pois assim temos

que
U=y(@1,9)eP =myQ,0).

Denote por pi a i-ésima componente do vetor P. Temos que, parai=1,2,3,

i i m i i 1o i,
p=myvt = ——=v' = mv' + -mo'v* +...,
V1 -2 2
€ 1
m
0 =m+ —mo®+...

=my = —
p 4 oo 3
Essas duas expressdes tém termos que nos sdo bastante familiares. Na primeira, se v é suficientemente
pequeno, p' reduz-se a i-ésima componente do vetor momento newtoniano da particula. Na segunda
equagcdo, reconhecemos o termo 1/ 2mv® como a energia cinética newtoniana da particula. Por essa razdo,
chamamos p° de energia relativistica total de (a, m).

A massa inercial na mecanica newtoniana é vista como uma medida de resisténcia a aceleracdes. Se
pensarmos no termo m/ V1 —v2 como uma espécie de “massa relativistica”, essa resisténcia se torna
ilimatada, a medida que v se aproxima de 1. Isso quer dizer que, teoricamente, ndo hd como passar da
velocidade da luz. Para mais curiosidades fisicas assim veja o excelente site [Int:Bae].

Note também que quando v = 0, a segunda equagdo se reduz a p° = m. Se estivéssemos usando
unidades convencionais para a velocidade, encontrarfamos que p° = mc?. Como chamamos p° de
energia relativistica total, essa quantidade merece ser chamada também de E e temos a famosa féruma
E = mc®. Ela nos diz que, na Relatividade, massa e energia sdo conceitos equivalentes. Para uma
discussdo mais profunda sobre isso, veja [Liv:Fey08].

3.6 O Tensor de Energia-Momento

Considere, informalmente, um “feixe”de particulas materiais, cada um com a mesma massa inercial
m e histérias paralelas (ou seja, todas viajam na mesma direcdo com a mesma velocidade relativa a
um referencial admissivel). Cada particula possui a mesma 4-velocidade, denotada por U, e portanto,
o mesmo 4-momento P. Porém, essas informagdes ndo sdo suficientes para determinar unicamente
todas as caracteristicas do feixe, pois nem U nem P contém nenhuma informacao sobre, por exemplo,
a quantidade de particulas por unidade de volume ou a densidade de energia. Vejamos que um objeto
matemaético que codifica essas informagoes nao pode ser um vetor de M. Paraisso, considere o referencial
admissivel no qual o feixe esteja em repouso (vimos que tal referencial sempre existe). Nesse referencial,
a energia de cada particula é m, e chamemos de n o nimero de particulas por unidade de volume nesse
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mesmo referencial. Dessa forma, a energia por unidade de volume é dada por mn. Denotaremos essa
quantidade por p. Considere agora um outro referencial que se move com velocidade v em relagdo ao
referncial inicial. Lembremos que vimos no Capitulo 2 que a matriz que representa essa mudanga de
coordenadas é dada por

Y@ y@w 0 0
L_|r@r Y@ 0 o
0 0 1 0
0 0 01

onde y(v) = 1/ V1 — v2. Lembremos também que isso implica que os comprimentos sdo contraidos por
um fator de y(v) e, por consequéncia, volumes também sdo contraidos pelo mesmo fator. Dessa forma,
uma unidade de volume no primeiro referencial torna-se uma fragdo de y(v) dessa quantidade.

Assim, no novo referencial, temos que o nimero de particulas por unidade de volume, denotado por 7, é
dado por 1/ V1 — 2. E como as particulas estdo em movimento no novo referencial, temos que sua nova

energia, denotada por 771, é dada por m/ V1 - v2, como vimos no inicio da se¢do. Dessa forma, a energia
por unidade de volume no novo referncial é dada por #irit = mn/(1-v?) = p/(1-v?). Essa transformacéo
envolve o quadrado de y(v), enquanto que toda transformacado de Lorentz padrao depende linearmente
de y(v). Assim, um objeto matemdtico que contenha a informacdo p ndo pode ser um vetor, pois
vetores se transformam somente com uma transformacédo de Lorentz. O objeto matemaético que codifica
informagoes relativas a varias particulas é o tensor de energia-momento, a ser definido abaixo.

Em um referencial admissivel (x?, x!,x2, x%), defina o tensor T como

T(dx', dx’) := fluxo da i-ésima componente do 4-momento através da superficie de x/ constante.

Vejamos quem sdo suas componentes. Considere primeiro a componente T%. Ela ¢, por definigdo, o
fluxo de p° (ou seja, energia), através da superficie t = constante. Isso é somente a densidade de energia:

T% = densidade de energia.
De maneira similar,
T% = fluxo de energia através da superficie x/ = constante;
T = densidade de p';
T = fluxo de p' através da superficie x/ = constante.

Como para qualquer tensor, basta conhecermos as componentes de T em um sistema de coordenadas
que o conhecemos em todos. No exemplo que introduz a secéo, se considerarmos o referencial no qual
as particulas estdo em repouso, temos que

T =p = mn
T% =T" =T = 0.

Verifica-se facilmente que o tensor mnlU ® U tem exatamente essas componentes nesse referencial. Dessa
forma, conseguimos deduzir qual é a forma do tensor de energia-momento de um feixe de particulas.
Note que ele é simétrico. Isso ndo é uma caracteristica exclusiva do nosso tensor. Na verdade, deve-se
provar que isso é de fato um tensor, pois nossa definigdo de T(dx',dx/) ndo garante isso de imediato.
Como ndo vamos usar nesse texto muito a fundo propriedades do tensor de energia-momento, nao
provaremos isso aqui. Veja [Liv:5ch09] para uma prova desses fatos usando argumentos fisicos.

Note que o T definido como acima é um (2, 0)-tensor. E conveniente modificd-lo para que ele se torne um
(0, 2)-tensor. Fazemos isso através de uma técnica muito usada em Geometria Riemanniana, que é usar
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a métrica para transformar um tensor do tipo (#,s) em um do tipo (r — 1,5 + 1), ou vice-versa. No nosso
caso particular, sejam T" as componentes de T em algum referencial admissivel (¢;). Dado um vetor V,
o escrevemos em coordenadas como V = V'e;. Definimos a 1-forma associada a V, denotada por VP, em

coordenadas como
V=V =0V
;= Vi=giV.

Definimos entéo o (0, 2)-tensor associado a T como
T(V,W) = T(V*, W) = TTV;W; = T gy Vg W'.
Dessa forma, as coordenadas desse novo tensor no referencial admissivel em questdo sdo dadas por
bb _ kl
Tii = grigyT"-

Para ndo carregar a notagdo, denotaremos os dois tensores por T, sempre ficando claro no contexto se o
estaremos enxergando como um (0, 2)-tensor ou como um (2, 0)-tensor.

Note que no caso particular de um feixe de particulas, podemos escrever
T(V,W) = T(V*, W) = mnU @ U(V’, W) = mng(U, V)g(U, W).

Em um sistema de coordenadas admissivel (¢;) que se relaciona com o referencial no qual o feixe estd em
repouso por uma transformagao de Lorentz padrdo com pardmetro v, temos

mn

T(eo, 0) = mng(U, eo)g(Uy e0) = T

que é exatamente a densidade de energia como vista pelo referencial admissivel (¢;). No nosso caso
particular esse niimero é sempre positivo. Pela sua interpretagéo fisica, ele deveria ser positivo em todos
0S Casos.

Em geral, definimos um tensor de energia-momento em M como sendo um (0, 2)-tensor simétrico T que sa-
tisfaz T(V, V) > 0, para todo V do tipo tempo. Essa condigdo é chamada de condigio fraca de energia. Note
que, pela discussdo acima, para todo vetor unitario do tipo tempo V, a quantidade T(V, V) representa a
densidade de energia medida em um referencial admissivel que tenha V = ¢;. Note também que se T sa-
tisfaz a condigdo fraca de energia, por continuidade, a desigualdade vale também para todo V do tipo luz.

Dessa forma, o tensor de energia-momento é a maneira matemaética adequada de se descrever a
distribuicio de matéria em M. No Capitulo 4 vamos levar esse conceito para espagos-tempos mais
gerais. A distribuicdo de matéria na Relatividade Geral é extremamente importante, pois ela se relaciona
com a geometria do espago-tempo de uma maneira ndo-trivial através das equacdes de Einstein.
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Capitulo 4

A Teoria da Relatividade Geral - Os
fundamentos

4.1 Introducao

A Teoria da Relatividade Restrita nasceu por consideragds acerca do Eletromagnetismo. Nada mais
natural entdo do que se tentar introduzir conceitos eletromagnéticos na Teoria de Einstein. O procedi-
mento feito é o seguinte': se define um campo eletromagnético como um certo tensor em M e se deduz
as equacgdes que caracterizam o movimento de uma particula carregada sob agdo desse campo. Seria
natural proceder de maneira andloga em relacdo a efeitos gravitacionais. De fato essa abordagem foi
tentada por muitos, inclusive pelo préprio Einstein, nos primeiros anos da Relatividade Restrita (para
mais detalhes sobre essas tentativas, veja [Liv:MTW?73]). Porém, as previsdes da nova teoria ndo eram
condizentes com os resultados experimentais. Citando Gregory Naber em [Liv:Nab88], “Einstein logo
deixou de lado a tarefa de formular teorias cada vez mais refinadas na esperanga de acomodar os dados observacionais
e prontamente buscou por uma razio fisica que explicasse a falha dessas idéias aparentemente naturais. Como
sempre, a resposta estava ld para todos, mas sé Einstein a viu”. Para que isso fique claro, devemos retomar
a discussdo feita no final do primeiro capitulo sobre o Principio da Equivaléncia. Lembremos o que ele
nos diz:

e Principio da Equivaléncia: “A trajetéria de uma massa pontual em um campo gravitacional de-
pende somente de sua posigdo e velocidade inicial e é independente da natureza da massa”.

A resposta para nosso impasse estd toda contida nesse principio. Note que, na abordagem adotada
com campos eletromagnéticos, ele é tratado como uma entidade externa ao espago-tempo, algo a mais,
que ndo modifica sua estrutura, mas sim somente a trajetéria de uma certa classe de particulas, a saber,
as particulas carregadas. O Principio da Equivaléncia nos diz que os campos gravitacionais ndo sdo
dessa natureza, pois eles modificam a trajetéria de qualquer particula que tenha massa, e de maneira
independente da natureza dessa massa. E quase como se a trajetéria de particulas sob a agio de um
campo gravitacional, dadas sua posigdo e velocidade inicial, fossem trajetérias “naturais”a serem se-
guidas no espago-tempo. Além disso, lembremos também que concluimos o Capitulo 1 notando que o
Principio da Equivaléncia implica que gravidade estd intimamente relacionada com aceleracéo, e, como
este conceito é proveniente, em casos gerais, de uma conexao, isso nos indica que gravidade e conexao
estdo intimamente ligadas (paginas 15 e 16). Nessa hora ja devemos imaginar que o espago-tempo da
Relatividade Geral é uma variedade diferencidvel munida de uma conexado, que sera responsdvel por
descrever o campo gravitacional nele presente. Vejamos mais calmamente porqué esse é o contexto
matemdtico adequado para nossa nova teoria.

1Nao faremos isso aqui, mas isso pode ser encontrado em qualquer texto de Relatividade, por exemplo, [Liv:Woo007].
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Fagamos como no comeco do estudo da Teoria da Relatividade Restrita: comecemos com um conjunto
M, a principio sem estrutura adicional, cujos pontos chamamos de eventos, e queremos deduzir quais
propriedades adicionais tal conjunto deve ter para que ele seja digno de receber o nome de espago-termpo.
Newton nos ensinou que a intensidade de campos gravitacionais decai com o quadrado da distancia de
sua fonte. Isso nos sugere que suficientemente longe de fontes de campos gravitacionais, M deve ser
“parecida”’como M. Porém, Einstein nos diz mais: ele propde que fodo evento, independente de sua
proximidade com fontes de campos gravitacionais, possui uma vizinhanga suficientemente pequena na
qual o espago-tempo se parece com M. Para entender isso, fagcamos o seguinte experimento mental:
imagine que em um elevador encontram-se um observador e diversos objetos. Por inforttinio, o cabo
do elevador se soltou e agora ele encontra-se em queda livre. Pelo Principio da Relatividade, todos os
corpos presentes dentro do elevador devem reagir da mesma forma, e portanto, devem manter-se em
repouso um em relagdo ao outro durante a queda. Dessa forma, se o observador levantar um objeto do
chéo e o soltar, ele continuara nessa mesma posicdo. E muito pouco provavel que um observador em
tal situagdo esteja preocupado com principios fisicos ou que alguém se coloque em tal situagdo proposi-
talmente em prol da ciéncia. Porém todos ja vimos imagens na televisdo de astronautas brincando com
objetos dentro de suas capsulas espaciais. Essa situagdo é andloga aquela proposta acima pois estando
os motores dos foguetes desligados, os astronautas estdo somente sob o efeito da gravidade. Entdo nesse
pequeno intervalo de tempo e espago no qual o elevador estd em queda livre ou os astronautas estdo
orbitando nosso planeta podemos dizer que o espago-tempo se comporta aproximadamente como M.
Os objetos nessas condi¢des se movem de acordo com a Lei da Inércia. Um observador nessas condi¢oes
pode introduzir coordenadas, pelo menos localmente, no espago-tempo através de algum dos métodos
discutidos no inicio do Capitulo 2 e tornar-se assim um observador admissivel.

Um observador nessas condi¢des observa, ao menos localmente, as a¢des se passando como se esti-
vesse em M. Em tal referencial vale a Lei da Inércia e o observador vé objetos livres se movendo em
linha reta. Entdo tudo nos indica que esse é o referencial ideal que devemos adotar no nosso novo
espago-tempo. Sendo esse referencial tdo especial, devemos dar a ele um nome. Chamaremos-o de
referencial em queda livre. Note que esse nome é bem adequado tendo em vista as duas situagdes que
usamos para introduzi-lo. No caso do elevador o observador estd claramente em queda livre. No
caso do astronauta também, ja que ele estd somente sobre a acdo da gravidade da Terra. A diferenca é
que a trajetéria em queda livre do astronauta é mais segura do que a trajetéria do observador no elevador.

Repare que tudo isso vale localmente. O que quer dizer o termo “localmente”? Bem, na Fisica podemos
pensar da seguinte forma: lembremos-nos do experimento do elevador. Os objetos estdo em queda
livre, porém, o campo gravitacional da Terra os atrai para seu centro, implicando em um pequeno mo-
vimento relativo entre os corpos. Se tivermos equipamentos suficientemente precisos, podemos medir
esses desvios, fazendo com que tal observador ndo esteja mais em queda livre. Dessa forma, a palavra
“local”depende de qudo preciso queremos que seja nosso experimento: dada a precisdo desejada, pode-
se encontrar distancias e tempos suficientemente pequenos de modo que o erro do experimento esteja
dentro da precisao.

E natural pensarmos que quanto menor for a vizinhanga do evento, mais ela se parece com M. Dessa
forma, tomando uma vizinhanga infinitamente pequena, teriamos que o espago-tempo é idéntico a M.
Do ponto de vista matemético esse argumento estd totalmente ndo-rigoroso, mas podemos torna-lo
preciso com facilidade. Faremos isso a partir de entéo.
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4.2 Os Fundamentos

A Teoria da Relatividade Geral langa mao da Geometria Riemanniana, introduzida por Bernhard Ri-
emann® em 1854 [Art:Rie1854]3. Porém, no comeco do século XX a Geometria Diferencial era muito
diferente do que conhecemos hoje em dia, devido a falta de no¢oes fundamentais para esta, como
espaco topoldgico e fibrados vetoriais*. Por isso que a Teoria da Relatividade Geral foi considerada
extremamente complexa, do ponto de vista matematico, quando ela surgiu. Demorou um certo tempo
até que ela fosse bem aceita pelos fisicos. Felizmente, hoje em dia a Geometria Diferencial é uma teoria
bem conhecida e com bases sélidas, possibilitando-nos entdo formular a Relatividade Geral de maneira

rigorosa, e daf extrair Teoremas que tém importantes implicacdes fisicas.

A partir de agora usaremos a linguagem de Geometria Diferencial e Riemanniana. Muitas afirmagdes
ndo serdo provadas, por ja serem bem conhecidas na literatura. Apesar disso, eu as enunciarei e indicarei
uma referéncia para uma demonstragdo.

Bem, a discussdo na se¢do anterior nos sugere postular que o espago-tempo é uma variedade diferencidvel
M de dimensao 4. Nossa observagdo de que infinitamente perto de um dado ponto M é idéntica a M
se traduz em termos modernos dizendo-se que o espago tangente em todo ponto de M é munido de
um produto interno de indice 3. Dessa forma, M possui uma estrutura adicional, conhecia como métrica
lorentziana.

As observagoes de Einstein sobre referenciais em queda livre nos levam entdo ao seguinte principio:

e Principio da Equivaléncia (segunda versdo): “Todo experimento que ndo envolva gravidade reali-
zado em um refernecial em queda livre apresenta o mesmo resultado se realizado em M.”

Em outras palavras, esse Principio nos diz que as leis da Fisica que ndo envolvem efeitos gravitacionais
sdo as mesmas em M e em qualquer referencial em queda livre.

A partir de agora vamos fazer uma série de defini¢oes analogas as feitas no caso da Relatividade Restrita.

Defini¢do 4.1. Uma métrica lorentziana em uma variedade diferenciavel M de dimens&o n é um tensor
métrico suave, simétrico e ndo degenerado, denotado por g, tal que em cada espaco tangente g tem
indice n — 1.

Repare que o nome métrica é um abuso de nomenclatura pois, em contraste com o caso Riemanniano,
ndo podemos definir uma métrica a partir desse tensor.

Definicdo 4.2. Um espaco-tempo é uma variedade M de dimensdo 4 munida de uma métrica lorentziana.

Denotaremos um espago-tempo pelo par (M, g), quando houver necessidade de se deixar claro quem é a
métrica em questdo. Uma variedade de dimens&o arbritraria munida de uma métrica lorentziana é dita
uma variedade lorentziana. Todas as defini¢des aqui valem para variedades lorentzianas em geral, porém
nossa intui¢cdo sempre deve estar voltada para aquelas de dimensao 4. Quando escrevermos somente M
estd implicito que M é uma variedade lorentziana ou um espago-tempo.

2Georg Friedrich Bernhard Riemann, Breselenz 17/09/1826 - Selasca 20/07/1866.

3Em [Liv:Spi99], volume II, encontra-se uma tradugdo para o inglés de tal obra. Vale a pena ler o trabalho de Riemann. E
impressionante ver como ele ja conhecia naquela época todos os fundamentos da Geometria Riemanniana, s6 néo tinha teoria
suficiente para tornd-lo rigoroso. O legal dessa tradugdo do Spivak é que logo em seguida ele escreve em termos modernos o que
Riemann nos ensinou. Vale ressaltar que no mesmo livro encontra-se também uma tradugdo do trabalho de Gaufl (Johann Carl
Friedrich Gau8 - Braunschweig 30/04/1777 - Gottingen 23/02/1855) sobre geometria das superficies em IR3. Na verdade, vale a pena
ler qualquer livro do Spivak. Ele escreve de um jeito muito diferente, muitas vezes melhor do que vemos nos outros textos, além
de trazer exercicios ndo-mecanicos e muito bem elaborados.

4Na verdade, a nogdo de espaco topoldgico surge na mesma época, com Riesz e Hausdorff. Porém ndo se tinha a defini¢do
precisa do que é uma variedade diferencidvel. Em 1913, Hermann Weyl deu uma primeira defini¢do de superficies de Riemann
[Liv:Wei09]. A defini¢do de variedade usando atlas foi dada por Hassler Whitney em 1936 [Art:Whi36].
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Definigdo 4.3. Seja (M, ) uma variedade lorentziana. Dizemos que v € T,M ¢é do tipo tempo, espaco ou
luz se a quantidade g(v, v) é positiva, negativa ou zero, respectivamente.

Defini¢do 4.4. Dada uma curva diferencidvel a : I — M, dizemos que ela é do tipo tempo, espago ou luz
sea’(t) o é paratodot € I.

Notagdo. Denotaremos um espago-tempo arbitrario por M, enquanto que reservamos o simbolo M para
o espaco de Minkowski.

Analogamente ao caso riemanniano, toda métrica lorentziana admite uma tnica conexdo compativel,
no seguinte sentido:

Teorema 4.5. Seja (M, g) uma variedade lorentziana. Entdo existe uma tinica conexdo linear V livre de torgio e
compativel com a métrica, ou seja, o tensor de torgdo dado por T(X,Y) = VxY — VyX —[X, Y] é nulo e para todos
campos de vetores X, Y, Z em M vale que

Xg(Y,2) = g(VxY, Z) + g(Y, Vx2).

Uma demonstragdo pode ser encontrada em qualquer texto de Geometria Riemanniana, e sua demonstracdo
funciona perfeitamente no caso lorentziano ou semi-riemanniano em geral (onde g é um tensor métrico
suave, simétrico, ndo degenerado e seu indice é arbitrario). Um excelente texto é [Liv:Lee97]. L4 também
podem ser encontradas diversas equivaléncias para se descrever a compatibilidade entre a conexdo e a
métrica.

Estando nossa variedade munida de uma conexdo, temos muitas ferramentas em maos para trabalhar,
como a aplicagdo exponencial, geodésicas, tensor de curvatura, entre outras. As introduziremos na hora
certa. Por enquanto usaremos somente a aplicagdo exponencial. Lembremos que mais acima falamos
que “localmente”podemos dizer que M é “parecida” M. Agora podemos tornar isso rigoroso, usando
coordenadas normais. O Teorema abaixo vale para variedades munidas com uma conexdo linear em geral,
mas o enunciaremos somente no nosso caso particular.

Teorema 4.6. Seja (M, g) uma variedade lorentziana e p € M. Entdo existe uma vizinhanga estrelada U de
0 € T,M e vizinhanga V de p em M tal que:

1. exp, : U — V é um difeomorfismo (dizemos que V é uma vizinhanga normal de p em M);

2. V é geodesicamente convexa (ou convexa, por simplicidade), ou seja, é vizinhanga normal de todos os
seus pontos.

Uma prova pode ser encontrada em [Liv:Onl83]. A razdo para uma vizinhanga que satisfaz a segunda
propriedade ser chamada de geodesicamente convexa é o seguinte fato, cuja demonstragdo se encontra
no mesmo texto:

Proposicdo 4.7. Seja U C M um aberto convexo. Entdo para quaisquer par de pontos p,q € U existe uma tinica
geodésica a : [0,1] — M contida em U tal que a(0) = p e a(1) = q.

Observagdo. Note que dois pontos quaisquer em uma variedade podem ndo ser conectados por ne-
nhuma geodésica ou por infinitas. Um exemplo para o primeiro caso é o plano sem a origem e dois
pontos da forma x e —x. Ja o segundo pode ser ilustrado com pontos antipodas sobre a esfera.

Sabendo da existéncia de vizinhangas normais em torno de todo ponto de M, podemos olhar a aplicagdo

exponencial como uma carta local. As coordendas introduzidas dessa forma sdo chamadas de coordenadas
normais.
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4.3 Trés exemplos tteis

Quando estudamos Geometria Riemanniana nossas intui¢ées baseiam-se essencialmente em trés exem-
plos: o espago euclidiano, o plano hiperbélico e a esfera. Tais espagos sdo especiais principalmente por
terem curvatura escalar constante nula, negativa e positiva, respectivamente. Agora apresentaremos
trés modelos de espago-tempo que serdo bastante tteis para ilustrar os conceitos introduzidos.

4.3.1 O Espaco-tempo de Minkowski

Esse espago-tempo ja é bem conhecido nosso e o estudamos a fundo no Capitulo 3. Lembemos que o
denotamos por M e ele é um espago vetorial real de dimensdo 4 munido de um produto interno de
indice 3.

4.3.2 O espago-tempo de deSitter

E nosso segundo exemplo e o denotamos pela letra O. Considere a métrica 3(x, y) = —xy° +x!y! +x2? +
x3y® + x*y* em R°. Sua forma quadrética associada é dada por

Qx) = (%)% + (x)? + ()% + () + (D

Claramente Q é uma fungdo suave e 1 € R é valor regular de Q. Definimos entdo D = Q7'(1). Dessa
forma D é um hiperboléide de dimenséo 4 em R°.

Figura 4.1: Espaco-tempo deSitter.

Bem, um hiperboléide como acima em RR® ¢ difeomorfo a §' x R. Vale o analogo nesse caso.
Proposicao 4.8. D é difeomorfoa $° x R.

Demonstragdo. Vamos enxergar o conjunto $° X R como

(W2 01 Y ()P =1e —co <t <),
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Defina F : $° X R — R> como
FL Y% 7 0 = (6 L+ )2y L+ )22, (L4 291292, (14 212,
F é claramente suave e verificamos que
QEW, v v v ) = -2+ 1+ ) () P) = 1.
Assim, F($° X R) € D.
F é também bijetiva, pois a fungdo G : D — $° x R dada por
GO, 2L, 22,23, %) = (2, (1 + (D)2, (1 + (0)D)V242, (1 + ()D)1243, (1 + (:°)2)1/2x%)

é uma inversa para F. Como G também é suave, concluimos que F é um difeomorfismo. m]

Seja D = {(u®,ul,u?,u’) e R*| —co <1’ <00, —mt < ul,u3

e, ut,u?,u3) = (%, x, x2, %3, x%), onde

<me0 < u*<n} Definag: D — R> como

x° =sinh(u°)

x! = cosh(u®) cos(u?)

x? = cosh(u®) sin(u') cos(u?)
x® = cosh(u°) sin(u!) sin(?) cos(1°)

x* = cosh(u®) sin(u!) sin(u?) sin(°).

Uma verificagdo tediosa nos garante que ¢ é uma parametrizagdo para 9. Vamos definir uma métrica
lorentziana ¢ em D restringindo a métrica § de R® a cada espago tangente e D e tomando o sinal
negativo. Outra verificagdo mais tediosa ainda nos diz que, relativo a parametrizacdo ¢, as componentes
da métrica sao dadas por:

goo =1

g1 = — cosh?(u®)

g =- cosh?(%) sin(1°)

¢33 = — cosh? () sin?(u°) sin?(u')
gij =0, sei # j.

Isso mostra que (D, g) é de fato um espago-tempo. Claro que a parametrizagdo ¢ ndo cobre todo D,
porém, se a considerarmos no dominio {(u°, u!,u?,u%) € R*| —co <u® <00, —-m < ul,u® <me0 < u? < m}
toda a superficie sera coberta, com o preco da aplicagdo deixar de ser uma parametrizagdo. Mas isso
ndo é um problema grave, j& que se considerarmos a mesma fungdo porém com u', u? e 1> restitos a
intervalos suficientemente pequenos em torno de -7, 0 e 7, respectivamente, teremos um atlas para D.
Repare que essa escolha de parametrizagdo e seus conjuntos de definicdo ndo sdo misteriosos, pois as
coordenadas u!,u? e u3 sdo responsaveis por parametrizar cada “fatia”com x° fixo de D (ou seja, uma
esfera). Dessa forma, para que cubramos D por inteiro, devemos ter que todas essas “fatias”sejam
cobertas por parametrizagdes, ou seja, precisamos ter essencialmente um atlas para a esfera.

4.3.3 O espaco-tempo de Einstein-deSitter

Esse modelo é bem simples, pois é um sub-conjunto aberto de R* com uma métrica diferente da métrica
de Minkowski usual. Considere & = (0, ) X R® e defina g(p) = g(u’, u', u?,u®) como
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goo =1
gi=-— (u0)4/3, sei=j=1,23
8ij =0, sei # j.

Dessa forma, dados v, w € T,&, onde p = (u°, u', u?,u3), temos que g(v, w) = V"w’ — (U)*3(V'w! + V*w? +

v*w?). Observe, também, que o cone de luz em TpE é dado por {v = (°,0',0?,v%) € T,E | W°)*3((v')* +
(©*)* + (v*)?) = (vY)?}, ou seja, os cones de luz ficam mais “finos”a medida que p fica “mais alto”.

. ZZ

J

Figura 4.2: Espaco-tempo de Einstein-deSitter.

O espaco-tempo de deSitter® representa um universo nao realista, com densidade de energia negativa.
Outra possivel interpretacdo é como um universo sem matéria satisfazendo as Equacdes de Einstein com
costante cosmolégica ndo-nula. J4 espago-tempo de Einstein-deSitter ¢, depois do espago de Minkowski,
o mais simples dos modelos cosmolégicos em Relatividade que tem algum significado fisico. Ele
representa, em uma primeira aproximagdo, um universo que é ocupado por uma “nuvem”de galdxias
homogeénea e isotrépica.

4.4 Causalidade

4.4.1 Orientacao no tempo

Analogamente o que fizemos para o espaco de Minkowski, vamos estudar relagdes causais em M, ou
seja, quando que um certo evento acontece “antes”ou “depois”de algum outro evento. Motivado pelo
Teorema 3.5, fazemos a seguinte definicdo:

Defini¢do 4.9. Seja (M, g) uma variedade lorentziana e v, w € T,M, ambos do tipo tempo. Dizemos que
eles tém a mesma orientagdo se g(v, w) > 0.

Queremos dizer, da mesma forma que fizemos no caso da Relativade Restrita, quando que um vetor
aponta para o futuro ou para o passado. Mais ainda: como consideraremos particulas e seus respectivos
vetores tangentes, queremos dizer quando que um campo de vetores aponta para o futuro ou para o
passado. Note que ndo podemos adotar o prodedimento feito no caso restrito, pois ele s6 valeria em um

5Willem deSitter - Sneek 06/05/1872 - Leiden 20/11/1934.
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— PV Flave — |
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Figura 4.3: Variedade lorentziana ndo orientdvel no tempo.

espaco tangente em particular. E mesmo se o repetissemos para todos os espagos tangentes poderiamos
ter escolhas inconsistentes em espacgos tangentes préximos. Mas nem tudo estd perdido! Note que a
defini¢do acima nos permite definir uma relagdo de equivaléncia em T,M da seguinte forma:

v~w e go,w) > 0.

O quociente de T,M por essa relagdo tem 2 elementos, que sdo os dois cones de tempo. Uma escolha
de orientacdo seria entdo uma escolha de classe de equivaléncia que varie suavemente com o ponto p.
Tornamos isso rigoroso da seguinte forma:

Defini¢do 4.10. Uma variedade lorentziana (M, g) é dita orientdvel no tempo se existe um campo de vetores
V tal que V(p) é tipo tempo, para todo p € M. Nesse caso, dizemos que um vetor v € T,M aponta para o
futuro se g(v, V(p)) > 0 e que uma curva diferencidvel « : I — M aponta para o futuro se a’(t) o faz, para
todo t € I. Dizemos também que v ou « estdo direcionados para o futuro.

Note que nem toda variedade lorentziana é orientdvel no tempo. Veja a figura 4.3. Apesar disso, vale o
seguinte resultado:

Proposicao 4.11. Seja (M, §) uma variedade lorentziana ndo-orientdvel no tempo. Entdo existe uma variedade
lorentziana (M, 3) e uma isometria local m : M — M tal que M é orientdvel no tempo e cada p € M tem duas
pré-imagens por 1t. O par (M, ) é dito o recobrimento duplo orientado no tempo de M.

Como ndo usaremos esse resultado aqui, ndo o provaremos. Sua prova pode ser encontrada em
[Liv:Onl83].

Espacos-tempos nédo orientdveis no tempo sdo interpretados como aqueles onde nio se consegue distin-
guir claramente as no¢des de “ir para o futuro”e “ir para o passado”, e queremos evitar essa patologia,
do ponto de vista fisico.

Daqui em diante sempre suporemos que M é orientdvel no tempo, a ndo ser que seja dito o contrdrio.

Mais adiante veremos que nossos trés exemplos sdo todos orientdveis no tempo.

Sabemos que toda variedade diferencidvel admite uma métrica riemanniana. Esse resultado é bem
conhecido e uma demonstragdo pode ser facilmente encontrada em textos de Geometria Diferencial.
Porém, nem toda variedade admite uma métrica lorentziana.

Teorema 4.12. Sio equivalentes:
1. M admite uma métrica lorentziana;

2. M admite uma métrica lorentziana orientada no tempo;
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3. Existe um campo de vetores V que nunca se anula;

4. M é ndo compacta ou M é compacta e sua caracteristica de Euler x(M) é nula.

Demonstracdo. Fagamos as seguintes equivaléncias:

e 3 © 4: E um fato classico da Topologia Geral. Sua prova pode ser encontrada em [Liv:Hat01].

1: E trivial.

[ J
N

e 3 = 2: Seja ¢ uma métrica riemanniana em M e V um campo de vetores que nunca se anula.
Podemos supor que g(V, V) = 1. Defina

H(X,Y) = —g(X, Y) + 28(X, V)g(¥, V).

Provemos que h é uma métrica lorentziana orientavel no tempo. Para isso, seja {V, Ey, ..., E,} um
referencial local ortonormal para g (ele sempre existe, pelo algoritmo de Gram-Schmidt). Temos
entdo que:

(E“E ) - g(ElrE )+2g(E1, V)g(E]/ V) 1]/
h(vl Ez) = —g(V, El) + Zg(vl V)g(Eu V) = —g(V, El) =0;
WV, V) = —g(V, V) +28(V, V)g(V, V) =2 = 1 = 1.

Portanto, & é uma métrica lorentziana. A tltima relagdo mostra também que V é um campo de
vetores do tipo tempo, implicando em (M, k) ser orientdvel no tempo.

e 2 = 3: Segue diretamente da defini¢do de orientacdo no tempo.

¢ 1 = 4: Suponha primeiro que M é orientdvel no tempo. Entdo vale o item 3 e, portanto, 4. Suponha

agora que M ndo € orientavel no tempo e seja (M §) seu recobrimento duplo orientado no tempo.
Entdao M é nao- compacta ou é compacta e )((M) = 0. Nesse dltimo caso, temos que M = n(M)
é compacta e y(M) = x(M)/2 = 0. Se M é néo- compacta, devemos provar que M também nao
o é. Note que isso é equivalente ao fato que se M é compacta entdo M também o é. Provemos

esse ultimo fato. De fato, seja (U;) uma cobertura aberta de Me seja (V) um refinamento dessa
cobertura tal que cada V; ¢ homeomorfo a sua imagem por 1. Como (7(V;)) forma uma cobertura
aberta de M 1 que estamos supondo compacta, podemos dizer que M C (V) U---Un(V,). Assim,

temos que Mcn 1(71( B)ISIERV n‘l(n(V]-n)), e cada uma dessas parcelas é composta por 2 abertos
disjuntos, pois o recobrlmento é duplo. Usamos essa cobertura para produzir uma sub-cobertura
de (Uz)

4.4.2 Condicao cronolégica

Lembremos que em M definimos uma relagao de causalidade, denotada por <, da seguinte forma:
Xg < X se e somente se x — X é tipo tempo e direcionado para o futuro.

Provamos o Teorema 3.15, que nos d4 uma equivaléncia para essa relacdo em termos de curvas do
tipo tempo. Isso nos motiva a dizer que, dados dois pontos p,q € M entdo p < q se existe uma curva
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diferencidvel « : [0,1] — M tipo tempo e direcionada para o futuro tal que a(0) = p e a(l) = g. Ou
seja, p < g se e somente se é possivel que um observador, ndo necessariamente inercial, esteja presente
em ambos os eventos. Vamos, porém, fazer uma defini¢do mais facil de se trabalhar, mas que serd
equivalente a essa aqui proposta. Para isso, precisamos do conceito de uma viagem em M.

Defini¢ao 4.13. Uma viagem de p a g em M é uma curva continua a : [0,1] — M direcionada para o
futuro, tipo tempo e geodésica por partes satisfazendo a(0) = p e a(1) = q.

Para ficar claro, o fato de o ser uma geodésica por partes quer dizer que existe uma particdo {0 =
to,t1,...,t, = 1} do intervalo [0, 1] tal que a restricdo de a a qualquer intervalo [t, tx+1] acima é uma
geodésica.

Pensamos em uma curva do tipo tempo direcionada para o futuro como o movimento de uma particula
ndo necessariamente livre (a ndo ser que a curva em questdo seja uma geodésica). Podemos interpretar
uma viagem como sendo o movimento de uma particula que se desloca livremente durante um certo
instante de tempo, muda de direcéo, volta a deslocar-se livremente durante mais um instante de tempo,
e assim sucessivamente.

Agora podemos dar uma defini¢do para <.

Definicdo 4.14. Dados p, g € M, dizemos que p antecede q cronologicamente se existe uma viagem de p a g
em M. Nesse caso, escrevemos que p < 4.

Figura 4.4: p antecede q cronologicamente.
Com essa definicdo é imediato verificar que < é uma relagdo transitiva. O conceito de viagem pode
parecer um pouco diferente da primeira nogdo introduzida, mas na verdade eles sdo equivalentes:

Proposicdo 4.15. Sejam p,q € M. Entdo p < q se e somente se existe uma curva diferencidvel o : [0,1] - M
tipo tempo e direcionada para o futuro tal que a(0) = pe a(l) = 4.

Ainda ndo podemos provar esse resultado, pois ele usa alguns conceitos que serdo introduzidos somente
na Secdo 5.8.

Vamos definir agora andlogos dos cones de tempo em M.
Definicdo 4.16. Dado p € M, definimos:
o I*(p) = {g € M| p < g}, dito o futuro cronolégico de p;
o [7(p) ={g € M| g < p}, dito o passado cronolégico de p;

e S C M sub-conjunto arbitrario, entdo [*(S) = UyesI*(p) denota o futurofpassado cronolégico de S,
respectivamente.
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Figura 4.5: Espago tempo no qual p € I*(p).

Note que em M os conjuntos I*(p) e C5(p) coincidem, mas no caso geral tal conjunto pode ser bem
complicado. Em particular, pode existir um espago-tempo M tal que p pertenca a I*(p)! Isso quer dizer
que vocé poderia tomar uma certa decisdo, “voltar no tempo”e deixar de tomar essa decisdo. A Figura
4.5 ilustra um desses exemplos.

Considere o subconjunto de M dado pelos pontos (x) tal que 1 < x° < 1. Seja M o espago tempo
obtido identificando-se os pontos da forma (=1, x,x2,x%) com os pontos da forma (1, x', x?,x%). E f4cil se
convencer que nesse caso I (p) = M, para todo ponto p € M.

Isso claramente é uma propriedade no minimo estranha e devemos evitd-la, para que ndo aconteca
situagdes como a ilustrada na Figura 4.6.

Defini¢do 4.17. Dizemos que M satisfaz a condigio cronoldgica se p & I'* (p), para todo p € M.

Provaremos que toda M compacta ndo satisfaz a condigdo cronolégica. Para isso, precisamos do seguinte
fato.

Proposigdo 4.18. [*(p) sio abertos em M, para todo p € M.

Demonstragio. Provemos somente para [*(p). Para o outro caso basta reverter a orientagdo no tempo
de M. A idéia da prova é a seguinte: Tome g € I*(p) e seja @ uma viagem de p a g. Devemos provar
que existe uma vizinhanga de g em M inteiramente contida em I*(p). Usando coordenadas normais, em
torno de cada ponto, M é essencialmente M. Escolhendo entdo um ponto r suficientemente perto de g,
a imagem de g através das coordenadas normais centradas em r estard no cone de tempo futuro em M,
que sabemos que é aberto. Através desse artificio obteremos a vizinhanca desejada, j& que a aplicacdo
exponencial é um difeomorfismo, em vizinhangas normais.
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Qualificacoes recebidas pela venda deste produto

...
+]

“Negociagdo coreta. Chegou muito répido. Obrigada! Recomendo!”

TELINE...

“comprei e recebi no dia anterior, exelente pontualidade. Recomendo a todos."

Ver todas as qualificagbes

comprei e recebi
no dia anterior

Figura 4.6: Falha na causalidade.
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Figura 4.7: Prova da Proposicio 4.18.

Passemos entdo a demonstragdo rigorosa. Tome g € I*(p) e seja U uma vizinhanga convexa de g em
M. Tome U > r # q na imagem do ultimo segmento da viagem «a ligando p a q. Adicionando outro
segmento, se necessdrio, suponha que o tltimo segmento de o comega em r e termina em 4. Como U é
uma vizinhanga convexa, nas coordendas de exp, o tltimo segmento de a é um segmento de reta em
T,M. Como existe U, vizinhanga estrelada de 0 € T,M na qual exp, : U, — U é um difeomorfismo, entao
o altimo segmento de a estd inteiramente contido em U. Seja v = exp; ' (g) € U, e seja y, a geodésica com
vetor tangente inicial v. Sabemos que y,(1) = g. Dessa forma, o tltimo segmento de a e y, sdo geodésicas
de r a g inteiramente contidas em uma vizinhanga convexa, e portanto, sdo iguais, pelo Teorema 4.7.
Portanto, o tltimo segmento de & é uma reparametrizacdo de y, com pardmetro da forma t = ms + b,
para m > 0. Assim, os seus vetores tangentes sdo paralelos e tém a mesma orientagdo no tempo. O fato
do ultimo segmento de a ser do tipo tempo e direcionado para o futuro implica que v também o ¢, e
portanto estd contido no interior do cone de tempo futuro em T,M. Denote por V a interse¢do do cone
de tempo futuro em T.M com U,. Como exp, é um difeomorfismo, temos que exp,(V) é aberto em U (e
portanto em M) e contém 4. Mostremos que essa é a vizinhanga desejada, ou seja, que exp,(V) C I*(p).
De fato, tomando x € exp,(V), existe um tnico y € V tal que exp,(y) = x. Dessa forma, x é o ponto final
de um segmento de geodésica do tipo tempo que comecou em r, ou seja, ¥ < x. Como sabemos que vale
p < r e arelagdo < é transitiva, concluimos que p < x, como desejado. m|

Corolario 4.19. Toda M compacta falha na condicio cronoldgica.

Demonstracio. Comecemos observando que a {I*(p), p € M} é uma cobertura de M. Para isso, devemos
notar que todo ponto p de M esta no futuro de algum outro ponto. Para isso tome v € T,M direcionado
para o futuro e tipo tempo e considere a : (—¢, &) — M geodésica com vetor tangente inicial v. Dessa
forma, p € I*(a(ty)), para qualquer ty € (—¢,0).

Como M é compacta temos que M C I*(p;) U --- U I*(p,), para alguns py,...,p, € M. Podemos supor
que I*(p1) ¢ I*(pj), para todo j > 2 (caso contrdrio podemos excluir I*(p;) da cobertura). Afirmamos
que p1 € I*(p1). De fato, se fosse falso, teriamos que p; € I(p;), para algum j > 2. Isso implica que
I*(p1) € I*(pj), pois dado q € I*(p1) temos que p; < q. Como sabemos que p; < p; e a relacdo < é
transitiva, concluimos que p; < g, e portanto, g € I*(p;), o que leva a uma contradigéo. ]

Dagqui em diante sempre suporemos que M é orientdvel no tempo e satisfaz a condigdo cronolégica, a nio ser que
seja dito o contrdrio.

Mais adiante veremos que nossos trés exemplos também satisfazem a condi¢do cronolégica.

Isso nos impde uma forte restricdo topoldgica nos espagos-tempos razoaveis de considerarmos. Porém,
ndo basta considerarmos somente espacos-tempos ndo compactos, pois existem espagos-tempo nédo
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compactos que falham em satisfazer a condigdo cronoldgica, como o universo de Godel, por exemplo.
Veja [Art:God49] para mais detalhes. Devemos entdo considerar alguma outra restrigio nos nossos
espagos-tempos para que eles sejam fisicamente razodveis.

4.4.3 Estabilidade causal

Note que a existéncia de geodésicas do tipo tempo direcionadas para o futuro e fechadas ndo é o tinico
tipo de anomalia causal que pode acontecer. Curvas fechadas do tipo luz podem existir mesmo quando M
satisfaz a condigdo cronolégica (por exemplo, considere M como sendo o espaco-tempo obtido através
do sub-conjunto de M dado por {(x?,x},x%,x%) € M |0 < x° < 1} identificando os pontos da forma
0,x1,x2,x3) e (1,x' + 1, 2%, x%)).

N Xo

N

_>
’ X“X“v X)

Figura 4.8: Espago-tempo no qual existem curvas fechadas do tipo luz.

Além disso, podemos ter um espago-tempo onde ndo ocorre nenhum dos dois casos acima, mas onde
existem geodésicas do tipo tempo direcionadas para o futuro que entram em vizinhangas cada vez
menores de um ponto dado da curva. Esses espagos-tempo estdo “no limiar”de possuirem geodésicas
do tipo tempo direcionadas para o futuro e fechadas. Dessa forma, alguma perturbacao suficientemente
pequena da métrica pode levar esses espagos-tempo a deixarem de ser estavelmente causais. Como a
fisica é feita a partir de medi¢oes e nenhuma medigdo é totalmente precisa, queremos evitar anomalias
desse tipo. Felizmente, Stephen Hawking® nos deu a resposta para quais espagos-tempo sdo bem
comportados nesse sentido [Liv:Haw?75]. Daremos uma defini¢do que a principio nada tem a ver com a
discussdo acima e mais adiante a justificaremos.

Definicdo 4.20. Dizemos que M é estavelmente causal se existe uma funcdo suave T : M — R cujo
gradiente’ grad T é sempre do tipo tempo, ou seja, g(grad T(p), grad T(p)) > 0, para todo p € M. Tal
fungdo é dita uma fungio de tempo global.

Observacio. Note que a fungdo T acima NAO é uma fungdo que representa uma espécie de tempo
absoluto em M. J4 vimos que a nogdo de tempo depende fortemente do observador. Daremos uma
interpretacdo fisica razodvel para T mais adiante.

6S’rephen William Hawking, Oxford 08/01/1942.
"Lembremos que dada uma fungéo suave f : M — R, onde (M, g) é uma variedade riemanniana ou lorentziana suave, seu
gradiente grad f é definido como o campo de vetores que satisfaz g(grad f, V) = df(V) = V(f), para todo campo de vetores V.
ik 9f 9

3 2 onde gii denota a inversa da matriz

E imediato que o gradiente ¢ tinico. Em coordenadas, ele é dado por grad f = ¢
simétrica g;; que representa a métrica em coordenadas locais.

80



CAPITULO 4. A TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL - OS FUNDAMENTOS

Note que se um espago-tempo é estavelmente causal entdo ele é orientdvel no tempo. Note também que
estabilidade causal implica a condigdo cronolégica, pois a fungdo T goza de uma propriedade importante.
De fato, pela defini¢do do gradiente de uma funcéo, temos que

g(grad T(p), V) =dT(V) = V(T).

Dessa forma, se V = a/(0), onde a é uma curva tipo tempo, entdo

20 @)(0) = &/ OT) = g(grad T(p), ' 0).

Como ambos os vetores grad (T) e a’(0) sdo do tipo tempo, ndo podemos ter g(grad T(p),a’(0)) = 0,
pelo Corolério 3.6. Isso prova que T é uma func¢do estritamente monétona quando olhada sobre curvas
do tipo tempo. Com isso podemos provar que a existéncia de tal T implica que o espago-tempo em
questdo satisfaz a condigdo cronolégica, pois a existéncia de uma curva fechada do tipo tempo contradiz
a propriedade de T acima deduzida. De fato, se a : [0,1] — M é uma curva fechada do tipo tempo,
entdo temos que a(0) = a(1), mas por outro lado temos que T(x(0)) < T(a(1)) ou T(a(0)) > T(a(1)).
Tomando entdo grad T como campo de vetores que d4 uma orientagdo no tempo em M, podemos assu-
mir que T cresce sobre curvas do tipo tempo direcionadas para o futuro (caso contrario, troque T por —T).

Agora podemos provar que nossos trés exemplos sdo orientdveis no tempo e satisfazem a condigdo
cronoldgica. Para isso, basta exibirmos uma fung¢do de tempo global para eles. No caso de M e &, essa
funcdo é bem clara. De fato, defina T; : M — R como T;(u°, u',u?,u3) = u’ e T, : & — R também como
To(u®, ul, u?,u®) = u®. Uma verificagio facil nos diz que grad T; = (1,0,0,0) e grad T, = (1,0, 0,0), ambos
do tipo tempo nos seus respectivos espacos tangentes. No caso de D, defina primeiro T : R — R como
T@W®, ul,u?,u?,u*) = u° e considere T3 : D — R como a restrigdo de T a D. Temos entdo que

dTs09) d _ x0sinh(u?) a9 K2
oul  Juk dul  Juk oud’
onde ¢ é a parametrizagdo de D que usamos no exemplo. Note que s6 provamos esse fato para essa

parametrizacdo, porém, como a fungdo T3 s6 leva em consideracdo a primeira coordenada e ela é sempre
amesma no atlas que construimos para 9, mostramos que T3 é de fato uma funcado de tempo globalem D.

grad T3 = gik = gOk cosh(uo)ﬁ = cosh(u?)

Lembremos que nossa motivacdo para definir estabilidade causal foi o fato de existirem exemplos
de espagos-tempo no qual existem geodésicas do tipo tempo “quase’fechadas tais que pequenas
parturbacdes da métrica poderiam tornar essas curvas fechadas e que queriamos evitar esse tipo de
anomalia, ndo s6 por ndo serem razodveis do ponto de vista fisico, mas também porque a métrica é
um objeto fisico construido a partir de medigdes no espago e no tempo, e medicdes sdo naturalmente
imprecisas®. Dessa forma, ndo podemos considerar a métrica como uma quantidade absoluta, mas
sim passivel de erros em relagdo a realidade. Portanto qualquer hipétese fisicamente razodvel sobre o
espago-tempo ndo pode ser sensivel a pequenas perturbagdes da métrica. Isso nos leva a acreditar que
a condicdo cronoldgica é uma condicdo um pouco fraca e que devemos impor uma condigdo mais forte
em M. Mas o que a fungdo T tem a ver com essa histéria? Nossa idéia para corrigir essa falha seria, a
principio, definir uma topologia adequada no conjunto das métricas lorentzianas que M admite e dizer
que aceitamos g como uma métrica razodvel no sentido discutido acima se existe uma vizinhanga de g
na qual toda métrica satisfaz a condi¢ao cronolégica. De fato, essa é a idéia introduzida por Hawking em
[Liv:Haw?75]. Pode-se provar que essa construcéo e a que fizemos aqui sdo equivalentes. Isso é bastante
dificil e foge do escopo desse texto. Uma prova pode ser encontrada em [Liv:Wal84] e [Liv:Haw?75].

Vamos estudar um pouco mais a fundo as propriedades de uma fungdo de tempo global T em M. Como
grad T é sempre do tipo tempo, ele nunca se anula. Dessa forma, todo ponto r na imagem de T é um valor

8De fato, o Principio da Incerteza de Heisenberg nos dd uma cota inferior para o “tamanho”dessa imprecisdo, mas nao
entraremos nesses detalhes sobre Mecanica Quantica aqui. Além disso Relatividade Geral e Mecanica Quéantica sao dificeis de se
juntar em uma Teoria consistente.
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regular de T, e portanto, o conjunto S = T~!(r) é uma subvariedade de codimensdo 1 em M. Pela conti-
nuidade de T, é uma subvariedade fechada. Mais ainda: dados p,q € S temos que nem p < gnem g < p
acontece. De fato, suponha, por exemplo, que p < g. Entdo existe uma curva diferencidvel o : [0,1] = M
do tipo tempo e que aponta para o futuro tal que a(0) = p e a(1) = g, pela Proposicdo 4.15. Sabemos que T
é escritamente crescente ao longo de curvas de tal tipo. Entdo teriamos que T(p) < T(g), uma contradigéo.

Um conjunto que satisfaz a propriedade de que nenhum ponto seu antecede cronologicamente outro é
dito acronal. Provamos acima que S é um conjunto acronal.

Tome agorap € Se V € T,S. Lembremos que podemos supor que T,S é um sub-espago de T,M. Dessa
forma, podemos calcular

d
8(grad T(p), V) = V(T) = —(T © a)(0),

onde a é uma curva diferencidvel tal que a(0) = p e @’(0) = V. Porém, como podemos tomar a curva
a tal que sua imagem estd contida em S e T é constante em S, temos que g(grad T(p), V) = 0. Como
p € SeV € T,S sdo arbitrarios, isso mostra que grad T é perpendicular a S. Como grad T é do tipo
tempo, o Corolario 3.6 nos diz que todos os vetores de T,S sdo do tipo espago. Uma subvariedade de M
satisfazendo tal propriedade é dita uma subvariedade do tipo espago.

Resumindo, concluimos que toda superficie de nivel de T que néo seja vazia é uma subvariedade fe-
chada de codimensdo 1, acronal e tipo espaco. Apesar das dificuldades em dar uma interpretacéo fisica
razodvel para a funcdo T, encontramos que suas superficies de nivel tém propriedades muito préximas
do que gostariamos de chamar de um “espacgo instantdneo”, ou seja, todo o espago-tempo em um certo
instante de tempo fixado. Por isso chamaremos qualquer curva de nivel ndo vazia de uma fun¢édo tempo
global de uma fatia do tipo espaco de M. Os exemplos mais imediatos que temos em maos sdo as superficies
com #° = constante em M, D e &. Essas fatias sdo difeomorfas a R? no caso de M e & e a $° no caso de

D.

Observacio. ATENCAO! Vale ressaltar mais uma vez que NAO estamos dizendo que a funcdo T
representa uma nogao de tempo universal, independente do observador. Nao estamos dizendo também
todos os observadores concordam que, fixado um instante de tempo, o conjunto dos eventos simultaneos
é dado por S. Repare que essa afirmagdo sequer faz sentido, pois no contexto da Relatividade Geral um
observador s6 introduz coordenadas (ou seja, sabe medir tempo e distancia) localmente. Como podemos
notar pelos exemplos acima, no caso particular de M de fato as superficies S coincidem com as superficies
de simultaneidade para algum observador (aquele cuja trajetéria estd contida no eixo ep). Mas qualquer
outro observador discodara desse primeiro em relacdo as superficies de simultaneidade. Dessa forma,
usaremos a fung¢do de tempo global pensando somente na sua influéncia na geometria do espago-tempo
em questdo, e ndo tentando elocubrar sobre o fato de sua existéncia implicar em consequéncias fisicas
exoticas.

4.4.4 Hiperbolicidade global

Lembremos que o conjunto I* (p) representa, de certa forma, os eventos de M que podem ser influenciados
por p. Como uma superficie S suave fechada, do tipo espago, de codimensdo 1 e acronal é interpretada
como sendo todo o espago-tempo em um certo instante de tempo fixado, queremos saber quanto que
da informacdo contida em M é influenciada pela informacdo em S. Para isso vamos precisar de uma
tecnicalidade, o conceito de uma curva sem pontos finais.

Definicdo 4.21. Seja @ : [ — M uma curva continua, onde I C R é um intervalo, a = infl e b = supl
(possivelmente teremos a = —co e b = o0). Um ponto p € M é dito um pontofinal de a se temos que
lim,q+ a(t) = poulim;_,;- a(f) = p. Uma curva é dita sem pontos finais se nenhum ponto de M é ponto final
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da curva em questdo. Se a é uma curva do tipo tempo direcionada para o futuro e p = lim;_,,+ a(t), entdo
dizemos que p é dito um ponto final passado de a. Definimos um ponto final futuro de & de maneira analoga.
Finalmente, dizemos que a ndo tem pontos finais passados (respectivamente futuros) se nenhum p € M
é ponto final passado (respectivamente futuro) de a.

Note que uma curva ter ou ndo pontos finais depende do espago-tempo no qual estamos olhando a
curva. Por exemplo, a curva (0,00) 3 t — (£,0,0,0) € M tem (0,0,0,0) como seu ponto final passado,
mas quando a consideramos em M\{(0, 0,0, 0)} ela deixa de ter um ponto final passado.

Definicdo 4.22. Seja S ¢ M uma superficie fechada, do tipo espago, de codimensao 1 e acronal. Definimos
o dominio de dependéncia futuro de S, denotado por D*(S), como o conjunto de todos os pontos p € M tais
que toda viagem que passa por p e ndo tem pontos finais passados contém pelo menos um ponto de S.
O dominio de dependéncia passado de S é definido de maneira andloga, trocando a palavra “passado”por
“futuro”. O denotamos por D™(S). Finalmente, o dominio de dependéncia de S é definido como D(S) =
D*(S)u D~ (S).

A interpretagdo dessa definigdo é algo um pouco sutil. Analisemos primeiro e em mais detalhes o caso
de D*(S), pois o outro caso é andlogo. Primeiramente, note que seria mais razodvel usarmos curvas
do tipo tempo direcionadas para o futuro em vez de usarmos viagens nas defini¢des acima. Porém, a
Proposicdo 4.15 nos garante que terfamos defini¢des equivalentes, no caso de S acronal®. No caso de um
conjunto S arbitrario a defini¢cdo usando viagens e curvas suaves ndo é equivalente. Para mais detalhes
veja [Liv:Pen87].

Apesar disso, o uso de viagens é mais conveniente para se trabalhar, como ja tivemos a oportunidade
de notar na prova de alguns teoremas. O fato de toda viagem (e portanto, toda curva direcionada para
o futuro do tipo tempo) que passa por p e ndo tem pontos finais passados conter pelo menos um ponto
de S quer dizer que tudo que aconteca que possa influenciar algo no ponto p estara “registrado”em S.
Note também que quando escolhemos viagens ou curvas do tipo tempo direcionadas para o futuro e
interpretamos D*(S) como acima estamos automaticamente assumindo que ndo existem informacgoes
que se propaguem mais rapido do que a luz, ou seja, informagoes que influenciam p ndo se propagam
em curvas com a seguinte cara:

Figura 4.9: Informagdes ndo se propagam sobre curvas assim.

A interpretacdo de D7(S) é andloga. Dessa forma, deverfamos imaginar que se tivermos informacao
apropriada em S, entdo deveriamos conseguir prever o que acontece em p € D*(S). Analogamente, o
conhecimento de condi¢des sobre S nos deveria permitir “retroceder”e deduzir condi¢des em pontos

9Repare que poderfamos ter definido D*(S) para um conjunto S arbitrario, mas isso ndo tem interpretagio fisica razoavel.
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g € D7(S). Por outro lado, se tivermos p € I*(S) e p ¢ D*(S), entdo seria possivel enviar um sinal que
influencia p de modo que ele ndo esteja registrado em S, e dessa forma o conhecimento de informagées
somente em S ndo seria suficiente para determinar o que ocorre em p. Essa intuicdo esta correta, e o
interesse no estudo do conjunto D*(S) reside no fato de que através dele é possivel definirmos um pro-
blema de valor inicial, também chamado de Problema de Cauchy, bem—posto10 com as Equacgoes de Einstein.

Tendo em mente o raciocinio do pardgrafo acima, um espago-tempo M que contém uma superficie S
que é fechada, acronal do tipo espaco e de codimensdo 1 tal que D(S) = M é o que temos de mais
deterministico possivel, pois o conhecimento de condicdes sobre S nos permite inferir informagdes sobre
todos os pontos de M.

Definicdo 4.23. Uma superficie S fechada, acronal, do tipo espago e de codimensao 1 tal que D(S) = M
é dita uma superficie de Cauchy. M é dito globalmente hiperbdlico se contém uma superficie de Cauchy.

Um exemplo de superficie de Cauchy sdo os subconjuntos de M dados por S = {(x°, x!,x?,x%) € M|x® =
c}, onde ¢ é um ntmero real qualquer. Uma propriedade extremamente importante de espagos-tempo
globalmente hiperboélicos é a seguinte:

Teorema 4.24. Seja M um espago-tempo globalmente hiperbélico. Entdo M é estavelmente causal e existe uma
fungao de tempo global T tal que todas suas superficies de nivel T~'(r) sio superficies de Cauchy difeomorfas.

Esse é dito o Teorema de Geroch'!. Sua prova no caso continuo pode ser encontrada em [Art:Ger70]. A
prova rigorosa no caso diferencidvel é recente e pode ser encontrada em [Art:Ber03] e [Art:Ber05].

4.5 A Equacao de Einstein

No comego desse capitulo, quando deduzimos que a trajetéria de particulas livres sob a influéncia
de campos gravitacionais devem ser geodésicas, somos automaticamente levados a pensar que existe
alguma relagdo entre campos gravitacionais e a geometria do espago-tempo, ou seja, sua curvatura. A
grande idéia de Einstein foi a descoberta de como essa relacdo é dada, através da Equacio de Einstein. Para
introduzi-la, precisamos relembrar brevemente alguns conceitos de Geometria Riemanniana que valem
também no contexto Lorentziano, pois eles dependem s6 da existéncia de uma conexdo na variedade.

4.5.1 Alguns conceitos de Geometria (semi)-Riemanniana

Nada aqui serd provado nem motivado, jd que isso fugiria do escopo desse texto. Motivagdes e
demonstragdes podem ser encontradas em [Liv:Lee97], [Liv:Spi99], [Liv:Onl83] e [Liv:Man08].

Nessa se¢do, M é uma variedade diferenciavel munida de uma conexdo linear V.

Definigio 4.25. O tensor de curvatura é definido como
R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVxZ — Vx| Z.
Proposicdo 4.26. Em coordenadas, o tensor de curvatura é dado por

art.  or!
1ok ik ! !
Rix = = = 37 * Tilim = Tl

onde Fifjak = V,,0; sito 0s simbolos de Christoffel associados a conexio V.

190 que é um problema bem-posto? Néo existe uma definicdo rigorosa e absoluta que permeia todos os problemas da Fisica e da
Matematica. Cada problema tem seu préprio conceito de bem-posto.
1 Robert Geroch, Akron 01/06/1942.
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O tensor de curvatura nos dé informagdo completa sobre a geometria da variedade, porém precisamos
de muitas fungdes para determiné-lo (a principio n* fungdes, mas esse ntimero pode ser reduzido usando
as simetrias do tensor de curvatura). Podemos obter informagdo suficiente sobre a geometria através
de uma variacdo do tensor de curvatura, o tensor de Ricci. Para isso, vamos relembrar alguns conceitos
sobre contracdo tensorial. Seja A um (1, 1)-tensor. Em coordenadas, A se escreve como

A= Aj.a,- ®dx/.

Defina C(A) € C*(M) como ‘ ‘
C(A) = A} = A(dx', dy).

Tal definigdo é independente de coordenadas, pois

w N (o 9N _aymax AN AN, 9
Ao o) = A(Froe S ) = G 8 ) =0 (o ) = 4o 5

Dessa forma, C(A) estd bem definida em toda M.

Seja agora A um (1, s)-tensor. C;(A), a contragio de A nos indices i e j, é definida da seguinte forma: fixados

w!,..., 0 1-formas e X3, ..., X;-1 campos de vetores, a aplicacdo
1 -1
(0, X)» Alw,...,0,..., 0" ", X1,...,X,..., Xs-1)

é um (1,1)-tensor (na expressdo acima, w ocupa a i-ésima posi¢do nas 1-formas e X ocupa a j-ésima
posicdo nos campos de vetores). Contraindo esse (1, 1)-tensor, temos uma funcao real

CHAY@', ..., @, X, o, Xs).

Para vermos como é a expressdo de uma contragdo em coordenadas, vejamos um exemplo. Seja A um
(2,3)-tensor. C3A é o (1,2)-tensor dado por

(CA) @, X, Y) = CA(, @, X, Y, ).
Em coordenadas:
(C;A)f]. = (CSA)(dx*,d;,0;) = C(A(-,dx", 9;,9),-)) = A(dx™, dx*,9;, 9}, O) = A?}’;l.

Defini¢do 4.27. Na notac¢do acima, o tensor de Ricci é definido como Ric = C%R. Em coordenadas,
Ric;; = R]’zl.j. Para uma interpretagdo do que o tensor de Ricci mede, veja [Liv:Man08].

Definicdo 4.28. A curvatura escalar é definida como o traco de Ric com respeito a g, ou seja
S = TryRic = R! = ¢'R;.

Para uma interpretagdo desse conceito, veja [Liv:Man08]

4.5.2 O Tensor de Energia-Momento e as Equac¢des de Einstein

No Capitulo 3 definimos o que é um tensor de energia-momento em M e demos uma interpretagdo
fisica para tal objeto matematico. Motivados por essa discussdo, a definicdo no caso geral é exatamente
a mesma:

Definicao 4.29. Um tensor de energia-momento em um espago-tempo M é um (0, 2)-tensor simétrico,
denotado por T, que satisfaz T(V, V) > 0 para todo V do tipo tempo.
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Lembremos do Capitulo 3 que a quantidade T(V, V) representa a densidade de energia em relagdo a um
observador que tenha velocidade V. Assim, é razoavel supormos que essa quantidade é positiva. E
possivel impor uma condicdo mais forte no tensor de energia-momento, mas para nossos propositos
essa serd suficiente.

As equacdes mais importantes para a teoria da Relatividade Geral sdo sem duivida as equagoes de Einstein.
Como ja observamos, sdo elas que dizem a maneira como matéria e geometria integarem entre si em um
determinado espago-tempo. Na notacado da se¢do acima, as equagdes se escrevem como

1
Ric ~ 5S¢ = 8nT.

Apesar de sua forma elegante, esse conjunto de equagdes é extremamente complicado de se trabalhar.
Usando simetrias do tensor de curvatura, temos um sistema ndo-linear de 10 equagdes diferenciais par-
ciais para a métrica g, jd que todas as quantidades envolvidas do lado esquerdo podem ser escritas em
fungdo da métrica. E um bom exercicio escrever as equagdes de Einstein em um sistema de coordenadas'?.

Logo ap6ds a publicacdo dessas equagdes em 1915 no artigo [Art:Ein15], vérias solugdes surgiram, algumas
delas modelando espagos-tempo ndo estaciondrios'®. Einstein acreditava fortemente que isso ndo era
fisicamente razodvel, e introduziu um novo termo nas equagdes, chamado de constante cosmoldgica. A
nova forma das equagdes era entdo

Ric - %Sg - Ag =8nT.

Mal podia imaginar Einstein que em 1929 Hubble!* comprovaria experimentalmente que nosso universo
estd em expansao (veja [Art:Hub29]), fazendo Einstein voltar atrds e dizer que a constante cosmoldgica
foi o maior erro cientifico de toda a sua vida. Apesar disso, algumas observagdes recentes indicam que
a constsante cosmoldgica é positiva porém muito pequena, da ordem de 107122 em unidades adimensi-
onais. Para mais detalhes, veja [Art:Car01].

Note que uma solugédo para as equagdes de Einstein ndo é somente uma métrica, mas também um espaco-
tempo no qual essa métrica vive. Mas qual seria esse espago-tempo, se ndo conhecemos a solugdo para
as equagdes? Para quebrar esse raciocinio circular e resolver as equagdes de Einstein, deve-se ter um
“chute”, baseado na intuicéo fisica, de qual deve ser mais ou menos a cara do nosso espago-tempo, ou
pelo menos como deve ser uma carta local para tal espago-tempo, ja que as quantidades envolvidas nas
equagdes podem ser todas expressas em coordenadas. Para isso, se usa alguma hipétese que nunca é
encontrada na natureza, como simetria esférica, homogeneidade ou isotropia, mas que nos permite en-
contrar uma solugdo com um minimo de significado fisico. Isso é uma tarefa extremamente dificil. Veja
[Liv:Ste09] para uma 6tima referéncia em solugdes exatas das equagdes de Einstein. Ndo exploraremos
mais a fundo aqui as equagdes de Einstein, pois o resultado principal desse trabalho ndo envolve toda
sua forga. De fato, os trabalhos de Stephen Hawking e Roger Penrose!® em resultados globais em Rela-
tividade Geral foi motivado pelo fato de querer saber se algumas propriedades de solu¢des exatas das
equacdes de Einstein sdo recorrentes ou somente consequéncia de hip6teses fisicamente nao-realisticas.

Por fim, é claro que as equagdes de Einstein ndo surgiram da noite pro dia, por mais genial que Einstein
fosse. Ela foi consequéncia de muito trabalho duro, e pode ser interpretada como a equagdo de Euler-
Lagrange para o funcional de Hilbert-Einstein. Para mais detalhes, veja [Liv:Haw75].

12Eu fiz isso em um dado momento. A expressdo é muito feia e grande para ser copiada aqui.

13Pode-se dar uma definigdo exata para espagos-tempo estacionérios usando derivadas de Lie, mas para nossos propésitos aqui
basta imaginarmos que um espago-tempo é estaciondrio se ele “ndo muda”com o tempo.

4Edwin Powell Hubble, Marshfield 20/11/1889 - San Marino 28/09/1953.

15Gir Roger Penrose, Colchester 08/08/1931.
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Capitulo 5

Teoremas de Singularidade

5.1 Motivacao: Porque singularidades sao importantes em Relativi-
dade Geral?

As Equacoes de Einstein foram publicadas pela primeira vez em 1915 no artigo [Art:Ein15]. Desde entdao
se procuram solugdes exatas para tais equagdes, pois elas representam potenciais modelos para nosso
universo. Algumas das primeiras solugdes exatas a serem encontradas foram as métrica de Schwarzchild!
[Art:Sch16] e a métrica de Reissner*-Nordstrom®. [Art:Reil6] [Art:Nor18]. A primeira modela um buraco
negro proveniente do colapso gravitacional de um corpo sem rotagdo e sem carga elétrica, enquanto que
a segunda permite que o corpo colapsado tenha carga elétrica mas ndo esteja em rotagao®.

Note que todas essas solugdes apresentam singularidades®. Uma pergunta natural é se qualquer solucéo
das Equacdes de Einstein admite singularidades. A resposta é obviamente ndo, pois M modela um
universo sem presenca de matéria e ndo admite nenhuma singularidade. Além disso, o espaco tempo
de Godel também néo apresenta singularidades, mas tem o leve inconveniente de permitir “viagens no
tempo”, ou seja, existem curvas do tipo tempo fechadas. Entdo serd que, em algum sentido, a “maio-
ria”das solugdes “razoaveis”para as Equagoes de Einstein sdo singulares? Que propriedades devemos
esperar do espacgo-tempo para que ele apresente ou ndo alguma singularidade? Surpreendentemente
0 primeiro a pensar em algo nessa diregdo foi Laplace®. Légico que por mais brilhante que Laplace
tenha sido, ele supostamente ndo conhecia a Teoria da Relatividade e ndo estava pensando em termos
relativisticos. Mas ele provou, usando a teoria da gravitagdo newtoniana e fazendo a hipétese que a luz
tem massa, um resultado bem interessante: se existir uma estrela que satisfaca algumas condic¢oes de
compatibilidade entre sua massa e raio, entdo existe uma distancia dessa estrela da qual nenhum raio
luminoso partindo dela podera passar. Provaremos esse resultado nesse Capitulo. O primeiro resultado
desse tipo em Relatividade Geral é devido a Raychaudhuri7 [Art:Ray55], [Liv:Haw75], que provou que
uma métrica proveniente de um tensor de energia-momento que modele uma nuvem de particulas em
um universo irrotacional e sem cargas elétricas apresenta uma singularidade. Claro que esse resultado

1Karl Schwarzchild, Frankfut am Main, 09/10/1873 - Postdam 11/05/1916.

2Hans Jacob Reissner, Berlin 18/01/1874 - Colton 02/10/1967.

3Gunnar Nordstrém, Helsinki 12/03/1881 - Helsinki 24/12/1923

*Aqui poderia comecar uma discusséo infinita sobre existéncia de buracos negros, evidéncias experimentais, problemas psi-
coldgicos causados por eles, real possibilidade do colapso gravitacional de um corpo, etc... mas ndo entrarei nesses detalhes.
Existe também uma solugdo que admite que o corpo colapsado esteja em rotagdo mas nio tenha carga elétrica, chamda de métrica
de Kerr (Roy Patrick Kerr, Kurow 16/05/1934) [Art:Ker63] e uma mais geral, que permite corpos tanto em rotagdo quanto com carga
elétrica, a métrica de Kerr-Newman (Ezra “Ted” Newman, New York 17/10/1929) [ Art:New®65].

S5Repare que ainda néo sabemos o que é de fato uma singularidade, mas essas solu¢des modelam espagos-tempo no qual existem
buracos negros. Isso é suficientemente estranho para chamarmos seu comportamento de singular.

6Pierre-Simon marquis de Laplace, Beaumont-en-Auge 23/03/1749 - Paris 05/03/1827.

7 Amal Kumar Raychaudhuri, Barisal 14/09/1923 - ?? 18/06/2005.
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5.2. MAS O QUE E UMA SINGULARIDADE?

é um caso muito particular, mas sua importancia é muito grande por ser o primeiro resultado nessa
direcdo. Os grandes teoremas de singularidade foram provados nas décadas de 60 e 70 por Stephen
Hawking e Roger Penrose. Eles ddao conta de espagos-tempo bem mais gerais, assumindo condi¢ées bem
mais plausiveis do ponto de vista fisico, por exemplo, a expansdo do universo (que é experimentalmente
verificada [Art:Hub29]) e condi¢des sobre a cronologia do espago-tempo como as vistas no Capitulo 4.
A importancia de tais teoremas ndo é s6 fisica, mas também matematica, pois sdo resultados globais em
Geometria Lorentziana.

5.2 Mas o que é uma singularidade?

A principio parece fazer sentido definir uma singularidade em um espago-tempo como um ponto da
variedade correspondente onde a métrica de Lorentz ou néo estd definida ou néo é diferencidvel. Essa
defini¢do tem alguns inconvenientes: o primeiro é que na nossa definicio uma métrica de Lorentz estd
definida em todo espago-tempo. Além disso, a definicdo também nos diz que ela é diferencidvel em
todo ponto da variedade em questdo. Para que nossa definicdo contenha o caso especial de espagos-
tempo singulares deverfamos tratar métricas de Lorentz que ndo sejam diferencidveis, mas sim que
satisfacam condi¢des mais fracas, talvez diferencidveis a menos de um conjunto de medida nula, o que
tornaria as coisas tecnicamente mais dificeis. Além disso as equagdes fisicas deixam de ter sentido
nas singularidades, pois nelas temos impossibilidades de efetuar medidas sobre a métrica. Mas o
maior problema é que essa definicdo ndo reproduz a nossa imagem mental de uma singularidade.
Se, na defini¢do anterior, retirarmos os pontos singulares, terfamos um novo espago-tempo, agora
sem singularidades. Isso quer dizer que toda singularidade tem um cardter removivel, implicando
que tais objetos constituem um problema que é facilmente contornado. Dessa forma, identificar uma
singularidade em um espago-tempo se resumiria a identificar se ele veio de um espago-tempo “maior”,
do qual retiramos alguns pontos e obtemos o espago-tempo em questdo. Queremos uma definigdo
de singularidade que traduza matematicamente o pensamento “aqui tudo dé errado e coisas muito
estranhas acontecem”. Entdo supondo removidos os pontos aonde a métrica ndo é diferencidvel ou
nao esta definida, como fazemos para detectar “buracos”, ou pontos do espago-tempo aonde as coisas
dao errado? E muito simples! Basta verificarmos se coisas “caem”através deles. Como assim? Uma
indicagdo bem forte de que “falta”alguma coisa em nosso espacgo-tempo é que existe uma geodésica cujo
dominio de defini¢do ndo pode ser estendido para todo R. Essa definigdo é totalmente razoével, pois ela
ndo faz referéncia a conceitos exéticos como os primeiros sugeridos, e é coerente com nosso propdsito: se
uma geodésica simplesmente deixa de existir a partir de um certo tempo quer dizer que algo de errado
aconteceu em nosso espago-tempo. Mas note que temos trés tipos de geodésicas: tipo tempo, espago e
luz. Vamos discutir mais a frente sobre isso. Agora vamos fazer uma breve pausa e discutir o conceito
de completude geodésica em variedades Riemannianas e Lorentzianas para comparé-las. Aqui vemos a
primeira grande diferenca entre as duas geometrias.

5.3 Completude Geodésica

No caso Riemanniano, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.1. (Hopf®-Rinow’) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana conexa. Sio equivalentes:
o Os conjuntos fechados e limitados de M sdo compactos;
o M é um espago métrico completo, com a distancia induzida por g;

* M ¢ geodesicamente completa, ou seja, para todo p € M, a aplicago exponencial exp,, estd definida em todo
T,M.
p

8Heinz Hopf, Grabschen 19/11/1894 - Zollikon 03/06/1971.
9Willi Rinow - Berlin 28/02/1907 - Greifswald 29/03/1979.
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CAPITULO 5. TEOREMAS DE SINGULARIDADE

Mais ainda, cada uma dessas afirmagoes implica que dados dois pontos p, g € M existe uma geodésica minimizante

ligandop a q.

Podemos entdo dizer simplesmente que uma certa variedade Riemanniana conexa é completa sem pro-
blemas de ambiguidade em relagdo as completudes geodésicas e como espago métrico, ja que elas sdo
equivalentes. Porém, esse Teorema ndo vale no caso Lorentziano, pois uma métrica Lorentziana nao
induz uma funcéo distancia. Um Corolério imediato de tal Teorema é que toda variedade Riemanniana
compacta é completa, ja que todo espago métrico compacto é completo no sentido das sequéncias de
Cauchy. Sera que podemos provar que variedades Lorentzianas compactas sdo geodesicamente comple-
tas? Note que s6 podemos falar de completude geodésica, pois uma variedade Lorentziana ndo tem uma
fungdo distdncia natural, como ocorre nas variedades Riemannianas. Para isso, vamos tentar caracterizar
a completude geodésica no caso particular de uma variedade Riemanniana compacta de outra forma.
Considere em TM o fluxo geodésico'%: se U € M é o dominio de uma cartade M e 7t : TM — M é a projecdo
candnica, seja (1, v') as coordenadas padrdo em rt'(U) c TM. Defina o seguinte campo de vetores em
- (U):

k

d o d
Gy = = - v’vfl"j(x)w.

oxk '
As curvas integrais de G satisfazem o seguinte sistema de EDO’s:

() =0F @)
ok(t) = - vi(t)vj(t)l“fj(x(t)).

Note que a equagdo que uma geodésica satisfaz pode ser transformada no sistema acima através da
substituicdo v* = #*. A importancia fundamental desse campo de vetores é que ele pode ser extendido
para um campo de vetores definido em todo TM. Essa extensado é chamada de campo de vetores geodésicos,
e seu fluxo é chamado de fluxo geodésico. Tal nome vem do fato que as curvas integrais se projetam
através de 7 em geodésicas de M. E, reciprocamente, toda geodésica y(t) = (x'(t),...,x"(t)) pode ser
levantada para uma curva integral de G colocando-se v(t) = /(). Porém, o fato mais importante que
usaremos sobre G é que se f é uma func¢do em C*(TM), entdo

d
Gfp. V)= 2| flvt)yv(),
t=0
onde yv é a tnica geodésica satisfazendo yv(0) = pe yy(0) = V.

Levando em consideragdo que g(y(t),y(t)) é constante para toda geodésica y, pois % gy, »(t) =
2g3(Dyy(t), (1)) = 0, podemos considerar, sem perda de generalidade, a restri¢do de G ao fibrado tangente
unitério de M, a saber,

UM={(p,V)eTM| g(V,V)=1}.

Como M é compacta e as fibras também o sdo, temos que UM é uma variedade compacta. Dessa
forma, todas as curvas integrais de G restrito a UM estdo definidas para todo tempo!!. Dessa forma,
as geodésicas de M também estdo definidas para todo tempo, o que implica que M é geodesicamente
completa'?. Serd que podemos considerar essa abordagem em uma variedade lorentziana? Infelizmente
ndo, pois usamos fortemente o fato de que UM é compacta. Em uma variedade lorentziana (ou semi-
riemanniana em geral) podemos definir os conjuntos

UM = {(p, V) e TM | g(V, V) = 1} e

10Tudo que sera dito aqui estd provado em [Liv:Lee97].

1If verdade que toda curva integral de um campo de vetores sobre uma variedade compacta estd definida pra todo tempo. Para
uma prova disso, veja [Liv:Spi99].

12Note que, como ndo estamos usando o Teorema de Hopf-Rinow, ndo podemos simplesmente concluir que M é completa sem
problemas de ambiguidade. Além disso, estamos interessados principalmente na completude geodésica de M, e ndo em sua
completude como espago métrico.
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5.4. O TEOREMA DE LAPLACE

U M= {(p,V) e TM| g(V, V) = ~1}.

Mas como as fibras desses fibrados ndo sdo compactas, a compacidade de M ndo implica na compacidade
de U*M, e portanto, o argumento acima néo é valido no caso lorentziano. De fato, existem exemplos
de variedades lorentzianas compactas que nédo sdo geodesicamente completas. Nos perguntamos entdo
quando uma variedade lorentziana compacta é geodesicamente completa. A nivel de curiosidade, va-
mos enunciar aqui alguns resultados nessa diregdo:

13

Teorema 5.2 ([Art:Mar73]). Toda variedade lorentziana (semi-riemanniana, em geral) homogénea™> é completa.

A idéia da prova consiste em mostrar que TM ¢é a unido disjunta de compactos que sdo invariantes pelo
fluxo geodésico. Dessa forma, toda curva integral de G estd contida em um compacto de TM e, portanto,
estd definida para todo tempo. Resultados um pouco diferentes sdo apresentados abaixo:

Teorema 5.3 ([Art:Rom95]). Uma variedade lorentziana compacta que admite um campo de vetores X que é
conforme'* e do tipo tempo é completa.

Teorema 5.4 ([Art:Car89], [Art:K1i96]). Toda variedade lorentziana compacta de curvatura seccional constante
é geodesicamente completa.

Temos também o seguinte resultado, que é deveras supreendente:

Teorema 5.5 ([Art:Che63], [Art:Cal62]). Ndo existe variedade lorentziana compacta de curvatura seccional
constante positiva.

Para terminar de ilustrar quéo estranha pode ser a questdo da completude em variedades lorentzianas,
temos o seguinte resultado:

Teorema 5.6 ([Art:Rom94]). Existem duas métricas lorentzianas no toro com a mesma curvatura de Gaufl em
todo ponto tais que uma é completa e a outra nio.

A estratégia a ser adotada entdo é contraria. Vamos tentar caracterizar quando que uma variedade
lorentziana é incompleta. Para aquecer, vamos comegar com o Teorema de Laplace que citamos na
introdugéo.

5.4 O Teorema de Laplace

Lembremos qual é o espirito do resultado provado por Laplace. Se uma estrela satisfaz certas condigdes
sobre sua massa e raio, entdo existe uma distancia dessa estrela da qual qualquer raio luminoso ndo pode
passar. Vamos tentar deduzir quais sao essas condi¢des. Como esse resultado é baseado na mecéanica
newtoniana, temos que supor que um féton tem massa i > 0, o que sabemos ser falso na Teoria da
Relatividade. Vamos considerar também que a velocidade do féton ao sair da estrela independe da
estrela, o que sabemos ser verdadeiro. Pela conservacgdo de energia, temos que

E,,l +E; = E,,2 + E.,,

onde E,, denota a energia potencial no ponto P; e E., representa a energia cinética no ponto P;. Lembremos
que o potencial gravitacional é dado por —GmM/d, onde G é a constante gravitacional, m e M sdo as
massas dos corpos em questdo e d é sua distancia. Seja m a massa da estrela e R, ¥ como na figura acima.
Temos entdo que

13Uma variedade semi-riemanniana ¢ dita homogénea se admite uma agdo suave, transitiva e por isometrias de um grupo de Lie.
Intuitivamente, ela é “igual”em todas as direcdes.
4Um campo de vetores é dito conforme se Lxg = og, onde £ denota a derivada de Lie e o0 € C*(M).
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CAPITULO 5. TEOREMAS DE SINGULARIDADE

Figura 5.1: Teorema de Laplace.

~-Gmy
R

1 -Gmp 1
+ sulool? = =25 4 ol

onde v é a velocidade do féton no ponto P,. Queremos ter que v = 0, ou seja,

1, Gmu Gmu 1 )
2ulvl =— r T 2ulvol =0.
Isso implica que
2Gm _2Gm ool &
r R
. 2Gm
20— o2

Devemos ter que r > 0. para isso, devemos ter que

2Gm

2
ol <
[0l R

Como vp ndo depende da estrela, temos que ter que m e R satisfagam a condigdo acima para que  seja um
nimero admissivel. Além disso, devemos ter que r > R, o que é facilmente verificado ser verdadeiro.
Dessa forma, provamos o seguinte resultado:

Teorema 5.7 (Laplace). Considere uma estrela de massa m e raio R satisfazendo [vol2 < 2Gm/R, onde vy é a
velocidade da luz. Entdo em r = mﬁ;z# > R temos que a velocidade de um foton que sai da estrela é nula, ou
seja, o féton ndo passard dessa distdncia, ficando confinado no conjunto {R < x <r}.

Esse Teorema é muito simpatico por motivos histéricos, mas se baseia em conceitos que sabemos estarem
errados. Para estrelas muito densas a Teoria da gravitagdo newtoniana ndo se aplica mais, sendo
necessdria a Relatividade Geral. Para ilustrar, vamos usar esse resultado com o Sol para ver o que
obtemos. Primeiro, note que:

e 7y = velocidade da luz no vacuo = 3 x 10%m/s;
e G = constante gravitacional ~ 6.67 X 10~ !N (m/kg)?;

e m = massa do Sol ~ 1.98 x 10%kg;
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5.5. UM TEOREMA DE S. HAWKING

e R =raio do Sol ~ 6.95 x 10%m.

Suponha agora que a gente queira verificar a validade desse Teorema em nosso Sistema Solar. A quanti-
dade 2Gm/R vale aproximadamente 3.80 X 10'!. Deverfamos ter que a velocidade da luz no vécuo fosse
menor que 6.16 X 10° para que o resultado fosse verdade, ou seja, trés ordens de grandeza menor do que
realmente é.

Tudo bem, ndo podemos mudar a velocidade da luz. Mas quais deveriam ser a massa e o raio do
Sol para satisfazer a estimativa do Teorema? Caso tivéssemos a liberdade de alterar a massa do Sol,
deveriamos té-la maior que 4.69 x 10%kg, 5 ordens de grandeza maior do que sua massa real. Para
efeito de comparagdo, a estrela mais massiva que se conhece é a R136al [Int:Wik], com massa aproxi-
mada de 5.247x10%2, 256 vezes a massa solar. Ainda assim estamos muito longe do previsto pelo Teorema.

Agora, caso pudéssemos alterar o raio do Sol, terfamos que comprimi-lo muito, pois ele deveria menor
que 2936km. O raio da Terra no Equador é de aproximadamente 6353km.

5.5 Um Teorema de S. Hawking

O Teorema que provaremos agora, devido a S. Hawking em [Art:Haw66A], [Art:Haw66B] e [Art:Haw67],
mostra a existéncia de uma singularidade no passado, provando que certas geodésicas do tipo tempo,
inextensiveis e que apontam para o futuro sao incompletas pela esquerda. E claro nas demonstragoes do
Teorema que essa incompletude ndo depende da orientacdo temporal do espago-tempo, mas somente da
conexdo de Levi-Civita associada a métrica, mas para a interpretacao fisica desses resultados a orientacdo
temporal é crucial.

Como a demonstragdo do Teorema é longa e tem vérios pré-requisitos, vamos fazer aqui um pequeno
roteiro:

e Na Secdo 5.5.1 vamos fazer algumas defini¢des, para fixar a notagdo e relembrar alguns conceitos.
Além disso, provaremos alguns resultados auxiliares sobre o funcional comprimento de arco.

e A Secdo 5.5.2 contém a demonstragdo do Teorema de Hawking, porém langa mao do Lema 5.17,
cuja demonstracdo é bastante técnica.

o Finalmente, a Se¢do 5.5.3 traz a prova do Lema 5.17. Essa é a Se¢do mais dura do texto. Primei-
ramente comecamos provando alguns resultados auxiliares. O primeiro ponto chave na prova de
tal resultado é o Lema 5.29, que traz uma equivaléncia parcial para o conceito de espagos-tempo
globalmente hiperbodlicos. Nao menos importante sdo os Lemas 5.30 e 5.35, que falam sobre a
compacidade de um certo conjunto e a semi-continuidade superior de um funcional definido sobre
tal conjunto, respectivamente. Por fim, o Lema 5.17 segue desses resultados acima e do Teorema
de Avez-Seifert (Teorema 5.39), que aqui ndo provamos.

5.5.1 Preliminares matematicas

Defini¢do 5.8. Dadaumacurvay : [a,b] — M, umavariagdo de y é umaaplicacdosuavel : [a, b]X(-6,0) —
M tal que I'(u,0) = y(u).
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A Q 0 /r”——b / M

[E1A]

Figura 5.2: Variagdo de uma curva y.

Pensamos em I' como sendo uma familia suave de curvas que estdo “préximas”de y.

Toda variagdo produz duas familias de curvas: as curvas principais u — I'(u,v) definidas em [a, b] com v
constante e denotadas por I',(1) e as curvas transversais v — I'(u, v) definidas em (-6, 6) com u constante
e denotadas por I'™(v). Portanto, temos dois campos de vetores ao longo de T, que sdo os vetores
tangentes a tais curvas. Os denotamos por

A0 = L) AT e) = L T)

Se V é um campo de vetores ao longo de I', podemos calcular as derivadas covariantes de V tanto sobre
as curvas principais quanto sobre as curvas transversais. Denotamos essas derivadas da seguinte forma:

D,V =V, rV; D,V :=V, V.
Lema 5.9 (Lema de simetria). SejaT : [a,b] X (=0,8) — M uma variagdo. Entio D,d,I" = D,,d,T.

A prova desse lema é muito simples e pode ser encontrada em [Liv:Lee97]. A idéia da demonstragdo é
escrever D,d,I' e D,d,I' em coordenadas e usar a simetria da conexdo, ou seja, Fifj = F’]?l..

Observagdo 5.10. Ndo confunda os simbolos de Christoffel com uma variagdo! Apesar de eles serem
denotados pela mesma letra I', os simbolos de Christoffel estdo sempre acompanhados dos seus indices,
permitindo uma facil distin¢do entre eles.

O seguinte Lema nos diz como que se relacionam os operadores D,D,, e D,,D,:
Lema 5.11. Se T' é uma variagdo e V é um campo de vetores sobre I, entido D,D,V — D,D,V = R(,I, d,T')V.

Novamente a prova se resume a escrever o lado esquerdo da igualdade em coordenadas, fazer algumas
contas e obtermos o lado direito. Para mais detalhes, veja [Liv:Lee97].

Dada uma variagdo I', denote por V(i) o campo de vetores dado por d,I'(1, 0). Esse campo é chamado de
campo de variagdo de I'. Note que V é um campo de vetores ao longo de I'o(1). Vale uma reciproca desse
resultado:

Lema 5.12. Se y é uma curva suave em M e V é um campo de vetores sobre y, entdo V é o campo de variagdo de
alguma variagdo de y.

A idéia da prova é construir uma variagao da seguinte forma: fixado 1, ande um pouco sobre a geodésica
que tem como vetor velocidade inicial V(u), ou seja, defina I'(, v) como exp(vV(u)). Para mais detalhes,
veja [Liv:Lee97].

No nosso caso particular aonde M é um espago-tempo, temos o seguinte resultado:
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Proposigdo 5.13. Seja y : [a,b] — M uma curva tipo tempo e T : [a,b] X (=6,0) — M uma variacio. Entdo
podemos tomar 6 suficientemente pequeno de modo que as curvas principais I',(u) sido sempre do tipo tempo.

Demonstracdo. Suponha falso o resultado. Entdo para todo n € IN existe 0 < v,, < 1/n tal que I',, (1) ndo
é tipo tempo. Isto impilica na existéncia de um u, € [a,b] tal que Jd,I'(1,,v,) ndo é tipo tempo. Como
a sequéncia (u,,v,) estd contida em [a,b] X [-1,1], que é compacto, existe uma sub-sequéncia (uy,, vn,)
convergente para, digamos, (ug,v9). Como 0 < v, < 1/n, temos que vy = 0. Dessa forma, temos que
duT' (19, 0) = 9’ (up) ndo é tipo tempo, uma contradigdo com o fato de y ser do tipo tempo. m|

Dada uma variagdo I' : [4,b] X (=6,0) — M, temos uma fung¢do associada, chamada de comprimento de
arco associado a I'. Ela é dada por

b
L) = f 180T (1, 0), T (1, ) 2d

e mede o comprimento das curvas principais. Sendo uma fun¢do de uma varidvel, podemos calcular
suas derivadas. Nos serd importante a segunda derivada de L em um caso particular da variagdo I'. Para
resultados mais gerais sobre a primeira a segunda variagdo do comprimento de arco, veja [Liv:Lee97].

Considere entdo y : [2,b] — M uma geodésica do tipo tempo e direcionada para o futuro e I' : [a, b] X
(=6,0) — M uma variagdo de y tal que todas as curvas principais sdo direcionadas para o futuro. Denote
por V o campo de variagdo de I' e suponha que ele é ortogonal a y, ou seja, g()'(u), V(1)) = 0. Para
simplificar a notagdo, denote o integrando de L por H(u, v). Como as curvas principais sdo do tipo tempo,
podemos tirar o médulo na definicdo de H e temos que ela é suave, jd que nunca se anula. Temos entao
que

2
- £

T H(u, v)du.

v=0

b b P2
H du = —
» ﬁ (u, v)du =

Calculemos entdo quem é 9*/dv*H(u,v) quando v = 0.

9H _ 3

Jdv %‘g

2g(Dvaur/ aur) g(Dvaur/ aur)
I,d,0)"* = = .
((914 7 au ) zg(aur, aul—‘)l/z H

??H 9 g(Dyd,T,9,T)

00?2 a dv H
_ HZ8(Dyd,T,,7) - g(D.0.T, 9,T) & H
_ -

1
= I? [H(g(Dvaaurr aur) + g(Dvaur’ DU&“F)) -

g(Dvgurr aur)g(Dvaur/ aur)
H
_1
T H

DU8IIFI 8ur 2
[g(DvaauF/ &ul—‘) + g(DvﬁuF, Dv&ul—‘) - u] .

HZ

Note que todos os termos dessa expressdo sdo bem comportados, exceto D,D,d,I', que a principio ndo
fazemos a menor idéia do que seja. Mas nem tudo estd perdido! Pelo lema de simetria, temos que
D,D,d,I = D,D,d,T. Pelo Lema 5.11, temos que

D,D,d,I — D,D,d,I' = R(d,T,d,I')d,T.
Dessa forma, concluimos que

D,D,d,I' = D,D,d,I' = D,D,d,I" + R(d,T’,d,T)d,T.
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Usando o Lema de simetria em alguns termos, temos que:

PH 1 (D,9,T, 9,T)?
W = E g(DuDv&vr/ aur) + g(R(ng, aur)&vrr &ur) + g(Du&vr/ Duavr) - gT .

Antes de avaliarmos essa segunda derivada quando v = 0, note que:
o H(u,0) = g(0.I'(1,0),9,L'(u,0))* = g’ (w),y'(w)) = 1;
dul'(u,0) =y’ (w);
d,T'(u,0) = V(u);
D,d,I'(u,0) = D, V(u) = D, V(u) = derivada covariante de V sobre y;

Dyd,I'(u,0) = D,V (1) := A(u) = derivada covariante do campo de variagdo sobre as curvas trans-
versais. Podemos pensar nessa quantidade como uma “aceleragdo”do campo de variagdo. Dai a
letra A para denota-la;

e D,D,d,I(u,0) = D,A(u) = D, A(u) := A’(u) = derivada covariante de A sobre y.
Temos entdo que:
’H

52| = 8AW), Y W)+ gR(V(w), y" )V (w),y' () + gDy V), Dy V(u)) — gDy V(u), Y W)
v=0

= Q(A'(w), y' () = g(R(V(w), Y ()Y’ (), V(w)) + (D, V(u), D, V(u)) = gD, V(u), y' (u))*.
Note que, como V é ortogonal a y, temos que g(V(u), )’ (1)) = 0, e portanto,

0=)"(wg(Vw),y W) = gDy Vwu),y' W) +g(V(w), Dyy+a)” 0)-

Logo, g(D, V(u),y’(u)) = 0. Note também que

da ., 0 ) / , ’
7,80 (), A@w) = g( DyyHa), Aw)) + (' (u), Dy A(w)) = (" (u), DuA(w)) = g(y" (1), A'(w)).
Juntando esses dois novos resultados na nossa longa conta, concluimos que

J*H

e %g(V'(u),A(u)) — &R(V(w), y" )y’ (w), V() + gDy V(u), D, V(w)),

v=0

e portanto,

u=b

b
L"(0) = f —8R(V(w), y'(w))y"(w), V() + &(D, V(u), D, V(u)du + gy (u), Aw)

u=a

Lembremos que nossas superficies de Cauchy sao imagens inversas de valores regulares de uma func¢ao
real suave T, que tinha como propriedade o fato de que seu gradiente é um campo de vetores do tipo
tempo. Podemos supor que além disso grad T aponta para o futuro (caso contrario, troque T por —T).
Dessa forma, o campo N definido por g(grad T, grad T)"'/?grad T também é do tipo tempo, aponta para
o futuro, é normal as superficies de Cauchy e além disso é unitdrio. Se queremos alguma quantidade que
meca a “taxa de expansdo”do universo em um dado momento, é razodvel considerarmos uma superficie
de Cauchy fixa S e olharmos para a quantidade

Hs := (diVN)ls.
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Sabemos que o divergente de um campo de vetores mede de fato o quanto ele est4 “divergindo”!. Como
o campo N estd intimamente relacionado com S, é razodvel interpretarmos a quantidade Hs como uma
taxa de expansdo do universo em S. Sendo entdo uma quantidade importante, ela merece um nome.
Chamamos Hs de curvatura média de S.

Entdo estamos interessados em algumas informagdes sobre a geometria de S, uma subvariedade de M.
E razoavel que tal informagéo tenha relacdo com a geometria de M, e isso se expressa pelas chamadas
Férmula de Gauf$ e Equagio de Weingarten. Vejamos o que elas dizem.

Primeiramente, vamos lembrar um resultado importante sobre conexoes.

Proposig¢do 5.14. Seja V uma conexio em uma variedade M e X,Y campos de vetores sobre M. Entdo o valor
de VxY em um ponto p € M depende somente de X,, e dos valores de Y sobre uma curva y qualquer satisfazendo

y(0)=pey(0) = X,.

Uma prova pode ser encontrada em [Liv:Lee97].

Tome entdo X, Y campos de vetores sobre S. Dado p € S, o vetor X, € TS estd bem definido e existe uma
curvay : (=¢,&) — S tal que y(0) = p e y’(0) = X,,. Dessa forma, pela Proposicdo acima, a quantidade
(VxY)(p) estd bem definida. Note que isso nos dd um vetor em T,M. Mas como S é uma subvariedade
do tipo espago, entdo para todo p € S vale que T,M = T,S ® (T,S)*. Podemos decompor entdo VxY na
sua parte tangencial e normal, ou seja,

VxY = (VxY)" + (VxY)*,
onde (VxY)' é a projecéo ortogonal de VxY em T,S e (VxY)* é a projegdo ortogonal de VxY em (T,S)*.

Dessa forma, estamos motivados a definirmos duas aplicagdes: a primeira leva dois campos de vetores
sobre S em um campo de vetores normal a S, é chamada de segunda formal fundamental de S e denotada
por

II(X,Y) == (VxY)".

A segunda apliagdo em questdo é relativa a outra parte da nossa decomposicdo. Vamos denotar (VxY)"
por V3 Y. Essa notagdo nos sugere que VY é a conexdo de Levi-Civita relativa a métrica induzida por g
sobre S. De fato isso é verdade, e é o contetido da prova da Férmula de Gauf3.

Teorema 5.15 (Férmula de GauR). V° como definida acima é a conexdo de Levi-Civita da métrica induzida por
gem Sese X,Y sio campos de vetores sobre S vale que

VxY = VY + II(X, Y).

Uma prova pode ser encontrada em [Liv:Lee97]. A dltima relagdo segue imediatamente das defini¢des
acima. A prova de que V° é a conexdo de Levi-Civita é feita mostrando-se que V° é simétrica e compativel
com a métrica induzida. A unicidade da conexdo de Levi-Civita nos garante a conclusao.

5.5.2 O Teorema
Agora estamos prontos para enunciarmos e provarmos o Teorema de Hawking. Vamos ao enunciado:
Teorema 5.16. Seja M um espago-tempo globalmente hiperbélico satisfazendo:

e Ric(V, V) =0, para todo V do tipo tempo;

o Existe uma superficie de Cauchy S tal que Hs(p) > k > 0, para todo p € S, onde k é uma constante.

15Pode se provar que se w é uma forma de volume em uma variedade (semi-)riemanniana M (tal forma sempre existe localmente),
entdo Lxw = (divX)w, onde Lxw representa a derivada de Lie da forma w ao longo do campo X. Veja [Liv:Onl83].
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Entido M é geodesicamente incomopleta. Mais precisamente, se u : (—up,0] — M é uma geodésica direcionada
para o futuro tal que g(u’, u’) =1, u(0) € Se u’(0) L S, entdo —ug > =3 /k.

A conclusio desse Teorema é que cada observador que intersecte S de maneira ortogonal ndo pode ter
um “tempo de vida”ilimitado inferiormente, e existe um limite inferior para esse “tempo de vida”que
é independente do observador e depende s6 de S. Note que as hipdteses desse Teorema sdo razoaveis:
as hipoéteses na causalidade fazem sentido, como ja vimos no Capitulo 4; a hipétese Ric(V, V) > 0, para
todo V do tipo tempo nos diz que a gravidade tem um efeito, em média, atrativo'®, o que é razoavel
do ponto de vista experimental; finalmente, a tltima hipétese nos diz que o universo estad em expensao,
o que é comprovado experimentalmente. Entdo ndo estamos em um contexto fisicamente improvavel.
Vamos entao a sua prova.

Demonstracdo. A idéia da prova é fixar um —vy € (—ug, 0] arbitrdrio, mostrarmos que —vg > -3/k e

concluirmos que —uy > —3/k. Mas como fazemos isso? O ponto chave é usar o seguinte Lema, que
provaremos depois, pois sua demonstragao é bastante técnica e complicada.

Lema 5.17. Seja M um espago-tempo globalmente hiperbolico, S uma superficie de Cauchy e p € M\S. Entio

existe pelo menos uma curva suave, tipo tempo A : [0,1] — M tal que A(0) = p, A(1) € Se fol g(A'(b), A ()V2dt =
tempo proprio de A é maior ou igual que o tempo préprio de qualquer outra curva suave do tipo tempo que comega
em p e termina em S. Mais ainda, A é uma geodésica tal que A’'(1) L Tyq)S.

Escolhendo p como um ponto em (M\S) N D™(S) e normalizando a velocidade da geodésica, temos que:

Corolario 5.18. Nas condigoes do Lema, existe uma geodésica direcionada para o futuro e do tipo tempo y :
[-a,0] = M tal que y(-a) = p, y(0) € S, ¥’ (0) L Ty0)S e g(', ") = 1 tal que o tempo proprio de y, dado por a,
¢ maior ou igual que o tempo proprio de qualquer outra curva suave do tipo tempo em M que parte de p e vai até
um ponto de S.

Denote por p o ponto u(-vg). Como a é o tempo préprio de y de p até S e vy é o tempo préprio
de u de p até S, pela maximalidade de y basta mostrarmos que —a > —3/k, pois teremos entdo que
—up > —vy = —a > =3/k. Podemos entdo esquecer de y e nos concentrarmos em y. Vamos considerar trés
variagoes espertas de y. Cada uma dela nos dard uma fun¢do comprimento de arco, denotada por L;.
Pela maximalidade, teremos que L!’(0) < 0. Brincando um pouco com as férmulas para essas segundas
derivadas, obteremos que

3 (0 2
02~ f () Rietr o,y o~ sty ).

Usando as hipéteses do Teorema, concluimos que —a > —3/k, que é o que querfamos provar.

Para construir essas variagdes, note que y’(—a) é do tipo tempo. Podemos encontrar entao Wi(-a) € T,M,
i =1,2,3 do tipo espago tal que {y’(-a), Wi(—a)} forma uma base ortonormal de T,M. Seja {y"(u), W;(u)}
o transporte paralelo de {y’(—a), Wi(—a)} ao longo de y. Note que como y é geodésica entdo o trans-
porte paralelo de y’(—a) através de y nos dd y’(u). Como o transporte paralelo é uma isometria, temos
que {y’(u), Wi(u)} é uma base ortonormal para T, M, para todo u € [-a,0]. Defina V;(u) = ““W;(u),
i=1,2,3,u € [-a,0]. Note que Vi(-a) = 0 e V;(0) = W;(0) € TypS, i =1,2,3. Isso nos permite definir
variagdes I'; de y tais que suas curvas principais comegam em p e terminam em algum ponto de S da
seguinte forma: estenda os campos V; a uma vizinhanga aberta U da imagem de y, de modo que em
UNS as extensdes de V; sejam tangentes a S. Seja ¢; os fluxos associados a esses campos!’. Agora, vamos
deixar a curva y “andar”um pouco sobre esses fluxos. Essas serdo as nossas varia¢oes. Para isso, defina
T'i(1,v) = @i(v, y(u)). Note que Ti(u,0) = ¢i(0, y(u)) = y(u), e além disso d,I';(1,0) = d,i(0, y(u)) = Vi(u).

16Para ver mais sobre isso, veja [Liv:Haw75] e [Liv:Wal84].
17Lembremos que @(t, p) representa deixar o ponto p “andar”sob a influéncia do campo durante um intervalo de tempo t.
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¥ S-;

T=¥Ca)

Figura 5.3: Variagio I'; da geodésica y.

Finalmente, note que as curva transversais de cada variacdo em u = —a, dadas por I';(-a, v), sdo constan-
tes em p, implicando que A;(-a) = 0, e além disso as curvas transversais I';(0, v) sdo curvas em S, pois
as extensdes dos campos V; foram escolhidas de modo a serem tangentes a S. Com isso, temos que as
curvas principais u — I'(4, v) comegam em p e terminam em S, que é o que querfamos.

Cada variagdo I'; nos d4 origem a uma funcdo comprimento de arco associada L;. Pela maximalidade de
y, temos que L(0) < 0,i =1,2,3, e portanto, Y L7(0) < 0, ou seja,

u=0

0
02 Z I —g(R(Vi(w), Y ()Y’ (w), Vi(w)) + §(Dy Vi(w), Dy, Vi(u))du + g(y' (1), Ai(u))

u=-a

0
= Z I —g(R(Vi(w),y" )y’ (w), Viw)) + §(Dy Vi(u), D, Vi(u)du + g(y/'(0), Ai(0)).

Vamos ver quem é cada termo dessa soma separadamente.

o Y. L (l 8(D, Vi(u), D, Vi(u))du: Por definicdo de V, temos que:

a+u 0 1

— DWim = ~Wilu).

a+u

D, Vi(u) = Dy( wl») (u) = (“ Z ”)' Wiu) +

Portanto:

1 1 1 1
gD, Vi(u), D, Vi(u)) = 8(EW1'(”), Ewi(u)) = a—zg(Wi(”), Wi(u)) = =
Concluimos entédo que
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’ 0 13
ZI g(D),V,-(u), DyVi(u))du = Z[ —a—ZdM = Z _E = —E.

o Y. f_ (; —g(R(Vi(w), y"(u))y’ (1), Vi(u))du: Novamente pela defini¢do de V temos que:

a+u
a

a+u
a

Y sREvitw, )y ), Vi) = Y, g (R ([ ) Wity )y, () Wiw) =

:Z(ﬁlzu

2
_ (” - ”) Ric()/ (), ().

2
) SRV, 7 @)y ), W) =

Dessa forma, concluimos que

0 0 P
Y f RV, )y, Vicpd = [ () Ricy ),y e

o Y. 9(Ai(0),7'(0)): Esse é o termo mais trabalhoso da nossa anélise. Primeiramente, note que como

7’(0) aponta para o futuro, é tipo tempo e unitdrio entdo ele coincide com N(y(0)). Dessa forma,
como {W;(0), N(y(0))} é uma base ortonormal em T, M, com {W;(0)} base ortonormal de TS,

podemos extender tal conjunto a campos {W;} em uma vizinhanga U de y(0) em M tal que para
cadaPe UNS, {W,-(p)} é base ortonormal de T),S. Temos entdo que:

VxY(p)s6 depende deX,,

Y sV Wi NJ(0) = Y 8(Ve7,,0 Wi NO/(0))

Férmula de Gauf

= Z g(Vvi(o)Wi, N()/(O)))

V‘S/i(o)w,' énormal a N(y(0))

=), (V3,0 Wi + 1I(Vi(0), Wi(y(0)), N(y(0)))

IT s6 é calculada em vetores nos espagos tangentes a S

= ), SUIVi(0), Wi(y(0), NG (0))

Definicdo de II

- Z g(II(V(0), Vi(0)), N((0)))

Estamos projetando (Vy,()V)* sobre um vetor colinear

=Y 8(Vvo V)5, NG/(0)
Definicéo de A;

=) 8V V, ' (0)

=) 8(4i0), 7' O)).

Dessa forma, temos que
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Y 8(A0), /) = ), 8V Wi, N)(/(0) =
= ) 8750y Wi NO/O)) =

= Z —g(Wi(7(0)), iz, 0y N)-

Lembremos que div(X) = Y; €;g(Ve, X, E), onde {E;} é um referencial ortonormal e ¢; = g(E;, E)).
Dessa forma, temos que

divNGO) = Y. =8(Vi7.0.0yN Wiy O) + §(VasyopN, N(/(0))).

Note que g(Vng )N, N(y(0)) = 0, pois como ¢(N, N) é constante igual a 1, temos que
Ng(N,N) =2g(VyN,N) = 0.

Dessa forma, concluimos que

Hq(/(0)) = divIN/(0)) = = ), (Vi 0N, Wi/(0) = ), g(A:(0), /(O

Juntando tudo feito acima, temos que:

0
0= Z I —§R(Vi(w), " ()Y (w), Vi(w)) + §(Dy Vi(w), Dy Vi(u))du + g()'(0), Ai(0))

0
- I (“ Z ”)2 Ric(y’ (1), Y’ (u))du — g + Hs(y(0)) >
> =2 4+ Hy(y(0) 2
> —§ +k.

a

Portanto, concluimos, depois de algum esforco, que a < 3/k, que é o desejado. O
Terminamos entdo a prova do Teorema de Hawking? Nao! Ainda estamos longe disso, pois ainda temos
que provar o fatidico Lema 5.17. A prova dele, objetivo da préxima segdo, é longa e técnica.

5.5.3 Prova do Lema 5.17

Lembremos a definigdo feita no Capitulo 4, de vizinhanga convexa.

Definicao 5.19. Uma vizinhanca N de um ponto p € M é dita convexa se é vizinhanc¢a normal de todos
seus pontos, ou seja, para todo q € N, existe U, € T;M vizinhanga convexa e estrelada de zero tal que
exp, : U; = N é um difeomorfismo.

A partir disso, definimos um conceito um pouco mais forte, a ser usado mais adiante.

Defini¢do 5.20. Uma vizinhanga convexa de p é dita uma regido simples se o seu fecho em M é compacto
e estd contido em outra vizinhanga convexa de p.
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Denotamos por U, o aberto maximal de T,,M tal que exp, : U, — N é um difeomorfismo.

Defina uma func¢do Q : N X N — R como Q(p,q) = g(exp;l(q), exp, 1(g)). Tal fungéo é chamada de fungdo
energia. Note que Q(p,q) mede o quadrado do comprimento da tnica geodésica u : [0,1] — N tal que
1 (0) = exp;, 1(g). De fato:

1 , , ué geodésica 1 , , Definigao de u’(0) 1 1
[ st T [ g0 TR gtenp ), expy ) = Q0.

Note que Q(p, q) = Q(g, p), pois a tinica geodésica de g a p em N é uma reparametrizacao de y, e sabemos
que comprimento de arcos sdo invariantes por reparametrizagdes. Além disso, (2(g,p) é estritamente
positivo, estritamente negativo ou zero, se u for uma geodésica do tipo tempo, espago ou luz, respecti-
vamente. Finalmente, () é uma fungdo suave, pois tanto g quanto exp o sdo.

Fixado p € N, definimos (), : N — R como Q,(q) = Q(p, q). Para k € R seja

Hyr=1{qgeN|q#peQyq) =kl

Figura 5.4: H.

Note que H,x é uma subvariedade de dimenséo 3 de N (e portanto de M), pois é a imagem por exp do
conjunto

{7 € T,M|[8p(q,q) =k,
que é uma subvariedade de T,M.
Denote por C5(p) C T,M os cones de tempo futuro (+) e passado (-) em T,M. Finalmente, seja
N7 (p) = expp(Cf;(p) Nnu,) c N.

101



5.5. UM TEOREMA DE S. HAWKING

Figura 5.5: N7 (p).

Note que N7.(p) e N7 (p) sdo abertos disjuntos (pois C5(p) N U, o sdo e exp, é difeomorfismo). Além disso,
g € N7(p) U N7 (p) se e somente se u é uma geodésica do tipo tempo. De fato:

q € N7(p) UN(p) & 3G € (C7(p) U Cr(p) N U, | expy(§) = q
© Q,(q) = glexp, (@), exp, (@) = glexp, (expp(@)), exp, (exp, (@) = &(d,§) > 0.

Lema 5.21 (de Gaufi). Sejamp € M e x € T,M. Se vy, w, € Ty(T,M) = T,M com v, co-linear com x, entao

8(D exp,,(x).vx, D exp,,(x).wy) = g(vx, Wy).

Figura 5.6: Lema de Gauys.

Esse lema nos diz que ao longo de geodésicais radiais partindo de p, Dexp, preserva a componente
tangencial de vetores.

Corolario 5.22. Se q € Hy, entio a tinica geodésica em N de p até q é ortogonal a Hy, x em g.
Para uma prova desses resultados, veja [Liv:Onl83].

Corolario 5.23. Sejam N uma regido simples em M, p € N, g € N\{p} e u : [0,1] — N a tinica geodésica em N
de p até q. Entdo grad Q,(q) = 2p/'(1).

Demonstragao. Primeiramente, note que grad Q,(q) = 0 se e somente se p = g, de modo que grad Q
ndo se anula em N\{p}. Fazendo k = €),(q), temos que g € H,. Pelo Lema de Gauf, temos que p’(1)
¢ um vetor ndo-nulo que é ortogonal a H,x. Mas grad (2,(q) também é um vetor nao-nulo ortogonal a
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Hpx. Como T,;(H, ) tem dimenséo 3 temos que grad (),(g) e u’(1) sdo lineramente dependentes, ou seja,
grad Q,(q) = au’(1), onde a € um parametro que, a principio, depende continuamente de q. Mostremos
que a é constante igual a 2. Para isso, calculemos, para t € [0, 1],

Qp(u(®)) = glexp, (u(h)), exp, (u(h)) =
= g(texp,' (q), texp, ' (q) =
= k.
Dessa forma,
%Qp(y(t)) = g(grad Q,(u(t)), u'(t)) = 2kt, t € [0,1].

Fazendo t = 1 temos que
2k = glgrad Q,(g), 4 (¢)) = ak.

Se k # 0, ou seja, i ndo é uma geodésica do tipo luz, temos que a = 2. Por outro lado, se p é do tipo luz
também temos que a = 2, por contiuidade. O

Finalmente, podemos provar a generalizacdo had muito prometida do Teorema 3.15:

Teorema 5.24. Seja N uma regido simples com p,q € N. Suponha que existe o : [0,1] — N suave, direcionada
para o futuro e tipo tempo tal que a(0) = p e (1) = q. Entdo a tinica geodésica em N de p a q também é tipo tempo
e direcionada para o futuro.

Demonstragdo. Primeiramente, seja § : [0,1] — T,M o “levantamento”de «, ou seja, f = exp;1 oq.
Temos entdo que

B'(0) = Dexp, ' ((0)-a'(0) = Dexp,(exp,’ (p))-a’(0) = Dexp,(0).a’(0) = &’(0) € C1(p),

pois a é tipo tempo e direcionada para o futuro. Como C;(p) é aberto, existe ¢ > 0 tal que ([0, €]) € C5(p).
Dessa forma, a([0, €]) € N7.(p), pela definicdo de N7.(p). Mostremos que uma vez em N7 (p), « ndo pode
mais escapar, ou seja, a(1) € N1(p). Note que isso é suficiente para provar o Teorema, pois vimos acima
que g € N1(p) ou g € N (p) se e somente se a tinica geodésica de p até g em N é tipo tempo e direcionada
para o futuro ou passado, respectivamente. Provemos entéo tal afirmagdo.

Suponha que a(1) € N5 (p). Pela definicdo de f, temos que (1) ¢ C;(p). Mas para sair de C(p), p deve
passar ou por 0 € T,M ou pelo cone de luz futuro em T,M (pois a unido do cone do luz futuro com {0}
divide T,M em duas componentes conexas, e uma delas é C;.(p). A afirmagdo acima segue do famoso
Teorema da Alfandega, da Topologia Geral). Dessa forma, existe ty € (¢,1] tal que Q,(a(tg)) = 0. Note
que ndo podemos ter S(tp) = 0. Caso contrério, terfamos que

alto) = exp, (B(fn)) = exp,(0) = a(0),

contradic¢do, pois M é suposto como sendo estavalmente causal. Dessa forma, S(tp) estd no cone de luz
futuro em T,M, de modo que se q = a(tp) e u : [0,1] — N é a tnica geodésica em N de p a g, entdo p'(1) é
tipo luz e direcionada para o futuro. Como grad Q,(q) = 2p’(1), temos que grad Q,(q) também é tipo luz
e direcionado para o futuro. Lembremos que a’(tp) é tipo tempo e aponta para o futuro. Dessa forma,
g(grad Q,(q), &' (to)) > 0, de modo que

%tonp(““” = DOy (a(ty).o (to) = g(grad Qy(a(to)), a’(to)) > 0.

Dessa forma, ,(a(t)) é crescente em torno de t5. Como Q,(a(tp)) = 0 temos que Q,(a(t)) deve ser
negativo “um pouco antes”'® de ty. Assim, quando a atinge o bordo de N (p) (ou seja, quando B atinge

180 termo “um pouco antes”néo é nada rigoroso, mas estd bem entendido o que ele quer dizer. A prova desse Teorema é
suficientemente enrolada pra nos prendermos com detalhes do tipo “fixado ¢ existe 0 tal que...”
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Figura 5.7: Ilustragdo da prova da Proposigio 4.15.

o cone de luz superior em T,M), Q,(a(t)) deve ser negativo um pouco antes de t,.

Considere o conjunto {t € [0,1] | a(t) € N7 (p)}. Note que por hipétese ele é ndo-vazio e limitado
superiormente. Seja entdo f; o seu supremo. Note que a(t;) deve estar no bordo superior de N1 (p), de
modo que Q,(a(t)) deve ser negativo um pouco antes de t;. Entdo temos que

Qp(a(t) = Qp, a(t)) = glexp, (a(h)), exp, " ((t))) = g(B(H), p(1) < 0

um pouco antes de t;. Dessa forma, f(t) ¢ C1.(p) um pouco antes de t;, o que implica que a(t) ¢ N+ (p)
um pouco antes de t;. contradi¢do com a definicdo de supremo. O

Podemos entdo provar o Teorema 3.15:

Corolario 5.25. Sejam p,q € M. Entdo p < q se e somente se existe uma curva suave « : [a,b] — Mdirecionada
para o futuro e tipo tempo tal que a(a) = p, a(b) = q.

Demonstracdo. Se p < g entdo a existéncia de tal curva é imediata. Basta tomar a semi-reta que vai de p
até g. Agora, se existe a curva a, como M é uma regido simples para M em torno de p, segue do Teorema
5.24 que a tinica geodésica em M de p até g é tipo tempo e direcionada para o futuro. Mas tal geodésica,
como ja vimos no Teorema 3.17, é dada exatamente pela semi-reta que vai de p até 4. Segue entdo que
p<q. o

Podemos também provar a Proposicdo 4.15, que fala sobre a equivaléncia entre usar viagens e curvas
direcionadas para o futuro do tipo tempo na defini¢do da relagdo < em um espago-tempo arbitrério:

Demonstragio. (da Proposigdo 4.15) Suponha que exista tal curva a. Cubra sua imagem com finitas
regides simples N;.
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Figura 5.8: Suavizagdo do levantamento da viagem em T, M.

Seja xo = p € Ny e x1 o ponto final futuro da componente conexa de Imagem(a) N N que contém xo.
Entédo, pelo Teorema 5.24 temos que xox;'? é direcionada para o futuro e do tipo tempo. Caso x1 = g, 0
resultado estd provado. Caso contrério, x; ¢ ﬁo e x1 € Nj. Defina x; de maneira analoga ao x; e teremos
que x1x; é direcionada para o futuro e do tipo tempo. Repita esse processo n vezes até que x, = q. Tal
numero de passos é de fato finito, pois Imagem(«) é um conjunto compacto.

Suponha agora que p < 4. Devemos provar que os vértices da viagem que liga p até g podem ser
“suavizados”de maneira a obtermos uma curva do tipo tempo e direcionada para o futuro. E facil de
nos convencermos que isso é verdade com um desenho, porém construir tal curva é bastante enfadonho.
Seja x um vértice da viagem e considere coordenadas normais exp;! em uma regido simples em torno
de x. Suavize o levantamento da viagem em T, M de modo a obter uma curva direcionada para o futuro
e tipo tempo, como na Figura 5.8. Trazendo a curva suavizada de volta a M obtermos a suavizagdo
desejada.

O

Muitas vezes precisamos lidar com curvas que ndo sdo nem do tipo tempo nem do tipo luz, mas que
podem assumir os dois aspectos ao longo de sua trajetéria. Fazemos entdo a seguinte definigéo:

Defini¢ao 5.26. Uma curva a : I — M é dita causal se &’(t) é do tipo tempo ou luz, para t € I.

A partir dai é imediato adivinharmos qual é a definicio de uma geodésica causal, viagem causal, etc...
E claro que uma geodésica causal ou é do tipo tempo, ou é do tipo luz. A mesma demonstragio do
Teorema 5.24 prova o seguinte resultado:

Teorema 5.27. Seja N uma regido simples com p,q € N. Suponha que existe o : [0,1] — N, curva ou viagem
causal direcionada para o futuro que nio seja uma geodésica do tipo luz e que satizfaz a(0) = p e a(1) = q . Entdo
a tinica geodésica em N de p a q é tipo tempo e direcionada para o futuro.

Mas para que estamos fazendo tudo isso? Vamos usar esses resultados preliminares para exibir uma
caracteristica vital de espagos-tempo globalmente hiperbélicos, que muitas vezes é tomado como sendo

19Essa notacédo representa a tnica geodésica em Ny partindo de xq que vai até x;.
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I®

Figura 5.9: ]~ (p).

sua defini¢do (veja [Liv:Haw?75]).

Dizemos que p precede casualmente q (e denotamos isso por p < q) se e somente se existe uma viagem
causal (ou de maneira equivalente, uma curva causal) de p até 4. O futuro causal de qualquer ponto p de
M é denotado por J*(p) e definido como

J*(p) ={geM|p<q).

O passado causal de p, denotado por J~(p), é definido de maneira andloga. Dado qualquer S C M,
definimos J*(S) = Upes]*(p).

Proposicdo 5.28. Valem as sequintes propriedades para os conjuntos J e I:
e Para todo p € M vale que I*(p) = {g € M| I*(q) € I* (p)};
e p < qimplica que I*(q) C I* (p);
« () =Ty
o J*(p) nio é necessariamente fechado.

Como essas propriedades foram colocadas aqui somente como uma curiosidade, ndo as provaremos.
Para uma prova veja [Liv:Wal84].

Um passo importante na prova do Lema 5.17 é o seguinte resultado:

Lema 5.29. Seja S uma superficie de Cauchy em M. Entdo para todo p no interior de D*(S), o conjunto |~ (p)NJ*(S)
é compacto. Analogamente, para para todo p no interior de D~(S), o conjunto |*(p) N J~(S) é compacto

Mas o que esse resultado quer dizer? Por que essa compacidade é tdo importante para a prova do Lema
5.17? Primeiramente vamos interpretar quem sdo os conjuntos J:

J (p) ={q € M| q < p} = pontos de M que precedem causalmente p
= pontos de M para os quais existe uma curva ou viagem causal
partindo do ponto em questdo e chegando até p.

J*(S) = Upes]*(p) = pontos de M que sado precedidos causalmente por algum ponto de S
= pontos de M para os quais existe uma curva ou viagem causal
partindo de algum ponto de S e chegando no ponto em questéo.
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T+(s')

Figura 5.10: J*(S).

T

I (00D G

Figura 5.11: J~(p) N J*(S).
E portanto:

J~(p) N J*(S) = pontos de M que precedem causalmente p e sdo precedidos causalmente por algum ponto de S
= pontos de M para os quais existe uma curva ou viagem causal
partindo do ponto em questdo e chegando até p e existe uma curva ou viagem causal

partindo de algum ponto de S e chegando no ponto em questdo.

O Lema 5.17 tem um espirito andlogo ao famoso Teorema do calculo, que afirma que em um intervalo
da forma [a, b] toda funcdo continua atinge um maéximo e um minimo. Note que o importante nessa
afirmacdo é o fato do intervalo [4, b] ser compacto. De fato, esse resultado se generaliza para qualquer
espago topolégico compacto. Isso nos sugere abordar o Lema 5.17 da seguinte forma: considere a
colegdo C de todas as curvas causais que ligam qualquer ponto de S com um ponto fixado p em, digamos
D~(S). Defina uma métrica em C de modo que esse espago métrico seja compacto e a fungdo real que
a cada curva associa seu comprimento seja continua. Entdo essa fun¢do deve atingir um méximo em
alguma curva de C, que tentariamos provar que é uma geodésica. Mas infelizmente as coisas ndo sdo
tdo faceis quanto parece. Ndo hd uma maneira razodvel de definirmos uma estrutura de espago métrico
compacto sobre o conjunto de todas as curvas causais suaves de p até S, pois o limite de curvas (ou
mais geralmente, fungdes) suaves ndo é necessariamente suave. Precisamos estender, entdo, a nogao de
“causal”para curvas que sejam continuas mas ndo necessariamente suaves. Nesse conjunto maior de
curvas encontraremos uma métrica natural que torna esse espago métrico compacto, e essa compacidade
depende de maneira crucial da compacidade de [~(p) N J*(S). E claro que devemos também estender a
nogdo de comprimento de curvas para esse conjunto mais geral, ja que tais curvas ndo necessariamente
possuem vetor tangente em todos os pontos. Ainda temos que ter esperanca de que depois de tudo isso
a funcdo comprimento de arco seja continua na nossa métrica. Infelizmente isso ndo é verdade, mas
ainda assim teremos que ela é semicontinua superiormente, de modo que tal fungdo em geral ndo possui
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um minimo sobre um espago compacto, mas sempre possui um maximo, e isso resolve nosso problema.
Vamos aos detalhes. Comecemos provando o Lema 5.29.

Demonstragido. (do Lema 5.29) Como essa prova é longa e fécil de se perder nela, colocarei as justifica-
tivas para algumas afirmagoes mais simples como notas de rodapé, para facilitar a leitura.

Primeiramente, note que se S é uma superficie de Cauchy em M, entdo dD*(S) = JD7(S) = S, e dessa
forma, se p ¢ S entdo p € D*(S).

A idéia é provar o resultado por contradi¢gdo. Entdo assumiremos que p estd no interior de D*(S) mas
que K = J=(p) N J*(5) ndo seja compacto. A partir disso vamos construir uma viagem intextendivel para
o passado que passe por um ponto de D*(S) mas que ndo encontre S, uma contradi¢do com a definigdo
de D*(S).

Portanto, apesar de estarmos supondo que K ndo é compacto, ele é paracompacto (pois M é metrizavel,
e K sendo um subconjunto de M é também metrizavel e logo paracompacto?) e Lindelof (pois como M
é segundo-contdvel e K sendo um subconjunto de M é também segundo-contavel. Prova-se (e ndo é tao
dificil. Veja [Liv:Mun00]) que todo espago segundo-contavel é Lindelof.

Dessa forma, dada {U,} cobertura aberta de K, existe uma outra cobertura aberta enumeravel {V,} de K
tal que todo V,, esta contido em algum U, e {V,} é localmente finita. Como as regides simples formam
uma base para a topologia de M, temos que existe uma cobertura enumeravel {N;} de K por regides
simples de M que é localmente finita mas ndo tem subcobertura finita.

Para cadai € N, tome a; € N;N K, com a; # aj, se i # j. Note que como {N;} é localmente finita, entdo a
sequéncia (4;) ndo tem ponto de acumulagdo?!.

Agora vamos comegar a construcdo da viagem de maneira indutiva. Seja xo = p. Como {N;} é uma
cobertura de K, temos que existe iy de modo que xy € N;,. Tome y9 € N;, N I*(xp) N interior(D*(S)) %.

Repare que existem viagens causais em M de cada a; até xy, pois a; € K. Como Nj, é compacto, temos que
infinitos a; estdo fora de N;, 2 Portanto, infinitas dessas viagens causais de 4; até xo devem passar por dNj;.

Como dNj, é compacto (pois Nj, 0 €), esses pontos de intersecio tém um ponto de acumulagdo
zgp € dN;,. Como cada um desses pontos é ligado a xo por uma viagem causal para o futuro temos
que Q(esses pontos, xg) > 0?* Pela continuidade de Q, temos que Q(zy,x9) > 0, e portanto, z; estd em
J~(x0), ou seja zg = xp9. Como xy < Yo (por defini¢do de o), temos que zyp < yp. Logo, existe curva tipo
tempo e direcionada para o futuro de zp até 1. Como zy e Yy estdo em alguma regido simples, o Teorema
5.24 nos diz que a tnica geodésica em N, de zp até yy (denotada aqui por zgyy) é direcionada para o
futuro e tipo tempo.

Note que zy ¢ Nj,, mas zgp € [ (xp). Temos entdo dois casos: zy ¢ J*(S) ou zg € J*(S). Se zo ¢ J*(S),
entdo nenhuma viagem causal inextendivel para o passado passando por z encontra S. Uma tal viagem

2E um Teorema (dificil!) de Topologia Geral que todo espago metrizdvel é paracompacto. Para mais informacdo, veja
[Liv:Mun00]. No caso de espagos ndo separaveis (ou seja, aqueles que ndo contém um enumeravel denso) é necessario o uso do
Axioma da Escolha. Ndo que isso seja algo muito grave ou me incomode muito, mas como variedades sdo sempre separdveis nao
precisamos recorrer a essa entidade mistica aqui.

21De fato, se a fosse ponto de acumulagéo de (4;) terfamos que se V é uma vizinhanca de a entéo V contém infinitos a;, ou seja,
V N N; # 0, para infinitos indices i, uma contradi¢do com o fato da cobertura {N;} ser localmente finita.

2Note que esse conjunto é nao-vazio, pois Nj;, é uma vizinhanga de xo de I*(xp) € um aberto do qual xj pertence ao seu bordo.
Dessa forma, N;, N I*(xg) é aberto, diferente de fazio e xy pertence ao seu fecho. Como o interior de D*(S) é uma vizinhanga de xo,
concluimos que N;; N I*(xp) N interior(D*(S)) é nédo vazio.

2Caso contrario, (4;) teria um ponto de acumulagio, o que vimos que nio é possivel.

24 Repare que faz sentido falar em Q para elementos do bordo de N, pois podemos tomar uma regido simples um pouco maior
que Nj, contendo-a, e nessa nova regiao simples a fungao Q estd bem definida.
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)

o

Figura 5.12: Prova do Lema 5.29.

“colada”com zpyy é uma viagem tipo tempo inextendivel para o passado através de um ponto de D*(S),
que € yp, mas que ndo encontra S, uma contradicio®®. Assuma entdo que zg € J*(S). Como zp > xp (ou
seja, zop € J7(xo = p)), temos que zp € K. Portanto, existe N;, (diferente de Nj,, j4 que zp ¢ Nj,) tal que
zo € Nj,. Tome x1, y1 € zoyo N N;;, de modo que zp < x1 < Y1 < Yo.

Agora, repare que I (x1) é uma vizinhanga aberta de zg. Portanto, inifinitas das viagens causais de 4; até
xo entram em [~ (x1)?®. Tome um ponto em casa viagem dessas que esteja em [~ (x;). Entdo temos que
a; < esse ponto < x17, e portanto, a; € I"(x1).

Se todos, exceto finitos, desses 4; estio em uma tnica viagem até xy entdo eles se acumulariam, o que
sabemos que ndo ocorre. Dessa forma, infinitos desses a; em infinitas viagens distintas, estdo em I~ (x1) e
infinitos desses a; estdo fora de Nj, (caso contrario eles também se acumulariam, como jd vimos no caso
de ). Entdo novamente existe um z; € JN;, que é ponto de acumulacédo das interse¢des das viagens tipo
tempo de a; até x; com BNil. Encontramos novamente entao que z1 < X1 (mesmo argumento anterior).
Como x; < 1, temos que z; < Y1, e novamente pelo Teorema 5.24 a geodésica z1y; € tipo tempo e
direcionada para o futuro. Como z; ¢ N;,, temos que existe Nj, tal que z; € N;,. Como antes escolhemos
X2, Yo €11 NN, tal que zy K xp K 12 K U1

Procedendo dessa forma, obtemos uma sequéncia (y;) com --- < 1, < 2 < Yo € D*(S). Considere a
viagem cujos segmentos sdo ..., Y2y, Y1Yo. Essa viagem tem ponto final futuro yo € D*(S). Note que

ZRepare aqui a importancia do ponto 1g. Sem ele teriamos relagdes somente do tipo >, e a definigdo de D*(S) envolve a relagdo
<, que s6 foi obtida gragas ao tal ponto yp.

2%6Pois infinitos dos pontos de intersegio de tais viagens com JN;, estdo em I~ (x1), jd que eles convergem para um elemento de
tal conjunto.

27 A primeira “desigualdade”segue do fato de g; e tal ponto estarem na mesma viagem e a segunda segue do fato desse ponto
estar em [~ (x1)
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ela é também inextendivel para o passado, pois se g fosse um ponto final passado, seria um ponto de
acumulagdo dos y;. Como cada y € N;,, isso é uma contradi¢gdo com o fato de {N,,} ser localmente finita.
Finalmente, mostremos que essa viagem ndo passa por S. Suponha entdo que ela passe por S. Entao
existe s € S que estd na imagem dessa viagem. Entdo algum y; estd em I(S), ou seja, y; < s. Mas
sabemos que existe algum 4; tal que a; < x; < y;. Dessa forma, a; < s. Mas como a; € [*(S) (pois todo
a; estd em K), temos que existe algum s € S tal que sp < a;. Portanto, so < a; <'s,elogo,sp < s € S, uma
contradigdo, pois S é acronal. m|

Provado esse Lema, vamos generalizar alguns conceitos para curvas que ndo sejam suaves. Primeira-
mente, dizemos que uma curva continua « : (a,b) — M é direcionada pra o futuro e causal se para cada ty
em (a,b) existe um ¢ > 0 e uma vizinhanga convexa U de a(ty) tal que a(ty — €, tp + €) C U e tal que para
todos t; e fp satisfazendo tg—e < t; <ty < ty+ € existe uma curva diferencidvel, direcionada para o futuro
e causal, contida em U, que liga a(t) a a(t;). Légico que se a curva for definida em um intervalo da
forma [a, b) ndo usamos ty — € no ponto 4, mas somente ty. O caso do intervalo fechado no outro extremo
é andlogo. Dessa forma, de agora em diante o termo “curva direcionada para o futuro e causal”’sera
usado nesse contexto mais geral, e explicitaremos que a curva é suave quando necessario. Claramente
no caso de « ser uma curva diferencidvel a nova defini¢do implica na antiga.

Considere uma superficie de Cauchy S € M e um ponto p no interior de D~(S). Para simplificar a notagdo,
denote o conjunto J*(p) N J~(S) por K. Lembre que provamos que K é compacto. Denote por Ck(p,S) o
conjunto de todas as curvas em K de p até S que sdo direcionadas para o futuro e causais. Defina uma
base para a topologia de Ck(p, S) como Cr(p, Q), onde R C Ke Q C S sdo abertos relativos. Repare que tal
colecdo é de fato uma base, pois se a € Cr(p, Q) e @ € Cr (p, Q’), entdo a € Cr-(p,Q”), onde R” = RNR’ e
Q” =QnNQ'. Aidéia dessa topologia é generalizar a topologia C’ para o nosso caso particular. Munido
dessa topologia, o conjunto Ck(p, S) é compacto:

Lema 5.30. Ck(p, S) é compacto.

Demonstracdo. Seja {¢;} uma sequéncia em Ck(p, S). Devemos mostrar que existe uma curva a € Ck(p, S)
que é ponto de acumulacao de {a;}. Seja {g;} em KN S a sequéncia que representa os pontos finais futuros
das curvas a;. Como KN S é compacto, seja ¢ um ponto de acumulagdo de {g;}. Escolha {@;} uma
sub-sequéncia®® de modo que seus pontos finais futuros convirjam para 4.

Cubra K com finitas vizinhangas locais de causalidade. Seja Ny uma dessas vizinhangas tal que
p = po € Ny. Como as curvas a; tém intersecio com JdNj, que é um conjunto compacto, escolha
outra sub-sequéncia {a;} cujos pontos de intersecdo com Ny convirjam para, digamos p1 € Ni N dNp.
Repetindo o argumento para N, N3, ... temos uma colecdo finita de pontos p = po, p1, - - ., pr = q tal que
pi-1 < pi, com cada par consecutivo p;_1,p; € N;—1.Queremos construir curvas causais de p;_; até p; de
modo que a curva resultante seja ponto de acumulagdo de {«;}.

Para isso, suponha que N foi escolhida pequena o suficiente de modo que as superficies x° = constante,
em um sistema de coordenadas normais com origem em pj sejam do tipo espago. Seja ¢ o valor da
coordenada x° de p1. As interse¢des das curvas @; com a superficie 10 = ¢/2 tem ponto de acumulacéo,
denotado por rg, e uma sub-sequéncia {«;} cujas interse¢des com N =¢g/2 convergem para rg. Trocando
Po por p1 obtemos 711 entre p; e p, e uma outra sub-sequéncia de {a;}. Repita esse procedimento para
p3,...,pr =geobtenhar;;,i=2,...,k—1entre p; e pis1.

Voltando a Ny e repetindo a construgdo com x° = ¢/4 e com x? = 3/4¢, obtemos o 01 € 7o.11 respectivamente,
e assim sucessivamente. Tal constru¢do nos dd um ponto r4, para cada ntiimero real entre 0 e k cuja
expansdo bindria f§ é finita. Por construcdo temos que 75, < 74,, se f1 < Py e cada rg é ponto de

acumulacdo de alguma sub-sequéncia de {a;}. Dessa forma, a curva Ug{rg}. é ponto de acumulagdo de

2 A0 longo dessa prova vamos fazer esse abuso de notagdo frequentemente, pois teremos que tomar diversas sub-sub-. . . -sub-
sequéncias.
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{ai}. Vejamos que ela estd em Ck(p, S). Claramente ela comega em p e vai até S (mais precisamente, KN S).
Além disso, ela estd contida em K, por construcdo. Basta provarmos que é uma curva causal. Tome 3 e
seja N; tal que 75, € N;. Como vale que 7, < 7, se f1 < fB2, temos que se B e , sdo tais que rg,, 75, € N;

entdo ()(rg,,7g,) 2 0. Por continuidade, Q(x, y) > 0, se x, y € (Up{rg}) N N;. O

Vamos entdo definir o funcional de comprimento de arco em Ck(p, S). O problema agora é que dada uma
curva em tal espaco, ndo necessariamente o seu vetor tangente estd bem definido. Para contornar esse
problema, vamos aproximar uma curva em Ck(p, S) por viagens do tipo tempo, calcular o comprimento
dessas curvas e tomar o limite, da mesma forma que fazemos para calcular o comprimento de curvas
em R". Note que essa aproximacgado por viagens serd andloga a aproximacao de curvas por poligonais.
Vamos entao ao trabalho.

Dada a € Ck(p,S) (considere-a parametrizada sobre o intervalo [0, 1], por simplicidade), temos que
p = a(0) e seja g = a(1). Temos que p < q. Seja & = {x;} uma sequéncia finita de pontos em a com xp = p e
x; = altimo ponto da sequéncia = g de modo que cada par x;, x;.1 esteja contido em uma regido simples
N; que também contenha a por¢do de a que vai de x; até xi+12. Temos entdo que x; < x;41 e 0 Unico
segmento de geodésica em N; ligando x; até x;.1, aqui denotado por x;x;;1 é direcionado para o futuro e
causal (ambas as afirmagdes seguem da defini¢do de curva direcionada para o futuro e causal). Denote
por a; a viagem direcionada para o futuro e causal xox1 U x1x, U - - - U x4_1X;. Seja E o conjunto de todas
tais sequéncias &. Asnotagdes £ C &' e E U &' = £” tém o significado ébvio. Vale entdo o seguinte:

o & C & = L(E) < L(E)*: Primeiramente, sejam & = {p = xq,x1,..., X = qle& = {p = x0, %, x1,..., % =
g}. Claramente temos que L(E\{xo}) = L(&"\{xo, X}). Provemos entdo que L({xo, x1}) > L({xo, X, x1}).
Por defini¢do, xpx; é a tinica geodésica de xjp até x; em N, e xo¥ U ¥x1 é uma viagem direcionada
para o futuro e causal de xp até x; em N. Vamos parar e pensar um pouco: Em R" a menor
distancia entre dois pontos é uma geodésica, e qualquer outra curva que ligue esses dois pontos
tem comprimento estritamente maior. Mas espere! Provamos um resultado semelhante a esse
para M, o Teorema 3.17. Como essas questdes sdo locais e temos em nossas maos as coordenadas
normais, imaginamos que em uma regido simples vale um resultado andlogo. De fato:

Lema 5.31. Sejam N uma regido simples em M, p,q € N e u : [0,1] — N a tinica geodésica de p a q em N.
Suponha que p é direcionada para o futuro e causal. Entdo se « é outra viagem causal em N de p a q, entio
L(u) > L(a).

Em outras palavras, esse Lema nos diz que, pelo menos localmente, geodésicas causais maximizam
a distancia entre dois pontos. Vamos adiar um pouco a sua demonstracdo e continuar aonde
tinhamos parado. Pela maneira como & foi construida, podemos usar o Lema acima e concluimos
que L({xo, x1}) > L({xo, %, x1})*!. Procedendo por indugao, temos que L(&’) < L(&).

o L(&") <minf{L(),L(&")}, onde &” = EUE": Como & C &7, temos que L(E”) < L(£). Analogamente,
L(&") < L(&'). Dai segue o resultado.

Defina entao
L(a) = inf L(a).
cen
Note que essa quantidade estd bem definida, pois L(ag) > 0. Infelizmente essa fun¢do ndo é continua
sequer no espago-tempo mais simples que temos, que é M:

PPara se convencer de que tal regido simples existe basta lembrar da definigdo que demos para uma curva direcionada para o
futuro e causal.

30Essa notagdo significa o comprimento de arco da geodésica por partes cujos segmentos tém como extremos os pontos de &.

31Note que pode haver igualdade, se o ponto ¥ estiver sobre a geodésica xox;.
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T

Figura 5.13: L ndo é continua.

Repare que as curvas a, convergem para a em Ck(p, S), mas cada L(a,) = 0 enquanto que L(a) > 0.
Note que isso ndo é inconsistente com nossa definicdo de L: nela aproximamos uma curva a por viagens
cujos vértices estdo sobre a curva, e entre dois vértices adjacentes a viagem é uma geodésica, exatamente
da mesma forma que aproximamos uma curva por poligonais nela inscrita para calcularmos seu com-
primento de arco em R". A figura acima nédo aproxima a curva « dessa forma. Porém, temos a sorte
de L ser semi-continua superiormente. Com essa defini¢do, uma curva em Ck(p, S) é automaticamente
retificdvel, de modo que satisfaz uma condi¢do de Lipschitz-continuidade e, portanto, é diferenciavel em
quase todo ponto, pelo Teorema de Rademacher®. Dessa forma, podemos calcular também L(a) pela
sua férmula usual, apenas observando que existem pontos onde « falha em ser diferencidvel. Antes de
provar que L é semi-continuo superiormente, vamos introduzir alguns conceitos.

Defini¢do 5.32. Um subconjunto Q de M é dito causalmente convexo se Q ndo intersecta nenhuma viagem
em um conjunto desconexo.

Defini¢ao 5.33. Uma vizinhanga local de causalidade é um aberto causalmente convexo cujo fecho estd
contido em uma regido simples.

Teorema 5.34. Se M é estavalmente causal, entdo em todo ponto existe uma base local de vizinhangas locais de
causalidade.

A prova desse Teorema pode ser encontrada em [Liv:Haw?75].
Lema 5.35. L é semi-continuo superiormente em Ck(p, S).

Demonstragdo. Durante essa demonstracdo vamos construir uns conjuntos que podem ser meio confu-
sos. E bom se guiar pela Figura 5.14.

Devemos mostrar que L™!(—0,a) é aberto em Ck(p, S), para qualquer a € R. Para isso, tome uma curva
causal @ € Ck(p, S) satisfazendo L(«) < a. Sendo mais preciso, devemos mostrar que existe U, vizinhanga
de a em Ck(p, S) tal que toda curva 8 € U também satisfaz L(8) < a. Seja b = L(a) < a. Escolha & € E tal
que L(ag) < b+ (a — b)/2. Tome os x; perto o suficiente de modo que cada par x;, x;+1 esteja contido em
uma vizinhanga local de causalidade L;, com L; C N; regido simples e além disso L; N L j # 0 se e somente
sej=i+1.

32Hans Adolph Rademacher, Wandsbeck 03/04/1892 - Haveford 07/02/1969.
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Figura 5.14: Conjuntos U;, Ve L;.

Como o comprimento de geodésicas em N; é uma funcdo continua dos seus pontos finais (pois Q é
suave), temos que podemos escolher uma vizinhanga local de causalidade U; de cada x; (com U; C L;,
Uiy € Li,i=0,1,...,k = 1), pequena o suficiente para o comprimento de qualquer geodésica de um
ponto de U; até um ponto de U;,; seja diferente de L(x;x;+1) por no méximo (b — a)/2k. Seja

vi= | rwore.

yel;, zeUiy

Note que V; é aberto. Além disso, V; C L;. De fato, todo ponto de V; estd na trajetéria de uma viagem
de y € U; até z € U;y1. Como U;, Ujiq C L; e L; é vizinahanga local de causalidade, tal viagem deve estar
contida em L; e, portanto, V; C L.

Defina Q = Vi1 NS e R = U;V;. Mostremos que Cr(p, Q) é a vizinhanga desejada de a. Para isso, tome
B € Cr(p, Q). Entdo § passa por todos os V; consecutivamente. Mais ainda, § passa por cada U;. Isso
segue da convexidade causal de U;.

Dessa forma, f contém pontos x;, X/, . . ., x,’(, comx; € Uj, demodo que a viagem causal y = xjxjU- - -Ux
satisfaz

1k
a->
2k

L(y)—(b+ %(a—b)) <k

a-b a-b
L(y)<T+b+ >

=

=da.

Vamos entdo provar o Lema 5.31.

Demonstragdo. (do Lema 5.31) Se u é uma geodésica do tipo luz, entdo ndo ha nada a ser provado®.
Suponha entdo que p é do tipo tempo. Tome r € N um ponto na extensdo passada de u em p. Sejam
(x°, x!, x?, x3) coordenadas normais em N e em

NE() = 60,6, 22, € N [0 > ()2 + () + ()1

$sso serd justificado mais abaixo.
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Figura 5.15: Prova do Lema 5.31.

introduza novas coordenadas dadas por

XO :((x0)2 _ (xl)Z _ (X2)2 _ (x3)2)1/2
X =x'/x%,i=1,2,3.
Repare que X' = constante sdo geodésicas radiais partindo de r que sdo ortogonais as superficies
P q g P q g p

X? = constante, pelo Lema de Gauf. Dessa forma, as superficies X° = constante sdo do tipo espaco e,
nas novas coordenadas a métrica é dada por

1 0 0 0

0 G G G

0 Ga Gxn Gl

0 G311 Gz Gss
onde G;; ¢ uma matriz negativa-definida. Portanto, dada uma curva causal a direcionada pra o futuro e
tipo tempo que passa por p e g temos que, usando X° como pardmetro:

X (dxidxi\"?
= | Gilo=os] dx°=
L) fxg J (dXO dXO)
. \1/2
_fX@’G,‘ Ly dXdx
“Jx £ dX0 X0

ax® <
i,j=1

X)
sf X’ =
XU

P

=L(u),
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pois 0 somatério dentro da segunda integral é méaximo se e somente se os X' sdo zero, que é o caso da
geodésica ligando p até g, nessas coordenadas. O

Justifiquemos agora a primeira afirmativa nessa prova. Para isso, precisaremos de alguns resultados.

Proposicdo 5.36. Seja N uma regido simples. Suponha que p,q,r € N sito tais que pq e qr sdo ambas causais e
direcionadas para o futuro, de modo que tenham um vetor tangente distintos em q se ambas sdo tipo luz ou existe

a uma curva ou viagem tipo tempo em N de p até r. Entdo pr é direcionada para o futuro e tipo tempo.

Demonstragdo. Note que se existe tal curva y, entdo o resultado estd provado, como consequéncia do
Teorema 5.27. Suponha entdo a outra hipdtese. Note que o fato de pg e qr terem vetores tangentes
distintos em g é crucial para nosso resultado, pois caso isso ndo acontecesse teriamos que pr = pq U gr é
do tipo luz, o que nédo é o que queremos provar. Suponha entdo que pr ndo seja do tipo tempo. Entdo é
do tipo luz. Portanto, pela unicidade de geodésicas em N temos que pr = pg U qr, uma contradi¢do com
o fato dos vetores tangentes serem distintos. O

Proposicdo 5.37. Se vale qualquer uma das duas afirmativas abaixo

p<Lgeq<r
p<geq<r

entiop < r.

Demonstracdo. Como a imagem de uma curva é um conjunto compacto, basta cobri-la com finitas
regides simples e usar a Proposicdo anterior repetidas vezes. O

Proposigdo 5.38. Seja a uma geodésica do tipo luz de p até q e p uma geodésica de q até r. Entdo ou p << 1 ou
a U B é uma geodésica tipo luz de p até r.

Demonstracdo. Se a U ndo é uma geodésica, entdo os vetores tangentes a a e f em g sdo diferentes.
Pelas proposi¢oes anteriores, se x em « e y em f sdo suficiente préximos porém distintos de g, entdo
existe uma geodésica do tipo tempo de x até y. Dessa forma, temos que p < x < y < g, 0 que implica em
p<q. ]

Agora podemos justificar o fato do Lema 5.31 ser trivial se u é uma geodésica do tipo luz. Seja a
uma viagem causal de p até g em N. Se a é uma geodésica, entdo ela deve coincidir com u. Supo-
nha entdo que a ndo é geodésica. Dessa forma, existe um ponto x em « na qual a curva falha em ser
geodésica e px e xq sdo geodésicas do tipo luz. Pela Proposi¢do acima, ou p < 4, o que sabemos nao
ser verdade, ou px U xq é uma tinica geodésica do tipo luz de p até g, contradizendo o fato da existéncia
de tal ponto x. Assim, a tinica curva causal de p até q é a geodésica u e o resultado é trivial por vacuidade.

Nosso trabalho estd quase terminado. Resta juntarmos as pegas e concluirmos o Lema 5.17.

Demonstracdo. (do Lema 5.17) Como o funcional L é semi-continuo superiormente em Ck(p, S) e tal
conjunto é compacto, temos que existe uma curva A tal que L(A) > L(a), para toda curva a € Ck(p, S).
Provemos que A é uma geodésica do tipo tempo que corta S ortogonalmente. Isso segue do Teorema de
Avez-Seifert:

Teorema 5.39 (Avez-Seifert). Seja (M, ) um espago-tempo globalmente hiperbdlico.

e Sep,q € M sdo tais que p < q, entdo existe uma geodésica causal ligando p a q cujo comprimento é dado por

d(p, q)*.

o A fungio d definida como acima é continua e finita em todo M.

34d(p, q) é definido como sup,, L(a), onde o supermo é tomado sobre todas as curvas causais direcionadas para o futuro que
ligam p a q. Caso néo exista nenhuma tal curva, definimos d(p, ) como sendo zero.
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A prova desse Teorema pode ser encontrada em [Liv:Bee96] e [Liv:Vic10]. Aqui vamos usa-lo livremente
para nosso proposito.

A primeira afirmativa do Teorema nos diz que A é uma geodésica do tipo tempo. Para provar que ela
corta S ortogonalmente, podemos proceder por contradi¢do e construirmos uma variagdo de a que tem
comprimento maior, contradizendo sua maximalidade. Isso segue diretamente da férmula da primeira
variagdo do funcional L. O

5.6 Considerag¢oes Finais
Problemas mateméticos em Relatividade Geral podem ser divididos grosseiramente em 4 categorias:
e Construcado de solugdes especiais para as Equagdes de Einstein
e Propriedades matematicas das equagdes de restricoes
o Causalidade e problemas globais
e Problema de Cauchy em Relatividade Geral

Nessa dissertagdo tratamos um pouco sobre causalidade e problemas globais. No Capitulo 1 demos uma
perspectiva histéria da nogdo de espago e tempo. O Capitulo 2 trouxe uma introducédo a Relatividade
Restrita. O Capitulo 3 traz uma visdo do Capitulo anterior de um ponto de vista mais rigoroso mate-
maticamente, e prova resultados sobre o Espaco de Minkowski, espaco-tempo da Relatividade Restrita.
No Capitulo 4 vimos uma breve introdugdo a Relatividade Geral, dando enfoque nos aspectos causais
dos espagos-tempo. Finalmente, o Capitulo 5 trouxe a prova de um Teorema de Stephen Hawking
sobre a incompletude geodésica de espacos-tempo globalmente hiperbdlicos. Tais espacos-tempo sdo
deterministicos no sentido que a Equacao de Einstein é um problema bem posto.

Existe uma outra versdo do Teorema de Hawking que supde que a superficie de Cauchy S é compacta
e ndo impde condicdes fortes na cronologia do espago-tempo. Sua prova é bem mais simples do que
a do Teorema aqui apresentado. Nessa mesma dire¢do existem os Teoremas de Hawking-Penrose, que
tratam de singularidades cuja natureza é diferente da aqui apresentada.

Para mais referéncias de resultados cldssicos sobre a existéncia de singularidades, veja [Liv:Pen05],
[Liv:Wal84] e [Liv:Haw98]. Para uma referéncia de problemas em abertos interessantes nessa drea veja
[Art:Sen06].

A hipdtese do censor cdsmico é uma conjectura em Relatividade Geral que afirma que toda singularidade
estd escondida em um horizonte de eventos, ou seja, um “contorno”no espago-tempo tal que eventos
“dentro”desse contorno ndo podem afetar eventos “fora”do contorno. Uma singularidade que ndo sa-
tisfaz tal condicao é dita nua. Pode-se construir exemplos de espaco-tempo nos quais isso falha, mas sédo
exemplos artificiais e sem significado fisico aparente. Isso estd intimamente relacionado com a nogdo
de hiperbolicidade global. De fato, pode-se provar que a defini¢do aqui dada é equivalente ao fato de
J*(p) N J~(q) ser compacto, para todos p,q € M. Caso isso ndo aconteca, pode-se provar também que o
espago-tempo em questdo apresenta uma singularidade nua. Veja [Liv:Vic10] para mais detalhes.

Existem diversos resultados também sobre o Problema de Cauchy em Relatividade Geral, existéncia de

solugdes para condigdes iniciais suficientemente regulares, estabilidade do espago de Minkowski, entre
outros. Veja [Art:Rod06]. Pode-se também relacionar tais resultados com existéncias de singularidades.
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Outro resultado interessante é o Teorema da Massa Positiva, provado por Schoen® e Yau®®. Uma
curiosidade é que tal resultado foi usado na resolugdo do Problema de Yamabe® [Art:Lee87], e na
demonstragdo da Desigualdade de Penrose Riemanniana [Art:Bra01], ilustrando que a Fisica também
pode ajudar a Matematica a resolver alguns problemas.

35Richard Schoen, Fort Recovery 32/10/1950
36Shing-Tung Yau, Shantou 04/04/1949
37Hidehiko Yamabe, Ashiya 22/08/1923 - Evanston 20/11/1960
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