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RESUMO

CASTRO VICENTE, Freddy Pablo. Fluxos Geodésicos: meétricas Bumpy e
expansividade. Rio de Janeiro, 2013. Dissertagdo (Mestrado em Matemaética)- Instituto

de Matematica, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2013.

O objetivo deste trabalho é estudar algumas propriedades de fluxos geodésicos sobre
uma variedade Riemanniana compacta suave M. Este trabalho é baseado nos artigos de
Anosov [4] e Ruggiero [22].

Em relacao ao primeiro artigo, iremos estudar um tipo de métrica Riemanniana
chamada métrica Bumpy, que por definicao estd relacionada com os autovalores de
orbitas periddicas do fluxo geodésico. Além disso, por definicao, essas orbitas podem
ser hiperbélicas ou elipticas. Anosov mostrou que o conjunto das métricas Bumpy é um
conjunto genérico no espago das métricas Riemannianas de classe C* na topologia C* (em
particular forma, um conjunto denso) onde 2 < k < oo. Para este fim usamos resultados
de Abraham [1] e Klingenberg [13|, dos quais obtemos a densidade.

Em relacao ao segundo artigo, iremos estudar dois tipos de métricas Riemannianas de
classe C2, aquelas onde os fluxos geodésicos sdo aplicacoes expansivas, e as outras em que
o fluxo geodésico é um fluxo de Anosov. Ruggiero mostrou que em superficies compactas
as métricas Riemannianas sao C?-robustamente expansivas se, e somente se, seu fluxo
geodésico ¢ um fluxo de Anosov. J& que neste caso o fibrado tangente unitario tem
dimensao 3, de fato usaremos os resultados devidos a M. Paternain [20] e [21]. Pela C!
estruturalmente estavel, devido a Anosov [3], temos que toda métrica ¢ C*-robustamente
expansiva, se seu fluxo geodésico é Anosov. Para a parte reciproca precisamos da
estrutura simplética do fluxo geodésico, para esse fim usaremos os resultados devidos a
Contreras |7], [9] e |10].

Palavras—chave: Métricas Bumpy, hiperbolicidade, robustez, genericidade.



ABSTRACT

CASTRO VICENTE, Freddy Pablo. Geodesic Flows: Bumpy metrics and expansiveness.
Rio de Janeiro, 2013. Dissertacao (Mestrado em Matematica)- Instituto de Matemaética,
Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2013

The objective of this work is to study some properties of geodesic flows on a compact
smooth Riemannian manifold M. This work is based on the articles of Anosov [4] and
Ruggiero [22].

Regarding the first article, we study a type of Riemannian metric called Bumpy metric,
which by definition is related to the eigenvalues of periodic orbits of the geodesic flow.
Furthermore, by definition, these orbits may be hyperbolic or elliptical. Anosov showed
that the set of metrics Bumpy is a generic set in the space of Riemannian metrics class
C* topology C* (in particular forms a dense set) where 2 < k < oo. To this end we use
the results of Abraham [1| and Kligenberg [13], from which we obtain the density.

Regarding the second article, we will study the two types of Riemannian metrics of
class C?, where those applications are expansive geodesic flows, and the other where the
geodesic flow is an Anosov flow. Ruggiero showed that in compact surfaces Riemannian
metrics are C2-robustly expansive if and only if its geodesic flow is an Anosov flow.
Since in this case the unit tangent bundle has dimension 3, in fact we will use the results
due to M. Paternain [20] and [21]. By, C' structurally stable due to Anosov|3|, we
have that every metric is C?-robustly expansive if its geodesic flow is Anosov. For the
other direction we will need to use the symplectic structure of the geodesic flow, for this

purpose we use the results due to Contreras [7], [9] and [10].

Key words: Bumpy metrics, hyperbolicity, robustness, genericity.
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Introducao

Este trabalho tem como objetivo principal o estudo de propriedades dinamicas de fluxos
geodésicos em variedades Riemannianas. Este trabalho de dissertacao esta baseado nos
trabalhos de Anosov [4] e Ruggiero [22]. Para chegar aos resultados desta dissertagao
mais rapidamente, presumimos que o leitor é familiarizado com as nocoes basicas de
Geometria Riemanniana. De qualquer forma, caso o leitor queira defini¢oes e informacoes
mais precisas, elas estao contidas no apéndice.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta. Por defini¢cao, uma curva v é uma
geodésica em M se V.,7" = 0. Neste caso, (7,7’) sdo as orbitas do fluxo geodésico gerado
por g; este fluxo é definido sob o fibrado tangente unitario SM que depende de g. O
primeiro resultado versa sobre o estudo de orbitas peridédicas deste fluxo.

Considerando uma oOrbita periodica, sabemos que 1 sempre é autovalor do fluxo
linearizado (derivada do fluxo). O teorema de Kupka-Smale, em [15] e [25], diz que existe
um residual, na topologia C* (k > 1), de campos de vetores nos quais para qualquer 6rbita
periddica todos os outros autovalores (obviamente excetuando o 1) tem valor absoluto
diferente de 1, isto é, todas as oOrbitas periddicas sao hiperbolicas. A pergunta natural
é se este mesmo resultado vale para um residual de métricas considerando seus fluxos
geodésicos. Aparecem duas dificuldades, a primeira é a existéncia robusta de orbitas
elipticas, o que diz que o andlogo exato do teorema de Kupka-Smale é falso. A segunda
dificuldade é que, ao se fazer uma perturbacao local na métrica, o efeito na dinamica do
fluxo geodésico nao é local.

Mesmo assim, usando um teorema de transversalidade, devido a R. Abraham e J.
Robbin [2], Anosov mostrou um teorema similar no contexto das métricas Bumpy. Isto
é, dizemos que g é uma métrica Bumpy se para toda orbita periddica do fluxo geodésico,

o autovalor 1 s6 aparece uma vez para o fluxo linearizado.

Teorema. Existe um residual R de métricas Riemannianas na topologia C* (k > 2)

tal que se g € R entao g é Bumpy.

O segundo resultado desta dissertacao versa sobre o estudo de fluxos geodésicos
expansivos. De fato, a teoria de fluxos expansivos é bem extensa e forma um capitulo
importante na teoria dos sistemas dinamicos, ver [5]. Por exemplo, sabemos que todo fluxo

Anosov é expansivo. Assim, podemos definir o conjunto de métricas Riemannianas ¢, de
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classe C*, tais que seu fluxo geodésico ¢ expansivo (resp. Anosov), denotado por EFM
(resp. AF(M)). Maiie em [16], mostrou que todo difeomorfismo de classe C*, definido
em M, é Quasi-Anosov se, e somente se, é C'-robustamente expansivo. Lembremos que
se X é um espaco topologico e P é alguma propriedade, dizemos que © € X satisfaz
robustamente a propriedade P se existe uma vizinhanca V de x em X tal que todos os
elementos de V' verificam a propriedade P.

Ruggiero, em [22|, mostrou um teorema similar ao de Mane no caso de fluxos
expansivos em superficies. Neste caso dizemos que uma métrica g é C%-robustamente
expansiva se existe uma vizinhanca C? no espaco de métricas, tais que todo fluxo geodésico

de uma métrica nesta vizinhanca é expansivo.

Teorema. Se uma métrica Riemanniana g, de classe C?, é robustamente expansiva

entdao o fluxo geodésico de g é Anosov.

Para tal fim, Ruggiero mostrou primeiro que, em variedades M sem bordo, se g é
C2-robustamente expansiva, entdo o fecho do conjunto de 6rbitas periddicas do fluxo
geodésico é um conjunto hiperbolico.

No primeiro capitulo apresentamos as preliminares de Geometria Riemanniana. Iremos
estudar as geodésicas e algumas ferramentas como: a aplicagdo exponencial e o campos
de Jacobi. Duas boas referéncias sao Do Carmo [11] e Burns e Gidea [6].

No segundo capitulo estudamos o Campo Geodésico, este é o campo gerador do fluxo
geodésico. Também estudamos a Métrica de Sasaki, que é uma métrica Riemanniana em
TM. Finalizamos com uma pequena introducao a Geometria Simplética. De fato, uma
forma simplética aparece de maneira natural, que se deduz da métrica de Sasaki. As
referéncias sdo Sakai [24], G. Paternain [19] e H. Hofer and E. Zehnder [12].

O capitulo 3 esta baseado no artigo de Anosov [4], neste capitulo definimos um tipo de
métrica Riemanniana chamada métrica Bumpy e mostramos que o conjunto de métricas
Bumpy é genérico no espaco G¥M de todas as métricas Riemannianas de classe C*, dotada,
com a topologia C* onde 2 < k < oo. Definimos objetos que independem da métrica,
pois quando a métrica é perturbada temos que o fibrado tangente unitario SM muda.
Usaremos o Teorema de Abraham [1] e os resultados devido a Klingenberg [13].

No capitulo 4 estudaremos fluxos expansivos em variedades de dimensao 3, ja que
em superficies, temos que o fibrado tangente unitario SM tem dimensao 3. Usaremos
os trabalhos de M. Paternain [20] e [21]. Neste capitulo mostramos que para um fluxo
expansivo definido em uma variedade suave de dimensao 3, temos que se o conjunto de
pontos nao errantes ¢ denso, entao o conjunto das Orbitas periddicas também ¢é denso.
Usaremos este resultado no capitulo 6.

No quinto capitulo, estudaremos fluxos simpléticos. Se este fluxo tem uma certa

decomposicao Lagrangeana, entao ele tem uma decomposi¢cao dominada se, e somente



11

se, ele & hiperbdlico. Para isso usaremos os trabalhos de Contreras |7, [9], e [10]. Este
resultado serd usado no capitulo 6.

O sexto capitulo é baseado no trabalho de Ruggiero [22|. Mostramos que em superficies
compactas, as métricas Riemannianas sao C?-robustamente expansivas se, e somente se,
seu fluxo geodésico é um fluxo Anosov. Para isso, usaremos os resultados feitos nos
capitulos 4 e 5. Também usaremos os resultados de Klingenberg [13] e [14], Mane [17] e
Moser [18].

Finalizamos com dois apéndices. No primeiro apresentamos de maneira mais detalhada
as propriedades béasicas da teoria de variedades suaves e Riemannianas. No segundo
apéndice nos fazemos alguns comentérios sobre o Teorema de Mafie [17] usado no capitulo

6, do trabalho de Contreras |8|, fazendo um esbo¢o da prova.



Capitulo 1

(zeodésicas em Variedades

Riemannianas

Neste capitulo iremos estudar um tipo de curvas suaves em variedades Riemannianas,
essas curvas sao chamadas geodésicas. Iremos estabelecer as ferramentas relacionadas a
geodésicas, principalmente a aplicagao exponencial e os campos de Jacobi da geodésica.
Qualquer livro de Geometria Riemanniana é uma boa referéncia, como Do Carmo [11] e
K. Burns, M. Gidea [6].

Usaremos a convencao de Einstein. Para escrever a soma por exemplo, se tomamos
k

at,...,a* € Rewvy,...,v, €R" temos que a soma E a'v; é denotado por a'v;; i.e. os
i=1
super-indices e sub-indices fazem indicar a soma.

1.1 A equacao diferencial das geodésicas

O objetivo desta secao é obter as equacoes diferenciais que formam as geodésicas de
uma variedade Riemanniana. Primeiramente iremos dar algumas definicoes bésicas. Ver
apéndice para uma revisao de variedades suaves. N6s sempre usaremos M uma variedade

suave de dimensao m.

1.1.1 Definicao. Uma métrica Riemanniana numa variedade suave M é uma aplicacao
suave g que a cada ponto p € M associa um produto interno g, = (-,-), no espago tangente
T,M. Dizemos que g é de classe C* se a aplicagao anterior é de classe C*. A variedade

M dotada com a métrica Riemanniana € chamada uma variedade Riemanniana.

Note que
DE M'L) <'7 '>P

¢ uma aplicagao suave.
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Mostra-se que esta definicao nao depende da escolha da parametrizacao local em M.
Em coordenadas locais (;), usando a base canonica de T,M: {;2 : 1 <i < m}, suponha

que X, = u;(p) -2 90 € Yp =1, (p)52 sdo dois campos de vetores suaves. Entdo
J

(50 = ) 0) 5

Portanto a métrica Riemanniana em p se escreve como

o 0

gij(p) = <8_:L*Z-’ a—xj>p-

Matricialmente, escrevemos g = (gi;)-

Lembremos que C*°(M) denota o conjunto de fun¢oes em M de classe C*°.

1.1.2 Definicdo (Conexdo afim). Uma Conexdo afim em uma variedade M é uma
aplicacao suave que associa a cada par de campos de vetores suaves X e Y em M outro

campo de vetores suave VxY em M, satisfazendo as sequintes propriedades:

1. Para todo a, b € R temos Vx(aY +bZ) =aVxY +bVxZ.
2. Para todo f, g € C*(M) temos VixiovZ = fVxZ + gVyZ.

3. Para todo f € C®(M) temos Vx(fY) = fVxY + X(f)Y.

Onde X, Y e Z sao campos de vetores suaves em M.

Em coordenadas locais, como acima, facamos VL% = Ffj Bon
Ox; J

chamadas os simbolos de Christoffel da conexao, ou também ditas os coeficientes da

. As fungoes I'j; sao

conexao. De fato, para X = ul-% eY = vm temos que
3

8vk 0
— rk —
VxY <uzvj + U — oz, ) T

Um campo de vetores suave V' ao longo da curva ¢ : I — M ¢é uma aplicagao suave
Vi1 —TM tal que V(t) € T,;)M, para todo t € I.

1.1.3 Proposigao (Derivada covariante). Dada uma conexao afim NV em M, existe uma

Unica correspondéncia

DV

4 Tdt

que assocta para todo campo de vetores suave V' ao longo da curva ¢ : I — M um campo

DV

de velores suave - ao longo de c, salisfazendo as propriedades:

~D(aV+bW) DV DW
1. Para todo a, b € R temos que: o =a 7 +0b prat
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~ . .. df
2. Para qualquer fungdo suave f definida em alguma vizinhanga de c(I), se 5 denota

d(fo
%, temos que:

D(fV) _ DV df,

o I Ta”

3. Compatibilidade com a conexdo: se existe um campo de vetores suave Y em M tal

que V (t) =Y (c(t)), entao
DV

— Y.
dt

=V

de
dt

O campo de vetores % ¢ chamado a derivada covariante de V' ao longo de c.

Um campo de vetores V' ao longo da curva c em M ¢é dito paralelo sempre que

DV

dt

1.1.4 Proposicao. Dada uma conexdao afim 'V em M, uma curva c: [ — M, e um vetor
tangente V) no ponto c(ty) na curva, eviste um tnico campo de vetores paralelo V(1)

ao longo de ¢ que estende V).
A proposicao 1.1.4 induz a seguinte definicao.

1.1.5 Definicdo. Seja ¢ : I — M wuma curva em M e c(ty) wm ponto na curva.
A aplicagio Py cio) @ TeoyM — TonyM  definida por Puyycwo)Vewy = V (), onde
Vetto) € Tewro)M, e V(t) € a dnica extensdo de Veto) para um campo de vetores paralelo ao

longo de ¢, é chamado o transporte paralelo de c(ty) a c(t).

As geodésicas sao curvas em variedades que generalizam a ideia de linha reta no espaco
Euclidiano. Uma caracterizagao das linhas retas é que elas localmente realizam o caminho
mais curto entre dois pontos. Outra caracterizacao é que os vetores tangentes em todos
os pontos sao paralelos. Usaremos esta tdltima como base para a definicao de geodésica.

Consideremos M uma variedade Riemanniana equipada com a conexao Riemanniana V.

1.1.6 Definicao. Uma curva suave v : [ — M é chamada geodésica se seu campo de
vetores velocidade € paralelo. A restri¢ao de v em algum intervalo fechado [a,b] C I €

chamada um segmento de geodésica.

Em geral, s6 consideramos geodésicas dadas por curvas regulares, i.e., curvas com
fl—z # 0 em todo ponto. Se Z—Z ¢ igual a 0 em algum ponto, entao permanece zero, em tal

caso 7y é reduzido a um ponto. Note que uma curva 7y é geodésica se, e somente se

D () g u
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Podemos reescrever a equagao (1.1) num sistema de coordenadas locais (x;). Se (z;(t))
representa a geodésica, e usando a formula da derivada covariante em coordenadas, temos

o sistema de segunda ordem
Az, LT* dr;dzr;
a2 Ydt dt

onde £ =1,2,...,m. O seguinte teorema diz que dados um ponto e uma direcao, existe

uma tnica geodésica que passa por esse ponto com essa dire¢ao.

1.1.7 Teorema (Existéncia e unicidade de geodésicas). Para todo ponto p em M e
para todo vetor tangente v € T,M, existe um nimero ¢ > 0 e uma unica geodésica

Yp) : (—€,€) = M tal que

Y
7(177 )(0) =

’Y(p,v)(o) =pe dt

A geodésica tem uma determinada parametrizacao mas é possivel fazer uma mudanca
de parametro de modo que a curva resultante é ainda uma geodésica. Por exemplo,
pode-se aumentar a velocidade ao longo da geodésica proporcionalmente diminuindo seu

intervalo de definicao, ou vice-versa.

1.1.8 Lema (Homogeneidade das geodésicas). Sejam p € M, v € T,M e < > 0, com

Yo : (—€,€) = M a tnica geodésica tal que

Tp)(0) =p €
Entao, para todo a > 0 existe uma unica geodésica Y(pa : (—€/a,e/a) = M com

d'y(p,av)

o (0) = .

V(p,av)(()) =pe

Esta geodésica satisfaz
Vip.av) () = V) (at),

para todo t € (—¢/a,e/a).

Dizemos que uma curva c : [a,b] — M é suave por partes se existe uma particao
{a =1ty <ty <...<tr =>b} tal que c é suave em (t;_1,t;) para i = 1,..., k. Chamamos
¢; & curva c restringida a (t;_1,¢;) para i = 1,..., k. Definimos o comprimento da curva c,

denotado por I(c), como a soma dos comprimentos das curvas suaves ¢; parai = 1,...,k.

1.1.9 Definicao. A distdncia Riemanniana em M € a funcao d : M x M — R definida
da sequinte maneira: dados p,q € M, temos que d(p,q) € o infimo dos comprimentos l(c),

onde ¢ : [0,1] = M sao curvas suaves por partes com c(0) =p e ¢(1) = q.
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Pode-se mostrar que o infimo na defini¢cao anterior é na verdade o minimo i.e., existe
uma geodésica ¢ que vai de p a ¢ de comprimento minimo tal que d(p,q) = l(c). Esta

funcao distancia faz de M um espago métrico.

1.1.10 Teorema. A funcdo distincia € continua e define uma métrica cuja topologia

coincide com a topologia da variedade.

Do ponto de vista da topologia, ¢ importante saber se o espago métrico (M,d) é
completo. Lembre-se que um espaco métrico é completo se toda sequéncia de Cauchy é

convergente.

1.1.11 Definicao. Uma variedade Riemanniana M € geodesicamente completa se para
cada p € M, cada geodésica Yy : I — M através de p pode ser estendida para uma
geodésica definida em todo R.

1.1.12 Teorema (Teorema de Hopf-Rinow). Uma variedade Riemanniana é geodesica-

mente completa se, e somente se é completa com respeito a distancia Riemanniana.

1.2 Aplicacao exponencial e campos de Jacobi

Consideremos sempre (M, g) uma variedade Riemanniana, vamos definir a aplicacao
exponencial e listar suas principais propriedades. A aplicacdo exponencial descreve a

dependéncia das geodésicas saindo de um mesmo ponto e sua velocidade inicial.

1.2.1 Definicao. Para p € M considere o conjunto V. C T,M de todos os vetores
v € TyM tal que Y. € definido numa vizinhanca de [0,1]. A aplicagio exponencial
exp, : V. — M ¢ definida por

exp, (V) = Yp) (1)-

Em geral, consideraremos a aplicagao exponencial exp,, restringida a bola B (0,9) C
T,M, com § > 0. Enfatizamos que a bola B(0,d) ¢ definida em termos da métrica

Riemanniana g.

1.2.2 Proposigao. A aplicagao exp, tem as sequintes propriedades:
1. exp,(0) = p;
2. D(exp,)o(v) = v, para todo v € T,M;

3. BEristem uma vizinhang¢a U de 0, em T,M e uma vizinhanga V' de p tal que exp,, leva
U difeomorficamente sobre V. Tal vizinhan¢a V' é chamada vizinhanca geodésica de

p. Em particular, existe um 0 < p < 0 tal que
exp, : B(0,p) € T,M — exp,(B(0,p)) € M

€ um difeomorfismo.
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4. Existem uma vizinhanca W de p e um numero n > 0 tais que para cada q € W,
exp, € um difeomorfismo de B(0,7m) para exp,(B(0,n)). Além disso, exp, depende
suavemente de q € W. Tal vizinhangca W € chamada vizinhanga uniformemente

geodésica de p.

Na Proposicao 1.2.2, exp,(B(0, p)) é chamada a bola geodésica com centro em p e raio
p e é denotada por B(p,p). A fronteira da bola geodésica é chamada de esfera geodésica
e denotada por S(p, p). O significado de raio neste contexto é que a longitude de arco de
qualquer segmento geodésico que une p a qualquer ponto da esfera S(p,p) ¢é igual a p.
A longitude de arco de qualquer geodésica de p a um ponto g dentro da bola geodésica
B(p, p) &€ menor que p. Pode-se mostrar que toda geodésica saindo de p é ortogonal a

S(p, p), para isso precisamos do seguinte lema.

1.2.3 Lema (Lema de Gauss). Seja p € M. Escolhemos 6 > 0 tal que exp, € definida em
B(0,9). Sejam u, v € T,M com |v| < d. Identificamos T,(T,M) por T,M. Entao

(D(exp,)u(v), D(exp,)o(w)) = (v, w).

1.2.4 Corolario. As geodésicas através de p sao ortogonais a qualquer esfera geodésica

S(p,r) centrada em p com raio 0 < r < 0, onde § € como no Lema de Gauss (lema 1.2.3).

Quando uma geodésica desliza-se através de uma variedade de modo que todas as
posicoes intermediarias sao ainda geodésicas, a velocidade que as geodésicas proximas
possuem talvez, define um campo de vetores ao longo da geodésica inicial. Este campo
de vetores contém toda as informagoes sobre o tensor de curvatura ao longo da geodésica.

Lembre que o tensor de curvatura é dado por
R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ —Vxyv|Z,

onde X, Y e Z sao campos de vetores suaves em M, para mais detalhes ver apéndice.

1.2.5 Definigao. Seja v : [a,b] — M uma geodésica e € > 0. A variagio de v através de

geodésicas € uma aplicacao suave

(s,t) € (—e,¢e) X [a,b] = T'(s,t) € M,

2. T'(s,) € uma geodésica para cada s € (—¢,¢).
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A fim de medir a velocidade em cada ponto da geodésica original, tal como varia

através das geodésicas, definimos

J(t) = % (s,1).

s=0

Cada J(t) é um vetor tangente a curva s — ['(s,t), portanto ¢t — J(¢) define um campo
de vetores ao longo de 7. J4 que a familia de curvas I é suave, o campo de vetores J
é também suave. O seguinte teorema mostra a relacao entre este campo de vetores e o

tensor curvatura.

1.2.6 Teorema. Sejam v uma geodésica e I' uma variagao de vy através de geodésicas. O

campo de vetores J ao longo de vy satisfaz

D*J
dt?

(t) + R(y'(1), J())Y'(t) = 0.
Isto conduz a seguinte definicao.

1.2.7 Definigao. Um campo de vetores J ao longo de uma geodésica v : [a,b] — M é

chamado um campo de Jacobi se satisfaz a equagao diferencial de sequnda ordem

D?J
di?

() + R(Y'(t), J(£)7'(t) = 0.

1.2.8 Proposicgao. Sejam v : [a,b] = M wuma geodésica e p = ~(ty) um ponto em -,
para qualquer par v, w € T,M, existe um tnico campo de Jacobi J ao longo de 7y tal que
J(to) =v e ZL(ty) = w.

Temos a seguinte consequéncia facil.

1.2.9 Corolario. Os campos de Jacobi ao longo de uma geodésica v formam um espaco

vetorial de dimensao 2m.
As variagoes através de geodésicas dao origem a campos de Jacobi.

1.2.10 Teorema. Todo campo de Jacobi ao longo da geodésica ~y : [a,b] — M pode ser

obtido por uma variagao de vy através de geodésicas.

Finalizamos este capitulo definindo as coordenadas normais de Fermi de uma
geodésica; para isso suponha que a variedade Riemanniana (M, g) tem dimensao m + 1.
Tome uma geodésica v de M definida numa vizinhanga de [0, 1] sem auto-intersegoes.

Em T,0)M escolha uma conjunto vetores el,...,e™ tal que

d
{d—Z(O),el,...,em},
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¢ uma base ortonormal de T’ M. Lembre que Cfi—z ¢ um campo de vetores paralelos ao

longo de ~. Dado t € [0, 1], pela Proposi¢ao 1.1.4 existe o transporte paralelo desta base:

{Z—Z(t},el(t), o ,em(t)} :

Nao ¢ dificil mostrar que este é um conjunto de vetores ortonormais (pois os transportes
paralelos preservam os angulos entre os vetores), e assim forma uma base de T,y M, i.e.
é um referencial mével ao longo de . Usando a aplicacao exponencial, podemos definir
®:[0,1] x R™ — M por

D(t, ;) = exp. [Z xiei(t)] .

i=1

Como esta aplicagdo tem posto maximo no ponto (¢,0), pelo Teorema da Fungao
Inversa para variedades, temos que existem vizinhancas de v e [0,1] x {0} onde tal
aplicagdo é um difeomorfismo e assim definimos um sistema de coordenadas (¢, z;) na
vizinhanca de ~. Estas sao as coordenadas normais de Fermi.

Uma das propriedades mais importantes deste sistema de coordenadas é que a

geodésica é uma linha “horizontal”, i.e., y(t) = (¢,0).



Capitulo 2

O Campo Geodésico, a Métrica de

Sasaki e a Estrutura Simplética

Neste capitulo iremos estudar o fluxo geodésico, sabemos que todo fluxo é gerado por
um campo de vetores suave, o campo correspondente ao fluxo geodésico ¢ chamado
campo geodésico. Se (M, g) é uma variedade Riemanniana, iremos definir uma métrica
Riemanniana em T'M, chamada a métrica de Sasaki, i.e. com esta nova métrica temos
que T'M é uma variedade Riemanniana. Para definir esta métrica precisamos de uma
decomposicao de T'M em soma direta, os subfibrados da decomposicao sao chamados
subfibrado "horizontal” e “vertical”’, os quais iremos escrever em coordenadas, para uma
boa referéncia ver T. Sakai [24]. Terminamos este capitulo fazendo uma revisdo muito
rapida de Geometria Simplética, iremos estudar a estrutura simplética natural do fluxo

geodésico, para uma boa referéncia ver G.P. Paternain [19] e H. Hofer, E. Zehnder [12].

2.1 Fluxo Geodésico

Seja M uma variedade Riemanniana completa, denote por § = (p,v) um ponto em TM e
7 a Unica geodésica com (0) =p e %(0) = v. O fluxo geodésico é um fluxo no fibrado

tangente de uma variedade.

2.1.1 Definigao. O fluxo ¢ : R x T'M — T'M na fibra tangente T M de M definido por

ou6) = (0. 370)).

€ chamado o fluxo geodésico.

As propriedades do fluxo, ¢o(0) = 6 e ¢ (ds(0)) = ¢15(0), sdo satisfeitas devido a
unicidade das geodésicas com respeito as suas condigoes iniciais. O fato do fluxo geodésico
atuar sobre o fibrado tangente T'M e nao em M implica que suas linhas de fluxo sao

campos de vetores ao longo de geodésicas, e nao s6 geodésicas. Como as geodésicas tem
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velocidade constante, se a velocidade inicial de uma geodésica é |v| = 1, entao |ddif(t)| =1

para todo t. Seja SM o fibrado tangente unitario i.e.
SM ={(p,v) e TM : |v] =1}.

O fibrado tangente unitario é invariante por ¢. Considere sempre a restricao do fluxo
geodésico ¢ para SM, i.e., ¢ : SM — SM. Denote por (T,M)* o espago T,M sem o
elemento neutro 0,, e considere também 7"M como o fibrado dos espagos (1,M)* para
todop e M, ie
T'M = [[(T,M)".
peM
Tome (z;,v;) um sistema de coordenadas locais em torno de § = (p,v) € T M. Lembrando

que a forma local da geodésica é

A’z N k‘dxi@
dt? Yodt dt

=0,

e pode ser reescrita, como
dmk

dt
dvk
dt

paratodo k = 1,...,m. Assim temos a forma local de um sistema de equagoes diferenciais

= Vg,

_ k

no fibrado tangente T'M que é gerado por algum campo de vetores.

2.1.2 Lema. FEziste um tnico campo de vetores suave G em T'M cujas trajetdrias sao da

forma t — ¢(6), onde ¢ € o fluxo geodésico.

Chamemos o campo de vetores suave GG campo geodésico de M. Se a dimensao de M é
m, sabe-se que o fibrado tangente T'M ¢ uma variedade suave de dimensao 2m, logo pode-
se considerar o fibrado tangente de T'M, denotado naturalmente por TT'M. Considerando

a aplicacao projecao natural de T'M,
w:TTM — TM,

temos que w o G(f) = 0 para cada 0 € T M.

2.2 Meétrica de Sasaki

Seja M uma variedade Riemanniana, iremos decompor TTM como soma de dois
subfibrados que chamamos de subfibrados horizontal e vertical. Estes subfibrados tem

um papel semelhante ao dos eixos coordenados no plano cartesiano.
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Considere sempre 0 = (p,v) € TM e £ um vetor tangente a T'M em 6, i.e., £ € TyT M.

Como a projecao a M é suave, pode-se falar de
Dry : TyTM — T, M.

Dizemos que £ ¢ um vetor vertical em 0 se Dmy(€) = 0, denote Vp, o subfibrado vertical

em 6, e V, subfibrado vertical, como

Vo :=ker(Dmy) e V := H Vp.

0cTM

Em outras palavras, £ ¢ um vetor vertical em 6 se, e somente se existem v, w € T,M tal

que £ é vetor tangente na curva o(t) = (p,v + tw) em ¢ = 0. Como w = 92(0), se segue

que Vp ¢ linearmente isomorfo a T, M.

Definamos agora o subfibrado horizontal: considere a seguinte aplicacdo de conexao
K:TT'M — TM,

tal que para # € T M, temos

Ky : TyTM — T, M.
Dado & € TyT'M, tome uma curva V (t) em TM tal que V(0) = 6 e 497(0) = £. A curva
V(t) pode ser considerada como um campo de vetores ao longo da curva h(t) = wo V(t)

em M.

2.2.1 Lema. A derivada covariante 27 (0) ao longo de h(t) = 7o V(t) € independente

da escolha da curva V(t) em TM tal que

V(0) = 0,
av
0 =¢

Definimos a aplicacdo de conexao K de # em £ como

Ko(§) = —-(0),

onde V é alguma curva em TM tal que V(0) = 6 e 42(0) = £. Do Lema 2.2.1, segue que
Ky(€) esta bem definido. Dizemos que £ é um vetor horizontal em 6 se Ky(§) = 0. Denote

Hy, o subfibrado horizontal em 6, e H, o subfibrado horizontal, como

Hy :=ker(Ky) e H := H Hy.

0eTM
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Outra maneira de definir é: £ é um wvetor horizontal em 0 se, e somente se existe um
vetor w € T,M e obtemos o campo de vetores V' (¢) por transporte paralelo de v ao longo
da geodésica () que é uma curva em TM, tal que £ = Z7(0).

Cada tal curva em T'M ¢é completamente determinada pela velocidade inicial de 7y, ),
j4 que o campo de vetores paralelos ao longo desta geodésica é unicamente determinado
por seu vetor inicial v, que é fixo. Assim, Hy é linearmente isomorfo a T, M.

Como o tnico & € TyT'M que é tanto vetor horizontal como vetor vertical, é o vetor
zero, e como dim Hy + dim Vy = dim TyT M,

TyTM = Hyg + V.

Assim todo vetor £ € TyT M pode-se escrever em termos de suas componentes horizontal

e vertical, denotado como

§={&. &}

ComéhEng&;E‘/@-

2.2.2 Lema. A aplicagao ip : TyTM — T,M x T,M definida por

i0(§) = (Dmy(€), Ko(S))

¢ um isomorfismo linear.
2.2.3 Lema. O subespago ker(Ky) € linearmente isomorfo a Im(Dmy).

Podemos identificar a componente horizontal &, com o vetor Dmy(§) € T,M, e a
componente vertical &, com Ky(§) € T,M.

Definimos uma métrica Riemanniana na variedade T'M, como

(&;me = (Dmo(§), Dmo(n))p + (Ko (&), Ko(n))p,

para &, n € TyT M. Esta é chamada a métrica de Sasaki. Esta métrica faz
TyTM = Hy V.

Seja vy geodésica, lembre que GG é o campo geodésico de M, entao

d d

Gy = Eébt(@)h:o = E(V@(t)ﬁé(tmt:oa

onde v(t) = 92(t). Pensando ¢(¢) como uma curva em TM, temos que

Dro(Gp) = 75(0) = v
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e observe que 7,(t) representa o transporte paralelo do v ao longo de -y, portanto
K(Ggy) = 0. Logo o campo geodésico G : TTM — TM que gera o fluxo geodésico,

usando a identificacao 7y, tem a forma
Gg = {U, 0}

Podemos fazer tudo o que fizemos anteriormente nos restringindo a SM. Os espacos
horizontais e verticais restritos a S M sao denotados da mesma forma, i.e., TpSM = Hy®Vj

para # € SM, assim temos o seguinte resultado:

2.2.4 Teorema. Dado um vetor £ = {v,w} € TpSM, existe um unico campo de Jacobi

J = Jww)(t) ao longo de vy cujas condigoes iniciais sao J(0) =v e J'(0) = w, tal que

Dyn(§) = {J (1), J'()}
em coordenadas de Ty, 9)SM.

Defina Ny = {& € TpSM : (£,Gy)g = 0} com 0 € SM. Temos que Ny é invariante pelo
fluxo geodésico, para todo 6 € SM.

2.2.5 Teorema. Para cada 0 € SM, temos que

Dy (Ng) = N, (),

para todo t € R.

2.3 Espacos em coordenadas

Nesta secao iremos estabelecer os subfibrados horizontal e vertical em coordenadas locais.
Seja M uma variedade Riemanniana, p € M, v € T,M, identifique 6 = (p,v) e £ € TyT M
considere os seguintes sistemas de coordenadas locais: (z;) em torno de p, (z;,v;) em torno

de 0, (z;,v;, X;,&) em torno de £. Logo a projecao w em coordenadas escreve-se como
@ 1 (w5, 05, X5, &) — (T4, v3),
e a derivada Dmy em coordenadas como
Dy : (23,05, X3, &) > (24, X5).

O espaco T,M ¢é uma subvariedade de dimensao m de T'M e T,T,M é subespago

de dimensao m de TyTM que coincide com ker(Dmy). Por outro lado como T,M é um
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espaco vetorial, podemos identificar T;,7,M com T,M. Com respeito aos sistemas locais
anteriores temos T,T,M = {(z;,v;,0,§) : (&) € R} e

jv : (xiavivoafi) € TvaM L (xwfz) € TpM
da a identificacao. Observe que
Vo = {(2i,v:,0,&) : (&) € R™}

é o espaco vertical em 6 em coordenadas locais. Agora vejamos o espaco horizontal em 6
em coordenadas locais, usaremos a segunda definicao, i.e., £ € Hy se, e somente se existe

w € T,M e obtemos o campo de vetores V (¢) por transporte paralelo de v ao longo da
av
dt

V(t) = vi(t)(%g—’;’:”(t) com v; = v;(0) e z;(t) = z;(Ypw)(t)), temos que

(0); considerando w = X;-2- e

geodésica 7y(pw) que ¢ uma curva em T'M, tal que § = B

DV 4

e entdo identifica-se £ com (z;, vy, X;, —F;kkaj). Logo
Hy = {(l’i,Ui,X,’, —F;kUka) : (Xz) € ]Rm}

é 0 espaco horizontal em 6 em coordenadas locais.
Definamos para 8 € T'M a aplicacao IN(Q : TyTM — T,M por

[?9(’5) = jv(fv)a

lembre que &, € Vj.

2.3.1 Proposicao. A aplicacao K : TTM — TM ¢é suave e satisfaz as sequintes

propriedades:
1. tow=n0K =Dror.
2. A restricao de K a T, T,M coincide com j,.
3. K(Hy) =0, ¢ Dry : Hy — T,M ¢é um isomorfismo linear.
4. Se X € um campo de vetores, entao l?(DXg) =V, X.

E facil observar da Proposicdo 2.3.1 que a aplicacdo K coincide com a aplicacao de
conexao K.

Com a notacdo usada acima, considere a,b,c,d € R™ tais que (z;,v;, X;,&)(p) =
(a,b,¢,d), como & = {&,&}, entdo & = (xi,v5, Xi, —T50X;) e & = (24,0;,0,& +



26

i i ~ . . ~ .
ijkaj). Denotemos I';, ‘p por I'(a), ver apéndice para lembrar as parametrizagoes locais,

temos o seguinte lema.

2.3.2 Lema. Sejam ¢, e ®, parametrizacoes locais de p em M e de 0 em TM

respectivamente, assim temos o seguinte
1. pa(&n) = (a,b),
2. ¢a(&) = (a,d +T(a) - (c,b)),
3. ©,({&n,0}) = (a,b,¢c,—I'(a) - (c,b)),
4. ©,({0,¢&,}) = (a,b,0,d+T'(a) - (¢, b)).

Denotemos por G¥M o conjunto de todas as métricas Riemanniana de classe C* onde
2 < k < oo, dotado com a topologia C*. Como agora temos um conjunto de métricas,
temos que sobrecarregar as notacoes para distinguir com que métrica trabalhamos.

Sejam g € G¥M,p € M, v € T,M e 0 = (p,v). A geodésica passando por p e velocidade

v em M sera denotada por g, o fibrado tangente unitario por
SMI = {6 = (p,v) € TM : g(v,v) =1}

e o fluxo geodésico por

o0 = (0. 50

para todo t € R.
Dados t € R e € > 0, denotemos

O(t,e) = ¢I=9(h), O(t) = O(t,0),
0(t,c) = moO(te) e O(t) = 6(t0),

observe que 8(t,¢), O(t) € M, 0(t, ) = 4779(t) e 6(t) = v3(t). Dado & > 0, denotando &

- p)
a derivada -|.—o, segue que

50(t) = % O(t,e) e 0(t) = % o(t, ).

e=0 e=0
Temos que O(t),60(t) € TyuyM e 00(t) € TowT M.
2.3.3 Lema. §0(t) = {d6(t), 266(t)}.

Demonstracao. Fixamos t, considere ¢, um sistema de coordenadas em torno de 6(t) e
tome a(t,e) = pa(0(t,€)). Como O(t,e) = (0(t,e),0(t,€)), entdo

(I)a(@(t7 5)) = (@a(e(tv 8))7 D(pa(el(t, 5))) = (a’(t> 5)7 a/(t7 8))7
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i.e., ©,(0) = (a,a’). Por outro lado, como

9 9 o o, 0
a_g@(t7€) = a—gai@,é)a—xi + &ai(t,g) 8%7

temos

0
i) =0, [ —
+(60) = @, ((95

@(t,a)) = <a(t,€),a'(t,e), %a(t,e), %a’(t,a))

e=0

Logo,
D,(60) = (a,d’,da,dd’) e p,(00) = (a,da).

Do Lema 2.3.2, temos que ¢,((00);,) = (a,da) implica que
(0©)5, = 40,
e 0. ((00),) = (a,6a’" +T'(a) - (¢, da)) implica que

D
(60), = —00.

2.4 Geometria Simplética

Nesta se¢ao iremos dar uma pequena introducao a Geometria Simplética, e mostraremos

a estrutura simplética do fluxo geodésico. Considere a matriz de ordem 2n x 2n

()

onde [ e 0 sao as matrizes identidade e zero de ordem n X n, respectivamente. Agora

definamos em R?" a seguinte forma: dados v, w € R?" colocamos
wo(v,w) := (Jv,w)
onde (-,-) denota a métrica Euclidiana em R?". Como
JE=J1=—J,

temos que wo(v,w) = —wp(w,v) (anti-simétria) e para todo v # 0 existe w tal que
wo(v,w) # 0 (ndo-degenerado). Assim o par (R?",wy) é chamado de espago vetorial

simplético, em geral temos:
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2.4.1 Definigao. Um espaco vetorial simplético € um par (V,w) onde V € um espago

vetorial de dimensao par e w € uma forma bilinear, anti-simétrica e nao-degenerada

Na definicao acima s6 precisamos de um espaco vetorial V' de dimensao finita e depois
mostra-se que tem dimensao par. A forma {2 é chamada forma simplética. Lembre que

com as coordenadas (x;,y;) € R*, temos que
n
Wy = Zdl’z‘ A dy;,
i=1
onde (dz; A dy;)(v,w) = v;w; — v;w; para v, w € R* e 1 <4, j < n. Note também que

J? =—1I,

assim, wy(v, Jw) = (v, w), para todo v, w € R*". Logo J d4 uma estrutura complexa em
R?" compativel com a métrica Euclidiana. Agora, iremos estudar aplicacoes que deixam

as formas simpléticas invariantes.

2.4.2 Definicao. Se (V1,wy) e (Vao,ws) sdo dois espagos vetoriais simpléticos, chamamos

a aplicacao linear A : Vi — V, simplética se A*wy = wy, i.€.
wa(Av, Aw) = wy (v, w)

para todo v, w € V;

No caso de V] = V5 = R?" e w; = wy = wy, dizer que A é uma aplicacio simplética é
equivalente a

AT JA = J,

e se n = 1 temos que det A = 1. Denotemos por Sp(n) o espago de matrizes simpléticas
em R22" o qual é um grupo de Lie com a multiplicacdo de matrizes.

E natural seguir com definicoes mais gerais, por exemplo se F : R** — R?* é um
difeomorfismo, dizemos que F' é simplético se F(0) =0 e F*wy = wp onde, por defini¢ao,

o pullback de uma 2-forma w é
(F*w)p(v, w) = wr@) (DF(p) - v, DF(p) - w)

para p € R?" e para todos v, w € T,R* = R*". Assim podemos dar a definigio nas
variedades. Primeiro estabelecemos o conceito de variedade simplética onde podem ser

definidas estas aplicacgoes.

2.4.3 Definicao. Uma estrutura simplética numa variedades suave N de dimensao par

€ uma 2-forma w em N satisfazendo:
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1. dw =0, i.e., w € uma forma fechada,

2. w € nao-degenerada, i.e., para todop € N ew € T,N com u # 0, existe v € T,N tal
que w(u,v) # 0.

O par (N,w) é chamado variedade simplética.
Toda variedade simplética ¢ localmente como (R*", wj), devido a [Darboux].

2.4.4 Teorema (Darboux). Se w € uma 2-forma nao-degenerada numa variedade N de
dimensao 2n, entdo dw = 0 se e somente se para cada p € N existem coordenadas (U, p)
onde p(x;,y;) € U C N € tal que p(0) =p e

YW =wy = dei A dy;.
i=1

Agora sim iremos definir as aplicacoes simpléticas.

2.4.5 Definigao. Se (N,w) e (M,Q) sdo duas variedades simpléticas, chamamos a

aplicacao diferencidvel F': N — M simplética se F*QQ = w, i.e.,
Qpe) (DF(p) - v, DF(p) - w) = wy(v, w)

para todop € N ev, w € T,N.

J4 que w é ndo-degenerada, temos que DF(p) é injetora, para todo p € N, assim

dim N < dim M. Se dim N = dim M, temos que F é localmente um difeomorfismo.

Uma estrutura quase complexa numa variedade N associa para cada p € N uma

aplicacao linear J, : T,N — T, N, satisfazendo
2
J, =—1.

2.4.6 Proposicao. Se (N,w) € uma variedade simplética, existem uma estrutura quase

complexa J em N e uma métrica Riemanniana (-,-) em N satisfazendo
wp (v, Jpyw) = (v, w),

para todo p € N e v, w € T,N. Da simetria da métrica seque que w,(Jpv, Jyw) = (v,w),

i.e., J, € uma aplicagcdo simplética do espago vetorial simplético (T,N,w,). Além disso,
* _ 1—1 __
Jy, =J, = —Jp,

onde J; € o adjunto de J no espago com produto interno (TN, (-, -)p).
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Agora iremos estudar a estrutura simplética do fluxo geodésico. Considere o fluxo
geodésico ¢ : SM — SM e sempre 6 € SM, tome como antes Ny, e os espacos Hy N Ny
e Vp N Ny denotados, de novo, por Hy e Vj respectivamente, também considere o fibrado
N onde as fibras sao Ny. Assim temos que dim(Hy) = dim(Vy) =m —1e Ny = Hy & Vj,
ie.,

TQSM = H9 ©® Vé s> <G9>7

onde G é o campo geodésico. Definamos J : N — N pondo para {v,w} € Ny,
J{v,w} = {—w,v}.

Note que J? = —1I nos da a estrutura quase complexa e portanto uma estrutura simplética

em N. Definamos a 2-forma como segue

Q9(&,m) == (&, T (),

onde &, n € Ny e (-,-)p é a métrica de Sasaki, que é uma métrica Riemanniana em SM.
Assim temos que (N, Q) é um espaco simplético, onde (0) = €y, logo temos que ¢; é

uma aplicacao simplética.

2.4.7 Proposicao. Para cada 6 € SM temos que

01 (Qg,(0)) = Qo

para todo t € R.

Deduzimos que

(Dodn)" - T - (Do) = T,

para todo t € R onde (Dy¢;)* é o operador adjunto de Dy¢y, para todo t € R.

Agora considere Op uma 6rbita periodica, i.e. Oy = {¢:(0) : 0 < t < ¢y}, para algum
to > 0. Vamos definir a aplicagdo de Poincaré. Como Ny é ortogonal a GGy com respeito
a métrica de Sasaki, onde G' é o campo geodésico, temos que existe uma vizinhanca X
de € em Ny, chamada secao, tal que existe T : Xy — R suave e Py : Xy — Yy tal que
Po(V) = ¢ (V), que é chamada a aplicagao de Poincaré.

Sejam X, Y espacos topologicos, f : X — X eg:Y — Y. Dizemos f e g sao
conjugadas se existe h : X — Y um homeomorfismo tal que ho f = go h.

2.4.8 Proposigao. Seja 0 € SM fizo. Se Py : X9 — X9 e Py : X — Xy sao aplicagoes

de Poincaré de segoes diferentes, entao Py e Py sao conjugadas.
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Assim podemos supor que existe uma unica aplicacao de Poincaré quando falamos

sobre as propriedades que sao invariantes sob conjugacao.



Capitulo 3
Teorema da Métrica Bumpy

Neste capitulo iremos estudar uma classe de métricas Riemannianas chamada métrica
Bumpy, que esta relacionada as orbitas periddicas do fluxo geodésico. O principal
resultado é que o conjunto das métricas Bumpy é genérico (em particular denso) em
G¥M, que é devido ao trabalho do Anosov [4]. Sabemos que ao perturbar a métrica de
uma variedade mudamos o fibrado unitario que é onde o fluxo geodésico é definido, assim,
nos precisamos de novos objetos relacionados ao fluxo geodésico, mas que independam da

métrica.

3.1 Projetivizacao

Usaremos sempre M variedade compacta Riemanniana e g a métrica Riemanniana de
classe C*, onde 2 < k < co. Estaremos interessados em estudar propriedades das 6rbitas
periodicas dos fluxos geodésicos de métricas proximas a g. Porém, é importante observar
que a propria definicao do fibrado unitario depende de g. Ou seja, perturbando a métrica
g, 0 novo fluxo geodésico estaria definido em outra variedade! Para evitar este problema,
iremos relacionar cada um destes fluxos com outros fluxos, com mesma dinamica, porém
todos estes definidos na mesma variedade. Este processo é conhecido como projetivizacao,

que explicaremos a seguir.

3.1.1 Definicao. Sejam v, w € T,M nao nulos, dizemos que v estd relacionado com w,

e escrevemos v ~ w, se existe um t > 0 tal que w = tv.

E facil mostrar que ” ~ ” é uma relacdo de equivaléncia e denotamos por v a

classe de equivaléncia [v] = R*wv, e por T,M o conjunto quociente (7,M)*/ ~ onde
(T,M)* =T,M \ {0,}. Considere o fibrado

T™ = [ T, M.

peEM



33

Tome 7'M a uniao dos espagos (17,M)* para todo p € M, i.e. se § = (p,v) € T'"M temos

v # 0 e identificaremos [0] por [v], i.e.,

Considere as seguintes projecoes naturais:
p:TM — M
definida por p(v) = p, onde v = [0] = [(p,v)] e
o:T'"M — TM

definida por ¢(0) = [0] = v. Como SM9 C T"M, denotemos por g, a restricdo de p para
SM?Y, e observe que o, : SM9 — TM & uma bijecao, note que SMY dependa da métrica
g e TM nao.

Denote por I, = g;l como a inclusao I, : TM — SM?Y. Lembre que

p=¢ RxTM — TM

é o fluxo geodésico de M e G = G é o campo geodésico de M que depende da métrica g.

Definamos um fluxo em TM :
PIRxTM — TM

definido por
wtg =00° (bf © Igu

(i.e., ¥f 0 0o = po ¢Y) que é chamado fluxo geodésico projetivizado.

A suavidade do fluxo geodésico ¢9 depende da suavidade dos simbolos de Christoffel,
que sao de classe C*~!, pois dependem da métrica g que & de classe C*. Analogamente o
fluxo geodésico projetivizado 19 é de classe C*~1.

Denotemos ¢f(0) por ®(6,t, g) e v{(v) por ¥(v,t, g), alem disso, G? denotara o campo

de vetores do fluxo 9.
3.1.2 Teorema. g — GY ¢ de classe C*.

Para provar este teorema iremos obter algumas relagoes entre o fluxo projetivizado e

o original.

3.1.3 Lema. Dado X\ € R, temos que ¢f(\0) = )\qb?)\t)(e).
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Demonstracao. Considere a geodésica 79 e v(t) = 79(At). Como vy e v sdo curvas

parametrizadas pelo comprimento de arco, entao v é geodésica, e é claro que

V(1) = @1 (0) , 7' (t) = Myp(At)

V' (t) = Ad{\ (). Por outro lado como 7'(0) = A8, entao +'(¢) = ¢{(A0), logo

&7 (M) = Ag{y,) (0).

Seja A = |v| com v # 0. No Lema 3.1.3 substituindo 6 por A~'6, temos que

31 (0) = Ad{yy (A10).

Vejamos algumas relagoes dos fluxos geodésicos, lembre que po ¢f = ¢f 0 g, I, = o7 *
[(¢, w)] = [Mg,w)] para todo (q,w) € T"M.

3.1.4 Lema. Com as notacoes anteriores, temos
1. 0®(0,t,9) = V(eb, t[v], g),
(0,1, 9) = [v|I; 0 ¥(0b, t|v], g).
Demonstracao. Usando as notacoes
L 00 ¢{(0) = 00 (Ao, (A1) = 00 ¢y, (A710) = ¥y, 0 o(A710) = vl 0 0(6), e
2. 30(0) = Aoy, (A10) = AL, 00, 0 0(A"10) = AL, 0 4, o 0(0).
[]

Prova do Teorema 3.1.2. Lembre-se que GY é o campo de vetores do fluxo 99, seja
v e TM e fixe go € G®M tal que 0 = I, (v). Agora derivando 1. do Lema 3.1.4 com
respeito a t, temos

Do-GY )\Gg

(@30 (¥,,00(6))"
onde A = |v| com 0 = (p,v), parat =0, Do - Gj = )\G‘(’g(g)). Logo, identificando |0| por
|v|, temos

1
9 _ _ (Y
GY = T (V)’DQ Gl -

Considerando o campo de vetores de SM%, QF = +GY, temos que

el

GJ =Dy - Qg
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Em verdade QY é uma secao da fibra TTM|SM% = {{ € TTM : w(&) € SM%}, e como
go ¢ fixa, Q9 s6 depende de g. Denotando por I''E o espaco de secoes de classe C! da fibra

de vetores E, (ver apéndice) entao
Q9 € THYTTM|SM®),

onde 2 < k < o0.
Por outro lado, como mrp,0 Do = pow, onde mry : TTM — TM ¢ a projecao natural,

usando o fato que Q9 é um campo de vetores, temos que
v © G = mrpr 0 Do - Q?IgO(V)) =powo Qigo(l’) =pol,(v)=v,
para todo v € TM. Logo mry 0 GY = idryy, e assim GY € T*~1(TTM). Portanto
G"M — " Y(TTM) : g — G
é a composicao das aplicagoes
G"M — T Y (TTM|SM%) : g —s QY
de classe C* (pois g — GY é de classe C*) e
r*YTTM|SM%) — T*"Y(TTM) : 0 — Do -0 0 I,

que é um operador linear limitado. Isto completa a prova do teorema.

3.2 Orbitas periédicas e Métricas Bumpy

Nesta secao iremos definir a métrica Bumpy e enunciar o resultado principal deste capitulo,
também iremos dar uma propriedade importante a respeito das o6rbitas, quando a métrica
varia.

Nos precisamos lembrar de algumas defini¢oes em relagao as 6rbitas periddicas. Dados
F; : M — M um fluxo na variedade M e uma orbita O, = {Fi(p) : t € R}, dizemos que
O, é uma orbita periodica se existe t, > 0 tal que Fy,(p) = p, chamamos t, o periodo de
O, e dizemos que o periodo é minimal se t; ¢ o minimo ¢ € R tal que Fi(p) = p.

O proximo lema diz que um fluxo geodésico robustamente nao tem orbitas periodicas

com periodo minimal pequeno.
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3.2.1 Lema. Se gy € GFM entao existem uma vizinhanca Uy de gy e o > 0 tal que para
toda g € Uy o fluro Y9 nao tem drbitas periddicas com periodo minimal menor ou igual

do que a.

Demonstracao. Considere uma métrica Riemanniana em TM. Como
G . TM — TTM

é continua e TM é compacto, podemos considerar ¢ > 0 tal que |G (v)| < ¢, para todo
v € TM, (com respeito & métrica Riemanniana em TM). Usando o fato que g — GY é
continua, como ¢ > 0, existe U vizinhanca de g, tal que g — GY leva U a B.(GY) (bola
aberta de raio ¢ e centro GY). Se g € U e v € TM, entao

G'W)] < 1G(v) =GP W) +|G"(v)|
< |G =G| +1G*(v)],

onde || - || denota a norma das aplicagoes GFM — T*~1(TTM) induzida pela | - | métrica
Riemanniana de TM. Logo, |GY(v)| < 2¢, para todo v € TM e para todo g € U.
Mostraremos que U é a vizinhanca Uy do enunciado. Suponha que nao, i.e., para todo
a > 0 existe g, € U tal que ¥y tem orbitas periodicas com periodo menor ou igual do que
. Se tomamos o = % para n € N, existem g, € U, v, € TM, e t, € Rcom 0 <t, < %
tais que

gn —
. Vp = Vp.

Como TM é compacto, existe uma subsequéncia convergente de (v,,) denotada da mesma
maneira tal que v, — 1. Seja ¢ a distancia em TM induzida pela métrica Riemanniana
de TM,

(1, 0) = / (),

onde 7 é a geodésica que une v; e v, em TM. Sejam t € R e n € N fixo, t = ¢t, + r com

0 <r <t,. Temos que
§< gn(yn)a Vn) = §( f”(l/n),wggn(yn))
(W, (vn)s Vi, ()
tn
= [ it ywa

/tn
0

< 2ct,.

Gg%n(yn) ‘dt
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Fazendo n — oo, temos ¢(1{° (1p), ) = 0, para todo t € R, logo

7’ (v) = w,

para todo t € R, e temos que

Glh = G, = (@) (0) =0,
90 _ / -5 : 90 _ )
de modo que Glgo(uo) = 0, o que é uma contradicao, pois Glgo(u) = {Dn - 1,/(v),0} e
Dm -1, # 0.
]

Os autovalores de DF, (p) sao chamados multiplicadores da oOrbita periodica O,, e
dizemos que a orbita periodica O, é ndo degenerada se tém s6 um multiplicador (contando

multiplicidade) igual a 1. Para mais detalhes ver apéndice.

3.2.2 Definigao. Sejam g € GFM e 0 = (p,v) € SMY, considere a geodésica fechada
O ={v(t) : 0 <t <tp}.

1. Dizemos Of € nao degenerada se € correspondente a uma drbita periddica
{{(v): 0<t<to}

nao degenerada do fluxo geodésico projetivizado em TM.

2. Dizemos que a métrica g € Bumpy se todas as geodésicas fechadas sao nao

degeneradas.

Todos, menos um dos multiplicadores de uma geodésica fechada de uma métrica bumpy
(isto é, todos menos um dos multiplicadores das 6rbitas correspondentes a SM ou TM)
nao sao raizes da unidade (de qualquer ordem).

Dizemos que R é um conjunto residual de um espaco métrico (X, d) se R é a interse¢ao
de uma quantidade enumeravel de abertos e densos em X.

O principal teorema deste capitulo é o seguinte:

3.2.3 Teorema (Teorema da métrica Bumpy). O conjunto das métricas bumpy é residual
em GFM.

Demonstragdo. Seja 0 < a < b, e denotemos por G*(a,b) o conjunto de todas as métricas
g € GFM tais que toda érbita periodica do fluxo 19 com periodo menor ou igual do que
b, tendo periodo minimal menor ou igual do que a, é nao degenerada. Vejamos algumas

propriedades simples.

1. Se0<a <b ondea<ada eb<l, temos que GF(d',b') C G*(a,b).
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2. Se k <1, temos que G'(a,b) = G*(a,b) N G' M.
E claro que

N G0, n)

é o conjunto das métricas bumpy’s.

Logo, para mostrar o teorema basta provar a seguinte proposigao:

3.2.4 Proposicao. G*(a,a) ¢ aberto e denso em G*M para todo a > 0.

A prova da proposicao acima sera dada nas proximas secoes.

3.3 Transversalidade e o Teorema de Abraham

Nesta secao iremos estudar propriedades de transversalidade relacionadas com as 6rbitas
periddicas do fluxo geodésico projetivizado. Também iremos enunciar o Teorema de
Abraham envolvendo propriedades de transversalidade que noés iremos usar nas proximas
secoes.

Sabemos que
U:TM xR x GEM — TM : (v,t,g9) — i (v),
e do Teorema 3.1.2, sabemos que ¥ é de classe C*~. Como
TM x GEM — TM : (v, g) — 1,(v)
é suave e da parte 2. do Lema 3.1.4, temos que
O :TMxRxGM — TM:(0,t,g) — ¢7(6)
¢ de classe C*71. Se 60 € ToT M, 6t € TR™ =R e §g € T,GF¥M, entdo

D®(O,t,g) - (60,6t,69) = D1®9(0,t,9) - 00 + D, @(0,t,g) - 0t + D3P(O,t,9) - dg

pode ser expressado como 4 0(13(957 te, ge), onde t. = t+¢edt, g. = g+¢edg e O, depende

de le=
suavemente de ¢ com ©(0) =6 e ,0: = 00.

d

i

3.3.1 Lema. Com as notacoes acima temos que
1. D1®(0,t,g) - 00 = Dpi6 - 6O,

2. Dy®(0,1,9) - 0t = 6t - Gy,



39

3. Ds®(0,t,g) - 6g = {60(t), 260(t)}.

Considere a aplicagao
F:TM xRt x GFM — TM x TM

definida por
F(n,t,g) = (1, (1,1, 9)). (3.1)

Pelo visto acima F é de classe CF~1,

Lembre que A denota a diagonal de TM. No6s vamos aceitar o seguinte lema.
3.3.2 Lema. Suponha que F(v,ty,g) € A.

1. Se uma orbita periddica {7 (v)} com periodo to € nao degenerada, entio

F m(yvto’g) A

2. Se uma orbita periddica {1](v)} tem periodo minimal ty, entao

F m(yvto,g) A

Ver apéndice para detalhes da defini¢io de transversalidade ().

Terminamos esta se¢do enunciando o Teorema de Abraham, devido a [1], que sera
usado posteriormente. Sejam A, X e Y variedades de classe C®. Denotemos por C*(X,Y")
o espago das aplicacoes de ¢ : X — Y de classe C*®. A aplicacao o : A — C*(X,Y) é dita

C*-representacao se a aplicagao “evaluacao”
vy AX X — Y :(a,x) — g,(x)
é de classe C°. Considere W subvariedade de Y e defina
Aw ={a€e A0, MW}

3.3.3 Teorema (Teorema de Abraham). Se A e X sdo sequndo contdveis, s >
max{0,dim X — codimW} e ev, M W, entdo Ay € residual em A.

3.4 Prova da Proposicao 3.2.4: Abertura

Nesta se¢do mostraremos que os conjuntos G¥(a,b), para 0 < a < b, sdo abertos. Para

isso, basta mostrar o seguinte lema.

3.4.1 Lema. Se 0 < a < b, entdo gk(a, b) € aberto em GF M.
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Demonstracao. A demonstracao é feita em dois casos.

Primero caso: 2 < k < oo. Nesse caso, suponha que o resultado é falso, i.e., existe
go € G*(a,b) e go ¢ int(G*(a,b)). Entdo existe g, ¢ G*(a,b) para todon € N e g, — go,
isto é, existem (v,) CTM, 0 <t, <ae (k,) CN com kypt, <b, tal que

i (Vn) = v
e D", (v,) tem o autovalor 1 mais de uma vez. Pelo Lema 3.2.1, existem U, vizinhanga
de go e @ > 0, e uma subsequéncia a qual também indicaremos por (g,), (g.) € Uy, e
como 7" (v,) € uma oOrbita peridédica com periodo t,, temos que t, € (a,al. Como TM
é compacto podemos supor que v, — 1. Tomando também uma subsequéncia, se for

necessario, tal que t,, — to € [0,a], k, = ko € kotg < b, temos que

%gf(Vo) = Lo,

e assim ¥{°(vy) é uma orbita peridédica com periodo minimal menor ou igual do que a e
Dy, (19) tem o autovalor 1 mais de uma vez, além de koto < b. Entdo go ¢ G*(a,b), o
que é uma contradigao.

Segundo caso: k = 0o. Se s < 0o, considere G*M e G°M tomado com as topologias

C> e C° respectivamente, e a inclusao
G°M — G°M,

que é continua, como G*(a, b) é aberto, entdao G>(a,b) é aberto.

3.5 Prova da Proposicao 3.2.4: Densidade

Nesta se¢do iremos mostrar que os conjuntos G*(a, a) sdo densos em G*M, para a > 0.
Nos faremos a demonstragao em dois casos, para 2 < k < oo e k = 2, 00, mas precisamos
de alguns lemas prévios.

Primeiro comecamos com 2 < k < oo.

3.5.1 Lema. A restricio da aplicacio F a TM x (0,2a) x G¥(a,2a) intercepta-se

transversalmente a diagonal de TM, i.e.,

Flrarx(0,20) Gk (a,20) M A,

onde F é definido em (3.1).
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Demonstracdo. Seja (v,ty, g) € TM x (0,2a) x G*(a,2a).
Se F(v,t9,9) ¢ A, nao ha nada a mostrar.
Se F(v,to,9) € A, entao 7 (v) = v com ty € (0, 2a).

e Se ty ¢ o periodo minimal, por 2. do Lema 3.3.2, temos que F' M, A.

e Se ty nao é periodo minimal, seu perfodo minimal é menor ou igual que %’ < a.

Como g € G*(a,2a), ¥{(v) é uma o6rbita periddica com periodo menor ou igual do
que 2a e como o periodo minimal é menor ou igual do que a, entdo ¢{(r) é nao

degenerada. Logo por 1. do Lema 3.3.2 temos que F' M,,4,.4) A.

O seguinte lema é uma conseqiiéncia do Teorema de Abraham (Teorema 3.3.3).

3.5.2 Lema. G"(%,2%) N G*(a,2a) € denso em G*(a, 2a).

Demonstracao. Usaremos o Teorema de Abraham para
A=G"M, X =TM x (0,2a), Y =TM x TM e W = A.

Sabe-se que F': TM x R x GEM — TM x TM : (v,t,g) — (v,9{(v)) é de classe C*~1.
Fixando g € A, temos que

F9:TM x (0,2a) — TM x TM : (v,t) — (v, ¢} (v))
é de classe C*1 ie., 9 € C*1(X,Y). Definamos as aplicacoes
o A—C"Y(X,)Y):igr— F9 e

evy(g, v, t) =04, t) = FI(v,t) = (v,¥{ (v)) = F(v,t,9).

Entao ev, = F, ev, € C* !, o ¢ uma representacao de classe C*~! e pelo Lema 3.5.1
temos que ev, h A.
Afirmacao: o ¢é injetiva.

Prova da Afirmagao. Se o, = 0,,, entdo F9 = F9 e ¢ (v) = ¢{*(v). Como 7o I, = p,

temos que
mo¢joly(v) =molsoi(v)=poyiv) e

Iy(v) = Dn{ly(v),0} = Dm- Gy,
_ g
= D”'Gasf(fg(u))‘t:o

= Dr-(¢{)I,(v)],_,
d

= 2| oviwy.
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Temos que
d d
I, (v)=— oYy (v)) = — oy (v)) =1, (v
w) = 2| (pout ) = 2| (pout ) = 1,0,
logo I, = I,,, e assim as esferas unitarias com respeito a g; e g, coincidem em todo o

espaco tangente. Portanto g1 = go, 0 que mostra a afirmagcao.
O

Cousidere
Ap={g€A:0,MA}={g€GM: FIhA}.

Vejamos que se cumprem as condi¢oes do Teorema de Abraham. Como dimX =
dim TM + 1 e codim W = dim TM, entao temos que max{0,dim X — codim W} = 1. Ja
que k > 3 > 2, temos que k — 1 > max{0, dim X — codim W}. Portanto, pelo Teorema de
Abraham, temos que A ¢ residual (e portanto denso) em A. Entdao {g € GFM : F9 h A}

é denso em
B = {g € G"M : toda orbita periodica do fluxo ¥ tem periodo < 2a}.

Assim, o conjunto das métricas g € G¥M tais que toda érbita periddica de 1Y com periodo

menor ou igual do que 2a é nao degenerada, é denso em B. Isto mostra o lema.
O

Seja go € G*(a, a). O conjunto das érbitas periodicas do fluxo 1{°, com periodo minimal

menor ou igual do que a que sao nao degeneradas é, um conjunto contavel, e como TM é

compacto, s6 existem um nimero finito de tais 6rbitas, a saber
?°(v;) com periodo minimal ¢; < a para i=1,..., N.

Devido a um resultado padrao na teoria de equacoes diferenciais, existem uma vizinhanca

Ude gg, v; : U — TM e t; : U — R, continuos para todo 7 = 1,..., N, tais que
vi(go) = v, ti(go) =t; e ¥J(v;(g)) € uma orbita peridédica com periodo ¢;(g).

Mas, ja que as orbitas ¥{°(1;) sdo nao degeneradas como orbitas periddicas com periodo

t; < a, existem V C U vizinhanca de gy e V' C TM vizinhanga do conjunto
U ¥ (vs)
t,i

tais que se g € V e a orbita ¢f (v) através do ponto v € V, é periodica com periodo < a,

entao coincide com uma das orbitas

{?(vi(9)) : 0<t <ti(¢9)} onde i=1,..., N.
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3.5.3 Lema. Existe W C V wvizinhan¢a de gy tal que se g € W, o fluzo 1} ndo tem
drbitas periddicas com periodo < a, com exce¢io das drbitas {7 (vi(g)) : 0 <t < t;(g9)}
ondei=1,...,N.

Demonstra¢ao. Suponha que o lema é falso, entdo existem as sequéncias (w,) C TM,
(gn) €V com g, — go, (ta) € (0, d] tais que

%q: (wn) = wy,

e wy, ndo reside em nenhuma das 6rbitas mencionadas no lema. Temos que (w,) € TM\V.
Do Lema 3.2.1, temos que existem Uy vizinhanca de gg e o > 0. Podemos assumir que
(9,) € Up, de modo que t, > a. Passando a subsequéncias apropriadas, temos que
Wy, — wo € t, =ty € [a, a]. Assim

7 (Wo) = wo,

e entdo, 1} (wo) é periddica com periodo < a. Portanto wy € J,; 9" (vi) C V, o que é

uma contradigao.

O

O seguinte lema nos da a densidade.
3.5.4 Lema. G*(a,2a) ¢é denso em G*(a,a).

Demonstrag¢do. Sejam gy € G¥(a,a) e U vizinhanga de gy qualquer. Mostraremos que
G"(a,2a) NU #£ 0.

Considere W e v;(g) como no Lema 3.5.3. Por Klingenberg [13], existe ¢ € U N W
arbitrariamente perto de gg, tal que toda orbita periddica, com periodo menor ou igual
do que 2a é ndo degenerado. Mas como g € W, toda orbita ¢ (v) periddica com periodo
minimal menor ou igual do que a, entdo pelo Lema 3.5.3 temos que ¢;(g) < a. Logo
g € G*(a,2a), e entdo

g € G*(a,2a) NU.
[
Dos Lemas 3.5.2 e 3.5.4 temos que Qk(?’—;,%) ¢ denso em G*(a,a). Indutivamente,
tem-se que G¥((2)"a, (£)"a) ¢ denso em G*(a,a), para todo n € N. Dados 0 < a < b,
existe np € N tal que b < (2)™a, e entdo G¥(b,b) ¢ denso em G*(a,a). Sejam gy € GFM,
Uo e a como no Lema 3.2.1. Entao Uy C G*(a,a) e

),
)

G*(a,a) ¢ denso em GFM.
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Dado b > 0, se b > a, entdo G*(b,b) é denso em G*(a,a), de modo que G*(b,b) é denso
em GFM. Se 0 < b < a, entdao G*(a,a) C G*(b,b), e também temos que G¥(b,b) é denso
em GFM. Assim, para todo b > 0, temos que

G*(b,b) ¢ denso em GFM.
Agora, mostraremos que G¥(a, a) é denso em G¥M para k = 2, co.

Caso k = 2 : a inclusao natural G3M < G2M ¢é continua, com suas respectivas
topologias C® e C2. Sua imagem é densa em G?M e como G3(a, a) é densa em G3M, entao
G3(a,a) é densa em G2M. Como G3(a,a) C G*(a,a), temos que

G*(a,a) é denso em G*M.

Caso k = oo : Seja g9 € G®M. As vizinhangas de gy da forma VN G*M, onde V
pertenece a um sistema fundamental de vizinhancas de gy em G¥M com k > 2; formam
um sistema de vizinhancas de gy em G*M. Sejam k > 2 e V C G*M vizinhanca de
go- Entao VN G*(a,a) # 0 é aberto em GFM, logo G*°M ¢é denso em G*M. Portanto
GXM NV NGFa,a) #0, entdo VN G®(a,a) # 0. Assim

G™(a,a) ¢ denso em G*M.



Capitulo 4
Fluxos Expansivos em 3-variedades

Neste capitulo s6 trabalharemos com variedades suaves de dimensao 3. Em consequéncia
usaremos resultados que envolvem tais variedades, como por exemplo os resultados de
M. Paternain [20] feitos em sua tese de doutorado e também em [21]. Na primeira se¢ao
damos as definicoes prévias e enunciamos o resultado que precisamos, e na segunda secao
mostraremos que os fluxos expansivos com o conjunto de pontos nao errantes denso tém

o conjunto de orbitas periddicas, também denso.

4.1 Expansividade

Primeiramente vamos estabelecer as definicoes que precisamos. Em todo este capitulo

considere N uma variedade compacta de dimensao 3 que tem uma distancia d.

4.1.1 Definicao. Sejam {¢:} um fluro de N e p € N. Dizemos que p é um ponto
nao errante do fluro {{,} se para toda vizinhanca V' de p em N, existe (t,) C R com
lim |t,| = 400 tal que

n—oo

b, (V)OV 20,

para todo n € N.

Agora vamos definir o importante conceito de fluxo expansivo, mas antes
introduziremos algumas notacoes.

Seja C'(R,R) o conjunto de todas as fungdes continuas h : R — R e analogamente os
conjuntos C(RT,RT) e C(R™,R7). Definimos

B={heC(RR):hR)=R}

B = {h € C(R*,R"): h(R*) = R* e h(0) = 0}.

Analogamente definimos B~.
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4.1.2 Definicao. Seja {¢,} um fluro em N com ¢, : N — N homeomorfismo, para todo
t € R. Dizemos que {1} € expansivo se existe € > 0 tal que todo p € N satisfaz a sequinte

propriedade:

e se q € N e existe hy € B com d(¢(p), ¥n,1)(q)) < € para todo t € R, entdo existe
to € R dependendo de ¢, p, q, com tg — 0 se d(p,q) — 0 temos que q¢ = 1y, (p).

Quando t € Z, hy(t) =t e to = 0.

4.1.3 Definigao. Sejam {¢,} um fluzo em N com ¢, : N — N continuo, para todo t € R
ep € N. Dado € > 0, denote por §€(p) o conjunto dos pontos ¢ € N com a sequinte
propriedade:

o cxiste h € BT tal que d(vy(p), Ynw(q)) < € para todo t € R,
Analogamente, denote por ﬁg(p) o conjunto dos pontos q € N com a sequinte propriedade:
o criste h € B~ tal que d(V4(p), Yn)(q)) < € para todo t € R™.

Devido a Paternain, sabemos que se o fluxo {¢;} for expansivo e sem singularidades,
sempre existem os conjuntos S.(p) e U.(p) e eles sao chamados conjuntos e-estdvel e
e-instavel do ponto p € N.

Por outro lado, note que §E(p) é invariante para frente por ¢, no seguinte sentido:

e para todo t € R* e g € S.(p) existe to € RT tal que vy, (q) € S-(¢y(p)).
Similarmente, (75 (p) é invariante para frente por ¥_; no seguinte sentido:

e para todo t € R~ ¢ ¢ € U.(p) existe t, € R~ tal que ¢, (q) € U(¢(p)).

O seguinte teorema nos da a importante estrutura de produto local.

4.1.4 Teorema. Seja ¢, : N — N um fluxo expansivo sem singularidades com constante

de expansividade € > 0. Entao as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

1. Existe 0 < 0 < ¢ tal que S5(0) e Us(0) sido conjuntos ndo triviais e conexos, para

todo 0 € N (i.e. eles contém pontos que nao estao na orbita de 0).

2. Seja
Y9 = expp{w € TyN : |w| <e e (w, X(0)) = 0},

onde (,) é a métrica de N e X (0) € a diregcao do fluro em 0. Entao existem pontos

periodicos n;, © = 1,...,n, tais que se N € o conjunto

N = Jwu(n) :teR, i=1,...,n},
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entao para todo ponto 6 € N eziste uma vizinhanca aberta Vy de 0 com didmetro

menor que €/2 tal que, para ( € g NVp, 08 conjuntos

Ss(¢) = S NV N S5(C)

Us(¢) = So NV N U5(¢)

sao curvas conexas satisfazendo a estrutura de produto local:  existe um

homeomorfismo
F:(0,1)* = SNV,
tal que
i. F(0,0)=4,

ii. Fy(z) € Ss(F(x,2)),
iii. F*(x) € Us(F(z,2)),

para todo x, z € (0,1), onde F, : (0,1) = XgNVy e F7:(0,1) = X9 N Vy sdo as
aplicagoes F,(z) = F*(x) = F(z, z).

3. §5(0) contrai uniformemente se t vai para +0o (respectivamente (75(0) contrat com

t — —o0). Em outras palavras, para todot >0 e 0 < a < 0, existe T > 0 tal que

(55(0)) € | Sulwnl0)),

r<t

para todo t > T e para todo 0 € N.

Em particular, Ss(0) e Us(6) sdo curvas conexas com interse¢ao s6 em 6, e dependem

continuamente de § € N. Assumiremos como certo o Teorema 4.1.4

4.2 Orbitas periddicas densas

Nesta secao mostraremos o seguinte resultado que usaremos nos capitulos posteriores.

4.2.1 Teorema. Seja ¢, um fluxo expansivo de N. Se o conjunto de pontos ndao errantes

do fluxo 1, é denso em N, entao o conjunto de orbitas periddicas de 1, também € denso.

Demonstracao. Sejam 0 € N, Vi e 3p como no Teorema 4.1.4. De 2. do Teorema 4.1.4
existem as projecoes
Il : g N Vy — S5(0)

I, : Y NVy — U5(9),
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definidas por I14(¢) = Ss(0) N Us(C), I1,(¢) = Us(0) N Ss(¢) para todo ¢ € Xy N V.
Observe também que F[(0,1)%] = Xy N Vj é homeomorfo a Ss(0) x Us(6) : para todo

¢ € ¥y N Vy existem coordenadas bem definidas

¢ — (I1(¢), I (C))-

Suponha que 6 é um ponto nao errante. Seja Py : g N Vy — Xp N Vy a aplicacao de
Poincaré do fluxo ;. Existe my € N tal que By,,,(0) C Vj, para todo m > mg e como 6 é

um ponto nao errante, existe (¢,,,) C R com lim [t,,,| = +oo tal que
n—o0

Gt (Brym(0)) N Bijm(0) # 0,

para todo n € N e m > my. Tomando a diagonal ¢, ,,, para todo n > my, temos que existe
(0,) C X tal que

0, — 0 e (V_y,,(0,)) CXg tal que ¢y, (0,) — 0

e entdo existe (k,) C Z com nh_)rrolo |kn| = +o0 tal que Py"(6,) = 9, (0,). Denotemos
—tpn pOr t,. Sem perda de generalidade podemos supor que k, > 0 e ¢, > 0 para todo
n. Assim temos que

Py (0,) — 0.

Considere a > 0 tal que B, (0) C Vj. De 3. do Teorema 4.1.4 temos que existe ng tal que
i. d(Pym(0,),0) < % para todo n > nyg,
ii. d (W, 739”(9n)> < % para todo n > ng,
iii. Us(C) C P (Us(¢)), e n > ng, para todo ¢ € N.

Temos que

AP (S5(60)),0) = d (Ph(S5(0.)).0)

IN

logo
Py (55(0n)) C Ba(0) (4.1)

para todo n > ny.
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Denotemos Il a restricio de I, para Ss(0,) de iii. e de (4.1), temos que a aplicagdo
I1, esta bem definida no conjunto P4 (Ss(6,,)) = Pa=(1I71(S5(0))) e

[Py (S5(6))) < S5(6).

Assim, temos que a aplicacdo IT, o P o TI7! : S5(A) — S5(f) tem um ponto fixo 6y tal

que, de acordo com a construcao, satisfaz
0o € Us(Ps~(60)) N Ba(6),
e entao
Us(6o) = Us(Py™ (60)) € Py (Us(6h))

por iii. Logo, a aplicacao
p;k” : Ua(eo) — Ug(@o)

tem um ponto fixo #; e como Py é a aplicacao de Poincaré, temos que a 6rbita de 6, é
periddica. Ja que « é arbitririo e os pontos nao errantes sao densos, entao as orbitas

periodicas também sao densas. O



Capitulo 5

Decomposicao Hiperboélica dos fluxos
simpléticos com decomposicao

dominada

Neste capitulo iremos estudar fluxos simpléticos com decomposicao Lagrangiana.
Mostraremos que tais fluxos tém decomposicao dominada se e s6 se tém decomposicao
hiperbolica. De fato, toda decomposicao hiperbolica é dominada. Em geral, a
reciproca nao é verdadeira, mas ela serd com as hipoteses deste fluxo. Para isso,
primeiro mostraremos que tais fluxos com decomposi¢ao dominada sao quase-Anosov, logo
mostramos que os quase-Anosov sao hiperbolicos. Os resultados sao devido a Contreras
[7], [9] e [10]. Comecamos estabelecendo as defini¢oes que precisamos, lembrando a se¢ao
2.4 de capitulo 2.

5.1 Definicoes Prévias

Nestas secao daremos todas as definicoes prévias. Para isso, considere sempre > uma

variedade Riemanniana compacta e considere também o fluxo {¢;} de X.

5.1.1 Definig¢ao. Seja X um subconjunto V,-invariante de X, sem singularidades. Uma

decomposicao P -invariante de T :
Tp3: = Sy @ U,
para todo 6 € X, € dominada se existem 0 < 6 <1 eT >0, tais que

1D (60)| g I D% (O], I <5

)
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5.1.2 Definicao. Seja X wum subconjunto compacto -invariante de X. Uma

decomposicao Y -invariante de T :
TyY = E,; & Ey,

para todo 0 € X, € hiperbolica se existem C >0, 0 < X\ < 1 tais que
1. ||Dyy(0) < CN; para todot >0 ef € X,

2. ||Dwt(9)|Eg|| < CX 7Y para todot <0 ef e X.

5;

Quando X =X o fluxo é chamado Fluxo de Anosov.

Nao ¢ dificil mostrar que toda decomposicao hiperbolica ¢ dominada, mas a reciproca
nao é verdadeiro em geral. Para o reciproco, precisamos de mais condicoes. Assim,

primeiro estabeleceremos mais definigoes.

5.1.3 Definic¢ao. Seja X um subconjunto de 3. Dizemos que o fluzo {{,} €é Quase-Anosov
em X se

sup | Dyu(6) - ] = +o0,

teR
para todo 6 € X e v € Ty,

Dotemos ¥ de uma forma simplética €2, i.e., (X, ) é uma variedade simplética.

5.1.4 Definigao. Dizemos que o fluzo {1} € um fluzo simplético se 1y : X — X é uma

aplicacao simplética, para todo t € R.

Na verdade {¢;} & um cociclo, mas nosso caso chamaremos de fluxo, dado que pode
ser visto como um fluxo esquecendo a direcao de seu campo de vetores. Além disso, no
Capitulo 6 onde usamos os resultados deste Capitulo, o X vai ter dimensao par, assim faz
sentido usar variedades simplécticas.

Agora vamos definir o espaco Lagrangiano e a decomposicao Lagrangiana de espacos

simpléticos.

5.1.5 Definigao. Seja (R?™,w) um espago simplético linear. Dizemos que X C R?™ é um

subespaco Lagrangiano se

1. dimX =n, ¢

2. para todo u € X, temos que w(u,v) =0 se, e somente se, v € X.

Assumiremos como certo o seguinte resultado, que caracteriza os espacos Lagrangianos:
5.1.6 Lema. Um subespaco X de (R*",w) é Lagrangiano se, e somente se,

1. w(u,v) =0 para todo u, v € X e
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2. existe um subespaco Y de R*™ tal que X DY = R*" e w(u,v) = 0 para todo u, v € Y.
5.1.7 Definicao. Sabemos que (X,Q) é um espaco simplético.

1. Seja A C X. Uma fibra Lagrangiana sob A € uma aplicacdo que associa a cada 6 € A

um Ly subespaco Lagrangiano de Ty, i.e.,

0 — L,g.
2. Uma decomposicio Ty = So d Uy sob A € Lagrangiana se 0 — Sy e 0 — Uy sao
fibras Lagrangianas sob A.

Nas secoes restantes, assuma sempre que Y é uma variedade Riemanniana e simplética,

e também que {¢;} é um fluxo simplético de 3.

5.2 Fluxos Quase-Anosov

Agora podemos enunciar o resultado principal deste capitulo.

5.2.1 Proposigao. Seja X C X um compacto V;-invariante sem singularidades. Se a
decomposicao
Ty = Sy Uy,

para todo 60 € X, é Lagrangiana, continua e i-invariante, entdo a decomposi¢io €

dominada se, e somente se, a decomposicao € hiperbolica, onde
1. Sy € uma contracao para frente de i, e
2. Uy € uma contracao para tras de 1.

Note que, das definicoes, é facil mostrar que toda decomposi¢ao hiperbolica é
dominada. No6s s6 mostraremos a outra implicacao. Nesta secao mostraremos que, nas
condicoes da proposicao 5.2.1, todo fluxo com decomposicao dominada ¢ um fluxo quase-

Anosov.

5.2.2 Observacao. Da definicao da decomposicao dominada, temos que para k € N e
0e X,

[D0k=(0)] 5, I - 1DY ke (D)5, II = ID¥(O)] 5,1 - !IDw’iT(t/)f(G))!UW)\I
= (DY) ) I - (DY (¥ (0], )]

IN

Uyiti ()

k—1
[LIDe-wn@)]s,, - 1D%- (7 0))]

k—1
AT

IA
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e assim, temos que

hm |Dwk‘r }S H |D¢ k7<wk'r H =0

M%T(m

Da observagao acima temos o seguinte lema:
5.2.3 Lema. Seja a decomposicao Tp> = Sy B Uy dominada sob o subconjunto X de 3.
Temos que para cada 0 € X :

1. 06 [ D6(6)] - 1 DV-1(4(6)

’Uw<e>|7oe

2. gg | Dy (10— (0)) | - ”D¢7t<9)|U9” = 0.

O seguinte lema é de suma importancia para obter que o fluxo seja Quase-Anosov.

‘Swfae)

5.2.4 Lema. Sejam 6 € X e (tx) C R tal que klim ty = +00. Temos que
—00

1. Se liminf || Dy, (¢—y 6))‘5 | =0, entdo para todo s € Sy \ {0},
l—o0 Y, (6)
limsup | Dy, (0) - 8| = +o0. (5.1)
k—ro0

2. Se lilm inf || Dy_, (Y1, (0)) | =0, entdo para todo u € Uy \ {0},
—00

‘thk, (0)

lim sup | D)y, (0) - u| = +o0. (5.2)

k—o0

3. Considere o conjunto
By = {v € TyX : sup | DYy(0) - v|] < +00}.
teR

Se as condigoes (5.1) e (5.2) cumprem-se, entao By = {0}.

Demonstracao. Do Lema 5.2.3 temos que

i (D3, (6)] g, |- 1DV, (W )], [ =0 (5.3)
e
lim [ Dy, (v, (0))] Sy, oI 1D0-(0)] I = 0. (5.4)
Temos que

1. Se s € Sy \ {0}, entdo

|s] e o DYy (9, (0)) - Dby, (0) - 5
e TN E B N R
< liminf [[Dyy (v, (6))

= 0.

|Sw_tk ) |
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2. Seu e Uy )\ {0}, entao

|

| D1, (401, () - D, (6) - u|

liminf —————— = liminf
k—o0 |D77Z}tk (9) : u| k—o0 |D¢tk (0) : u|
< timinf DY (0 (6)],, |
= 0.

3. De (5.1) e (5.2) temos que By N Sy = {0} e By N Uy = {0}.
Seja v =s5+u € Ty = Sy & Uy, tal que s # 0 e u # 0. De (5.3) temos que

| DY, (0) - 5| | _ DY (0) - sl DYy, (1,(0)) - Dby, (6) -
5] | DY, (0) - u| 5] | Dby, (0) - u

— 0,

quando k — oo, e portanto

. [Diy, (0) - 5|
lim ———=— =0.
k=00 | Dy, (0) - ul
Usando (5.2), temos que
liglsup | D)y, (0) - v| > liinsup(|D1/ztk(9) ~u| — | Dy, (0) - 8]) = +o0. (5.5)
—00 —00
Entao v ¢ By.
[
Considere

Gy = {5 € Sy : Yu € Uy, Q@(ﬁ,u) = O},
Uy = {u € Uy:Vs €S, Qg(u,ﬁ) = 0}

Nas condigoes da Proposicao 5.2.1, temos que se s € &y, como Uy é um subespaco
Lagrangiano, para u € Uy, temos que {y(s,u) = 0, entdo s € Uy. Logo s € SyNUy = {0},
e portanto & = {0}. Analogamente temos que 4 = {0}.

5.2.5 Lema. Assuma as condi¢oes da Proposi¢ao 5.2.1. Se € X ev € TpX\ {0}, entdo
sup | DYy (0) - v| = +o0.
teR

Le., o fluro {Y,} é Quase-Anosov em X.

Demonstragao. E suficiente mostrar que By = {0}, onde o conjunto By é definido em 3.
do Lema 5.2.4. Seja u € Uy \ {0}. Como Ly = {0}, existe s € Sy tal que Qy(s,u) = 1.

Assim, para k € N, temos que

1= Qy(s,u) = Qo(Dy(0) - 5, D (0) - w) < |Dy(0) - 8] - [Depie(6) - ul,
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lembre que ¢/, é uma aplicacao simplética, donde segue que

lilgn inf | DYy (0) - 8| = 0 = lim sup | D)y (0) - u| = +o0. (5.6)

k—o0

De (5.3), temos que

[Dye(0)-s| [ |Dyw(0) - 8|  [DY_i(9k(0)) - Dipi(6) -
5] [ D (0) - 5] | D (0) - u

— 0, (5.7)
quando k — oo, de modo que

lilgn inf | D(0) - 8| > 0 = limsup | DY (6) - u| = +oo. (5.8)
—00

k—o0

De (5.6) e (5.8), temos que

lim sup | Dy (0) - u| = 400, (5.9)

k—o0

para todo u € Uy \ {0}. Analogamente temos que

lim sup |Dv_4(0) - 5| = 400, (5.10)

k—o0

para todo s € Sy \ {0}. Entao por (5.9), (5.10) e 3. do Lema 5.2.4 temos By = {0}.

5.3 Prova da Proposicao 5.2.1

Nesta secao mostraremos que, nas condicoes da Proposi¢ao 5.2.1, o fluxo Quase-Anosov
tem decomposicao hiperbolica.
Considere
E; ={veTpx: sup | Dy () - v| < 400},

Ey :={v € Tp% : sup | DyY_4(0) - v| < +00}.
£>0
Usando o Lema 5.2.5, temos que Ej N Ej = {0}, para todo 0 € X.

5.3.1 Lema. Assuma as condigoes da Proposicao 5.2.1. Se 6 € X, entao Ej = Sy e
Ef = U,.

Demonstracao. Fixe 0 € X e sejau € Ug N E; \ {0}. Temos que (5.9) contradiz o fato
que u € Ej, donde segue
UgNE; ={0}.
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Analogamente, tem-se que Sy N £} = {0}.
Seja v € Ej\ {0}, com v =s5+u € TpX = Sy @ Uy, e suponha que u # 0. Se s = 0, entdo
v=u€ UyNE;\{0} o que é uma contradi¢io. Se s # 0, entdo (5.5) contradiz o fato que

v € Ej. Assim, temos que u = 0, logo v = s € Sy, e portanto
E; C Sp.

Analogamente tem-se que Ej C U.
Por outro lado, suponha que existe v € Sy tal que v ¢ Ej. Assim, existe (tx) C RT com
lim ¢, = oo, tal que
k—o0 )

lim [Dyy, (0) - v| = +o0.

k—o0
Defina s; € [0, tx] por

| D)5, (0) - v] = max |Dyx(6) - v,

0<t<ty,
¢ bem definida devido ao Lema 5.2.5. Entao | D, (0) - v| > | Dy, (0) - v| — 400 quando
k — o0, logo

lim s, = +o0.
k—o00

. s5. (0)-v
Sejam uy = %ﬁ%, O, = 15, (0). Para —s;, <t <0, temos que
Dy (0y,) - D, (0) - Dy, (0) -
| D1y, (0) - v] | D1y, (0) - v]
Como X é compacto e |ug| = 1, tomando subsequéncias, temos que 6, — 6 € X e

up — u € TpY quando k — oo. Note que |u| = 1. Entao
|Dy(0) -u| <1 para todo t <0.
Usando a continuidade de 6 — Sy, temos que
uekli_{]cf)loSgkﬂEg:SgﬂEg C Sy NUy =A{0}.

Isso contradiz o fato que u # 0, e assim temos que Sy C Ej.
Analogamente tem-se que Uy C Ej.
O

Do Lema 5.3.1 temos que Sy vai ser o espaco estavel e Uy vai ser o espaco instavel na

decomposicao hiperbolica, para cada 6 € X.
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5.3.2 Lema. Assuma as condi¢oes da Proposicao 5.2.1. Eriste C' > 0 tal que

< C,

sup || Dv(0) | e
t>0 0
para todo 0 € X.

Demonstracao. Suponha que a conclusao é falsa. FEntao para todo k& € N existem

Op € X, t), > 0 e v, € B com |vg| = 1, tais que
sup | Dy, (0y) - vg| = +00. (5.11)
k>0

Como vy, € Ej, , temos que sup | D, (0y,) - vg| < +00. Tome s, > 0 tal que
s>0

D (66) el > 5 sup [ Dn(6) )| > 5] Do (65) - i

s>0

De (5.11), temos que klim sk = +00. Sejam Uy 1= ), (0k) €

—00

Wi — D¢sk(9k) * Uk
© D, (0k) - il

€ B,

Entao |wg| =1 e se t > —sy, temos que

| Dy (V) - Dbs, (O) - vie]
| D, () - |
|D¢t+sk(9k) : Uk|
| Dts, (0k) - ]
Q‘Dthrsk(ek) : Uk\

T (D (0k) - onl
< 2

| Dty (V) - wi|

Como |wg| = 1 e ¥ € X, existe uma subsequéncia (9, wg) — (¥, w) e teriamos que
Ve X, we Ny, lw=1,e
| Dy (9) - w| < 2,

para todo t € R. Assim 0 # w € By = {0}, o que é uma contradigao.

Com o seguinte lema concluimos que a decomposicao é hiperbolica em X.

5.3.3 Lema. Fuxiste t > 0 tal que, para todo 0 € X,

1 1
<5 o IDEOlgl <.

ID6)le;1 < 5 .

Ej
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Demonstracao. Como as duas desigualdades mostram-se da mesma maneira, s6
mostraremos a primeira. Suponha que ela seja falsa. Entao existem 6, € X, v, €

Ej , |vg| =1 tais que
' 1
| Do (Or) - vk | > >

para todo k € N. Sejam ¥y, := ¥y (0x) e wg := Dy(Yy) - v Usando o Lema 5.3.2, temos
que % < |wg| < C, para todo k € N e

| Dy (9y) - wi| = Doy (Or) - Db (Ok) - vi| = [Dria (k) - vi| < C,

para todo t > —k. Como X é compacto, existem uma subseqiiéncia convergente de

(O, wi) — (9, w), e temos que ¥ € X, w € Ny, |w| > 1 e
| D (9) - w] < C,

para todo t € R. Como antes, isso é uma contradicao.



Capitulo 6

Fluxos Geodésicos em Superficies

Robustamente Expansivas

Neste capitulo nos iremos estudar fluxos geodésicos de superficies compactas e
mostraremos que tais fluxos sdo de Anosov se, e somente se, sao C'-robustamente
expansivos. Nossa principal reférencia é Ruggiero [22].

Usaremos sempre que M ¢ uma variedade completa, e G¥M denotara o conjunto das
métricas Riemannianas de classe C*. Para cada ¢ € G¥M, denotemos SM = SM9I o
fibrado tangente unitario, ¢; = ¢ o fluxo geodésico definido em SMY e G = GY9 o campo
geodésico definido em SMY.

Lembremos que cada g € G¥M gera uma outra métrica Riemanniana no fibrado
tangente T'S MY chamada a métrica de Sasaki, i.e., T'SM ¢é uma variedade Riemanniana.
Dado 6 € SMY, sabe-se que Nj é perpendicular a dire¢ao do fluxo no ponto 6 e lembre
que é invariante pelo fluxo geodésico {¢7}.

Sejam g € GFM e X C SMY compacto e ¢J-invariante. Dizemos que X é hiperbolico
se N9 tem uma decomposi¢cao hiperbolica sob X. Quando X = SMY o fluxo é chamado
Fluxo de Anosov.

Denotemos por:
1. €¥M o conjunto das métricas g € G*M tais que o fluxo geodésico ¢! é expansivo.

2. A(M) o conjunto das métricas g € G¥M tais que o fluxo geodésico ¢J é de Anosov.

6.1 Orbitas Periédicas Hiperbélicas

Nesta se¢ao iremos estudar o conjunto int(€2M) e mostraremos que toda orbita periodica
é hiperbolica para métricas nesse conjunto. Para isso precisamos de algumas propriedades

simpléticas da aplicacao de Poincaré.
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Denotemos por Dif f(R*", wy) o espago dos difeomorfismos simpléticos em R?*". Para

k inteiro nao negativo fixo, dados f, g € Dif f(R*",wy), dizemos que
f ~r g se os polinomios de Taylor de grau k em zero sdo iguais.

A relacdo ~j é uma relacao de equivaléncia. Definamos o k-jet de f como a classe de
equivaléncia de f € Dif f(R* wp) e o espago dos k-jets simpléticos, denotado por J¥(n),
como o espaco quociente de Dif f(R?", wy) pela relagdao de equivaléncia ~; quando k = 1,
podemos identificar J!(n) com Sp(n).

Dizemos que @ C J¥(n) é invariante se

o - Q "0 = Q7
para todo o € J¥(n). Devido a Klingenberg e Takens [14], temos o seguinte.

6.1.1 Teorema. Seja Q C J¥(n) aberto, denso e invariante. Entao a sequinte propriedade
Pg é C* genérica em G*M : o fluzo geodésico de g tem a propriedade Pg se a aplicagio

de Poincaré de toda drbita periodica pertence a Q.

Tambem podemos mostrar este resultado via os métodos do Capitulo 3, trocando a
seguinte propriedade: a parte linear da aplicagao de Poincaré nao tem autovalor igual a
1, pela propriedade: a aplicacao de Poincaré pertence a ().

Enunciaremos outro resultado devido a Klingenberg [13].

6.1.2 Lema. Sejam U C R?*" wma vizinhanca aberta de 0 € R*, e P : U — U um
difeomorfismo simplético com P(0) = 0. Se P = DP(0) e

VS @ Vu @ VC@

¢ uma decomposicio em soma direta de R*" em subespacos estdvel, instdvel e central,
respectivamente, com respeito a P, entdo ezistem variedades mergulhadas em R?",
We, W e W, onde dim(W?) = p, dim(W") = p e dim(W*) = 2q, tais que

ToW* =V, ToW" =V ¢ TyWe™ = Ve,

Elas sao chamados variedades estdvel, instdvel e central respectivamente.
Se P ¢ de classe O, as variedades sio de classe C* e enquanto W* e W sdo tnicos,

Wee em geral nao € unico.

Assim, temos que a aplicacdo de Poincaré de uma orbita periddica, existe uma
variedade central (que pode ser um ponto) da mesma classe diferencial que a aplicagao.

Chamemos de P, a restricao de P a W*.
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Definamos a aplicacao do tipo twist. Para isso temos que dar algumas defini¢oes

prévias.

6.1.3 Definicido. Seja P uma aplicacdo linear simplética.  Sabemos que tem 2n
autovalores (contando multiplicidade), um conjunto de n sao chamados autovalores
PTINCIpais se:

p € autovalor principal se
1 |p| <1 ou

2. p = exp(2mia) com 0 < a < 1/2 e aqui vamos dar apenas metade do p em caso
a=0oua=1/2

Dizemos que P € elementar se seus autovalores sao todos distintos.

Seja N um inteiro positivo, dizemos que P ¢ N-elementar se um conjunto {p1, ..., pn}

de autovalores principais de P satisfaz a sequinte condicao. Se kq, ..., k, sdo inteiros com

1< > . |kjl <N, entdo
k-
Hpjj 71
J

Note que l-elementar diz que 1 ndo é autovalor de P, enquanto que 4-elementar diz
que nao existem autovalores que sao raizes da unidade de ordem < 4 e que nao existe
autovalores com multiplicidade maior que 1.

Daremos o importante resultado devido a Birkhoff.

6.1.4 Lema (Forma Normal de Birkhoff). Seja P como no lema anterior de classe C' e
de classe C° na origem. Assuma que P tem s6 autovalores de mddulo um e é 4-elementar.
Entao existem coordenadas complexas-conjugadas simpléticas real analiticas (z,Z) perto

de zero tais que
()% = 2 exp 2mi (ak - Z blezl> + w¥(2, 7).
!

Aqui, w*(2,%Z) € de classe C* com derivada nula até ordem 3 em zero, a* e bf sio reais
com pp = exp(2mia®) um autovalor principal. Se escolhemos a* estritamente crescente,
a matriz (bf) é unicamente determinada. Em particular, a propriedade det(bf) # 0 é

independente da escolha da forma normal.

Com as notacoes anteriores, note que P, satisfaz as condicoes da forma normal de
Birkhoff.

6.1.5 Definigao. Dizemos que P : R* — R?*" com P(0) =0 é do tipo twist se

1. P ¢é ndo hiperbdlico,
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2. P ¢é elementary,
3. P é j-elementary,
4. Se
(1) = exp2mi (ak + Z bfZl§l> +wk(z,2),
!
€ a forma normal de Birkhoff de P.., temos que det(bf) £ 0.

Note que 1., 2. e 3. sdao Cl-genérico, e 4. & C3-genérico. Uma consequéncia do

resultado de Klingenberg e Takens [14] ¢ a seguinte.

6.1.6 Lema. Sejam Oy uma drbita periddica, vo(t) = m o ¢(0) a geodésica, e Py
a aplicacdo de Poincaré. Se Py tem 2q autovalores no circulo unitdrio, entio numa
vizinhanga tubular arbitrariamente pequena de vy existem perturbagoes arbitrariamente
pequenas de g suportadas nessas vizinhancas tais que, para as métricas perturbados g
ainda é uma geodésica, a aplicacio de Poincaré associada é C3-perto de Py e sua restricao

para Wg¢ é do tipo twist.

Por outro lado, temos a versao geral do Teorema do Ponto Fixo de Birkhoff-Lewis,
devido a Moser [18].

6.1.7 Teorema. Se P : R?*" — R** P(0) = 0 é um difeomorfismo simplético local do
tipo twist sem parte hiperbolica, entao em toda vizinhanca de zero existem infinitas orbitas

periodicas. O nimero de orbitas periodicas de periodo < k € finito para todo k € N.
Agora mostraremos o resultado principal desta secao.
6.1.8 Proposigao. Se g € int(E2M), entao toda drbita periddica é hiperbdlica.

Demonstragdo. Provaremos por absurdo, i.e., suponha que existem g € int(E2M) e
0 € SM tais que a Oy Orbita periddica é nao hiperbdlica. Entao sua aplicagao de Poincaré
Py & nao hiperbolica, isto é, sua parte linear tem algum autovalores em S'. Denotemos
Py por P. Aplicando o Lema 6.1.6 a P,., existem perturbacoes arbitrariamente pequenas

gn de g e uma sequéncia Oy de orbitas periddicas do fluxo geodésico de g,
(b? : (SM7ng) — (SM7gn)

tais que ¢;(#) é uma orbita periodica de ¢} para todo n € N. Além disso, paran € N e

€ > 0 fixos, do Teorema 6.1.7 temos que existe my € N tal que se m > my, entao

dy, (95 (0m), 93 (0)) <

DO ™
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para todo s € R. Logo,
sup dg, (& (0n), 05 () < &

seR

e portanto,
lim supdy, (¢%(6,), ¢5(60)) = 0.

m—00 scR

Entao g, ¢ &2M para todo n € N, o que é uma contradi¢ao pois g € int(E2M).
]

Denotemos por F%M o conjunto das métricas g € GFM tais que existe uma vizinhanca

V de g, com toda orbita periodica de ¢} hiperbolica para todo h € V.
6.1.9 Corolario. int(E*M) C F' M.

Demonstragao. Se g € int(E'M) entao existe uma vizinhanca V de g tal que V' C &' M. Se
h € V, pela Proposicao 6.1.8 toda orbita periodica de ¢ é hiperbélica, e entdo g € F* M.
]

6.2 Teorema Principal

Nesta secao enunciamos e mostramos nosso principal resultado deste capitulo, onde
fazemos uso dos Capitulos 4. e 5. Dado g € GFM fixo, denotamos por P(g) o conjunto
de todas as orbitas periddicas do fluxo geodésico ¢f. Note que da métrica de Sasaki e da
forma simplética () definida na secao 2.4 segue que SMY ¢ uma variedade Riemanniana e
simplética.

Nos aceitaremos o seguinte teorema, devido a Mafie [17].

6.2.1 Teorema. Se g € int(E2M), entio existe U vizinhanca de g e constantes K > 0,
D>0e0< <1, tais que

1. Seh e U e O € P(h) tem periodo minimal, T > D, entdo

k—1
1106 (6 @) I < X
=0

d’liD(G)

k—1
[T1De% (! (9)) ( )Hh < KX,
i=0 0

ot
onde E5 @ Ey © By = TySM € uma decomposicao hiperbolica para ¥ € Oy, e onde
T

k= [5} e By € a direcao do fluzo no 9.

2. FEziste uma decomposicao continua para TySM = Fj & F}' ® Ep, para 0 € P(g) com

1Dép(6)

D660y <A

Fg
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Além disso, F; = Ej, F} = Ey se 6 € P(g).

Observe que 2. do Teorema 6.2.1 diz que Nj tem uma decomposi¢gdo dominada sob

P(g). A fim de utilizar os resultados do Capitulo 5., mostraremos que as aplicagoes

O— Ly e 0+— Ff

sao fibrados Lagrangianos sob P(g).

6.2.2 Lema. Temos que 0 — F; ¢ uma fibra Lagrangiana para 0 € P(g).

Demonstra¢ao. Ja que a fibra é continua em P(g) s6 mostraremos que a fibra é

Lagrangiana em P(g). Sejam Oy uma o6rbita periédica com periodo minimal 7" > 0 e
F3.0) @ Fouo) @ Eovio) = To,i0)SM
a decomposi¢do. Lembre que existem K () > 0e 0 < A(f) < 1 tais que

L. |D¢(0) - u| < K(O)A(0)!|u|, para todo t > 0 e u € Fj = Ej e

2. |D¢y(0) - v| < K(6)A\(0) v, para todo t > 0 e v € Fj' = E.

Afirmagao Ej e Ej sao perpendiculares a Ejy, para todo 6 € P(g).

Prova da afirmagao. Se uw € Ej é da forma v = a + 3, onde o € Ny e 8 € Ey, como
D¢(0) - (Ng) = Ng,0) € Dpu(0) - Gog = Gy, entao Dy(0) - (Eg) = Ey, ), além disso

como Gy = Gpa) = {v,0}, temos que

D (0) - Golo = |Goyarlo = {5(t), 0o = |75(t)p = |v]p = [{v, 0}]s = |Galo,

onde | - |gp ¢ a norma da métrica de Sasaki no fibrado tangente SM e | - |, ¢ a métrica
Riemanniana na variedade M. Assim, temos que |Dgy(0) - v|g = |v|g para todo v € Ej.
Logo,
[D@u(0) - ulg = [Dée(0) - alg + [De(0) - Blg > [De(9) - Bl5 = |Bl5-
Assim,
< li . =
8o < lim_[D6y(6) -uly = 0.

e desta forma E; C Ny. Entao Ej é perpendicular a Ey. O resultado para Ej é analogo.
O
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Ja que J é uma isometria, temos que | D¢y (0)-u| = | T (D¢y(0)-u)|. Assim, se u, v € Ej

temos que

Q(u,0)] = |Q(Dd1(0) - u, DHi(0) - v)| = [(DPi(0) - u, T (Ddi(6) - v))|
[Dpu(0) - ul - | T (Dpe(0) - v)| = [Dpe(0) - ul - | Dpi(6) - v
< K(O)*X0)*|u| - |v], para todo t > 0.

IA

Logo,
1Q9(u,v)] < lim K (0)*X(0)*|u| - |v| =0,
t—+o0

e entdo Qy(u,v) = 0, para todo u, v € Ej. Analogamente temos que Qy(u,v) = 0, para
todo u, v € Ej. Usando o Lema 5.1.6 para X = Ej, Y = E} e (Ng, Q) concluimos a
prova do lema.

]

E claro que W & compacto e ¢f-invariante em SMY. Como o campo geodésico
GY nao tem singularidades e pelo Lema 6.2.2, temos que Nj tem uma decomposi¢ao
Lagrangiana e continua sob W Além disso, por 1. do Teorema 6.2.1, temos que a
decomposicao Lagrangiana de Ny ¢ ¢f-invariante. Assim, pela Proposi¢do 5.2.1, para
X = W, Sp = Fj e Uy = Fy', temos que Ny tem uma decomposigao hiperboélica sob

P(g), de modo que P(g) ¢ um conjunto hiperbolico. Portanto, temos mostrado o seguinte.

6.2.3 Teorema. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Se g € int(E*M), entdo P(g)

¢ um conjunto hiperbélico.

Até agora nos nao falamos da dimensao, de modo que todo o feito vale em qualquer
dimensao. Agora vamos supor que (M, g) é uma superficie compacta, i.e., uma variedade

Riemanniana compacta de dimensao 2. Vamos enunciar nosso resultado principal.

6.2.4 Teorema (Teorema Principal). Se M é uma superficie compacta entao

int(E*M) = A(M).

Demonstracdo. Seja g € int(E2M), pelo teorema 6.2.3, temos que W é um conjunto
hiperbolico. Por outro lado, denotemos por €2(g) o conjunto de pontos nao errantes do
fluxo geodésico ¢f. Sabe-se que existe uma medida em SM, chamada medida de Liouville,
a qual deixa invariante o fluxo geodésico. Nestas condigoes podemos usar o Teorema de
Recorréncia de Poincaré para mostrar que SM = @, i.e., o conjunto do pontos nao
errantes do fluxo geodésico ¢f é denso em SMY. Sabe-se que a dimensao de SMY é 3, e
pelo Teorema 4.2.1 temos que P(g) é também denso em SMY. Logo SMY é um conjunto
hiperbélico, e assim o fluxo geodésico ¢{ é um fluxo de Anosov. Entdo, g € A(M).

Reciprocamente, dado g € A(M) sabe-se que todo fluxo geodésico ¢ de Anosov em uma
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variedade compacta é expansivo, i.e., g € E2M. Além disso, pela C! estruturalmente
estavel de [3], temos que g € int(E2M), o que conclui a prova do Teorema Principal.
m



Capitulo 7

Apéndice 1: Geometria em Variedades

Suaves

Neste apéndice iremos estabelecer as principais ferramentas da geometria em variedades
suaves. Qualquer livro de geometria Riemanniana ¢ uma boa referéncia, assim como Do
Carmo [11] ou K. Burns, M. Gidea [6].

7.1 Variedades Diferenciaveis

Nesta secao iremos dar a definicao de variedade suave e suas principais ferramentas.

7.1.1 Definicao. Uma variedade suave de dimensao m € um conjunto M junto com
uma colegao de aplicagoes ¢, @ Uy, — M, com cada U, um subconjunto aberto de R™,

satisfazendo as sequintes condigoes:
1. cada aplicagcio @, : Uy — Vo, = 0o (Uy) € injetiva;

2. se Vo, N V5 # 0, entao existe uma aplicagao suave
Oas = 5 (Va N V3) — @, (Va N V)

tal que g = Qq © Oug;

3. M=, ¢a(Us).

As aplicacgoes ¢, : U, — V, sao chamadas parametrizacoes locais e as aplicacoes
inversas o, ! : V,, = U, sdo chamadas sistemas de coordenadas ou cartas.

Note que 0,5 = ¢, ops em ¢gl(vamvﬂ) CR™elg, = gpglocpa em o, 1(V,NV;) CR™,
e assim Oz, = 0;51. Quando todas as mudangas de coordenadas 6,5 sio de classe C*,
dizemos que M é uma variedade de classe C*. Por simplicidade, iremos considerar
variedades de classe C'*° chamadas variedades suaves.

Iremos supor sempre que M tem as seguintes propriedades:
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e A topologia da variedade M é Hausdorff.

e A topologia da variedade M tem uma base enumerével de conjuntos abertos.

Consideraremos sempre variedades suaves M de dimensao m e N de dimensao n.
A classe natural de aplicagoes entre variedades é a classe de aplicagbes suaves. Como

suavidade é uma condicao local, podemos expressa-la em coordenadas locais.

7.1.2 Definigao. Seja f : M — N wuma aplicagao entre as variedades suaves M e N.
Dizemos que f € diferencidvel se para todo ponto p € M existe uma parametrizacao local
¢ :U — V para M com p € V, e uma parametriza¢ao local p : U — V' para N com
f(p) € V', tal que ' o f o € diferencidgvel em ¢~ 1(p).

Dizemos que f & de classe C* se ™1 o f o p & de classe C* para qualquer escolha
de ¥ e ¢. Consideremos apenas aplicacoes de classe C'™° chamadas aplicagoes suaves.
Um difeomorfismo é uma aplicacao suave bijetiva com inversa suave. SO existem

difeomorfismos entre variedades suaves de mesma dimensao.

7.1.3 Definicao. Seja p € M. Dizemos que v € um vetor tangente de M no ponto p, se
eriste uma curva suave o : I — M, i.e., uma aplicacao suave, com 0 € I C R tal que

a(0) =p e d(0) =v.

Nao ¢é dificil mostrar que v independe da curva «. Em coordenadas locais podemos
escrever v por (v;) = (v1,...,Uy). O vetor v é unicamente determinado por suas
coordenadas locais e independente da escolha da parametrizacao local. A chave é que
a aplicacao mudanca de coordenadas é um difeomorfismo.

Denotamos o conjunto de todos os vetores tangente para M no ponto p por T,M. O

conjunto de vetores tangentes 7,M tem uma estrutura natural de espaco vetorial.

7.1.4 Proposicao. O espago tangente T,M, dotado com as operagoes de adigcdo e
multiplicacao escalar, € um espaco vetorial de dimensao m. Uma base deste espaco €

0 _0_
8x1p""’azmp
D

}, definida com respeito a alguma parametrizacao local p em torno de

Agora, consideremos o fibrado tangente T'M, a qual consiste de todos os espacos

tangentes dos pontos de M coladas de uma maneira natural, denotado por:

T™ =[] T,M.

peEM

7.1.5 Proposicao. O fibrado tangente T'M tem uma estrutura natural de variedade suave

de dimensao 2m.
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Para cada parametrizagao local ¢, : U, C R™ — V, C M em M, definimos a
parametrizacao local em T'M como &, : U, x R™ — T'M por

(Da(xiavi) = (I)a(xb vy T, V1, .- 7vm) = (pvv)a

onde p é o ponto p.(z;) € M, e v é o vetor em p cujas coordenadas locais, com respeito
a o, s80 (v;). Assim, se ¢ € V, e w € T,M entdao w = w;0;x(q). Agora podemos
considerar T'M como uma variedade suave de dimensao 2m e naturalmente obter seu
fibrado tangente TTM. Se LI C U x R™, definamos a parametrizacao local em TT M,
como O, : LI x R*™ — TT'M por

On(zs,v5, X3,&) =&,

onde £ € T(,,)TM. Assim se (q,w) € ®o(U) e n € T(quyTM entdo n = X;0;,x(q, w) +

fiaiv((L ’U}) .
A derivada de uma aplicagao suave em um ponto representa a aproximacao linear da

aplicacao perto do ponto. Seja f uma aplicagao suave das variedades suaves M e N.

7.1.6 Definicao. A derivada de f no ponto p € M € a aplica¢io Df, : T,M — Ty, N
definido por

o5, (50) =20,

onde ¢ : I — M € uma curva suave em M com ¢(0) = p.

Note que %(0) representa um vetor tangente para M em p = ¢(0), e %(O) representa
um vetor para N em f(p), ja que foc : I — N é& uma curva suave em N com
(foc)(0) = f(p). A derivada estd bem definida e é linear. Aplicando D f, para os vetores
da base padrao {0;x} de T, M, temos os vetores {D f,(0;z)} em N. NoOs expressamos esses

vetores como combinagdes lineares da base {0;y} de T,y N como

Df,(0;x) = aijaiy

para todo j = 1,...,m. A matriz n x m feita com esses coeficientes (Jf), = (a¥) é
chamada a matriz de Jacobi de f em p. As entradas da matriz dependem dos sistemas
coordenadas locais (x;) e (y;) em torno de p e f(p), respectivamente, mas seu posto é
independente deles. Os vetores D f,(0;x), j = 1,...,m, formurao uma base de Tj,) N se,

e somente se m = n e a matrix (Jf), é invertivel.

7.1.7 Proposigao. Seja f: M — N e g: N — P duas aplicacoes suaves. Entao

D(go f)p = Dgsp) o Dfy.
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Se M e N sao duas variedades suaves de mesma dimensao, uma aplicacao suave
f+ M — N é chamada um difeomorfismo local em p € M se f leva alguma vizinhanca

aberta V' de p difeomorficamente sobre alguma vizinhanga aberta W de f(p).

7.1.8 Proposigao. Suponha que M e N sao duas variedades suaves de mesma dimensao,
f: M — N éuma aplicacio suave, e p € M com Df, nao singular. Entao f é uma

difeomorfismo local em p.
Vamos agora explorar as consequéncias da derivada injetiva e sobrejetiva.

7.1.9 Definicao. Suponha que M e N sao variedades suaves e f : M — N é uma

aplicacao suave.

1. A aplicagao f é chamada imersao se Df, € injetiva para cada ponto p, isto €, o

posto da Jacobiana (Jf), € igual a m em todo ponto p € M.

2. A aplicacao f é chamada mergulho se f € imersao e € um homeomorfismo sobre sua

magem.

3. A aplicagao [ é chamada submersao se D f, é sobrejetiva para cada ponto p, isto €,

o0 posto da Jacobiana (Jf), € igual a n em todo ponto p € M.

Note que para uma imersao devemos ter m < n, para um mergulho devemos ter m =n
e para uma submersao devemos ter m > n. O seguinte teorema indica que qualquer

imersao é localmente a mesma que a imersao candnica

7.1.10 Teorema (Teorema da Imersao). Se f: M — N € uma imersao, entao para todo
ponto p € M ezistem parametrizagoes locais ¢ em torno de p e 1 em torno de f(p) tais

que

(Vo fop)(wy,...,om) = (21,...,2m,,0,...,0).

7.1.11 Teorema (Teorema do Mergulho). Se f : M — N é um merqgulho, entio a

imagem f(M) com a estrutura suave induzida por f é uma subvariedade de N.

Em particular, toda subvariedade é a imagem da inclusao canonica, que ¢é claramente

uma imersao. Toda submersao é localmente a mesma que a submersao candnica.

7.1.12 Teorema (Teorema da Submersao). Se f : M — N ¢é uma submersao, entdo para
todo ponto p € M existem parametrizagoes locais ¢ em torno de p e 1 em torno de f(p)
tais que
(W o fod) (@, s T, Tpgts oy T) = (T1,. s Tn).
Os Teoremas da imersao e submersao sao corolarios de um teorema mais geral, o

Teorema do posto. Toda variedade estd imersa em algum espago euclidiano; é um

resultado devido a Whitney.
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7.1.13 Definicao. Sejam f: M — N uma aplicacao suave e P uma subvariedade de N.

Dizemos que f € transversal a P, denotamos por f M P, se
(df)g(TyM) + Ty P = Tyg) N

para todo q € f~(P).

Se f(M)NP = () ou P = N entdo f M P. Agora temos uma das principais

caracteristicas da transversalidade.

7.1.14 Teorema. Sejam f : M — N uma aplicacio suave e P C N uma subvariedade
de N. Se f M P, entio f~'(P) é uma subvariedade de M, sempre que f~1(P) # (). A

codimensdo de [~Y(P) em M ¢ igual a codimensio de P em N.

Considere o caso especial quando M é uma subvariedade de N, e a aplicacao é o

mergulho canonico de M a N, 15, : M — N.

7.1.15 Definigao. Se M, P sao duas subvariedades de N, entao dizemos que M ¢é

transversal a P, e denotamos por M M P, se
T,M+T,P=T,N

sempre que p € M N P.
Se M NP =( entao M h P.

7.1.16 Corolario. A interseccao M NP # 0 de duas subvariedades transversais M e P

de N ¢é uma subvariedade de N. Além disso,
codim(M N P) = codimM + codimP.

Se f: X — Y é uma aplicacao continua de espacos topologicos, uma homotopia de
f & uma aplicagdo continua F' : X x [0,1] — Y tal que Fy = F(-,0) = f. Se f é uma
aplicacao suave entre duas variedades, é natural considerar a homotopia F' que é também
suave. Uma propriedade de uma aplicacao f : M — N é dita uma propriedade estavel
se para qualquer homotopia suave F' de f, existe £ > 0 tal que F; = F(-,t) tem a mesma

propriedade, para todo 0 <t < e.

7.1.17 Proposicao. A propriedade de uma aplicacao suave f : M — N ser uma imersao
(ou submersao ou mergulho) de uma variedade compacta M em uma variedade N € uma

propriedade estdvel.

7.1.18 Corolario. A propriedade de uma aplicacao suave f : M — N ser um

difeomorfismo € uma propriedade estdvel.
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7.1.19 Proposicao. A propriedade de uma aplicacdo suave f : M — N da variedade
compacta M na variedade N ser transversal a uma subvariedade P de N € uma

propriedade estdvel.

Enquanto a transversalidade é uma propriedade estavel, a nao-transversalidade é, ao
contrario, é nao-estavel. Se P é uma subvariedade de N, entao quase toda aplicacao
f:M — N étransversal a P.

7.1.20 Teorema (Teorema da Transversalidade). Suponha que M, N e S sao variedades
suaves, e F' : M x S — N € transversal a uma subvariedade P de N. Entao o conjunto

de todos os elementos s com Fs = F(-,s) : M — N transversal a P ¢é residual em S.

7.1.21 Definigao. Um campo de vetores suave X na variedade M € uma aplicacao suave

tal que todo ponto p € M associa um vetor X, em T,M.

Equivalentemente, um campo de vetores suave é uma aplicacao suave X : M — TM
tal que X (p) € T,M para todo p € M, ou também se consideramos a aplica¢do projecao
natural de M, = : TM — M, temos que m o X(p) = p. Pode-se escrever o campo de

vetores suave como
X = Ui&-x,

onde (x;) s@o as coordenadas locais, e as componentes vetoriais v; : U, — R sao fun¢oes
suaves para todoi=1,...,m.

Vejamos o Teorema Fundamental das Equagoes Diferenciais Ordinarias em variedades.

7.1.22 Definicao. Um fluzo no espaco topologico M é uma funcao continua ¢ : Rx M —

M que satisfaz as sequintes condi¢coes:

¢(0,z) = =,
P(t1 +t2,w) = o(t1, ¢(t2, 7)),

para todo ti1,ty € R e x € M. Dizemos que o fluzo ¢ define, no espaco topoldgico M, um
sistema dindmico de tempo continuo.

Dado um fluxo ¢, denotamos por ¢x a trajetoria ¢z : R — M com ¢x(t) = ¢x =

o(t,x) e ¢ o homeomorfismo (ou difeomorfismo no caso suave) ¢, : M — M com

¢i(x) = ¢ = ¢(t,z). Dado um campo de vetores suave X na variedade suave M,
definimos a equacao diferencial

dx

— = X(x).

o (z)

7.1.23 Teorema (Existéncia e unicidade de solugoes de equagdes diferenciares em
variedades). Sejam M uma variedade suave e X um campo de vetores suave em M. Para
cada p € M existe uma vizinhanca aberta (—e,€) de 0 e uma curva suave ¢p : (—e,e) — M

que satisfaz
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d

— =X

dt ¢tp beps
Gop = p.

A solugao ¢p € unica no sentido que se Yp : (=€’ ") — M satisfaz o sistema anterior,

entao ¢;p = Uyp em seu intervalo comum de defini¢ao.
A solucao depende continuamente da condi¢ao inicial p.

FEziste um intervalo aberto mazimal I, no qual a solugao ¢p estd definida. A
aplicagiao ¢ : {(t,p) | p € M et € I,} — M é um fluro local, tal que ¢(0,p) = p e
d(t1 +ta,p) = o(t1, ¢(t2,p)) sempre que ty,ty,t1 +ty € I, para todo p. Se X tem suporte

compacto (por exemplo, se M é compacta), entao o fluzo é definido globalmente em Rx M.

Denotemos
O, :={ow(p) : t €1}

a trajetoria de p. Os pontos onde um campo de vetores se anula sao notaveis: as trajetorias
correspondentes sao reduzidas a um ponto. De especial interesse sao também os pontos

cujas trajetorias retornam a sua posigao original apés um determinado periodo de tempo.

7.1.24 Definicao. Um ponto p é chamado ponto critico do campo de vetores X se X, = 0,
¢ chamado um ponto fixo do fluxo ¢ se ¢yp = p para todo t e p é chamado ponto periddico
do fluzo ¢ se ¢r,p = p para algum to > 0. A trajetoria de um ponto periddico é chamada
trajetoria fechada ou orbita periodica. O menorty com esta propriedade é chamado periodo

principal.

Seja O, = {¢:(p) : 0 <t <ty} uma orbita periddica, denotemos por D¢yp a derivada
de ¢;p com respeito & variavel p. Usando as propriedades bésicas do fluxo é possivel
mostrar que 1 é sempre autovalor de D¢y p com seu respectivo autovetor canonico X,
ie.,

Doyp - X, = X,,.

Os autovalores de D¢y, p sao chamados multiplicadores da oérbita periddica O, e dizemos
que a Orbita periodica O, ¢ nao degenerada se tem s6 um multiplicador (contando
multiplicidade) igual a 1. Em verdade, D¢y : TM — TM induz um fluxo em TM.
As equagoes diferenciais das oérbitas de fluxo ¢ descrevem o fluxo D¢ sob essa orbita.

Seja S, uma subvariedade suave de codimensao um da variedade compacta M,
transversal ao fluxo ¢ em p, ie., S, é ortogonal a X, e existe uma vizinhanca X, de
p em S, tal que se ¢ € ¥,, O, é ainda transversal a S,, e existe T'(q) perto de ¢, tal
que ¢r(q) € Ep. Em resumo, existem 7 : X, — R suave e P, : ¥, — X, tal que
Pu(q) = d1(g)(q). A aplicacdo P, é chamada a aplicacio de Poincaré da orbita O,,.
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7.1.25 Teorema. Seja X um campo de vetores suave na variedade suave M, tal que
X, # 0 em algum ponto py. Entao existe um sistema de coordenadas locais em torno de
po tal que as trajetorias do fluxo local de X, nestas coordenadas locais, sao linhas retas

paralelas.

As sec¢Oes sao mais gerais que os campos de vetores. Seja m : £ — M um fibrado
vetorial, dizemos que o é uma secdo de classe C* na fibra vetorial F, se a aplicacao
o0: M — E édeclasse C* e moo = idy;. Denotemos por I'*E o espaco de todas as secoes
de classe C* na fibra vetorial E, em particular T*(T'M) denota o espago dos campos de
vetores de classe C*. Agora, podemos definir um novo fluxo considerando o espaco de
campos de vetores de classe C*. Considere a aplicacio F' : M x R x T(TM) — M :
(p,t,X) = F(p,t,X), onde & F(p,t, X) = Xppix) € F(p,0,X) = p. Tome uma métrica
em T'M, cuja existéncia serd garantida mais a frente, e defina a norma do campo de vetores
X como || X|| = sup,cy | X, Dado a > 0, denote por I' o conjunto de todos os campos
de vetores X tal que ||X|| < a. Da teoria local de equagoes diferenciais, temos que dado
p € M existem U = U, vizinhanga de p e € = ¢, > 0 tal que F|U x (—¢,) x I'* ¢ de classe
C*. Além disso, obtemos as propriedades de fluxo F(p,t + s, X) = F(F(p,t,X),s,X) e
F(p,\t,X) = F(p,t, \X).

7.1.26 Definicao. O colchete de Lie de dois campos de vetores X e Y € o campo de

vetores suave denotado por [X,Y] e definido por

(X Y,(f) = X,(Y(f)) = Yo(X(f))

para qualquer f € C°(M).

Em coordenadas locais, se (v;(p)) sdo as componentes locais de X, e (w;(p)) as

componentes locais de Y),, temos

ij 8vj
XY = (w5 - w g ) o

E facil ver que [9;z,0;x] = 0 para todo 1 < i,j < m. E claro que [X, Y], nio s6 depende

de X, e Y,, mas também depende das primeiras derivadas de X e Y em p.

7.2 Geometria Riemanniana

Uma métrica Riemanniana é um produto interno suave definido em cada espaco tangente
da variedade. Um produto interno num espago vetorial V' é uma fungao (-,-) : VxV — R

bilinear, simétrica e definida positiva.

7.2.1 Definigao. Uma métrica Riemanniana em uma variedade suave M é uma aplicacao

g que assina a cada ponto p € M, um produto interno g, = (-, -), no espago tangente T,,M,
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dependendo suavemente de p, no sentido que, para qualquer dois campos de vetores suaves
X eY, a funcao
peM—> <XP7Y;?>I) ER

¢ suave. Se k € N, dizemos que g € de classe C* se a funcao anterior é de classe C*. A

variedade M dotada da métrica Riemanniana € chamada uma variedade Riemanniana.

Esta definicao nao depende da escolha da parametrizagao local em M. Expressamos
a aplicagdo g em coordenadas locais: se (z;) um sistema de coordenadas locais em torno
de p, a base canoénica de T,M é {0;x : 1 < i < m}. Suponha que X, = v;(p)0iz e

Y, = w;(p)0d;x sao dois campos de vetores suaves. Entao

(Xp, Yp) = vi(p)w; (p){Os, 9;).

Portanto a métrica Riemanniana em p pode-se escrever em termos das funcgoes

g”(p) = gij(xla Ce ,.I'm) = <61$, @x}

Estas funcoes formam uma matriz m x m (g;;)ij=1,..m € temos que:

-----

g11 - Jim w1
1. (X)Y) = (v1,...00) : ;

gm1 Imm W

2. gij = gji, paratodoi,j=1,...,me
3. giju;v; > 0 para todo (vy,...,v,) # 0.

Em particular a matriz (g;;) é invertivel, também denotaremos por g tal matriz. Toda
variedade suave pode ser dotada de pelo menos uma métrica Riemanniana, com ajuda da

particao da unidade:
7.2.2 Teorema. Toda variedade suave tem pelo menos uma métrica Riemanniana.
O comprimento de um vetor tangente v € T),M ¢ definido por

._ 1/2
v := (v,v)Y2.

Do ponto de vista diferenciavel, duas variedades sao as mesmas se elas sao difeomorfas.
Qualquer duas variedades sao localmente as mesmas, uma vez que suas cartas sao copias
difeomorfas de R™. Em contraste, duas variedades Riemannianas nao necessariamente

sao localmente os mesmos com respeito a suas proprias métricas.

7.2.3 Definig¢ao. Sejam M e N duas variedades Riemannianas.
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1. Dizemos que M € isométrica a N se existe um difeomorfismo f . M — N tal que
para todo u, v € T,M

{u, 0)p = {dfy (W), dfyp(v)) o)

Tal aplicacao é chamada uma isometria.

2. Dizemos que M € localmente isométrica a N se para todo ponto p € M existe uma
isometria f : U — V de uma vizinhang¢a U de p em M uwma vizinhan¢a V de f(p)
em N.

Lembremos a Definicao 1.1.2 que diz respeito a conexao afim. Podemos expressar uma
conexao afim em coordenadas locais (z;). Como Vp,,0;2 é um campo de vetores, seu valor
em cada ponto pode ser expressado como uma combinacao linear de vetores da base do
espaco tangente

As m? funcoes suaves Ffj sao chamadas os simbolos de Christoffel e eles determinam

unicamente a conexao afim. De fato, se
X = ul&m, Y = vi&x,
sao dois campos de vetores suaves, entao

VxY = Vo) (v052) = uiVa,.(v;0;x)
= ui’l}jVaixaj$ + ul-@xivjajw
= uivj(Ffj&kx)aj:I: + 10y, VO

= (uivjffj + 1;0y, Vg ) Opx.

Este célculo mostra que VxY em p depende s6 do vetor tangente X, em p e do campo
de vetores Y.

Isto mostra também que toda variedade suave admite pelo menos uma conexao afim.
De fato, dada qualquer carta, podemos escolher m? funcoes suaves Ffj como deseja, e logo
definir a conexao afim como na tultima igualdade do calculo anterior. Depois, colamos
essas conexoes afins locais usando particoes da unidade.

Lembrando a defini¢do 1.1.3 da derivada covariante e o campo do vetores paralelos ao

longo de uma curva, temos a seguinte definicao.

7.2.4 Definicao. Sejam ¢ : I — M uma curva em M e c(ty) um ponto na curva.
A aplicagio Py ey @ Tewo)M — ToypnM definida por Pewcwo)Vews)y = V (1), onde
Viito) € Teo)M, € V(1) € a tinica extensao de Vi) para um campo de vetores paralelo ao

longo de ¢, é chamada o transporte paralelo de c(to) a c(t).
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7.2.5 Proposicao (Transporte Paralelo). O transporte paralelo P etto)  TeoyM —

TeyM € um isomorfismo linear. Se V(t) é um campo de vetores ao longo da curva c(t),

Pc ¢ V t - ‘/c Dc
i Lette@V () = Vew) _ DV
t—to t—to dt

Tudo o que feito introduzido para as conexodes afins é independente da estrutura
Riemanniana. O transporte paralelo, em geral, nao preserva angulos, como no caso das
superficies. Para isto precisamos considerar conexoes afins inteiramente relacionados com

a métrica Riemanniana.

7.2.6 Definicao. Sejam V uwma conexdo afim e (-,-) uma métrica Riemanniana numa
variedade Riemanniana M. Dizemos que a conexdo afim € compativel com a métrica se
para toda curva c: I — M e todo par de campo de vetores paralelos V, W ao longo de c,

o produto interno (V,W) ¢é constante.

Isto é equivalente a dizer que todos os vetores de um campo de vetores paralelos tém
o mesmo comprimento e o angulo entre qualquer par de campos de vetores paralelos é

constante.

7.2.7 Proposicao. Uma conexao afim V € compativel a métrica Riemanniana (-,-) se,
e somente se, para qualquer curva c : I — M, e para qualquer par de campos de vetores

V, W ao longo de c, temos que

d DV DW

7.2.8 Corolario. Uma conexdo afim V é compativel & métrica Riemanniana (-,-) se, e

somente se,
XY, Z)=(VxY,Z)+{Y,VxZ),

para todos campos de vetores suaves X, Y, Z em M.

7.2.9 Definicao. Uma conexao afim V numa variedade suave M é chamada simétrica

Se

VxY - VyX = [XY],
para todos campos de vetores suaves X, Y, Z em M.

No caso em que X = gz e Y = 0z, relativo a algum sistema de coordenadas local

(2), temos VxY — Vy X = (T}, — [';)0k, enquanto [X,Y] = 0. Portanto, V & simétrica
k
3o
Considere uma superficie parametrizada em M, i.e., uma aplicacao suave s : U C

se, e somente se Ffj = [, para todos 7, j e k.

R? — M de um conjunto aberto U em R? para M. Um campo de vetores suave ao
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longo de s é uma fungiao suave que assina todo ponto (z,y) € R? um vetor tangente

Vi@y) € Tsay)M. Os campos de vetores 0, e 0, em R? sao levados pela diferencial ds

de s em dois campos de vetores suaves Js/0r = ds(0,) e 0s/0y = ds(0,) na superficie.

Dado um ponto (zg,yo) € U, considere duas curvas na superficie, z — s(x, 1), definida

para = dentro de algum intervalo em torno de xg, € y — s(xg,y), definida para y dentro

de algum intervalo em torno de yy. Para qualquer campo de vetores suave V' ao longo da
DV

superficie, definimos 7~ como a derivada covariante de V' ao longo da curva x — s(z, yo).

A derivada covariante Z—; é definido similarmente.

7.2.10 Proposicao. A conexdao afim V € simélrica se, e somente se, para qualquer

superficie parametrizada s em M, temos

D 0Os D 0Os

dr Oy  dyOz’
7.2.11 Teorema (Teorema Fundamental da geometria Riemanniana). Dada uma
variedade Riemanniana, existe uma unica conexdao afim que € simétrica e compativel a
métrica Riemanniana. Fsta conexdo afim é chamada a conexao Riemanniana da variedade

(também chamada a conexao Levi-Civita).

Os simbolos de Christoffel Ffj correspondentes & conexao Riemanniana, com respeito

a um sistemas de coordenadas locais (z;), sao

.1 (0gy  0Oga  0gi .
Fszé(gjl_i_ gir g])glk

or; x; ox;

onde (¢") é a matriz inversa de (g) representando a métrica. Esta formula também
mostra que a conexao Riemanniana é unicamente determinada pela métrica.

Agora vamos a definir curvatura de uma variedade Riemanniana e listar suas principais
propriedades. A curvatura é uma medicao da dependéncia do caminho do transporte

paralelo. Considere V a conexao Riemanniana.

7.2.12 Definigao. A curvatura Riemanniana é uma aplicacao R tal que dado X, Y e Z

campos de vetores, temos outro campo de vetores R(X,Y)Z satisfazendo
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —VxyZ.

Pela definicao da curvatura, R é suave. Em verdade R é chamado também o tensor
curvatura ja que é C*°-linear em suas variaveis e seu valor no ponto p € M s6 depende

dos vetores X, Y, e Z,.

7.2.13 Proposicao. A curvatura Riemanniana R satisfaz as sequintes propriedades,
dados f1, fo € C* e X, Xy, Xo, YY1, Y, Z, Zy, Zy campos de vetores, temos:
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1. RIX,Y)Z = —R(Y, X)Z,
9. RULX) + [oX0,Y)Z = LR(X1,Y)Z + [oR(X2,Y)Z,

4. RIX,Y) (1121 + f225) = LiR(X,Y)Z1 + f2R(X,Y)Zs.

Expressaremos a curvatura R em coordenadas. Seja (x;) um sistema de coordenadas de
pem M. Dados X, Y e Z campos vetoriais, expressamos em coordenadas: X = u‘0;, Y =

vI0; e Z = x"0),. Assim, temos que

R(X,Y)Z = u"v/w"R(9;, 0;) 0.

)

Se R(9;,0;)0, = Ri;;,0, temos que

R(X,Y)Z = u'vw*RL, 0,

ijk

e observe que da equagao acima, R s6 depende dos vetores X, Y, e Z,. Por outro

lado, usando o fato que [0;,0;] = 0, podemos expressar Rﬁjk em termos dos simbolos
de Christoffel,
Rl‘jk = F?krih - F?ksré‘h + 8iFé‘k; — ;L.

?

Fazendo

(R(0;,04)0k, 01) = Rij,

podemos deduzir que R;ji = R;‘jkghl. Mais geralmente, podemos definir a funcao
R(X,Y,Z,V)=(R(X,Y)Z,V),

onde X, Y, Z e V sao campos de vetores. E claro que essa funcao é um tensor e que em

coordenadas expressa-se como
R(X,Y,Z,V) = u'vIwks' Ry,

onde V = s!0,. Este tensor e seus coeficientes Rijiy satisfazem algumas relacoes de

simetrias.

7.2.14 Proposicao. As sequintes identidades sao satisfeitas:
1. (R(X,Y)Z,V) = —(R(Y,X)Z,V) ou Rijuu = —Rjins.
2. (R(X,Y)Z,V)=—(R(X,Y)V,Z) ou Rijiu = —Rijux-

3. <R(X7 Y)Z’ V> = <R(V7 Z)X, Y> ou Rijkl = Rklij-
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4. Bianchi: R(X,Y)Z +R(Y,Z)X + R(Z, X)Y =0 ou Rijis + Rjju + Ryiji = 0.

Para um campo de vetores ao longo de uma superficie mergulhada numa variedade
Riemanniana, o tensor de curvatura mede a nao comutatividade da derivada covariante

de segunda ordem, calculada em duas direcoes independentes.

7.2.15 Proposigao. Sejam U um conjunto aberto em R?, (t,s) € U — f(t,s) € M uma

superficie merqulhada em M eV um campo de vetores ao longo da superficie. Entao

DDV DDV:R(ﬁf E)f)v.

otds — Osot It s

Sejam p € M, v, w € T, M linearmente independentes, e 7 o plano gerado por v e w.

A area determinado por v e w é dada por

Alv,w) = VolPlwl? = (v, w)?.

7.2.16 Definicao. A curvatura seccional de M em p, determinada por mw, €

(R(v,w)v, w) .

K(r) = A(v,w)

A definicao de curvatura seccional depende do plano m mas nao depende dos vetores v
e w que geram o plano. Se m = 2, existe s6 uma curvatura seccional em todos os pontos,
que ¢ a curvatura Gaussiana. Se m > 2, a curvatura seccional de p ao longo de 7 é a
curvatura Gaussiana da superficie formada por todas as pequenas geodésicas saindo de p

com velocidade em 7.

7.2.17 Proposicao. Sejam p € M, m um plano em TpM, e U uma vizinhanca de 0 em
T,M onde exp,, € bem definida. A curvatura seccional K(m) € igual & curvatura Gaussiana

K, da superficie Sy = exp, (7 NU).

A curvatura R determina todas as curvaturas secionais K, e a reciproca também é

verdade, i.e., a curvatura seccional K determina unicamente a curvatura R.

7.2.18 Proposigao. Assuma que Ry e Ry sao dois tensores em M satisfazendo as quatro
propriedades de simetrias da curvatura, i.e., tensores de curvatura. Se (R1(X,Y)Y, X) =
(Ro(X, Y)Y, X) para todo campos de vetores X eY em M, entio Ry = Rs.

Obtemos imediatamente:

7.2.19 Corolario. Sejam R; e Ry dois tensores de curvatura em M. Assuma que para
todo p € M e todo plano m em TpM, temos que Ki(mw) = Ky(m). Entdo Ry = Rs.



Capitulo 8

Apéndice 2: Sequéncias Periédicas e

Hiperbolicidade

Na prova do Teorema 6.2.3, usamos um resultado muito interessante e importante
que obtém hiperbolicidade de um certo conjunto a partir da presenca robusta de
hiperbolicidade de orbitas periddicas. Este teorema foi mostrado por Mané no importante
trabalho [17|, onde ele mostra a conjectura da estabilidade.

O teorema de Mané foi provado primeiramente para difeomorfismos. Ele tem duas
partes, a primeira é o mesmo resultado porém no contexto linear e a segunda é o Lema
de Franks.

Vamos fazer alguns comentarios sobre a primeira parte. Note que uma 6rbita periodica
com periodo n de um difeomorfismo da origem a n aplicacoes lineares Aq,... A,,, a saber a
derivada do difeomorfismo ao longo da érbita. Como o ponto é periédico podemos pensar
nessas matrizes como uma sequéncia peridédica de matrizes com periodo n.

A definicdo de hiperbolicidade de uma 6rbita periodica se traduz como a
hiperbolicidade da matriz gerada pelo produto dos A;’s . Mais ainda, se temos um outro
difeomorfismo proximo entao a 6rbita periddica tem continuacao para este difeomorfismo
e sua derivada em cada ponto da orbita é uma aplicacao linear préxima da original. Ou
seja, para um difeomorfismo préximo temos uma outra sequéncia peridédica de aplicacoes
lineares By, ... B,. Note que o periodo ¢ o mesmo.

Assim, se todas o6rbitas periddicas de um difeomorfismo f sdo hiperbolicas, podemos
associar ao difeomorfismo uma familia, indexada pelo conjunto de 6rbitas periddicas, de
sequéncias periddicas hiperbolicas de matrizes. Mais ainda, se todas as drbitas periodicas
persistem para um difeomorfismo ¢g proximo, entao associado a ¢ temos outra familia,
indexada pelo mesmo conjunto de 6rbitas periddicas, de sequéncias periddicas de matrizes
dadas pelas continuacgoes das 6rbitas periddicas como visto acima.

Dai, é natural definir o conceito de uma familia de sequéncias peridédicas estavelmente

hiperbolicas. Isto é, definindo uma métrica natural no conjunto de tais familias, vamos
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exigir que qualquer familia proxima nesta métrica seja hiperbolica (como no exemplo do
paragrafo anterior).

Por outro lado, mesmo que em uma familia todas as sequéncias periddicas sejam
hiperbdlicas, isto nao quer dizer que as constantes de hiperbolicidade sao as mesmas para
duas tais sequéncias distintas. Quando isto ocorrer, diremos que a familia é uniformemente
hiperboélica.

A versao matricial do teorema de Mané (ver Contreras [8]) diz que se uma familia
de sequéncias periddicas estavelmente hiperboélica tem varias propriedades que familias
uniformemente hiperboélicas possuem, por exemplo dominacao. Porém, se supormos
alem disso que as matrizes dessas familias sdo formadas por matrizes simpléticas (que
& o que ocorre no caso geodésico), entdo de fato podemos garantir que a familia sera
uniformemente hiperboélica.

Sobre a segunda parte, o Lema de Franks essencialmente permite reduzir o problema
nao-linear para a sua versao linear. A versao mais simples do lema diz o seguinte: se um
ponto fixo p de um difeomorfismo f tem derivada A, e B é uma matriz muito proxima de
A, entao existe um difeomorfismo g préoximo de f que realiza B como derivada, isto é, p
ainda é um ponto fixo de g e sua derivada é B.

Outra maneira de entender este enunciado é a seguinte: considere uma vizinhanga U
de f e a seguinte aplicacdo g — Dg(p). A imagem desta aplicagdo contém a matriz A
(pois é imagem de f). Entdo o lema de Franks pode ser entendido assim: A esta no
interior da imagem deste mapa.

No caso em que estamos lidando as perturbacoes sao feitas na métrica e nao no fluxo.
Ou seja, o dominio da aplicacao semelhante ao do pardgrafo anterior é o espaco de métricas
e nao o espaco de fluxos. Isto torna a prova do lema de Franks extremamente mais
intrincada. Este problema foi resolvido por Contreras em [8].

Finalmente, o conjunto €2M se encaixa neste contexto e a hiperbolicidade deste vem
como acima. De fato, se nao podemos aplicar a versao simplética do teorema de Mané
entao existe uma familia proxima com uma sequéncia periédica nao hiperbolica. Porém,
pelo Lema de Franks, esta sequéncia estaria associada a uma orbita peridédica de um fluxo
geodésico de uma métrica proxima, contradigao com a definigao de E2(M).

No que segue, definiremos e enunciaremos estes conceitos e resultados de maneira mais

precisa.

8.1 Sequéncias Periodicas

Lembramos que uma aplicacdo linear T' : R? — R? ¢ hiperbolica se nao tem autovalores

de modulo 1, ou seja, se existe uma decomposicao R? = E* @ E* e uma constante M € N
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tais que T(E®) = E°, T(E") = E* e

_ 1
e IT]p) ™ < 5.

| 1
2

Neste caso, os subespacos E° e E" sao chamados subespaco estdvel e subespaco instdvel
de T', respectivamente.

Dizemos que uma seqiiéncia £ : Z — Sp(n) é periddica se existe m > 1 tal que
m

&ivm = & para todo ¢ € Z. Ela é hiperbolica se a aplicacao linear H@- é hiperbélica.

=1
m—1

Neste caso, os subespacos estaveis e instaveis de H §ivj a0 denotados por E$(§) e EY(),
=0
respectivamente.

Uma familia £ = {*},eq de sequéncias em Sp(n) é limitada se existe Q > 0 tal que
€4 < Q para todo a € A e i € Z. Dadas duas familias de sequéncias periodicas em
Sp(n), & = {€%aca € 1 = {N°}aca, dizemos que elas sao periodicamente equivalentes
se tém os mesmos conjuntos de indices A e para todo a € A os periodos de £% e n®
coincidem.

Dadas duas familias periodicamente equivalentes de sequéncias periédicas em Sp(n),

£ =1{&%aea € 1 ={N*}aca, definimos a distancia entre elas por:

d(&,n) = supll&y =l - v € A, m€ Z}.

Dizemos que uma familia & é hiperbolica se para todo o € A, a sequéncia periddica £ é
hiperbolica. Dizemos que uma familia periddica hiperbolica & é estavelmente hiperbolica se
existe ¢ > 0 tal que qualquer familia periodicamente equivalente 7 que satisfaz d(£,7) <
é também hiperbdlica.

Finalmente, dizemos que uma familia de sequéncias periddicas é uniformemente
hiperbdlica se existem M € Z e subespagos EF(£Y), EF(€Y), a € A, i € N tais que

§HET(EY)) = Ej,1(§%) paratodo a €A, je€Z 7€ {su}

e
M 1 M -1 1
1< B[ <5 © (H f?+j!E;<sa>> <5
=0 1=0

para todo o € A, j € Z.
Equivalentemente, existem K > 0,0 < A < 1 e subespacos invariantes £7(£%), E*(£%),
a €A, i e Z, tais que

m—

H H—]

=0

m —1
< K\™ e (H ol 5a> < K\™,

=0
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para todo a € A, j € Z, m € N. Note neste caso que a seqiiéncia £* ¢ hiperbodlica

e os subespacos E?(£Y), E¥*(&,) necessariamente coincidem com os subespacos estével e
m—1

instavel da aplicacao H Sije
=0
Com as notagoes anteriores, Contreras em [8] obteve o seguinte resultado.

8.1.1 Teorema. Se {{“},ca € uma familia estavelmente hiperbdlica de sequéncias
periodicas de aplicacoes lineares simpléticas limitadas, entdo ela € uniformemente

hiperbolica.

8.2 O Lema de Franks para Fluxos Geodésicos
Dada g € G?(M), definimos a seguinte aplicagio
K9:SM9 — 8(n)/O(n)

por K9(0) = [K], onde
Ki' = <Rg(97 ei)ev €j>7r(9)7

8(n) e O(n) sdo as variedades das matrizes simétricas e ortogonais, respectivamente,
{0,e1,...,e,} é uma base ortonormal de Tr@yM e R7 ¢ o tensor curvatura de g.

Consideremos h : 8(n)/O(n) — [0, +oo[ a fung¢ao definida por

MK = I i=2)%

1<i<j<n

onde Aq,..., A\, sao os autovalores de K.
Finalmente, considere H : G*(M) — [0, +o0] definido por

H(g) := min max h(K?(¢{(0))).

0eSM9I tE[O,%]

O seguinte resultado foi mostrado por Contreras em [8] e é fundamental na prova de

um lema do tipo Franks para fluxos geodésicos.

8.2.1 Teorema. A fungio H : G*(M) — [0, +oo] € continua, o conjunto
V:={g€g*(M): H(g) >0}

¢ aberto em G*(M) e VN G>(M) € denso em G®(M).

Sejay = {¢{(0) : t € [0,1]} um pedago de 6rbita com comprimento 1 do fluxo geodésico
@] da métrica g € G®(M). Sejam X e X; se¢oes transversais de ¢f em 6 € SMY e ¢7(0)
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respectivamente. Denotemos por P9(%g, ¥4, v) a aplicacdo de Poincaré de 3y para ;.

Podemos escolher Y e ¥; tal que a aplicacao linear de Poincaré
PI(y)(t) := DP?(Zo, X, )(0)

é uma aplicacao simplética de N := N(0) @ N(0) para N; :== N(¢7(0)) & N(¢7(0)) e

onde J é um campo de Jacobi ortogonal ao longo da geodésica mo~ e J denota a derivada
covariante ao longo da geodésica.

Fixe um conjunto de coordenadas de Fermi ao longo de mo~y. Entao podemos identificar
o conjunto de todas as aplicacoes lineares simpléticas de N, para N; com o grupo
simplético Sp(n).

Suponha que a geodésica 7 o v ndo tem auto-intersegoes em [0, 1], e seja W uma
vizinhanga tubular desta. Denotamos por G*(vy, g, W) o conjunto de métricas g € G* (M),
onde v é uma pedaco de orbita de longitude 1, g = g em ([0, 1]) e tal que o suporte de
g — g esta em W.

Dado qualquer conjunto finito de segmentos geodésicos sem auto-intersegoes F =

{m,...,0m}, definidos em [0, 1], com as seguintes propriedades:
1. Os pontos extremos de 7; nao estao contidos em W;
2. O segmento 7 o 7][071] intercepta cada n; transversalmente;

denote por G*(g, g, W, F) o conjunto de métricas g € G (v, g, W) tal que g = g em uma
vizinhanga pequena de W NUZ, n;([0, 1]).

Considere a aplicacdo S : G*(v,9, W) — Sp(n) definida por S(g) = Py(y)(1). O
seguinte resultado, obtido por Contreras em [8], é o anélogo para fluxo geodésico da parte

infinitesimal do lema de Franks. Usamos V obtido no Teorema 8.2.1.

8.2.2 Teorema. Seja go € VNG" (M), 4 < r < oo. Dado U C G*(M) uma vizinhanca
de go, existe § = 6(go, W) > 0 tal que dados g € U, v, W e F como acima, a imagem de
UnNvng (vy,g, W, F) sob a aplicagao S contém a bola de raio § e centro em S(go).

8.3 Hiperbolicidade de E*M

Dados um subconjunto A C SM e g € G™®(M), seja P(g,A) o conjunto das orbitas
periddicas v para ¢ tais que y(R) C A. Defina

Per(g, A):= | J (®),
Y€P(9,4)
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$:={g € G®(M):~ ¢éhiperbdlico, para todo v € P(g,A)},

F2(A) = intc2H(A).

Sejam g € VN F*(A) e [ o raio de injetividade de g. Para cada o € A := P(g, A)

seja T = T(a) o periodo de «, e escolha 0 = ¢y < t; < ... < t,, = T(a) tais que
tiv1 — ti € [31, 51). Entao aly, ) ¢ injetiva. Seja

N (i, a) == {v € ToySM : (v, é(t;)), = 0}. (8.1)

8.3.1 Teorema. A familia & = {£“}aecn € estavelmente hiperbilica.

Demonstracao. Se & nao é estavelmente hiperbolica, entao existe uma familia periodi-
camente equivalente 7 com d(n,&) arbitrariamente pequena a qual nao é hiperbélica.
Modificando 7, se necessario, podemos assumir que existe uma Unica sequéncia nao
hiperbélica em 7, denotada por n°.

Ja que g €V e d(&y,,Ma,) € arbitrariamente pequena, pelo Teorema 8.2.2; existe uma
métrica g, € G(M), a qual & C™, tal que g; esta C? arbitrariamente proxima de g (e
portanto g; € H(A)). Também, oy ainda é uma orbita periodica para g;. De fato, g1 = g
em a(R) (portanto o mesmo subespaco N (7, a) satisfaz (8.1) para g;). Finalmente, temos
também que

N = Dot N (i, a0) — N (i 4+ 1, ap)

tit1—t;
para todo 0 < i < m(X\g). Como n® é nao hiperbolica e ag(R) C A, isso contradiz o fato

que g1 € H(A).
O



Bibliografia

[1]

2]
13l

[4]

[5]

(6]

7]

8]

9]

[10]

[11]

[12]

[13]

R. Abraham, Transversality in manifolds of mapping, Bull. Am. Math. Soc. 69 (1963),
470-474.

R. Abraham, J. Robbin, Transversal mapping and flows, Benjamin, New York 1967.

D. Anosov, Geodesic flows on closed Riemannian manifolds of negative curvature.
Trudy Mat. Inst. Steklova 90 (1967) pp. 235.

D. Anosov, On generic properties of closed geodesic, Math. USSR Izv. 21 (1983),
1-29.

N. Aoki, K. Hiraide, Topological Theory of Dynamical Systems, Volume 52, Recent
Advances, North-Holland Mathematical Library (1994) pp. 416.

K. Burns, M. Gidea, Differential Geometry and Topology with a view to Dynamical
Systems, Studies in advanced mathematics (2005) pp. 389.

G. Contreras-Barandiaran, Partially hyperbolic geodesic flows are Anosov, Comptes
Rendus Acad. Sci. Paris Ser. T 334 (2002) 585-590.

G. Contreras, Geodesic flows with positive topological entropy, twist maps and
hyperbolicity, Ann. Math. Vol. 172 (2010) 761-808.

G. Contreras, R. Tturriaga, Convex Hamiltonians without conjugate points, Ergodic
Theory Dynamic Systems 19 (1999) 901-952.

G. Contreras-Barandiaran, G.P. Paternain, Genericity of geodesic flows with positive
topological entropy on S?, J. Differential Geom. 61 (2002), 1-49.

M. Do Carmo, Geometria Riemmaniana, IMPA, Projeto Euclides, 1979. pp. 332.

H. Hofer, E. Zehnder, Symplectic Invarants and Hamiltonian Dynamics. Basel,
Boston, Berlin: Birkhduser (1994) pp. 341.

W. Klingenberg, Lectures on closed geodesic. Grundlehren der Mathematishen
Wissenschaften, 230, Springer-Verlag, Berlin-New York, 1978 pp. 227.

87



BIBLIOGRAFIA 88

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

21]

[22]

23]

[24]

[25]

[26]

W. Klingenberg, F. Takens, Generic properties of geodesic flows. Mat. Ann. 197
(1972) 323-334.

I. Kupka. Contribution & la theorie des champs génériques. (French) Contributions
to Differential Equations 2 (1963) pp. 457-484

R. Mane, Quasi-Anosov diffeomorphisms. Lecture Notes in Math. Vol. 468 pp.27-
29.Berlin, Heidelberg, New York: Springer 1977.

R. Mafie, A proof of the C! stabilty conjecture. Publications Mathématiques de
I'THES (1987) 66,721-724.

J. Moser, Proof of a generalised form of a fixed point theorem due to G. D. Birkhoff.
Lectures notes in Math. Vol. 597 pp. 464-549. Berlin, Heidelberg, New York: Springer
1977.

G.P. Paternain, Geodesic Flows, Progress in Mathematics, 180, Birkh&user, boston,
1999.

M. Paternain, Expansive flows and the fundamental group. Tese de Doutorado. IMPA
(1990).

M. Paternain, Expansive geodesic flows on surface, Ergod. Th. Dynam.Sys. 13 (1993)
153-165.

R.O. Ruggiero, Persistently expansive geodesic flows, Commun. Math. Phys. 140(1)
(1991) 203-215.

R.O. Ruggiero, Dynamics and global geometry of manifolds without conjugate points.
Soc. Bras. Mat. Vol. 12 (2007) pp. 181.

T. Sakai, Riemannian Geometry, translation of Math. Mon. Vol. 149, Am. Math.
Soc. (1996) pp. 358.

S. Smale, Stable manifolds for differential equations and diffeomorphisms. Topologia
Differenziale. Centro Internaz. Mat. Estivo, 1 (1962), Lezione pp. 4-31 Edizioni

Cremonese, Rome.

S. Smale, The (2-stability theorem. Proc. Symp. Pure Math. 14 (1970). Am. Math.
Soc., pp. 289-298.



