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Resumo

Sobre o tipo do semigrupo associado a um sistema
viscoelastico abstrato

Juan Bladimiro Rodriguez Otazui

Orientador: Hugo Danilo Fernandez Sare

Resumo da Dissertacao de Mestrado submetida ao Programa de Pés-graduagao em Ma-
tematica, Instituto de Matematica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ, como

parte dos requisitos necessarios a obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

Neste trabalho, mostramos existéncia, unicidade e obtemos uma estimativa para o tipo
de semigrupo associado com uma equagao linear viscoélastica abstrata quando o nucleo
da memoria decai exponencialmente. Em particular, quando o ntcleo é do tipo Maxwell,
provamos que a propriedade de crescimento definida pelo espectro é valida. Além disso,
o tipo do semigrupo é explicitamente dado por uma férmula que depende dos parametros
do ntucleo e do menor valor espectral do correspondente operador elastico. Finalmente,

apresentamos algumas aplicagoes dos resultados.

Palavras-chave: Tipo de semigrupo; Sistema viscoelastico abstrato; Semigrupo Cj.
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Novembro de 2011
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Abstract

On the type of semigroup associated with the abstract
viscoelastic system

Juan Bladimiro Rodriguez Otazui

Orientador: Hugo Danilo Fernandez Sare

Abstract da Dissertacao de Mestrado submetida ao Programa de Pds-graduacao em Ma-
tematica, Instituto de Matematica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ, como

parte dos requisitos necessarios a obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

In this work we prove existence, uniqueness and obtain an estimate for the type of
semigroup associated with the abstract equation of linear viscoelasticity when the memory
kernel decays exponentially. In particular, when the kernel is of Maxwell type, we prove
that the spectrum determined growth property holds. Moreover, the type of the semigroup
is explicitly expressed by a formula which depends on the parameters of the kernel and the
minimum spectrum point of the corresponding elastic operator. Finally we give some direct

applications of the results.

Key-words: Type of semigroup; Abstract viscoelastic system; Cy-semigroup.

Rio de Janeiro

Novembro de 2011
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Introducao

Seja H um espago de Hilbert (real ou complexo). Em H consideremos o operador dife-

rencial

A:DA) CH— H, (0.1)
sendo A um operador linear, nao limitado, auto-adjunto e positivo definido.

Baseados nestas notacgoes, neste trabalho estudaremos a equacao integro-diferencial abs-

trata, definida sobre H, e dada pela seguinte expressao
u(t) + A [g(())u(t) + /OOO g (s)u(t — s)ds| =0, (0.2)
onde a funcdo g(s) é chamada de nicleo de memoria e verifica as seguintes hipéteses
(g1) g€ C?(0,00)NC[0,00), ¢ € L0, 00);
(92) g(s) >0, 4¢'(s)<0, ¢"(s) >0 paratodo s>0;
(93) g(o0) > 0;
(g4) ¢"(s) +kg'(s) >0 paraalgum k>0 etodo s>0.

Nosso interesse esta dirigido, especificamente, ao estudo do comportamento assintético
das solugoes do sistema (0.2). Nesta diregao diversos autores estudaram o sistema (0.2) sob
as hipdteses anteriores e mostraram que a energia deste sistema é exponencialmente estavel,

isto ¢, existem constantes u > 0 e M, > 0, tais que

E(t) < M,e™E(0), vt > 0. (0.3)

Cabe mencionar também que existem diversos trabalhos onde os autores consideram

hipéteses mais fracas que as estabelecidas em (g1) — (g4), nos quais sao obtidos outras taxas
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de decaimento para a energia do sistema estudado. Entre eles podemos mencionar, por
exemplo, resultados obtidos em [14, 15] onde os autores consideram nticleos com taxas de
decaimento polinomial e onde a energia decai com a mesma taxa polinomial que o ntcleo.
Para obter todos estes resultados (tanto o decaimento exponencial como o polinomial) os

autores usam técnicas multiplicativas e estimativas apriori no espaco de solugoes.

O objetivo deste trabalho é estudar o artigo de Liu K. e Liu Z. dado em [9], o qual
estabelece um resultado mais forte que (0.3). De fato, com a ajuda da Teoria de Semigrupos
Lineares estabeleceremos que o modelo (0.2) verifica a Propriedade de Crescimento Definida
pelo Espectro (PCDE)', do qual poderemos deduzir a estimativa (0.3) sem necessidade de
usar técnicas multiplicativas ou estimativas a priori para obter a estabilidade exponencial
e estabelecer um valor 6timo para a constante ;1 > 0. Para sermos mais claros, a seguir

daremos uma breve descricao do que serd feito no decorrer do trabalho.

A andlise desenvolvida em [9] estd baseada em aplicar a Teoria de Semigrupos ao modelo

(0.2), isto é, re-escreveremos este modelo na forma do seguinte problema de evolucao abstrato

au
i AU

definido em um espagco de Hilbert X de tal forma que, a norma no espago X e a energia E(t)

do modelo, estejam associados pela seguinte relacao
Lo iarr 2
E(t) = lleUollx . Uo € X,

onde {e*} >0 serd o semigrupo gerado pelo operador A.
Nestas condigbes sabemos que, a taxa de decaimento da energia p > 0 dada em (0.3),

estd associada ao Tipo do semigrupo e, definido por

In ||

wo(A) = lim

t—o0 t

Especificamente temos que, a estimativa (0.3) é verdadeira se e somente se wy(A) < 0 e,

além disso, temos que

sup{ > 0; (0.3) é verdadeiro} = —2wp(A). (0.4)

1Spectrum Determined Growth Property.



Por outro lado, seja a Cota Espectral do operador A definida por
oo(A) = sup{Re A ; A€ o(A)},

onde o(A) denota o espectro do operador A. Da teoria de semigrupos sabemos que um
semigrupo verifica a Propriedade de Crescimento Definido pelo Espectro (PCDE), quando
verifica a igualdade

wo(A) = 0'0(./4). (05)

Esta propriedade fornece um critério pratico para estabelecer a estabilidade de um pro-
blema de evolucao abstrato, ja que podemos calcular o Tipo do Semigrupo a partir do
calculo da Cota espectral do operador A. Mais ainda, ela fornece a taxa otima de decai-
mento exponencial, dada através da formula (0.4). E por isto que, de forma alternativa,
aqueles semigrupos que satisfazerem (0.5) sdo nomeados como semigrupos que possuem o
Tipo do Semigrupo Determinado pelo Espectro, ou que o semigrupo verifica o Principio de

FEstabilidade Linear.

Da Teoria Classica de Semigrupos Lineares sabemos que, em geral,
wo(A) = o0(A),

e que, também em geral, a propriedade (0.5) é falsa. Contra-exemplos podem ser vistos em
[18] e [24]. Por outro lado, a propriedade é verdadeira para uma classe regular de semigrupos,
tais como analiticos e compactos. Mais ainda existem resultados onde a propriedade continua
valida para semigrupos menos regulares, em particular, semigrupos associados a algumas
equagoes diferenciais do tipo hiperbdlico, ver por exemplo [19] ou [20].

Como mencionado anteriormente, nosso objetivo é mostrar que o semigrupo associado
ao problema (0.2), verifica a Propriedade de Crescimento Definida pelo Espectro, isto é,
verifica (0.5) para uma classe especial de nicleos de meméria g(s), conhecidos como Nicleos
do Tipo Maxwell. Mais ainda, uma vez estabelecida esta igualdade, calcularemos o valor da
constante wy(.A), para o qual usaremos a caracterizagao

wo(A) = inf{o > 09(A); sup |[(A—A)7Y| < +oo, paratodo > o}
ReA=~

dada em [17], [6]. Veremos claramente que o valor de wy(A) estard diretamente associado ao

espectro do operador abstrato A, definido em (0.1). Em outras palavras, para poder calcular



a taxa O6tima de decaimento exponencial p > 0, dada em (0.3), bastard estudar o conjunto

espectral o(A), associada ao operador diferencial abstrato (0.1).

Para finalizar, daremos uma breve descricao do que sera feito no decorrer do trabalho.
No Capitulo 1 serao estabelecidas as principais ferramentas a serem usadas nos seguintes
Capitulos. Os resultados principais sobre boa coloca¢ao do problema (0.2), assim como a
propriedade PCDE para esta equacao, serao formulados e provados no Capitulo 2. Ja no
Capitulo 3 veremos algumas aplicagoes diretas dos resultados obtidos, e concluimos com

alguns comentarios finais associados ao modelo.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo daremos algumas defini¢coes e estabeleceremos alguns resultados e notacoes
que utilizaremos no decorrer deste trabalho. Os detalhes podem ser encontrados nos livros

ou artigos mencionados nas Referencias.

1.1 Analise Funcional

Seja X um espago vetorial normado, com norma denotada por ||-]|.
Definigao 1.1 Dizemos que uma sequéncia {x,}nen C X converge a x € X, e escrevemos
T, =T, se
lim ||z, —z|| =0.
n—0o0

Definigao 1.2 (i) Uma seqiiencia {z, }nen C X chama-se uma seqiiencia de Cauchy, quando

para cada € > 0 existe um numero natural N > 0 tal que

|z — xm|| <€ para todo n,m > N.

(ii) Dizemos que X € completo quando toda seqiiencia de Cauchy em X € convergente; isto

é, se {xntnen C X € uma sequencia de Cauchy, existe v € X tal que x, — x.

(iii) O espago X € dito de Banach se ele é completo.



Definigao 1.3 Um espago de Hilbert H é um espago vetorial com produto interno (-,-) e

completo em relagdo a norma induzida ||-|| = (-,-)"/2.

Sejam E e F dois espagos vetoriais normados. Denotamos por L(FE, F) o espago dos opera-

dores lineares e continuos de E em F', munido da norma

||T||£(E,F): sup || Tz|[ .

zeB,[|lz) <1

Quando E = F escreve-se simplesmente L(F).

Teorema 1.4 (Banach-Steinhaus) Sejam E e F dois espagos de Banach e {T)\} epn uma
familia (ndao necessariamente enumerdvel) de operadores lineares e continuos de E em F.
Suponhamos que

sup | Thx|| < oo para cada z € E.
AEA

Entao

sup || Th]| < oo,
AEA

i1sto €, existe uma constante C' > 0 tal que

| Thz|| < C|lz|| para tudo x € E e para tudo X\ € A.

Observacao 1.5 Este teorema € conhecido também como Principio de Limitacao Uni-

forme.

Demonstracao: Ver 2. =

Teorema 1.6 (Teorema da Aplicagao Aberta) Sejam E e F espagos de Banach e T
um operador linear, continuo e sobrejetivo de E em F. Entao existe uma constante ¢ > 0
tal que

T(Bg(0,1)) D Br(0,¢),

onde Bx(a,r) ={y € X; |y —al| <r}.
Demonstracao: Ver 2. =

Corolario 1.7 Sejam E e F espacos de Banach el" um operador linear, continuo e bijetivo

de E em F. Entdo T—! € continuo de F em E.



Demonstracao: Ver 2. =

Defini¢ao 1.8 O grdfico de uma aplica¢io ¢ : E — F é o conjunto dos pontos (z,p(x)) €
E x F, isto é,
Glp) = {(z,y) € EX Fiy = p(x)}.

Teorema 1.9 (Teorema do Grdfico fechado) Sejam E e F espagos de Banach e T um
operador linear de E em F. Suponhamos que a grifica de T, G(T'), € fechada em E x F.

Entao T € continuo.
Demonstracao: Ver 2. =

Observagao 1.10 O reciproco é naturalmente verdadeiro, pois toda aplicagao continua (li-

near ou nao linear) tem grdfica fechada.

Observacao 1.11 No Teorema 1.9 e na Observacao 1.10 devemos ter sempre a aplica¢ao
T definida em E, isto é, T : E — F. Se T esta definida em um espago vetorial D(T) C E,
isto é, T : D(T) C E — F, entao o Teorema 1.9 e a Observagao 1.10 sao verdade desde
que D(T) seja fechado em E. Ver [8].

Denotamos por E’ ou E* o dual (topoldgico) de E, isto é, o espago das funcionais lineares
e continuas sobre E; E’ esta dotado da norma

[fller = sup [f(x)].

zeE,||z||<1

Quando f € FE' e x € X denotaremos geralmente (f, z) no lugar de f(x); dizemos que (,) é

o produto escalar na dualidade E’, E.

Definicao 1.12 Seja X um espaco de Banach e seja M C X um subespaco vetorial. Entdo
o conjunto

M+ ={fe X' (f,z) =0 para todo x¢& M}

¢ denominado ortogonal de M. No caso onde N C X' é um subespaco vetorial, entdo o
conjunto

Nt ={r e X;(f,z) =0 para todo f¢c N}

€ dito o ortogonal de N.



Verifica-se que M+ e Nt sdo subespacos vetoriais fechados de X’ e X respectivamente.

Definicao 1.13 Sejam E e F dois espagos de Banach. Denominamos operador linear de
E en F a toda aplicacao linear

A:DA)CE—F

definida sobre o subespago vetorial D(A) C E com wvalores em F. Aqui é denotado por D(A)
o dominio do operador A.

Dizemos que o operador linear A € limitado se existir uma constante C > 0 tal que

|Aul| < Cllu|| para todo wu € D(A).
Se A ¢ limitado equivalentemente A é continuo em D(A).

Definigao 1.14 Dizemos que um operador A : D(A) C E — F ¢é fechado sempre que seu
grafico G(A) seja fechado em E x F.

Definigao 1.15 (Definicao do adjunto A*) Sejam E e F espacos de Banach e
A:D(A)CE— F
um operador nao limitado com dominio denso. Vamos definir un operador nao limitado
A" DAY CF' — F

como seque:

Denotamos por D(A*), o conjunto
DA ={ve F;3¢>0 tal que |(v,Au)| <c||ul| para todo wu e D(A)}.

Claramente D(A*) é um subespago vetorial de F'. Dado v € D(A*) considera-se a aplicagao

g : D(A) — R definida por
g9(u) = (v, Au), u € D(A).
Nestas condig¢oes temos que

lg(u)| < cl|lul| para todo w € D(A).



Logo, por densidade, g admite um unico prolongamento f € E'. Definimos
A*v = f.

Claramente A* é linear. Este operador A* : D(A*) C F' — E' é chamado de adjunto do

operador A, e verifica a sequinte relacao fundamental:

(v, Au)ypr p = (A", u)p g para todo u € D(A) e para todo v e D(A").

Proposicao 1.16 Seja A : D(A) C E — F um operador nao limitado com dominio denso.
Entao A* € fechado, isto é, G(A*) € fechado em F' x E'.

Demonstracao: Ver 2. =

Teorema 1.17 Sejam E e F espagos de Banach, e A € L(E,F). Entao

ker(A*) = R(A) e ker(A) = R(A*)*.
Demonstracao: Ver [22]. =

Corolario 1.18 R(A) ¢ denso em F se e somente se A* € injetiva.

Demonstracao: Ver [22]. =

Seja H um espago de Hilbert sobre K onde K = C ou K = R. Note que para cada y € H
fixado, (z,y) = () define uma funcional linear de z, isto é, uma aplicagao linear de H
em K. Além disso, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, p(z) é limitado. Reciprocamente

temos:

Teorema 1.19 (Teorema de Representacdo de Riesz-Frechet). Seja o € H', isto é,

© € um funcional linear limitado em H. Entao existe um tunico y € H tal que

(p,x) = (x,y) para todo x € H.

Demonstracao: Ver [2] ou [13]. =
A seguinte generalizacao do teorema anterior foi dado por Milgram e Lax:

9



Teorema 1.20 (Lax-Milgram). Seja H um espaco de Hilbert, e
a(x,y): Hx H— C
uma aplicacao que verifica as sequintes propriedades:
(1) Sesquilinear: para todo oy, as, By, B2 € C e para todo x,y,z € H, temos
alonr + gy, 2) = aqa(x, 2) + asaly, 2)
a(z, fry + Boz) = Pra(z,y) + Baa(z, 2).
(ii) Continua: existe uma constante ¢ tal que para todo x,y € H, temos
la(z, y)| < cll=([llyll
(iii) Coerciva: existe uma constante o > 0 tal que para todo y € H temos
laly, y)| > ally]*.
Entao, para todo ¢ € H' existe um unico y € H tal que

(p,xy = a(x,y) para todo x € H.

Demonstragao: Ver [13]. =

1.2 Espacos de Sobolev

No que segue €2 é um conjunto aberto de R". K é o corpo dos ntimeros reais ou complexos.
Supomos conhecidos os conceitos de funcao integravel, mensuravel, conjunto de medida nula,
etc. (tudo isso no sentido da medida de Lebesgue); ver por exemplo [21]. Denotamos por

L'(Q) o espaco das fungoes integraveis sobre 2, e escrevemos

[ f]] 21 =/Q|f(:)s)|0l937

que é a norma L'(2) da funcio f.

10



Definicao 1.21 Sejap € R com 1 < p < 0o, defina o espaco

LP(Q)={f:Q—K; fémensurdvel e |f|P € L'(Q)}

1 flloe = ( / !f(x)lpd:c); |

L>®(Q) ={f:Q — K; fé mensurdvel e existe uma cte. C tal que |f(x)| < C q.s. em Q}

com a norma

Para p = oo definimos também

com a norma

| fllLee = nf{C : |f(x)| < C q.s. em Q} = supess|f(z)].

z€Q

Teorema 1.22 LP(Q) € um espago de Banach para todo 1 < p < oc.

Demonstracao: Ver 2. =

Quando p = 2, L*(Q) é um espago de Hilbert com produto interno

Teorema 1.23 (Lema de Riemann-Lebesgue) Seja f : R — C uma fungdo de L'(R).
Entao
lim [ f(z)cos(wz)dr = lim [ f(x)sen (wz)dx = 0.

Equivalentemente, pode-se escrever

lim [ f(x)e™*dr = 0.

w—r00 R

Denotamos por |a| = (a1, ag,...,a,) as n-uplas de nidmeros inteiros nao negativos e
escrevemos |a| = ay + g + ... + ay, e a! = aglas!...a,!. Denotamos também por

olal

D* =
0zt 0xy?...0x8n

o operador derivagio de ordem |a|. No caso 0 = (0,0, ...,0), D° serd o operador identidade.

11
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Definigao 1.24 Seja m > 0 um inteiro e 1 < p < oo. O espago de Sobolev W™P(Q) é
definido por
WmP(Q) = {u e LP(Q); D € LP(Q) para todo |a| < m},

onde a derivada € no sentido das distribuicoes. A norma de u € W™P(Q) esta dado por

fallnr = §jLA\D%wwx: S 1Dl 0

laj<m laj<m

Teorema 1.25 O espago de Sobolev W™P(Q) é um espago de Banach.

Demonstracao: Ver [1]. =

Quando p = 2 representamos W™2(Q) = H™(Q) e este ¢ um espago de Hilbert com

produto interno

(U, V) o = Z D%u(z)D*v(x)dx.

la|<m ¥

Teorema 1.26 FEziste uma constante C' (dependendo so de |I| < oo, onde I é um intervalo)

tal que

ull ooy < Cllullwrey para todo w e W'P(I) e para todo 1 < p < .
Demonstracao: Ver 2. =

Corolério 1.27 Suponha que I é um intervalo nao limitado e w € W'P(I) com 1 < p < oo.
Entao
lim wu(x)=0.
z€l,|z|—o0

Demonstracao: Ver 2. =

Introduzimos agora fungoes definidas em intervalos de reta com valores em espagos de
Banach. De fato, seja X um espaco de Banach, 1 < p < o0, —o0 < a < b < c0. Entao
LP((a,b); X) denota o espago das funciones mensuraveis f : (a,b) — X tal que a fungao

t — || f(t)||x pertence a LP(a,b). O espago LP((a,b); X) é de Banach com a norma

b :
Hfhwmwm::</|uuw&m)

12



Quando p = 2 e X = H é um espago de Hilbert, o espago L*((a,b); H) é um espago de

Hilbert cujo produto interno é dado por

(f, ) 2wyt = / (F(1), 9() .

Para p = oo, L*((a,b); X) é o espaco das fungdes mensuraveis f : (a,b) — X tal que a

fungao t — || f(t)||x pertence a L*(a,b). O espago L*((a,b); X) é de Banach com a norma

1F e (@pyx) = sup ess|[f(t)]x-

te(a,b)
Analogamente podemos definir os espacos de Sobolev com peso da seguinte forma:

Seja h : (a,b) — (0,00) uma fungdo mensuravel, 1 < p < oo, —o00 < a < b < co. Entao

definimos o espago L% ((a,b), X') como sendo o conjunto:

b
2((a,b), X) = {f (a,b) —> X mensurdvel ;/ @)% h(e)dt < oo}.

O espago L ((a,b), X) é um espago de Banach com a norma

b .
11125 o) = ( / ||f<t>||§h<t>dt) |

Quando p =2 e X = H ¢é um espago de Hilbert, o espaco L2 ((a,b); H) é um espago de

Hilbert cujo produto interno é dado por

b
(f,9)12 Gty = / B (F (1), g(8)) .

1.3 Operadores A”

Os resultados que enunciaremos nesta se¢ao podem ser encontrados em [11].

Sejam V e H dois espagos de Hilbert separaveis que satisfazem a seguinte imersao

V «— H continua e densa.

O espaco V' pode ser definido como o dominio de um operador A, que é nao limitado,

auto-adjunto e positivo definido em H, a norma de V' sendo equivalente a norma do gréfico
(Ilally + Aulz) . w e D(A) = V.

13



Denotamos por D(A) o conjunto dos u‘s tal que a forma antilinear
v— (u,v)y, veV
¢é continua na topologia induzida por H. Entao
(u, v)v = (Au, ), (1.1)

define A como um operador nao limitado em H, com dominio D(A).

Verificasse que D(A) é denso em H, A é auto-adjunto e estritamente positivo, pois,
(Av,v)i = ||v]li = (constante)]|v]|3;.

Da mesma forma, usando a decomposicao espectral de operadores auto-adjuntos, a poténcia

A% de A, a € R (ou ainda « € C), pode ser definido.

Em particular, usaremos

A= AYV2 (1.2)

O operador A é auto-adjunto e positivo definido em H, com dominio V. De (1.1) e (1.2)
deduzimos que

(u,v)y = (Au, Av)g para todo wu,v e V.

1.4 Semigrupos

Definicao 1.28 Seja X um espago de Banach. Uma familia parametrizada de operadores
lineares limitados T'(t) : X — X, onde 0 < t < oo, € chamada Semigrupo de Operadores

Lineares Limitados em X se:

(i) 7(0) =1, (I € operador identidade em X ),

(i) T(t+s)=T(@)T(s), paratodo t,s>0 (propriedade de semigrupo).

Um semigrupo de operadores lineares limitados, T(t), é dito Uniformemente Continuo se

lim |(T(t) — 1)) = 0.

t—0t

14



Definigao 1.29 O operador A : D(A) C X — X definido por

T(t)x —
D(A) = {x € X; lim w e:m'ste}

t—0t+

_ -
e — lim T(t)r —x _d T(t)x
t—0+ t dt

para todo x € D(A)
t=0

¢ dito gerador infinitesimal do semigrupo T'(t), D(A) € o dominio de A.

Teorema 1.30 Um operador linear A € o gerador infinitesimal de um semigrupo uniforme-

mente continuo se e somente se A é um operador linear limitado.
Demonstracao: Ver [16]. =

Teorema 1.31 Sejam T'(t) e S(t) semigrupos uniformemente continuos de operadores line-
ares limitados. Suponha que

LT~ RCOEY

t—0+ t t—0+ t

entao T'(t) = S(t) para todo t > 0.

Demonstracao: Ver [16]. m

Defini¢ao 1.32 Seja X um espago de Banach. Um semigrupo T(t), 0 < t < oo, de opera-
dores lineares limitados em X € dito Semigrupo Fortemente Continuo de operadores lineares
limitados (ou mas brevemente, um semigrupo de classe Cy ou simplesmente semigrupo Co)
se

lim T(t)r =x para todo z € X.

t—0t

Observagao 1.33 Se S(t) é um semigrupo de classe Cy com gerador infinitesimal A, as

vezes também denotamos S(t) por et

Teorema 1.34 Seja T'(t) um semigrupo de classe Cy. Entao existem constantes w > 0 e
M > 1 tal que
|T()|| < Me*  para todo 0 <t < oo.

15



Demonstracao: Ver [16]. =

Corolario 1.35 Se T'(t) é um semigrupo Cy entdo para todo v € X, t — T(t)x é uma

aplicagao continua de [0,00) em X.

Demonstragao: Ver [16]. =

Definicao 1.36 Se M =1 e w =0, tal que | T(t)|| < 1 para todo t > 0, dizemos que T'(t)

€ um semigrupo Cy de contragoes ou simplesmente um semigrupo de contragoes.

Teorema 1.37 Seja T'(t) um semigrupo Cy e A seu gerador infinitesimal. Entao se verifi-

cam

(a) Para todo x € X, temos que

(b) Para todo v € X, [, T(s)vds € D(A) e

A ( /0 t T(s):zds) = T(t)z — =.

(c) Para todo v € D(A), T(t)xr € D(A) e

Seque daqui que

define a unica solugcao do problema de valor inicial

du(t)
i Au(t), t >0
u(0) = uyg

desde que o dado inicial ug € D(A).

(d) Para todo x € D(A),
T(t)r —T(s)x = / T(1)Axdr = / AT (7)zdr.
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Demonstracao: Ver [16]. =

Corolario 1.38 Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy entdao o dominio de A,

D(A), é denso em X e A é um operador linear fechado.

Demonstracao: Ver [16]. =

Definigao 1.39 (Resolvente e Espectro) Seja A: D(A) C X — X um operador linear

nao limitado. O conjunto resolvente de A estd definido por
p(A)={\eC; M - A:D(A) — X € bijetivae (M —A)' € L(X)}.
p(A) # 0 implica que A € fechado. Se A € fechado, entao
p(A)={ e C; N\l — A:D(A) — X ¢ bijetiva}

pelo teorema do grafico fechado. Aqui I € o operador identidade em X. E usual escrever \— A
no lugar de \I — A. O operador linear R(\ : A) = (A — A)~! chama-se operador resolvente
de A. E finalmente o espectro de A estd definido por

a(A) = C\ p(A).

Lema 1.40 (A identidade do resolvente) Seja A : D(A) C X — X um operador
fechado. Entao para todo A\, € p(A),

RA:A)—R(u:A)=p—ANRA: AR(u: A); (1.3)
dat R(\: A) e R(pu : A) comutam.
Teorema 1.41 (Hille-Yosida) Seja X um espago de Banach. Um operador linear nao

limitado A € o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contracoes T(t),t > 0 se e

somente se

(i) A € fechado e D(A) = X.

(ii) Para todo A >0, A € p(A) e
[R(A: Al

IN
> =
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Demonstracao: Ver [16]. =

Coroléario 1.42 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragoes T'(t). O
conjunto resolvente de A contem o semi-plano direito aberto, isto é, {\ € C; ReX > 0} C
p(A) e para tais A

1
: < —.
1RO A < =

Demonstracao: Ver [16]. =

Seja X um espaco de Banach e seja X* seu dual. Denotamos o valor de z* € X* calculado

em x € X por (z*,x) ou (z,2*). Para todo x € X definimos o conjunto F(x) C X* por
Fz)={a"; 2" € X" e (2", 2) =|lz|]* = [|l="[|"}
Do teorema de Hahn-Banach segue que F(z) # () para todo z € X.

Definicao 1.43 Um operador linear A é dito Dissipativo se para todo x € D(A), existe um
x* € F(x) tal que Re(Az,z*) <0.

Quando X é um espaco de Hilbert a definicao anterior se reduce a

Definicao 1.44 Seja H un espago de Hilbert equipado com o produto interno (,) e a norma
induzida ||-||. Seja A um operador linear definido em H, isto é, A: D(A) C H — H. Se
diz que A € dissipativo se para todo x € D(A),

Re(Azx,z) <0.
Uma caracterizagao tutil dos operadores dissipativos é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 1.45 Um operador linear A € dissipativo se e somente se

(AL — A)x|| > M|z|| para todo z € D(A) e X>0.
Demonstracao: Ver [16]. m=

Teorema 1.46 (Lumer-Phillips). Seja X um espago de Banach e A um operador linear

com dominio denso D(A) em X.
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(a) Se A ¢ dissipativo e existe um \g > 0 tal que a imagem de N\l — A € todo o espago X,
isto € R(\oI — A) = X, entao A é gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy

de contragoes em X.

(b) Se A ¢ gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contragoes em X, entdo
R(M — A) = X para todo A > 0 e A € dissipativo. Além disso, para todo x € D(A) e
para todo x* € F(x) temos que Re(Ax,z*) < 0.

Demonstracao: Ver [16]. =

Como corolario do teorema de Lumer-Phillips, temos o seguinte resultado freqiientemente

usado.

Coroldrio 1.47 Seja A um operador linear com dominio denso D(A) em um espago de
Hilbert H. Se A € dissipativo e 0 € p(A), o conjunto resolvente de A, entio A é gerador

infinitesimal de um semigrupo Cy de contragoes em H.

Demonstragao: Ver [10]. =

Os seguintes teoremas tem a ver com algumas propriedades dos operadores dissipativos.

Teorema 1.48 Seja X um espaco de Banach e A um operador dissipativo em X. Se para

algum Ao > 0, R(Aol — A) = X entdo R(A — A) = X para todo X > 0.
Demonstracao: Ver [16]. =

Teorema 1.49 Seja A dissipativo com R(I — A) = X. Se o espago de Banach X € reflexivo

entao D(A) = X.
Demonstracao: Ver [16]. =

Definicao 1.50 Um semigrupo Cy gerado por A, e, é dito exponencialmente estdvel se

existem constantes positivas o e M > 1 tais que

HeAt” < Me ™, para todo t > 0.
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Definigao 1.51 Seja et um semigrupo Cy gerado por A. Dizemos que wo(A) € o tipo do

semigrupo gerado por A se

In|le In |le

At
wo(A) := lim | = inf

t—00 t t>0 t

At”

Definigcao 1.52 Seja X um espaco de Hilbert e A um operador linear em X. Definimos a
Cota Espectral do operador A, denotado por oo(A), por a sequinte igualdade

00(A) :=sup{Re\; A € 6(A)},

onde o(A) € o espectro de A.

Definicao 1.53 Seja et um semigrupo de classe Cy gerado pelo operador A. Entdo dizemos

que et possui a Propriedade de Crescimento Definido pelo Espectro, se

WO(A) = 0'0(14).

1.5 EDP de Primera Ordem

Nesta secao estudaremos as curvas caracteristicas associadas a equagao de primer ordem

a(x,y)uy + bz, y)u, = c(z,y),
ul, = f,

onde v e f sao dados. Esta analise serd usada no decorrer do trabalho.

(1.4)

Observe que na equagao (1.4) a fungdo incégnita u aparece so na parte principal da
equagao, isto simplifica um pouco a resolu¢do. Parametrizando a curva inicial y por (o(t), p(t)), t €
I, onde I é um intervalo aberto (limitado ou nao), podemos enunciar o problema na forma

CL($, y)ux + b(fL’, y)uy = C(I’, y)a
ulo(t), p(t) = f(1), tE I

Suponha que as seguintes hipoteses valem:

(1.5)

(i) A curva inicial plana v é uma curva suave, isto é, as fungodes o, p sdo continuamente

diferencidveis em I e o’(t)? + p'(t)? # 0 para todo t € I;
(ii) fe Cl(I);
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(iii) a,b,c € C1(Q) e as funcoes a e b nao se anulam simultaneamente em 2, onde Q C R?

é um aberto contendo v (a vizinhanca onde estudaremos o problema esté contida em

Para resolver o problema (1.5), primeiro devemos achar as curvas caracteristicas planas
da equagao (1.4). Essas sao curvas ao longo das quais a EDP pode ser escrita como uma
derivada total. Se C é uma curva caracteristica plana parametrizada por (a(s), f(s)) entao

a derivada total de u ao longo de C é, pela regra da cadeia,

d

Z5lulals), B(s))] = o (s)ua(als), B(s)) + B(s)uy(als), B(s)); (1.6)

por outro lado, a EDP (1.4) ao longo de C resulta
a(a(s), B(s))uz(a(s), B(s)) + b(a(s), B(s))uy(als), B(s)) = c(a(s), B(s)). — (1.7)

Portanto, se desejamos que o lado esquerdo da equagao (1.7) seja igual a qualquer uma

das expressoes em (1.6), é necessario que, para cada s, exista um numero real A(s) # 0 tal

que
a'(s) = ala(s), B(s))A(s), (18)
f'(s) = blals), B(s))A(s);
neste caso a equacao (1.7) resulta em
@ fu(a(s), B(s))) = Ms)ela(s), 6(s)) (19)

As condigoes (1.8) significam, geometricamente, que el vetor tangente & curva C no ponto
(a(s), B(s)) é paralelo ao vetor (a(af(s), B(s))A(s),b(a(s), B(s))A(s)).

A fungao A(s) é de fato desnecesséria pois basta reparametrizar a curva convenientemente,
ver [7]. Portanto as curvas caracteristicas planas da equacao (1.4) sdo as curvas suaves C
que admitem parametrizagao («(s), 8(s)) satisfazendo

'(s) = ala(s), B(s)), (1.10)

o
B

—~
V)
~—
I
S
—~
e
—~
»
~—
@™
—~
»
~—
~—

O sistema de EDO’s dado por (1.10) tem uma infinidade de solugoes, a unicidade esta

dado pelo seguinte teorema.
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Teorema 1.54 Sejam Q C R? aberto, I C R um intervalo aberto, v wma curva suave em
Q parametrizada por v(t) = (o(t),p(t)), t € I, f € C*'(I) e a,b,c € CY (). Suponha que
a(z,y)* +b(z,y)* # 0, para todo (v,y) € Q, e

#0, para todo tel.

Entao o problema (1.5) tem uma tinica solugao de classe C* em uma vizinhanga da curva

v em Q.

Demonstracao: Ver [7]. =

1.6 Polindomios de terceiro grau

Nesta secao apresentamos uma breve descricao do método de Cardano usado para calcular
as raizes de um polinomio de grau trés. Uma equacao geral do terceiro grau na variavel x,
¢é dada por
3 2 _
ar’ +br" +cr+d =0,

b

3, obtemos o seguinte polinomio

onde a # 0. Fazendo a mudanca de varidvel x = y —
simplificado

v’ +py+q=0, (1.11)

onde
. 3ac — b? 203 be d

347 ¢ 1T ys 32 Ty

Nestas condigoes o niimero de solugoes reais dependera do sinal da discriminante
P\? | (9)?
o~ () +3)
3 2
Isto é:
e Para D > 0, teremos uma solucao real e duas complexas,

e para D < 0, teremos trés solugoes reais distintas,

e para D = 0, teremos uma solucao real de multiplicidade trés quando p = ¢ = 0; ou

duas solugoes reais (uma simples e uma de multiplicidade dois) quando p3 = —¢? # 0.
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Pelo método de Cardano, ver por exemplo [3], as solugoes da equagao cibica (1.11) estao

dados por:
n=u+v
1 V3 1 V3
y2_<_§“7>“+<_§_27>”
1 V3 1 V3
y3—<———z7>u+<—§+27>v
onde

Observacao 1.55 Como a raiz cibica de um nimero complexo sao trés nimeros diferentes,
se € possivel, considere as raizes cubicas reais u e v tais que uv = —p.

¢ P

Além disso, se a equacao cubica é real, quando D = " + o7 < 0 as solugoes de (1.11)

podem ser dadas por:

Y1 = 2rcos§
Yo = —27“(:03(7T - ('0)
Y3 = —27"005(7T S0),

onde r = /-2 ¢ cosgpz_—q.
3 2r3
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Capitulo 2

O Sistema Viscoelastico Linear com

Memoria

2.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos a equacao integro-diferencial abstrata definida num espaco de

Hilbert H, dada pela seguinte equacgao

ug(t) + A [g(O)u(t) + /000 g (s)u(t — s)ds| =0, (2.1)

onde A é um operador linear, nao limitado, auto-adjunto e positivo definido. Na pratica o
operador A é o correspondente operador eldstico associado a algum fenomeno fisico. Nestas

condigbes, ¢(s) é a fungao nicleo de memoria e satisfaz as seguintes condigoes:
(g1) g€ C*0,00)NC[0,0), ¢ € LY0,00);

(g2) g(s)>0, 4¢'(s)<0, ¢"(s)>0 paratodo s>0;

(93)  g(o0) > 0;

(94)  ¢"(s) +kg'(s) >0 paraalgum k>0 etodo s>0.

Referente a estas condigoes podemos mencionar que a condi¢ao (g1) permite a ¢’ ser
singular em s = 0. A condic@o (g2) significa que a memoria é estritamente decrescente e a

taxa de perdida de memoria é também decrescente. A condigao (¢3) implica que o material
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é sélido viscoelastico. A condicao (g4) restringe ao nicleo a satisfazer
—g'(5) < —g'(s0)e =) para s> 50 > 0.

De fato, de (g4) podemos concluir que

logo, integrando

entao
In|g'(s)| = In|g'(so0)| < —k(s — s0),

de onde temos
g’(S) < e—k‘(s—so)’
9'(s0) ~
da tltima desigualdade, multiplicando ambos os lados por —¢’(sg) > 0, segue o desejado.

Exemplos.- Os exemplos classicos de fungdes que verificam as condigdes (g1) — (g4) sao

as funcgoes de tipo Maxwell, isto é:
g(s) =1+ Me™* para algum M, k > 0.

Além delas, temos outros exemplos de nicleos com singularidade na origem, dentre elas

temos os nucleos da forma:

€ e

ks
ds, 0<c<1, M, k>0.

SC

s _—ks o)
g(s)=C— M/ ds, onde C > —M/
0o $° 0

Voltando a nossa anélise, a equagao (2.1) pode-se reescrever como

u(t) + A {g(oo)u(t) - /000 g (s)(u(t) — u(t — s))ds} = 0. (2.2)

Desde que g(00) > 0, sem perda de generalidade, assumiremos que g(co) = 1. Caso contrario,

podemos definir A = g(co)Aeg = g/g(c0).

Neste Capitulo, na Se¢ao 2.2 mostraremos a existéncia e unicidade de solugoes do sistema
(2.1) usando teoria de semigrupos. Na segdo 2.3 damos uma estimativa para o tipo de

semigrupo wy(A) onde A serd o gerador infinitesimal de um semigrupo Cj de contragoes
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num espaco de Hilbert. Finalmente na secao 2.4 provamos a propriedade de crescimento

determinada pelo espectro (PCDE), isto é,
wo(A) = 0'0(./4).

quando o nicleo g(s) é do tipo Maxwell. Para isto usaremos um resultado de [17] e [6], que

afirma:
wo(A) = inf{o > 00(A); sup [[(A —A)7!|| < co para todo v > o}. (2.3)

Rel=~

2.2 Existéncia e Unicidade do Sistema
Seguindo a estratégia de Dafermos [4], introduzimos as novas varidveis
v=u, w(t,s)=u(t)—ut—s). (2.4)
Notemos que

wy = w(t) —w(t —s)

ws = —w(t—s)(—1) =w(t —s).
Portanto
wy + wg = wy(t) (2.5)
Note também que
w(t,0) = w(0) = 0. (2.6)

Entao pondo U = (u,v,w)?, de (2.2), (2.4) e (2.5) podemos escrever

T - aw
t (2.7)

U0) = U= (u(0+),v(0+),u(0+) —u(—s)), s>0

onde
AV~ | —a = [ eutsas) 23)
v —w(s)



Seja
X=VxHxW, com V=DA2) e W=L%0,00V),
onde os espagos V, W sao espacos de Hilbert com produtos internos
(0, 0)y = (AZu, A20)y e (f,h)w = /OOO 19/ ()| (A2 f(s), A2 h(s)) uds.
Entao X é um espago de Hilbert equipado com a norma

1015 = Ml + NlvllE + llwli-

Nosso objetivo € aplicar a teoria de semigrupos para poder estabelecer a boa colocagao do
problema. Para isso estabeleceremos primeiro trés lemas que serao 1teis na demonstragao
do resultado de existéncia e unicidade via semigrupos. Para comecar, estabeleceremos o

dominio do operador A, definido usualmente por
D(A)={U € X; AU € X}.
Este dominio esta caracterizado pelo seguinte Lema

Lema 2.1 O dominio do operador A esta dado por

D(A) = {U = (u,v,w) € X;u eV, w € W, w(0) =0, u— /Ooog’(s)w(s)ds € D(A)}
(2.9)

Demonstracao: De fato, por definicao temos que:
D(A)={U € X; AU € X}.
Seja U = (u,v,w) € D(A) entao U, AU € X =V x H x W isto é

u eV, veH, wew

vev, —A (u — /Ooo g’(s)w(s)ds> € H, v—w'(s) eW

entao
.
velV,

v—w'(s)eW = weWew0) =0 pois veV CW,

4 (u _ /OOO g’(s)w(s)ds) €H = u- /Ooo ¢ (s)w(s)ds € D(A).
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Por tanto
D(A) C {U = (u,v,w) € X;v eV, w € W, w(0) =0, u —/ g (s)w(s)ds € D(A)}
0
Reciprocamente, seja

U= (u,v,w) € {z: (u,v,w) € X;v eV, w' € W, w(0) =0, u—/ooog'(s)w(s)ds € D(A)}

entao
veV, weW, w0)=0, u —/ g (s)w(s)ds € D(A)
0
entao )
velV,
A (u —/ g’(s)w(s)ds> €eH
0
| v—w'(s) €W, pois veV CW.
isto é
v
0
v—w(s)

Além disso, é claro que U = (u,v,w) € X. Portanto
{U = (u,v,w) € X;veV,w € W, w(0) =0, u— / g (s)w(s)ds € D(A)} C D(A).
0
Isto mostra o desejado. m

Queremos mostrar que o operador linear 4, definido por (2.8) e (2.9), gera um semigrupo

de contragoes em X. Para isso, serao uteis os seguintes dois lemas.

Lema 2.2 Suponha que g satisfaz as condi¢oes (gl) — (¢3). Entdo para todo w € W com
w(0) =0 ew € W, temos

lsg'(s)] — 0, quando s {0, (2.10)

g (s)|||w(s)||} — 0, quando s 0. (2.11)
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Demonstragao: Como ¢’ é crescente e g € L(0,00), afirmamos que
|sg'(s)] — 0 quando s | 0.

De fato, do contrario, pela definicao de limite deve existir uma constante € > 0 e uma
seqliencia de nimeros positivos a,, — 0 tal que |a,¢'(a,)| > € para todo n. Sendo ¢’ crescente,
para 0 < s < a, temos que ¢'(s) < ¢'(ay) logo |¢'(s)| > |¢'(a,)|, pois ¢'(s) < 0 para todo

s > 0. Logo multiplicando por a, a tltima desigualdade temos que
a,|g'(s)] > e para todo s € (0,a,).

Integrando a ultima desigualdade de 0 a a,, temos que
an€ :/ eds < an/ 19’ (s)|ds
0 0

e < / lg'(s)|ds — 0
0

quando a, — 0, o qual é uma contradi¢do. Isto prova (2.10).

de donde temos

A prova de (2.11) é similar. Suponhamos que a afirmagdo nao acontece, entao existe

€ > 0 e uma seqiiencia de ntimeros positivos s, — 0 tal que
19/ (sn)|[[w(sn) [} > € para todo n.

Segue de
w(sn):/ w'(r)dr
0

e da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

Sn 2 Sn 2
sl = | [ v < ([ o)
0 v 0
< (o) ([Twoiar) =s, [T
0 0 0
Desde que ¢’ é crescente, —¢'(s) = |¢'(s)| é decrescente, entdao para 0 < 7 < s, temos

que |¢'(sn)] < |¢'(7)] logo temos que

e < \g'(sn)\Hw(sn)HZVSsnlg’(sn)!/O lw'(7)[[V-dr

:=%A W@wwmmms%l 1§ ()l (P dr — 0,

quando s, — 0, o qual é uma contradigao. Isto prova (2.11). =
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Lema 2.3 Suponha que g satisfaz as condigoes (gl) — (g3). Entao para todo w € W com
w(0) =0 ew € W, temos
| @l <. (2.12)
0

19" (s)||w(s)|[} = 0, quando s — oc. (2.13)

Demonstragao: Usando (¢2) e (2.11) afirmamos que, para todoa > 0, [ ¢"(s)||w(s) |3 ds <

oo. De fato
T
| Sl -

= g’(T)Hw(T)H2v—g’(a)\lw(a)HQv—/ g'(S)%Hw(S)H%dS

IN

—g'(a)[w(a)lly —/ g (sH{(W'(s), w(s))y + (w(s), w'(s))v}ds

= —9’(a)Hw(a)|!2v+2/ |9 (s)| Re(w(s), w'(s))vds

IN

—ymemw%+z/ 16/ (8)[(w(s), w'(s))v]ds
< —JWMwmm%+2/’mwmmmwmmw@mvw
s|ﬂmwwm@+/|¢@mw$mw+/“wwmmwmwa

logo fazendo T 1 0o e a | 0, temos que [;° ¢"(s)||lw(s)[|ds < oo, isto prova (2.12). Em

particular, [ g”(s)||w(s)||}ds < oo para todo a > 0.
Seja agora
f(s) =g (s)w(s)l

como w € W, temos que f € L'(a,00). Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

também que

f'(s) = g"(s)lw(s)[i + 29 (s) Re(w(s), w'(s))v
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pertence a L'(a,00), pois

[ 1l <

a

/ " () w(s) | ds + 2 / " 19/() | Re(w(s), w'(s))v]ds
/ " g (s)llw(s) 2 ds + / 1) () ds + / () [0/ () [3ds < oo,

IN

IA

Portanto, pelo Corolario 1.27 do Capitulo 1, temos que
fs) =g ) |lws)|; =0, quando s— oco.
O qual prova (2.13). =

Com a ajuda destes lemas, estamos em condigoes de estabelecer o seguinte teorema.

Teorema 2.4 O operador linear A, definido por (2.8) e (2.9), gera um semigrupo de con-

tracoes em X.

Demonstracao: Primeiro mostraremos que o operador A é dissipativo. De fato, para
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U € D(A), temos

v

Re(AU,U)x = Re | | —A (u— /0 N g’(s)w(s)ds) , Z —
v—u'(s) w

~ Re { </0°° g () Adw(s)ds, A%)H + (v, W) — (w'(s), w)W}
— Re {_ /Ooo 19/ ()|(A2w(s), A2v) nds + (v, w)w — (w’(s),w)w}
|

1

= Re {—(w(s), V)w + (w,v)y — /000 |’ (s)|(A2w'(s), A%w)Hds

= 5| IOLI@ds = GOIORE -5 [ @l
= =5 | sl <o (2.14)

Donde usamos os Lemas 2.2 e 2.3. Assim o operador A é dissipativo. Em seguida mostra-

remos que 0 € p(A), ou seja, temos que mostrar que o operador
M —-A:DA —- X
é bijetivo e que (\Z — A)~! € L(X) para A = 0.

De fato, para cada F' = (f1, f2, f3) € X consideremos a equagao resolvente

-AU = F (2.15)
ou seja
v fi
_ _A _ > / — )
(u /0 g (s)w(s)ds) f
v—w'(s) [
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isto é,

—v = f1 S V,
A (u —/0 g'(s)w(s)ds) = fyeH,
—v +w'(s) = fyeW.

Por (2.16) existe um tnico v = —f; € V. Por (2.18) temos que
w'(s)=v+fz€W (poisveV CW)

e que

wl(s) :/Os(v—i—fg(T))dT:sv~|—/08f3(7)d7

(2.16)
(2.17)

(2.18)

(2.19)

E claro que w(0) = 0, logo w é tnico, e temos também que w’ € W. Mostraremos agora

que w € W. De fato, sejam T' > 0, ¢ > 0, usando a hipdtese (g4) temos que

/ () lw(s)]|3ds <

<+ [ sl

= /DT - g @)} - % [ dmetws). v owas
< @M@+ 3 [ I Olwls) sl

< @M@+ 3 [ Gl

< @@+ 2 [ 1) (L ),

= @I+ [ G+ 5 [ @l

Assim,
g / 2 2 / 2 4 T / / 2
g (ws)lvds < =g @lwEly + 5 [ g ()l (s)lvds.
Além disso, da demonstracao do Lema 2.2, podemos concluir que

2

—Egl(g)”w(g)”%/ — 0, quando e — 0.

Entao, voltando & desigualdade (2.21) e fazendo T' 1 oo e € | 0, temos que w € W e

ol < o / )l (5) s

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)



Finalmente mostraremos que existe um tnico u € V, tal que,

" /0 " g (s)w(s)ds € D(A).

para o qual usamos a equagao (2.17). De fato, para resolver (2.17) consideremos a aplicac¢ao
sesquilinear

a:VxV-—K

definido por, a(z,y) = (z,y)y = (A%x, A%y)H, e a aplicacao linear
T:V—K

tal que para todo x € V, (T, x) = (z, fo)y. Entao temos que

a € sesquilinear, pois a é um produto interno.
e a ¢é continua, isto pela desigualdade de Cauchy-Schwarz.

e a é coerciva, pois

a(z,z) = (z,2)y = ||z||}, paratodo =z € V.

T é continua (isto é, T' € V'), pois

(T, x)] = |(z, fo)ul <zl follm
< Cillfallullzllv = C|lz|lv, (usando que V — H).

Assim, pelo Teorema 1.20 (Lax-Milgram) do Capitulo 1, existe um tnico y € V' tal que
a(zx,y) = (T,z), paratodo xz €V = D(A%).

isto é,
(A%x,A%y)H = (z, fo)g, paratodo z€V.

Como V — H = H' — V' podemos considerar

<l‘, Ay>V,V’ = <$, f2>V,V’7 para todo x e V.

34



Entao Ay = fo em V', mas como f, € H temos que Ay € H, logo y € D(A). Afirmamos
que [~ ¢'(s)w(s)ds € V. De fato, note que

‘ ( /Ooo |9’<8>\Hw<s>|!vds)2 = ( / ) |g’<s>r%|g'<s>|%|rw<s>||vds)2
< ([Twons) ([T eleis) <

de onde finalmente, lembrando que D(A) C V = D(A%), temos que existe um nico

IA

/ " (hu(s)ds

ui=y —|—/ g (s)w(s)ds €'V,
0

tal que
o0
y=u-— / g (s)w(s)ds € D(A).
0
Assim, temos provado que (2.15) possui uma tnica solu¢ado com U € D(A), isto é, —A é
bijetiva.
Observacao 2.5 Note que, da demonstracao anterior, temos também que o operador A :

D(A) C H — H € bijetiva.

Além disso, por (2.16),(2.17),(2.18) e (2.23) existe uma constante positiva C' independente

de U = (u,v,w)T tal que

1U]|x < CIFIx
isto é,
[l + [lollF + lwllfy < C2LAIR + 1 f07 + 1 f305%)- (2.24)
De fato, por (2.16), temos que
[ollf = [l Al < CillAllY,  pois Ve H. (2.25)

De (2.18) temos

4 4
lely < Sl =515 = filk

4
< oAl + 5l
< AR+ 1513)
= k2 w w
< C(MAIZ + 1Al pois Vo W (2.26)
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Agora, tomando o produto interno de (2.17) com u, temos

(A <u - /OOO g'(s)w(s)ds) u)H — (foru)m,

(AZu, A2u)y — </0 g'(s)A%w(s)dS,A%u) = (fo,u)q,

isto é

logo .
Akl + [ gl Abu(s). A ds = (o)
do qual podemos deduzir que
lulli = (fo. w) i — (w(s), w)w,
que implica nas seguintes desigualdades
lulli < N fellallulle + llwllwllullw
< C(lfollmllully + lwllwlulv)
= C(lIfoller + llwllw) ullv
< SOl + lollw)? + 5l
pois V. — H e V — W. Portanto
ey < Crlllflli + wlliy) < ol follzr + LAY + 1 Fsl1)- (2.27)
De (2.25), (2.26) e (2.27), obtemos (2.24), isto é
I(—A)'F|lx <||F|lx, paratodo F € X.

de onde (—A)~! € L(X). Portanto 0 € p(A).

Observagao 2.6 De (—A)™' € L(X) seque que A é um operador fechado. De fato, se
(= A)~t é um operador limitado definido em X, entio (—A)~! é fechado pela observagao

1.10, entao —A € também fechado, de onde A € fechado.

Finalmente, mostraremos que o operador A é densamente definido. De fato, seja MA~! €

L(X) tal que [[AAT| < 1 entao AA™! — 7 ¢ invertivel, logo das igualdades
M-A'T=0A"A-A) = -DA " =ATT AT -T)!
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temos que (A\Z — A)~! ¢ invertivel para |A] < || A7!|7!. Assim,
M —A:D(A) C X — X é invertivel para |\ < [ A7,
logo R(AZ — A) = X para |A\| < || A7!||7! e sendo A dissipativo segue que
R(M — A) =X paratodo > 0.

Isto pelo Teorema 1.48 do Capitulo 1. Além disso, sendo A dissipativo com R(Z — A) = X

e X reflexivo, pelo Teorema 1.49 do Capitulo 1, temos que
D(A) = X.

Portanto, sendo A um operador linear densamente definido num espaco de Hilbert X e
além disso, sendo A dissipativo com 0 € p(A), pelo Coroldrio 1.47 do Teorema de Lumer-
Phillips do Capitulo 1, segue que A é gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes

em X. Isto termina a prova do teorema. m

Observacao 2.7 Para finalizar esta se¢cao, mostraremos que de fato, a equagao integro-
diferencial original (2.2) e a equagao de evolugdo (2.7), usando as transformagoes (2.4), sao

equivalentes.

Por construgao € claro que se u é uma solug¢do da equacdo (2.2), entdo por (2.4) e (2.5)

temos que U = (u,v,w) satisfaz (2.7).

Reciprocamente, se U = (u,v,w) € solugdo de (2.7), temos que

u = v
vy = —A (u — /OO g’(s)w(s)ds)
wy = v—uw(s). 0
de onde temos
uy + A <u - /000 g/(s)w(s)ds> =0

wy +wg —up = 0.

Para ver que w satisfaz a igualdade w(t,s) = u(t) — u(t — s), da Se¢do 1.5 do Capitulo 1,

observamos que as curvas caracteristicas da equacao w; + ws = uy satisfazem

(1) = ala(r), B(r)) =1
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logo

a(t) =7+
B(T) =T+ ¢y

Portanto as curvas caracteristicas sao as retas da format = s+c, onde ¢ € uma constante.

Parametrizando as retas por s — (s + ¢, s), temos
ws(s+c¢,s) =w(s+c)
logo, integrando sobre [0, s] e usando que w(.,0) =0 temos que
w(s +c¢,s) =u(s +c) —u(c).

Logo, pondo ¢ =t — s temos finalmente o desejado. Entao a equivaléncia entre (2.2) e

(2.7) segue.

2.3 Analise espectral e estimativa de wy(.A)

O objetivo nesta se¢ao é mostrar uma estimativa para o tipo do semigrupo wy(A). Mais

precisamente: Supondo que temos o < k/2 satisfazendo
{N€ C;ReX > —c} C p(A) e
k -1
o< 50(0)(1 +9(0) +C(0)) ",

onde C(o) = / (14 €**)|¢'(s)|ds, mostraremos que wy(A) < —0.
0

Para isto, provaremos primeiro trés Lemas que serao usadas na prova da estimativa.
Lema 2.8 Suponha que f € W, Re\ > —k/2, g(s) satisfaz as condi¢oes (g1) — (g4) e
w(s) = /S e A=) £ (1) dr.
0
Entao

(a) |sg'(s)] = 0 quando s [0, e f € L*(0,T;V) para todo T > 0
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(b) we WnNC([0,00),V), w € W e

1

lwl[f < =(2ReA+k — &) |fll3y, para &€ (0,2Rel + k), (2.28)

(=)

Re [ g(6)(w/(s) wo)vds < 5wl (2.29)
0
(c) [lg(s)w(s)|lv = 0 quando s ] 0, e ||g'(s)w(s)|ly — 0 quando s — occ.

Demonstracao:

a) Note que a convergéncia
q g
|sg’(s)] = 0 quando s | 0

j4 foi mostrado no Lema 2.2. Para mostrar que f € L*(0,T;V) para todo T > 0, notemos
que de 0 < s < T temos |g'(s)| > |¢'(T)|, logo |g'(DIIf(s)IF < lg'(s)IIlf(s)]I}, de onde

integrando de 0 a 7" temos que

14/(T) / 1£(3)|2de < / 2z < [IF13 (2.30)

de onde f € L*(0,T;V) para todo T > 0. Isto prova a parte (a).

(b) De (a) segue que f € L'(0,T;V) para todo T > 0 (Pois L*(0,T;V) < L*(0,T;V) para
todo T > 0). Vejamos agora, usando a defini¢ao de w(s), que w € C([0,00), V)NH(0,T;V)
para todo T' > 0 e que

w'(s) + Aw(s) = f(s), qs. em (0,00). (2.31)
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De fato, para todo s > 0 e h € R tal que s + h > 0 temos que
[w(s +h) —w(s)llv

s+h s
e AMsth) / A f(T)dr — 6_)\8/ e f(T)dr
0

0

v

s s+h
(e—)\(s-‘rh) . e—)\s) / eATf(T)dT + €—>\(S+h) / €>\Tf(7')d7'
0 s

|4

s s+h
< (e — | [ e pnllvdr +e e [T () s
0 s
s s+h
< ‘6_)‘(8+h) . 6_)‘8‘/ eReATHf(T)”VdT + e—ReA(s+h)/ eRe)‘THf(T)HvdT
0 s

< Cle o e [ vr
0

s+h % s+h %
+e—ReA(s+h) (/ eZRe)n-dT) (/ Hf<7->H%/dT)

onde na tltima desigualdade acima usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Assim fa-

zendo h — 0, temos que
|lw(s + h) —w(s)|ly — 0 para todo s > 0,

isto é, w € C([0,00), V). Da continuidade de w segue que

T
| Iulfds < oo
0
isto é, w € L*(0,T;V). Agora derivando distribucionalmente w(s) temos que
w'(s) = e e f(s) — Aw(s) = f(s) — dw(s)

ou seja,

w'(s) + Aw(s) = f(s), qs. em (0,00)

de onde segue também que w’ € L*(0,T;V), pois w, f € L*(0,T;V). Portanto concluimos
que

w € C([0,00), V)N HY(0,T;V) para todo T > 0.
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Isto serd ttil para mostrar (2.28) e (2.29). De fato, comecaremos mostrando (2.29). Para

/0 "W (P)dr QV
19(5)] ( | Hw’(T)HvdT>2
oo ([ ear) ([ 1woiar)

= |sg’(s)\/0 |w'(7)|[}dT — 0 quando s 0. (2.32)

isso, como w(s) = [ w'(T)dr, temos que

g ()lw(s)ly = |9’(8)\‘

IN

IN

onde usamos Cauchy-Schwarz e o item (a). Logo, usando a condigao (g4), temos que

[ s

< [ sl

= WORRE - [ 6l

= ORI -~ [ 5606y - o) w6 s
= YOI - S OREI - [ F62R ) 0l

= J(Dlw@I - g ElwEly - 236/ g'(s)(W'(s), w(s))vds

< —gd@lwEll —236/ g'(s)(w'(s), w(s))vds (2.33)

para T' > ¢ > 0. Na ultima desigualdade usamos que ¢'(7') < 0. Portanto (2.29) segue de
(2.33), fazendo € | 0 e T' 1 oo, e lembrando (g2) e (2.32).
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Agora mostraremos (2.28). Substituindo w/(s), dado em (2.31), em (2.33) obtemos
[ OOl < @I 28 [ SO0 uvds
v2me [ g (o)0w(s) o)
= @~ 2Re [ ) wvis

T
s2re [ g (6)uwl) [ ds.

logo podemos concluir que

(2ReA + k) / 16/ [lw(s) [2ds <

IA

—g'(e)lw(e) ||} — 2Re / g'(s)(f(s), w(s))vds

= Ig’(6)|||w(€)||3/+2/ |9'(s)| Re(f(s), w(s))vds

IA

g @lw()F + 2/ 19" (9)I(f(5), w(s))vlds

IA

g’ ()llw(e)ly + 2/ 9" S () lollw(s)llvds

< WEMEE+5 [l (@I + ZI761E ) d

para todo & > 0. Por hipdtese, 2ReX + k > 0, logo podemos escolher § suficientemente
pequeno tal que

2ReA+k—46>0.

Assim

(2ReA + k — 6) / Ol ds < ld@llwElR + / ()1 ()][2ds

< lg@lllwEly + %Hfl!%v- (2.34)

Portanto, fazendo € | 0 e T' 1 0o, e lembrando (2.32), temos que (2.34) implica (2.28) e
consequentemente w € W, logo w € W N C([0,00),V). Além disso, por (2.31), segue que
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w' € W. Isto completa a prova da parte (b).

(c) Como w(s) = [

o, W (7)dT e usando o fato de que |g'| é decrescente, temos

7(s) /0 "W (P)dr
< /e [ 9O vl
< 196s)| / O () lvdr

< lotell </ 120“)é ( / s \g'(ﬁruw'(ﬂm)é

1
< Isg'(s)]2[[wllw-

g/ (i)l = \

\%4

[

de onde ||¢'(s)w(s)||y — 0 quando s | 0 por (a). Além disso, de (g4) temos que
—g'(5) < —g'(s0)e =) para s> 59 > 0.

Logo

$
|sg'(s)] < |g'(30)|m — 0 quando s — o0.

Portanto pelas desigualdades acima temos também que
g’ (s)w(s)|ly = 0 quando s — oco.

O que mostra (¢). m

Em seguida, daremos uma descri¢ao parcial do espectro o(A). Denotamos por

Ay = {AEC;R@)\> —g},

(2.35)
A = XA+ 9(0) +7'(N),
onde §'(A) = [;7 ¢/(s)e"**ds. Para todo A € Ay, a integral anterior esta bem definida e

A(N\) € L(H). A dltima afirmagao segue do fato de que A~! é limitado. De fato, sendo A
auto-adjunto ele é fechado, logo sua inversa A™! : H — H também ¢é fechado, entdo pelo

Teorema 1.9 (Teorema do Grafico Fechado) no Capitulo 1, temos que A~! é limitado.
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Lema 2.9 Para o operador A definido em (2.8)-(2.9) temos que

AN p(A) = (X € A RIAQN) = H, (2.36)
AN o(A) = {A € Aui—55(0(0) + T V) € a<A-1>} , (2.37)
p(A) D {\ € C; ReX > 0}, (2.38)

onde p(A) € o conjunto resolvente de A.

Demonstragao: Mostraremos primeiro (2.36) por dupla inclusdo. Logo (2.37) e (2.38)

seguern como consequencia.

Antes disso, definimos o operador L : W — V tal que

Lw(-) == — /000 g'(s)w(s)ds.

Desde que ¢’ € L'(0,00) tem-se que L € L(W, V). De fato

[T aeea| < [Tl
o G H’w(s)HvdSS( [Cones)! ([ wononas)

= Clwllw.

[Lwlly =

Agora, para A € Ay, resolveremos a equagao resolvente

A—AU=F= h)e X
(A=A = F = (i1 € -
U= (u,v,w) € D(A),
isto é,
(- = fev,
A A Lw) = H
v+ Alu+ Lw) = f1 € H, (2.40)
Aw(s) —v+w'(s) = h(s) e W,
(u,v,w) € D(A).
Afirmamos pelo Lema 2.8, que (2.39) é equivalente a
( w(s) :/ e 2 (h(7) + M — f)dr,
0
v=Au—f, . (2.41)
A=A (A4 M)~ L [ N hr) ~ far,
0
| ueV,FeX.
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De fato, é claro que a primeira equacao em (2.40) é equivalente a v = Au — f € V. Da

terceira equacao de (2.40) temos que
w'(s) + Aw(s) =v+h(s) € W, pois veV CW,
w(0) = 0.

de onde, multiplicando por e**, temos

e (w'(s) + Mw(s)) = e (v + h(s))

N %(e’\s(w(s)) = (v + h(s))

= /05 E(B)‘T(w@'))dT = /05 e (v + h(r))dr
= eMw(s) = /08 e (h(T) + M — f)dr, pois w(0) =0

= w(s) = /08 e M (h(1) 4+ Mu — f)dr.

Reciprocamente se w(s) = [ e ™) (h(7) + Au — f)dr o Lema 2.8 mostra que a terceira

equacao em (2.40) vale com w,w’ € W. Finalmente, observemos que

Ao+ A(u+ Lw) = fi
& A+ Lw) = fi — A — f)
& Alu+ Lw) = fi + Af — Nu
& (u+Lw) =AY fi+Af) = NA
& NA 4 u=—Lw+ A (fi + \f)

= NAlut+u= —L/S e_’\(S_T)(h(T) +u— f)dr + AL+ M)+ AN AL+ AS)
0

& NAutu=—-L / e 2 (h(1) — f)dr — L / e 2 \udr + A7V (f1 + A f).
0 0
Note que

~L / e A \udr = —AL / e M dru
0 0
= —L(l—e™Mu= / q(s)(1 — e )uds
0
= (/ g'(s)ds — / g'(s)e"\sds) u=1u—g0)u—7g(Nu.
0 0

45



Substituindo isto na equivaléncia acima, teremos
A+ A(u+ Lw) = fi
s NAwutu=u—g0u—-9gNu—L /S e N (h(1) — fdr + A7 (f1 + Af)
& NAu+g0)u+gNu=A"(fi+\f) - /0 8 6 (h(7) = fdr
& ANu=AT(fi+Af) - / ~Ae=m) — f)dr,

isto 6, (2.39) e (2.41) s@o equivalentes. Com a ajuda desta equivaléncia mostraremos (2.36)

por dupla inclusao.

Seja A € Ap N p(A). Entao para qualquer F' € X existe uma unica solu¢ao z € D(A) de
(2.39). Em particular, para f = f; =0e¢

h(s) = ﬁm, onde z€V e dN)=1-g(0)—-3 (N #0,

existe uma tnica u € V satisfazendo (2.41), isto é, A(Nu = z e A(N)Azu = A2z, para
todo z € V = D(Az), de fato

S S )\
AMNu = —L/ e D h(r)dr = —L/ e 6T T _adr
(A) i (7) i ey,

A / e .
= — [, e (s T)de:__Ll_e)\sx
an’ s e

= ﬁ /OOO g (s)(1 — e *)ads = ﬁ l/ooo g (s)dsz — /000 g’(s)e’\sdsx}
= gl - e =] =

[

Desde que A~! e A2 comutam no dominio V = D(A2) temos que Az comuta com A(N),

logo de acima segue que

Daqui concluimos que

De fato, sabemos que o operador
A:D(A) C H— H ¢ bijetivo,
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entao para todo f € H existe um y € D(A) tal que
Ay = f, isto 6, A2A2y= f,

ou seja, para todo f € H existe um z = A%y € V tal que Azg = f. Logo, para este x € V,

existe um tunico u € V tal que

o qual mostra o desejado. Se

) = 1— g(0) —F(N) =1 g(0) / T gs)eds = 0

entdo como ¢'(s)e sHA ¢ estritamente crescente, pois
d
d_g/<s)6—sRe/\ — (g”(s) . Re)\g/(s))e—sReA > 0,
s

desde que ¢"(s) — ReAg'(s) > ¢"(s) + kg'(s) > 0 por (g4), temos que
Imd(A) = Im {1 —g(0) — /000 g (s)e *f (cos(sIm\) — isen (slm)\))ds}
= — /OOO g (s)e *sen (sImM))ds = 0
implica Im\ = 0. Assim, temos novamente que
R(AN) = RONAT +g(0) +5(\) —1+1) = R(I+NA™Y) = H.

Por outro lado, se ReA > —% e R(A(X)) = H, sendo A auto-adjunto segue que A~! é

também auto-adjunto, logo

Ker(A(N) = {x € H; A 2+ (g(0)+ 3 (\)z =0}

= fre HiA =~ (g(0) + T (V)e}
(e H A= (A= —(X—l);g(m 5 (Na}

— Ker(A(Y)

— Ker[AO]*

= {0} seesomente se R(A(N)) = H. (2.42)

onde usamos que
(A" = (WA + (g(0)I)" + (T ND)" = (VA7 +9(0) + 7 (N) = AN,
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e o Corolario 1.18 do Capitulo 1, desde que A(\) € L(H). Portanto, a inversa A()) existe
e pertence a L(H). (Note que L(H) é um algebra de Banach). Assim, pela construgao de
(2.41) temos que para todo F' € X, a equagao (2.39) tem uma unica solugao U € D(A), isto
é, a aplicacao

A—A):DUACX— X

é bijetiva. Logo, sendo A fechado, pela Defini¢ao 1.39 do Capitulo 1 temos que A € p(.A).

Isto termina a prova de (2.36).

A igualdade (2.37) segue de (2.36) e (2.42). De fato, A € Ay N o(A) se e somente se
Ae AN eXea(A) (istoé X ¢ p(A)), isto equivale a que

Mg AN p(A) ={X € Ay R(A(N)) = HY

que equivale a que, R(A(N)) # H (por (2.42) e a demonstracao de (2.36)), que equivale a
Ker(A()N)) # {0}, isto equivale a que o operador

AN = N2A 4 g(0)+ 5 (N

nao ¢ inversivel, isto é,

Finalmente, (2.38) ¢ verdadeiro desde que vA? + g(0) + §'(\) # 0 para todo v > 0 e
ReX > 0. De fato, seja A € {\ € C; ReA > 0}, como Re\ >0 > —% temos que A € Aj. Se
A € p(A), esta resolvido e se A € 0(A), de o(A™!) C [0,00) e (2.37) temos que

7=~ 55(0(0) + (V) € o(47),

isto é, YA% + g(0) + g'(\) = 0 para todo v > 0 e ReA > 0. Contradigao. m

O seguinte Lema ¢é o principal resultado deste trabalho, ele sera usada para obter a
estimativa de wy(A) no Teorema 2.11 e além disso esta estimativa serd usada para mostrar a

propriedade de crescimento definida pelo espectro, isto é, wy(A) = 0¢(.A) na seguinte secao.

Lema 2.10 Suponha que temos o < k/2 satisfazendo
{Ne€ C;ReA > —0} C p(A) (2.43)
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o< gC’(U)(l 4+ 9(0) + C(0)), (2.44)

onde C(o) = [[°(1+ €**)|g(s)|ds. Entao

sup ||(—o +iw — A) 7| = M, < . (2.45)

weR

Além disso, (2.45) vale para todo v < o.

Demonstragao: Suponhamos que (2.45) nao é verdade. Entao, existem seqiiencias w,, —

oo e Uy, = (Up. vy, wy) € D(A) com
Ul = llunlly + loallz + llwnlliy =1, para todo n €N (2.46)

tal que
(—o+iw, — AU, -0 em X, (2.47)

De fato, se (2.45) nao é verdade, pela continuidade da resolvente, existe uma seqiiencia
w, — oo tal que
I(—0 + dw, — A)7H| — oo,
isto é,
(=0 +iw, — A)7'F|x
sup

FEX,F#0 |F']] x ’

entao existe uma seqiiencia de vetores nao nulos (F},) tal que

(=0 + iw, — A)" F, |l x
m?
| Follx

logo
£l x
: — 0.
(=0 +iw, — A)" F,||x

Pondo U,, = (=0 + iw, — A)"'F, segue que

(=0 + v = ATallx |
IT.llx

portanto existem vetores unitarios U,, = HﬁUT\
n || X

em X tal que

(=0 +iw, — A)U,||x — 0.
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Seja A\, = —0 + iw,, entao (2.47) é equivalente a

Ay — V= fr =0 em V, (2.48)

Aty + A <un - / g'(s)wn(s)ds) =fi,—0 em H, (2.49)
0

AWy (8) — vy + Wl (s) = hy(s) > 0 em  W. (2.50)

Note que, por (2.46), as seqiiencias ||u,||v, ||wn| m, ||w.|lw sdo limitadas. Entao, tomando

produto interno de (2.48) com v, em H, temos

An(“navn)H - ||Un||§{ - (fn;vn)H — 07 (251>

pois,
(s vn)m ] < [ fullallonlle < Clifallvllvnllz — 0.

Como A, — oo entao ﬁ — 0, logo de (2.51) temos que

1
(Uny Vn) i — _an“l%l —0

An

é claro também que

1
leally =0

entao, somando as dois dltimas convergéncias acima, segue
(U, V) g — 0. (2.52)

Tomando produto interno de (2.49) com u,, em H, temos

)\n(v’mun)H + (A (un _/ QI(S)UJn(S)dS) 7un) = (f1n7un)H — Oa
0 H
pois, [(fin, un)r| < | finllullunlle < Cllunllv] finlla — 0. Logo

An(VUn, Un) g + (Aé (un —/ g'(s)wn(s)ds) ,Aéun) — 0,
0 H

entao

entao



de onde

A (U )iz + [l + (wn(s), wn)w — 0.

Segue de (2.48) e (2.50) que

W) (8) + Awn(8) = Mty — fro + hn(s) €W

e pela demonstracao do Lema 2.8 temos que

wy(s) =

/ e_’\”(S_T)()\nun — fn+ ho(7))dT
0

/ e*An(s*T)(hn(T) — fa)dT + / e TN u,dr
0 0

/ e_A”(S_T)(hn(T) — fo)dr + (/ e_A"(S_T)dT) Ay,
0 0

/S e 2 (B (1) — fo)dT + (1 — e %)y,
0

Assim, usando (2.28) do Lema 2.8 temos que

Hwn—(l—e

—Ans

2
)un”W

IN

IN

IN

(S e e e I O

/ eIl (7) - f)dr
0

2

w

(2ReA, + k — 8) " hn — full?

(20 +k = 0) " (Nhallw + 1 fullw)

(20 +k —8) (| hnllw + C|l fallv)? = 0.

o1

(2.53)

(2.54)

(2.55)



Desde que

lwn = (1= e un|y,

> |lwallw = 11— e )unlw|

/OO 9" ()1 = 6‘“S)unllz’vclS) ;'

= |llwnllw =

-

S

isto é,

el = () =2 [~ 161 costensias )l
0

< ||wn -(1- e_’\”s)unHW, (2.56)

entao por (2.55) temos que

1

ol = (1) =2 [ 1601 costens)as )l = 0
0
por outro lado, desde que as seqiiencias ||u, ||y e ||w,||w s@o limitadas por (2.46), temos que
o0 3
el + () =2 [~ g6 costensids )l
0

¢ limitado, logo temos que

el = () =2 [l 0)e cosfnsis )l = 0.

0

Além disso, pelo Lema de Riemann-Lebesgue (ver Teorema 1.23, do Capitulo 1) temos que

(—2/ g’ (s)]e”* cos(wns)ds) ||un||%/ — 0,
0
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assim, somando as duas ultimas convergéncias acima, obtemos que
lwalliyy = Clo)l[ualli — 0. (2.57)
Substituindo (2.54) em (2.53), temos
o+l ([ 0) = ) (1= e 0
0 W

onde, por (2.55)

s 2 s 2
'(/o W““‘T)(hn(r)—fn>dT,un) = ‘/o e (h(7) = 7| [lunl
%% w
s 2
= lwn = (1= e[}, a3
< Cylfunlf? Jwn — (1= e )u, |2, = 0,

logo

)\n(vnvun)H + HunH%/ + ((1 - e_Ans)un7un)W — 07

onde também

(1 = e up, up)w = /000 19'(s)] (1 = e )up, up),, ds

= ([T s
= (- [ swas— [T doe o)
’ ~
= (Fa-gon - [T aeeas) ful
= —[lunlly + g(O)[Junlli — (/OOO 9’(8)6‘786”"5658) lunlly
logo, pelo lema de Riemann-Lebesgue novamente, temos
Ma(Vns wa) i+ 9(0) Jun[l§- — 0,
tomando seu conjugado temos que
At va) 11+ 9(0)[|unlf- — 0.
Somando este tltimo com (2.51), resulta
(2ReA) (tn, va) i + g(O)[unlly — lloallz — 0,
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mas, por (2.52), segue que
(2Re\,) (Un, ) g = —20 (Up, V) g — 0,
entao concluimos finalmente que
9(O)[unlly = lloallzy — 0.
Multiplicando (2.57) por g(0) e (2.58) por C(¢) logo somando, obtemos
9(0)llwalliy — C(o)llvallz — 0,
somando isto com (2.57), resulta
(1 + g(0))[wnlliy + C (o) (= llunlli = llvnllE) — 0,

isto é, por (2.46), que
(14 9(0) + C(0))[[wnllfy — C(o) — 0,

assim obtemos que

lwalliy = C(o)(1 + g(0) + C(0) ™"
Por outro lado, de (2.29) e (2.14), temos
o gl < o= Re [ )i, w(o)vds
= Re\, — Re(AU,,U,)x
= Re\(Un,Un)x + Re(—AU,,U,) x
= Re(\U, — AU,,U,)x
< |\ U, — AU, U, x|
< N = AUl x[1Unllx
= [ = AUnllx.
Fazendo n — oo em (2.60), por (2.47) e (2.59), temos

ot gC(a)(l +9(0) + Cle)) ' <0,

o4

(2.58)

(2.59)

(2.60)
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isto é

o> 50(0—)(1 4 (0) + C (o).

Isto contradiz (2.44). Portanto (2.45) é verdadeiro.

Agora, mostraremos que (2.45) é verdade para todo v < 0. Se v < ¢ é claro que v < k/2

{NeC;ReN > —vy} C{A € C; Rel > —0} C p(A),

pois —y > —o. Entao, é suficiente mostrar que (2.44) vale para todo v < ¢ uma vez que

vale para 0. Seja entao a funcao

G() = (1 +9(0) + C)) — 5C(3).

afirmamos que ela é estritamente crescente em (—oo, g) De fato

G'(7)

L4+ 9(0) + C(1) +4C') ~ £C'()
14 ¢(0) + /000(1 +e?%)|g'(s)|ds + /000 2yse*7| g/ (s)|ds
_k /00 25¢%7%|g'(s)|ds
2 Jo
14 9(0) + /000 |’ (s)|ds + /000(1 + 2vs — ks)e®|g'(s)|ds
1+ /00(1 + 278)e*7|g (s)|ds — /OO kse* g (s)|ds
0 0
1-— /00(1 + 278)e*7 ¢ (s)ds — /OO se*15q" (s)ds
0 0

1-— / (14 27s)e*" g (s)ds — [(36275g’(3)‘;o
0

- [z

1+ (slg'(s)e**| =1>0,

onde usamos (g4) e (2.10) do Lema 2.2. Além disso, note que de (g4) temos que

logo segue que

slg/(s)|€¥* < |g'(so)]se™ 7)1 = |¢'(sg) e~

19'(s)] < |¢'(s0)|e ¥ para s > sy > 0,

S

e(k+27)s — 0.

95
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Assim, sendo G(v) estritamente crescente, temos que

A1+ 9(0) + () — 2C() = G() < Glo) = o1 +9(0) + C0)) ~ 5C(0) <0

isto é,

k
v < 50(7)(1 +g(0)+ C(y))"" paratodo v <o.

Teorema 2.11 Nas condigoes do Lema 2.10 temos que wo(A) < —o.

2

Demonstragao: Sabemos que se o operador (7 — o)(—0 +iw — A)~! € L(X) é tal que

(v = o) (=0 +iw— A7 <1
entao o operador
[I—(y—o)(—0+iw— A)fl]_l
existe e é limitado em X. Logo
(—y+iw— A = [(~o+iv—A)+ (o -]
= [+ (c =) (—0+iw—A)7") (0 +iw— A)
= (—o+iw—A)"[I-(y—0)(—0o+iw—A)""]
para todo v € [0,0 + M%,)’ onde M, é dado em (2.45).
Entao de (2.64) e da hipdtese (2.43) temos que

1
{/\ S C,RG)\ > —0 — ﬁ} C p(A),

logo notando que

P
T M, 7T oy
temos que
1
0o(A) = sup{Re\; A € 0(A)} < —0 — AL
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e podemos deduzir também que, para todo v € [0, 0+ ﬁ], as seguintes desigualdades valem:

[(=y +iw—A)7 = H(—a +iw—A) I - (y—0)(—0+iw—A)""]

< o tiw =7 | (1 - (= o) =0 +iw = A7)

< M, || [(v = 0) (=0 +iw — A
§=0
< MUZH(V—U)(—J—FM—A)*lHj
=0
1
= M, :
L—|[(y = o)(=0 +iw — A)~Y|
1
= MU y
1|y =ol (=0 +iw - A)~|
1
= Mal_h/_O-‘Ma'
< 2M,,

onde usamos o fato que

1y —ol||(—o +iw— A 21— o M, > %

desde que 7 € [0,0 4 53] e temos (2.45).

Lembremos agora que

wo(A) = inf{o > g¢(A); sup |[(A—A)7|| < 400, paratodo 7 >o}.

Rel=~

Resumindo, de (2.65) e (2.66) temos que

1
2M,

o —— > 0o(A) e |[(— +iw— A7 < 2M,

para todo v € [0,0 + 53], isto é, para todo

1
< —r < —0.
oM, = =77

_O' —
Além disso por (2.45) temos que
(= +iw — A7 < M,

o7

-1

-1

(2.66)
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para todo —y > —o. Portanto, usando (2.67) temos que

o qual mostra o resultado. m

A

Corolario 2.12 wy(A) < 0, isto €, o semigrupo e'* € exponencialmente estdvel.

2.4 O valor exato de wy(.A) para o nticleo de tipo Maxwell

O objetivo nesta secdo é mostrar que o semigrupo e”* gerado por A verifica a Propriedade
de Crescimento Definida pelo Espectro para uma classe de nticleos g(s). Especificamente

mostraremos que

wo(A) = 0¢(A) = max {— . —fM’ cr+()\1)} , (2.68)

onde A; é o menor valor espectral do operador A, quando o nucleo g(s) é do tipo Maxwell,
isto é,
g(s) =1+ Me™* para algum M, k > 0.

Isto sera feito nas seguintes subsecoes. Na subsecao 2.4.1 estabeleceremos alguns Lemas e
resultados que serao usadas na demonstragao de (2.68). Por tltimo, na subsegao (2.4.2)
mostraremos as duas igualdades de (2.68).

2.4.1 Preliminares

Consideremos o nicleo de tipo Maxwell

g(s)=1+Me™* — k M>0. (2.69)
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Entao, a fungao C(0) dado no Teorema 2.30, para o nicleo de tipo Maxwell (2.69) esta dado

por

C(o)

r

kM

(14 e**)|¢'(s)|ds = / (1+e**)kMe *ds
0

/ ksds—i—/ e(k%)sds}
0

(k—20)s |*®

kM

(=, (5=,

1 k—20+k
kM |- kM | ————

k k— 20} [ k(k —20) ]
2M(k — o) k
W, para o < 5 (270)

Lema 2.13 Para C(0) dado em (2.70) com o < £, temos que (2.44) vale se e somente se

Demonstracao:

0 >

E claro que (2.72) vale se e somente se 20(1 + M) — kM < 0 isto é o <

o —

o —

ke 2M (k —

2 k-2
kM (k —

<k M
214+ M

(2.71)

De fato, quando o < £, (2.44) é equivalente a
2

7~ 5 0(0)(1+ 9(0) + C(0))

Sisal

)<1+1+M+

k— 20

k— 20

o) ((2+M)(k—20)+2M(k_0)>-1

EM(k — o)

(24 M)(k—20)+2M(k — o)

ol(2+ M)(k—20)+2M(k — o) — kM(k — o)

(24 M)(k—20)+2M(k — o)
o(2+ M)(k —20) +20M(k — 20) + 20*M — kM (k — 20) — kMo

(24 M)(k—20)+2M(k — o)

20 + oM +20M — EM](k — 20) + (20 — k)o M

2+ M)(k—20)+2M(k — o)
(k—20)20(1+ M) — EM]

2+ M)(k—20) +2M(k — o)

(2.72)

Do |
+
ii
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Para calcular 0¢(.A), usaremos (2.37) do Lema 2.9 e resolveremos a equagao
YN +9(0)+3(N) =0 (2.73)

em Ay, para todo v € o(A™1). De fato, para o niicleo particular g(s) = 1+ Me™* k, M >0

temos que

g\ = / g'(s)e_’\sds:—/ kMe *e = ds
0 0

> 1 kM
M — ) = P
. g (k+)\> k+ X

— 0 quando s — oo, pois Re\ > —g. Logo, para

o—(k+2)s

Ry

ReX+k)s

k—i—)\)s‘ — 6_(

onde usamos que |e~¢
este nicleo particular a equagao (2.73) chega a ser

kM k
214 M- — = Al ——. 2.74
AT+ 1+ Y 0, ve€o(A™), Rex> 5 (2.74)

A solugao de (2.74) depende do valor de v € o(A™!). Para resolver isto dividimos nossa

analise em dois casos:

Caso 1 Para v = 0 € o(A™!) (pois, (—A™')™' = —A nao ¢ limitado, logo 0 ¢ p(A)),

obtemos

kM k+ A 1

1+M— — = =
* Faa 0 deonde S = e
logo
k
= — M>1 2.
A Y para > 1, (2.75)

onde M > 1 pois devemos ter Re\ > —g.

Caso 2 Quando 0 # v € o(A™!). Neste caso definimos a nova varidvel y = 1/7. Assim

obtemos de (2.74) a equagao cubica com parametro p, dada por
AN AR AN+ k+AM + kM — kM = 0.
Logo, reescrevemos esta equacao na forma

P\ p) = N4+ kXN + (1l + M)A+ pk = 0. (2.76)

Assim, (2.37) pode ser escrita na forma

o(A)NAL,=A N H } U{N P\ p) =0, nea(A)}]. (2.77)

1+M
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Estudaremos a seguir a equacao (2.76). Note que esta é uma equagao cibica da forma

aX> + A2+ ceN+d=0.

Usando o método de Cardano estabelecida na secao 1.2, a substituicao A = = — % =x— %
transforma a equagdo (2.76) na forma
2} fpr4+q=0, (2.78)
onde ) , ,
3ac —b*  3u(l+ M) —k k
p=pp) =55 3 I+ M)y -3
20° bc d 2 1
Logo, as raizes de (2.78) sao dados por
Ty =u-+v
1 V3 1 V3
To = —§+z7>u+<—§—27)v
1 V3 1 .V3
I3 = <—§ —27> U+ <_§+ZT> v
onde
sl g ¢ P 3l q ¢ P
SNV T e71_\/2 ;T
¢ P
Além disso, como a equagao (2.78) possui coeficientes reais, quando T + o7 < 0 as solugoes
de (2.78) podem ser dados também por
T, = 2r cos hd
3
Ty = —2r Cos(7r — (’0)
xry = —2r Cos(7T il 80)
—q
d = —.
onde cos = -3

Para obter mais informacao da equagao ctibica (2.76), derivamos ela respeito de A. Ve-

remos que em um caso (caso (c) em baixo) uma raiz de (2.76) coincide com uma raiz da
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equagao P{(A, i), onde a derivada é respeito de A. De fato, usando a formula de p = p(u),

temos
2

k
PL(\ 1) = 322 4 2kX + (1 + M) = 302 + 2k\ + T+

cujas raizes sao

Denotemos por:

Q(u) = (p/3)° + (a/2)%;

Be= B = (<22 vQW)' . para QU =0, (279)
P ) = B(A— (A~ £ (2.50)
& =6(p) = —g +/—p/3.

Seja I(p) (u > 0) a menor raiz real da equagdo cibica (2.76). Deduziremos agora que as

outras duas raizes estao dadas pela formula:

aww>ﬁ+§”i¢ﬂwicmwé). (2.81)

De fato, notemos que (2.76) pode ser reescrito como:

N+ BN 4 (1 + M)\ + pk = (A2 + (k4 () — %) (A= 1(p)),

logo as raizes do fator quadratico sao

k() 1

() = =5 i§¢%+MMF+——-

Além disso, da equacao (2.76) e da formula de p = p(u), temos que

2

1) + K +p(+ M) + ik =0 ¢ (L4 M) =p+

o qual implica que )

k k
)+ kl(p) +p+ — + L= = 0.

3 Uw)
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Logo

L = A i\/gmzw))?— (102 + )+ 5+ )
= _k —I—;(N) + \/EZ(M)Q + %MW) + %Lkz — )2 — kl(p) — p— %2
= f +2l(u) + \/—p - %kQ = %kl(u) - %l(u)2

_ _k +2l<“> . \/—p = (zw + ;Wu) + %/&)

LA L #_p_z(zwg) |

como queriamos mostrar.

Agora sim, vejamos como sao as raizes da equagdo (2.76). Sabemos que, o nimero de

rafzes reais da equagao (2.76) depende do sinal do discriminante

Qi) = (p/3)* + (q/2)*.

Entao, por as solugoes da equagao ciibica (2.78), a andlise das solugoes da equacao ctibica

(2.76) podem ser divididos nos seguintes trés casos:

(a) @Q(u) > 0. Neste caso a equagao (2.76) tem uma raiz real

k
l(lu) = _5 + B+ + B—7

e um par de raizes complexas

k B.,+B.  ~-B,—B_
B A VA [ty
3 5 iv3 5

(b) Q(u) < 0. Neste caso a equagao (2.76) tem trés raizes reais distintas. A maior delas é

k [ «Q —q
l+(u):—§+2 —gcos g, onde cosa:2_—w3)3,

e as outras duas sao

onde —7m < o < 7.
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(c) Q(u) = 0. Neste caso a equacao (2.76) tem uma raiz real

k q\3
Sea(g)
3+

e uma raiz real dupla
kf_( q>é: -(n), q<0
5+(:u)7 q > 07

onde £_(u) e & (u) estao definidos em (2.80). Note que neste caso, a raiz real dupla

coincide com uma raiz de P§(\, p), pois

B+ @0 o § -2
3 2/ 2/ 3
Resumindo os resultados acima, temos

( k B,+DB_

3 2
k 5
o.(p) = Rely(n) = —3 +2 (—g) , Qu)=0 com ¢g<0 (2.82)

2.4.2 O valor exato de wy(.A)

Agora ja temos as ferramentas necessarias para mostrar a seguinte igualdade

wo(A) = 0p(A) = max {—1 fM,a+()\1)} .

A demonstracao deste resultado sera dividido em dois teoremas.
Teorema 2.14 Seja o miicleo g(s) = 1+ Me™* para algum M,k > 0. Entdo

(.U()(/U = O'()(.A) (283)

Demonstragao: Da teoria de semigrupos sabemos que

wo(A) = o9(A),
entao basta mostrar que também ¢é valida a desigualdade

wo(A) < ao(A),
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o qual sera consequiéncia do Teorema 2.11 da secao anterior.

De fato, observando as raizes

k
& =6(p) = —3 + v/ —p/3

do polinémio P§(A, p) dado em (2.80), temos que:
Se p = p(u) > 0 ent@o as raizes {4 sdo complexas, isto é, P{(A, 1) ndo possui raizes reais,
isto é

P{(\,u) >0 paratodo AeR se p(u) > 0.

Reciprocamente, quando p(u) < 0, P{(A, i) tem duas raizes reais, logo

>0, A€ (-00,8-) U (&4, 00)
PL(A ) se p(u) <0,
< 07 A€ (5—,§+)

isto é, P(\, ) é crescente nos intervalos (—o00,£_) U (&4,00) e decrescente no intervalo
(£—a§+)'

Verificasse também que

P(—=k,pu)=—pkM <0

e
k k3 M
P(——— =—>=>0
e =@ e
para todo p € (0,00). Ou seja, P(A, 1) tem uma raiz entre —k e —HLM para todo p € (0, 00).
Além disso, vejamos que, de (2.80)
—k <& (n) se p(p) <0. (2.84)

De fato, se p = p(u) < 0 temos que

entao

k

e mais ainda

P{(—k,pu) =3k> = 2k* + (1 + M)u =k*+ (14 M)p > 0 para todo u € (0,00),
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isto é, P(\, ) é crescente em —k para todo p € (0,00), de onde segue (2.84).

Portanto, devemos ter

—k<lI(p) < para todo p € (0, 00). (2.85)

1+ M

Finalmente, combinando (2.81) e (2.85) os nucleos de tipo Maxwell verificam as hipdteses

do teorema (2.11), isto nos levard a mostrar que wy(A) < 0g(.A). De fato, note que

oo(A) = sup{Re\; A€ cd(A)} >0, (\1) = Rel(\)

IO R G R SN B
- 2 2 2 2 2(1+M)
k 1 kE( M k
= _§<1_1+M)__§(1+M)>_§’ (2.86)

isto é, para todo —o > 0¢(.A), temos que

(MY b
~9\1+Mm) 2

Logo, do lema 2.13, temos que vale a condigao (2.44). Além disso é claro que (2.43)

também se verifica, pois
{NeC;ReA > —0 > ao(A)} C p(A).
Portanto, pelo Teorema (2.11)
wo(A) < —o, paratodo — o > gy(A).
Em particular escolhendo —o = 0y(A) + £, temos que
wo(A) < og(A) + %, para todo n € N.
Logo fazendo n — oo concluimos que

wo(A) < ao(A).

Com o qual podemos concluir que wy(A) = c¢(A). =

Teorema 2.15 Seja o nicleo g(s) =1+ Me™* para algum M,k > 0. Entdo

wo(A) = 0p(A) = max {— . fM’ a+()\1)} , (2.87)

onde Ny € o menor valor espectral do operador A, e o, (-) estd definido em (2.82).

66



Demonstracao: No Teorema anterior ja& mostramos a primeira igualdade. Para mostrar

a segunda igualdade, observemos que de (2.77) e (2.86), temos que:

k
T oc(A)NAy Co(A) e o.(N\) = Rely(\) < oo(A),
logo podemos concluir que
k
maX{—m,O+()\1)} S 0'0(./4). (288)

Portanto, para mostrar (2.87), basta mostrar que:

ao(A) < max{—HLM,a+(Al)}.

Para isto, mostraremos primeiro que a funcao que define a menor raiz real da equacao

(2.76), {(n) (@ > 0) é injetiva. Mais precisamente mostraremos que [(p) é estritamente

crescente em (0,00), o qual nos ajudard a mostrar a igualdade acima.

Afirmacgao.- [(u) é estritamente crescente em (0, 00).

Prova da Afirmagao.- De fato, por (2.85), temos que
(1+ M)l(n) + k<0 paratodo pu € (0,00).

Disto concluimos que [(x) é uma fungao injetiva de (0,00) a I(0,00) C (—=k, —k/(1 + M)).
De fato, suponhamos que I(u;) = I(p2), entao substituindo estas raizes na equagao (2.76)
temos que

pa (14 M)(pa) + k] = paf (1 + M)U(p2) + K]
de onde segue facilmente que p; = po.

Agora vamos mostrar que [(u) é estritamente crescente em (0, 0o). Para isto comegaremos
mostrando que a fungao [(p) é de classe C! para todo p > 0 tal que P5(I(u),p) # 0, e que

verifica

dp P, p)
De fato, da equagao (2.76) temos que

di(w) _ (1L+M)l(p) +k (2.89)

U(p)? + Kl(p)? + (L + M)I(p) + pk = 0,
derivando obtemos

[3102)? + 2k1(s2) + (L + M)] I (11) = =k — (1 + M)I(w),

67



lembrando que p = (1 4+ M)u — g—2, temos
2

1()? + 2h1(n) + =+ p| 1) = —k — (14 M),

logo

() — €000 — €)1 = —k = (14 M) onde & =4/,

de onde temos que

Assim, a fungao I(u) é diferencidvel para todo p > 0 tal que P{(I(u), 1) # 0, logo podemos
concluir que [(u) ¢ de classe C', para todo u > 0 tal que P5(I(n), ) # 0. Além disso, se

existir um ponto de descontinuidade py de I(p) ele deve satisfazer
P(l(p0): p0) = 0,
o qual equivale a afirmar que
p(o) <0, Qo) =0,  qlpo) <0. (2.90)
Esta equivaléncia pode ser mostrada da seguinte forma. Como
Py (I(po), o) = 3(Uo) — €4 )(U(po) — €-) =0

entdo a menor raiz [(pg) ou é igual a &, (1) ou é igual al_ (). Isto acontece, da andlise das

solugoes da equacao ctibica (2.76) caso (c) feita na subsegao 2.4.1, quando

Qo) = (p(§0)>3 n (Q(go)f —0

que por sua vez implica que p(ug) < 0. Além disso, se for ¢(u) > 0, entao pelo caso (c) da

subsecao 2.4.1 a raiz & (uo) seria a maior raiz da equacao (2.76), logo ndo poderiamos ter
I(po) = &4 (po), entao necessariamente temos que (1) = £_ (1) que novamente pelo caso
(c) da subsegao 2.4.1 implica que ¢(uo) < 0. Adicionalmente, da férmula de ¢ = g(po) temos

que a condi¢ao ¢q(po) < 0 acontece sempre que M > 2.

Seja agora o conjunto

Dy ={p€(0,00); p(p) <0, Qu) =0, q(p) <0}
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Como Q(u) é um polindmio de terceiro grau, temos que a cardinalidade de Dy é menor ou

igual a 3. Note também que

W) & (§-(1),&+(1)), quando p(u) <0,

pois, caso contrario /() nao seria a menor raiz de P(\, u) dada por (2.76), como pode ser

visto no gréfico de P(\, p) a seguir

&+

Figura 1

Assim, da figura 1 e da equagao (2.80), temos que P5(I(u), 1) > 0, sempre que u ¢ Dy,
isto é:
di(p)
dp

Logo () é estritamente crescente em (0,00) \ Dg. Para concluir a prova da afirmagao

>0, paratodo p € (0,00)\ Dy. (2.91)

vejamos o comportamento de [(u) nos pontos onde I(u) pode ser descontinua, isto é nos
pontos g € Do. Nestes casos, para ver que l[(u) é estritamente crescente em g € Dy,

bastard mostrar que
I(po—) == lim I(p) < I(po+) == lim+l(,u).

De fato, seja py € Dy, entao da definigdo de Q(u) e das condigdes do conjunto Dy podemos

Q) = (PE0) ) + (420 ) 2 0

e a igualdade Q'(uo) = 0 vale se e somente se p(ug) = q(po) = 0, pois

concluir que

P'(po) =14+ M >0
¢ (o) =—2k(1+M)+k=%52-M)<0, se M >2.

3

Portanto, se u < g e o € Dy, entao

Q1) < Q(po) = 0.
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Logo, como

g = ()’ (Y,

3
= <—p(“°)> logo, como ¢(up) < 0, temos

entao temos que

2

—almo) 4 ( Q(Mo))é_ I@‘

Além disso, do caso (c) da subsegao 2.4.1, como ¢(pg) < 0, temos que

U(po) = —g _ (_@)é

e do caso (b) da subsegdo 2.4.1, para u < po temos que

—q(p)
%)

que ¢ uma fungao continua, logo tomando limite p — f, , temos que

a(p) = arccos

—Q(Mo)

3
(10)
2y(-2)

Assim, quando Q(u) < Qo) = 0 (u < po), dos casos (b) e (c) da subsecdo 2.4.1, temos

a(pg) = arccos = arccos(1) = 0.

que

lim I(p) = lim (———2 - cos

H— g H— g

()

_ —§— (_q(gw)%
(1o

Por outro lado, para o caso py < p, teremos 0 = @)

24.1

0)-

=1l(p
) < Q(u), logo do caso (a) da subsecao

lim {(x) = lim (—§+B++B> _ ko (—q(“(’))é.

p—rpug p—rpug 3 2
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Concluimos entao que

um—>—am»——ﬁ—(—“Mﬁ)ss—f+2(—“wﬁ)§—um+» (2.92)

3

pois q(ko) < 0.
Conseqiientemente por (2.91) e (2.92) temos que

[(p) é estritamente crescente em (0, c0).

O que prova nossa Afirmacao.

Finalmente, com a ajuda da afirmacao anterior, mostraremos a desigualdade desejada,
isto é

oo(A) < max {_1 fM,a+(>\1)} | (2.93)

Para isto mostraremos que em todos os casos possiveis de sinal do discriminante Q(u), a

k

7037 Ou por o (A1) para todo pn > Ay.

parte real das raizes I (u), I(1) s@o limitadas por —

Note que por (2.85) ja temos que

, para todo u € (0,00).

k
<l <33

Para as raizes 4 (p), isto sera feito nos seguintes casos:

(i) Q(u) > 0, u > A;. Entao, pelo caso (a) da subsegao (2.4.1) e usando a afirmagao

anterior temos que

k  Bi+ B_

Rely(n) = Rel () =-5-——5—
I I T B SO0
-3 2 3 2 2
_ Wtk )+
B 2 = 2
= Reli(M) =0 (A1)

Isto é,
Rel_(p),Re ly(pn) < o4(M), paratodo pu> A;. (2.94)

(i) Q(u) <0, > A. Este caso é mais delicado. Comegemos definindo o conjunto

D = {p € (M,0); Q(u) < 0}. (2.95)
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Primeiro note que D é um conjunto aberto, pois (i) é um polindémio (logo continuo)
e (A,00) é aberto. Logo, temos que mostrar (2.93) para todo p € D. Vejamos,
para cada p € D, a equacao (2.76) tem trés raizes reais distintas. A maior delas,
l+(n), deve estar no intervalo (£, (u),0), pois, tendo (2.76) trés raizes reais distintas,

necessariamente &, (u) < Iy (u) como podemos ver no gréfico de P(\, u) dado por

Figura 2

Por outro lado,
Q) = <@)3+ (@)2 <0

implica p(u) < 0, logo de
2

k
plw) = 1+ Mp— =,
temos que p(p) + % = (14 M)u > 0, logo % > —p(p) > 0, entao (%)2 > %(“) > 0,

assim % > \/%(“) > (), de onde concluimos que

§+(M):—§+ %W) <0.

Notemos também que na equagao (2.76) temos que P(0,u) = pk > 0, de onde con-

cluimos que
E () < Li(p) <O.

Logo temos que P5 ({4 (u), ) > 0 para todo u € D e também que

k
dly(p) L)k | >0 < =g
- B k (2:96)
H AN+ (H )5 [ <0, l+<'u>>_1_|_M

para todo pu € D. Desta andlise vejamos que, [, (i) é estritamente monétona em cada

subconjunto conexo de D. De fato, [ (u) é continua em D, em particular é continua
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numa componente conexa D; de D, se existirem puq, uo € D; tal que

() < < I(p2),

1+ M

pelo Teorema do Valor Intermedidrio existiria um py € D; tal que I(pg) = 0

&
T+ M

_k
T+
qual é uma contradigao, pois P( ) > 0 para todo g > 0 como tinhamos visto

no Teorema anterior.

Identifiquemos agora a fronteira do conjunto D, D. Se u € D entéo existe (u— e, u+
€) C D, logo u ¢ OD. Se

€ {p € (A1,00); Q(u) > 0}

entao existe

(=€ p+e) C{ue (A, o00); Qu) >0}
entao também u ¢ dD. Dal, todo ponto da fronteira de D estd no conjunto {\ }U{p >
A1y Q(p) = 0}, isto é 0D = {A\ } U {p > Ai; Q1) = 0} este conjunto tem no maximo
quatro pontos pois Q(x) é um polindémio de tercer grau, segue disto que D tem no

maximo dois componentes conexas como pode ser visto no seguinte grafico.

Q)

componentes conexas
|

Figura 3

Nas componentes conexas onde [, () é estritamente crescente o problema esta resol-

vido, pois neste caso temos

I_(p) <li(p) < — para todo u € D;.

1+M
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Seja entao Dy = (i1, ) uma componente de D onde I, (1) é estritamente decrescente,

k

— T Denotemos por

isto é, [, (u) >
lO = lim l-‘r(ﬂ)a
p—pf
entao

= P(l+(u>a M) - PUO»MI)a quando M= /1“1’—7 (297)

f+(ﬂ1) < lO < 07 lO > = Q(:ul) < 07 (298)

1+ M’
onde (2.98) segue fazendo p; — pui nas desigualdades &, () < I (u) < 0, Iy(p) >

Note que de (2.98) temos que Q(i1) < 0, entao estudaremos dois subcasos: Q(u1) <0
e Q(p) = 0.

(iia) Q(p1) < 0. Entao p; ¢ um ponto fronteira que nao satisfaz

Q) =0,

logo necessariamente p; = A\;. Pelo caso (c) da subsegao 2.4.1, Iy > &, (u) pois

a igualdade pode acontecer so se Q(u1) = 0. Além disso, tendo Q(u) < 0, temos

que
Le(p) < o= lim Iy (p)
| d )
= lim —ﬁ+2 —]MCOSM
woe \ 3V T3 3
k

SR _p(/;l) COSO‘%H)

= I4(u1) =1 (M) =04(M), paratodo p€ Dy
Isto é,

Le(p) <lo = 1(m) = l4(M) = 04 (A1), para todo p€ D (2.99)
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(iib) Q(u1) = 0. Ent@o a equagdo (2.76) tem uma raiz dupla quando pu = py. Se [y
¢ uma raiz dupla entdo de &, (p) < 4 (p) < 0 temos que [y = —% — (—@)E =
&+ (p1) implicando pelo caso (c) da subsegao (2.4.1) que ¢(u1) > 0, entao a menor

1

rafz é I(py) = —%& + 2 (e ° Segue dai que
K 3 2

lo = & () =1(m) =1-(m) = 5 (_Q(Ml))S

3 2
k—+ 1\
— _%('ul) S _% e Re l+()\1) = O'+()\1)-

Isto é, no caso quando [y ¢ uma raiz dupla temos também a desigualdade desejada,
isto é

Li(p) <lo =& () =l (m) = 1-(m) < 04 (A1), paratodo p€ Dy (2.100)

Para finalizar suponha que ly ndao é uma raiz dupla. Neste caso pelo caso (c¢) da

subsecao (2.4.1) temos que

k (i) # k p(pr)
LY — Yo — . 2.101
ly=—3+ < 5 5+ 2 (2.101)

A segunda igualdade em (2.101) segue do fato de que Q(u1) = 0 e g(py) < 0 como
pode-se ver na demonstracao da Afirmacgao acima.
Afirmamos que Q(p) < 0 quando p — p; . De fato, caso contrario quando p — py

teriamos que

k k k )\
_ - _ B 249
1+M>l(u) 3+B+(M)+B(M)—> 5t ( 5
k
— — . .102
o> —17 (2.102)

Contradi¢ao. Assim existe outra componente de D, Dy = (2, 11). Tendo Q(p) <

0 em Dy, novamente pelo caso (b) da subsegao (2.4.1), temos que

k
lim L () — lim |5 oy —2U) o @)
By Py 3 3 3

k P(Ml) Oé(Ml)
= — 2
5" 3 “PT3
k P(Ml)
= —— +2\/— 2.103
k
_ _ 2.104
ZO > 1 +M7 ( 0 )



onde Q(u1) = 0 e g(u1) < 0 implicam «(p;) = 0 como na demonstracao da
afirmagao acima. Daqui I;(u) > —HLM em Do, isto é, [ (u) é também estri-
tamente decrescente em D,. Isto segue também do Teorema do Valor Interme-
diario como foi visto acima. Agora para ver que neste caso também temos que
ly(p) <lp<oy(N), paratodo p € Dp. Basta seguir os argumentos desenvol-
vidos para Dy, fazendo agora pu; := pa, isto é, denotamos [f, = lim,_, ly(p). A

discussao ¢ igual exceto no caso quando [, nao é a raiz dupla em (iib) o qual nao

acontece de novo, pois D so tem dois componentes conexas. Concluimos dai que

Li(p) <lop <y <oy(N) paratodo p€ Dy. (2.105)

Figura 4
Portanto, en todos os casos temos que
k
ly(p) < max {_H—M’ 0+()\1)} para todo pu € D. (2.106)

(iii) Q(p) = 0. Entdo o conjunto D = {u > A;; Q(1) = 0} tem no méximo trés pontos.
Pelas formulas de Cardano e a continuidade de p(u) e ¢(p) temos que (2.106) também
vale para u € D

Finalmente da discussao em (i)-(iii) temos que
k
1+ M’

Rely(p), Rel(p) < max{— a+()\1)} para todo > M.

Dai segue que
k
ool A) < max{—1 . M,mm} .

Portanto, desta desigualdade e de (2.88) concluimos que

oo(A) = {—HLM,MAI)}.
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Capitulo 3
Aplicacoes

Um exemplo tipico para os operadores A dados em (2.1) é

A=-A, H=1L*0,L), V=H,(0,L)

e
D(A) = H*(0,L) N Hy (0, L).
Os autovalores do Laplaciano para o problema de Dirichlet no caso unidimensional
—u" = Au em [0, L]
u(0) = u(L) =0,
sao
Ap = %, n € N,

e as autofungoes correspondentes sao

u,(z) = sen (n_zx) :

2 2

T
= é A\ = —. No decorrer deste

Assim, o menor valor espectral do operador A = — 72

capitulo consideramos o operador

?\“
A% = (—@) s a > O,

o qual é um operador auto- adjunto e positivo definido. Logo os autovalores deste operador

para o problema de Dirichlet sao da forma
2 2\ @
m:<z;>,neN
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- 2 \ @ .
Entao o menor valor espectral do operador A¢ = <—j?) sera

o 7T2 “

Por simplicidade vamos supor que L = 1, logo o menor valor espectral do operador A® sera
dado por
A = 2 (3.1)

d2

W) no lugar do operador A no problema (2.1), vamos

Para este operador A* = (—
usar o Teorema 2.15 para calcular wy(A). Isto é, estamos interesados em determinar o valor

de

wo(A) = max {— 1 fM, mm} , (3.2)

para nicleos de tipo Maxwell g(s) = 1 + Me " k,M > 0. Onde \¢ é dado por (3.1), e
04 (+) estd definido em (2.82).

Assim, de (2.82), temos que o valor de
0+ (A]) = o4 (1°%) = Rel, (7*?)

depende do sinal Q(7?*), como pode ser visto em (2.82). Portanto devemos comecar estu-

dando a funcao Q(u). De fato, observe que

_ 1 3 1 2
Q(p) = 271?(#) + 4q(u)
1 k21 172 1 2
= —|Q1+Mpu—— =k = k(1+ M
o [( + M)p 3} +7 [27k 3k( + )/H—ku]
_ L (1+M)>*u® —3(1+ M)? Qk—2+3(1+M) k—4—ik6
- o7 a e Mg ~ o7
1[4 1 4 4 2
=k SR+ M2+ R - — K1+ M — kY — Sk + M) u?
1 1 1 1
- (1 M3 3__1 M2 21.2 (1 M 4 ~ _~ 1.6
1 1 1 1 1 1
— kS — K21+ M+ -k — —k* 1+ M — kY — k2 (1 + M) u?
1 1 1 1 1
(1 MR — 2021 - M2 S22kt — SER202(1 - M.
57 (1+ M) — o ko p (1 + M)" + Ko™ + ook p — k5t (1+ M)

Por simplicidade vamos supor

k=1+M =,

78



isto é, vamos considerar o ntcleo de tipo de Maxwell da forma
g(s) =1+ (m—1)e ™.

Nesta condicoes temos que

1 1 1 1 1
:2—77r3u3 T2 St — . (3.3)

Qn) " 108 4 27 6

Vamos considerar em (3.2) os casos onde o = 1/2, 3/4, 1, 3/2, 2. Para isso, devemos

calcular primeiro Q(u) e conseqiientemente o () em p = \§ = 72°.

9 N\ 1/2
3.1 Caso (—d—) .

dx?

Para este caso temos que
Aa_Al/Z_( d2)1/2_ d

entao a equagao (2.1) terd a forma
uy + g(0)uy, + / g (s)u,(t — s)ds = 0. (3.4)
0

O espago X onde esta definida a equacao de evolugao

au
T AU

associado a equagao (3.4) estd dada por X =V x H x W, onde
V =D(A?) = DAY = H'*(0,L), H=1L1*0,1) e W =L%(0,00;V).

Além disso,

A= [T s
v—w'(s)

D(A) = {U = (u,v,w) € X;v eV, w' € W, w(0) =0, u— /Ooog’(s)w(s)ds € H&(O,L)}
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Como A é gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes como visto na segao 2.2,

pela teoria de semigrupos sabemos que para todo Uy € D(.A) existe uma tdnica solucao
u(t) = ey € C'([0,00), X) N C([0, 00), D(A))

onde e é o semigrupo gerado por A.

Nosso objetivo agora é calcular o tipo de semigrupo wg(.A) gerado por A a partir da

formula (3.2). De fato para a = 1/2 temos que o menor valor espectral de A* = AY/2 ¢
A =A% =

Entao em (3.3) temos que

1 1 1 1
A2y = b S St - P A 11388 > 0
Q( 1 ) Q(ﬂ-) 277’( 1087T + 47T + 277T 67T

Entao por (2.82) temos que

/2y B _ k  By(m)+B_(m)
o (M) = on(m) = Reli(m) = —5 - =

Além disso,

—%q(u) = —% {237/?3 - %k(l + M)+ ku}
- [z tewen)
= gt e s (3.5)
de onde
_%q(ﬁ) _ _2i77r3 + éw3 _ %WQ ~ —0.915,

Entao podemos verificar que
o+ (A"?) = o (7) & —0.909

Portanto

wo(A) = max{—1,0, (A"} = max{—1,0,(7)} = o ().

Observacao 3.1 Podemos observar neste caso (a < 1), o valor de wy(A) = o4 (m) depende

2\ 1/2
do espectro do operador eldastico | ——— .
dx?
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42 3/4
3.2 C —— :
aso d$2)

Para este caso temos que

2 3/4
Aa — A3/4 — v _ 83/2

dz? v

entao a equagao (2.1) terd a forma
g + g(0)02%u + / g (5)%u(t — s)ds = 0. (3.6)
0

O espago X onde esta definida a equacao de evolugao

du
— =AU
dt A

associado a equagao (3.6) estd dada por X =V x H x W, onde

V =D(AY?) = D(A*®) = H¥*(0,L), H =1%*0,1) e W = L%(0,00;V).

g

Além disso,

D(A) = {U = (u,v,w) € X;v eV, w' € W, w(0) =0, u— /Ooog’(s)w(s)ds € H3/4(0,L)}.

Como A é gerador infinitesimal de um semigrupo de contracées como visto na secao 2.2,

pela teoria de semigrupos sabemos que para todo Uy € D(.A) existe uma tnica soluc¢ao
u(t) = ey € C'([0,00), X) N C([0, 00), D(A))

onde e é o semigrupo gerado por A.

Nosso objetivo agora é calcular o tipo de semigrupo wy(A) gerado por A a partir da

féormula (3.2). De fato para o = 3/4 temos que o menor valor espectral de A% = A3/ ¢
A = €\ = g3/2,

81



Entao em (3.3) temos que
1 1

1 1 1
N = Q(r*?) = —a? - 774 Zpb 4 —gl1/2 _ 26~ 106.668 > 0
Q( 1 ) Q(’ﬂ' ) 277T 1087T + 47T + 277T 67T

Entao por (2.82) temos que

k B 3/2 B_ 3/2
0.+<)\:1"/4) _ O'+(7Tg/2) — Re l+(ﬂ_3/2) _ _§ . +(7T )‘|‘ (77' )

2

wo(A) = max{—1,0, (A"} = max{—1,0, (7%} = o (x¥/?).

Portanto

Observagao 3.2 Novamente neste caso (o < 1) podemos observar que o valor de wy(A) =

2\ 3/4
o (m) depende do espectro do operador eldstico (—@) :

d2
3.3 C —
aso d.CC2

Para este caso temos que

d2
A =A=——
dx?’
entdo a equagao (2.1) terd a forma
U — g(0)ugy — / G (8) Uz (t — s)ds = 0. (3.7)
0

O espago X onde esta definida a equacao de evolugao

du
%—AU

U(0) = U,

associado a equacao (3.7) esta dada por X =V x H x W, onde

V =D(AY?) = D(AY?) = H}(0,L), H=1L*0,1) e W =L2(0,00;V).

g

Além disso,

v
AU = um—i—/ g ($)wee(s)ds
0
v—w'(s)



com
D(A) = {U = (u,v,w) € X;v eV, w € W, w(0) =0, u —/ d(s)w(s)ds € H? ﬂH&(O,L)}
0

Como A ¢é gerador infinitesimal de um semigrupo de contragbes como visto na se¢ao 2.2,

pela teoria de semigrupos sabemos que para todo Uy € D(A) existe uma unica solugao
u(t) = MUy € C*([0,00), X) N C([0, 00), D(A))

onde e é o semigrupo gerado por A.

Nosso objetivo agora é calcular o tipo de semigrupo wg(A) gerado por A a partir da

féormula (3.2). De fato para o = 1 temos que o menor valor espectral de A = A é
A=\ =72

Entao em (3.3) temos que

1 1 1 1 1
P S Yo N O U B L TR
Q( 1) Q(ﬂ- ) 277T 1087r + 47T + 277T 67r =

Entao por (2.82) temos que

co(M) = ou(n?) = Rel,(7?) = —& _ B (n*) + B_(x?)

3 2
1 2 1 2
= —% - Ei/—@ + v Q(7?) — 5{’/—@ —/Q(7?) ~ —1.032
Portanto
wo(A) = max{—1,0,(\)} = max{—1,0, (7%} = —1.
Observagao 3.3 Neste caso (o« = 1) podemos observar que o valor de wo(A) = —1 depende

dos coeficientes do Nicleo de Mazwell g(s) =1+ (m — 1)e ™.

2\ 3/2
3.4 Caso (—d—) .

dx?

Para este caso temos que



entao a equagao (2.1) terd a forma

U — §(0)Upze — / G (8) Uy (t — s)ds = 0. (3.8)
0
O espago X onde esta definida a equacao de evolugao
dU
— =AU
dt A

associado a equagao (3.8) estd dada por X =V x H x W, onde

V =D(AY?) = D(A¥*) = H¥?(0,L), H=1L*0,1) e W =L%(0,00;V).

g

Além disso,

v
AU = —umx+/ G (8)Waze(s)ds
0
v—w(s)

D(A) = {U = (u,v,w) € X;veV,w € W, w(0) =0, u— /Ooog'(s)w(s)ds € H3ﬂHé(O,L)}

Como A é gerador infinitesimal de um semigrupo de contracées como visto na secao 2.2,

pela teoria de semigrupos sabemos que para todo Uy € D(.A) existe uma tnica soluc¢ao
u(t) = MUy € C*([0,00), X) N C([0, 00), D(A))

onde e é o semigrupo gerado por A.

Nosso objetivo agora é calcular o tipo de semigrupo wg(.A) gerado por A a partir da

formula (3.2). De fato para a = 3/2 temos que o menor valor espectral de A* = A%/2 ¢
Ap =N =1t

Entao em (3.3) temos que
1, 1 1 1.

1
QW) = Q(n®) = T mwlo + 1”8 + o - éﬂg ~ 30880.892 > 0

Entao por (2.82) temos que

0+(/\§/2) = o () =Rel (n°) = —= —




Portanto

wo(A) = max{—1,0, (A\¥*)} = max{—1,0, (7%} = —1.

Observagao 3.4 Novamente neste caso (o = 3/2) podemos observar que o valor de wy(A) =

—1 depende dos coeficientes do Nucleo de Mazwell g(s) =14 (m — 1)e™ ™.

92 2
3.5 Caso (—d—) .

Para este caso temos que

da? da?’

Aa_AQ_( d2)2_d_4

entdo a equagao (2.1) terd a forma

st + 9(0)Upgzs + / G (8)Upzee(t — s)ds = 0. (3.9)
0

O espaco X onde esta definida a equagao de evolugao

du
— =AU
dt A

associado a equacao (3.9) esta dada por X =V x H x W, onde
V =D(A?)=D(A) = H}(0,L), H=1L*0,1) e W =L%(0,00;V).

Além disso,

(Y

AU = Uggre — / g/(s)w$$mc(s)d8
0

v—w'(s)

Ccom
D(A) = {U = (u,v,w) € X;v eV, w € W, w(0) =0, u—/ g (s)w(s)ds € H4ﬂH§(O,L)}
0

Como A é gerador infinitesimal de um semigrupo de contracées como visto na secao 2.2,

pela teoria de semigrupos sabemos que para todo Uy € D(.A) existe uma tnica soluc¢ao
u(t) = ey € C'([0,00), X) N C([0, 00), D(A))
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onde e é o semigrupo gerado por A.

Nosso objetivo agora é calcular o tipo de semigrupo wy(A) gerado por A a partir da

férmula (3.2). De fato para a = 2 temos que o menor valor espectral de A% = A% é
Y= =7

Entao em (3.3) temos que

1 1 1 1 1
Q) =Q(r") = 2—77r15 - ﬁ”w T Z”w 4 EWS - 67r11 ~ 1027584.201 > 0

Entéao por (2.82) temos que

01 (A) = o,(nh) = Re l,(n") = —g _ Bilm >-2FB—<W )

- %;/_ﬁg“) /O - %{»/_‘I(g“) O ~ —1.067

Portanto

wo(A) = max{—1,0,(\3)} = max{—1,0,(7")} = —1.

Observagao 3.5 Novamente neste caso (o = 2) podemos observar que o valor de wy(A) =

—1 depende dos coeficientes do Nucleo de Mazwell g(s) =14 (m — 1)e™ ™.

3.6 Comentarios Finais

Finalizamos esta Capitulo com comentarios relacionados as Aplicagoes e comentarios sobre

a aplicacao do método para outros tipos de nicleos.

1. Podemos observar nos casos acima que para a > 1, o tipo de semigrupo wy(.A) é sempre

e nao depende do espectro do operador A*. Enquanto que para os casos
0<a<3/4=12/16

o tipo de semigrupo wy(A) depende do espectro de A* e nao dos parametros do niicleo,
isto é

wo(A) = a4 (A]).
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Além disso, considerando o caso ov = 13/16 se verifica que
or (A1) = o (713/8) & —1.007
Portanto

wo(A) = max{—1,0, (A"} = max{—1, 0, (x"¥/%)} = —1.

Assim, podemos concluir que o tipo do semigrupo wy(A), para o nicleo de meméria

da forma g(s) =1+ (7 — 1)e™ ™, esta dado por

o+(A}) para 0<a<12/16
wo(A) =
—1 para a > 13/16.

Portanto, podemos concluir que o valor de a onde acontece a mudanga do valor de
wo(A) esta localizado no intervalo [3/4, 13/16].
. Vejamos agora a aplicabilidade do método para outros tipos de ntcleo.

Neste trabalho temos mostrado que a propriedade de crescimento determinada pelo
espectro (PCDE) vale para o sistema viscoélastico (2.1) no caso particular em que o

nicleo é do tipo Maxwell, isto é,
g(s) =1+ Me™™  (k,M >0).
Em outros casos a propriedade do (PCDE) é uma questao em aberto, ja que o método
estabelecido nao se aplica diretamente. Para ver isto consideremos um nucleo da forma
g1(s) =1+ Mie ™% 4 Mye ™% com ki, ky >k >0 e M, My >0, (3.10)

isto é um ntcleo com uma pequena modificagao em relagao aos nicleos do tipo Maxwell.
Note que g;(s) verifica as hip6teses (g1) — (g4) facilmente. Assim como na subsegao

2.4.1, para o < % temos que
Cloy = [ (e e=g(s)lds
0
= / (14 e*7%)(kyMye ™ + ky Mye™%2%)ds
0

= / (1+6208)k1M16—k1sd8+/ (1+6208>k2M26_k28)d8
0 0

2M1(l€1 — O') i 2M2<k2 — O')
k1—20' k2—20' )
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Supondo que podemos mostrar um lema analogo ao Lema 2.13, agora para encontrar

0o(.A) usarfamos (2.37) e resolveriamos a equagao
YA? 4+ g(0) + g (\) =0 (3.11)

em A, para todo v € o(A™!), onde agora o niicleo g seria da forma (3.10). Entao

teriamos

70 = [ geeas
0
= —/ k;lMle_klse_’\sds—/ ko Moe #2573 g
0 0

= —k M, / e~ FtNsqs — ko M, / e~ k2t N)s g
0 0

_ kq My _ ko M,
Bi+XA  k+ A

Note que Re\ > —% > —k > —ky, —ks. O resultado segue como na subsec¢ao (2.4.1).
Logo em (3.11) terfamos que

M M.
b My k2 My =0, y€o(A™), Re/\>—E.

2 —_— —
YA 4+ 14+ My + M, [ N Sy 7

No caso 1, quando v = 0 € o(A™!), obtemos a seguinte equacao quadrética
(1+ My + Mo)( A+ K1) (A4 ko) — (A + k2)ky My — (N + ky) ko My =0

1
Emquanto que no caso 2, quando 0 # v € o(A™1), definindo a nova varidvel u = —,

temos uma equacao de quarto grau com parametro p da forma

)\2()\+]€1)()\+k2)—l—u(l—i—Ml—FMz)()\—i-/ﬂ)()\—i—kQ) — (A +k) ki My — (A +kq) ko Moy = 0.

Logo, para a aplicagao do método, teriamos que fazer uma andlise das equacoes de
quarto grau, que nao possuem um método estabelecido como para o caso de equagoes

de terceiro grau (Método de Cardano).
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